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Àïåðèîäè÷åñêèå ïëèòêè
Õ.ÍÓÐËÈÃÀÐÅÅÂ

Ïåðèîäè÷åñêèå çàìîùåíèÿ
Ï ðåäïîëîæèì , ÷òî ó íàñ åñòü íåêîòîðûé

ìíîãîóãîëüíèê è êîïèðîâàëüíàÿ ìàøèíà ,
ñ ïîìîùüþ êîòîðîé ìîæíî èçãîòîâèòü íå -
îãðàíè÷åííîå êîëè÷åñòâî åãî êîïèé . Ýòè
êîïèè ìû áóäåì íàçûâàòü ïëèòêàìè .

Çàäàäèìñÿ ñëåäóþùèì âîïðîñîì: ñóùå -
ñòâóåò ëè çàìîùåíèå ïëîñêîñòè ýòèìè ïëèò -
êàìè áåç ïðîáåëîâ è íàëîæåíèé?

Â ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ îòâåò ìîæíî ïî -
ëó÷èòü, íåïîñðåäñòâåííî ïðèêëàäûâàÿ
ïëèòêè äðóã ê äðóãó. Í àïðèìåð , íåòðóäíî
çàìåòèòü, ÷òî òðåóãîëüíûìè ïëèòêàìè ïëîñ -
êîñòü çàìîñòèòü âîçìîæíî , íåçàâèñèìî îò
ôîðìû òðåóãîëüíèêà . Äåéñòâèòåëüíî, äâà
îäèíàêîâûõ òðåóãîëüíèêà âñåãäà ìîæíî
ñîâìåñòèòü òàê, ÷òîáû îíè îáðàçîâàëè ïà -
ðàëëåëîãðàìì (ðèñ . 1) . È ç òàêèõ ïàðàëëå-

ëîãðàììîâ ëåãêî ñîñòàâèòü ïîëîñêó è ýòè -
ìè ïîëîñêàìè çàìîñòèòü ïëîñêîñòü .

Òî æå ñàìîå ñïðàâåäëèâî è äëÿ ÷åòûðå -
õóãîëüíèêîâ . Äâà îäèíàêîâûõ ÷åòûðåõ -
óãîëüíèêà ìîæíî ñëîæèòü òàê , ÷òîáû îíè
îáðàçîâàëè øåñòèóãîëüíèê ñ ïîïàðíî ïà -
ðàëëåëüíûìè ðàâíûìè ñòîðîíàìè (ðèñ . 2) .
È ç òàêèõ øåñòèóãîëüíèêîâ ìû ñíîâà ñíà -
÷àëà ñîñòàâëÿåì ïîëîñêó , è çàòåì ïîëîñêà -
ìè çàìîùàåì ïëîñêîñòü .

À âîò òîëüêî øåñòèóãîëüíûìè ïëèòêà -
ìè , èçîáðàæåííûìè íà ðèñóíêå 3 , îáîé -
òèñü íå ïîëó÷èòñÿ: âèäíî , ÷òî â âûðåçàí -
íûé óãîë ïðîñòî íå âëåçåò ïîëíîñòüþ íè -
êàêàÿ ÷àñòü òàêîãî øåñòèóãîëüíèêà.

Êàê áûòü, åñëè íàø ìíîãîóãîëüíèê èìååò
áîëåå ñëîæíóþ ôîðìó? Áûëî áû åñòåñòâåí -
íî ïðèìåíèòü òîò æå ìåòîä , ÷òî ñðàáîòàë
äëÿ òðåóãîëüíèêîâ è ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ .
À èìåííî , ñëîæèòü èç íåñêîëüêèõ ïëèòîê
êëàñòåð, ïîõîæèé íà ïàðàëëåëîãðàìì , èç
êîòîðîãî ìîæíî ñíà÷àëà ñîáðàòü ïîëîñêó ,
à çàòåì ðàñïðîñòðàíèòü ýòó ïîëîñêó íà âñþ

ïëîñêîñòü . Í àïðèìåð , äëÿ òåòðàìèíî â ôîð -
ìå áóêâû Ò òàêîé êëàñòåð ñîñòîèò âñåãî èç
îäíîé ïëèòêè (ðèñ . 4) , äëÿ ïåíòàìèíî â
ôîðìå áóêâû Ï  – èç äâóõ ïëèòîê (ðèñ . 5) ,
à äëÿ ïÿòèóãîëüíèêà , êîòîðûé ìîæíî ïî -
ëó÷èòü, ðàçðåçàâ ïðàâèëüíûé øåñòèóãîëü -
íèê íà òðè ðàâíûå ÷àñòè , – èç òðåõ (ðèñ . 6) .

Ï îëó÷åííûå çàìîùåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïåðèî -
äè÷åñêèìè. Áîëåå òî÷íî , çàìîùåíèå íàçû -
âàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì , åñëè íàéäóòñÿ õîòÿ
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áû äâà òàêèõ íàïðàâëåíèÿ ,
÷òî çàìîùåíèå ìîæíî ñîâìå -
ñòèòü ñ ñàìèì ñîáîé , ñäâèíóâ
â ýòîì íàïðàâëåíèè .

Â ðàññìîòðåííûõ ïðèìåðàõ
ìû îáðàçîâûâàëè ïîëîñêó èç
êëàñòåðà, ñäâèãàÿ åãî â îä -
íîì èç òàêèõ íàïðàâëåíèé . À
ñäâèãàÿ ïîëîñêó óæå â äðó -
ãîì íàïðàâëåíèè , ïîëó÷àëè
âñå çàìîùåíèå öåëèêîì .

Êàê èñêàòü êëàñòåð, êîòî -
ðûé ìîæíî ïåðèîäè÷åñêè
ïðîäîëæèòü äî çàìîùåíèÿ
âñåé ïëîñêîñòè? Ì îæíî äåéñòâîâàòü ñëå -
äóþùèì îáðàçîì . Ï îìåñòèì ïåðâóþ ïëèò -
êó â öåíòð , à çàòåì ïîïðîáóåì îáëîæèòü åå
äðóãèìè ïëèòêàìè ñî âñåõ ñòîðîí âñåìè
âîçìîæíûìè ñïîñîáàìè . Í à êàæäîì øàãå
áóäåì ïðîâåðÿòü , íå ïîëó÷èëñÿ ëè ó íàñ
óæå èñêîìûé êëàñòåð . Åñëè ïåðâûé ñëîé
óäàëîñü ñôîðìèðîâàòü , íî êëàñòåð åùå íå
íàéäåí , äîáàâèì âòîðîé ñëîé âîêðóã íà -
÷àëüíîé ïëèòêè è òàê äàëåå . Ñêîðåå âñåãî,
ýòîò ïðîöåññ çàâåðøèòñÿ äîñòàòî÷íî áûñòðî:
ëèáî ìû íàéäåì ïåðèîäè÷åñêîå çàìîùå -
íèå , ëèáî íà êàêîì -òî ýòàïå ïðîöåññ çàñòî -
ïîðèòñÿ . Í à ñåãîäíÿøíèé äåíü íå èçâåñòíû
ïðèìåðû ïëèòîê , äëÿ êîòîðûõ òàêîé ïðî -
öåññ òðåáóåò áîëåå øåñòè ñëîåâ (ñì. [ 1]) .

Àïåðèîäè÷åñêèå çàìîùåíèÿ
Ì îæåò ëè ñëó÷èòüñÿ òàê, ÷òî ìû ñóìååì

îáëîæèòü ïëèòêó ñêîëü óãîäíî áîëüøèì
÷èñëîì ñëîåâ , íî íå ñóùåñòâóåò êëàñòåðà,
êîòîðûé áû ïðîäîëæàëñÿ äî ïåðèîäè÷åñ -
êîãî çàìîùåíèÿ? Ýòî îçíà÷àëî áû (õîòÿ
ìû è íå áóäåì îáîñíîâûâàòü ýòîò ôàêò
ñòðîãî) , ÷òî ïëîñêîñòü ìîæíî çàìîñòèòü
äàííûìè ïëèòêàìè , íî íè îäíî èç âîçìîæ -
íûõ çàìîùåíèé íå áóäåò ïåðèîäè÷åñêèì .
Ï ëèòêè, îáëàäàþùèå òàêèì ñâîéñòâîì , à
òàêæå ëþáûå çàìîùåíèÿ èìè íà -
çûâàþò àïåðèîäè÷åñêèìè .

Äî íåäàâíåãî âðåìåíè ñóùåñòâî -
âàíèå àïåðèîäè÷åñêèõ ïëèòîê áûëî
ïîä âîïðîñîì . Ï ðè ýòîì àïåðèîäè -
÷åñêèå íàáîðû ïëèòîê , ò.å. êîãäà â
êîïèðîâàëüíóþ ìàøèíó ìîæíî ïî -
ëîæèòü íå îäèí ìíîãîóãîëüíèê , à
íåñêîëüêî ðàçíûõ , áûëè èçâåñòíû
óæå äîâîëüíî äàâíî . Òàê, åùå â

1971 ãîäó Ðàôàýëü Ðîáèíñîí îáíàðóæèë
àïåðèîäè÷åñêèé íàáîð èç 6 ìíîãîóãîëüíè -
êîâ , êîïèÿìè êîòîðûõ ìîæíî çàìîñòèòü
ïëîñêîñòü , íî òîëüêî íåïåðèîäè÷åñêèì îá -
ðàçîì . Ýòîò íàáîð èçîáðàæåí íà ðèñóíêå 7,
à îäíî èç âîçìîæíûõ çàìîùåíèé – íà ðèñóí -
êå 8 (ñì . [2]) . Ðàñêðàñêà ïëèòîê íóæíà äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà íåïåðèîäè÷íîñòè çàìîùåíèÿ .

Â 1974 ãîäó Ðîäæåð Ï åíðîóç ïðåäëîæèë
àïåðèîäè÷åñêèé íàáîð èç äâóõ ïëèòîê
(ðèñ. 9 è 10) . Ï ëèòêè ïðèêëàäûâàþòñÿ
òàê, ÷òîáû ñèíèå âåðøèíû ñîâìåùàëèñü ñ
ñèíèìè , à êðàñíûå ñ êðàñíûìè .

Â òå÷åíèå ïîñëåäóþùèõ ÷åòûðåõ äåñÿòè -
ëåòèé ó÷åíûå áåçóñïåøíî ïûòàëèñü íàéòè
àïåðèîäè÷åñêóþ ïëèòêó . Í àêîíåö , â ìàðòå
2023 ãîäà Äýâèä Ñìèò , Äæîçåô Ì àéåðñ,
Êðåéã Êàïëàí è Õàèì Ãóäìàí -Ø òðàóñ ïðåä-
ñòàâèëè ïðèìåð ìíîãîóãîëüíèêà , êîòîðûé

Ðèñ. 10Ðèñ. 9

Ðèñ. 8Ðèñ. 7
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òè (ðèñ.  11) . Áëàãîäàðÿ ñâîåé õàðàêòåðíîé
ôîðìå 13-óãîëüíèê ïîëó÷èë íàçâàíèå «øëÿ -
ïà ». Ô ðàãìåíò çàìîùåíèÿ «øëÿïàìè »
ïðåäñòàâëåí íà ðèñóíêå 12.

Åñëè ïðèñìîòðåòüñÿ ê çàìîùåíèþ «øëÿ -
ïàìè », òî ñòàíåò ÿñíî , ÷òî ïëèòêè â ýòîì
çàìîùåíèè îðèåíòèðîâàíû ïî -ðàçíîìó . Ñå-
ðûå, áåëûå è ãîëóáûå ïëèòêè ìîæíî ñî -
âìåñòèòü äðóã ñ äðóãîì íå ïåðåâîðà÷èâàÿ ,
òîãäà êàê ñèíèå íåîáõîäèìî ïåðåâåðíóòü ,

÷òîáû îíè â òî÷íîñòè íàêëàäû -
âàëèñü íà îñòàëüíûå ïëèòêè .

Ì îæíî ïîêàçàòü ,  ÷òî èç
«øëÿï » íåâîçìîæíî ñîñòàâèòü
çàìîùåíèå , íå ïåðåâîðà÷èâàÿ
÷àñòü ïëèòîê. Ô èãóðà, êîòîðàÿ
ëèøåíà ýòîãî íåäîñòàòêà , áûëà
ïðèäóìàíà òåìè æå àâòîðàìè è
áûëà íàçâàíà «ïðèâèäåíèåì »
(ðèñ. 13).

Ñâîèìè î÷åðòàíèÿìè «ïðèâè -
äåíèå» ñìóòíî íàïîìèíàåò «øëÿ -
ïó », è ýòî íå ñëó÷àéíî . Î íî
áûëî ïîëó÷åíî èç «øëÿïû » íå -
êîòîðîé äåôîðìàöèåé , êîòîðàÿ
ïîçâîëèëà ñîçäàòü áåñêîíå÷íîå
ñåìåéñòâî ôèãóð , êîïèÿìè êàæ -
äîé èç êîòîðûõ ìîæíî çàìîñ -
òèòü ïëîñêîñòü òîëüêî íåïåðèî -
äè÷åñêè. Ãðàíèöû «ïðèâèäåíèÿ »
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äóãè îê -
ðóæíîñòåé, íî ïðè æåëàíèè èõ
ìîæíî çàìåíèòü ëîìàíûìè ëè -
íèÿìè , ÷òîáû ôèãóðà ñòàëà ìíî -
ãîóãîëüíèêîì . Âûáîð äóã â êà -
÷åñòâå ãðàíèö îáóñëîâëåí ,
ïðåæäå âñåãî, ýñòåòè÷åñêèìè ñî-
îáðàæåíèÿìè .

Ñàìîïîäîáíûå çàìîùåíèÿ
Âåðíåìñÿ ê çàìîùåíèþ

«øëÿïàìè » è íàìåòèì îñíîâ -
íûå èäåè , êîòîðûå ïðèâåëè
Ä.Ñ ìèòà , Ä.Ì àéåðñà, Ê.Ê àï -
ëàíà è Õ.Ãóäìàí -Ø òðàóñà ê
èõ îòêðûòèþ .

Ä ëÿ òîãî ÷òîáû ïîíÿòü
ñòðóêòóðó èçîáðàæåííîãî íà
ðèñóíêå 12 çàìîùåíèÿ , íàì
áóäåò ïîëåçíî ïîçíàêîìèòüñÿ
ñ òàê íàçûâàåìûìè ñàìîïî-
äîáíûìè çàìîùåíèÿìèÐèñ. 13

Ðèñ. 12

Ðèñ. 11

äîïóñêàåò èñêëþ÷èòåëüíî àïåðèîäè÷åñêèå
çàìîùåíèÿ (ñì . [3]) . Ýòî 13-óãîëüíèê , ñî -

ñòàâëåííûé èç âîñü -
ìè îäèíàêîâûõ ÷å -
òûðåõóãîëüíèêîâ ,
êàæäûé èç êîòîðûõ
ïîëó÷àåòñÿ ðàçðåçà-
íèåì ðàâíîñòîðîí -
íåãî òðåóãîëüíèêà
íà òðè ðàâíûå ÷àñ -
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(ñì . [4]) , õîòÿ êàê ðàç çàìîùåíèÿ «øëÿïà -
ìè » òàêîâûìè íå ÿâëÿþòñÿ .

Áóäåì ãîâîðèòü , ÷òî ôèãóðà ÿâëÿåòñÿ
ñàìîïîäîáíîé , åñëè åå ìîæíî ðàçáèòü íà
íåñêîëüêî ðàâíûõ ÷àñòåé , êàæäàÿ èç êîòî -
ðûõ ïîäîáíà èñõîäíîé ôèãóðå . Í àïðèìåð ,
ñàìîïîäîáíûìè ÿâëÿþòñÿ òàêèå ôèãóðû ,
êàê êâàäðàò, ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê ,
ïðÿìîóãîëüíèê «äîìèíî », óãîëîê èç òðåõ
êëåòîê è ñîñòàâëåííûé èç øåñòè ðàâíîñòî -
ðîííèõ òðåóãîëüíèêîâ «ñôèíêñ » (ðèñ . 14).

Î ïðåäåëèì ñëåäóþùèé ïðîöåññ èíôëÿ-
öèè-äåôëÿöèè . Î äèí øàã ýòîãî ïðîöåññà
çàêëþ÷àåòñÿ â òîì , ÷òî ìû ñíà÷àëà ðàçáè -
âàåì äàííóþ ôèãóðó íà ïîäîáíûå ÷àñòè
ñîãëàñíî ïðèâåäåííîé ñõåìå , à çàòåì «ðàç-
äóâàåì» èõ òàêèì îáðàçîì , ÷òîáû â èòîãå
êàæäàÿ èç ÷àñòåé ñðàâíÿëàñü ïî ðàçìåðó ñ
èñõîäíîé ôèãóðîé (ðèñ . 15) .

Ì îæíî íå îãðàíè÷èâàòü ñåáÿ îäíèì øà -
ãîì , à ïðîäîëæèòü ðàçáèâàòü ïîëó÷àþùè -
åñÿ íà ïðåäûäóùèõ øàãàõ ôèãóðû íà
ìåíüøèå ÷àñòè , «ðàçäóâàÿ» èõ äî èçíà -
÷àëüíîãî ðàçìåðà , à çàòåì ïîâòîðÿÿ âñå
âíîâü è âíîâü . Î êàçûâàåòñÿ, åñëè äåëàòü
ýòî îïðåäåëåííûì îáðàçîì , â ïðåäåëå ìû
ïîëó÷èì çàìîùåíèå âñåé ïëîñêîñòè êîïè -
ÿìè èñõîäíîé ôèãóðû .

Í å âäàâàÿñü â äåòàëè è íå ïðèâîäÿ
ñòðîãèõ îïðåäåëåíèé è äîêàçàòåëüñòâ , îòìå -
òèì îäíàêî , ÷òî ïðîöåññ ïåðåõîäà ê ïðåäåëó
ãîðàçäî òîíüøå , ÷åì ìîæåò ïîêàçàòüñÿ íà
ïåðâûé âçãëÿä . Òàê, î÷åíü ìíîãîå çàâèñèò
îò òîãî , êàê èìåííî ðàñïîëàãàòü íà ïëîñêî -
ñòè «ðàçäóòûå» ôèãóðû îòíîñèòåëüíî êëàñ -
òåðà, ïîëó÷åííîãî íà ïðåäûäóùåì øàãå

ïðîöåññà èíôëÿöèè -äåôëÿöèè . Í àïðèìåð ,
åñëè íà îñÿõ êîîðäèíàò âñåãäà ðàñïîëàãàòü
âíåøíèå ñòîðîíû óãîëêà , òî ïîëó÷èòñÿ
çàìîùåíèå ëèøü ÷åòâåðòè ïëîñêîñòè
(ðèñ. 16) , à åñëè âíóòðåííèå – òî òðåõ
÷åòâåðòåé ïëîñêîñòè (ðèñ. 17) .

Êðîìå òîãî , áûëî áû íåâåðíî äóìàòü , ÷òî
ïîñëå ïðèìåíåíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà øàãîâ
ïðîöåññà èíôëÿöèè -äåôëÿöèè îáÿçàòåëü-
íî âîçíèêàåò êàêîé -òî ôðàãìåíò ýòîãî çà -
ìîùåíèÿ . Í àïðèìåð , åñëè ìû ðàññìîòðèì
ðàçáèåíèå äîìèíî íà ÷åòûðå ïàðàëëåëü -
íûå äîìèíîøêè ìåíüøåãî ðàçìåðà , òî
ïîñëå íå÷åòíîãî ÷èñëà øàãîâ ó íàñ áóäóò
âîçíèêàòü ôðàãìåíòû ãîðèçîíòàëüíîãî çà -
ìîùåíèÿ , à ïîñëå ÷åòíîãî – ôðàãìåíòû
âåðòèêàëüíîãî çàìîùåíèÿ (ðèñ . 18) .

Çàìîùåíèå , ïîëó÷åííîå ïðåäåëüíûì ïå -
ðåõîäîì , ÿâëÿåòñÿ ñàìîïîäîáíûì . Ýòî îç -
íà÷àåò, ÷òî ñîñòàâëÿþùèå åãî ïëèòêè (ïëèò -
êè ïåðâîãî óðîâíÿ) ìîãóò áûòü îáúåäèíå -
íû â ìàêðîïëèòêè (ïëèòêè âòîðîãî óðîâ -
íÿ) , ïîäîáíûå èñõîäíûì . Çàìîùåíèå , îá -
ðàçîâàííîå ýòèìè ìàêðîïëèòêàìè , îáëà -
äàåò òåì ñâîéñòâîì , ÷òî ëþáîé êîíå÷íûé
ôðàãìåíò , êîòîðûé â íåì âñòðå÷àåòñÿ , ïî -
äîáåí íåêîòîðîìó êëàñòåðó , èìåþùåìóñÿ

Ðèñ. 18

Ðèñ. 17

Ðèñ. 16

Ðèñ. 15

Ðèñ. 14
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â èñõîäíîì çàìîùåíèè . Î äíàêî ñàìè çàìî -
ùåíèÿ ïëèòêàìè ïåðâîãî è âòîðîãî óðîâ -
íÿ , âîîáùå ãîâîðÿ , ðàçëè÷íû . Ýòî îçíà÷à -
åò, ÷òî îíè íå ìîãóò áûòü ñîâìåùåíû íè
îäíèì ïðåîáðàçîâàíèåì ïîäîáèÿ .

Ï îëó÷åííûå ìàêðîïëèòêè òàêæå ìîãóò
áûòü îáúåäèíåíû â åùå áîëüøèå ïëèòêè è
òàê äàëåå. Òåì ñàìûì , óêðóïíåíèå âîçìîæ -
íî íà ëþáîì øàãå , è ïëèòêè k-ãî óðîâíÿ ,
áóäó÷è ñãðóïïèðîâàííûìè îïðåäåëåííûì
îáðàçîì , îáðàçóþò ïëèòêè ( k + 1) -ãî óðîâíÿ .
Òàêèì îáðàçîì , âîçíèêàåò áåñêîíå÷íàÿ
èåðàðõèÿ çàìîùåíèé , ñîîòâåòñòâóþùèõ
ïëèòêàì ðàçíûõ óðîâíåé . Í àïðèìåð , íà
ðèñóíêå 19 èçîáðàæåíû ïåðâûå òðè ñòóïå -
íè òàêîé èåðàðõèè äëÿ ñàìîïîäîáíîãî çà -
ìîùåíèÿ óãîëêàìè .

È åðàðõèè ñàìîïîäîáíûõ çàìîùåíèé ðàç -
ëè÷àþòñÿ â çàâèñèìîñòè îò òîãî , ñêîëüêè -
ìè ñïîñîáàìè íà êàæäîì óðîâíå ìîæåò
áûòü ïðîâåäåíî óêðóïíåíèå . Åñëè òàêèõ
âîçìîæíîñòåé íåñêîëüêî , òî èåðàðõèÿ íà -
çûâàåòñÿ ñëàáîé. Òàêîâûìè ÿâëÿþòñÿ ,
íàïðèìåð , çàìîùåíèå ïëîñêîñòè êâàäðàòà -
ìè èëè ðàâíîñòîðîííèìè òðåóãîëüíèêàìè .
Í àïðèìåð , íà ðèñóíêå 2 0 ïîêàçàíî ÷åòûðå
âîçìîæíûõ ñïîñîáà ñãðóïïèðîâàòü êâàä -
ðàòíûå ïëèòêè ïî ÷åòûðå òàê , ÷òîáû ïîëó -
÷èëèñü ìàêðîïëèòêè .

Åñëè æå êàæäûé ðàç óêðóïíå -
íèå ìîæíî ïðîâåñòè åäèíñòâåí -
íûì îáðàçîì , òî èåðàðõèÿ çàìî -
ùåíèé íàçûâàåòñÿ ñòðîãîé  – òà-
êîâû ñàìîïîäîáíûå çàìîùåíèÿ
ôèãóðàìè «äîìèíî », óãîëêàìè è
«ñôèíêñàìè » (ñì . ðèñ. 14) .

Î êàçûâàåòñÿ, ñàìîïîäîáíûå çàìîùåíèÿ
ñî ñòðîãîé èåðàðõèåé â áîëüøèíñòâå ñâîåì
îáëàäàþò ðÿäîì òèïè÷íûõ ñâîéñòâ . Òàê,
îíè íåïåðèîäè÷åñêèå , íî ëþáîé êîíå÷íûé
ôðàãìåíò âñòðå÷àåòñÿ â êàæäîì òàêîì çà -
ìîùåíèè áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàç . Ðàññìîò -
ðèì , ïî÷åìó òàê ïîëó÷àåòñÿ , íà ïðèìåðå
çàìîùåíèÿ óãîëêàìè .

Ï ðåäïîëîæèì , ÷òî êàêîå -òî èç ñàìîïî -
äîáíûõ çàìîùåíèé óãîëêàìè ÿâëÿåòñÿ ïå -
ðèîäè÷åñêèì , ò.å. îñòàåòñÿ íåèçìåííûì ïðè
íåêîòîðîì ñäâèãå . Òîãäà ïëèòêè k-ãî óðîâ -
íÿ äîëæíû ïåðåõîäèòü â ïëèòêè k-ãî óðîâ -
íÿ äëÿ êàæäîãî k. Î äíàêî åñëè k äîñòàòî÷-
íî áîëüøîå , òî ïëèòêà k-ãî óðîâíÿ ñòîëü
âåëèêà, ÷òî ïðè ðàññìàòðèâàåìîì ñäâèãå
íàêëàäûâàåòñÿ ñàìà íà ñåáÿ . Äëÿ ñàìîïî -
äîáíûõ çàìîùåíèé ñî ñëàáîé èåðàðõèåé ýòî
íå ñîñòàâëÿåò ïðîáëåìû , ÷òî ìîæíî âèäåòü
íà ïðèìåðå çàìîùåíèÿ êâàäðàòàìè . Í î äëÿ
ñòðîãèõ èåðàðõèé ìû ñðàçó ïðèõîäèì ê
ïðîòèâîðå÷èþ , ïîñêîëüêó óêðóïíåíèå ïëè -
òîê íà êàæäîì óðîâíå âîçìîæíî åäèíñòâåí -
íûì ñïîñîáîì , à çíà÷èò, ëþáûå äâå ïëèòêè
k-ãî óðîâíÿ íå ïåðåñåêàþòñÿ . Òàêèì îáðà -
çîì , ñàìîïîäîáíîå çàìîùåíèå óãîëêàìè , äà
è âîîáùå ëþáîå ñàìîïîäîáíîå çàìîùåíèå
ñî ñòðîãîé èåðàðõèåé íåïåðèîäè÷íî .

Òåïåðü ðàññìîòðèì êàêîé -íèáóäü êîíå÷ -
íûé ôðàãìåíò ñàìîïîäîáíîãî çàìîùåíèÿ
óãîëêàìè . Çàìåòèì , ÷òî ïðè ïîñëåäîâàòåëü -
íîì óêðóïíåíèè âñå ïëèòêè èç ýòîãî ôðàã -
ìåíòà íà êàêîì -òî øàãå îêàæóòñÿ âíóòðè
îäíîé áîëüøîé -áîëüøîé ïëèòêè (ðèñ . 21) ,

Ðèñ. 19

Ðèñ. 20 Ðèñ. 21
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äëÿ îïðåäåëåííîñòè k-ãî óðîâíÿ . Ýòî îçíà -
÷àåò, ÷òî ëþáàÿ òàêàÿ ïëèòêà k-ãî óðîâíÿ
òàêæå ñîäåðæèò èñêîìûé ôðàãìåíò . ßñíî ,
÷òî ïëèòîê k-ãî óðîâíÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî ,
âåäü îíè òîæå ñîñòàâëÿþò çàìîùåíèå ïëîñ -
êîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî , ëþáîé êîíå÷íûé
ôðàãìåíò âñòðå÷àåòñÿ â ñàìîïîäîáíîì çà -
ìîùåíèè áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàç .

Âàæíî îòìåòèòü , ÷òî õîòÿ ëþáîå ñàìîïî -
äîáíîå çàìîùåíèå óãîëêàìè ÿâëÿåòñÿ íå -
ïåðèîäè÷åñêèì , â òî æå âðåìÿ íåòðóäíî

ïðèâåñòè ïðèìåð è ïå -
ðèîäè÷åñêîãî çàìîùå -
íèÿ ýòèìè ïëèòêàìè
(ðèñ. 22) .

Òî æå ñàìîå ñïðàâåä -
ëèâî è äëÿ âñåõ îñòàëü -
íûõ ñàìîïîäîáíûõ ôè -

ãóð, óïîìÿíóòûõ âûøå . Âîïðîñ , ñóùåñòâó-
åò ëè ñàìîïîäîáíàÿ àïåðèîäè÷åñêàÿ ïëèò -
êà, ò.å. òàêàÿ ïëèòêà, çàìîñòèòü ïëîñêîñòü
êîòîðîé ìîæíî òîëüêî ñàìîïîäîáíûìè çà -
ìîùåíèÿìè ñî ñòðîãîé èåðàðõèåé , íà ñå -
ãîäíÿøíèé äåíü îñòàåòñÿ îòêðûòûì . Î ä-
íàêî åñòü îùóùåíèå , ÷òî îòâåò íà íåãî
ïîëîæèòåëüíûé .

È ìååòñÿ êàê ìèíèìóì äâå ïðè÷èíû òàê
äóìàòü. Âî -ïåðâûõ , èçâåñòíî íåìàëî ñà -
ìîïîäîáíûõ àïåðèîäè÷åñêèõ íàáîðîâ , ñî -
ñòîÿùèõ èç äâóõ ïëèòîê . Í àïðèìåð , òó æå
ñòðîãóþ èåðàðõèþ , ÷òî ìû âèäåëè ó óãîë -
êîâ , äàåò íàáîð èç äâóõ ïëèòîê , èçîáðà -
æåííûõ íà ðèñóíêå 23 (çäåñü , ïðèêëàäû -
âàÿ ïëèòêè äðóã ê äðóãó, íóæíî ñîáëþ -
äàòü ñîãëàñîâàííîñòü öâåòîâ: ðîçîâûå
îáëàñòè äîëæíû êàñàòüñÿ ðîçîâûõ , æåë-
òûå – æåëòûõ, à çåëåíûå – çåëåíûõ) .
Ï ðè ýòîì ïåðèîäè÷åñêèõ çàìîùåíèé ýòîò
íàáîð íå äîïóñêàåò .

À âî -âòîðûõ , îòêðûòûå íåäàâíî àïåðèî -
äè÷åñêèå ïëèòêè õîòÿ è íå ñàìîïîäîáíû
ñàìè ïî ñåáå , íî èäåÿì ñòðîãèõ èåðàðõèé
áëèçêè.

Àïåðèîäè÷íîñòü çàìîùåíèÿ
«øëÿïàìè»

Í à ïðèìåðå çàìîùåíèÿ «øëÿïàìè » ìû
âêðàòöå îáñóäèì , êàê èäåè ñòðîãèõ èåðàð-
õèé ðåàëèçóþòñÿ â ýòîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå .

Âûäåëèì ÷åòûðå áàçîâûõ êëàñòåðà , â
êîòîðûå ìîæíî îáúåäèíèòü âìåñòå íå -
ñêîëüêî «øëÿï » (ðèñ . 24) . Ï åðâûé èç
íèõ , H -êëàñòåð, âêëþ÷àåò â ñåáÿ ÷åòûðå
ïëèòêè , îäíà èç êîòîðûõ ïåðåâåðíóòà .
Åùå äâà – P -êëàñòåð è F-êëàñòåð – ñêëà-
äûâàþòñÿ èç äâóõ ïëèòîê , ñîñòàâëåííûõ
âìåñòå. Í àêîíåö , ïîñëåäíèé êëàñòåð –
T-êëàñòåð – ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íå ÷òî
èíîå , êàê îäíó «øëÿïó ».

Í à ïåðâûé âçãëÿä ìîæåò ïîêàçàòüñÿ , ÷òî
P-êëàñòåð è F-êëàñòåð íå îòëè÷àþòñÿ ìåæ -
äó ñîáîé . Î äíàêî ïðèñìîòðåâøèñü ê òèïè÷ -
íîìó çàìîùåíèþ «øëÿïàìè » (ñì . ðèñ. 12),
ñòàíîâèòñÿ ïîíÿòíî , ÷òî F -êëàñòåðû âñå-
ãäà ãðóïïèðóþòñÿ ïî òðè , îáðàçóÿ ôèãóðó ,
ïîõîæóþ íà ïðîïåëëåð . Ï îýòîìó åñëè ìû
ñèìâîëè÷åñêè çàìåíèì êëàñòåðû íà ìåòà -
ïëèòêè óïðîùåííîé ôîðìû , òî ñîîòâåò -
ñòâóþùèå P -êëàñòåðó è F-êëàñòåðó ìåòà-
ïëèòêè áóäóò ðàçëè÷àòüñÿ: ïåðâàÿ èç íèõ –
ïàðàëëåëîãðàìì , à âòîðàÿ – ïàðàëëåëî -
ãðàìì ñ îòðåçàííîé âåðøèíîé (ðèñ . 25).

Î ïèñàííûå âûøå ÷åòûðå êëàñòåðà ñîáè -
ðàþòñÿ â åùå áîëüøèå êëàñòåðû , ñîåäèíÿ -
þùèåñÿ ìåæäó ñîáîé ïî òåì æå ïðàâèëàì ,
÷òî è èñõîäíûå , íî áîëüøåãî ðàçìåðà . Òà-
êîå óêðóïíåíèå âîçìîæíî åäèíñòâåííûì
îáðàçîì è ïðîäîëæàåòñÿ äî ëþáîãî óðîâíÿ .
Ï åðâûå òðè óðîâíÿ äëÿ H -êëàñòåðà ïðîäå-
ìîíñòðèðîâàíû íà ðèñóíêå 26 .

Òàêèì îáðàçîì , êëàñòåðû îáðàçóþò ñòðî -
ãóþ èåðàðõèþ , ÷òî â ïðåäåëå äàåò íàì

Ðèñ. 22

Ðèñ. 23

Ðèñ. 25

Ðèñ. 24
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ïëèòêè , èçîáðàæåííûå íà ðèñóíêå 26 êðàñ -
íûì , æåëòûì è çåëåíûì) íå ïîäîáíû äðóã
äðóãó. È,  òåì íå ìåíåå , «øëÿïà » ÿâëÿåòñÿ
ïðèìåðîì àïåðèîäè÷åñêîé ïëèòêè – ïåðâîé
â ñâîåì ðîäå , íî äàëåêî íå åäèíñòâåííîé .

Ëèòåðàòóðà
1. Õ.Íó ðëèãàðååâ. Ï ëèòêè è ÷èñëà Õååøà. –

«Êâàíòèê», 2019, ¹ 10.
2. Õ.Íó ðëèãàðååâ. Ì îçàèêà Ðîáèíñîíà . –

«Êâàíòèê», 2020, ¹ 10.
3. D.Smith , J.Myers , C.Kaplan , C.Goodman-

Strauss. Anaperiodic monotile . – Combinatorical
Theory, 2024, vol .4, is.1.

4. Í.Ä îëáèëèí . Ñàìîïîäîáíûå ìîçàèêè . –
«Êâàíò», 1988, ¹2 .

Ðèñ. 26

íåïåðèîäè÷åñêîå çàìîùåíèå ïëîñêîñòè .
Êðîìå òîãî , ìîæíî äîêàçàòü , ÷òî íèêàêè -
ìè äðóãèìè ñïîñîáàìè ïðèëîæèòü ïëèòêè
äðóã ê äðóãó íåâîçìîæíî . Ï îýòîìó ëþáîå
çàìîùåíèå «øëÿïàìè » áóäåò ïîä÷èíÿòüñÿ
îïèñàííîé ñòðîãîé èåðàðõèè è îêàæåòñÿ
íåïåðèîäè÷åñêèì .

Î òìåòèì , ÷òî ïîëó÷åííîå ïðåäåëüíûì
ïåðåõîäîì çàìîùåíèå «øëÿïàìè », â îòëè -
÷èå îò îïèñàííûõ âûøå ñàìîïîäîáíûõ
çàìîùåíèé óãîëêàìè , ñàìîïîäîáíûì íå
ÿâëÿåòñÿ. È íûìè ñëîâàìè , íè êëàñòåðû
ïåðâîãî óðîâíÿ íå ïîäîáíû êëàñòåðàì âòî -
ðîãî óðîâíÿ (íè âîîáùå êàêîãî -ëèáî åùå
óðîâíÿ) , íè ìåòàïëèòêè óïðîùåííîé ôîð -
ìû ðàçíûõ óðîâíåé (êàê , íàïðèìåð , ìåòà -



Êîìïîçèòû è âîêðóã
Ë.ÀØÊÈÍÀÇÈ

Ïðî ÷òî ìîæíî ñêàçàòü «ýòî íîâîå»
Âåùè ñîñòîÿò èç ìàòåðèàëîâ , ìàòåðèàëû

ñîñòîÿò èç èíäèâèäóàëüíûõ âåùåñòâ è ñìå -
ñåé. Âåùåñòâà – ýòî ìîëåêóëû , ìîëåêóëû
ñîñòîÿò èç àòîìîâ , àòîìû – èç ýëåìåíòàð -
íûõ ÷àñòèö . Âñå âðîäå áû ïðîñòî , íî â ýòîé
ïðîñòîé öåïî÷êå åñòü ïðîáëåìû .

Í åêîòîðûå ýëåìåíòàðíûå ÷àñòèöû ñàìè
ñîñòîÿò èç ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö; íàïðè -
ìåð , ïðîòîí è íåéòðîí ñîñòîÿò èç êâàðêîâ .
Êîãäà õîòÿò ïîä÷åðêíóòü ðàçëè÷èå , ãîâî -
ðÿò «ñîñòàâíûå ýëåìåíòàðíûå ÷àñòèöû » è
«ôóíäàìåíòàëüíûå ýëåìåíòàðíûå ÷àñòè -
öû », ò.å. íå ñîñòàâíûå . Âïðî÷åì , èç êîí -
òåêñòà îáû÷íî ïîíÿòíî , î ÷åì ðå÷ü , òàê ÷òî
ýòî íå âîïðîñ .

À êàê âû îòíåñåòåñü ê
çàïèñè 1,01Pb O èëè, ñêà-
æåì , 1,25TiO ? Êîíå÷íî ,
ýòî íå ìîëåêóëû – òàê
îáîçíà÷àþò , êàê ïðèíÿòî
ãîâîðèòü , «íåñòåõèîìåò -
ðè÷åñêèå ñîåäèíåíèÿ ».
Õîòÿ íàçûâàòü èõ ñîåäè -
íåíèÿìè òîæå íå âïîëíå
ïðàâèëüíî – ó íèõ íåò
ôèêñèðîâàííîãî ñîñòàâà .
Âçÿëè êóñîê PbO è ïî -
ñðåäñòâîì äèôôóçèè ââå -
ëè â íåãî íåìíîãî Pb . À
ïîòîì åùå íåìíîãî , à çàòåì åùå è åùå . È
â èòîãå íà 100 àòîìîâ O â ýòîì êîíêðåòíîì
êóñêå ïðèõîäèòñÿ 101 àòîì Pb . È ëè âçÿëè
TiO äà è ïðîäåëàëè òî æå ñàìîå . Òîëüêî
òåïåðü èçáûòîê íå ìåòàëëà , à íåìåòàëëà ,
ïðè÷åì íå êàêîé -òî 1%, à öåëûõ 25%.
Òàêîå òîæå áûâàåò.

Äàëåå, ÿâëÿåòñÿ ëè ìîëåêóëîé êðèñòàëë
àëìàçà? È íîãäà òàê ãîâîðÿò , íî íàçûâàòü

DOI: https: ����doi.org��10.4213��kvant20250402

åãî ìîëåêóëîé íåïðàâèëüíî , õîòÿ ñîñòàâ ó
íåãî , âðîäå áû , ôèêñèðîâàííûé . Î äíàêî
òàê ìîæåò áûòü , åñëè îí èäåàëüíî ÷èñòûé ,
áåç ïðèìåñåé , à ýòîãî íå áûâàåò . È  êðîìå
òîãî , âîò êîíòðîëüíûé âîïðîñ: à êàêàÿ ó
ýòîé «ìîëåêóëû » ìîëåêóëÿðíàÿ ìàññà?

Òåïåðü çàäóìàåìñÿ – ÷òî èç ïðèâåäåííî -
ãî ñïèñêà ìîæåò áûòü ñîçäàíî íîâîå , íå
ñóùåñòâóþùåå íà äàííûé ìîìåíò íè â
ïðèðîäå , íè , êàê ãîâîðÿò , âî «âòîðîé ïðè -
ðîäå», ò.å. â ìèðå , ñîçäàííîì ÷åëîâåêîì?
Í îâûå âåùè – íè÷åãî óäèâèòåëüíîãî , ëþäè
èõ ñîçäàþò íåïðåðûâíî , è ìû âèäèì íîâûå
âåùè êàæäûé äåíü â èíòåðíåòå è â ìàãàçè -
íå . Í îâûå ìàòåðèàëû ñóùåñòâóþò – íà -

ïðèìåð , íîâûå ñïëàâû , íîâûå ïîëèìåðû , à
åùå åñòü «êîìïîçèöèîííûå ìàòåðèàëû ».
Î áû÷íûé ïðèìåð – æåëåçîáåòîí . Ýòî õî -
ðîøèé ìàòåðèàë , íî ïëîõîé ïðèìåð , è ìû
ýòî åùå îáñóäèì .

À áûâàþò ëè íîâûå âåùåñòâà , íîâûå
àòîìû , íîâûå ýëåìåíòàðíûå ÷àñòèöû?
Í îâûå ýëåìåíòàðíûå ÷àñòèöû – äà , áûâà-
þò, íàïðèìåð òåòðàêâàðê è ïåíòàêâàðê .
Ðàçóìååòñÿ, ýòî ñîñòàâíûå ÷àñòèöû . Í î -
âûå ôóíäàìåíòàëüíûå ÷àñòèöû ìîæíî áûëî
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áû ïîëó÷èòü , åñëè áû óäàëîñü «ðàçîáðàòü»
íà ÷àñòè êâàðê (íî ýòó èäåþ íå îñâîèëà
äàæå ôàíòàñòèêà). Äà è ÷òî ñ íèìè äåëàòü?

Í îâûå àòîìû – äà , èõ ôèçèêà ñîçäàâàòü
óìååò, ýòî àòîìû òðàíñóðàíîâ , â òîì ÷èñëå
è òåõ, êîòîðûõ íåò â ïðèðîäå . Ýòî óòî÷íå -
íèå íåîáõîäèìî ïîòîìó , ÷òî íåêîòîðûå
òðàíñóðàíû , êîòîðûå â òàáëèöå íàõîäÿòñÿ
íåäàëåêî îò óðàíà , ìîãóò âîçíèêàòü è
åñòåñòâåííûì ïóòåì è ïîýòîìó â ïðèðîäå
âñòðå÷àþòñÿ, õîòÿ è î÷åíü ðåäêî . Í îâûìè
ìîëåêóëàìè õèìèêîâ âîîáùå óäèâèòü òðóä -
íî , îíè èõ ñîçäàþò ðåãóëÿðíî . Í î ñóùå -
ñòâóþò îáúåêòû, êîòîðûå õîòÿ è ñîñòîÿò èç
àòîìîâ , íî íå ÿâëÿþòñÿ ìîëåêóëàìè – ó
íèõ íåò ôèêñèðîâàííîãî ñîñòàâà è ìîëåêó -
ëÿðíîé ìàññû . Í àïðèìåð , ýòî ìîãóò áûòü
êðèñòàëëû, â ÷àñòíîñòè – àëìàç . Êðèñ-
òàëë, âàæíûé äëÿ òåõíèêè , ïîòîìó ÷òî
ñàìûé òâåðäûé , à çíà÷èò, ïðèìåíÿþùèéñÿ
êàê àáðàçèâ.

Àëìàç çíàìåíèò åùå è óíèêàëüíî âûñî -
êîé òåïëîïðîâîäíîñòüþ , ïîýòîìó îí ïåð -
ñïåêòèâíûé ìàòåðèàë äëÿ ïîëóïðîâîä -
íèêîâûõ è ýëåêòðîâàêóóìíûõ ïðèáîðîâ .
Âî âñÿêîì òàêîì ïðèáîðå ïðè ðàáîòå âûäå -
ëÿåòñÿ òåïëî ( ÊÏÄ  íå áûâàåò 100%), åñëè
åãî íå îòâîäèòü , ïðèáîð ðàñïëàâèòñÿ . Òåï -
ëî óíîñèòñÿ ñèñòåìîé æèäêîñòíîãî èëè
âîçäóøíîãî îõëàæäåíèÿ , íî äëÿ òîãî ÷òî -
áû äîáðàòüñÿ äî õëàäàãåíòà (âîäû èëè
âîçäóõà) , òåïëó íóæíî ïðîáðàòüñÿ ÷åðåç
êîðïóñ ïðèáîðà . Ó àëìàçà òåïëîïðîâîä -
íîñòü â íåñêîëüêî ðàç âûøå , ÷åì ó ëþáûõ
äðóãèõ âåùåñòâ, à çíà÷èò, ïîòîê òåïëà ,
êîòîðûé ìîæíî â ýòîì ñëó÷àå îòâåñòè , â
íåñêîëüêî ðàç áîëüøå . È  âîîáùå , ëþáîé
ìàòåðèàë, ó êîòîðîãî êàêîé -òî ïàðàìåòð
èìååò óíèêàëüíîå çíà÷åíèå , ïî÷òè íàâåð -
íÿêà ïðèìåíÿåòñÿ òàê , ÷òî èìåííî ýòî
çíà÷åíèå è èñïîëüçóåòñÿ .

Î äíàêî íå ïðî âñÿêèé êðèñòàëë ìîæíî
ñêàçàòü, ÷òî îí «íå ìîëåêóëà ». Í àïðèìåð ,
èç ìîëåêóë ñîñòîÿò òàê íàçûâàåìûå æèä-
êèå êðèñòàëëû , à òàêæå òâåðäûå 2ÑÎ , S,

2 4N O  è ìíîãèå îðãàíè÷åñêèå ñîåäèíåíèÿ .
Ýòî – êðèñòàëëû , íî â óçëàõ ðåøåòêè ó íèõ
íå îäèíî÷íûå àòîìû , à ìîëåêóëû (äëÿ
ñåðû – 8S ) . È ç ìîëåêóë ìîãóò ñîñòîÿòü íå
òîëüêî êðèñòàëëû , íî è àìîðôíûå âåùå -
ñòâà, íàïðèìåð êâàðöåâîå ñòåêëî .

À ìîæíî ëè ñîçäàòü íîâûé , íå ñóùå -
ñòâóþùèé â ïðèðîäå êðèñòàëë èëè íîâîå
àìîðôíîå âåùåñòâî? Äà, ðàç ìîæíî ñî -
çäàòü íîâóþ ìîëåêóëó , òî ìíîãî òàêèõ
ìîëåêóë ïðè íå ñëèøêîì âûñîêîé òåìïå -
ðàòóðå ñîñòàâÿò òâåðäîå òåëî – àìîðôíîå
èëè êðèñòàëëè÷åñêîå. À ìîæíî ëè ñîçäàòü
èç ìîëåêóë êîìïîçèöèîííûé ìàòåðèàë?
Ðàçóìååòñÿ, äà – õîòÿ áû ñìåøàâ äâà òèïà
ìîëåêóë (íàïðèìåð , 2H O  è 2CO ) è çàìîðî -
çèâ «ýòî».

Ñ êðèñòàëëàìè ìîæíî ïîñòóïèòü è õèò -
ðåå. Í àïðèìåð , ìîæíî ïðè âûðàùèâàíèè
êðèñòàëëà ïåðèîäè÷åñêè âíîñèòü â íåãî
ïðèìåñè èëè âîîáùå èçìåíÿòü åãî ñîñòàâ ,
÷åðåäóÿ, ñêàæåì, ñëîè GaAs è AlAs èëè
ñëîè Si è SiGe . Òî , ÷òî ó íàñ ïîëó÷èòñÿ ,
íàçûâàåòñÿ ñâåðõðåøåòêîé , è òàêîé êðèñ -
òàëë âåäåò ñåáÿ êàê íåêîå íîâîå âåùåñòâî .
Ï àðàìåòðû ýòîãî íîâîãî âåùåñòâà áóäóò
çàâèñåòü îò ïàðàìåòðîâ èñïîëüçîâàííûõ
âåùåñòâ è ïðèìåñåé (íàçâàòü ñðàçó ìîæíî
ïëîòíîñòü) , à òàêæå åùå îò ôîðìû âêëþ -
÷åíèé è èõ ðàñïîëîæåíèÿ . Åñòåñòâåííî ,
÷òî íå âñÿêèå äâà âåùåñòâà ìîæíî èñïîëü -
çîâàòü, «÷åðåäóÿ ñëîè». Î äíî èç óñëîâèé ,
êîòîðîìó äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ýòè âå -
ùåñòâà, âû , íàâåðíîå , ñìîæåòå íàçâàòü
(ýòîò ïàðàìåòð äàæå óïîìèíàåòñÿ â øêîëü -
íîì ó÷åáíèêå) .

Íîâûå ìàòåðèàëû
Í î ýòî åùå íå âñå . Í îâûì ìàòåðèàëîì

áóäåò è ìàòåðèàë, ñîñòîÿùèé èç êàêîãî -òî
èçâåñòíîãî ìàòåðèàëà è âîçäóõà . Í àïðè -
ìåð , ïðåäñòàâüòå ñåáå ìåòàëëè÷åñêóþ ãóá-
êó, â êîòîðîé , ñêàæåì, 2 3 îáúåìà çàíèìàåò
âîçäóõ. × òî âû ñêàæèòå íàñ÷åò åå òåïëî -
ïðîâîäíîñòè è ýëåêòðîïðîâîäíîñòè? Âðî -
äå áû î÷åâèäíî , ÷òî îíè äîëæíû áûòü
ìåíüøå , ÷åì ó êîìïàêòíîãî ìàòåðèàëà áåç
âêëþ÷åíèé âîçäóõà , íî íàñêîëüêî? Åñëè
âàì òðóäíî ðàññóæäàòü â òåðìèíàõ «ïðî -
âîäèìîñòè », äóìàéòå â òåðìèíàõ «óäåëü-
íîãî ñîïðîòèâëåíèÿ » (ýòî âåëè÷èíà , îá -
ðàòíàÿ ïðîâîäèìîñòè) .

È çãîòîâèòü òàêîé ìàòåðèàë ìîæíî ðàç -
íûìè ñïîñîáàìè , íàïðèìåð ìåòîäîì òàê
íàçûâàåìîé ïîðîøêî âîé ìåòàëë óðãèè –
âçÿòü ïîðîøîê , íàñûïàòü åãî â ôîðìó è
íàãðåòü. Áëàãîäàðÿ ïîâåðõíîñòíîé äèô -
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ôóçèè , ò.å. ìèãðàöèè ïî
ïîâåðõíîñòè àòîìîâ , ïî -
ðîøèíêè «ñïåêóòñÿ». Ì û
ïîëó÷èì ãóáêó , ïðè÷åì
ïðîíèöàåìóþ – êàê îáû÷ -
íàÿ ãóáêà. Åñëè íàãðåâàòü
íàø îáúåêò äîñòàòî÷íî
äîëãî è ñèëüíî (äèôôó -
çèÿ çàâèñèò îò òåìïåðà -
òóðû ýêñïîíåíöèàëüíî) ,
à åùå ëó÷øå îäíîâðåìåí -
íî ïðèêëàäûâàÿ äàâëå -
íèå , òî ìîæíî ïîëó÷èòü
êîìïàêòíûé ñïëîøíîé
ìàòåðèàë.

Ï îïóòíî çàìåòèì – ýòî íå îçíà÷àåò , ÷òî
ìû ïîëó÷èì ìàòåðèàë ñ òàêèìè æå ïàðà -
ìåòðàìè , êàê èçíà÷àëüíî ñïëîøíîé , íà -
ïðèìåð , ìåòàëë ïîñëå ëèòüÿ èëè ïðîêàòà .
Ñîñòàâ áóäåò òàêîé æå (ñ òî÷íîñòüþ äî
ïðèìåñåé) , íî ñâîéñòâà áóäóò çàâèñåòü îò
ñòðóêòóðû: ìîíî - èëè ïîëèêðèñòàëë , îò
ðàçìåðà, ôîðìû è îðèåíòàöèè êðèñòàë -
ëîâ , íàëè÷èÿ ðàçíîîáðàçíûõ äèñëîêàöèé .
À âñå ýòî çàâèñèò îò òîãî , ÷òî èìåííî
äåëàëè ñ ýòèì âåùåñòâîì , êàê åãî îáðàáà -
òûâàëè, ïðåâðàùàÿ â íîâûé ìàòåðèàë .

Ðàññìîòðèì ïîðèñòûé ìàòåðèàë íà îñíî -
âå ìåòàëëà è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîðû â íåì
ñôåðè÷åñêèå è îäèíàêîâûå . Êàê çàâèñÿò
òåïëî - è ýëåêòðîïðîâîäíîñòü , ïðî÷íîñòü è
ìîäóëü Þíãà (æåñòêîñòü) îò îáúåìíîé
äîëè ïîð è îò èõ ðàçìåðà? Î êàçûâàåòñÿ,
åñëè ïîðû ñôåðè÷åñêèå , òî èçìåíåíèå âñåõ
âåëè÷èí ïðîïîðöèîíàëüíî èõ îáúåìíîé

äîëå , à çàâèñèìîñòü îò ðàçìåðà ñëàáàÿ .
Òåïåðü âñå òî æå ñàìîå , êîãäà ïîðû íå
ñôåðè÷åñêèå, à öèëèíäðè÷åñêèå (èëè ýë -
ëèïòè÷åñêèå) ñ áîëüøèì îòíîøåíèåì äëè -
íû ê äèàìåòðó èëè êîãäà ýòî íàíîòðóáêè .
Â ýòîì ñëó÷àå îòâåò çàâèñèò îò îðèåíòàöèè
ïîð îòíîñèòåëüíî íàïðàâëåíèÿ ýëåêòðè -
÷åñêîãî òîêà , ïîòîêà òåïëà è ïðèëîæåíèÿ
ñèë. Åñëè áîëüøàÿ ÷àñòü ïîð îðèåíòèðîâà -
íà ïðèìåðíî îäèíàêîâî , òî ìîæåò ëè ïîëó -
÷åííûé ìàòåðèàë îêàçàòüñÿ àíèçîòðîïåí?
Ï îïðîáóéòå ðàññìîòðåòü êðàéíþþ ñèòóà -
öèþ (ýòî âîîáùå óíèâåðñàëüíûé ïðèåì) ,
êîãäà ïîðû áåñêîíå÷íî äëèííûå , ò.å. ïðî -
íèçûâàþò êóñîê ìàòåðèàëà íàñêâîçü . È  åùå
âîïðîñ ïîõèòðåå . Ì û ïîêà íå îáðàùàëè
âíèìàíèÿ íà òî , çàêðûòûå ïîðû èëè îò -
êðûòûå . Í à êàêèå ïàðàìåòðû ýòî ìîæåò
ïîâëèÿòü è êàê? × òî âû ñêàæåòå, åñëè
âòîðîé ìàòåðèàë íå ìåòàëë , à ðåçèíà èëè

ìÿãêèé (ñ íèçêîé æåñòêî -
ñòüþ) ïîëèìåð?

À òåïåðü ïðåäñòàâüòå
ñåáå, ÷òî ïîðû çàïîëíå -
íû ìàòåðèàëîì , èìåþ -
ùèì òåïëîïðîâîäíîñòü
èëè ýëåêòðîïðîâîäíîñòü
ñóùåñòâåííî áîëüøå , ÷åì
ó îêðóæàþùåé ñðåäû , íà -
ïðèìåð – ýòî ìåòàëëè -
÷åñêèå âêëþ÷åíèÿ â ïî -
ëóïðîâîäíèê èëè äèýëåê -
òðèê. × òî áóäåò òîãäà ñ
òåïëî - è ýëåêòðîïðîâîä -
íîñòüþ? Ì îæíî ðàññìîò -
ðåòü è ñèòóàöèþ, êîãäàÍèêåëåâàÿ ãóáêà; â ïðàâîì íèæíåì óãëó – ñ óâåëè÷åíè åì

Ìåäíàÿ ãóáêà
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ïîðû èëè âêëþ÷åíèÿ íå âûòÿíóòûå , à,
íàîáîðîò , ñïëþùåííûå , âïëîòü äî òîíêèõ
ëèñòèêîâ. Åñëè òåïëî - è ýëåêòðîïðîâîäÿ -
ùèå âêëþ÷åíèÿ âûòÿíóòû è îðèåíòèðîâà -
íû ïî òîêó èëè ïîòîêó òåïëà , òî òåïëî - è
ýëåêòðîïðîâîäíîñòü áóäóò áîëüøèìè . Åñëè
æå ýòî ëèñòèêè, ðàñïîëîæåííûå ïîïåðåê
òîêà èëè ïîòîêà , òî èõ âëèÿíèå áóäåò ìàëî .
Ñåé÷àñ ñòàëè ïîÿâëÿòüñÿ ïîïûòêè èñ -
ïîëüçîâàòü ïðè ñîçäàíèè êîìïîçèöèîí -
íûõ ìàòåðèàëîâ ìàëåíüêèå êóñî÷êè ãðà -
ôåíà – ýòî òîò ñàìûé ñëó÷àé .

Ï îðèñòûé ìàòåðèàë â òåõíèêå êîìïîçè -
öèîííûì ìàòåðèàëîì íàçûâàòü íå áóäóò ,
ïîòîìó ÷òî âîçäóõ ñ÷èòàòü ìàòåðèàëîì
êàê-òî ñòðàííî . Õîòÿ åãî ìîæíî èñïîëüçî -
âàòü èìåííî êàê ìàòåðèàë , ñìåøèâàÿ ñ
æèäêèì ìàòåðèàëîì , äàæå ñ ìåòàëëîì .
Í àïðèìåð , ñìåøèâàÿ âîçäóõ ñ àëþìèíè -
åì , ïîëó÷àþò ìåòàëëè÷åñêóþ ïåíó è îõ -
ëàæäàþò åå äî çàòâåðäåâàíèÿ. È  åñòü åùå
îäíà áîëüøàÿ ãðóïïà íå âïîëíå êîìïîçè -
öèîííûõ ìàòåðèàëîâ , êîãäà îäèí èç êîì -
ïîíåíòîâ èñïîëüçóåòñÿ â íåêîåì ïðåäâàðè -
òåëüíîì ñîñòîÿíèè è îí ïðèíöèïèàëüíî
èçìåíÿåòñÿ â ïðîöåññå èçãîòîâëåíèÿ . Ýòî
íè ÷òî èíîå , êàê êëåé èëè êîìïàóíä .
È çíà÷àëüíî îíè æèäêèå , à ïîñëå ïðîïèòêè
ïîëèìåðèçóþòñÿ è çàòâåðäåâàþò . È ìè î÷åíü
÷àñòî ïðîïèòûâàþò , âî -ïåðâûõ , îáìîòêè
ýëåêòðîäâèãàòåëåé,  ýëåêòðîìàãíèòîâ ,
òðàíñôîðìàòîðîâ è äðîññåëåé , à âî -âòî-
ðûõ , âñå, ÷òî ñäåëàíî èç âîëîêîí , ëåíò è
âîîáùå òêàíåé , åñòåñòâåííûõ è èñêóññò-
âåííûõ . Ï îëèìåðèçàöèÿ è çàòâåðäåâàíèå
ìîãóò ïðîèñõîäèòü , íàïðèìåð , ïîòîìó , ÷òî
ïåðåä ïðîïèòêîé ýïîêñèä -
íàÿ ñìîëà ñìåøèâàåòñÿ ñî
âòîðûì âåùåñòâîì , èíè -
öèèðóþùèì ïîëèìåðèçà -
öèþ (åãî îáû÷íî íàçûâà -
þò îòâåðäèòåëåì) .

Ñìûñëîâ â òàêîé ïðî -
ïèòêå íåñêîëüêî . Ì àòåðè-
àë ïåðåñòàåò áûòü ãèãðî-
ñêîïè÷íûì , ïåðåñòàåò âïè-
òûâàòü âîäó. Óâåëè÷èâà-
åòñÿ òåïëîïðîâîäíîñòü
ìàòåðèàëà ïîòîìó , ÷òî
èìåííî ïîðû , çàïîëíåí -

íûå âîçäóõîì , äåëàþò ìàòåðèàë òåïëîèçî -
ëÿòîðîì . ( Áåëûå ìåäâåäè õîðîøî ýòî çíà -
þò.) Äàëåå, íèòè èç ìíîãèõ ìàòåðèàëîâ
èìåþò âûñîêóþ ïðî÷íîñòü èëè ïðîäîëüíóþ
æåñòêîñòü, èõ òðóäíî ïîðâàòü è ðàñòÿíóòü .
Î äíàêî èç íèòåé ìîæíî ñäåëàòü ñâèòåð è
øòàíû , íî íè êðûëî ñàìîëåòà , íè áàéäàðêó
ñäåëàòü èç îäíèõ íèòåé íåëüçÿ . Ï ðîïèòêà è
çàòâåðäåâàíèå ïðåâðàùàþò ïó÷îê íèòåé â
æåñòêèé ìàòåðèàë.

Ì û ïðèøëè ê èäåå êëàññè÷åñêèõ êîìïî -
çèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ .

Êîãî íàçûâàþò êîìïîçèòàìè

È òàê, ïóñòü ó íàñ åñòü ìàòåðèàë , èç
êîòîðîãî ìîæíî ñäåëàòü ïðî÷íóþ íèòü , íî
â âèäå êîìïàêòíîãî êóñêà ïðî÷íîñòü åãî
íåâåëèêà. Êëàññè÷åñêèå ïðèìåðû – ãðà -
ôèò è ñòåêëî . × òîáû ñäåëàòü èç íèòåé ÷òî -
òî æåñòêîå, åñòü òðè ñïîñîáà .

Ï åðâûé âàðèàíò – ïîëîæèòü òîëñòûé
ñëîé íèòåé , ñâîáîäíûõ èëè ïåðåïëåòåí -
íûõ (òêàíü) , â êàêóþ -òî åìêîñòü , çàëèòü,
íàïðèìåð , ýïîêñèäíîé ñìîëîé è ïîëèìå -
ðèçîâàòü. Ì û ïîëó÷èì ìàòåðèàë â âèäå
êóñêà, êîòîðûé ìîæíî îáðàáàòûâàòü ðàç -
íûìè ñïîñîáàìè . Ýòîò ìàòåðèàë îêàæåòñÿ
àíèçîòðîïíûì – îí áóäåò ïðî÷íûì è æåñ -
òêèì â íàïðàâëåíèè íèòåé , à åñëè ýòî
òêàíü, òî â äâóõ íàïðàâëåíèÿõ . Ñóùåñòâó-
åò òðåõìåðíîå ïëåòåíèå , â ýòîì ñëó÷àå
ìàòåðèàë áóäåò ïðî÷íûì è æåñòêèì â òðåõ
íàïðàâëåíèÿõ . Í î äëÿ âñåãî ýòîãî íóæíî
ñîáëþäåíèå îäíîãî óñëîâèÿ , êàñàþùåãîñÿ
âçàèìîäåéñòâèÿ íèòåé è çàëèâêè – êàêî -
ãî? Êñòàòè, åñëè âû çàãëÿäûâàëè âíóòðü

Áîëò èç òðåõìåðíîãî óãëåðîä-óãëåðîäíîãî êîìïîçèòà
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êîìïüþòåðà èëè ðàäèî -
àïïàðàòóðû , òî âèäåëè
èìåííî êîìïîçèò – ïå -
÷àòíûå ïëàòû äåëàþò èç
òåêñòîëèòà èëè ñòåêëîòåê-
ñòîëèòà. Ó÷òèòå, ÷òî «ëè-
òîñ» – ýòî êàìåíü ïî -ãðå-
÷åñêè, îñòàëüíîå ïîíÿò -
íî . À «òåêñòóñ» – òêàíü
ïî -ëàòûíè . ( Òàê ÷òî âû
ãîâîðèòå íà áîëüøåì êî -
ëè÷åñòâå ÿçûêîâ, ÷åì âàì
êàæåòñÿ.)

Äðóãîé âàðèàíò , åñëè
íèòè èëè òêàíü íå ëåæàò
ñâîáîäíî , à íàòÿíóòû íà
êàêîé -òî êàðêàñ, «îïðàâ -
êó». Òîãäà ìû ïîëó÷èì íå
ïðîñòî ìàòåðèàë , à ãîòî -
âóþ äåòàëü. Ï ðî òàêèå
äåòàëè îáû÷íî ãîâîðÿò
«ñäåëàíà èç êîìïîçèòà »;
ýòî íå ñîâñåì òî÷íî , íî òàêîâà òðàäèöèÿ .
Êñòàòè, òóò óìåñòíî âñïîìíèòü î æåëåçî -
áåòîíå . Åãî ÷àñòî ïðèâîäÿò êàê ïðèìåð
êîìïîçèöèîííîãî ìàòåðèàëà , íî ýòî íåòî÷ -
íî , ïðè÷åì äâàæäû . Âî -ïåðâûõ , îí íå «ìà -
òåðèàë», åãî íè ïèëÿò è íå ñòðîãàþò , îí
âîçíèêàåò ñðàçó êàê äåòàëü. Âî -âòîðûõ , è
áåç ñòàëüíîé àðìàòóðû îí êîìïîçèò – â íåì
åñòü êàìåøêè (ãðàâèé) , ïåñîê è öåìåíò .

Òðåòèé âàðèàíò ïðèìåíèì , êîãäà ìû
èìååì äåëî ñ óãëåðîäíîé íèòüþ . Åñëè
ïîìåñòèòü óãëåðîäíóþ íèòü â ñðåäó 4ÑÍ
ïðè äàâëåíèè 15 òîðð (2 000 Ï à, èëè
0,02 àòì) è òåìïåðàòóðå 1100 Ñ�q  (ýòî îäèí
èç ïðèìåðîâ , èñïîëüçóþòñÿ è äðóãèå ñðå -
äû è ðåæèìû) , òî íà åå ïîâåðõíîñòè íà÷ -
íåò îñàæäàòüñÿ óãëåðîä ñî ñêîðîñòüþ
0,1 ìêì ��÷. Ï ðè ýòîì â òåõ ìåñòàõ , ãäå íèòè
êàñàëèñü äðóã äðóãà, «øêóðêà» íà íèòÿõ
îêàçûâàåòñÿ îáùåé , ò.å. íèòè ñðàñòàþòñÿ,
è ìÿãêàÿ äåòàëü èç óãëåðîäíîãî âîëîêíà
ñòàíîâèòñÿ æåñòêîé. Ýòîò ìàòåðèàë (åãî
èñïîëüçóþò è êàê ìàòåðèàë) íàçûâàþò
«óãëåðîä-óãëåðîäíûé êîìïîçèò ». Êñòàòè,
èçâåñòíû ñïîñîáû ïîëó÷åíèÿ ñòåêëÿííûõ
ïîêðûòèé , ïîýòîìó ìîæíî áûëî áû ïîïðî -
áîâàòü ïîëó÷èòü àíàëîãè÷íûé êîìïîçèò èç
ñòåêëà.

Ï àðàìåòðû êîìïîçèòà âñåãäà çàâèñÿò îò
ïàðàìåòðîâ ìàòåðèàëîâ , êîòîðûå â íåãî
âîøëè , à òàêæå îò èõ êîëè÷åñòâà, îò ñòðóê-
òóðû (ïîðû , ñôåðè÷åñêèå ÷àñòèöû, ýëëèï -
ñîèäû , ëåïåñòêè, íèòè) è îò âçàèìîäåé -
ñòâèÿ ìàòåðèàëîâ (äèôôóçèè è àäãåçèè) .
Åñëè áû ñòåêëîâîëîêíî èëè óãëåðîäíîå
âîëîêíî íå ñêëåèâàëèñü ñî ñìîëîé , òî
ñòåêëîòåêñòîëèò èëè êîìïîçèò èç óãëåðîä -
íîãî âîëîêíà è ýïîêñèäíîé ñìîëû íå áûëè
áû ïðî÷íûìè è æåñòêèìè . Â ýòîì ñëó÷àå
ïðè ïðèëîæåíèè óñèëèé ê ìàòåðèàëó è
íà÷àëå äåôîðìàöèè íèòè îòäåëÿëèñü áû îò
ñìîëû è ïðî÷íîñòü ìàòåðèàëà çàâèñåëà áû
îò ïðî÷íîñòè ñìîëû , êîòîðàÿ ìåíüøå ,
÷åì ïðî÷íîñòü íèòåé . Âû ìîæåòå ïîïðîáî -
âàòü îöåíèòü, êàêóþ ïðî÷íîñòü (íà ñäâèã
è íà îòðûâ) äîëæíî èìåòü ñîåäèíåíèå
íèòè è ñìîëû , ÷òîáû ìàòåðèàë íå òåðÿë
ïðî÷íîñòè . Î ÷åâèäíî , ÷òî ïðî÷íîñòü ñî -
åäèíåíèÿ äîëæíà áûòü íå ìåíüøå ïðî÷íî -
ñòåé ñìîëû è ìàòåðèàëà íèòåé .

Íåñêîëüêî ïðèìåðîâ
Ìàãíèòîäèýëåêòðèêè. Ñåðäå÷íèêè

òðàíñôîðìàòîðîâ , äðîññåëåé è ýëåêòðî-
ìàãíèòîâ äåëàþò èç ôåððîìàãíåòèêà . Âû -
áîð êîíêðåòíîãî ìàòåðèàëà çàâèñèò ïðåæ -

Êîàêñèàëüíûé íàãðåâàòåëü èç óãëåðîä-óãëåðîäíîãî êîì ïîçèòà. Â
êàæäîì èç ýëåìåíòîâ òîê ïðîòåêàåò ïî òðóáå è ïî öåí òðàëüíîìó
ñòåðæíþ â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ – ýòî ñäåëàí î äëÿ
îñëàáëåíèÿ âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ
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äå âñåãî îò ÷àñòîòû, íà êîòîðîé ðàáîòàåò
óñòðîéñòâî, íåîáõîäèìîé ìàãíèòíîé ïðî -
íèöàåìîñòè è èíäóêöèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ .
Äëÿ íèçêèõ ÷àñòîò åñòåñòâåííîå ðåøåíèå –
æåëåçî. Í î îíî – ïðîâîäíèê , çíà÷èò, áó-
äóò òîêè Ô óêî , òåïëîâûäåëåíèå , ïàäåíèå
ÊÏÄ.  È çâåñòíîå òðàäèöèîííîå ðåøåíèå –
ñåðäå÷íèê èç ïëàñòèí , íî ýòî íå âñåãäà
óäîáíî .

Ðåøåíèå – áåðóò ïîðîøîê æåëåçà , ÷àñ-
òè÷êè ðàçìåðîì â íåñêîëüêî ìèêðîí , ïî -
êðûâàþò èõ òîíêèì èçîëèðóþùèì ñëîåì è
ïðåññóþò äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñåðäå÷íèêà íóæ -
íûõ ðàçìåðîâ .

Áèìåòàëëè÷åñêèå êîíòàêòû ðåëå. Êîí -
òàêòû ìîùíûõ ðåëå äîëæíû èìåòü íèçêîå
ñîïðîòèâëåíèå , ïîòîìó ÷òî ïî íèì ïðîòå -
êàåò áîëüøîé òîê . Êàçàëîñü áû, âûáîð
î÷åâèäåí – ìåäü èëè ñåðåáðî . Í î ýòè
ìåòàëëû ìÿãêèå , ïðè íàãðåâå èõ ïðî÷íîñòü
ñòàíîâèòñÿ íåäîñòàòî÷íîé äëÿ ðàáîòû –
êîíòàêòû «ñâàðèâàþòñÿ». Í àäî ïîäíÿòü
òâåðäîñòü ìàòåðèàëà, íå ñëèøêîì æåðòâóÿ
ïðîâîäèìîñòüþ .

Ðåøåíèå – ìåäüþ ïðîïèòûâàþò âîëüô -
ðàìîâóþ ãóáêó .

Ùåòêè ýëåêòðîäâèãàòåëåé: ââåðõó – ãðàôèòîâàÿ, âíèçó  – ìåäíîãðà-
ôèòîâàÿ, âûâîäû ìåäíûå. Îáðàòèòå âíèìàíèå íà ðàçëè÷ èå öâåòà
òðåõ ìàòåðèàëîâ

Îêñèäíûé êàòîä ýëåê-
òðîâàêóóìíûõ ïðèáîðîâ.
Òåðìîýëåêòðîííàÿ ýìèñ -
ñèÿ óâåëè÷èâàåòñÿ ïðè
óìåíüøåíèè ðàáîòû âû -
õîäà . Â êà÷åñòâå ìàòåðèà-
ëà ñ íèçêîé ðàáîòîé âû -
õîäà èñïîëüçóþò îêñèäû
ýëåìåíòîâ âòîðîé ãðóïïû ,
÷àùå âñåãî òðîéíîé îêñèä
(BaSrCa)O . Ï ðè ðàáî÷èõ
òåìïåðàòóðàõ 700–800 Ñ�q
è â âàêóóìå çà ñ÷åò óñêî-
ðåííîãî èñïàðåíèÿ êèñ -
ëîðîäà ó òàêîãî ìàòåðèà -
ëà íàðóøàåòñÿ ñòåõèîìåò -
ðèÿ, îí îáîãàùàåòñÿ áà -
ðèåì è ñòàíîâèòñÿ ïîëó -
ïðîâîäíèêîì . Òåì íå ìå -
íåå, â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ
åãî ñîïðîòèâëåíèå îêàçû -
âàåòñÿ ñëèøêîì áîëüøèì .

Ðåøåíèå – â êàòîä äî -
áàâëÿþò ÷àñòè÷êè ìåòàë-
ëà ( Ni) .

Ìåäíîãðàôèòîâûå ùåòêè ýëåêòðè÷åñ-
êèõ äâèãàòåëåé. Ùåòêè äëÿ ýëåêòðîäâèãà-
òåëåé äîëæíû èìåòü íèçêèé êîýôôèöèåíò
òðåíèÿ , ïîýòîìó ãðàôèò – åñòåñòâåííîå è
òðàäèöèîííîå ðåøåíèå . Î äíàêî ó ãðàôèòà
âåëèêî ñîïðîòèâëåíèå , à ïðè ðàáîòå ñ
áîëüøèìè òîêàìè ýòî íåæåëàòåëüíî .

Ðåøåíèå – ùåòêè äåëàþò èç êîìïîçèòà
ãðàôèò-ìåäü , ïðåññîâàííîé ñìåñè ïîðîø -
êîâ .

* * *
Êîìïîçèöèîííûå è âîîáùå íîâûå ìàòå -

ðèàëû , êàê îáëàñòü ðàáîòû , èìåþò ñëåäó -
þùèå îñîáåííîñòè .

gÏ îñêîëüêó âñå, ÷òî äåëàåòñÿ, äåëàåòñÿ
èç ÷åãî-òî , òî ìàòåðèàëîâåä áåç ðàáîòû
íèêîãäà íå îñòàíåòñÿ .

gÏ î ýòîé æå ïðè÷èíå òðåáîâàíèÿ ê ìàòå -
ðèàëàì ðàçíîîáðàçíû è ÷àñòî èçìåíÿþòñÿ .

gÄëÿ ðàáîòû â ýòîé îáëàñòè íóæíî çíàòü
ðàçíûå îáëàñòè ôèçèêè è íåêîòîðûå îáëà -
ñòè õèìèè .

Òàê ÷òî ó÷èòåñü, ðàáîòàéòå è íàñëàæ-
äàéòåñü!



Àìïåð –
«Íüþòîí ýëåêòðè÷åñòâà»

(ê 250-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ)

Ë.ÁÅËÎÏÓÕÎÂ

Ê ÎÃÄÀ  ÌÛ  ÍÀÇÛÂÀÅÌ  ÅÄÈÍÈÖÓ
 ñèëû «íüþòîí»,  íåâîëüíî  âîçíèêàåò

âåëè÷åñòâåííûé  îáðàç ñîçäàòåëÿ êëàññè-
÷åñêîé ôèçèêè  Èñààêà Íüþòîíà . Ñ ýëåêò-
ðè÷åñêèìè  åäèíèöàìè  äåëî  îáñòîèò  ïî -
äðóãîìó . Íàçâàíèÿ  åäèíèö  ðåäêî  àññîöèè-
ðóþòñÿ â ïàìÿòè  ñ ðåàëüíûìè  ëè÷íîñòÿìè,
íîñèâøèìè  ýòè èìåíà . À ìåæäó  òåì  Äæåéìñ
Ìàêñâåëë,  çàâåðøèâøèé  ñîçäàíèå  òåîðèè
ýëåêòðè÷åñêèõ ÿâëåíèé,  íàçâàë Àìïåðà,  â
÷åñòü êîòîðîãî  íàçâàíà  åäèíèöà  ñèëû òîêà
«àìïåð»,  Í üþòîíîì ýëåêòðè÷åñò âà.

Äåòñòâî, þíîñòü
è çðåëûå ãîäû Àìïåðà

Àíäðå -Ìàðè  Àìïåð  (1775–1836)  ðîäèë -
ñÿ âî  ôðàíöóçñêîì  ãîðîäå  Ëèîíå,  â ñåìüå
êðóïíîãî  òîðãîâöà  øåëêîâûìè  òêàíÿìè,
èçãîòîâëåíèåì  êîòîðûõ  ýòîò ãîðîä  ñëàâèë-
ñÿ íà  âñþ Åâðîïó .

Ãëàâà ñåìüè  áûë  íå  ïðîñòî  òîðãîâöåì,  îí
áûë  îáðàçîâàííûì  è óìíûì  ÷åëîâåêîì .
Îí  ðàíî  ïîäìåòèë  íåîáû÷íûå  ñïîñîáíîñòè
ñûíà . Àíäðå  åùå íå  áûëî  òðåõ ëåò, îí  íå
óìåë  íàçûâàòü ÷èñëà, íî  êîãäà èãðàë ñ
ìåëêèìè  êàìåøêàìè  èëè áîáàìè,  òî  ðÿäîì
ñ äâóìÿ  êó÷êàìè  îí  âûêëàäûâàë  òðåòüþ, â
êîòîðîé  ÷èñëî  ïðåäìåòîâ  áûëî  ðàâíî  èõ
ñóììå  â äâóõ êó÷êàõ – ïðîâåðÿë  ïðàâèëà
àðèôìåòèêè .

Îòåö  ðåøèë  íå  îòäàâàòü ñûíà  â øêîëó,  à
äàòü åìó  äîìàøíåå  îáðàçîâàíèå . Îí  íå
ñêóïèëñÿ  íàõîäèòü  äëÿ íåãî  ñàìûõ  ëó÷-
øèõ  ó÷èòåëåé. Ñòàíîâÿñü  ñòàðøå, Àíäðå
íå  òîëüêî  ïîêàçàë  íåçàóðÿäíûå  ìàòåìàòè -

DOI:  https: ����doi.org��10.4213��kvant20250403

÷åñêèå ñïîñîáíîñòè,  íî  è ïðîÿâèë  íåîáû -
÷àéíûé  èíòåðåñ êî  âñåìó íà  ñâåòå – è ê
ãåîãðàôèè,  è ê áèîëîãèè,  è ê òåõíèêå.

Â 1751 ãîäó â Ïàðèæå  íà÷àëîñü  èçäàíèå
ìíîãîòîìíîé  «Ýíöèêëîïåäèè,  èëè Òîëêî -
âîãî  ñëîâàðÿ íàóê,  èñêóññòâ è ðåìåñåë».
Ýòî  áûëà íå  ñàìàÿ  ïåðâàÿ  ýíöèêëîïåäèÿ,
îäíàêî  îíà  îòëè÷àëàñü íå  òîëüêî  ïîëíî -
òîé,  íî  è âñåì  ñâîèì  äóõîì  ñâîáîäíîãî
çíàíèÿ,  íå  îãðàíè÷åííîãî  íè  ðåëèãèîçíû -
ìè,  íè  ïîëèòè÷åñêèìè  ñîîáðàæåíèÿìè .

Äâà çàìå÷àòåëüíûõ  ÷åëîâåêà çàäóìàëè  è
îñóùåñòâèëè ýòî èçäàíèå. Ýòî  áûëè  Äåíè
Äèäðî,  ôèëîñîô  è ôèëîëîã,  è Æàí  Ëåðîí
Ä ’Àëàìáåð,  ìàòåìàòèê  è ôèçèê . Îíè  íà -
øëè  ñïîíñîðîâ  äëÿ íà÷àëà èçäàíèÿ;  â
äàëüíåéøåì  îíî  ñòàëî ïîäïèñíûì  è ñòî-
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èëî äîâîëüíî äîðîãî , ïîñêîëüêó èçäàâàòü
åãî ïðèõîäèëîñü íå âî Ô ðàíöèè , à â îñíîâ -
íîì â Ø âåéöàðèè. Äèäðî è Ä ’Àëàìáåð
ïðèâëåêëè ê íàïèñàíèþ ñòàòåé âûäàþ -
ùèõñÿ ó÷åíûõ òîãî âðåìåíè è ñàìè áûëè
àâòîðàìè ìíîãèõ ñòàòåé . Ì îæíî ñ÷èòàòü ,
÷òî ýòà ýïîõà ïîëó÷èëà â èñòîðèè îäíî èç
íàçâàíèé «âåê ïðîñâåùåíèÿ » â òîì ÷èñëå è
áëàãîäàðÿ ýòîé ýíöèêëîïåäèè . Â 1765 ãîäó
âûøåë ïîñëåäíèé , ñåìíàäöàòûé òîì îñ -
íîâíîãî òåêñòà ýíöèêëîïåäèè è ïðîäîëæà -
ëîñü îäèííàäöàòèòîìíîå èçäàíèå èëëþñò -
ðàöèé (ãðàâþð) . Âïîñëåäñòâèè áûëî èçäà -
íî åùå ñåìü òîìîâ ñòàòåé , â îñíîâíîì
ïîñâÿùåííûõ íîâûì äîñòèæåíèÿì íàóêè è
òåõíèêè, êîòîðûå òîãäà óæå ñòðåìèòåëüíî
ðàçâèâàëèñü.

Í åñìîòðÿ íà âûñîêóþ ñòîèìîñòü , îòåö
Àìïåðà áûë îäíèì èç ñàìûõ âåðíûõ ïîä -
ïèñ÷èêîâ è èìåë ó ñåáÿ âñå 35 òîìîâ .

Çàìåòèì êñòàòè , ÷òî â Ðîññèè òîãäà ïîë -
íîñòüþ èìåòü âñþ ýíöèêëîïåäèþ ìîãëà
ñåáå ïîçâîëèòü òîëüêî èìïåðàòðèöà Åêà-
òåðèíà II .

Òàê âîò, Àíäðå Àìïåð , èìåâøèé â äî -
ìàøíåé áèáëèîòåêå ýòó ýíöèêëîïåäèþ , â
ñâîè 14 ëåò òîì çà òîìîì ïðî÷èòàë âñå
ñåìíàäöàòü òîìîâ . È  íå ïðîñòî ïðî÷èòàë ,
à èçó÷èë è çàïîìíèë î÷åíü ìíîãîå èç íèõ .
Òàê ÷òî ñëîâà , ÷àñòî âñòðå÷àþùèåñÿ â
áèîãðàôèÿõ Àìïåðà , ÷òî îí èìåë ýíöèêëî -
ïåäè÷åñêîå îáðàçîâàíèå , èìåþò ïîä ñîáîé
ñîâåðøåííî êîíêðåòíóþ îñíîâó .

Í î ñàìûé áîëüøîé èíòåðåñ ó íåãî âû -
çûâàëè ìàòåìàòèêà è åñòåñòâåííûå íàóêè .
Â 12 ëåò åãî äîìàøíèì ó÷èòåëåì ìàòåìà -
òèêè ñòàë ïðåïîäàâàòåëü èç Ëèîíñêîãî
êîëëåäæà. Î í ñïðîñèë ó ìàëü÷èêà , óìååò
ëè îí èçâëåêàòü êâàäðàòíûå êîðíè . Àíäðå
îòâåòèë, ÷òî íåò , íî çàòî îí óìååò èíòåã -
ðèðîâàòü. Âñêîðå çàíÿòèÿ ïðåêðàòèëèñü ,
ïîòîìó ÷òî ó÷èòåëü çàÿâèë , ÷òî åãî çíà -
íèé íå õâàòàåò äëÿ îáó÷åíèÿ òàêîãî ó÷å -
íèêà .

Áåçìÿòåæíàÿ þíîñòü Àìïåðà çàêîí÷è -
ëàñü, êîãäà åìó áûëî 14 ëåò. Ãðÿíóëà
Âåëèêàÿ ôðàíöóçñêàÿ ðåâîëþöèÿ , êîòî -
ðóþ ïîòîì íàçûâàëè «áóðæóàçíîé ». Í î
âíà÷àëå îíà íå áûëà òàêîé , ïîñêîëüêó íà
åå çíàìåíàõ íàðÿäó ñî «ñâîáîäîé » è «áðàò-
ñòâîì » áûëî è «ðàâåíñòâî», ÷òî íå ìîãëî
ïîíðàâèòüñÿ áîãàòûì ëþäÿì . È  â 1793 ãîäó
â Ëèîíå âñïûõíóë ìÿòåæ ïðîòèâ ÿêîáèíñ -
êîé äèêòàòóðû . Ì ÿòåæ áûë æåñòîêî ïî -
äàâëåí. Êàê ó÷àñòíèê è îäèí èç ðóêîâîäè -
òåëåé ìÿòåæà, îòåö Àìïåðà áûë ãèëüîòè -
íèðîâàí , à âñå èìóùåñòâî ñåìüè áûëî
êîíôèñêîâàíî .

Âîñåìíàäöàòèëåòíèé þíîøà òÿæåëî ïå -
ðåæèë ñìåðòü îòöà è áûë âûíóæäåí äó -
ìàòü î ñðåäñòâàõ ê ñóùåñòâîâàíèþ . Î í
ñòàë ÷àñòíûì ïðåïîäàâàòåëåì ìàòåìàòèêè ,
à ÷åðåç íåñêîëüêî ëåò – ïðåïîäàâàòåëåì
ôèçèêè è õèìèè â ãèìíàçèè ìàëåíüêîãî
ãîðîäêà . Ñ ýòîãî âðåìåíè íà÷àëàñü ïðåïî -
äàâàòåëüñêàÿ äåÿòåëüíîñòü Àìïåðà , ïðî -
äîëæàâøàÿñÿ âñþ åãî æèçíü . Î ñíîâíîé
öåëüþ ýòîé äåÿòåëüíîñòè îí ïîñòàâèë ïå -
ðåñòðîéêó ïðåïîäàâàíèÿ ôèçèêè â ñðåäíåé
è âûñøåé øêîëå .

Òèòóëüíûé ëèñò êíèãè «Ýíöèêëîïåäèÿ, èëè
Òîëêîâûé ñëîâàðü íàóê, èñêóññòâ è ðåìåñåë»
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Àìïåðó óäàëîñü çàèíòåðåñîâàòü ñâîèìè
èäåÿìè ìàòåìàòèêà è ôèçèêà Æàí -Áàòèñ-
òà Ô óðüå (1768–1830) , êîòîðûé ïðè Í à-
ïîëåîíå çàíèìàëñÿ íå òîëüêî íàóêîé , íî è
àäìèíèñòðàòèâíîé ðàáîòîé . Â 1802 ãîäó
Ô óðüå ñòàë ïðåçèäåíòîì (ãóáåðíàòîðîì)
äåïàðòàìåíòà È çåð, ãäå â ýòî âðåìÿ æèë è
ðàáîòàë Àìïåð . Î í ñïîñîáñòâîâàë íàçíà -
÷åíèþ Àìïåðà â 1804 ãîäó ïðåïîäàâàòå -
ëåì , à â 1807 ãîäó ïðîôåññîðîì çíàìåíè -
òîé Ï îëèòåõíè÷åñêîé øêîëû â Ï àðèæå,

ñîçäàííîé äëÿ ïîäãîòîâêè âûñîêîîáðàçî -
âàííûõ òåõíè÷åñêèõ ñïåöèàëèñòîâ , îáëà -
äàþùèõ ãëóáîêèìè çíàíèÿìè ôèçèêî -ìà -
òåìàòè÷åñêèõ íàóê.

Ï åðâûå 10 ëåò ðàáîòû Àìïåðà â Ï îëè -
òåõíè÷åñêîé øêîëå áûëè îìðà÷åíû òÿæå -
ëûìè ñîáûòèÿìè â åãî ëè÷íîé æèçíè –
ñìåðòüþ ïåðâîé æåíû , íåóäà÷íîé âòîðîé
æåíèòüáîé íà âçäîðíîé è îãðàíè÷åííîé
îñîáå è ñìåðòüþ ãîðÿ÷î èì ëþáèìîé
ìàòåðè. Â ýòè ãîäû îí çàíèìàåòñÿ òîëüêî
ìàòåìàòèêîé . Åãî ðàáîòû ïî òåîðèè ðÿäîâ
è äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì óâåí÷à -
ëèñü èçáðàíèåì â Àêàäåìèþ íàóê ïî ìàòå -
ìàòè÷åñêîìó îòäåëåíèþ .

Çàòåì ìàòåìàòèê Àìïåð ñòàë çàíèìàòüñÿ
õèìè÷åñêèìè èññëåäîâàíèÿìè . Í åçàâèñè-
ìî îò Àâîãàäðî îí îòêðûë çàêîí ðàâåíñòâà
ìîëÿðíûõ îáúåìîâ ðàçëè÷íûõ ãàçîâ è ñäå -
ëàë ïåðâóþ ïîïûòêó êëàññèôèêàöèè õè -
ìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ íà îñíîâå èõ ñâîéñòâ .
Óòî÷íÿÿ ìîëÿðíûå âåñà (òî÷íåå – ìîëÿð -
íûå ìàññû) õèìè÷åñêèõ ñîåäèíåíèé , Àì -
ïåð îòêðûë , ÷òî â ïëàâèêîâîé êèñëîòå
ñîäåðæèòñÿ íåèçâåñòíûé ýëåìåíò . Î í ïðåä -
ëîæèë íàçâàòü åãî ôòîðîì (ïî -ãðå÷åñêè
ðàçðóøàþùèé ) .

Í î ó÷åíûì , ïîëó÷èâøèì ìèðîâóþ èç -
âåñòíîñòü, îí ñòàë áëàãîäàðÿ ñâîèì èñ -
ñëåäîâàíèÿì â îáëàñòè ýëåêòðîìàãíåòèç -
ìà . Ãîäîì ðîæäåíèÿ ýòîé íàóêè ñòàë
1820 ãîä , à ñëåäñòâèåì ýòîãî ñòàëî ïðå -
âðàùåíèå 19 âåêà, «âåêà ïàðà», â ñîâðå-
ìåííóþ ýïîõó , íàçâàííóþ «âåêîì ýëåêò -
ðè÷åñòâà». Ï ðèâîäèòü â äâèæåíèå ñòàí -
êè íà çàâîäàõ ïîñòåïåííî ñòàëè íå ïàðî -
âûå ìàøèíû èëè òóðáèíû , à ýëåêòðîäâè-
ãàòåëè.

Ýðñòåä è åãî îòêðûòèå
Ï ÿòíàäöàòîãî ôåâðàëÿ 1820 ãîäà äàòñêèé

ó÷åíûé Ãàíñ Õðèñòèàí Ýðñòåä (1777–1851) ,
ïðîôåññîð õèìèè Êîïåíãàãåíñêîãî óíè -
âåðñèòåòà, ÷èòàë ñòóäåíòàì î÷åðåäíóþ ëåê -
öèþ ïî íàòóðôèëîñîôèè . Ýòîò ïðåäìåò
(ñ ãðåêî -ðèìñêèì íàçâàíèåì) îáúåäèíÿë
ôèçèêó , õèìèþ , áèîëîãèþ è ãåîëîãèþ .
Òåìîé ëåêöèè áûëî òåïëîâîå äåéñòâèå
ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà, êîòîðûé òîãäà íà -
çûâàëè ýëåêòðè÷åñêèì êîíôëèêòîì (ïî -

Æàí-Áàòèñò Ôóðüå

Ýëåêòðè÷åñêèé äâèãàòåëü, ïîäàðåííûé Äæîó-
ëåì Êåëüâèíó â 1842 ãîäó
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ëîæèòåëüíîãî è îòðèöàòåëüíîãî ýëåêòðè -
÷åñòâà èëè àíîäà è êàòîäà ýëåêòðè÷åñêîé
áàòàðåè).

Í à ñòîëå ïåðåä ëåêòîðîì ñòîÿëà ýëåêò -
ðè÷åñêàÿ áàòàðåÿ (âîëüòîâ ñòîëá), ëåæàëè
ìåäíûå ñòåðæíè , çàæèìû äëÿ èõ ïîäñîå -
äèíåíèÿ ê áàòàðåå è äðóãèå ïðåäìåòû ,
ñðåäè êîòîðûõ áûëà è ìàãíèòíàÿ ñòðåëêà
(êàê áû áîëüøîé êîìïàñ) . Ñòåðæíè, ïîä -
êëþ÷åííûå ê áàòàðåå , íàãðåâàëèñü è ìîæ -
íî áûëî ñ èõ ïîìîùüþ ðàçîãðåòü è äàæå
âñêèïÿòèòü âîäó – ïðîîáðàç ýëåêòðè÷åñ -
êîé ïëèòêè . Ñåãîäíÿ â òàêîì îïûòå íå
áûëî áû íè÷åãî èíòåðåñíîãî . Í î âåäü ýòî
ïðîèñõîäèëî òîãäà , êîãäà åäèíñòâåííûì
èñòî÷íèêîì áûñòðîãî íàãðåâà áûë òîëüêî
îãîíü – äî çàêîíà Äæîóëÿ– Ëåíöà áûëî
åùå äàëåêî .

Ñëó÷àéíî ìàãíèòíàÿ ñòðåëêà îêàçàëàñü
âáëèçè îò îäíîãî èç ñòåðæíåé . È  îäèí èç
ñòóäåíòîâ çàìåòèë , ÷òî ïðè âêëþ÷åíèè
òîêà ñòðåëêà äðîãíóëà è íåìíîãî îòêëîíè -
ëàñü îò ñâîåãî «çàêîííîãî » íàïðàâëåíèÿ
íà ñåâåð. Ñàì Ýðñòåä âíà÷àëå ýòîãî è íå
çàìåòèë, îí ãîâîðèë î òåïëîâîì äåéñòâèè
òîêà. Í î êîãäà ñòóäåíò ðàññêàçàë î ñâîåì

íàáëþäåíèè , Ýðñòåä çàèíòåðåñîâàëñÿ.
Ñíà÷àëà îí ðåøèë , ÷òî íà ñòðåëêó ïîâëèÿ -
ëî ìåõàíè÷åñêîå âîçäåéñòâèå ðóáèëüíèêà
ïðè íàæèìå íà íåãî . Ñòîë çàäðîæàë , è ýòî
ïåðåäàëîñü ìàãíèòíîé ñòðåëêå . Î äíàêî
êîãäà åå ïîìåñòèëè íà îòäåëüíûé ñòîë ,
ÿâëåíèå ïîâòîðèëîñü .

Ýðñòåä îñòàâèë âñå îïûòû , êîòîðûìè îí
çàíèìàëñÿ , è ñòàë èçó÷àòü ýòî ñîâåðøåííî
íîâîå è íåîæèäàííîå ÿâëåíèå . Ýðñòåä çà-
êàçàë áîëåå ìîùíóþ áàòàðåþ è ñòåðæíè èç
áîëåå ÷èñòîé ìåäè . Ô àêòè÷åñêè îí ïîëó -
÷èë çíà÷èòåëüíî áîëåå ñèëüíûé òîê â ñòåð -
æíÿõ , è ìàãíèòíàÿ ñòðåëêà ñòàëà ðåàãèðî -
âàòü íà òîê ãîðàçäî ñèëüíåå . Ï ðè âêëþ÷å-
íèè òîêà îíà ïîâîðà÷èâàëàñü ïî÷òè íà 90�q
è ïîêàçûâàëà óæå íå íà ñåâåð , à íà âîñòîê
èëè çàïàä . Î íà ðàñïîëàãàëàñü ïî êàñàòåëü -
íîé ê âîîáðàæàåìûì îêðóæíîñòÿì , öåíò -
ðû êîòîðûõ íàõîäèëèñü íà ñòåðæíå ñ òî -
êîì . Äåéñòâèå òîêà íà ñòðåëêó áûëî êàê áû
áîêîâûì .

Ýðñòåä ïîíèìàë , ÷òî îí îòêðûë íåèçâå -
ñòíîå íàóêå ÿâëåíèå . Ñîãëàñíî ãîñïîä -
ñòâîâàâøèì òîãäà âçãëÿäàì , ýëåêòðè÷å-
ñòâî è ìàãíåòèçì – ýòî ðàçíûå ÿâëåíèÿ .
Ì àãíåòèçì ïðîÿâëÿåòñÿ òîëüêî äëÿ âå -
ùåñòâ, ñîäåðæàùèõ æåëåçî , òîãäà êàê
ýëåêòðè÷åñêèå ñèëû äåéñòâóþò ìåæäó
ïðåäìåòàìè , ñäåëàííûìè èç ñàìûõ ðàç -
íûõ ìàòåðèàëîâ . Í î îïûòû ñâèäåòåëü -
ñòâîâàëè î ñâÿçè ìåæäó ýëåêòðè÷åñòâîì è
ìàãíåòèçìîì . Ýòà ñâÿçü îêàçàëàñü íåïðî -
ñòîé, è îïèñàòü åå ìàòåìàòè÷åñêèìè ôîð -
ìóëàìè Ýðñòåä íå ñóìåë . Î í òîëüêî ïðåä -
ñòàâèë ÷åðòåæè è ðèñóíêè ÿâëåíèÿ ïîâî -
ðîòà ñòðåëêè. À 21 èþëÿ 1820 ãîäà â
Êîïåíãàãåíå âûøëà èç ïå÷àòè ÷åòûðåõ -
ñòðàíè÷íàÿ áðîøþðà íà ëàòûíè , íàçâàí -
íàÿ Ýðñòåäîì «Î ïûòû , êàñàþùèåñÿ äåé-
ñòâèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî êîíôëèêòà íà ìàã -
íèòíóþ ñòðåëêó ». Ï îíèìàÿ âñþ âàæíîñòü
îòêðûòèÿ , Ýðñòåä â òîò æå äåíü ðàçîñëàë
áðîøþðó âî âñå åâðîïåéñêèå íàó÷íûå ó÷ -
ðåæäåíèÿ è íàó÷íûå æóðíàëû .

Ï îñëå îïóáëèêîâàíèÿ ñâîèõ òðóäîâ Ýð -
ñòåä ñîâåðøèë ïóòåøåñòâèå ïî íàó÷íûì
öåíòðàì Åâðîïû . Åãî âñòðå÷àëè ñ áîëüøèì
ýíòóçèàçìîì è ïðèíÿëè â ïî÷åòíûå ÷ëåíû
ìíîãèõ àêàäåìèé íàóê . Â ÷àñòíîñòè, îí

Ãàíñ Õðèñòèàí Ýðñòåä
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ñòàë ïî÷åòíûì ÷ëåíîì Ï åòåðáóðãñêîé àêà-
äåìèè . Í à ðîäèíå Ýðñòåä áûë óäîñòîåí
çâàíèÿ ãîñóäàðñòâåííîãî ñîâåòíèêà , ïîëó -
÷èë äâîðÿíñòâî è ìíîãî çàñëóæåííûõ íà -
ãðàä. Í î ñëàâà íå âñêðóæèëà åìó ãîëîâó .
Î í ïðîäîëæàë çàíèìàòüñÿ ýëåêòðè÷åñêè -
ìè ÿâëåíèÿìè , çàäîëãî äî Ì àêñâåëëà ïðåä-
ñêàçàë, ÷òî ñâåò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýëåê-
òðîìàãíèòíîå ÿâëåíèå , ïîñêîëüêó íà íåãî
äåéñòâóþò è ýëåêòðè÷åñòâî, è ìàãíåòèçì .
Î í áûë áëåñòÿùèì ëåêòîðîì è ïîïóëÿðè -
çàòîðîì íàóêè . Î ðãàíèçîâàë îáùåñòâî ïî
ðàñïðîñòðàíåíèþ åñòåñòâîçíàíèÿ , ÷èòàë
ñïåöèàëüíûå ïðîñâåòèòåëüñêèå ëåêöèè äëÿ
æåíùèí . Ì àòåðèàëüíî ïîääåðæèâàë ñâîå -
ãî òåçêó, ìàëåíüêîãî Ãàíñà Õðèñòèàíà,
áóäóùåãî âåëèêîãî äàòñêîãî ïèñàòåëÿ Ãàí -
ñà Õðèñòèàíà Àíäåðñåíà .

Ýðñòåä ñòàíîâèòñÿ íàöèîíàëüíûì ãåðî -
åì . Êîãäà îí ñêîí÷àëñÿ â ìàðòå 1851 ãîäà,
â ïîñëåäíèé ïóòü åãî ïðîâîæàëè äâåñòè
òûñÿ÷ äàò÷àí âî ãëàâå ñ êîðîëåâñêîé ñåìü -
åé, äèïëîìàòàìè , ïðàâèòåëüñòâåííûìè
äåÿòåëÿìè , ó÷åíûìè è ñòóäåíòàìè . Äàò÷à-
íå îùóùàëè åãî ñìåðòü êàê ëè÷íóþ ïîòå -
ðþ . Î í ñòàë ïåðâûì äàò÷àíèíîì , èçâåñò-
íûì âñåìó ìèðó , íå ñ÷èòàÿ Ãàìëåòà, «ëè-
òåðàòóðíîãî » äàò÷àíèíà .

Ðîæäåíèå ýëåêòðîäèíàìèêè
Ï îñëå òîãî , êàê â èþëå 1820 ãîäà Ýðñòåä

ðàçîñëàë ñâîþ áðîøþðó , ñîáûòèÿ ðàçâè -
âàëèñü â òàêîì òåìïå , êîòîðûé áûë íå -
ïðåäñòàâèì äëÿ íåòîðîïëèâîé íàóêè òîãî
âðåìåíè . Ðàáîòà Ýðñòåäà ïîÿâèëàñü â íà -
÷àëå àâãóñòà â Æåíåâå, ãäå â ýòî âðåìÿ
íàõîäèëñÿ ôðàíöóçñêèé ôèçèê Ô ðàíñóà
Àðàãî. Êîãäà îí ïîâòîðèë îïûò Ýðñòåäà â
Æåíåâñêîì óíèâåðñèòåòå , òî ñðåäè ïðè -
ñóòñòâóþùèõ ó÷åíûõ ðàçäàëñÿ âîçãëàñ:
«Ýòî ïåðåâîðîò! ». Ï îòðÿñåííûé Àðàãî
ñïåøíî âîçâðàùàåòñÿ â Ï àðèæ è 4 ñåíòÿá-
ðÿ äåëàåò äîêëàä íà çàñåäàíèè Àêàäåìèè .
Õîòÿ Ï àðèæ áëèæå ê Êîïåíãàãåíó , ÷åì
Æåíåâà, áðîøþðà Ýðñòåäà çäåñü åùå íå
ïîëó÷åíà . Ñ îñîáûì âíèìàíèåì ñëóøàåò
ñîîáùåíèå Àðàãî àêàäåìèê Àìïåð . Î í
÷óâñòâóåò, ÷òî äîëæåí ïðèíÿòü îò Ýðñòåäà
ýñòàôåòó åãî îòêðûòèÿ. È  íà÷èíàåò äåé -
ñòâîâàòü.

Âñåãî ëèøü äâå íåäåëè ïîíàäîáèëèñü
Àìïåðó , ÷òîáû ñäåëàòü ýïîõàëüíîå îòêðû -
òèå: âñÿêèé ýëåêòðè÷åñêèé òîê îáëàäàåò
ìàãíèòíûì ñâîéñòâîì , êîòîðîå ìîæåò ïðî -
ÿâèòüñÿ êàê âîçäåéñòâèå ýòîãî ñâîéñòâà íà
äðóãîé òîê , à íå òîëüêî íà ìàãíèòíóþ
ñòðåëêó. Ì àãíåòèçì ìîæåò äâèãàòü ïðîâî -
äà ñ òîêîì . Í à çàñåäàíèè Àêàäåìèè íàóê
21 ñåíòÿáðÿ Àìïåð çàÿâèë: «ß  ñâåë âñå
ìàãíèòíûå ÿâëåíèÿ ê ÷èñòî ýëåêòðè÷åñêèì
ÿâëåíèÿì ». À åùå ÷åðåç íåäåëþ îí ïðîäå -
ìîíñòðèðîâàë , ÷òî äâå ñïèðàëè ñ òîêîì (îí
íàçâàë èõ ñîëåíîèäàìè ) âçàèìîäåéñòâóþò
òî÷íî òàê æå , êàê ïîñòîÿííûå ìàãíèòû .
Åñëè æå âíóòðè ñïèðàëåé âñòàâèòü æåëåç-
íûå ñòåðæíè , òî âçàèìîäåéñòâèå ñîëåíîè -
äîâ óñèëèâàåòñÿ â ñîòíè ðàç . Àìïåð îáúÿñ -
íèë ýòî òåì , ÷òî âíóòðè æåëåçà ñóùåñòâó-
þò ìîëåê óëÿðíûå òîêè , ïîõîæèå íà òîêè
â ñîëåíîèäàõ . Ì íîæåñòâî ýòèõ êðóãîâûõ
òîêîâ ñîçäàåò ìàãíèòíóþ ñèëó ïîñòîÿííûõ
ìàãíèòîâ äàæå è áåç ñïèðàëüíîé îáìîòêè ,
ïî êîòîðîé òå÷åò òîê .

Àìïåð óñòàíîâèë , ÷òî ìàãíèòíûå ñèëû ,
äåéñòâóþùèå íà ýëåêòðè÷åñêèå òîêè, íå
ñîâñåì îáû÷íû , êàê ýòî è ïîäîçðåâàë Ýð -
ñòåä. Â îòëè÷èå îò êóëîíîâñêèõ ñèë , îíè
äåéñòâóþò áîêîâûì îáðàçîì ( ïðà âèëî ëå-
âîé ð óêè) . Â ÷àñòíîñòè, ìàãíèòíîå âëèÿ -

Äæåéìñ Êëåðê Ìàêñâåëë
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íèå ñîëåíîèäà ñ òîêîì (èëè ïîñòîÿííîãî
ìàãíèòà) ìîæåò çàñòàâèòü âðàùàòüñÿ êîëü -
öåâîé òîê , ñîçäàâàÿ íå òîëüêî ñèëó , íî è
ìîìåíò ñèëû . È  Àìïåð ïðîäåìîíñòðèðî -
âàë ïðîîáðàç ýëåêòðîìîòîðà – ïðîâîëî÷ -
íîå êîëüöî ñ òîêîì îò áàòàðåè , êîòîðîå
âðàùàåòñÿ â ìàãíèòíîì ïîëå Çåìëè .

Áîêîâîå äåéñòâèå ìàãíèòíîé ñèëû âçàè -
ìîäåéñòâèÿ ìåæäó äâóìÿ ïàðàëëåëüíûìè
ïðîâîäàìè ïðèâîäèò ê òîìó , ÷òî åñëè
íàïðàâëåíèÿ òîêîâ â äâóõ ïàðàëëåëüíûõ
ïðîâîäàõ ñîâïàäàþò , òî ïðîâîäà ïðèòÿãè -
âàþòñÿ äðóã ê äðóãó. À åñëè íàïðàâëåíèÿ
òîêîâ ïðîòèâîïîëîæíû , òî ïðîâîäà îò -
òàëêèâàþòñÿ. Àìïåð èçìåðèë ñèëû âçàè -
ìîäåéñòâèÿ äëÿ ïðèòÿæåíèÿ è îòòàëêèâà -
íèÿ äâóõ ïàðàëëåëüíûõ òîêîâ . Î íè îêà -
çàëèñü ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíû ïðîèçâå -
äåíèþ âåëè÷èí òîêîâ 1I  è 2I  è îáðàòíî
ïðîïîðöèîíàëüíû ðàññòîÿíèþ ìåæäó ïðî -
âîäàìè r.

Î ñíîâûâàÿñü íà èçìåðåíèÿõ Àìïåðà , Áèî
è Ñàâàð ñôîðìóëèðîâàëè äëÿ âåëè÷èíû
óäåëüíîé ñèëû âçàèìîäåéñòâèÿ , ò.å. âåêòî-
ðà ìàãíèòíîé èíäóêöèè , ÷òî
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Â ýòîì âûðàæåíèè I l�'  – ýòî ýëåìåíò òîêà ,
ðîæäàþùåãî ìàãíèòíóþ ñèëó , r – ðàññòî-
ÿíèå îò ýëåìåíòà òîêà äî òîé òî÷êè ïðî -
ñòðàíñòâà, ãäå îïðåäåëÿåòñÿ ìàãíèòíàÿ
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( 1749–1828) ïðèäàë çàêîíó Áèî– Ñàâàðà

èçÿùíóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ôîðìó , ââåäÿ
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à òàêæå äëÿ ìîäóëÿ âåêòîðà äèôôåðåíöè -
àëüíîé ìàãíèòíîé èíäóêöèè:
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Êîýôôèöèåíò k â ýòèõ âûðàæåíèÿõ îïðå -
äåëÿåòñÿ èç îïûòà (è çàâèñèò îò âûáîðà
ñèñòåìû åäèíèö) . Ýòè âûðàæåíèÿ â ó÷åá -
íèêàõ ïî ôèçèêå íîñÿò óæå òðîéíîå èìÿ:
çàêîí Áèî– Ñàâàðà–Ëàïëàñà. Àìïåð òóò
æå çàìåòèë, ÷òî ñ ïîìîùüþ èíòåãðèðîâà -
íèÿ ìîæíî óñòàíîâèòü åùå áîëåå îáùèé
çàêîí äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìàãíèòíîé èíäóê -
öèè. Êàê ìàòåìàòèê , îí íàçâàë ýòîò îá -
ùèé çàêîí òåîðåìîé î öèðê óëÿöèè âåê-
òîðà ìàãíèòíîé èíä óêöèè è ïîêàçàë , ÷òî
èç ýòîãî îáùåãî çàêîíà ìîæíî ïîëó÷èòü
ëþáûå âûðàæåíèÿ äëÿ ìàãíèòíûõ ñèë è
ìîìåíòîâ ýòèõ ñèë .

Â 1827 áûëà èçäàíà ìîíîãðàôèÿ Àìïå -
ðà, ïîäâîäÿùàÿ èòîã âñåì åãî ðàáîòàì . Î í
íàçâàë åå «Òåîðèÿ ýëåêòðîäèíàìè÷åñêèõ

N

S

I

Âèòîê ñ òîêîì, âðàùàþùèéñÿ â ìàãíèòíîì
ïîëå Çåìëè

Ýëåêòðîäâèãàòåëè ðàçíîé ìîùíîñòè
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ÿâëåíèé , âûâåäåííàÿ èñêëþ÷èòåëü -
íî èç îïûòà ». Ì íîãî÷èñëåííûå ïîñ -
ëåäóþùèå ïåðåèçäàíèÿ ýòîé êíèãè
íàçûâàëèñü ïðîñòî «Ýëåêòðîäèíà -
ìèêà ». Í å òîëüêî ýòî ñëîâî âïåð -
âûå ïðîçâó÷àëî â ôèçèêå . Àìïåð
ââåë è ìíîãî äðóãèõ òåðìèíîâ –
ýëåêòðîñòàòèêà , íàïðÿæåíèå ,
ýëåêòðîä âèæóùàÿ ñèëà . Í î îí íå
ïðåòåíäîâàë íà èçîáðåòåíèå ýëåêò -
ðîäâèãàòåëÿ, õîòÿ è îïèñàë ïðèí -
öèï åãî äåéñòâèÿ , îí íå âèäåë ïåð -
ñïåêòèâ åãî ïðèìåíåíèÿ . Ñëèøêîì
ñëàáûé òîê äàâàëè òîãäàøíèå áàòà -
ðåè è ñëèøêîì áûñòðî ðàçðÿæàëèñü .

Âñåãî ëèøü äâà ãîäà îñòàâàëîñü
äî âåëèêîãî îòêðûòèÿ Ô àðàäåÿ çà-
êîíà ýëåêòðîìàãíèòíîé èíäóêöèè ,
íà îñíîâå êîòîðîãî ÷åðåç ïîëâåêà
Ýäèñîíîì è Òåñëà áûëè ñîçäàíû
ãåíåðàòîðû ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà . À
äðóãèå èçîáðåòàòåëè ñîçäàëè ýëåêòðîäâè-
ãàòåëè, ïðèíöèï ðàáîòû êîòîðûõ Àìïåð
ïðåäëîæèë çà ïîëâåêà äî ýòîãî .

Í åèçâåñòíî, êàê îòíåññÿ Àìïåð ê îòêðû -
òèþ Ô àðàäåÿ, îí â ýòî âðåìÿ ïåðåñòàë
çàíèìàòüñÿ ôèçèêîé . Ãëàâíîé ïðè÷èíîé
ýòîãî áûëî òÿæåëîå çàáîëåâàíèå ãîðëà è
ëåãêèõ, îãðàíè÷èâøåå âîçìîæíîñòü ïðî -
ôåññîðñêîé äåÿòåëüíîñòè . Î í ìîã òåïåðü
òîëüêî êîíòðîëèðîâàòü ïðåïîäàâàíèå ìà -
òåìàòèêè è åñòåñòâåííûõ íàóê , íî îí íå
ìîã íå òâîðèòü . Î í ó÷àñòâîâàë â ñïîðàõ î
ðàçâèòèè æèçíè íà Çåìëå , ïðåäâîñõèùàÿ
ïðè ýòîì áóäóùóþ òåîðèþ Äàðâèíà . Î äíà -
êî áîëüøå âñåãî â ýòè ïîñëåäíèå ãîäû
æèçíè åãî ñòàëà çàíèìàòü ôèëîñîôèÿ íà -
óêè è, â ïåðâóþ î÷åðåäü , êëàññèôèêàöèÿ
íàóê . Î í âûñêàçàë ìûñëü î òîì , ÷òî â
áóäóùåì äîëæíà ïîÿâèòüñÿ íàóêà îá îá -
ùèõ çàêîíîìåðíîñòÿõ ïðîöåññîâ óïðàâëå -
íèÿ è äàë íàçâàíèå òàêîé íàóêå – êèáåðíå-
òèêà . × åðåç ñòî ñ ëèøíèì ëåò åãî ïðåäâè -
äåíèå îïðàâäàëîñü .

Óìåð Àìïåð âî âðåìÿ îäíîé èç ñâîèõ
ïîåçäîê ïî ïðîâåðêå ïðåïîäàâàíèÿ ôèçè -
êè â ëèöåÿõ Ì àðñåëÿ. Òàì îí è áûë
ïîõîðîíåí . Í î âïîñëåäñòâèè , ïî çàâåùà -
íèþ åãî ñûíà , ïðàõ áûë ïåðåçàõîðîíåí â
Ï àðèæå, ðÿäîì ñ ìîãèëîé ñûíà .

Ï àìÿòíèêè Àìïåðó åñòü â Ï àðèæå, Ëèî -
íå è äðóãèõ ãîðîäàõ . Åãî èìåíåì , êðîìå
åäèíèöû ñèëû òîêà , íàçâàíû âî ôðàíöóç -
ñêèõ ãîðîäàõ óëèöû , ïëîùàäè , øêîëû è
ëèöåè, ñòàíöèÿ ìåòðî â Ëèîíå , ýëåêòðè÷åñ-
êèé ïàðîì â Í îðâåãèè è ìèêðîàðõèòåêòó -
ðà ãðàôè÷åñêîãî ïðîöåññîðà .

Í î ãëàâíàÿ ïàìÿòü – â ñëîâàõ Ì àêñâåëëà
îá Àìïåðå: «Ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäî -
âàíèå, ïîñðåäñòâîì êîòîðîãî Àìïåð óñòà -
íîâèë çàêîí âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðè÷åñ -
êèõ òîêîâ , ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíî èç
ñàìûõ áëåñòÿùèõ äîñòèæåíèé íàóêè . Åãî
ðàáîòà ñîâåðøåííà ïî ôîðìå , áåçóïðå÷íà
ïî òî÷íîñòè è âûðàæåíà â ôîðìóëå , èç
êîòîðîé ìîæíî âûâåñòè âñå ÿâëåíèÿ è
êîòîðàÿ äîëæíà îñòàâàòüñÿ îñíîâíîé ôîð -
ìóëîé ýëåêòðîäèíàìèêè ».

Ïàìÿòíèê Àìïåðó â Ëèîíå
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Çàäà÷è
ïî ìàòåìàòèêå è ôèçèêå

Ýòîò ðàçäåë âåäåòñÿ ó íàñ èç íîìåðà â íîìåð ñ ìîìåí òà îñíîâàíèÿ æóðíàëà. Ïóáëèêóåìûå â
íåì çàäà÷è íåñòàíäàðòíû, íî äëÿ èõ ðåøåíèÿ íå òðåáó åòñÿ çíàíèé, âûõîäÿùèõ çà ðàìêè
øêîëüíîé  ïðîãðàììû. Íàèáîëåå òðóäíûå çàäà÷è îòìå÷à þòñÿ çâåçäî÷êîé. Ïîñëå ôîðìóëèðîâêè
çàäà÷è ìû îáû÷íî óêàçûâàåì, êòî íàì åå ïðåäëîæèë. Ð àçóìååòñÿ, íå âñå ýòè çàäà÷è ïóáëèêóþòñÿ
âïåðâûå.

Ðåøåíèÿ çàäà÷ ïî ìàòåìàòèêå è ôèçèêå èç ýòîãî íîìåð à ñëåäóåò îòïðàâëÿòü ïî ýëåêòðîííûì
àäðåñàì: math@kvant.ras.ru è phys@kvant.ras.ru ñîîò âåòñòâåííî èëè ïî ïî÷òîâîìó àäðåñó: 119296
Ìîñêâà, Ëåíèíñêèé ïðîñïåêò, 64-À, «Êâàíò».

Óñëîâèÿ êàæäîé îðèãèíàëüíîé çàäà÷è, ïðåäëàãàåìîé äë ÿ ïóáëèêàöèè, âìåñòå ñ ðåøåíèåì
ýòîé çàäà÷è ïðèñûëàéòå ïî òåì æå àäðåñàì.

Çàäà÷è Ì2838–Ì2841 ïðåäëàãàëàñü íà XLVI Òóðíèðå ãîð îäîâ.
Çàäà÷è Ô2845–Ô2848 ïðåäëàãàëèñü íà çàêëþ÷èòåëüíîì ý òàïå LVIII Âñåðîññèéñêîé îëèìïèà-

äû øêîëüíèêîâ ïî ôèçèêå.

Çàäà÷è Ì2838–Ì2841, Ô2845–Ô2848

M2838.  Ïî êðóãó ñòîÿò êóâøèíû ñ ñîêàìè,
íå îáÿçàòåëüíî îäèíàêîâîãî ðàçìåðà. Èç
ëþáîãî êóâøèíà ðàçðåøàåòñÿ ïåðåëèâàòü
ëþáóþ ÷àñòü ñîêà (âîçìîæíî, íèñêîëüêî
èëè âåñü ñîê) â ñîñåäíèé êóâøèí ñïðàâà,
òàê ÷òîáû òîò íå ïåðåïîëíèëñÿ è ñëàäîñòü
ñìåñè â íåì ñòàëà ðàâíà 10%. Èçâåñòíî, ÷òî
â íà÷àëüíûé ìîìåíò òàêîå ïåðåëèâàíèå
óäàëîñü áû ñäåëàòü èç ëþáîãî êóâøèíà.
Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî ñäåëàòü â êàêîì-òî
ïîðÿäêå íåñêîëüêî òàêèõ ïåðåëèâàíèé (íå
áîëåå îäíîãî èç êàæäîãî êóâøèíà), òàê
÷òîáû ñëàäîñòü ñìåñè âî âñåõ íåïóñòûõ
êóâøèíàõ ñòàëà ðàâíà 10%.

À.Øàïîâàëîâ

M2839.  Äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî k. Â ñòðà-
íå, âàëþòà êîòîðîé – òóãðèêè, õîäÿò òîëü-
êî êóïþðû äâóõ öåëî÷èñëåííûõ äîñòî-
èíñòâ. È ïîêóïàòåëü, è ïðîäàâåö èìåþò
äîñòàòî÷íî ìíîãî è òåõ, è äðóãèõ êóïþð,
íî ïðè êàæäîì ïëàòåæå ìîãóò èñïîëüçî-
âàòü âìåñòå íå áîëåå k êóïþð (âêëþ÷àÿ
ñäà÷ó). Èçâåñòíî, ÷òî òàê ìîæíî ñäåëàòü
ïëàòåæ íà ëþáóþ öåëóþ ñóììó îò 1 äî n
òóãðèêîâ. Êàêîâî íàèáîëüøåå âîçìîæíîå
çíà÷åíèå n?

À.Øàïîâàëîâ

M2840.  Âûñîòû 1AA , 1BB , 1CC  îñòðîóãîëü-
íîãî òðåóãîëüíèêà ABC ïåðåñåêàþòñÿ â
òî÷êå H (ðèñ. 1). Áèññåêòðèñû óãëîâ B è C

òðåóãîëüíèêà BHC ïåðåñåêàþò îòðåçêè CH
è BH â òî÷êàõ X è Y  ñîîòâåòñòâåííî.
Îáîçíà÷èì âåëè÷èíó óãëà 1XA Y  ÷åðåç �D.
Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì �E è �J. Íàéäèòå
çíà÷åíèå ñóììû �D �� �E �� �J.

À.Äîëåäåíîê

M2841*.  Ïåòÿ êðàñèò êàæäóþ êëåòêó äîñ-
êè 2 2m n�u  â ÷åðíûé èëè áåëûé öâåò òàê,
÷òîáû êëåòêè êàæäîãî öâåòà îáðàçîâûâàëè
ìíîãîóãîëüíèê. Çàòåì Âàñÿ ðàçðåçàåò äîñ-
êó íà äîìèíîøêè (ïðÿìîóãîëüíèêè èç äâóõ
êëåòîê). Ïåòÿ ñòðåìèòñÿ ê òîìó, ÷òîáû â
èòîãå ïîëó÷èëîñü êàê ìîæíî áîëüøå äâóõ-
öâåòíûõ äîìèíîøåê, à Âàñÿ – ê òîìó,
÷òîáû èõ ïîëó÷èëîñü êàê ìîæíî ìåíüøå.
Íàëè÷èå êàêîãî íàèáîëüøåãî ÷èñëà äâóõ-
öâåòíûõ äîìèíîøåê ìîæåò ãàðàíòèðîâàòü
Ïåòÿ, êàê áû íè äåéñòâîâàë Âàñÿ?

À.Ãðèáàëêî

Ðèñ. 1
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Ô 2845. Èç ïóíêòà A, ðàñïîëîæåííîãî íà
îäíîì áåðåãó ðåêè øèðèíîé l , ïåðåïðàâëÿ-
åòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíûé áåðåã íåáîëü-
øàÿ ìîòîðíàÿ ëîäêà (ðèñ. 2). Áåðåãà ðåêè

ïàðàëëåëüíû äðóã äðóãó. Ñêîðîñòü òå÷å-
íèÿ ðåêè âåçäå îäèíàêîâà è ðàâíà u. Íà
ïðîòèâîïîëîæíîì áåðåãó ðåêè íà îäíîì
ïåðïåíäèêóëÿðå ê áåðåãàì ñ ïóíêòîì A
ðàñïîëîæåí ïóíêò B. Ñêîðîñòü ëîäêè îò-
íîñèòåëüíî âîäû ïîñòîÿííà ïî âåëè÷èíå è
ðàâíà 2u, à åå âåêòîð â òå÷åíèå âñåãî
âðåìåíè ïåðåïðàâû ïåðïåíäèêóëÿðåí ïðÿ-
ìîé BC, ãäå C — öåíòð ëîäêè. Â íåêîòî-
ðûé ìîìåíò âðåìåíè 1t  ñêîðîñòü ëîäêè
îòíîñèòåëüíî áåðåãà ïåðïåíäèêóëÿðíà ëè-
íèè áåðåãà.
1) Â êàêîì íàïðàâëåíèè ëîäêà íà÷àëà
äâèæåíèå èç ïóíêòà A: ïî òå÷åíèþ èëè
ïðîòèâ òå÷åíèÿ?
2) Íàéäèòå óãîë ABC â ìîìåíò âðåìåíè 1t .
3) Íà êàêîì ðàññòîÿíèè îò ïóíêòà B áóäåò
íàõîäèòüñÿ ëîäêà, êîãäà îíà äîñòèãíåò
ïðîòèâîïîëîæíîãî áåðåãà ðåêè?
4) Íà êàêîì ðàññòîÿíèè îò ïóíêòà B áóäåò
íàõîäèòüñÿ ëîäêà â ìîìåíò âðåìåíè 1t ?
5) Íàéäèòå ðàäèóñ êðèâèçíû òðàåêòîðèè
ëîäêè â ñèñòåìå îòñ÷åòà áåðåãà äëÿ äâóõ
ñëó÷àåâ: à) â ìîìåíò ñòàðòà èç ïóíêòà A;
á) â ìîìåíò âðåìåíè 1t .

À.Øèøêèíà

Ô 2846. Íà ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè
íàõîäÿòñÿ äâà òåëà: äëèííàÿ äîñêà âûñî-
òîé h è îäíîðîäíûé öèëèíäð ðàäèóñîì
R = 2h, êîòîðûå êàñàþòñÿ äðóã äðóãà (ðèñ. 3).
Ìàññà öèëèíäðà ðàâíà M . Êîýôôèöèåíòû
òðåíèÿ ìåæäó öèëèíäðîì è ïîâåðõíîñòüþ,

à òàêæå ìåæäó ñàìèìè òåëàìè îäèíàêîâû
è ðàâíû �P. Äîñêà äâèæåòñÿ ñ ïîñòîÿííûì
ãîðèçîíòàëüíûì óñêîðåíèåì a, íàïðàâ-
ëåííûì ïåðïåíäèêóëÿðíî ëèíèè êîíòàêòà
ñ öèëèíäðîì. Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäå-
íèÿ ðàâíî g. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ óñêîðå-
íèÿ a äîñêè öèëèíäð íå áóäåò ïîâîðà÷è-
âàòüñÿ âîêðóã ãîðèçîíòàëüíîé îñè, åñëè
êîýôôèöèåíò òðåíèÿ �P ìîæåò ïðèíèìàòü
ëþáûå çíà÷åíèÿ áîëüøå íóëÿ?

À.Èâøèí, Å.Âàñåíèí, À.Âåðãóíîâ

Ô 2847. Â öèëèíäðè÷åñêîì ñîñóäå, óñòà-
íîâëåííîì âåðòèêàëüíî â ïîëå ñèëû òÿæå-
ñòè, ïîä ìàññèâíûì ãîðèçîíòàëüíûì ïîð-
øíåì ìàññîé m = 100 êã ñîäåðæèòñÿ îäíî-
àòîìíûé èäåàëüíûé ãàç. Íàä ïîðøíåì –
âàêóóì. Ïîðøåíü íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñèè
è ìîæåò ïåðåìåùàòüñÿ âäîëü ñòåíîê ñîñóäà
ïðàêòè÷åñêè áåç òðåíèÿ. Ïîðøåíü çàêðåï-
ëÿþò â ýòîì ðàâíîâåñíîì ïîëîæåíèè, ïîñ-
ëå ÷åãî êëàäóò íà íåãî ãèðþ ìàññîé M .
Çàòåì ïîðøåíü îñâîáîæäàþò. Ïðè äàëü-
íåéøåì äâèæåíèè ïîðøíÿ ñ ãèðåé åãî
ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå minh  äî äíà ñîñó-
äà â äâà ðàçà ìåíüøå èñõîäíîãî ðàññòîÿ-
íèÿ 0h  = 1,0 ì. Îïðåäåëèòå:
1) ìàññó ãèðè M ;
2) ìîäóëü ìàêñèìàëüíîãî óñêîðåíèÿ maxa
ïîðøíÿ ñ ãèðåé â ïðîöåññå äâèæåíèÿ;
3) ìîäóëü ìàêñèìàëüíîé ñêîðîñòè maxv
ïîðøíÿ ñ ãèðåé â ïðîöåññå äâèæåíèÿ.
×åðåç äëèòåëüíîå âðåìÿ ïîðøåíü îñòàíî-
âèëñÿ.
4) Íàéäèòå ðàññòîÿíèå h äî äíà ñîñóäà, íà
êîòîðîì áóäåò íàõîäèòüñÿ ïîðøåíü â ñî-
ñòîÿíèè íîâîãî òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâ-
íîâåñèÿ.
Òåïëîåìêîñòü ñîñóäà è ïîðøíÿ ïðåíåáðå-
æèìî ìàëà, òåïëîîòäà÷à â îêðóæàþùóþ
ñðåäó îòñóòñòâóåò. Ïðè äâèæåíèè ïîðøíÿ
îò èñõîäíîãî ïîëîæåíèÿ äî åãî ïåðâîé
îñòàíîâêè ïðîöåññû â ãàçå ìîæíî ñ÷èòàòü
ðàâíîâåñíûìè. Ìàññà ãàçà ìíîãî ìåíüøå
ìàññû ïîðøíÿ. Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïà-
äåíèÿ ñ÷èòàéòå ðàâíûì 210 ì ñg � .

À.Àïîëîíñêèé

Ô 2848. Â áåñêîíå÷íîé ýëåêòðè÷åñêîé öåïè,
ôðàãìåíò ñõåìû êîòîðîé ïðåäñòàâëåí íà
ðèñóíêå 4, êàæäàÿ òðåóãîëüíàÿ ÿ÷åéêà
ñîäåðæèò òðè èñòî÷íèêà ñ îäèíàêîâûìè

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3
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Èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè ÿñíî, ÷òî òî÷-
êà L  ëåæèò íà äèàãîíàëè BD (ðèñ. 2).
Óãîë LO C ïðÿìîé, òàê êàê åãî ñòîðîíû
ëåæàò íà äèàãîíàëÿõ êâàäðàòà. Òî÷êè C,
F, L , D  ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè ñ
äèàìåòðîì FD , è, òåì ñàìûì, ñ öåíòðîì N .
Ïîýòîìó 2 2 45 90LN C LD C�‘ � �‘ � �˜ �q � �q.
Çíà÷èò, òî÷êè O è N ëåæàò íà îêðóæíîñòè
ñ äèàìåòðîì LC.
Äàëåå, ïî òåîðåìå î âíåøíåì óãëå òðå-
óãîëüíèêà

LKF LFD KLF L ED KLF�‘ � �‘ �� �‘ � �‘ �� �‘ .

Òàê êàê EF ACP , à òî÷êè L , E, A, D ëåæàò
íà îäíîé îêðóæíîñòè (ñ äèàìåòðîì DE), òî

L K F L ED K LF�‘ � �‘ �� �‘ � 

�  45L AD KAC CA D�‘ �� �‘ � � �q .

Ïîñêîëüêó ON BCP , èìååì 135LON�‘ � �q.
Ñëåäîâàòåëüíî, 180L K N LON�‘ �� �‘ � �q ,
ò.å. òî÷êà K  ëåæèò íà îïèñàííîé îêðóæíî-
ñòè ÷åòûðåõóãîëüíèêà LON C. Òàêèì îá-
ðàçîì, âñå ïÿòü òî÷åê C, K , L , O, N  ëåæàò
íà îäíîé îêðóæíîñòè, ÷òî è òðåáîâàëîñü
äîêàçàòü.
Çàìå÷àíèå.  Â ïðåäëîæåííîé êîíñòðóêöèè
ìîæíî îáíàðóæèòü åùå íåñêîëüêî ëþáî-
ïûòíûõ ôàêòîâ. Íàïðèìåð, èç äîêàçàííî-

âíóòðåííèìè ñîïðîòèâëåíèÿìè r, íî ðàç-
íûìè ÝÄÑ E, 2E è 3E, ïðè÷åì ïîëÿðíîñòü
ïîäêëþ÷åíèÿ èñòî÷íèêîâ ñ îäíîé è òîé
æå ÝÄÑ ïåðèîäè÷åñêè ìåíÿåòñÿ.
1) ×åìó ðàâíû ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ �M �� è
�M �� ìåæäó ïëþñîì è ìèíóñîì êàæäîãî
èñòî÷íèêà â äàííîé öåïè?
2) Îïðåäåëèòå ñèëû òîêîâ ÷åðåç âñå èñòî÷-
íèêè â äàííîé öåïè.
3) Êàêîå ñîïðîòèâëåíèå 1R  ïîêàæåò îì-
ìåòð ïðè ïîäêëþ÷åíèè ê ïëþñó è ìèíóñó
èñòî÷íèêà ñ ÝÄÑ E, íàõîäÿùåãîñÿ â äàí-
íîé öåïè? Êàêèå ñîïðîòèâëåíèÿ 2R  è 3R
ïîêàæåò ïðèáîð, åñëè ñäåëàòü òî æå ñàìîå
ñ èñòî÷íèêàìè ñ ÝÄÑ 2E è 3E ñîîòâåòñòâåí-
íî? Áóäóò ëè çàâèñåòü ïîêàçàíèÿ îììåòðà
îò ïîëÿðíîñòè åãî ïîäêëþ÷åíèÿ?
4) Îäèí èç èñòî÷íèêîâ ñ ÝÄÑ 2E çàìåíèëè
äðóãèì èñòî÷íèêîì ñ ÝÄÑ E è âíóòðåííèì
ñîïðîòèâëåíèåì 2r . Êàêîâà â ýòîì ñëó÷àå
áóäåò ñèëà òîêà I , òåêóùåãî ÷åðåç çàìåíåí-
íûé èñòî÷íèê?

Âåëè÷èíû E è r ñ÷èòàéòå èçâåñòíûìè.
Ñîïðîòèâëåíèåì ñîåäèíèòåëüíûõ ïðîâî-
äîâ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

À.Êèðååâ, Ë.Êîëäóíîâ

Ðèñ. 4

Ðåøåíèÿ çàäà÷ Ì2826–Ì2829,
Ô2833–Ô2836

M2826. Â êâàäðàòå ABCD íà ñòîðîíàõ
AB è BC âûáðàíû ñîîòâåòñòâåííî òî÷êè
E è F òàê, ÷òî BE = BF. Ïóñòü L –
ñåðåäèíà EF, N – ñåðåäèíà DF, O – öåíòð
êâàäðàòà, à K  – òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿ-
ìûõ AL è DF (ðèñ. 1). Äîêàæèòå, ÷òî
òî÷êè C, K , L, O, N ëåæàò íà îäíîé
îêðóæíîñòè.

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2
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ãî ðàâåíñòâà 45L K F�‘ � �q ñëåäóåò, ÷òî òî÷-
êè K , B, F, L  ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè,
îòêóäà 90BK D�‘ � �q. Äàëåå, ïóñòü X – òî÷êà
ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ BK  è CD. Òîãäà íàøà
îêðóæíîñòü ( CK LON ) ÿâëÿåòñÿ îêðóæíî-
ñòüþ äåâÿòè òî÷åê òðåóãîëüíèêà BXD ,
ïîñêîëüêó îíà ïðîõîäèò ÷åðåç ñåðåäèíó O
ñòîðîíû BD, à òàêæå ÷åðåç îñíîâàíèÿ
âûñîò BC è DK . ×èòàòåëü ìîæåò ïðîäîë-
æèòü ñïèñîê èíòåðåñíûõ íàáëþäåíèé.

À.Ïàëååâ

M2827. Ïðî ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà a, b, c
èçâåñòíî, ÷òî èç îòðåçêîâ äëèíîé 2024a ,

2024b , 2024c  ìîæíî ñîñòàâèòü òðåóãîëü-
íèê. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî óìåíüøèòü
îäíî èç ÷èñåë a, b, c â 2024 ðàçà è ïîëó÷èòü
÷èñëà a�c , b�c, c�c òàê, ÷òîáû èç îòðåçêîâ ñ
äëèíàìè a�c, b�c, c�c òàêæå ìîæíî áûëî
ñîñòàâèòü òðåóãîëüíèê.

Ïîëîæèì n = 2024. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáù-
íîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî a b c�d �d . Ïî
óñëîâèþ n n na b c�� �! .

Óìåíüøèì a â n ðàç, òàê ÷òî 
a

a
n

�c� , b b�c� ,

c c�c� . Òàê êàê a b c�c �c �c�d �d , íàì äîñòàòî÷íî
ïðîâåðèòü îäíî íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíè-

êà: a b c�c �c �c�� �! . Ïîäñòàâèì: 
a

a b b
n

�c �c�� � �� .

Âîçâåäåì â n-þ ñòåïåíü è ðàçëîæèì ïî
áèíîìó:

�� �� 1
n

n n na a
a b b b n b

n n
���§ �·�c �c�� � �� � �� �˜ �˜ ���¨ �¸

�© �¹
K ,

ãäå òðîåòî÷èå – ýòî ñóììà íåñêîëüêèõ
ïîëîæèòåëüíûõ ñëàãàåìûõ. Îòñþäà

�� �� 1n n n n na b b b a b a���c �c�� �! �� �t �� ,
÷òî áîëüøå nc . Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì
�� �� �� ��n nna b c c�c �c �c�� �! � , îòêóäà a b c�c �c �c�� �! .

Ë.Øàòóíîâ

M2828.  Ìàêñèì çàãàäàë ìíîãî÷ëåí �� ��f x
ñòåïåíè n. Ñàøà õî÷åò îòãàäàòü åãî
(çíàÿ n). Çà õîä Ñàøà ìîæåò íàçâàòü
íåêîòîðûé îòðåçîê �> �@;a b , è Ìàêñèì íàçî-
âåò â îòâåò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå �� ��f x
íà îòðåçêå �> �@;a b . Ñìîæåò ëè Ñàøà îòãà-
äàòü �� ��f x   çà êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî øàãîâ?

Îòâåò:  ñìîæåò.
Ñàøå äîñòàòî÷íî íàçâàòü n + 1 íåïåðåñåêà-
þùèõñÿ îòðåçêîâ. Äîêàæåì, ÷òî ìàêñèìàëü-
íûå çíà÷åíèÿ ìíîãî÷ëåíà íà ýòèõ îòðåçêàõ

îäíîçíà÷íî çàäàþò f . Ïðåäïîëîæèì ïðî-
òèâíîå: ïóñòü íàøëèñü äâà ìíîãî÷ëåíà f  è g
ñ îäèíàêîâûìè ìàêñèìóìàìè. Ïóñòü îäèí
èç íàçâàííûõ îòðåçêîâ ýòî �> �@;a b , è ïóñòü
ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå M  íà ýòîì îòðåçêå
äëÿ �� ��f x  äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå �> �@;c a b�• , à
äëÿ �� ��g x  – â òî÷êå �> �@;d a b�• . Òîãäà, ïî-
ñêîëüêó �� ��g c M�d  è �� ��f d M�d , ïîëó÷àåì,
÷òî �� �� �� �� 0f c g c�� �t , �� �� �� �� 0f d g d�� �d . Çíà-
÷èò, ïî òåîðåìå î ïðèíÿòèè ïðîìåæóòî÷íî-
ãî çíà÷åíèÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé, íà
îòðåçêå ìåæäó òî÷êàìè c è d íàéäåòñÿ
òî÷êà 0x , äëÿ êîòîðîé �� �� �� ��0 0 0f x g x�� � .
Àíàëîãè÷íî, äëÿ êàæäîãî íàçâàííîãî Ñà-
øåé îòðåçêà â íåì íàéäåòñÿ êîðåíü óðàâíå-
íèÿ �� �� �� �� 0f x g x�� � . Òàê êàê îòðåçêè íå
ïåðåñåêàþòñÿ, ýòè êîðíè ðàçëè÷íû. Ïîëó-
÷àåòñÿ, ÷òî ìíîãî÷ëåí �� �� �� ��f x g x��  ñòåïåíè
íå áîëåå n èìååò íå ìåíåå n + 1 êîðíåé.
Çíà÷èò, ýòîò ìíîãî÷ëåí òîæäåñòâåííî ðà-
âåí 0, à òîãäà f  è g – òîæäåñòâåííî ðàâíûå
ìíîãî÷ëåíû. Çàäà÷à ðåøåíà.
Ñóùåñòâóþò è äðóãèå (â òîì ÷èñëå êîíñò-
ðóêòèâíûå) àëãîðèòìû âîññòàíîâëåíèÿ
çàãàäàííîãî ìíîãî÷ëåíà f .
Íàïðèìåð, èäåÿ ìîæåò áûòü òàêîé. Åñëè
Ñàøà íàçîâåò 2n íåïåðåñåêàþùèõñÿ îòðåç-
êîâ, òî õîòÿ áû íà n + 1 èç íèõ ïðîèçâîäíàÿ
f �c áóäåò ñîõðàíÿòü çíàê 0f �c�t  èëè 0f �c�d
(òàê êàê åñëè f �c íå òîæäåñòâåííî ðàâíà 0,
òî ó íåå íå áîëåå 1n ��  êîðíåé) è f  áóäåò
íà ýòèõ îòðåçêàõ ìîíîòîííîé ôóíêöèåé.
Íà òàêèõ îòðåçêàõ ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèÿ
ôóíêöèè ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì f  â îäíîì
èç êîíöîâ îòðåçêà. Åñëè çàôèêñèðîâàí
âûáîð n + 1 îòðåçêîâ ìîíîòîííîñòè è íà
êàæäîì èç íèõ ñäåëàí âûáîð ëåâîãî èëè
ïðàâîãî êîíöà, â êîòîðîì îïðåäåëåíî çíà-
÷åíèå f , òî ìû ïîëó÷àåì ñèòóàöèþ, êîãäà
çíàåì çíà÷åíèÿ ìíîãî÷ëåíà â çàäàííûõ
n + 1 òî÷êàõ. Íî òîãäà åãî ìîæíî îäíî-
çíà÷íî âîññòàíîâèòü (íàïðèìåð, ïî èíòåð-
ïîëÿöèîííîé ôîðìóëå Ëàãðàíæà). Óêà-
çàííûõ âûáîðîâ (îòðåçêîâ è êîíöîâ) –
êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî �� ��1 1

2 2n n
nC �� ���˜ . Òåì ñà-

ìûì, ó íàñ êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëå-
íîâ-êàíäèäàòîâ. Òåïåðü Ñàøå äîñòàòî÷íî
íàçâàòü îòðåçîê, íà êîòîðîì ìíîæåñòâà
çíà÷åíèé ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ-êàíäèäàòîâ íå
ïåðåñåêàþòñÿ (ýòîò îòðåçîê ìîæíî âçÿòü â



Ê Â À Í T  $ 2 0 2 5 / ¹ 426

ìàëîé îêðåñòíîñòè ëþáîé òî÷êè, â êîòîðîé
çíà÷åíèÿ âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ-êàíäèäàòîâ ðàç-
ëè÷íû).

Ì.Äèäèí

M2829*.  Äàí êëåò÷àòûé êâàäðàò 3 3m m�u ,
ãäå 2m �t  – íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ëÿãóøêà
ñèäèò â êëåòêå S, íàõîäÿùåéñÿ â ëåâîì
íèæíåì óãëó. Îíà õî÷åò ïîïàñòü â êëåò-
êó F, íàõîäÿùóþñÿ â ïðàâîì âåðõíåì
óãëó. Ëÿãóøêà ìîæåò ïåðåïðûãèâàòü
âïðàâî èëè ââåðõ â ñîñåäíþþ êëåòêó.
Íåêîòîðûå êëåòêè ëèïêèå. Ïîïàâ â ëèï-
êóþ êëåòêó, ëÿãóøêà íå ñìîæåò äâèãàòü-
ñÿ äàëüøå. Ìíîæåñòâî êëåòîê X íàçîâåì
áëîêèðóþùèì, åñëè ëÿãóøêà íå ñìîæåò
ïîïàñòü èç S â F â ñëó÷àå, åñëè ëèïêèìè
ÿâëÿþòñÿ â òî÷íîñòè êëåòêè ìíîæå-
ñòâà X. Áëîêèðóþùåå ìíîæåñòâî íàçû-
âàåì ìèíèìàëüíûì, åñëè ïðè óäàëåíèè èç
íåãî ëþáîé êëåòêè îíî ïåðåñòàåò áûòü
áëîêèðóþùèì.
à) Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ ìèíèìàëüíîå
áëîêèðóþùåå ìíîæåñòâî, â êîòîðîì íå
ìåíåå 23 3m m��  êëåòîê.
á) Äîêàæèòå, ÷òî â ëþáîì ìèíèìàëü-
íîì áëîêèðóþùåì ìíîæåñòâå íå áîëåå

23m  êëåòîê.

Êëåòêè çàäàííîãî áëîêèðóþùåãî ìíîæå-
ñòâà X ïîêðàñèì â çåëåíûé öâåò; â êðàñíûé
öâåò ïîêðàñèì âñå êëåòêè, â êîòîðûå ìîæ-
íî ïîïàñòü èç êëåòêè S (íå çàõîäÿ â êëåòêè
ìíîæåñòâà X); â ñèíèé öâåò ïîêðàñèì âñå
êëåòêè, èç êîòîðûõ ìîæíî ïîïàñòü â êëåò-
êó F (íå çàõîäÿ â êëåòêè ìíîæåñòâà X).
à) Ïðåäúÿâèì ïðèìåð ìèíèìàëüíîãî
áëîêèðóþùåãî ìíîæåñòâà, ñîñòîÿùåãî èç

23 2 2m m�� ��  êëåòîê. Íà ðèñóíêå ïîêàçàí
ñëó÷àé m = 3: â âåðõíåé ñòðîêå ïîêðàñèì
çåëåíûì êëåòêó 1 (ñàìóþ ëåâóþ); âî
âòîðîé ñòðîêå – êëåòêè 2, 4, 7, … (äàëåå
âñå êëåòêè ñ íîìåðàìè, äàþùèìè îñòà-

òîê 1 ïðè äåëåíèè íà 3); â ñòðîêàõ ñ
òðåòüåé ïî �� ��3 2m �� -þ ïîêðàñèì çåëåíûì
êëåòêè 2, 5, 8, … (âñå êëåòêè ñ íîìåðàìè,
äàþùèìè îñòàòîê 2 ïðè äåëåíèè íà 3); â
ïîñëåäíèõ äâóõ ñòðî÷êàõ äåëàåì ïîêðàñ-
êó ñèììåòðè÷íî ïåðâûì äâóì ñòðîêàì
îòíîñèòåëüíî öåíòðà êâàäðàòà. Íåòðóäíî
âèäåòü, ÷òî ýòîò ïðèìåð óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ, è çäåñü çåëåíûì ïîêðàøåíî

23 2 2m m�� ��  êëåòîê.
á) Îáîçíà÷èì ÷åðåç r, g, b êîëè÷åñòâà
êðàñíûõ, çåëåíûõ è ñèíèõ êëåòîê ñîîò-
âåòñòâåííî. Ïîñêîëüêó X  – áëîêèðóþùåå
ìíîæåñòâî, íè îäíà èç êëåòîê íå ïîêðà-
øåíà â áîëåå ÷åì îäèí öâåò, òàê ÷òî

29r g b m�� �� �d .
Ïðîâåäåì èç êàæäîé êðàñíîé êëåòêè ñòðåë-
êó â ñîñåäíþþ êëåòêó ñïðàâà (åñëè îíà
åñòü) è â ñîñåäíþþ êëåòêó ñâåðõó (åñëè
îíà åñòü). Òîãäà êîëè÷åñòâî A ïðîâåäåí-
íûõ ñòðåëîê íå áîëåå 2r. Ñ äðóãîé ñòîðî-
íû, êîíöîì êàæäîé ñòðåëêè ñëóæèò ëèáî
êðàñíàÿ êëåòêà, ëèáî çåëåíàÿ êëåòêà. Ïðè
ýòîì â êàæäóþ êðàñíóþ êëåòêó, çà èñêëþ-
÷åíèåì S, âõîäèò õîòÿ áû îäíà ñòðåëêà
(òàê êàê â íåå ìîæíî ïî ñòðåëêàì ïðîéòè
èç S). Â êàæäóþ çåëåíóþ êëåòêó òàêæå
âõîäèò õîòÿ áû îäíà ñòðåëêà, èíà÷å âûáðà-
ñûâàíèå ýòîé çåëåíîé êëåòêè íå èçìåíèò
ìíîæåñòâà êðàñíûõ êëåòîê, â ÷àñòíîñòè,
ïî-ïðåæíåìó èç S íåëüçÿ áóäåò äîáðàòüñÿ
äî F – ïðîòèâîðå÷èå ñ ìèíèìàëüíîñòüþ
íàøåãî áëîêèðóþùåãî ìíîæåñòâà. Çíà÷èò,
êîëè÷åñòâî ñòðåëîê íå ìåíåå ÷åì 1r g�� �� .
Èìååì îöåíêè íà A ñâåðõó è ñíèçó:

1 2r g A r�� �� �d �d , îòêóäà 1g r�d �� .
Àíàëîãè÷íûì ðàññóæäåíèåì äëÿ ñèíèõ êëå-
òîê ïîëó÷àåì îöåíêó 1g b�d �� . Òîãäà

�� �� �� ��3 1 1g g g g g r b� �� �� �d �� �� �� �� � 
� �� �� 22 9 2g r b m�� �� �� �d �� .

Îòñþäà 
2

29 2
3

3
m

g m
�« �»��

�d � �« �»
�¬ �¼

.

Íàøà çàäà÷à ðåøåíà, îäíàêî òî÷íûé îòâåò
íà âîïðîñ î íàèáîëüøåì âîçìîæíîì êîëè-
÷åñòâå êëåòîê â ìèíèìàëüíîì áëîêèðóþ-
ùåì ìíîæåñòâå ìû íå ïîëó÷èëè. ×èòàòåëü
ìîæåò ïîäóìàòü, ìîæíî ëè åùå óëó÷øèòü
îöåíêó èëè ïðèìåð.
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Ô 2833. Äëèíà ïîäâîäíîé ëîäêè L= 100 ì,
äèàìåòð êîðïóñà D = 10 ì, òîëùèíà
ñòàëüíûõ ñòåíîê êîðïóñà h = 10 ñì. Ìî-
äóëü Þíãà ñòàëè 112 10E � �˜ Ïà. Ïîäâîä-
íàÿ ëîäêà ïîãðóçèëàñü íà ãëóáèíó H = 200 ì
è íå äâèæåòñÿ îòíîñèòåëüíî âîäû. Êàê
èçìåíèëàñü åå äëèíà? Ëîäêà ïðèøëà â
äâèæåíèå ñî ñêîðîñòüþ v = 10 ì ��ñ îòíîñè-
òåëüíî âîäû. Îöåíèòå âåëè÷èíó äîïîëíè-
òåëüíîãî èçìåíåíèÿ äëèíû ëîäêè.

Ïëîòíîñòü âîäû �U ïî âåëè÷èíå áëèçêà ê
çíà÷åíèþ 3 310 êã ì . Íà ãëóáèíå 200 ì äàâ-
ëåíèå âîäû ñæèìàåò ëîäêó, à ñòàëüíûå
ñòåíêè ñäåðæèâàþò âíåøíåå äàâëåíèå.
Ñèëà äàâëåíèÿ âîäû ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ
äàâëåíèÿ gH�U  íà ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî
ñå÷åíèÿ ëîäêè 2 4D�S , êîòîðîå òîæå íåìíî-
ãî èçìåíèëîñü, íî ýòèì èçìåíåíèåì ìû
ïðåíåáðåæåì. Ñèëà «ñäåðæèâàíèÿ» ñî ñòî-
ðîíû ñòåíîê ëîäêè ðàâíà Dh E L L�S �˜ �' .
Èòàê,

2

4
D L

gH Dh E
L

�S �'
�˜ �U � �S �˜ .

Èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ íàõîäèì èçìåíåíèå
äëèíû ëîäêè:

�� ��4
2,5 ñì

D gHL
L

hE

�U
�' � � .

Åñëè äâèãàòåëè ëîäêè êðóòÿò ãðåáíûå âèí-
òû, ðàñïîëîæåííûå íà îäíîì êîíöå ëîäêè,
òî âîäà, îêàçûâàþùàÿ ñîïðîòèâëåíèå äâè-
æåíèþ ëîäêè, äàâèò ñ äðóãîãî êîíöà, è ýòè
ñèëû äîïîëíèòåëüíî ñäàâëèâàþò ëîäêó.
Âåëè÷èíà äîïîëíèòåëüíîãî äàâëåíèÿ ïðî-
ïîðöèîíàëüíà ïðîèçâåäåíèþ ïëîòíîñòè
âîäû íà êâàäðàò ñêîðîñòè äâèæåíèÿ, ò.å.
âåëè÷èíå ïîðÿäêà 510  Ïà. Ýòî â 20 ðàç
ìåíüøå äàâëåíèÿ ñëîÿ âîäû íàä ëîäêîé,
ïîýòîìó äîïîëíèòåëüíîå óêîðî÷åíèå äëè-
íû ëîäêè áóäåò ðàâíûì ïî ïîðÿäêó âåëè-
÷èíû 2,5 ñì 20 1�|  ìì. À ñ ó÷åòîì òîãî,
÷òî êîðïóñ ëîäêè ñäåëàí îáòåêàåìûì, íàøó
îöåíêó íóæíî óìåíüøèòü â 3–4 ðàçà. Òàêèì
îáðàçîì, ðåàëüíî êîðïóñ äîïîëíèòåëüíî
óêîðîòèòñÿ ïðèáëèçèòåëüíî íà 0,3 ìì.

Â.Ïîäâîäíûé

Ô 2834. Äâå ïàðàëëåëüíûå äðóã äðóãó
ïëîñêèå òîíêèå ãîðèçîíòàëüíûå ìåòàëëè-

÷åñêèå ïëàñòèíû (ëèñòû) íàõîäÿòñÿ íà
ðàññòîÿíèè L (ïîðÿäêà 1 ñì) äðóã îò
äðóãà. Íèæíèé ëèñò ëåæèò íà ïîâåðõíî-
ñòè èç ëüäà ïðè òåìïåðàòóðå 0 Ñ�q . Âåðõ-
íèé ëèñò ÿâëÿåòñÿ äíîì ñîñóäà, â êîòî-
ðîì êèïèò âîäà, è åãî óñòàíîâèâøàÿñÿ
òåìïåðàòóðà ðàâíà 100 Ñ�q . Ìåæäó ýòè-
ìè ìåòàëëè÷åñêèìè ëèñòàìè íàõîäèòñÿ
âîçäóõ ïðè àòìîñôåðíîì äàâëåíèè. Ãî-
ðèçîíòàëüíûå ðàçìåðû ëèñòîâ î÷åíü áîëü-
øèå (ìíîãî áîëüøå 1 ñì). Òåìïåðàòóðà
âîçäóõà ìåæäó ëèñòàìè çàâèñèò îò ðàñ-
ñòîÿíèÿ äî íèæíåãî ëèñòà. Êàêîé ôîð-
ìóëîé îïèñûâàåòñÿ ýòà çàâèñèìîñòü?
Âîçäóõ ïðîçðà÷åí äëÿ âñåõ äëèí âîëí.
Ëèñòû àáñîëþòíî ÷åðíûå, ò.å. ïîãëîùà-
þò âñå èçëó÷åíèå, êîòîðîå íà íèõ ïàäà-
åò. Êàêîâà ìîùíîñòü òåïëîïåðåäà÷è îò
âåðõíåãî ëèñòà ê íèæíåìó, ïðèõîäÿùàÿ-
ñÿ íà 21 ì  ïëîùàäè? Äëÿ ñïðàâêè: òåïëî-
ïðîâîäíîñòü âîçäóõà ïðè àòìîñôåðíîì
äàâëåíèè è ïðè òåìïåðàòóðå 0 Ñ�q  ðàâíà

�� ��0,0244 Âò ì Ê�˜ .

Â äàííîì ñëó÷àå ðàáîòàþò äâà ìåõàíèçìà
òåïëîïåðåäà÷è: èçëó÷åíèå è òåïëîïðîâîä-
íîñòü. Êîíâåêöèè íåò, ïîòîìó êàê òåìïå-
ðàòóðà âîçäóõà ñ âûñîòîé ðàñòåò. Ñîãëàñíî
óñëîâèþ, âîçäóõ ïðîçðà÷åí; ýòî îçíà÷àåò,
÷òî ðàáîòà äâóõ ìåõàíèçìîâ òåïëîïåðåäà-
÷è ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ íåçàâèñèìî.
Ïðîùå âñåãî, åñòåñòâåííî, íàéòè ìîùíîñòü
ïîòîêà òåïëà, êîòîðûé îáåñïå÷èâàåòñÿ ìå-
õàíèçìîì èçëó÷åíèÿ:

�� ��4 4 2
âåðõ íèæí 782,6 Âò ìW T T� �V �� � �|

2783 Âò ì�| .

Çäåñü òåìïåðàòóðû áåðóòñÿ ïî øêàëå Êåëü-
âèíà, à �� ��8 2 45,67 10 Âò ì Ê���V � �˜ �˜  – ïîñòî-
ÿííàÿ Ñòåôàíà–Áîëüöìàíà.
Èçâåñòíî, ÷òî äëèíà ñâîáîäíîãî ïðîáåãà
ìîëåêóë âîçäóõà â ëþáîì ìåñòå ìåæäó
ëèñòàìè çíà÷èòåëüíî ìåíüøå ãåîìåòðè÷åñ-
êèõ ðàçìåðîâ ëèñòîâ è ðàññòîÿíèÿ ìåæäó
íèìè. Ïîñêîëüêó ñîñòîÿíèå ãàçà âî âðåìå-
íè ñòàáèëèçèðîâàíî, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî è
çàïàñ ýíåðãèè, è èìïóëüñ ãàçà ìåæäó ëèñ-
òàìè ñî âðåìåíåì íå èçìåíÿþòñÿ, ò.å. ïðî-
öåññ ñòàöèîíàðíûé. À ðàç òàê, òî äàâëåíèå
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âî âñåõ ìåñòàõ ãàçà äîëæíî áûòü îäèíàêî-
âûì:

constp nkT� � .

Äëèíà ñâîáîäíîãî ïðîáåãà �O ìîëåêóë îïðå-
äåëÿåòñÿ êîíöåíòðàöèåé n è ðàçìåðîì (äè-
àìåòðîì) D  ìîëåêóë:

�� ��122n D BT x
��

�O� �S � � �'  .

Çäåñü �� ��122B k p D
��

� �S , k – ïîñòîÿííàÿ
Áîëüöìàíà, à p – äàâëåíèå ãàçà. Ïîýòîìó
«øàã», èëè ýëåìåíòàðíîå ñìåùåíèå, ïî
êîîðäèíàòå ââåðõ äîëæåí âûáèðàòüñÿ èç
ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ. Ïîòîê ìîëåêóë ñâåðõó-
âíèç êîìïåíñèðóåòñÿ ïîòîêîì ìîëåêóë
ñíèçó-ââåðõ, ïîýòîìó âûïîëíÿåòñÿ ñîîò-
íîøåíèå

x x x xn T n T A���O ���O� � .

È, â äîïîëíåíèå, â ëþáîì ñå÷åíèè ñîõðà-
íÿåòñÿ ïîòîê òåïëà:

3 23 2 constx x x xn T n T���O ���O�� � .

À ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà âî âñåõ ìåñòàõ äàâëå-
íèÿ âîçäóõà ìîæíî ïîëó÷èòü òàêîå ñîîòíî-
øåíèå:

constT A�O�' �˜ � .

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íà äëèíå ñâîáîäíîãî
ïðîáåãà ìîëåêóë èçìåíåíèå òåìïåðàòóðû
îäèíàêîâî. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàññòîÿíèå
ìåæäó ëèñòàìè L  ñâÿçàíî ñ òåìïåðàòóðàìè
ëèñòîâ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

�� ��2 2
âåðõ íèæí constL T T� �� �˜ .

Èíûìè ñëîâàìè, òåìïåðàòóðà ðàñòåò ñ ðàñ-
ñòîÿíèåì x îò õîëîäíîãî íèæíåãî ëèñòà ïî
çàêîíó

�� ��2 2
âåðõ íèæí2

íèæíx

x T T
T T

L

��
� �� .

Èç ýòîé ôîðìóëû ïîëó÷àåì
2 2

âåðõ íèæí2 x

T T
TT x

L

��
�' � �' .

Ñëåäîâàòåëüíî, ãðàäèåíò òåìïåðàòóðû
âáëèçè íèæíåãî ëèñòà ðàâåí

2 2
âåðõ íèæí

íèæí

118 Ê ñì
2

T TT
x L T

���'
� � 

�'
.

Ïðè òàêîì ãðàäèåíòå òåìïåðàòóð ìîùíîñòü
ïîòîêà òåïëà íà 21 ì , îáåñïå÷èâàåìàÿ òåïëî-
ïðîâîäíîñòüþ, ñîñòàâëÿåò 2288 Âò ì .
À ñóììàðíàÿ ìîùíîñòü ïîòîêà òåïëà îò
âåðõíåãî ëèñòà ê íèæíåìó ðàâíà

2 2 2288 Âò ì 7 83 Âò ì 1071 Âò ì�� � .

Ñ.Âàðëàìîâ

Ô 2835. Â ïðèâåäåííîé ýëåêòðè÷åñêîé ñõå-
ìå (ñì. ðèñóíîê) äèîäû èäåàëüíûå, ò.å.

îòêðûâàþòñÿ ïðè íàïðÿæåíèè, ðàâíîì
íóëþ, è â ðåæèìå ïðîïóñêàíèÿ òîêà èìå-
þò íóëåâîå âíóòðåííåå ñîïðîòèâëåíèå.
Ñíà÷àëà êëþ÷ ðàçîìêíóò, à îäèíàêîâûå
ïî åìêîñòè Ñ êîíäåíñàòîðû çàðÿæåíû äî
íàïðÿæåíèé + 100 Â è + 50 Â. Ïðîèçâåäå-
íèå CR ðàâíî 1 ñåêóíäå. ×åðåç êàêîå
âðåìÿ ïîñëå çàìûêàíèÿ êëþ÷à èäåàëüíûé
âîëüòìåòð ïîêàæåò íàïðÿæåíèå 25 Â?

Ïîñëå çàìûêàíèÿ êëþ÷à â ìîìåíò âðåìåíè
t = 0 ñíà÷àëà òîê ïîéäåò òîëüêî ÷åðåç äèîä,
ïîäêëþ÷åííûé ê êîíäåíñàòîðó, çàðÿæåííî-
ìó äî íàïðÿæåíèÿ 100 Â. Â òîò ìîìåíò 1t ,
êîãäà íàïðÿæåíèÿ íà êîíäåíñàòîðàõ ñòàíóò
îäèíàêîâûìè è ðàâíûìè 50 Â, îòêðîåòñÿ è
âòîðîé äèîä. Ïðîìåæóòîê âðåìåíè 1t  ðàâåí

1 ln 2t C R� .
Ñ ýòîãî ìîìåíòà ðàçðÿæàþòñÿ ñðàçó äâà
êîíäåíñàòîðà. Íàïðÿæåíèå òîæå äîëæíî
óìåíüøèòüñÿ â äâà ðàçà, ïîýòîìó âòîðîé
ïðîìåæóòîê âðåìåíè áóäåò â äâà ðàçà
áîëüøå ïåðâîãî. Òàêèì îáðàçîì, îò ìîìåí-
òà çàìûêàíèÿ êëþ÷à äî ìîìåíòà, êîãäà
âîëüòìåòð ïîêàæåò 25 Â, ïðîéäåò âðåìÿ

13 3 ln 2 2,08 ct t C R�' � � � .

Â.Èäåàëîâ

Ô 2836. Íåáîëüøîé ïðåäìåò íàõîäèòñÿ
íà äíå ïðîçðà÷íîãî âîäîåìà ãëóáèíîé
h = 1 ì. Ïî êàêîé òðàåêòîðèè äâèæåòñÿ
åãî íàáëþäàåìîå èç âîçäóõà èçîáðàæåíèå
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ïðè ïåðåìåùåíèè íàáëþäàòåëÿ ïàðàëëåëü-
íî ïîâåðõíîñòè âîäîåìà? Êàêîâî ìàêñè-
ìàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó íàáëþäàåìû-
ìè èçîáðàæåíèÿìè? Ïîêàçàòåëü ïðåëîì-
ëåíèÿ âîäû n = 1,33.

Â êà÷åñòâå åäèíèöû äëèíû èñïîëüçóåì
ãëóáèíó âîäîåìà h (ñì. ðèñóíîê). Òî÷êó íà

ïîâåðõíîñòè âîäû â òî÷íîñòè íàä ïðåäìå-
òîì áóäåì ñ÷èòàòü íà÷àëîì êîîðäèíàò.
Ââåäåì áåçðàçìåðíûå êîîðäèíàòû õ è ó,
÷åðåç êîòîðûå ðåàëüíûå êîîðäèíàòû Õ ïî
ãîðèçîíòàëè âäîëü ïîâåðõíîñòè âîäû è Y
ïî âåðòèêàëè âíèç îò íà÷àëà êîîðäèíàò
âûðàæàþòñÿ òàêèìè ñîîòíîøåíèÿìè:

,X xh Y yh� � .

Èçîáðàæåíèå ïðåäìåòà ôîðìèðóåòñÿ íà
ïåðåñå÷åíèè ïðåëîìëåííûõ ëó÷åé. Êàê
ñëåäóåò èç ðèñóíêà,

2tg ,
cos

d
OA AB

�E
� �E � 

�E
.

Çàïèøåì çàêîí ïðåëîìëåíèÿ:
sin sinn�D � �E,

îòêóäà (ïîñëå äèôôåíöèðîâàíèÿ) ñëåäóåò
cos cosd n d�D �D � �E �E.

Òîãäà
2

2 3

cos cos cos

cos cos

AD AB d
AC

d d d n

�D �E �D �D
� � � � 

�D �D �D �E �E
.

Èñïîëüçóÿ ñëåäóþùèå îòñþäà ñîîòíîøå-
íèÿ

2 2sin
cos

n
n

�� �D
�E � ,  

2 2

sin
tg

sinn

�D
�E � 

�� �D
,

�� ��2 2 2 2 2 2cos 1 sin cos 1n n n�D � �� �E � �E �� �� ,
à òàêæå òîæäåñòâî

2
2

1
1 tg

cos
� �� �E

�E
,

íàéäåì âûðàæåíèÿ äëÿ õ è y:

sinx OA AC� �� �D � 

�� ��
2

2 3
3

sin cos
tg 1 tg
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n

n

�D �D
� �E �� � �� �E

�E
,

îòêóäà
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2
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1
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n
�§ �· � �E�¨ �¸

���© �¹
;

3

3

cos
cos

cos
y AC

n

�D
� �D � 

�E
,

ñëåäîâàòåëüíî,

�� ��
2 2

2 3 2
2 2

cos 1

cos cos

n
ny n

�D ��
� � �� � 

�E �E

�� ��
2 3

2
2

1 1
1

x
n

n
�§ �·� �� �� �¨ �¸

���© �¹
.

Òàêèì îáðàçîì, áåçðàçìåðíûå êîîðäèíàòû
èçîáðàæåíèÿ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

�� �� �� ��
2 3

2 32 1 1n x n y�� �˜ �� �˜ � .

Â ïåðåìåííûõ 2 1x n x� �� �˜%  è y n y� �˜%
óðàâíåíèå òðàåêòîðèè èçîáðàæåíèÿ ïðè-
íèìàåò âèä

2 3 2 3 1x y�� � % % .

Ýòî – óðàâíåíèå àñòðîèäû , ò.å. òðàåêòî-
ðèè òî÷êè íà îêðóæíîñòè åäèíè÷íîãî ðà-
äèóñà, êîòîðàÿ êàòèòñÿ áåç ïðîñêàëüçûâà-
íèÿ ïî âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè îêðóæíî-
ñòè ðàäèóñîì 4. Ïðîòèâîïîëîæíûå òî÷êè
àñòðîèäû èìåþò êîîðäèíàòû 0y � % , 1x � �r% .
Ðàññòîÿíèå ìåæäó ýòèìè òî÷êàìè ðàâíî 2,
÷òî ñîîòâåòñòâóåò ðàññòîÿíèþ ìåæäó èçîá-
ðàæåíèÿìè, ðàâíîìó

2

2 ì
2,28 ì

1n
� 

��
.

Â.Ïîéìàíîâ
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1. Èç ïóíêòîâ À è Á, ðàññòîÿíèå ìåæäó
êîòîðûìè 24 êì, îäíîâðåìåííî íà-
âñòðå÷ó äðóã äðóãó âûøëè äâà òóðèñòà
ñî ñêîðîñòÿìè 5 êì/÷ è 3 êì/÷ ñîîò-
âåòñòâåííî. Â ýòî æå âðåìÿ èç ïóíêòà Á
âûëåòåëà ìóõà ñî ñêîðîñòüþ 10 êì/÷.
Äîëåòåâ äî ïåðâîãî òóðèñòà, îíà ïîâî-
ðà÷èâàåò è ëåòèò îáðàòíî äî âñòðå÷è
ñî âòîðûì òóðèñòîì, ïîòîì ñíîâà ïî-
âîðà÷èâàåò è ëåòèò íàâñòðå÷ó ïåðâî-
ìó è òàê äàëåå, ïîêà òóðèñòû íå âñòðå-
òÿòñÿ. Ïî íàïðàâëåíèþ èç À â Á äóåò
âåòåð ñî ñêîðîñòüþ 2 êì/÷ – îí âëèÿåò
íà ñêîðîñòü ìóõè, íî íå íà ñêîðîñòè
òóðèñòîâ. Ñêîëüêî êèëîìåòðîâ ïðîëå-
òèò ìóõà?

Ë.Ñìèðíîâà

2. Â ãðóïïîâîì òóðíèðå Ëèãè ÷åìïè-
îíîâ ÷åòûðå êîìàíäû èãðàþò â äâà
êðóãà (â êàæäîì êðóãå êàæäûå äâå
êîìàíäû èãðàþò äðóã ñ äðóãîì îäèí
ðàç). Çà ïîáåäó íà÷èñëÿåòñÿ 3 î÷êà, çà
íè÷üþ 1, çà ïîðàæåíèå 0. Â ñëåäóþùèé
ýòàï âûõîäÿò äâå ëó÷øèå êîìàíäû.

Ýòè çàäà÷è ïðåäëàãàëèñü íà XXIX Òóðíèðå
èìåíè À.Ï. Ñàâèíà.

Ïðè ðàâåíñòâå î÷êîâ ó íåñêîëüêèõ
êîìàíä ìåñòà îïðåäåëÿþòñÿ ïî ñóììå
î÷êîâ, íàáðàííûõ âî âñòðå÷àõ ìåæäó
íèìè. Åñëè è ýòè ïîêàçàòåëè ðàâíû, òî
áðîñàåòñÿ æðåáèé. Ìîæåò ëè ñëó÷èòü-
ñÿ òàê, ÷òî êàêàÿ-òî êîìàíäà îáåñïå÷èò
ñåáå âûõîä èç ãðóïïû ïîñëå ïåðâîãî
êðóãà?

À.Çàñëàâñêèé

3. Ðàçðåæüòå «åëî÷êó», ñîñòàâëåí-
íóþ èç ÷åòûðåõ ðàâíîñòîðîííèõ òðå-
óãîëüíèêîâ, íà òðè ðàâíûå ÷àñòè.

Ê.Êíîï

68x35

68x35

68x35

68x45

4. Ïî êàðêàñó åäèíè÷íîãî êóáà ïîëçà-
þò ìóðàâüè. Îíè íå ìîãóò íàõîäèòüñÿ
íà ðàññòîÿíèè ìåíüøå 1 (ïî êàðêàñó)
äðóã îò äðóãà. Ïðè êàêîì íàèáîëü-
øåì êîëè÷åñòâå ìóðàâüåâ êàæäûé
ñìîæåò ïîáûâàòü âî âñåõ âåðøèíàõ
êóáà? (Ìóðàâüè ìîãóò êàê óãîäíî ìå-
íÿòü ñêîðîñòü è ñòîÿòü íà ìåñòå, åñëè
íóæíî.)

Ò.Ãîëåíèùåâà-Êóòóçîâà



Êàê ðàñêðûâàòü
ñêîáêè

ïðàâèëüíî?
A.ÀÍÒÐÎÏÎÂ

Ê ÎÃÄÀ ÂÛ ÐÅØÀÅÒÅ ÇÀÄÀ×Ó (ÎÑÎ-
áåííî íà îëèìïèàäå èëè ýêçàìåíå) è íå

ìîæåòå ñâåðèòüñÿ ñ îòâåòîì, âàæíî óìåòü
ïðîâåðÿòü ñâîè ðàññóæäåíèÿ íà ïðàâäîïî-
äîáíîñòü. Êàê ýòî âîîáùå ìîæíî äåëàòü?

Åñòü íåñêîëüêî «ñòàíäàðòíûõ» ïðîâåðîê.
Íàïðèìåð, åñëè â çàäà÷å ñïðàøèâàåòñÿ î
êîëè÷åñòâå ñïîñîáîâ, òî îòâåòîì íå ìîæåò
áûòü ÷èñëî 1002 100: âåäü îíî íå ÿâëÿåòñÿ
öåëûì. Â çàäà÷å ïî ãåîìåòðèè ìîæíî ïîïðî-
áîâàòü íàðèñîâàòü äîñòàòî÷íî òî÷íûé ÷åð-
òåæ (à ëó÷øå – íåñêîëüêî) è ïðîâåðèòü,
âåðåí ëè òîò ôàêò, êîòîðûé ìû ïûòàåìñÿ
äîêàçàòü.

×àñòî ñëîæíåå çàìåòèòü îøèáêó ïðè ðàñ-
êðûòèè ñêîáîê. Íàïðèìåð, êàê áûñòðî ïðî-
âåðèòü, ÷òî

�� ��2 2 2a b a b�� �z �� ?

Ïîñêîëüêó ôîðìóëà äîñòàòî÷íî ïðîñòàÿ,
ìîæíî ïîäñòàâèòü êîíêðåòíûå ÷èñëà, íàïðè-
ìåð, a = 2, b = 3: �� ��2 2 22 3 2 3�� �z �� . Íî ïîðîé
âûðàæåíèÿ, êîòîðûå ìû ïðåîáðàçóåì, ãî-
ðàçäî ñëîæíåå, è ïîäñòàâëÿòü â íèõ êîíêðåò-
íûå ÷èñëà óæå íå òàê ëåãêî.

Î òîì, êàê íàõîäèòü îøèáêè ïðè ðàñêðû-
òèè ñêîáîê, è ïîéäåò ðå÷ü â ñòàòüå.

Êîìáèíàòîðèêà è ôèçèêà

Ïðèìåð 1. Ïðè ðàñêðûòèè ñêîáîê â âûðà-
æåíèè

�� �� �� �� �� �� �� ��a b c a b c a b c a b c�� �� �� �� �� �� �� �� ��  (1)

îñòàëîñü ñëàãàåìîå abc. Äîêàæåì, ÷òî äîïó-
ùåíà îøèáêà.

Óçíàåòå ëè âû ôîðìóëó (1)? Âû ìîãëè
âñòðå÷àòü åå (à òî÷íåå åå, ïîäåëåííóþ íà 16)
â âèäå

�� �� �� �� �� ��p p a p b p c�� �� �� , ãäå 
2

a b c
p

�� ��
� .

Ýòî ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå â ôîðìóëå Ãå-
ðîíà, âûðàæàþùåé ïëîùàäü S òðåóãîëüíèêà
÷åðåç åãî ñòîðîíû a, b è c:

�� �� �� ��216S a b c a b c� �� �� �� ��  �u

�u���� ���� ��a b c a b c�� �� �� �� �� . ( 2)

Òàê ïî÷åìó æå ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê â
ïðàâîé ÷àñòè íå ìîæåò áûòü ñëàãàåìîãî abc?

Îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ íàì ïîìîãóò ñîîá-
ðàæåíèÿ ðàçìåðíîñòè â ôèçèêå. Â ÷åì èçìå-
ðÿþòñÿ âåëè÷èíû a, b, c, âåëè÷èíà S, âåëè-
÷èíà abc, âåëè÷èíà 2S ? Îòâåòû íà ýòè âîïðî-
ñû ñóòü ìåòðû, ìåòðû â êâàäðàòå, ìåòðû â
êóáå è ìåòðû â ÷åòâåðòîé ñòåïåíè ñîîòâåò-
ñòâåííî.

Â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (2) ñòîèò âåëè÷è-
íà, èçìåðÿþùàÿñÿ â 4ì , òî÷íî òàê æå è â
ïðàâîé ÷àñòè âñå âûðàæåíèÿ ïîñëå ðàñêðû-
òèÿ ñêîáîê äîëæíû èçìåðÿòüñÿ â 4ì , ïîýòîìó
ñëàãàåìîãî abc òàì áûòü íå ìîæåò.

×òîáû äîáàâèòü ýòîìó ðàññóæäåíèþ íåêî-
òîðîé ñòðîãîñòè, äàâàéòå íåìíîãî ïî-îñîáåí-
íîìó ðàñêðîåì ñêîáêè â âûðàæåíèè
�� �� �� �� �� ��x y y z z x�� �� �� :

�� �� �� �� �� ��x y y z z x�� �� �� � 

�� �� �� ��xy xz yy yz z x� �� �� �� �� � xyz xyx�� ��

xzz xzx yyz yyx yzz yzx�� �� �� �� �� �� .

Ðàññìîòðèì ïîëó÷èâøóþñÿ ñóììó. Êàê â
íåé îáðàçîâàëîñü, íàïðèìåð, ñëàãàåìîå xzx?
Îíî îáðàçîâàëîñü â ðåçóëüòàòå óìíîæåíèÿ
xz íà x èç òðåòüåé ñêîáêè:

�� ���� ��xy xz yy yz z x xzx�� �� �� �� � �� ��K K ,

à xz â ñâîþ î÷åðåäü îáðàçîâàëîñü èç óìíîæå-
íèÿ x èç ïåðâîé ñêîáêè íà z èç âòîðîé ñêîáêè:

�� ���� �� �� ��x y y z z x�� �� �� � 

�� ���� ��xy xz yy yz z x� �� �� �� �� .

Èòàê, xzx – ýòî ïðîèçâåäåíèå x èç ïåðâîé
ñêîáêè, z èç âòîðîé ñêîáêè è x èç òðåòüåé
ñêîáêè:

�� ���� �� �� ��x y y z z x xzx�� �� �� �� � �� ��K K

Àíàëîãè÷íî, ñëàãàåìîå xyz – ýòî ïðîèçâåäå-
íèå x èç ïåðâîé ñêîáêè, y — èç âòîðîé, z —
èç òðåòüåé:

�� ���� ���� ��x y y z z x xyz�� �� �� � ��K

à âîò ñëàãàåìîå yzx – ýòî ïðîèçâåäåíèå y èç
ïåðâîé ñêîáêè, z èç âòîðîé è x èç òðåòüåé:

�� ���� ���� ��x y y z z x yzx�� �� �� � ��K .DOI: https: //doi.org/10.4213/kvant 20250404
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âåðíî è îáðàòíîå: åñëè

ìû âîçüìåì èç ïåðâîé, âòîðîé è òðåòüåé
ñêîáîê íåêîòîðûå ñëàãàåìûå, òî èõ ïðîèçâå-
äåíèå äîëæíî ôèãóðèðîâàòü ïîñëå ðàñêðû-
òèÿ ñêîáîê. Íàïðèìåð,

�� ���� ���� ��x y y z z x�� �� �� � 

�� ���� ��xy xz yy yz z x� �� �� �� �� �  xyz xyx�� ��

xzz xzx yyz yyx yzz yzx�� �� �� �� �� �� .

Â ÷åì ìû òîëüêî ÷òî ñåáÿ óáåäèëè?
Óòâåðæäåíèå. ×òîáû ðàñêðûòü ñêîáêè â

íåêîòîðîì ïðîèçâåäåíèè, íóæíî ðàññìîò-
ðåòü âñå âîçìîæíûå ñïîñîáû âûáðàòü èç
êàæäîé ñêîáêè ïî ñëàãàåìîìó, ïåðåìíî-
æèòü âûáðàííûå ñëàãàåìûå, à âñå ïîëó÷åí-
íûå âûðàæåíèÿ ñëîæèòü.

Òåïåðü ìû ìîæåì âåðíóòüñÿ ê îòâåòó íà
âîïðîñ, ïî÷åìó ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê â
âûðàæåíèè (1) íå ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ ñëàãà-
åìîå abc. Äà ïðîñòî ïîòîìó, ÷òî êàæäîå
ñëàãàåìîå ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê, êàê ñëå-
äóåò èç óòâåðæäåíèÿ, äîëæíî áûòü ïðîèçâå-
äåíèåì ÷åòûðåõ áóêâ a, b èëè c, à íå òðåõ!

Äðóãîå ñëåäñòâèå, êîòîðîå ìîæíî ïîëó-
÷èòü èç óòâåðæäåíèÿ, ñîñòîèò â òîì, ÷òî
ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê â âûðàæåíèè �� ��3a b��
äîëæíî áûòü âîñåìü ñëàãàåìûõ: èìåííî
ñòîëüêî ñïîñîáîâ åñòü âûáðàòü ïî îäíîìó
ñëàãàåìîìó â êàæäîé èç ñêîáîê ïðè ðàñêðû-
òèè ñêîáîê â ïðîèçâåäåíèè

�� �� �� ���� ��a b a b a b�� �� �� .

Îäíàêî òóò ñòîèò áûòü àêêóðàòíûì ïî
äâóì ïðè÷èíàì.

Ïðè÷èíà ïåðâàÿ. Íàâåðíîå, ìíîãèå çíàþò,
÷òî

�� ��3 3 2 2 33 3a b a a b ab b�� � �� �� �� .

Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî â âûðàæåíèè â ïðàâîé
÷àñòè âñåãî ÷åòûðå ñëàãàåìûõ, õîòÿ òîëüêî
÷òî ìû âðîäå áû äîêàçàëè, ÷òî èõ äîëæíî
áûòü âîñåìü. ×òî æå òóò íå òàê? Äåëî â òîì,
÷òî ÷èñëî 3 ïåðåä 2a b â äàííîì ñëó÷àå
îçíà÷àåò, ÷òî ñëàãàåìîå, ðàâíîå 2a b, âñòðåòè-
ëîñü ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê òðè ðàçà (à
èìåííî aab, aba è baa). Ïîýòîìó íà ñàìîì
äåëå â âûðàæåíèè ñïðàâà 1 + 3 + 3 + 1 = 8
ñëàãàåìûõ, êàê è äîëæíî áûòü.

Âòîðóþ ïðè÷èíó ïðîäåìîíñòðèðóåì íà
ñëåäóþùåì ðàâåíñòâå, äîêàçàòåëüñòâî êîòî-
ðîãî îñòàâèì äî êîíöà ñòàòüè:

�� �� �� �� �� ��a b b c c a�� �� �� � 
2 2 2 2 2 2ab bc ca a b b c c a� �� �� �� �� �� .

Â âûðàæåíèè ñïðàâà âñåãî øåñòü ñëàãàåìûõ,
à íå âîñåìü, êàê, êàçàëîñü, äîëæíî áûëî áû
áûòü. Ïðè ýòîì íåò íèêàêèõ êîýôôèöèåí-
òîâ, êîòîðûå ñêðûâàëè áû çà ñîáîé íåñêîëü-
êî ñëàãàåìûõ. Èëè åñòü? Íàâåðíîå, âû óæå
äîãàäàëèñü, ÷òî â ïðàâîé ÷àñòè íåäîñòàåò
äâóõ ñëàãàåìûõ abc è abc�� , êîòîðûå âçàèìíî
óíè÷òîæèëèñü.

Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê óïðàæíåíèþ, õî÷åò-
ñÿ îòäåëüíî îáðàòèòü âíèìàíèå ÷èòàòåëÿ íà
ñëåäóþùåå. Åñëè âû çíàåòå, ÷òî ðàâåíñòâî
íåâåðíî, òî äîêàçàòü, ÷òî îíî íåâåðíî, ñèëü-
íî ïðîùå: äîñòàòî÷íî ïðîñòî íàéòè â îäíîé
èç ÷àñòåé ñëàãàåìîå, êîòîðîãî íåò âî âòîðîé.
Ïðîáëåìà ïðîâåðêè ðàâåíñòâ ñîñòîèò â òîì,
÷òîáû íàó÷èòüñÿ çàìå÷àòü êàêèå-òî «ñìóùà-
þùèå» âåùè! Ïðè âûïîëíåíèè óïðàæíåíèé
ìû ðåêîìåíäóåì âàì ó÷èòüñÿ èìåííî ýòîìó,
à íå ïðîñòî ôîðìàëüíî äîêàçûâàòü íåâåð-
íîñòü ðàâåíñòâ.

Óïðàæíåíèå 1. Èñïîëüçóÿ èäåè îäíîðîäíîñòè
è êîëè÷åñòâà ñëàãàåìûõ, îáúÿñíèòå, ïî÷åìó íå
ìîãóò âûïîëíÿòüñÿ ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

à) �� �� �� �� �� ��2 2 2a b c b c a c a b�� �� �� �� �� � a b c�� �� ��
2 2 2bc ca ab�� �� �� ,

á) �� �� �� �� �� �� �� ��2 2 2 2a a bc a bc b b ac b ac�� �� �� �� �� ��

+ �� �� �� ��2 2 5 5 5c c ab c ab a b c�� �� � �� �� 2ab c�� ��
22abc�� ,

â) �� ��3 3 3 3 2a b c a b c a b�� �� � �� �� �� �� 2 2ab a c�� ��
2 2 2ac b c bc�� �� �� ,

ã) �� �� �� �� �� �� �� �� �� ��1 1 1 1 1xy x z xy x z xz�� �� �� � �� �� �� �� � 

�  21 x z xy xz x yz�� �� �� �� �� ,
ä) �� �� �� �� �� �� �� �� ��a b b c c a a b c b�� �� �� � �� �� ab ��bc ca�� �� .

Ñèììåòðèÿ

Âåðíåìñÿ ê ôîðìóëå Ãåðîíà:
216S � 

�� �� �� �� �� �� �� ��a b c a b c a b c a b c� �� �� �� �� �� �� �� �� �� .

Ïîïðîáóåì ñ åå ïîìîùüþ âû÷èñëèòü ïëî-
ùàäü òðåóãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè 4, 5 è 6.
Êàêóþ èç ïåðåìåííûõ âçÿòü ðàâíîé 4, êà-
êóþ 5, à êàêóþ 6? Ïîíÿòíî, ÷òî ðåçóëüòàò îò
ýòîãî íå èçìåíèòñÿ: íåâàæíî, êàê èìåííî
íàçûâàåòñÿ òà èëè èíàÿ ñòîðîíà, ïëîùàäü
òðåóãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè 4, 5 è 6 îïðåäå-
ëåíà îäíîçíà÷íî.

Ïîäñòàâèì a = 4, b = 5, c = 6:
2
116S � 

�� �� �� �� �� ���� ��4 5 6 4 5 6 4 5 6 4 5 6� �� �� �� �� �� �� �� �� ��
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è a = 5 , b = 4 , c = 6:

2
216S � 

�� �� �� �� �� �� �� ��5 4 6 5 4 6 5 4 6 5 4 6� �� �� �� �� �� �� �� �� �� .

Â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ïîëó÷èëèñü ÷èñëåííî
ðàâíûå âûðàæåíèÿ. Êàæäîå èç íèõ ðàâíî
ïðîèçâåäåíèþ ñóììû âñåõ ÷èñåë è åùå òðåõ
âûðàæåíèé, êîòîðûå ìîæíî îïèñàòü òàê: èç
ñóììû äâóõ ÷èñåë âû÷èòàåòñÿ òðåòüå.

Èñõîäíîå âûðàæåíèå äëÿ 216S  òîæå ìîæ-
íî áûëî òàê îïèñàòü: ïðîèçâåäåíèå ñóììû
âñåõ ïåðåìåííûõ è åùå òðåõ âûðàæåíèé,
êîòîðûå ìîæíî îïèñàòü òàê: èç ñóììû äâóõ
ïåðåìåííûõ âû÷èòàåòñÿ òðåòüÿ. Òåì ñàìûì,
â âûðàæåíèå äëÿ 216S  ïåðåìåííûå a, b è c
âõîäÿò ñèììåòðè÷íî. Ïîýòîìó ïîíÿòíî, ÷òî
ïðè ðàñêðûòèè ñêîáîê íå ìîæåò ïîëó÷èòü-
ñÿ, íàïðèìåð, 2 2 42a c b�� , âåäü â ýòî âûðà-
æåíèå ïåðåìåííûå a è b âõîäÿò íå ñèììåò-
ðè÷íî.

Îïðåäåëåíèå 1.  Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïåðå-
ìåííûå a è b âõîäÿò â íåêîòîðîå âûðàæåíèå
ñèììåòðè÷íî  (èëè âûðàæåíèå ñèììåòðè÷íî
îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ a è b), åñëè ïðè
ïåðåñòàíîâêå èõ ìåñòàìè âûðàæåíèå íå ìå-
íÿåòñÿ.

À ÷òî çíà÷èò íå ìåíÿåòñÿ? Âåäü âíåøíå
âûðàæåíèÿ 2 2a b��  è 2 2b a��  ðàçëè÷àþòñÿ.
Èëè åùå îäèí áîëåå ÿðêèé ïðèìåð: âûðàæå-
íèÿ �� ��a a�� ��  è 0 âûãëÿäÿò óæ ñîâñåì ïî-
ðàçíîìó, íî ïðè ýòîì �� �� 0a a�� �� �{ . Ïîä «íå
ìåíÿåòñÿ» ìû ïîíèìàåì, ÷òî ïîëó÷åííîå
âûðàæåíèå ìîæíî ñ ïîìîùüþ íåêîòîðûõ
òîæäåñòâåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðèâåñòè ê
èñõîäíîìó.

Â ôîðìóëå Ãåðîíà, ïîìèìî ïåðåìåííûõ a
è b, åñòü åùå è ïåðåìåííàÿ c, ïîýòîìó
îïðåäåëåíèå 1 ïðèäåòñÿ îáîáùèòü.

Îïðåäåëåíèå 2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïå-
ðåìåííûå 1 2, , , na a aK  âõîäÿò â íåêîòîðîå
âûðàæåíèå ñèììåòðè÷íî  (èëè âûðàæåíèå
ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ

1 2, , , na a aK ), åñëè ïðè ïåðåñòàíîâêå ëþáûõ
äâóõ ïåðåìåííûõ ìåñòàìè âûðàæåíèå íå
ìåíÿåòñÿ.

Íàïðèìåð, ïîìåíÿåì â âûðàæåíèè

�� �� �� �� �� �� �� ��a b c a b c a b c a b c�� �� �� �� �� �� �� �� ��

ìåñòàìè ïåðåìåííûå a è c. Ïîëó÷èòñÿ âûðà-
æåíèå

�� �� �� �� �� �� �� ��c b a c b a c b a c b a�� �� �� �� �� �� �� �� �� ,

êîòîðîå, êàê íåñëîæíî çàìåòèòü, ìîæíî ïðå-
îáðàçîâàòü òàê, ÷òîáû ïîëó÷èëîñü èñõîäíîå.

Â òî æå âðåìÿ âûðàæåíèå 2 2 42a c b��  ïðè
çàìåíå ìåñòàìè a è b ïðåâðàùàåòñÿ â

2 2 42b c a�� , êîòîðîå, êàê íè ïðåîáðàçîâûâàé,
íåëüçÿ ñâåñòè ê èñõîäíîìó.

À ÷òî ìîæíî ñêàçàòü ïðî âûðàæåíèå

�� �� �� �� �� ��a b b c c a�� �� �� ? (3)

ßâëÿåòñÿ ëè îíî ñèììåòðè÷íûì îòíîñèòåëüíî
ïåðåìåííûõ a, b è c? Ïîïðîáóåì, íàïðèìåð,
ïîìåíÿòü ìåñòàìè ïåðåìåííûå a è b:

�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ��b a a c c b a b b c c a�� �� �� � �� �� �� �� .

Âèäíî, ÷òî ïðîèçîøëà ëèøü ñìåíà çíàêà, íî
âñå-òàêè âûðàæåíèå èçìåíèëîñü. Ïîýòîìó
ýòî âûðàæåíèå íå ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëü-
íî ïåðåìåííûõ a, b è c. Íî âñå æå åñòü â íåì
íåêàÿ ñèììåòðèÿ. Êàê åå ìîæíî áûëî áû
îïèñàòü?

Îïðåäåëåíèå 3.  Âûðàæåíèå, çàâèñÿùåå îò
ïåðåìåííûõ 1 2, , , na a aK  íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñ-
êèì , åñëè îíî íå ìåíÿåòñÿ ïðè çàìåíå ïåðåìåí-
íûõ ïî öèêëó: 1a  íà 2a , 2a  íà 3a , …, na  íà 1a .

Óïðàæíåíèÿ
2. Ïðîâåðüòå, ÷òî âûðàæåíèå (3) ÿâëÿåòñÿ

öèêëè÷åñêèì.
3. Èñïîëüçóÿ èäåè ñèììåòðè÷íîñòè è öèêëè÷-

íîñòè, îáúÿñíèòå, ïî÷åìó íå ìîãóò âûïîëíÿòüñÿ
ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

a) �� �� �� �� �� �� �� ��2 2 2 2a a bc a bc b b ac b ac�� �� �� �� �� ��

+ �� �� �� ��2 2 5 5 5 2 22c c ab c ab a b c ab c abc�� �� � �� �� �� �� ,

á) �� �� �� �� �� ��a b c b c a c a b�� �� �� �� �� �� � 2 2a b ab�� ��
2 2 2 2 3 3 32a c ac b c bc abñ a b c�� �� �� �� �� �� �� �� ,

â) �� �� �� �� �� �� 2 2 21 1 1a b b c c a a b ab a c�� �� �� �� �� �� � �� �� ��

+ 2 2 2 2 2 2 1ac b c bc a b c ab bc ca�� �� �� �� �� �� �� �� �� .

4. Ïóñòü a, b, c – äëèíû ñòîðîí íåêîòîðîãî
òðåóãîëüíèêà, S – åãî ïëîùàäü, r – ðàäèóñ
âïèñàííîé îêðóæíîñòè, cl  – äëèíà áèññåêòðèñû èç
óãëà, ðàñïîëîæåííîãî ïðîòèâ ñòîðîíû äëèíîé c.
Èñïîëüçóÿ èäåè ñèììåòðè÷íîñòè, îáúÿñíèòå, ïî-
÷åìó íå ìîãóò âûïîëíÿòüñÿ ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

à) 
�� ��

2S
r

a b c
� 

�� ��
,

á) 
�� �� �� ��

�� ��c

ac a b c a b c
l

a b

�� �� �� ��
� 

��
.

5. à) Ñàøà ïîìíèò, ÷òî äëèíû îòðåçêîâ îò
âåðøèí òðåóãîëüíèêà ABC äî òî÷åê êàñàíèÿ ñ
âïèñàííîé îêðóæíîñòüþ â êàêîì-òî ïîðÿäêå ðàâ-
íû p – a, p – b, p – c, ãäå a, b, c — äëèíû ñòîðîí,
à p — ïîëóïåðèìåòð, à òàêæå, ÷òî íåêîòîðûå èç
îòðåçêîâ ðàâíû ìåæäó ñîáîé (ðèñ. 1). Èñïîëüçóÿ
èäåè ñèììåòðè÷íîñòè, ïîìîãèòå Ñàøå âñïîìíèòü,
êàêîé îòðåçîê ÷åìó ðàâåí.
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á) Òîò æå âîïðîñ, íî ïðî äëèíû îòðåçêîâ äî òî÷åê
êàñàíèÿ ñ âíåâïèñàííûìè îêðóæíîñòÿìè (ðèñ. 2).

Áèíîì Íüþòîíà è íå òîëüêî

Òåïåðü, êîãäà ìû óçíàëè íåêîòîðûå ñâîé-
ñòâà âûðàæåíèé, ìîæíî ïðèìåíèòü èõ íå
òîëüêî äëÿ ïðîâåðêè, íî è ñîáñòâåííî äëÿ
ðàñêðûòèÿ ñêîáîê.

Ïðèìåð 2 (áèíîì Íüþòîíà). Ðàñêðîåì
ñêîáêè â âûðàæåíèè

�� �� �� �� �� �� �� ��na b a b a b a b�� � �� �� ��K  ( n ðàç)
äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî n.

Âî-ïåðâûõ, ìû óæå çíàåì, ÷òî ïîñëå ðàñ-
êðûòèÿ ñêîáîê ïîëó÷èòñÿ ñóììà ñëàãàåìûõ,
êàæäîå èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíè-
åì n ïåðåìåííûõ, à èìåííî, åñòü k ïåðåìåí-
íûõ b è n – k  ïåðåìåííûõ a äëÿ íåêîòîðîãî
k = 0, 1, 2, …, n. À ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìû
ìîæåì äëÿ äàííîãî k ïîëó÷èòü ñëàãàåìîå

n k ka b�� ? Íàïðèìåð, ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè
ìîæíî ïîëó÷èòü ñëàãàåìîå 1na b�� ? Ïîíÿòíî,
÷òî n ñïîñîáàìè: âåäü b ìîæíî âûáðàòü èç
ïåðâîé ñêîáêè, âòîðîé ñêîáêè, ..., n-é ñêîáêè.

Îòâåòèòü íà îáùèé âîïðîñ ìîæíî êàê
ìèíèìóì äâóìÿ ñïîñîáàìè, îáà èç íèõ äîñòà-
òî÷íî èçâåñòíû, ïîýòîìó ìû îïèøåì èõ
äîñòàòî÷íî êîðîòêî.

Ïåðâûé ñïîñîá . Êàæäîå ñëàãàåìîå n k ka b��

ïîëó÷èëîñü èç íåêîòîðîé ïåðåñòàíîâêè n – k
áóêâ a è k áóêâ b. Åñëè áû âñå n áóêâ áûëè
ðàçëè÷íûìè (íàïðèìåð, 1a , 2a , …, n ka �� , 1b ,

2b , …, kb ), òî òàêèõ ïåðåñòàíîâîê áûëî áû n!.
Åñëè òåïåðü ñòåðåòü èíäåêñû ó âñåõ áóêâ a è
âñåõ áóêâ b, òî êàæäàÿ ïåðåñòàíîâêà áóäåò

âñòðå÷àòüñÿ k! �� ��!n k��  ðàç: âåäü èìåííî òà-
êèì êîëè÷åñòâîì ñïîñîáîâ ìîæíî ðàññòàâèòü
èíäåêñû ïðè áóêâàõ a è b. Èòîãî, ðàçëè÷íûõ

âàðèàíòîâ �� ��
!

! !
n

k n k��
.

Âòîðîé ñïîñîá . ×òîáû ïîëó÷èòü ñëàãàåìîå
n k ka b�� , íàì íóæíî èç êàêèõ-òî k ñêîáîê

âûáðàòü ïåðåìåííóþ b, à èç âñåõ îñòàëüíûõ
— ïåðåìåííóþ a. Ýòî â òî÷íîñòè ÷èñëî

ñî÷åòàíèé èç n ïî k: 
�� ��

!
! !

k
n

n
C

k n k
� 

��
.

Òåì èëè èíûì ñïîñîáîì ìû ïîëó÷èì ôîð-
ìóëó, êîòîðóþ ïðèíÿòî íàçûâàòü áèíîìîì
Íüþòîíà :

�� �� 1 1 2 2 2n n n n
n na b a C a b C a b�� ���� � �� �� �� K

... + 1 1k n k k n n n
n nC a b C ab b�� �� ���� �� ��K .

Ïðèìåð 3. Ðàñêðîåì ñêîáêè â âûðàæåíèè

�� ���� ��a b c ab bc ca�� �� �� �� .

Çàìåòèì, ÷òî ýòî âûðàæåíèå ñèììåòðè÷íî
îòíîñèòåëüíî a, b è c, à òàêæå, ÷òî ïîñëå
ðàñêðûòèÿ ñêîáîê äî ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ
äîëæíî áûòü 9 ñëàãàåìûõ.

Îäíî èç ñëàãàåìûõ î÷åâèäíî: 2a ab a b�˜ � .
Ïîñêîëüêó âûðàæåíèå ñèììåòðè÷íî, òî ïîñ-
ëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê äîëæíî áûòü è ñëàãàå-
ìîå 2ab , âåäü îíî ïîëó÷àåòñÿ èç 2a b, åñëè a
è b ïîìåíÿòü ìåñòàìè. Òî÷íî òàê æå ìîæíî
óòâåðæäàòü, ÷òî äîëæíî áûòü ñëàãàåìîå 2b c,
âåäü îíî ïîëó÷àåòñÿ èç 2ab , åñëè a è c
ïîìåíÿòü ìåñòàìè. Àíàëîãè÷íî äîëæíû áûòü
ñëàãàåìûå 2bc , 2c a è 2ca . Ýòî óæå 6 ñëàãàå-
ìûõ. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî åùå áóäóò òðè
ñëàãàåìûõ abc, ïîëó÷àåìûõ êàê a bc�˜ , b ca�˜ ,
c ab�˜ . Èòîãî,

�� �� �� ��a b c ab bc ca�� �� �� �� � 

� 2 2 2 2 2 2 3a b ab b c bc c a ñà abc�� �� �� �� �� �� .

Óïðàæíåíèå 6.  Ðàñêðîéòå ñêîáêè â âûðàæåíèè
�� �� �� �� �� ��a b b c c a�� �� �� . ×åìó ðàâíà ðàçíîñòü ìåæäó
�� �� �� ��a b c ab bc ca�� �� �� ��  è �� �� �� �� �� ��a b b c c a�� �� �� ?

Ïðèìåð 4. Ðàñêðîåì ñêîáêè â âûðàæåíèè

�� �� �� �� �� ��a b b c c a�� �� �� .

Çàìåòèì, ÷òî ýòî âûðàæåíèå öèêëè÷íî
îòíîñèòåëüíî a, b è c, à ïîñëå ðàñêðûòèÿ
ñêîáîê äîëæíî áûòü 8 ñëàãàåìûõ.

Ëåãêî óâèäåòü äâà ñëàãàåìûõ abc, êîòîðûå
âçàèìíî óíè÷òîæàþòñÿ:

�� ���� ���� ��a b b c c a�� �� ��
è

�� ���� ���� ��a b b c c a�� �� �� .

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2
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Êðîìå òîãî, èìååòñÿ ñëàãàåìîå 2a b�� :

�� ���� ���� ��a b b c c a�� �� �� ,

à çíà÷èò, ñ ó÷åòîì öèêëè÷íîñòè, äîëæíû
áûòü è ñëàãàåìûå 2b c��  è 2c a�� . Íàêîíåö, åùå
èìååòñÿ ñëàãàåìîå 2ab :

�� ���� ���� ��a b b c c a�� �� �� ,

à çíà÷èò, ñ ó÷åòîì öèêëè÷íîñòè, èìåþòñÿ è
ñëàãàåìûå 2bc  è 2ca . Èòîãî,

�� �� �� �� �� ��a b b c c a�� �� �� � 
2 2 2 2 2 2ab bc ca a b b c c a� �� �� �� �� �� .

Ïðåäëàãàåì çàêðåïèòü ðàññêàçàííîå íà ñëå-
äóþùèõ çàäà÷àõ.

Çàäà÷è
1. Ðàñêðîéòå ñêîáêè â ôîðìóëå Ãåðîíà.
2. Ïóñòü x, y è z — ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà.

Äîêàæèòå, ÷òî åñëè
2 2 2 2 2 2x y z xy yz zx�� �� �� �� ��  ,

òî èç îòðåçêîâ äëèíû x , y  è z ìîæíî ñëîæèòü
òðåóãîëüíèê.

3. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè �� �� �� ��a b c ab bc ca�� �� �� �� � 
abc� , òî ñóììà êàêèõ-òî äâóõ èç ÷èñåë a, b, c

ðàâíà íóëþ.

4.  Äîêàæèòå, ÷òî åñëè 2 2 2ab bc ca�� �� � 
2 2 2a b b c c a� �� �� , òî êàêèå-òî äâà èç ÷èñåë a, b, c

ðàâíû.
5. Êàêîå ïîëó÷èòñÿ âûðàæåíèå ïîñëå ðàñêðû-

òèÿ ñêîáîê â ïðîèçâåäåíèè

�� ��2 3 91 a a a a�� �� �� �� ��K  �u

�u�� ��10 2 10 9 101 a a a�˜ �˜�� �� �� ��K �u

�u �� ��100 2 100 9 1001 a a a�˜ �˜�� �� �� ��K ?

6. Äîêàæèòå, ÷òî

�� �� �� ��3 3abc a b c ab bc ca�� �� �� �� �� � 

�  �� �� �� �� �� ��2 2 2a bc b ac c ab�� �� �� .

7. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè óñëîâèè a + b + c + d  = 0
âûðàæåíèå

�� �� �� �� �� ��2 2 2a d b d c d�� �� �� �� ��

ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî a, b, c è d.
8. Ïóñòü 1 2, , , sk k kK  — öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå

÷èñëà, ïðè÷åì 1 2 sk k k n�� �� �� � K . Äîêàæèòå, ÷òî
êîýôôèöèåíòû ïðè 1 2

1 2
sk k k

sx x xK  ïîñëå ðàñêðûòèÿ
ñêîáîê è ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ â âûðàæåíèè

�� ��1 2
n

sx x x�� �� ��K  ðàâíû 
1 2

!
! ! !s

n
k k kK

. Ýòè êîýô-

ôèöèåíòû íàçûâàþòñÿ ìóëüòèíîìèàëüíûìè.

Ëüäèíà ñ
õâîñòîì

Ñ.ÂÀÐËÀÌÎÂ

Í ÀÁËÞÄÀÅÌÛÅ ÈÍÎÃÄÀ ÍÀ ÍÅÁÅ
â íî÷íîå âðåìÿ «õâîñòàòûå» êîìåòû

ïðèîáðåòàþò ñâîè õâîñòû, êîãäà ïðèáëèæà-
þòñÿ ê Ñîëíöó. Èñïàðÿþùååñÿ ñ ïîâåðõíî-
ñòè ÿäðà êîìåòû âåùåñòâî ðàññåèâàåò ñîëíå÷-
íûé ñâåò è èñïûòûâàåò äàâëåíèå ñâåòà. Ïî-
ýòîìó õâîñòû êîìåò ÷àùå âñåãî âûòÿíóòû â
íàïðàâëåíèè îò Ñîëíöà.

Êîíå÷íî, â ñîñòàâ êîìåò ìîãóò âõîäèòü
ðàçíûå âåùåñòâà, â èõ ÷èñëå è âîäà. Ïîïðî-
áóåì ðàçîáðàòüñÿ ñ íåé è îöåíèòü ñêîðîñòü
èñïàðåíèÿ ìîëåêóë âîäû ñ ïîâåðõíîñòè ëüäà
â êîñìîñå.

Ïðåäñòàâèì ñåáå ñèòóàöèþ, êîãäà íà òàêîì
æå ðàññòîÿíèè îò Ñîëíöà, êàê è Çåìëÿ (íî
âäàëè îò Çåìëè), íàõîäèòñÿ áîëüøàÿ ïëîñêàÿ
ëüäèíà, îðèåíòèðîâàííàÿ âñåãäà ïåðïåíäèêó-
ëÿðíî ëó÷àì Ñîëíöà. Ñîñòàâ ëüäà òàêîé æå,
êàê â çåìíûõ óñëîâèÿõ. Ñîëíå÷íàÿ ïîñòîÿííàÿ
äëÿ ðàññòîÿíèÿ îò Ñîëíöà ïîðÿäêà 150 ìëí êì
ðàâíà E = 1370 2Âò ì . Òîëùèíà ëüäèíû h
ãîðàçäî ìåíüøå åå ïîïåðå÷íûõ ðàçìåðîâ.
Ëåä ñ ïóçûðüêàìè âîçäóõà â íåì íåïðîçðà-
÷åí è îòðàæàåò 3 4 = 75% ïàäàþùåãî íà íåãî
èçëó÷åíèÿ (âûãëÿäèò áåëûì). Ïîíÿòíî, ÷òî
ïîëó÷àåìàÿ ëüäèíîé ìîùíîñòü êîìïåíñèðó-
åòñÿ ïîòåðÿìè òåïëà, è â ðåçóëüòàòå óñòàíàâ-
ëèâàåòñÿ ïî÷òè ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå
òåìïåðàòóðû â îáúåìå ëüäèíû. Ïîñòåïåííîå
óìåíüøåíèå òîëùèíû ëüäèíû áóäåò ïðîèñ-
õîäèòü çà ñ÷åò èñïàðåíèÿ ìîëåêóë âîäû ñ
ïîâåðõíîñòè ëüäèíû. Ïîòåðè òåïëà ñâÿçàíû
êàê ñ èçëó÷åíèåì, òàê è ñ èñïàðåíèåì ëüäà.

Ëåä õàðàêòåðèçóåòñÿ íàáîðîì ìåõàíè÷åñ-
êèõ è òåïëîâûõ ïàðàìåòðîâ: ïëîòíîñòüþ

3900 êã ì�U � , êîýôôèöèåíòîì òåïëîïðîâîä-
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Ê Â À Í T  $ 2 0 2 5 / ¹ 436

íîñòè �� ��22 Âò Ê ì�D � �˜ , ñêîðîñòüþ ðàñïðîñò-
ðàíåíèÿ çâóêîâûõ âîëí 4 êì ñv � , ìîëÿð-
íîé òåïëîòîé èñïàðåíèÿ 50 êÄæ ìîëüL � 
ïðè 0 C�q ,  óäåëüíîé òåïëîåìêîñòüþ

�� ��2,1 êÄæ êã Êc � �˜ . Ðàçìåð ìîëåêóëû âîäû
103 10 ìD ���| �˜ , ìîëÿðíàÿ ìàññà âîäû

0,018 êã ìîëü�0 � .
Ñíà÷àëà íàéäåì óñòàíîâèâøååñÿ ðàñïðåäå-

ëåíèå òåìïåðàòóðû áåç ó÷åòà èñïàðåíèÿ, à
çàòåì «âêëþ÷èì» è ýòîò ìåõàíèçì ïîòåðè
òåïëà. Ïðè î÷åíü áîëüøîé òîëùèíå ëüäèíû
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî òåìïåðàòóðà ñòîðîíû ëüäè-
íû, êîòîðàÿ íå îñâåùàåòñÿ Ñîëíöåì, áëèçêà
ê íóëþ, ò.å. �� �� 0,25T h E�˜ �D �˜= . Â ýòîì
ïðåäïîëîæåíèè íàéäåì òåìïåðàòóðó îñâå-
ùåííîé Ñîëíöåì ïîâåðõíîñòè ëüäèíû, ñ÷è-
òàÿ, ÷òî ïðè óñòàíîâèâøåéñÿ òåìïåðàòóðå
ëåä èçëó÷àåò êàê àáñîëþòíî ÷åðíîå òåëî (äëÿ
ÈÊ-äèàïàçîíà èçëó÷åíèÿ ýòî ñïðàâåäëèâî):

4

4
E

T� �V ,

ãäå �� ��8 4 25,67 10 Âò Ê ì���V � �˜ �˜  – ïîñòîÿííàÿ
Ñòåôàíà–Áîëüöìàíà, îòêóäà

T = 279 K

(ò.å. îíà äàæå âûøå òåìïåðàòóðû ïëàâëåíèÿ
ëüäà 273 Ê). ×òîáû ñ÷èòàòü ëüäèíó î÷åíü
òîëñòîé, òðåáóåòñÿ âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà

4
1,6 ì

T
h

E
�D

� ? .

Íàïðèìåð, ïðè òîëùèíå ëüäèíû â 10 ì ýòî
íåðàâåíñòâî óæå óäîâëåòâîðÿåòñÿ.

Ïîëó÷èëîñü, ÷òî îöåíêà äëÿ òåìïåðàòóðû
îáðàùåííîé ê Ñîëíöó ïîâåðõíîñòè êîìåòû,
åñëè íå ó÷èòûâàòü èñïàðåíèå ìîëåêóë, áëèç-
êà ê òî÷êå ïëàâëåíèÿ ëüäà.

Îöåíèì òåïåðü ìîù-
íîñòü ïîòåðü òåïëà, îáóñ-
ëîâëåííóþ èñïàðåíèåì
ìîëåêóë âîäû (ïîíÿòíî,
÷òî ýòî áóäåò ëåä, à íå
æèäêàÿ âîäà) ïðè òåì-
ïåðàòóðå 0 Ñ�q , ïîñêîëü-
êó íàéäåííàÿ áåç ó÷åòà
èñïàðåíèÿ òåìïåðàòóðà
ñîâñåì íåìíîãî îòëè÷à-
åòñÿ îò 273 Ê. Ïðèìåì
âî âíèìàíèå, ÷òî â êîñ-
ìîñå íåò ãàçîâîãî îêðó-
æåíèÿ, ïîýòîìó ïðè âû-
÷èñëåíèè òåïëîòû èñïà-
ðåíèÿ â êîñìîñå íåò íóæ-

äû ó÷èòûâàòü ðàáîòó ñèë, ñ êîòîðûìè èñïà-
ðèâøèåñÿ ìîëåêóëû äåéñòâóþò íà îêðóæàþ-
ùèå òåëà. Òàêèì îáðàçîì, èç âåëè÷èíû òåï-
ëîòû èñïàðåíèÿ, êîòîðàÿ ïðèâîäèòñÿ â ñïðà-
âî÷íèêàõ äëÿ âåùåñòâà ïðè íåêîòîðîé òåìïå-
ðàòóðå, íóæíî óäàëèòü (âû÷åñòü) ðàáîòó ïî
ðàñøèðåíèþ ïðîòèâ ñèëû äàâëåíèÿ, êîòî-
ðóþ ñîçäàåò íàñûùåííûé ïàð âåùåñòâà, ðàâ-
íóþ äëÿ îäíîãî ìîëÿ âåùåñòâà RT.

Ìîëåêóëû ïðè òåïëîâîì äâèæåíèè ìîãóò
èçðåäêà ïðèîáðåòàòü ýíåðãèþ, äîñòàòî÷íóþ
äëÿ òîãî, ÷òîáû âûðâàòüñÿ èç «ïëåíà», ò.å.
èç ãëóáîêîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìû, êîòîðóþ
äëÿ íèõ ñîçäàëè áëèæàéøèå ñîñåäêè. Âåðî-
ÿòíîñòü òàêîãî ñîáûòèÿ (ïðèîáðåòåíèÿ ýíåð-

ãèè) îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé exp 1
L

RT
�§ �·���¨ �¸
�© �¹

.

À ñëó÷èòñÿ èëè íåò òàêîå ñîáûòèå, çàâèñèò îò
ïðîìåæóòêà âðåìåíè íàáëþäåíèÿ.

Ñìåíà ñîáûòèé â òâåðäîì òåëå îïðåäåëÿåò-
ñÿ âðåìåíåì, çà êîòîðîå çâóêîâûå âîëíû
ïðîõîäÿò ðàññòîÿíèå, ðàâíîå ðàçìåðó (äèà-
ìåòðó) îäíîé ÷àñòèöû âåùåñòâà – ìîëåêóëû
âîäû â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå. ×åì áîëüøå
ïðîìåæóòîê âðåìåíè, òåì áîëüøå âåðîÿò-
íîñòü òîãî, ÷òî ñîáûòèå çà âðåìÿ íàáëþäåíèÿ
ñîâåðøèòñÿ. Åñëè òàêîå ñîáûòèå ïðîèñõîäèò
ñ ìîëåêóëîé, íàõîäÿùåéñÿ íà ïîâåðõíîñòè
ëüäà, òî âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñêîðîñòü ìî-
ëåêóëû, êîòîðîé äîñòàëàñü òàêàÿ ýíåðãèÿ,
áóäåò íàïðàâëåíà â ñòîðîíó îò ïîâåðõíîñ-
òè, ðàâíà ïðèìåðíî 1 6. ×àñòîòà ñìåíû
ñîáûòèé �Z îïðåäåëÿåòñÿ ðàçìåðîì ìîëåêó-
ëû è ñêîðîñòüþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ çâóêîâûõ

âîëí â òâåðäîé âîäå: 
v
D

�Z �| . Ïîýòîìó ìîëå-
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êóëà, íàõîäÿùàÿñÿ íà ïîâåðõíîñòè ñ òåì-
ïåðàòóðîé 273 Ê, ïîêèäàåò åå çà âðåìÿ ïî-
ðÿäêà

46
exp 1 3,8 10 c

D L
t

v RT
���§ �·�' � �˜ �� �� �| �˜�¨ �¸

�© �¹
.

Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ñêîðîñòü óìåíüøåíèÿ òîë-
ùèíû ëüäèíû ïðè òåìïåðàòóðå 273 Ê ðàâíà

7exp 1 7,8 10 ì ñ
6

D v L
t RT

���§ �·� �˜ �� �� � �˜�¨ �¸�' �© �¹
.

Òàêîé ñêîðîñòè èñïàðåíèÿ ñîîòâåòñòâóåò äî-
ïîëíèòåëüíàÿ ìîùíîñòü òåïëîâûõ ïîòåðü,
ðàâíàÿ

�� �� 21,86 êÂò ì
W D

L RT
S t

�' �U
� �˜ �˜ �� � 

�' �0
.

Ýòà âåëè÷èíà ïðèìåðíî â 5, 4 ðàçà áîëüøå
ìîùíîñòè, ïîëó÷àåìîé ëüäîì çà ñ÷åò ÷àñòè÷-
íîãî ïîãëîùåíèÿ ïàäàþùåãî íà íåãî èçëó÷å-
íèÿ Ñîëíöà.

Èòàê, äëÿ òåìïåðàòóðû 0 Ñ�q  ñóììàðíàÿ
ìîùíîñòü ïîòåðü â 6, 4 ðàçà áîëüøå, ÷åì
ïîãëîùàåìàÿ ëüäîì ìîùíîñòü, ðàâíàÿ

2 21,37 êÂò ì 4 0,34 êÂò ì�| . Ñëåäîâàòåëü-
íî, íå ó÷èòûâàòü ïîòåðè, ñâÿçàííûå ñ èñïà-
ðåíèåì, â ðàññìàòðèâàåìîé ñèòóàöèè ïðîñòî
íåêîððåêòíî!

Äðóãîé âàðèàíò äëÿ îöåíêè óñòàíîâèâøåé-
ñÿ òåìïåðàòóðû òàêîâ: ïðåíåáðåãàåì èçëó÷å-
íèåì, íî ó÷èòûâàåì èñïàðåíèå ìîëåêóë.
Óðàâíåíèå äëÿ ýòîãî âàðèàíòà èìååò âèä

�� ��
6 exp 1

D L RT
L RT v

Lt
RT

�U �U ��
�˜ �˜ �� � �˜ � 

�' �0 �0 �§ �·�˜ �� ���¨ �¸
�© �¹

20,34 êÂò ì
4
E

W� � � .

Èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ èùåòñÿ (ñ ïîìîùüþ
êîìïüþòåðà) òåìïåðàòóðà è ïîëó÷àåòñÿ

258,66 ÊT �| .

À äëÿ ýòîé òåìïåðàòóðû ìîùíîñòü èçëó÷å-
íèÿ ñ îäíîãî êâàäðàòíîãî ìåòðà ñîñòàâëÿåò

èçë 254W �| Âò. Òåïåðü ïðè ýòîé òåìïåðàòó-
ðå 259T �| Ê ìîùíîñòè ïîòåðü íà èçëó÷åíèå
è íà èñïàðåíèå áëèçêè ïî âåëè÷èíå. È îïÿòü
ïîëó÷èëîñü, ÷òî ñóììàðíûå ïîòåðè ïðèìåð-
íî íà 70 % áîëüøå ïîãëîùàåìîé ìîùíîñòè.
Ñëåäîâàòåëüíî, íóæíî ó÷åñòü è ïîòåðè íà
èçëó÷åíèå èçëW , è ïîòåðè íà èñïàðåíèå èñïW ,
à èõ ñóììó ïðèðàâíÿòü âåëè÷èíå ïîãëîùàå-
ìîé ìîùíîñòè 20,34 êÂò ìW � .

Óðàâíåíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé òåìïåðàòóðû ñëîæíîå (àíàëèòè÷åñêè íå
ðåøàåòñÿ):

4

46 exp 1

v L E
T

L
RT

�U
�� �V � 

�§ �·�0 �˜ �� ���¨ �¸
�© �¹

.

Ïîäáîðîì çíà÷åíèÿ òåìïåðàòóðû (ñ èñïîëü-
çîâàíèåì êîìïüþòåðíûõ âû÷èñëåíèé) íàõî-
äèì ñóììàðíóþ ìîùíîñòü ïîòåðü òåïëà ñ 21 ì
ïîâåðõíîñòè, ðàâíóþ ïîñòóïàþùåé ìîùíîñ-
òè. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ òåìïåðàòóðà ðàâíà

248,115 Ê 248 Ê 25 C�| � �� �q .
Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ïðè ýòîé òåìïåðàòóðå ìåõà-
íèçì òåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ îòâå÷àåò çà ïîòåðþ
ìîùíîñòè ïîðÿäêà 215 Âò ñ îäíîãî êâàäðàò-
íîãî ìåòðà. À îñòàâøèåñÿ ïðèáëèçèòåëüíî
127 Âò ìîùíîñòè òåðÿþòñÿ çà ñ÷åò èñïàðåíèÿ
ìîëåêóë ñ ïîâåðõíîñòè. Ìîùíîñòè íà èçëó÷å-
íèå (áîëüøàÿ ÷àñòü) è íà èñïàðåíèå (ìåíü-
øàÿ ÷àñòü) îòëè÷àþòñÿ ïðèìåðíî â 1,7 ðàçà.

Åñëè ó÷åñòü, ÷òî òåïëîòà èñïàðåíèÿ çàâè-
ñèò îò òåìïåðàòóðû è óâåëè÷èâàåòñÿ ñ óìåíü-
øåíèåì òåìïåðàòóðû, òî äîëÿ ïîòåðü ýíåð-
ãèè íà èçëó÷åíèå áóäåò åùå áîëüøå, à íà
èñïàðåíèå åùå ìåíüøå. Íî äëÿ ëüäà ïðè
òåìïåðàòóðå 248 Ê òåïëîòà èñïàðåíèÿ âñåãî
íà 3 22 Äæ��ìîëü áîëüøå, ÷åì ïðè 273 Ê, ò.å.
â ôîðìóëàõ äëÿ âû÷èñëåíèé íóæíî èñïîëü-
çîâàòü âåëè÷èíó L  = 50322 Äæ��ìîëü âìåñòî
âåëè÷èíû 50000 Äæ ��ìîëü. Ýòà ïîïðàâêà äàåò
ñîâñåì íåáîëüøîå èçìåíåíèå òåìïåðàòóðû –
ïîëó÷àåòñÿ 249,3 Ê, ò.å. óòî÷íåííàÿ âåëè÷è-
íà òåìïåðàòóðû âñåãî íà 1, 2 ãðàäóñà âûøå,
÷åì 248,1 Ê.

Òåïåðü ó÷òåì, ÷òî íå âñÿ ïîãëîùàåìàÿ
ëüäîì ìîùíîñòü èäåò íà èñïàðåíèå ìîëåêóë,
à òîëüêî 2123,45 Âò ì . Òåïëîòà èñïàðåíèÿ
ðàâíà 50322 Äæ ��ìîëü. Âû÷èñëèì ñêîðîñòü
èçìåíåíèÿ ñî âðåìåíåì òîëùèíû òîëñòîé
ëüäèíû âûñîòîé 1,6h ?  ì. Ýòà ñêîðîñòü
ðàâíà 85,12 10 ì ñv ��� �˜ . Èíûìè ñëîâàìè,
äëÿ òîãî ÷òîáû òîëùèíà ëüäèíû óìåíüøè-
ëàñü íà 1 ìåòð, òðåáóåòñÿ ïðîìåæóòîê âðå-
ìåíè ïðèìåðíî 226 ñóòîê. Ñëåäîâàòåëüíî,
ëüäèíà ñ íà÷àëüíîé òîëùèíîé 100 ìåòðîâ
óìåíüøèò ñâîþ òîëùèíó äî âåëè÷èíû 2 ìåò-
ðà ïðèìåðíî çà 61 ãîä! Äëÿ ëüäèíû òàêîãî
ðàçìåðà óæå ïîòðåáóåòñÿ ó÷èòûâàòü òåïëî-
âûå ïîòåðè íå òîëüêî ñ ïîâåðõíîñòè, îñâåùà-
åìîé Ñîëíöåì, íî è ñ òîé ïîâåðõíîñòè, íà
êîòîðóþ ëó÷è Ñîëíöà íå ïàäàþò.

Ðàññìîòðèì òåïåðü î÷åíü òîíêóþ ëåäÿíóþ
ïëàñòèíó, òîëùèíà êîòîðîé h âî ìíîãî ðàç
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ìåíüøå 1,6 ì, íàïðèìåð, h = 1 ñì. Â ýòîì
ñëó÷àå ïîòåðè òåïëà ïðîèñõîäÿò íå ñ îäíîé
ïîâåðõíîñòè (îáðàùåííîé ê Ñîëíöó), à ñ äâóõ
ïîâåðõíîñòåé. Òåìïåðàòóðû ýòèõ ïîâåðõíî-
ñòåé áëèçêè äðóã ê äðóãó, ïîñêîëüêó ïðè
ìàëîé òîëùèíå ïëàñòèíû õîðîøî ðàáîòàåò
ìåõàíèçì òåïëîïðîâîäíîñòè. Ïðè òîé æå
ñàìîé ïîñòóïàþùåé íà êàæäûé êâàäðàòíûé
ìåòð ìîùíîñòè 20,34 êÂò ìW �  ïîòåðè òåï-
ëà ñ îäíîé ïîâåðõíîñòè óìåíüøèëèñü â äâà
ðàçà. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå âû÷èñëåíèÿ ìîæíî
ïîâòîðèòü, òîëüêî ïîñòóïàþùóþ ìîùíîñòü
íóæíî óìåíüøèòü â äâà ðàçà. Òîãäà óñòàíî-
âèâøàÿñÿ òåìïåðàòóðà áóäåò ðàâíà 229,2 Ê.
Â òàêîì ñëó÷àå áî �cëüøóþ ÷àñòü ïîòåðü òåïëà
îáåñïå÷èâàåò èçëó÷åíèå: èçë 313W � Âò. Íà
èñïàðåíèå ðàñõîäóåòñÿ îñòàâøàÿñÿ ìîùíîñòü

èñï 29,5W � Âò. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî äëÿ òîíêîé
ëåäÿíîé ïëàñòèíêè ïðè òåìïåðàòóðå 229 Ê
ìîùíîñòè ïîòåðü íà èçëó÷åíèå è íà èñïàðå-
íèå îòëè÷àþòñÿ ïðèìåðíî â 10 ðàç! Äëÿ
ïîëíîãî èñïàðåíèÿ òàêîé ïëàñòèíêè òîëùè-
íîé 1 ñì èç ëüäà ïîòðåáóåòñÿ ïðîìåæóòîê
âðåìåíè ïðèìåðíî 9,5 ñóòîê.

Ïîíÿòíî, ÷òî äëÿ ëüäèíêè â ôîðìå, íàïðè-
ìåð, øàðèêà ñ äèàìåòðîì 1 ñì (òàêîé ðàçìåð
ìîãóò èìåòü ãðàäèíêè) ïëîùàäè, ñ êîòîðûõ
ïîëó÷àåòñÿ è îòäàåòñÿ òåïëî, îòëè÷àþòñÿ.
Ïîãëîùàåìàÿ ìîùíîñòü ïîñòóïàåò íà ïëî-
ùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ øàðèêà 2 4D�S , à
ïîòåðè òåïëà ïðîèñõîäÿò ñ ïîâåðõíîñòè øà-
ðèêà, ïëîùàäü êîòîðîé â 4 ðàçà áîëüøå è
ðàâíà 2D�S . Ïîýòîìó è äëÿ òàêîãî ñëó÷àÿ ìîæíî
ïðèìåíèòü òîò æå ñàìûé ñïîñîá âû÷èñëåíèé,
òîëüêî ïîñòóïàþùóþ íà åäèíèöó ïëîùàäè
ìîùíîñòü ñëåäóåò ñ÷èòàòü â 4 ðàçà ìåíüøåé.

Âû÷èñëèì òåìïåðàòóðó, à òàêæå îöåíèì
âðåìÿ èñïàðåíèÿ ëåäÿíîãî øàðèêà äëÿ ýòîãî
ñëó÷àÿ. Òåìïåðàòóðà óñòàíîâèòñÿ îêîëî 197 Ê.
Â ïåðåñ÷åòå íà 21 ì  ïîãëîùàåìàÿ ìîùíîñòü
îñòàëàñü òàêîé æå: 2342,5 Âò ì . Íî ïðè
âû÷èñëåííîé òåìïåðàòóðå ìîùíîñòü ïîòåðü
íà èçëó÷åíèå, ïðèâåäåííàÿ ê 21 ì , ñîñòàâèò

2341,6 Âò ì . À íà èñïàðåíèå áóäåò òðàòèòüñÿ
âñåãî 21 Âò ì . Âðåìåíè íà èñïàðåíèå ëåäÿíî-
ãî øàðèêà ñ íà÷àëüíûì ðàäèóñîì 0,5 ñì
ïîòðåáóåòñÿ 1,95 ãîäà 2�|  ãîäà. Òàêèì îáðà-
çîì, â ýòîé ñèòóàöèè (ïðè òåìïåðàòóðå 197 Ê)
ïîòåðè íà èçëó÷åíèå â 3 40 ðàç áîëüøå ïî-
òåðü, ñâÿçàííûõ ñ èñïàðåíèåì ìîëåêóë.

Êîíå÷íî, ïîëó÷åííûå âåëè÷èíû òåìïåðà-
òóð è âðåìåí èñïàðåíèÿ ñëåäóåò ñ÷èòàòü
îöåíî÷íûìè. È ðåàëüíîñòü ãîðàçäî ñëîæíåå

èñïîëüçîâàííîé ìîäåëè. Íàïîìíèì, â íà-
øåé ìîäåëè ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ëåä íåïðîç-
ðà÷åí, íî äëÿ î÷åíü òîíêèõ ñëîåâ ëüäà ýòî
íåñïðàâåäëèâî. Êðîìå òîãî, ïîãëîùåíèå è
îòðàæåíèå ñîëíå÷íîãî èçëó÷åíèÿ íà ñàìîì
äåëå çàâèñèò îò óãëà ïàäåíèÿ íà ïîâåðõ-
íîñòü, à ýòî îáñòîÿòåëüñòâî íå ó÷èòûâàëîñü
ïðè âû÷èñëåíèè ïîãëîùàåìîé ýíåðãèè ñîë-
íå÷íûõ ëó÷åé äëÿ øàðèêà. Ýòè ÿâëåíèÿ
äîëæíû óâåëè÷èòü âðåìÿ èñïàðåíèÿ ìàëåíü-
êîãî êóñî÷êà ëüäà.

Äåëàåì âûâîä: çàâèñèìîñòè îò òåìïåðàòó-
ðû ìîùíîñòè òåïëîâûõ ïîòåðü, ñâÿçàííûõ ñ
òåïëîâûì èçëó÷åíèåì, ïðîïîðöèîíàëüíîé 4T ,
è ìîùíîñòè ïîòåðè òåïëà, ñâÿçàííîé ñ èñïà-
ðåíèåì âåùåñòâà, ïðîïîðöèîíàëüíîé

�� ���� ��exp L RT�� , äåéñòâèòåëüíî ðàçíûå. Ïî-
ëó÷åííûå îòëè÷èÿ äîëåé îáùåé ìîùíîñòè
òåïëîâûõ ïîòåðü ïðè ðàçíûõ òåìïåðàòóðàõ
äëÿ ýòèõ äâóõ ìåõàíèçìîâ ïîòåðü òåïëà
êà÷åñòâåííî ñîîòâåòñòâóþò ðåàëüíîñòè.
Èíûìè ñëîâàìè, ñ ðîñòîì òåìïåðàòóðû ìîù-
íîñòü ïîòåðü, ñâÿçàííûõ ñ èñïàðåíèåì, ðàñ-
òåò áûñòðåå, ÷åì ìîùíîñòü òåïëîâûõ ïîòåðü
çà ñ÷åò èçëó÷åíèÿ. Ñðàâíèâàþòñÿ ýòè ìîù-
íîñòè äëÿ òîëñòîé ëüäèíû ïðè òåìïåðàòóðå
îêîëî 256 Ê 17 Ñ� �� �q . Ýòà òåìïåðàòóðà óñòà-
íîâèòñÿ íà ïîâåðõíîñòè ëüäèíû, åñëè îíà
áóäåò íàõîäèòüñÿ áëèæå ê Ñîëíöó, ÷åì Çåì-
ëÿ, íà 25 ìëí êì. Åñëè ëüäèíà îêàæåòñÿ íà
ðàññòîÿíèè îò Ñîëíöà â äâà ðàçà ìåíüøåì,
÷åì ðàññòîÿíèå îò Çåìëè äî Ñîëíöà, òî â ýòîì
ñëó÷àå ïðè òîì æå êîýôôèöèåíòå ïîãëîùå-
íèÿ ïàäàþùåãî íà ëüäèíó èçëó÷åíèÿ ( 25%)
óñòàíîâèâøàÿñÿ íà îñâåùàåìîé ïîâåðõíîñòè
òåìïåðàòóðà ñòàíåò ðàâíîé 272 Ê è ëåä âîò-
âîò íà÷íåò ïëàâèòüñÿ. Ïðè ýòîì íà èñïàðå-
íèå ëüäà áóäåò òðàòèòüñÿ ìîùíîñòü ïðèìåð-
íî 21060 Âò ì , à íà èçëó÷åíèå ñ îñâåùàåìîé
ïîâåðõíîñòè 2310 Âò ì . Ïðè äàëüíåéøåì
óìåíüøåíèè ðàññòîÿíèÿ ìåæäó Ñîëíöåì è
ëüäèíîé ëåä ðàñòàåò è ñêîðîñòü èñïàðåíèÿ
âîçðàñòåò. Íó è, êàê ñëåäñòâèå, ïîÿâèâøèé-
ñÿ âîäÿíîé ïàð áóäåò ñäóâàòüñÿ ñîëíå÷íûì
èçëó÷åíèåì è îáðàçóåò çàìåòíûé õâîñò.

Õâîñòàòàÿ ëüäèíà – ýòî è åñòü âîçìîæ-
íûé âàðèàíò êîìåòû.

Ïîíÿòíî, ÷òî ïðåäëîæåííûé ñïîñîá îöåí-
êè ñêîðîñòè èñïàðåíèÿ ìîëåêóë îñíîâàí íà
êëàññè÷åñêîé ìîäåëè òåïëîâûõ ÿâëåíèé, è,
âîçìîæíî, îí íå î÷åíü òî÷íûé. Íî äëÿ
îáúÿñíåíèÿ ðàññìîòðåííûõ ÿâëåíèé è ïðî-
öåññîâ ýòîãî âïîëíå äîñòàòî÷íî.



Ï Ð À Ê Ò È Ê Ó Ì  À Á È Ò Ó Ð È Å Í Ò À

Ï àðàäîêñû
ïëîñêîãî

êîíäåíñàòîðà
Ñ.ÊÎÇÅË

«Êàêèå ìîãóò áûòü çäåñü ïàðàäîêñû, –
ñêàæåò ÷èòàòåëü, – âåäü ýòî òàêàÿ ïðîñòàÿ
ýëåêòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà». È äåéñòâèòåëüíî,
÷òî ìîæåò áûòü ïðîùå ïëîñêîãî êîíäåíñàòî-
ðà? Èç øêîëüíîãî ó÷åáíèêà ôèçèêè ìû
çíàåì, ÷òî òàê íàçûâàþò ñèñòåìó, ñîñòîÿ-
ùóþ èç äâóõ ïàðàëëåëüíî ðàñïîëîæåííûõ
íà íåáîëüøîì ðàññòîÿíèè ïðîâîäÿùèõ ïëà-
ñòèí, ìåæäó êîòîðûìè íàõîäèòñÿ ñëîé äèý-
ëåêòðèêà.

Åñëè ïëàñòèíû (îáêëàäêè) êîíäåíñàòîðà
ïîäñîåäèíèòü ê ïîëþñàì áàòàðåè, òî íà îä-
íîé èç íèõ ïîÿâèòñÿ íåêîòîðûé çàðÿä q�� , à
íà äðóãîé – çàðÿä q�� . Ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå
ïëîñêîãî êîíäåíñàòîðà ñîñðåäîòî÷åíî, â îñ-
íîâíîì, â ïðîñòðàíñòâå ìåæäó ïëàñòèíàìè.
Ýòî ïîëå îäíîðîäíî, ò.å. âåêòîð íàïðÿæåí-
íîñòè îäèíàêîâ âî âñåõ òî÷êàõ. Åìêîñòü ïëîñ-
êîãî êîíäåíñàòîðà âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé
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ãäå �'�M – ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ ìåæäó îá-
êëàäêàìè êîíäåíñàòîðà, S – ïëîùàäü êàæ-
äîé ïëàñòèíû, d – ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè,
�H – äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü ñðåäû,

0�H – ýëåêòðè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ.
Êàçàëîñü áû, âñå ÿñíî. À ìåæäó òåì

ìíîãèå àáèòóðèåíòû, «âñòðåòèâøèñü» íà
ýêçàìåíå ñ ïëîñêèì êîíäåíñàòîðîì, èñïû-
òûâàþò îïðåäåëåííûå çàòðóäíåíèÿ. Â ðÿäå
ñëó÷àåâ îíè, îïèðàÿñü, âðîäå áû, íà õîðîøî
èçâåñòíûå ôàêòû, ïðèõîäÿò ê ïðîòèâîðå÷è-
âûì ðåçóëüòàòàì, è âîçíèêàåò ïàðàäîêñàëü-
íàÿ ñèòóàöèÿ. Ðàçóìååòñÿ, âñå ýòè ïàðàäîê-
ñû ìîæíî ëåãêî ðàçðåøèòü, åñëè ãëóáîêî è
íåôîðìàëüíî ðàçîáðàòüñÿ â çàêîíàõ ýëåêò-
ðîñòàòèêè. Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ.

Ïàðàäîêñ 1

Ðàññìîòðèì çàðÿæåííûé ïëîñêèé âîçäóø-
íûé êîíäåíñàòîð. Ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ ìåæ-
äó åãî îáêëàäêàìè
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Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî �' �M ïðîïîðöèî-
íàëüíî ðàññòîÿíèþ d ìåæäó ïëàñòèíàìè
êîíäåíñàòîðà. Ýòî çíà÷èò, ÷òî, ðàçäâèãàÿ
ïëàñòèíû çàðÿæåííîãî êîíäåíñàòîðà, ìû
ìîæåì óâåëè÷èâàòü ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ
ìåæäó íèìè. Çàðÿäèâ, íàïðèìåð, êîíäåíñà-
òîð äî ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ 10 Â è óâåëè÷èâ
çàòåì çàçîð d â 310 , 410 , ... ðàç, ìû ïîëó÷èì
�'�M ðàâíûì, ñîîòâåòñòâåííî, 410 Â, 510 Â è
ò.ä. Êàêîé ïðîñòîé è õîðîøèé ñïîñîá ñîçäà-
íèÿ óñêîðèòåëÿ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö! Íå ïðàâ-
äà ëè?

Ìû ÿâíî âñòóïàåì çäåñü â ïðîòèâîðå÷èå ñî
çäðàâûì ñìûñëîì, êîòîðûé ïîäñêàçûâàåò
íàì, ÷òî åùå îäèí øàã, è ìû ïðèäåì ê
íàðóøåíèþ îäíîãî èç îñíîâíûõ ïðèíöèïîâ
ôèçèêè – çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè.

È âñå æå, ïðàâèëüíû èëè íåò íàøè ðàññóæ-
äåíèÿ? Îáû÷íî àáèòóðèåíòû ñðàçó îòâå÷àþò,
÷òî òàêîãî áûòü íå ìîæåò, íî äàëåêî íå âñå
óêàçûâàþò ôèçè÷åñêóþ ïðè÷èíó ýòîãî. À íà
ñàìîì äåëå âñå î÷åíü ïðîñòî. Ïðèâåäåííàÿ
ôîðìóëà äëÿ åìêîñòè ïëîñêîãî êîíäåíñàòîðà
ñïðàâåäëèâà òîëüêî ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ d,
ò.å. êîãäà d ñóùåñòâåííî ìåíüøå ëèíåéíûõ
ðàçìåðîâ ïëàñòèí. Ïðè áîëüøèõ çàçîðàõ ìåæ-
äó îáêëàäêàìè ïîëå ïåðåñòàåò áûòü îäíîðîä-
íûì è ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ �'�M ïåðåñòàåò
ëèíåéíî çàâèñåòü îò d.

Ìû çàòðîíóëè çäåñü î÷åíü âàæíûé âîïðîñ
î ïðåäåëàõ ïðèìåíèìîñòè ôèçè÷åñêèõ ðå-
çóëüòàòîâ. Ëþáàÿ ôèçè÷åñêàÿ ìîäåëü âñåãäà
èìååò îãðàíè÷åííóþ ïðèìåíèìîñòü. Íåëüçÿ,
íàïðèìåð, ïðèìåíÿòü ìîäåëü èäåàëüíîãî ãàçà
ê ðåàëüíûì ãàçàì ïðè âûñîêèõ äàâëåíèÿõ è
íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ. Ôîðìóëà äëÿ åìêîñòè
ïëîñêîãî êîíäåíñàòîðà ïåðåñòàåò «ðàáîòàòü»,
êîãäà ðàññòîÿíèå ìåæäó îáêëàäêàìè ñòàíî-
âèòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèì è ýëåêòðè÷åñêîå
ïîëå ìåæäó íèìè îêàçûâàåòñÿ íåîäíîðîä-
íûì. Íåëüçÿ íåïîñðåäñòâåííî ïðèìåíÿòü
çàêîí Êóëîíà äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñèëû ýëåêò-
ðè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ïëàñòèíà-
ìè ïëîñêîãî êîíäåíñàòîðà. Ê ñîæàëåíèþ,
àáèòóðèåíòû íåðåäêî â ýòîì ñëó÷àå ïèøóòÎïóáëèêîâàíî â «Êâàíòå» ¹8 çà 1985 ãîä.
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(ïðè ýòîì ñèëà íå çàâèñèò îò ðàññòîÿíèÿ d).
Òåïåðü ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó äëÿ ñàìîñòî-

ÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.
Çàäà÷à 1. Ïîïðîáóéòå îöåíèòü, âî ñêîëüêî

ðàç ìîæíî óâåëè÷èòü ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ
ìåæäó îáêëàäêàìè çàðÿæåííîãî ïëîñêîãî
êîíäåíñàòîðà, åñëè óäàëèòü èõ íà î÷åíü áîëü-
øîå ðàññòîÿíèå äðóã îò äðóãà. Ëèíåéíûé
ðàçìåð ïëàñòèí a S�  è íà÷àëüíîå ðàññòîÿ-
íèå d ìåæäó íèìè ñ÷èòàòü èçâåñòíûìè.

Çàìåòèì, ÷òî òàêîãî ðîäà çàäà÷è íà îöåí-
êè, ãäå òî÷íûé ðàñ÷åò çàòðóäíèòåëåí, èãðà-
þò â ôèçèêå áîëüøóþ ðîëü. Îíè òðåáóþò
âûáîðà óïðîùåííîé ôèçè÷åñêîé ìîäåëè è
ïîçâîëÿþò îöåíèòü ìàñøòàáû ÿâëåíèÿ ïî
ïîðÿäêó âåëè÷èíû.

Ïàðàäîêñ 2

Âîçüìåì çàðÿæåííûé è èçîëèðîâàííûé
ïëîñêèé êîíäåíñàòîð è ïðîñâåðëèì â åãî
ïëàñòèíàõ äâà ìàëåíüêèõ îòâåðñòèÿ – îäíî
íàïðîòèâ äðóãîãî. Ïðè ýòîì ïîëå âíóòðè
êîíäåíñàòîðà ïðàêòè÷åñêè íå èçìåíèòñÿ è
îñòàíåòñÿ îäíîðîäíûì. Ïóñòü ÷åðåç îäíî èç
îòâåðñòèé â êîíäåíñàòîð âëåòàåò ñ íåáîëü-
øîé íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ çàðÿæåííàÿ ÷àñ-
òèöà òàê, ÷òîáû ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå êîíäåí-
ñàòîðà óñêîðÿëî åå (ðèñ. 1). (Äëÿ ýòîãî,
î÷åâèäíî, ÷àñòèöà äîëæíà âëåòàòü â êîíäåí-
ñàòîð ÷åðåç îòâåðñòèå â îäíîèìåííî çàðÿ-
æåííîé ïëàñòèíå.)

Ïðîëåòåâ ÷åðåç êîíäåíñàòîð, ÷àñòèöà âû-
ëåòàåò èç äðóãîãî îòâåðñòèÿ, ïðèîáðåòÿ äî-
ïîëíèòåëüíóþ ýíåðãèþ W q�' � �'�M. Òåïåðü
ïðåäëàãàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ

èçìåíèòü íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ ÷àñòèöû
òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îíà ñíîâà âëåòåëà
÷åðåç ïåðâîå îòâåðñòèå â êîíäåíñàòîð. Íà-
ïîìíèì, ÷òî ñèëà Ëîðåíöà, äåéñòâóþùàÿ ñî
ñòîðîíû ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà äâèæóùóþñÿ
çàðàæåííóþ ÷àñòèöó, íå ñîâåðøàåò ðàáîòû,
òàê êàê îíà ïåðïåíäèêóëÿðíà âåêòîðó ñêîðî-
ñòè ÷àñòèöû.

Ïðè ïîâòîðíîì ïðîëåòå ÷åðåç êîíäåíñàòîð
÷àñòèöà âíîâü ïðèîáðåòåò äîïîëíèòåëüíóþ
ýíåðãèþ W�' , â ñëåäóþùåì öèêëå – åùå W�'
è ò.ä. Ìû ñ âàìè «èçîáðåëè» öèêëè÷åñêèé
óñêîðèòåëü, êîòîðûé íå íóæäàåòñÿ â èñòî÷íè-
êå ýíåðãèè. Åùå íåìíîãî ôàíòàçèè – è ìû
ñêîíñòðóèðóåì òàê íàçûâàåìûé âå÷íûé äâèãà-
òåëü, ðàáîòàþùèé áåç ïîòðåáëåíèÿ ýíåðãèè!

Ê ýòîìó îøèáî÷íîìó ðåçóëüòàòó ìû ïðè-
øëè ïîòîìó, ÷òî íå ïðèíÿëè âî âíèìàíèå
îäíî èç ôóíäàìåíòàëüíûõ ñâîéñòâ ýëåêòðî-
ñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ – åãî ïîòåíöèàëüíûé õà-
ðàêòåð. Ïîòåíöèàëüíîñòü ýëåêòðîñòàòè÷åñ-
êîãî ïîëÿ îçíà÷àåò, ÷òî åñëè èç îäíîé òî÷êè
ïðîñòðàíñòâà â äðóãóþ ìû ïåðåíîñèì çàðÿ-
æåííîå òåëî, òî ðàáîòà ýëåêòðè÷åñêèõ ñèë íå
çàâèñèò îò ôîðìû ïóòè, à îïðåäåëÿåòñÿ òîëü-
êî ïîëîæåíèÿìè íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé òî-
÷åê. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè çàðÿæåííîå
òåëî ïåðåíîñèòü ïî çàìêíóòîé òðàåêòîðèè,
òî ïðè âîçâðàùåíèè â èñõîäíóþ òî÷êó ïîë-
íàÿ ðàáîòà ýëåêòðè÷åñêèõ ñèë îáðàùàåòñÿ â
íîëü. (Íàïîìíèì, ÷òî òàêèì æå ñâîéñòâîì
îáëàäàåò è ãðàâèòàöèîííîå ïîëå.) Èìåííî
ýòî ñâîéñòâî ïîçâîëÿåò ââåñòè ïîíÿòèÿ ïî-
òåíöèàëüíîé ýíåðãèè è ïîòåíöèàëà.

Â íàøåì ñëó÷àå ïðè äâèæåíèè çàðÿæåííîé
÷àñòèöû âíóòðè êîíäåíñàòîðà ýëåêòðè÷åñêîå
ïîëå óñêîðÿåò, à âíå êîíäåíñàòîðà – òîðìîçèò
åå, è êîãäà ÷àñòèöà ïîäëåòàåò ê îòâåðñòèþ â
ïåðâîé ïëàñòèíå, åå ýíåðãèÿ ïðèíèìàåò ïðå-
æíåå çíà÷åíèå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ðàññìàòðè-
âàåìîì ïðèìåðå ìû ïðèíöèïèàëüíî íå ìîæåì
ïðåíåáðåãàòü ïîëåì âíå ïëîñêîãî êîíäåíñàòî-
ðà. Ðàçóìååòñÿ, îíî çíà÷èòåëüíî ñëàáåå ïîëÿ
ìåæäó îáêëàäêàìè, íî â íåì ÷àñòèöà ïðîëåòà-
åò ãîðàçäî áîëüøèé ïóòü; â ðåçóëüòàòå â
òîðìîçÿùåì ïîëå âíå êîíäåíñàòîðà îíà òåðÿ-
åò êàê ðàç òó ýíåðãèþ, êîòîðóþ ñîîáùèëî åé
óñêîðÿþùåå ïîëå âíóòðè êîíäåíñàòîðà.

Ïàðàäîêñ 3

Âîò åùå îäèí ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî
ïðåíåáðåæåíèå âíåøíèì ïîëåì ïëîñêîãî
êîíäåíñàòîðà (èëè, êàê åãî íàçûâàþò, ïîëåìÐèñ. 1
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ðàññåÿíèÿ) ìîæåò ïðèâåñòè ê ïðèíöèïèàëü-
íî íåâåðíûì âûâîäàì.

Â øêîëüíîì ó÷åáíèêå ñêàçàíî, ÷òî òåëà, â
òîì ÷èñëå è ïðîâîäÿùèå, ðàñïîëîæåííûå âíå
êîíäåíñàòîðà, ïðàêòè÷åñêè íå âëèÿþò íà åãî
åìêîñòü. ×àùå âñåãî òàê è áûâàåò. Ïóñòü,
íàïðèìåð, âáëèçè îáêëàäêè ïëîñêîãî êîíäåí-
ñàòîðà ðàñïîëîæåíà åùå îäíà ïðîâîäÿùàÿ
íåçàðÿæåííàÿ ïëàñòèíà «à» (ðèñ.  2). Ýòà
ïëàñòèíà íå èçìåíèò ïîëÿ âíóòðè êîíäåíñàòî-
ðà, è åãî åìêîñòü îñòàíåòñÿ ïðåæíåé. Ïîäíå-
ñåì òåïåðü ê êîíäåíñàòîðó åùå îäíó ïëàñòèíó
– «á» è ðàñïîëîæèì åå âáëèçè âòîðîé îáêëàä-
êè êîíäåíñàòîðà. È ýòà ïëàñòèíà íå îêàæåò
âëèÿíèÿ íà åìêîñòü êîíäåíñàòîðà.

Òåïåðü ñîåäèíèì âíåøíèå íåçàðÿæåííûå
ïëàñòèíû ïðîâîäíèêîì. Íàø êîíäåíñàòîð
îêàçàëñÿ êàê áû âñòàâëåííûì âíóòðü ïðîâî-
äÿùåé êîðîáêè. ×òî ïðè ýòîì ïðîèçîéäåò?

Ìíîãèå àáèòóðèåíòû óòâåðæäàþò, ÷òî è â
ýòîì ñëó÷àå ïîëå ìåæäó îáêëàäêàìè êîíäåí-
ñàòîðà íå èçìåíèòñÿ (òàê êàê âíåøíèå ïëàñ-
òèíû áûëè íå çàðÿæåíû) è, ñëåäîâàòåëüíî,
åìêîñòü êîíäåíñàòîðà òîæå íå èçìåíèòñÿ. À
ìåæäó òåì ñõåìà, èçîáðàæåííàÿ íà ðèñóí-
êå  2, ïðè çàìêíóòûõ êðàéíèõ ïëàñòèíàõ
ýêâèâàëåíòíà öåïè èç òðåõ, êîíäåíñàòîðîâ
(ðèñ. 3). Åñëè âñå ïðîìåæóòêè ìåæäó ïëàñ-
òèíàìè îäèíàêîâû, òî åìêîñòü òàêîãî ñëîæ-

íîãî êîíäåíñàòîðà ðàâíà 0
3
2

C C� , ãäå 0C  –

ïåðâîíà÷àëüíàÿ åìêîñòü. Òàêèì îáðàçîì,
åìêîñòü èçìåíèëàñü, à èìåííî – óâåëè÷èëàñü
â 1,5 ðàçà. Êàê ýòî ìîæíî îáúÿñíèòü?

Îêàçûâàåòñÿ, ïðè÷èíîé âñåìó – ïîëå ðàñ-
ñåÿíèÿ êîíäåíñàòîðà. Ïîä åãî äåéñòâèåì
ïðîèñõîäèò ïåðåðàñïðåäåëåíèå çàðÿäîâ íà
âíåøíèõ ïëàñòèíàõ, â ðåçóëüòàòå ÷åãî âåðõ-
íÿÿ ïëàñòèíà «à» îêàçûâàåòñÿ çàðÿæåííîé
îòðèöàòåëüíî, à íèæíÿÿ «á» – ïîëîæèòåëü-
íî. (Êñòàòè ñêàçàòü, èç ðèñóíêà 3 ñëåäóåò,
÷òî åñëè îäíó èç âíåøíèõ ïëàñòèí ñîåäèíèòü
ïðîâîäíèêîì ñ îäíîé èç ïëàñòèí äàííîãî
êîíäåíñàòîðà, òî åìêîñòü ñòàíåò ðàâíîé 02C .)

Ïàðàäîêñ 4

Ïóñòü ìû èìååì äâà îäèíàêîâûõ êîíäåíñà-
òîðà (äàæå íå îáÿçàòåëüíî ïëîñêèõ) åìêîñ-
òüþ Ñ êàæäûé. Îäèí èç íèõ çàðÿæåí çàðÿ-
äîì 0q , à äðóãîé íå çàðÿæåí. Ýëåêòðè÷åñêàÿ
ýíåðãèÿ, çàïàñåííàÿ â êîíäåíñàòîðàõ, ðàâíà

2
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1 0
2
q

W
C

� �� .

Ñîåäèíèì òåïåðü êîíäåíñàòîðû ïàðàëëåëü-
íî äðóã äðóãó. Òîãäà îáùèé çàðÿä êîíäåíñà-
òîðîâ îñòàíåòñÿ ïðåæíèì è ðàâíûì 0q , à
ñóììàðíàÿ åìêîñòü áóäåò ðàâíà 2Ñ. Òåïåðü
ýëåêòðè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû ðàâíà

�� ��

2
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2 1
1

2 2 2
q
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C
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Êóäà æå äåâàëàñü ïîëîâèíà ïðåæíåãî çàïàñà
ýíåðãèè? (Çàìåòèì, ÷òî ïðè ñîåäèíåíèè êîí-
äåíñàòîðîâ íèêàêîé âíåøíåé ðàáîòû íå ñî-
âåðøàåòñÿ.)

Äëÿ òîãî ÷òîáû ðàçîáðàòüñÿ â ýòîì, ðàñ-
ñìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà êîíäåíñàòîðû ïîäñî-
åäèíÿþòñÿ äðóã ê äðóãó ÷åðåç ðåçèñòîð ñî-
ïðîòèâëåíèåì R (ðèñ. 4). Ïðè ïåðåçàðÿäêå
êîíäåíñàòîðîâ ïî ðåçèñòîðó ïðîòåêàåò òîê,
è, ñëåäîâàòåëüíî, íà íåì âûäåëÿåòñÿ äæîó-
ëåâî òåïëî. Çäåñü êàê áóäòî âñå ÿñíî. Íî
ïîëó÷èì ëè ìû êîëè÷åñòâåííîå ñîãëàñèå?
Ïðîâåäåì ðàñ÷åò. Äëÿ ýòîãî íàì íåîáõîäèìî
íàéòè çàâèñèìîñòü òîêà îò âðåìåíè.

Îáîçíà÷èì çàðÿä ïðàâîãî êîíäåíñàòîðà íà
ðèñóíêå  4 â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè t

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3 Ðèñ. 4
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ïîñëå çàìûêàíèÿ êëþ÷à ÷åðåç q. Òîãäà çàðÿä
ëåâîãî êîíäåíñàòîðà â òîò æå ìîìåíò ðàâåí

0q q�� , à òîê, ïðîòåêàþùèé ïî ñîïðîòèâëå-
íèþ R, ðàâåí
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0
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q q q
i q q
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�© �¹
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Åñëè ïðèíÿòü âî âíèìàíèå, ÷òî ïî îïðåäåëå-
íèþ òîê ðàâåí èçìåíåíèþ çàðÿäà â åäèíèöó
âðåìåíè, ò.å. ïðîèçâîäíîé îò çàðÿäà ïî âðå-

ìåíè: 
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i
dt

� , òî ìû ïîëó÷èì óðàâíåíèå
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Óäîáíåå çàïèñàòü óðàâíåíèå íå äëÿ çàðÿäà,
à äëÿ òîêà, ïîýòîìó íàïèñàííîå âûøå ñîîò-
íîøåíèå ïî÷ëåííî ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïî
âðåìåíè:

2
0

di
i

dt RC
�� � , èëè 

2di
dt

i RC
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Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ëåãêî ïðîèíòåãðèðî-
âàòü. Ïðè ýòîì ëåâóþ ÷àñòü íóæíî ïðîèíòåãðè-
ðîâàòü â ïðåäåëàõ îò ïåðâîíà÷àëüíîãî çíà÷å-
íèÿ òîêà 0i  äî çíà÷åíèÿ òîêà �� ��i t  â ðàññìàòðè-
âàåìûé ìîìåíò âðåìåíè, à ïðàâóþ – îò 0 äî t .
Ïîëó÷èì
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0
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Çíà÷åíèå òîêà 0i  â ïåðâûé ìîìåíò ïîñëå
çàìûêàíèÿ êëþ÷à ìîæíî îïðåäåëèòü èç ñëå-
äóþùèõ ôèçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé: â ïåðâûé
ìîìåíò ëåâûé êîíäåíñàòîð çàðÿæåí äî ðàç-
íîñòè ïîòåíöèàëîâ 0q C, à ïðàâûé – íå
çàðÿæåí. Ïîýòîìó ïàäåíèå íàïðÿæåíèÿ íà
ðåçèñòîðå êàê ðàç ðàâíî 0q C. Îòñþäà ñëåäó-
åò, ÷òî �� ��0 0i q CR� .

Ãðàôèê ôóíêöèè �� ��i t  èçîáðàæåí íà ðèñóí-
êå 5. Òàêèå ôóíêöèè íàçûâàþòñÿ ýêñïîíåíòà-
ìè. Îíè î÷åíü ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ ïðè ðåøåíèè
ôèçè÷åñêèõ çàäà÷. Âðåìÿ �W, â òå÷åíèå, êîòîðî-

ãî ñèëà òîêà óìåíüøàåòñÿ â å ðàç, íàçûâàåòñÿ
ïîñòîÿííîé âðåìåíè ñèñòåìû. Â íàøåì ñëó÷àå

2CR�W� . ×åì ìåíüøå ñîïðîòèâëåíèå R, òåì
áûñòðåå ïðîèñõîäèò çàòóõàíèå òîêà.

Òåïåðü íàì îñòàëîñü âû÷èñëèòü äæîóëåâî
òåïëî:

�� �� �� ��
2

42 0
2

0 0

t RCq
Q i t R dt e dt

C R

�f �f
��� � � �³ �³

2
0

1
1

4 2
q

W
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� � 

Èòàê, ïàðàäîêñ ðàçðåøåí. Íåçàâèñèìî îò
âåëè÷èíû R ðîâíî ïîëîâèíà ïåðâîíà÷àëü-
íîé ýíåðãèè êîíäåíñàòîðà ïåðåõîäèò â òåï-
ëî, à âòîðàÿ ïîëîâèíà ñîõðàíÿåòñÿ â âèäå
ýëåêòðè÷åñêîé ýíåðãèè êîíäåíñàòîðîâ ïîñëå
èõ ïåðåçàðÿäêè.

Îñòàåòñÿ ñêàçàòü íåñêîëüêî ñëîâ î ïðåäåëü-
íîì ñëó÷àå 0R �o . ×òî, åñëè ìû ñîåäèíèì
êîíäåíñàòîðû èäåàëüíûìè ïðîâîäíèêàìè
(ñâåðõïðîâîäíèêàìè)? Ôîðìàëüíî íàø ðå-
çóëüòàò îñòàåòñÿ â ñèëå, òàê êàê îí âîîáùå íå
çàâèñèò îò âåëè÷èíû R. Íî ãäå æå âûäåëÿåòñÿ
«ïîòåðÿííàÿ» ýíåðãèÿ è â êàêîì âèäå?

Ðàçóìååòñÿ, â ýòîì ïðåäåëüíîì ñëó÷àå
äæîóëåâà òåïëà íåò, íî ñóùåñòâåííóþ ðîëü
íà÷èíàåò èãðàòü èçëó÷åíèå ýëåêòðîìàãíèò-
íîé ýíåðãèè. Ïðè áûñòðûõ èçìåíåíèÿõ òîêà
â öåïè â îêðóæàþùåì ïðîñòðàíñòâå âîçíèêà-
åò ïåðåìåííîå ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå, è ïî-
ëîâèíà ïåðâîíà÷àëüíîé ýíåðãèè óíîñèòñÿ
ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíîé.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå íåîá-
õîäèìî ó÷èòûâàòü íåáîëüøóþ èíäóêòèâíîñòü
ñîåäèíèòåëüíûõ ïðîâîäîâ. Òîãäà öåïü ñòà-
íîâèòñÿ ïîõîæåé íà êîëåáàòåëüíûé êîíòóð ñ
ìàëûì (íî íå áåñêîíå÷íî ìàëûì!) çàòóõàíè-
åì. Ïðîöåññ ïåðåçàðÿäêè êîíäåíñàòîðîâ ïðè-
îáðåòàåò êîëåáàòåëüíûé õàðàêòåð, è èçëó÷å-
íèåì ýëåêòðîìàãíèòíîé ýíåðãèè â îêðóæàþ-
ùåå ïðîñòðàíñòâî ïðåíåáðå÷ü íèêàê íåëüçÿ.

Åùå îäèí ïàðàäîêñ, î÷åíü ïîõîæèé íà
ïðåäûäóùèé, ïîïðîáóéòå ðàçðåøèòü ñàìè.

Çàäà÷à 2. Èìååòñÿ íåçàðÿæåííûé êîíäåí-
ñàòîð åìêîñòüþ Ñ è áàòàðåÿ ñ ÝÄÑ E. Ïîäñî-
åäèíèì îáêëàäêè êîíäåíñàòîðà ê ïîëþñàì
áàòàðåè. Òîãäà íà ïëàñòèíàõ ïîÿâèòñÿ çàðÿä
q C� E, è êîíäåíñàòîð ïðèîáðåòåò ýëåêòðè-
÷åñêóþ ýíåðãèþ 2 2W C� E . Ïðè ýòîì áàòà-
ðåÿ ñîâåðøèò ðàáîòó 2A q C� � E E . Ìû âè-

äèì, ÷òî 
1
2

W A� . Êóäà æå äåâàëàñü âòîðàÿ

ïîëîâèíà ðàáîòû, ñîâåðøåííîé áàòàðååé?Ðèñ. 5
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Ïàðàäîêñ 5

Ïëîñêèé âîçäóøíûé êîíäåíñàòîð åìêîñ-
òüþ Ñ çàïîëíèëè äèýëåêòðè÷åñêîé æèäêî-
ñòüþ ñ ïðîíèöàåìîñòüþ �H è çàðÿäèëè äî
íàïðÿæåíèÿ U . Ïðè ýòîì êîíäåíñàòîð ïðè-
îáðåë ýëåêòðè÷åñêóþ ýíåðãèþ 2

1 2W CU� �H .
Çàòåì êîíäåíñàòîð îòñîåäèíèëè îò èñòî÷íè-
êà, æèäêîñòü ñëèëè è ïîñëå ýòîãî ðàçðÿäèëè.
Ëåãêî ñîîáðàçèòü, ÷òî ïðè ðàçðÿäêå âûäå-
ëèòñÿ ýíåðãèÿ 2

2 12W CU W� �H � �H  (çàðÿä
êîíäåíñàòîðà q CU� �H  ïðè ñëèâàíèè æèäêî-
ñòè íå èçìåíèëñÿ, à åìêîñòü ñòàëà ðàâíîé Ñ).
Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ïðè ðàçðÿäêå êîíäåíñàòîðà
âûäåëèòñÿ áîëüøå ýíåðãèè, ÷åì îí ïîëó÷èë
ïðè çàðÿäêå. Íàïðèìåð, 2 12W W�  ïðè 2�H � .
Âîçíèêëà ÿâíî ïàðàäîêñàëüíàÿ ñèòóàöèÿ.

Õîòÿ çàäà÷à î ðàçðÿäêå êîíäåíñàòîðà, èç
êîòîðîãî óäàëåí äèýëåêòðèê, â ðàçíûõ âàðè-
àíòàõ õîðîøî èçâåñòíà, ìíîãèå àáèòóðèåíòû
èñïûòûâàþò ñåðüåçíûå çàòðóäíåíèÿ, ïûòà-
ÿñü ðàçðåøèòü ýòîò ïàðàäîêñ. À îáúÿñíåíèå
çäåñü î÷åíü ïðîñòîå.

Ïðè óäàëåíèè äèýëåêòðèêà èç çàðÿæåííî-
ãî êîíäåíñàòîðà íóæíî ñîâåðøèòü íåêîòî-
ðóþ âíåøíþþ ïîëîæèòåëüíóþ ðàáîòó, òàê
êàê äèýëåêòðèê âñåãäà âòÿãèâàåòñÿ â îáëàñòü
áîëåå ñèëüíîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ (ìåæäó
îáêëàäêàìè). Çà ñ÷åò ýòîé ïîëîæèòåëüíîé
ðàáîòû âíåøíåé ñèëû è áóäåò óâåëè÷èâàòüñÿ
ýëåêòðè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ êîíäåíñàòîðà:

2 1 âíåøW W A�� � .

Â íàøåì ñëó÷àå æèäêèé äèýëåêòðèê âûòåêà-
åò èç êîíäåíñàòîðà ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿæå-
ñòè, ïîýòîìó ýíåðãèÿ êîíäåíñàòîðà âîçðàñòåò
íà âåëè÷èíó ðàáîòû ñèëû òÿæåñòè. Åñëè áû
êîíäåíñàòîð âñå âðåìÿ îñòàâàëñÿ ïîäêëþ-
÷åííûì ê èñòî÷íèêó, òî íåîáõîäèìî áûëî áû
ó÷èòûâàòü åùå è ðàáîòó áàòàðåè:

2 1 âíåø áàòW W A A�� � �� .

Ýòî ñîîòíîøåíèå âûðàæàåò çàêîí ñîõðàíå-
íèÿ ýíåðãèè äëÿ èçîëèðîâàííîãî êîíäåíñà-
òîðà (è âîîáùå äëÿ ëþáîé èçîëèðîâàííîé
ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé ñèñòåìû) ïðè íàëè÷èè
âíåøíèõ ñèë, ñîâåðøàþùèõ ðàáîòó.

Çàäà÷à 3. Ïîïðîáóéòå ñàìîñòîÿòåëüíî íàé-
òè âíåøíþþ ðàáîòó è ðàáîòó, êîòîðóþ ñî-
âåðøàåò áàòàðåÿ ñ ÝÄÑ E, ïðè ñëèâå æèäêîãî
äèýëåêòðèêà ñ ïðîíèöàåìîñòüþ �H èç êîíäåí-
ñàòîðà, ïîäñîåäèíåííîãî ê åå ïîëþñàì. Åì-
êîñòü âîçäóøíîãî êîíäåíñàòîðà ðàâíà Ñ.

Åñëè â ñèñòåìå åñòü àêòèâíîå ñîïðîòèâëå-
íèå, òî íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü è äæîóëåâî
òåïëî. Â ýòîì îáùåì ñëó÷àå çàêîí ñîõðàíå-
íèÿ ýíåðãèè óäîáíî çàïèñûâàòü â âèäå

áàò âíåøA Q W A�� � �' ��

– ðàáîòà, ñîâåðøàåìàÿ èñòî÷íèêîì, çà âû÷å-
òîì äæîóëåâà òåïëà èäåò íà óâåëè÷åíèå
ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé ýíåðãèè ñèñòåìû è íà
ðàáîòó ïðîòèâ âíåøíèõ ñèë.

Â çàêëþ÷åíèå – åùå íåñêîëüêî çàäà÷ äëÿ
ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.

Çàäà÷è
4. Â ïëîñêèé êîíäåíñàòîð ñ ïëîùàäüþ

ïëàñòèí S è ðàññòîÿíèåì ìåæäó íèìè d
âñòàâëåíà íåçàðÿæåííàÿ ìåòàëëè÷åñêàÿ ïëà-
ñòèíà òîëùèíîé l , ïàðàëëåëüíàÿ åãî îáêëàä-
êàì. Êîíäåíñàòîð ïîäñîåäèíåí ê áàòàðåå ñ
ÝÄÑ E. Êàêóþ ðàáîòó íàäî ñîâåðøèòü, ÷òî-
áû óäàëèòü ïëàñòèíó èç êîíäåíñàòîðà? Ðàñ-
ñìîòðåòü äâà ñëó÷àÿ: à) ïåðåä óäàëåíèåì
ïëàñòèíû êîíäåíñàòîð îòêëþ÷àþò îò áàòà-
ðåè; á) êîíäåíñàòîð âñå âðåìÿ îñòàåòñÿ ïîä-
êëþ÷åííûì ê áàòàðåå.

5. Äâà îäèíàêîâûõ ïëîñêèõ êîíäåíñàòîðà
åìêîñòüþ Ñ çàðÿæåíû çàðÿäîì q êàæäûé è
îòñîåäèíåíû îò èñòî÷íèêà. Çàòåì êîíäåíñàòî-
ðû âñòàâëÿþò äðóã â äðóãà äâóìÿ ñïîñîáàìè,
êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 6. Êàêóþ ðàáîòó
íóæíî ñîâåðøèòü â êàæäîì èç ýòèõ ñëó÷àåâ?
Ïëàñòèíû êîíäåíñàòîðîâ ñ÷èòàòü òîíêèìè, à
ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïëàñòèíàìè – îäèíàêîâûìè.

6. Îïðåäåëèòå ìàêñèìàëüíóþ ñèëó âçàè-
ìîäåéñòâèÿ ìåæäó îáêëàäêàìè ïëîñêîãî êîí-
äåíñàòîðà åìêîñòüþ Ñ è êîëè÷åñòâî òåïëîòû,
âûäåëèâøååñÿ íà ðåçèñòîðå ñîïðîòèâëåíè-
åì R, ïîñëå çàìûêàíèÿ êëþ÷à, åñëè ìàêñè-
ìàëüíûé òîê â öåïè ðàâåí 0i  (ðèñ. 7). Ðàñ-
ñòîÿíèå ìåæäó îáêëàäêàìè êîíäåíñàòîðà d.

Ðèñ. 6 Ðèñ. 7



äåìîíñòðèðóåò, êàê ÷åðåç èãðó ìîæíî ïîäîé-
òè ê ðàçëè÷íûì ìàòåìàòè÷åñêèì ñþæåòàì è
çàäà÷àì. Àâòîð ïîêàçûâàåò, ÷òî ìàòåìàòèêà
áóêâàëüíî îêðóæàåò íàñ, à ìàòåìàòè÷åñêèå
èãðû ìîæíî îáíàðóæèòü ïî÷òè âñþäó, åñëè
ïðàâèëüíî íàñòðîèòü âîñïðèÿòèå. Íåêîòîðûå
èãðû àâòîð ðàçáèðàåò ïîäðîáíî, îòêðûâàÿ
÷èòàòåëþ íîâûå ãîðèçîíòû, à äðóãèå îïèñû-
âàåò ëèøü â îáùèõ ÷åðòàõ, îñòàâëÿÿ ïðîñòîð
äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíûõ èññëåäîâàíèé.

Èëëþñòðàöèè â êíèãå âûïîëíåíû àâòîðîì
è çàñëóæèâàþò îòäåëüíîãî âíèìàíèÿ. Åñëè
âû óæå çíàêîìû ñ äðóãèìè êíèãàìè Îðëèíà,
òàêèìè êàê «Ìàòåìàòèêà ñ äóðàöêèìè ðèñóí-
êàìè» èëè «Âðåìÿ ïåðåìåííûõ», òî óçíàåòå
åãî ñòèëü. Çàáàâíûå ðèñóíêè ïîÿñíÿþò èãðî-
âûå ïîçèöèè, ïîìîãàÿ ëó÷øå ïîíÿòü ïðàâèëà,
à èíîãäà ñëóæàò äëÿ îáúÿñíåíèÿ ñëîæíûõ
èäåé. Ïîâåñòâîâàíèå âûäåðæàíî â ëåãêîì
ñòèëå, à ìÿãêèé þìîð àâòîðà è ïàðàäîêñàëü-
íûå êîììåíòàðèè íå òîëüêî ïðèâëåêàþò âíè-
ìàíèå, íî è ïîáóæäàþò ê ðàçìûøëåíèþ.

Ðàáîòàòü ñ êíèãîé ìîæíî íà
ðàçíûõ óðîâíÿõ. Ìîæíî ïðîñòî
ïðîâåñòè âðåìÿ ñ óäîâîëüñòâèåì,
à ìîæíî ïîãðóçèòüñÿ â òó èëè
èíóþ èãðó ñ ãîëîâîé: èçó÷èòü åå
ñâÿçè, èñòîðèþ, ñòðàòåãèè, ïðèäó-
ìàòü íîâûå ðàçíîâèäíîñòè èëè
ñðàâíèòü ñ äðóãèìè èãðàìè. Êíè-
ãà ïîäîéäåò ÷èòàòåëÿì îò 9 äî 99
ëåò, íî îñîáåííî îíà áóäåò ïîëåç-
íà ñòàðøåêëàññíèêàì. Óâëåêàòåëü-
íûå èãðû ìîãóò ñòàòü íà÷àëîì
ñàìîñòîÿòåëüíûõ èññëåäîâàíèé –
êàê ñåðüåçíûõ, òàê è íå î÷åíü.

Øêîëüíèêàì, îñîáåííî íà îëèì-
ïèàäàõ è ýêçàìåíàõ, ÷àñòî êàæåò-
ñÿ, ÷òî âàæíî ðåøàòü çàäà÷è áûñ-
òðî. Íî íàñòîÿùàÿ, «âçðîñëàÿ»
ìàòåìàòèêà òðåáóåò äðóãîãî ïîä-
õîäà: ìåäëåííîãî, âäóì÷èâîãî, ñ
ïîãðóæåíèåì â äåòàëè è èçó÷åíè-
åì ñâÿçåé ìåæäó çàäà÷àìè è ðàç-
íûìè îáëàñòÿìè ìàòåìàòèêè.
Èìåííî òàê ôîðìèðóåòñÿ ìàòåìà-
òè÷åñêîå ìûøëåíèå. À èãðû ïðå-
äîñòàâëÿþò äëÿ ýòîãî îòëè÷íóþ
âîçìîæíîñòü: îíè óâëåêàòåëüíû,
â íèõ ìîæíî èãðàòü ñíîâà è ñíîâà,
âûõîäÿ íà íîâûå óðîâíè, ðàç-
ìûøëÿÿ, ïðèäóìûâàÿ íîâûå ñòðà-
òåãèè. Ïðè ýòîì ìû ïðîáóåì ðàç-

Åùå îäíà äâåðü
â ìàòåìàòèêó

Ì ÀÒÅÌÀÒÈÊÀ – ÑËÎÆÍÀß ÍÀÓÊÀ
è ïóòü â ìàòåìàòèêó íåïðîñò. Áåí Îð-

ëèí â ñâîåé êíèãå «Ìàòåìàòè÷åñêèå èãðû ñ
äóðàöêèìè ðèñóíêàìè» 1  îòêðûâàåò ïåðåä ÷è-
òàòåëÿìè äâåðü â ìèð ìàòåìàòèêè ÷åðåç èãðû.

Àâòîð óñëîâíî äåëèò ïðåäñòàâëåííûå â
êíèãå èãðû íà ïÿòü êàòåãîðèé: ãåîìåòðè÷åñ-
êèå èãðû, ÷èñëîâûå èãðû, êîìáèíàòîðíûå
èãðû, ðèñêîâûå èãðû è èíôîðìàöèîííûå
èãðû. Ïðè ýòîì îí íå ñòàâèò ïåðåä ñîáîé öåëü
ñèñòåìàòè÷åñêè èçëîæèòü êàêèå-òî ðàçäåëû
ìàòåìàòèêè. Îðëèí íå ñòîëüêî îáúÿñíÿåò
ìàòåìàòèêó, ñêîëüêî çàìàíèâàåò â íåå. Îí
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1 Á. Îðëèí . Ìàòåìàòè÷åñêèå èãðû ñ äóðàöêèìè
ðèñóíêàìè. — Ì.: Àëüïèíà íîí-ôèêøí, 2023.
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íûå ìîäåëè, èçó÷àåì ÷àñòíûå ñëó÷àè, îáîá-
ùàåì ðåçóëüòàòû, âûäâèãàåì ãèïîòåçû è
ïðîâåðÿåì èõ, çàäàâàÿ ñåáå âñå íîâûå è
íîâûå âîïðîñû. Ýòî ïîçâîëÿåò îùóòèòü âäîõ-
íîâåíèå, ñòðàñòü è ïîäëèííóþ ðàäîñòü îò
óñïåõà — âàæíûå ñîñòàâëÿþùèå ìàòåìàòè-
÷åñêîãî òâîð÷åñòâà.

Âîò äâà ïðèìåðà èãð èç êíèãè.

Èãðà «Äîìèíèðîâàíèå»

Â ýòîé èãðå äâà èãðîêà ïî î÷åðåäè ðàçìå-
ùàþò êîñòÿøêè äîìèíî íà ïðÿìîóãîëüíîì
ïîëå. Îäèí âûêëàäûâàåò êîñòÿøêè âåðòè-
êàëüíî, äðóãîé — ãîðèçîíòàëüíî. Åñëè èã-
ðîê íå ìîæåò ñäåëàòü õîä, îí ïðîèãðûâàåò.

Ðàçìåðû ïîëÿ íå çàäàíû, ÷òî ñðàçó ïîðîæ-
äàåò âîïðîñû. Êàêèìè äîëæíû áûòü ðàçìå-
ðû ïîëÿ, ÷òîáû èãðà íå áûëà íè ñëèøêîì
ïðîñòîé, íè ñëèøêîì ñëîæíîé? Ñóùåñòâóþò
ëè âûèãðûøíûå ñòðàòåãèè? Êàêèå? Ìåíÿ-
þòñÿ ëè îíè â çàâèñèìîñòè îò ðàçìåðîâ ïîëÿ?

Íåïëîõî ñíà÷àëà ïðîñòî ñûãðàòü íåñêîëü-
êî ïàðòèé, ÷òîáû ïî÷óâñòâîâàòü èãðó. Íà-
÷àòü ñòîèò ñ ïîëåé íåáîëüøîãî ðàçìåðà,
íàïðèìåð 2 2�u , 2 3�u  èëè 3 3�u . Ñëåäóåò
îáðàòèòü âíèìàíèå íà ïðèìåíÿåìûå ñòðàòå-
ãèè è òàêòè÷åñêèå ïðèåìû, ïðîñëåäèòü çà
êîëè÷åñòâîì õîäîâ, îñîáåííîñòÿìè èãðû â
íà÷àëå è â êîíöå ïàðòèè. Òàêæå ñòîèò ïîäó-

ìàòü, êàê ïåðåíåñòè ïîëó÷åííîå ïîíèìàíèå
îá èãðàõ íà ìàëûõ ïîëÿõ íà èãðû íà áîëü-
øèõ ïîëÿõ.

Äëÿ äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ ìîæíî
âàðüèðîâàòü êîëè÷åñòâî èãðîêîâ èëè äîáàâ-
ëÿòü ïðåïÿòñòâèÿ íà ïîëå. Ïðîñòîð äëÿ òâîð-
÷åñòâà áîëüøîé.

Èãðà «Ñâèíüÿ»

Â ýòó èãðó ìîãóò èãðàòü îò äâóõ äî âîñüìè
÷åëîâåê. Âî âðåìÿ ñâîåãî õîäà âû ìîæåòå
áðîñàòü ïàðó èãðàëüíûõ êîñòåé ñòîëüêî ðàç,
ñêîëüêî çàõîòèòå, êàæäûé ðàç ïðèáàâëÿÿ
ñóììó âûïàâøèõ î÷êîâ ê ñâîåìó ñ÷åòó. Îñ-
òàíîâèòüñÿ ìîæíî â ëþáîé ìîìåíò. Ïîáåæ-
äàåò òîò, êòî ïåðâûì íàáåðåò 100 î÷êîâ.

Åñòü íåñêîëüêî áîíóñîâ: åñëè íà îáåèõ
êîñòÿõ âûïàäàåò îäèíàêîâîå ÷èñëî, ñóììà
óäâàèâàåòñÿ (íàïðèìåð, 5 + 5 äàåò 20 î÷êîâ),
à äâå åäèíèöû ïðèíîñÿò 25 î÷êîâ.

Íî áóäüòå îñòîðîæíû: åñëè íà îäíîé êîñòè
âûïàëà åäèíèöà, à íà äðóãîé íåò (âåðîÿò-
íîñòü ýòîãî èñõîäà îêîëî 28%), òî âñå î÷êè,
íàáðàííûå â òå÷åíèå õîäà, îáíóëÿþòñÿ (î÷êè,
íàáðàííûå â ïðåäûäóùèå õîäû, ñîõðàíÿþò-
ñÿ) è õîä ïåðåõîäèò ê ñîïåðíèêó.

Êàê áû âû ïîäîøëè ê èññëåäîâàíèþ ýòîé
èãðû?

Í. Øèõîâà
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Çàäà÷è

9 êëàññ

1. Íà ïðÿìîé äîðîãå ñòîÿò øêîëà è äîìà
Àíè è Áîðè. Êàæäûé äåíü Àíÿ âûõîäèò èç
äîìà â 8:00 è èäåò â øêîëó. Îäíàæäû Áîðÿ
âûáåæàë èç äîìà â øêîëó â 8:00 è äîãíàë Àíþ
çà 30 ìèíóò. Íà ñëåäóþùèé äåíü îí âûáåæàë
â 8:10 è äîãíàë Àíþ çà 40 ìèíóò. Â êàêîå âðåìÿ
åìó íàäî âûáåæàòü, ÷òîáû âñòðåòèòü Àíþ íà
âûõîäå èç åå äîìà? (Ñêîðîñòü Àíè âñåãäà
ïîñòîÿííà, ñêîðîñòü Áîðè òîæå ïîñòîÿííà.)

È.Áîãäàíîâ

2. Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå ABC
( AB = BC ) ïðîâåäåíà áèññåêòðèñà CD. Íà
îñíîâàíèè AC îòìå÷åíà òî÷êà F òàê, ÷òî
BD = CF. Òî÷êà E âûáðàíà òàêèì îáðàçîì,
÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê CDEF – ïàðàëëåëî-
ãðàìì. Äîêàæèòå, ÷òî BE = B F.

À.Êóçíåöîâ

3. Äàíû êâàäðàòíûå òðåõ÷ëåíû �� ��P x  è
�� ��Q x ; îáîçíà÷èì �� ��np P n�  è �� ��nq Q n� . Ðàç

â ìèíóòó Ñàøà ðèñóåò íà êîîðäèíàòíîé
ïëîñêîñòè ïðÿìóþ: íà ïåðâîé ìèíóòå – ïðÿ-
ìóþ ñ óðàâíåíèåì 1 1y p x q� �� , íà âòîðîé –
ñ óðàâíåíèåì 2 2y p x q� �� , …, íà i -é ìèíóòå –
ñ óðàâíåíèåì i iy p x q� �� . ×åðåç íåêîòîðîå
âðåìÿ Ñàøà íàøåë òðè íàðèñîâàííûå ïðÿ-
ìûå, êîòîðûå ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó òî÷êó.
Äîêàæèòå, ÷òî âñå íàðèñîâàííûå ïðÿìûå
ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó òî÷êó.

À.Òåð¸øèí

4. Ñì. çàäà÷ó Ì 2835 «Çàäà÷íèêà «Êâàí-
òà».

5. Íàéäèòå âñå òàêèå ïàðû öåëûõ ÷èñåë m
è n > 2, ÷òî �� ���� 1 !n ��  �� �� �� �� ��2 ! 2n n m m�� �˜ �� � �� .

À.Êóçíåöîâ

6. Ñàøà âçÿë êóñîê íèòè. Îí ñëîæèë åå
ïîïîëàì, çàòåì åùå ðàç ïîïîëàì è òàê 10 ðàç.
Çàòåì îí âçÿë íîæíèöû è ðàçðåçàë ïîëó÷åí-
íóþ êîíñòðóêöèþ â îäíîì ìåñòå (òàêèì

îáðàçîì, îí ïåðåðåçàë íèòü â 10 24 ìåñòàõ).
Â èòîãå íèòü ðàñïàëàñü íà êóñêè. Îêàçàëîñü,
÷òî äëèíû ýòèõ êóñêîâ ïðèíèìàþò ëèøü äâà

ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿ, íàèìåíüøåå èç êîòî-
ðûõ ðàâíî 10 ñì. Íàéäèòå âñå âîçìîæíûå
çíà÷åíèÿ äëèíû èñõîäíîé íèòè.

À.Õðàáðîâ

7. Ñì. çàäà÷ó Ì 2834 «Çàäà÷íèêà «Êâàí-
òà».

8. Íà ñòîëå ïî êðóãó âûëîæèëè 100 äâóõ-
ðóáëåâûõ è N  ïÿòèðóáëåâûõ ìîíåò â íåêîòî-
ðîì ïîðÿäêå. Èçâåñòíî, ÷òî, âûáðàâ èç êðóãà
íåñêîëüêî ïîäðÿä èäóùèõ ìîíåò, íåâîçìîæ-
íî ïîëó÷èòü ñóììó ðîâíî â 5 2 ðóáëÿ. Íàéäè-
òå íàèáîëüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå ÷èñëà N.

À.Ñìîëèí

9. Íà ñòîëå ñòîÿò 1 2 ñîñóäîâ, âûñòðîåííûõ
â 4 ðÿäà ïî 3 ñîñóäà â êàæäîì. Â êàæäûé
ñîñóä íàëèòî íåêîòîðîå (âîçìîæíî, íóëåâîå)
êîëè÷åñòâî âîäû.  Èçâåñòíî, ÷òî ñóììàðíîå
êîëè÷åñòâî âîäû â êàæäîì ðÿäó ðàâíî 1 ë.
Ïðè êàêèõ �D ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî íà ñòîëå
íàéäóòñÿ äâà ñîñóäà, êîëè÷åñòâà âîäû â
êîòîðûõ îòëè÷àþòñÿ íå áîëåå ÷åì íà �Dë?

È.Áîãäàíîâ

10. Ïóñòü M  – ñåðåäèíà ñòîðîíû BC
òðåóãîëüíèêà ABC. Íà ïðîäîëæåíèè ñòîðî-
íû AB çà òî÷êó B íàøëàñü òàêàÿ òî÷êà D , ÷òî

30ADM ACM �q�‘ � �‘ � . Òî÷êà O – öåíòð
îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíè-
êà ACD . Íàéäèòå óãîë OBC .

À.Êóçíåöîâ

10 êëàññ
1. Êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí �� �� 2f x ax bx c� �� ��

èìååò äâà ðàçëè÷íûõ âåùåñòâåííûõ êîðíÿ 1x

Ðåãèîíàëüíûé ýòàï
LI Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû
øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå
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è 2x . Èçâåñòíî, ÷òî �� ��1 2 2025f x x�� � . ×åìó
ìîæåò ðàâíÿòüñÿ c?

Í.Àãàõàíîâ

2. Â ñòðàíå 30 ãîðîäîâ è 30 äâóñòîðîííèõ
àâèàëèíèé, ñîåäèíÿþùèõ ãîðîäà ïî öèêëó.
Ìîæíî ëè äîáàâèòü äîïîëíèòåëüíî åùå
10 àâèàëèíèé òàê, ÷òîáû ïîñëå ýòîãî èç ëþ-
áîãî ãîðîäà ìîæíî áûëî äîáðàòüñÿ äî ëþáî-
ãî äðóãîãî íå áîëåå ÷åì çà 4 ïåðåëåòà?

Ï.Êîæåâíèêîâ

3. Ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà a, b, c òàêîâû,
÷òî 2 2 2 2a b b c c a�� �� �  è 2 2 2 4ab bc ca�� �� � .
Äîêàæèòå, ÷òî èç ÷èñåë a, b, c êàêèå-òî äâà
îòëè÷àþòñÿ áîëåå ÷åì íà 2.

À.Êóçíåöîâ

4. Ìîæíî ëè íà áåñêîíå÷íîé êëåò÷àòîé
ïëîñêîñòè îòìåòèòü êîíå÷íîå ÷èñëî óçëîâ
ñåòêè òàê, ÷òîáû áûëî îòìå÷åíî íå ìåíåå
äâóõ òî÷åê è äëÿ ëþáîé ïàðû îòìå÷åííûõ
òî÷åê íàøëàñü áû îòìå÷åííàÿ òî÷êà, ðàâíî-
óäàëåííàÿ îò íèõ?

È.Åôðåìîâ

5. Ñì. çàäà÷ó Ì 2836 «Çàäà÷íèêà «Êâàí-
òà».

6. Èçíà÷àëüíî íà òàáëî ãîðèò ÷èñëî 0. Ïðè
íàæàòèè íà êíîïêó ÷èñëî íà òàáëî èçìåíÿåò-
ñÿ íà 50 èëè 51. Íà êíîïêó íàæàëè 2025 ðàç.
Ìîãëî ëè ïîñëå ýòîãî íà òàáëî ãîðåòü ÷èñëî 25,
åñëè èçâåñòíî, ÷òî íà òàáëî íå ïîÿâëÿëèñü
áîëåå ÷åì äâóçíà÷íûå ÷èñëà, à òàêæå íå
ïîÿâëÿëèñü îòðèöàòåëüíûå ÷èñëà?

À.Êóçíåöîâ

7. Äàíà òðàïåöèÿ ABCD. Èçâåñòíî, ÷òî
90DAB ABC �q�‘ � �‘ � , à áèññåêòðèñû óãëîâ C

è D  ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå E, ëåæàùåé âíóòðè
òðàïåöèè. Äîêàæèòå, ÷òî îïèñàííûå îêðóæ-
íîñòè òðåóãîëüíèêîâ ABE è CDE êàñàþòñÿ.

À.Òåð¸øèí

8. Â êëåò÷àòîì ïðÿìîóãîëüíèêå 2 100�u
êàæäóþ êëåòêó êðàñÿò â áåëûé èëè ÷åðíûé
öâåò. Äîìèíîøêîé  áóäåì íàçûâàòü êëåò÷à-
òûé ïðÿìîóãîëüíèê 1 2�u  èëè 2 1�u . Îêàçà-
ëîñü, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ñïîñîá
ðàçáèòü äàííûé ïðÿìîóãîëüíèê 2 100�u  íà
äîìèíîøêè òàê, ÷òîáû êàæäàÿ äîìèíîøêà
ïîêðûâàëà õîòÿ áû 1 ÷åðíóþ êëåòêó. Êàêîå
íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî êëåòîê ìîãëî áûòü
ïîêðàøåíî â ÷åðíûé öâåò?

È. Ëîáàöêèé

9. Íàçîâåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî îäíîáîêèì ,
åñëè îíî áîëüøå 1 è âñå åãî ïðîñòûå äåëèòåëè
çàêàí÷èâàþòñÿ íà îäíó è òó æå öèôðó.
(Íàïðèìåð, ÷èñëà 19 è 117 3 3 13� �˜ �˜  – îäíî-
áîêèå, à ÷èñëî 682 2 11 31� �˜ �˜   – íåò.) Ñóùå-
ñòâóåò ëè âîçðàñòàþùàÿ àðèôìåòè÷åñêàÿ
ïðîãðåññèÿ ñ ðàçíîñòüþ, íå ïðåâûøàþùåé
2025, ñîñòîÿùàÿ èç 150 íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,
êàæäîå èç êîòîðûõ – îäíîáîêîå?

À.×èðîíîâ

10. Ñì. çàäà÷ó Ì 2837 «Çàäà÷íèêà «Êâàí-
òà».

11 êëàññ
1. Ñóùåñòâóþò ëè ÷åòûðå ïîïàðíî ðàçëè÷-

íûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñëà a, b, c, d, ïðè

êîòîðûõ âñå ÷åòûðå ÷èñëà 
a b
a b

��
��

, 
b c
b c

��
��

, 
c d
c d

��
��

,
d a
d a

��
��

  – öåëûå?
Â.Øóðûãèí

2. Âåùåñòâåííûå ÷èñëà x, y, z òàêîâû, ÷òî
2 22x y z�! �� , 2 22y z x�! �� , 2 22z x y�! �� . Äîêà-

æèòå, ÷òî êàæäîå èç ÷èñåë x, y, z ìåíüøå 1.
Í.Àãàõàíîâ

3. Ñì. çàäà÷ó Ì 2835 «Çàäà÷íèêà «Êâàíòà».

4. Ñì. çàäà÷ó 5 äëÿ 9 êëàññà.

5. Â òðåóãîëüíèêå ABC ñ óãëîì 100�q ïðè
âåðøèíå A ìåäèàíû BK  è CN  ïåðåñåêàþòñÿ
â òî÷êå M . Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷-
êó M  è ïàðàëëåëüíàÿ BC, ïåðåñåêàåò îïèñàí-
íóþ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà AKN  â òî÷-
êàõ P è Q. Íàéäèòå ñóììó óãëîâ BPC è BQC.

Ê.Áåëüñêèé

6. Ñì. çàäà÷ó 6 äëÿ 10 êëàññà.

7. Íà 2025 îñòðîâàõ Ñåâåðíîãî Ëåäîâèòîãî
îêåàíà æèâóò íåñêîëüêî ìåäâåäåé. Êàæäûé
ìåäâåäü èíîãäà ñîâåðøàåò çàïëûâ, ïåðåïëû-
âàÿ ñ îäíîãî îñòðîâà íà äðóãîé. Îêàçàëîñü,
÷òî çà ãîä êàæäûé ìåäâåäü ñîâåðøèë õîòÿ áû
îäèí çàïëûâ, íî íèêàêèå äâà ìåäâåäÿ íå
ñäåëàëè ïîðîâíó çàïëûâîâ. Ïðè ýòîì ìåæäó
êàæäûìè äâóìÿ îñòðîâàìè A è B áûë ñîâåð-
øåí ðîâíî îäèí çàïëûâ: ëèáî èç A â B, ëèáî
èç B â A. Äîêàæèòå, ÷òî íà êàêîì-òî îñòðîâå
è â íà÷àëå, è â êîíöå ãîäà íå áûëî ìåäâåäåé.

À.Êóçíåöîâ

8. Â ïðîñòðàíñòâå äàíû ñêðåùèâàþùèåñÿ
ïåðïåíäèêóëÿðíûå ïðÿìûå AB è CD. Òî÷êè E
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è F – ñåðåäèíû îòðåçêîâ AC è BD ñîîòâåò-

ñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî 
2

AD BC
BD EF

��
�! �� .
À.Êóçíåöîâ

9. Ñàøà âûáðàë 199 ìíîãî÷ëåíîâ ñ âåùå-
ñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè òàê, ÷òî ñóììà
ëþáûõ ñòà èç íèõ èìååò âåùåñòâåííûé êî-
ðåíü. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà êàêèõ-òî äåâÿòè
èç íèõ òàêæå èìååò âåùåñòâåííûé êîðåíü.

À.Êóçíåöîâ

10. Íåñêîëüêî êàðòî÷åê âûëîæèëè â ðÿä
ñëåâà íàïðàâî, íà êàæäîé êàðòî÷êå íàïèñàíà
áóêâà ðóññêîãî àëôàâèòà. Íàçîâåì íàáîð èç
33 êàðòî÷åê èäåàëüíûì , åñëè íà ýòèõ êàðòî÷-
êàõ âûïèñàíû âñå áóêâû â àëôàâèòíîì ïî-

ðÿäêå ñëåâà íàïðàâî. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè
ëþáîì âûáîðå îäíîé áóêâû L  ðóññêîãî àëôà-
âèòà íàéäóòñÿ 610  èäåàëüíûõ íàáîðîâ, ëþ-
áûå äâà èç êîòîðûõ ëèáî íå èìåþò îáùèõ
êàðòî÷åê, ëèáî èìåþò ðîâíî îäíó îáùóþ
êàðòî÷êó, íà êîòîðîé íàïèñàíà áóêâà L . Ïðè
êàêîì íàèáîëüøåì k â ýòîì ðÿäó ãàðàíòèðî-
âàííî ìîæíî íàéòè k èäåàëüíûõ íàáîðîâ,
ëþáûå äâà èç êîòîðûõ íå èìåþò îáùèõ
êàðòî÷åê?

È.Áîãäàíîâ

Ïóáëèêàöèþ ïîäãîòîâèëè Í.Àãàõàíîâ,
È.Áîãäàíîâ, Ï.Êîæåâíèêîâ, À.Êóçíåöîâ,

Î.Ïîäëèïñêèé, Ê.Ñóõîâ

Ê Î Í Ê Ó Ð Ñ  È Ì Å Í È  À . Ï . Ñ À Â È Í À

Ìû çàâåðøàåì î÷åðåäíîé êîíêóðñ ïî ðåøåíèþ ìàòåìàòè÷ åñêèõ çàäà÷. Çàäàíèÿ ðàññ÷èòàíû
â îñíîâíîì íà ó÷àùèõñÿ íà÷èíàÿ ñ 8–9 êëàññà, à áîëå å ìëàäøèì øêîëüíèêàì ñîâåòóåì
ïîïðîáîâàòü ñâîè ñèëû â êîíêóðñå æóðíàëà «Êâàíòèê» (ñì. ñàéò kvantik.com).

Âûñûëàéòå ðåøåíèÿ çàäà÷, ñ êîòîðûìè ñïðàâèòåñü, ïî àäðåñó: savin.contest@gmail.com. Êðîìå
èìåíè è ôàìèëèè óêàæèòå ãîðîä, øêîëó è êëàññ, â êîò îðîì ó÷èòåñü.

Ìû ïðèâåòñòâóåì ó÷àñòèå â êîíêóðñå íå òîëüêî îòäåëü íûõ øêîëüíèêîâ, íî è êîìàíä (â òàêîì
ñëó÷àå ïðèñûëàåòñÿ îäíà ðàáîòà ñî ñïèñêîì ó÷àñòíèêî â). Ó÷àñòâîâàòü ìîæíî, íà÷èíàÿ ñ ëþáîãî
òóðà. Ïîáåäèòåëåé æäóò äèïëîìû æóðíàëà «Êâàíò» è ïð èçû.

Çàäàíèÿ, ðåøåíèÿ è ðåçóëüòàòû ïóáëèêóþòñÿ íà ñàéòå sites.google.com/view/savin-contest
Æåëàåì óñïåõà!

29. Ó ìóäðåöîâ Ïåòè, Âàñè è Òèìû êî
ëáó ïðèêðåïëåíû áóìàæêè, íà êàæäîé èç
êîòîðûõ íàïèñàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî.
Èçâåñòíî, ÷òî ñóììà âñåõ òðåõ ÷èñåë íå
áîëüøå 5. Íà âîïðîñ «ìîæåøü ëè òû
íàçâàòü ñâîå ÷èñëî» Ïåòÿ îòâåòèë «íåò»,
çàòåì Âàñÿ îòâåòèë «íåò», à ïîòîì Òèìà
íàçâàë ñâîå ÷èñëî è îáîñíîâàë îòâåò. Êà-
êîå ÷èñëî áûëî íàïèñàíî ó Òèìû?

Á.Ôðåíêèí

30. Âàñÿ ïîêðàñèë 131 êëåòêó â êâàäðàòå
13 13�u  â ñèíèé öâåò, à îñòàëüíûå êëåòêè â
çåëåíûé. Âåðíî ëè, ÷òî Ïåòÿ â ëþáîì
ñëó÷àå ñìîæåò âûðåçàòü èç ýòîãî êâàäðàòà
äâàäöàòü öåëèêîì ñèíèõ ïåíòàìèíîøåê
(íå îáÿçàòåëüíî îäèíàêîâûõ)?

Ñ.Êîñòèí

31. Ïî êðóãó íà ðàâíûõ ðàññòîÿíèÿõ äðóã
îò äðóãà ðàñïîëàãàþòñÿ 2025 ñíåæèíîê:
507 ëàçóðíûõ, 707 áèðþçîâûõ, à îñòàëü-
íûå ïåðëàìóòðîâûå. Âåðíî ëè, ÷òî îáÿçà-
òåëüíî íàéäóòñÿ òðè ñíåæèíêè K , L , M
ðàçëè÷íûõ öâåòîâ òàêèå, ÷òî 44K LM�‘ � �q?

Ñ.Êîñòèí

32. Âûïóêëûé 100-óãîëüíèê ðàçðåçàëè
íà 100 íåâûïóêëûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ. Êà-
êîâî íàèìåíüøåå âîçìîæíîå ñóììàðíîå
êîëè÷åñòâî ñòîðîí ýòèõ ìíîãîóãîëüíèêîâ?

Å.Áàêàåâ
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Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï
LVIII Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû

øêîëüíèêîâ ïî ôèçèêå

Òåîðåòè÷åñêèé òóð

9 êëàññ
Çàäà÷à 1. Äàë Ìàõà
Ìèêðîôîí, óñòàíîâëåííûé â òî÷êå A ãîðè-

çîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè (ðèñ. 1), çàôèêñè-

ðîâàë ñèãíàë îò ñâåðõçâóêîâîãî ñàìîëåòà
ñïóñòÿ âðåìÿ t  ïîñëå åãî ïðîëåòà íàä ýòîé
òî÷êîé. Åùå ÷åðåç âðåìÿ t  çâóê íà÷àë ðåãè-
ñòðèðîâàòüñÿ ìèêðîôîíîì, ðàñïîëîæåííûì
â òî÷êå B. Èçâåñòíî, ÷òî ïåðâûé ñèãíàë,
çàðåãèñòðèðîâàííûé ìèêðîôîíîì B, áûë
èñïóùåí ñàìîëåòîì èç òî÷êè C. Ñàìîëåò
äâèãàëñÿ ðàâíîìåðíî è ïðÿìîëèíåéíî â
îäíîé âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè ñ ìèêðîôî-
íàìè.

Ñ ïîìîùüþ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïîñòðîåíèé
âîññòàíîâèòå òðàåêòîðèþ ïîëåòà ñàìîëåòà è
îïðåäåëèòå åãî ìåñòîïîëîæåíèÿ â ìîìåíòû
ðåãèñòðàöèè çâóêîâûõ ñèãíàëîâ ìèêðîôî-
íàìè.

À.Âåðãóíîâ

Çàäà÷à 2. Ñèíãóëÿðíîñòü
Ñì. çàäà÷ó Ô 2846 «Çàäà÷íèêà «Êâàíòà».

Çàäà÷à 3. Çàäà÷à òðåõ òåë
Â äàëåêîé-äàëåêîé ãàëàêòèêå ñòàíöèè èíîï-

ëàíåòÿí ñïîñîáíû ïðèòÿãèâàòü êîñìè÷åñêèå
êîðàáëè, íàõîäÿùèåñÿ â çîíå èõ äåéñòâèÿ.
Ñèëà ïðèòÿæåíèÿ F

ur
 ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëü-

íà ðàññòîÿíèþ r
r
 îò ñòàíöèè äî êîðàáëÿ:

F Pr� ��
ur r

, ãäå P – êîýôôèöèåíò ñèëû ñòàí-
öèè. Òðè òàêèå ñòàíöèè ðàñïîëîæåíû â âåð-
øèíàõ ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ñ óã-
ëîì 30�q è ãèïîòåíóçîé äëèíîé l . Äâå ñòàí-
öèè, íàõîäÿùèåñÿ â âåðøèíàõ îñòðûõ óãëîâ,
õàðàêòåðèçóþòñÿ êîýôôèöèåíòîì ñèëû P, à
ñòàíöèÿ â âåðøèíå ïðÿìîãî óãëà – êîýôôè-
öèåíòîì ñèëû 2P.

Â ïóíêòàõ 1–3 êîñìè÷åñêèå ñòàíöèè íåïîä-
âèæíû.

1) Îïðåäåëèòå ðàññòîÿíèÿ îò êàæäîé ñòàí-
öèè äî òî÷êè, â êîòîðîé êîðàáëü áóäåò
íàõîäèòüñÿ â ðàâíîâåñèè.

Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè êîñìè÷åñêèé
êîðàáëü ìàññîé m íàõîäèòñÿ íà ñåðåäèíå
ãèïîòåíóçû òðåóãîëüíèêà, â âåðøèíàõ êîòî-
ðîãî íàõîäÿòñÿ ñòàíöèè. Ñêîðîñòü êîðàáëÿ
ðàâíà íóëþ, äâèãàòåëè íå ðàáîòàþò.

2) Îïðåäåëèòå ìàêñèìàëüíóþ ñêîðîñòü
êîðàáëÿ maxv  â ïðîöåññå äàëüíåéøåãî äâè-
æåíèÿ.

3) Íà êàêîå ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå â
ïðîöåññå äâèæåíèÿ êîðàáëü ïðèáëèçèòñÿ ê
ñòàíöèè, íàõîäÿùåéñÿ â âåðøèíå ïðÿìîãî
óãëà?

Êîñìè÷åñêèé êîðàáëü âíîâü îêàçûâàåòñÿ â
ñåðåäèíå ãèïîòåíóçû ñ íóëåâîé íà÷àëüíîé
ñêîðîñòüþ. Îäíàêî â ýòîò ìîìåíò âðåìåíè
ñòàíöèÿ â âåðøèíå ïðÿìîãî óãëà íà÷èíàåò
äâèãàòüñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòü max2u v� 
âäîëü ïðÿìîé, ïåðïåíäèêóëÿðíîé íà÷àëüíî-
ìó íàïðàâëåíèþ íà êîðàáëü
(ðèñ. 2). Ñòàíöèè, íàõîäÿ-
ùèåñÿ â âåðøèíàõ îñòðûõ
óãëîâ, îñòàþòñÿ íåïîäâèæ-
íûìè.

4) Ñïóñòÿ êàêîå âðåìÿ è íà
êàêîì ðàññòîÿíèè îò íà÷àëü-
íîãî ïîëîæåíèÿ êîðàáëü
âïåðâûå îñòàíîâèòñÿ?

Ïðèìå÷àíèå . Âñå îáúåê-

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2
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òû ìîæíî ñ÷èòàòü òî÷å÷íûìè, íà êîðàáëü íå
äåéñòâóþò äðóãèå ñèëû, êðîìå ñèë ïðèòÿ-
æåíèÿ ñî ñòîðîíû ñòàíöèé.

À.Àïîëîíñêèé, À.Åðøîâ

Çàäà÷à 4. Ãîðÿ÷î–õîëîäíî
Íà ðèñóíêå 3 ïðèâåäåí ôðàãìåíò ãðàôèêà

çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè �W ñðåäíåé ìîùíî-

ñòè cpN , ðàâíîé îòíîøåíèþ ñóììàðíîãî êîëè-
÷åñòâà òåïëîòû, ïåðåäàííîãî ñëèòêó ñåðåáðà
ìàññîé m = 50 ã, êî âðåìåíè åãî òåïëîîáìåíà
ñ âíåøíèìè òåëàìè. ×åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ
ïîñëå íà÷àëà òåïëîîáìåíà òåìïåðàòóðà ñëèò-
êà â ñîñòîÿíèè A óâåëè÷èëàñü äî 40 CAt � �q ,
à ñïóñòÿ åùå 2,2 ìèí (â ñîñòîÿíèè B) îíà
âíîâü îêàçàëàñü ðàâíà At . Óäåëüíàÿ òåïëîåì-
êîñòü ñåðåáðà �� ��240 Äæ êã Ñc � �˜ �q .

1) Âîññòàíîâèòå êîîðäèíàòíûå îñè ãðà-
ôèêà è èõ ìàñøòàá, åñëè èçâåñòíî, ÷òî
íà÷àëî îñè âðåìåíè íàãðåâà ñîâïàäàåò ñ
íà÷àëîì îñè cpN .

2) Íàéäèòå íà÷àëüíóþ òåìïåðàòóðó 0t  ñëèò-
êà ñåðåáðà (ïðè 0�W � ).

3) Íàéäèòå òåìïåðàòóðû ñëèòêà, ñðåäíèå è
ìãíîâåííûå ìîùíîñòè òåïëîîáìåíà ñ âíåø-
íèìè òåëàìè â ñîñòîÿíèÿõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ
òî÷êàì C è D .

Ì.Çàìÿòíèí, À.Âåðãóíîâ

Çàäà÷à 5. Íåëàìïîâûé äèîä
Íà ðèñóíêå  4 èçîáðàæåíà ñõåìà ýëåêòðè-

÷åñêîé öåïè ñ ðåãóëèðóåìûì èñòî÷íèêîì
òîêà. Òàêîé èñòî÷íèê
âûäàåò âî âíåøíþþ
öåïü ýëåêòðè÷åñêèé
òîê çàäàííîé ñèëû, à
íàïðÿæåíèå íà åãî
âûõîäàõ ïîäñòðàèâà-
åòñÿ ïîä ïàðàìåòðû
âíåøíåé öåïè. Ïðè

ïîäêëþ÷åíèè ê êîíòàêòàì A è B ïîñëåäîâà-
òåëüíî ñîåäèíåííûõ äèîäà è ëàìïû ïîêàçà-
íèÿ àìïåðìåòðà ðàâíû íóëþ ïðè äâóõ íåíó-
ëåâûõ çíà÷åíèÿõ ñèëû òîêà ÷åðåç èñòî÷íèê

01I  è 02I . Ñ÷èòàéòå, ÷òî ñèëà òîêà ëI , ïðîòå-
êàþùåãî ÷åðåç ëàìïó, è íàïðÿæåíèå íà íåé
ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì 2 3

ë ëI U� �D . Äëÿ äèî-
äà ñèëà òîêà äI  ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó
íàïðÿæåíèÿ íà íåì: 2

ä äI U� �E . Ñîïðîòèâëå-
íèÿ ðåçèñòîðîâ 1R , 2R  è 3R , à òàêæå êîýôôè-
öèåíòû �D è �E íåèçâåñòíû.

1) Ïðè êàêîì íåíóëåâîì çíà÷åíèè ñèëû
òîêà 03I  èñòî÷íèêà ïîêàçàíèÿ àìïåðìåòðà
áóäóò ðàâíû íóëþ, åñëè ê òî÷êàì A è B
ïîäêëþ÷èòü òîëüêî ëàìïó?

2) Ïðè êàêîì íåíóëåâîì çíà÷åíèè ñèëû
òîêà 04I  èñòî÷íèêà ïîêàçàíèÿ àìïåðìåòðà
áóäóò ðàâíû íóëþ, åñëè ê òî÷êàì A è B
ïîäêëþ÷èòü òîëüêî äèîä?

Ä.Ðóáöîâ

10 êëàññ
Çàäà÷à 1. Ïåðåïðàâà
Ñì. çàäà÷ó Ô 2845 «Çàäà÷íèêà «Êâàíòà».

Çàäà÷à 2. Ïðèçìà
Íà øåðîõîâàòîé ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíî-

ñòè ñòîëà íàõîäèòñÿ ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç
ïðèçìû ìàññîé m, ñíàáæåííîé ëåãêèì áëîêîì,
è áðóñêà ìàññîé M  = 2m (ðèñ. 5). Áîêîâàÿ
ïîâåðõíîñòü ïðèçìû ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé, à óãîë

ìåæäó ãðàíüþ, íà êîòîðîé íàõîäèòñÿ áðóñîê,
è ïîâåðõíîñòüþ ñòîëà ðàâåí �D ( sin 3 5�D � ).
Ê áðóñêó ïðèâÿçàíà ëåãêàÿ íåðàñòÿæèìàÿ
íèòü, ïåðåêèíóòàÿ ÷åðåç áëîê, ê ïðîòèâîïî-
ëîæíîìó êîíöó êîòîðîé ïðèëîæåíà ãîðèçîí-
òàëüíàÿ ñèëà F. Èçâåñòíî, ÷òî óñêîðåíèå
ïðèçìû íå çàâèñèò îò âåëè÷èíû ýòîé ñèëû.

1) Îïðåäåëèòå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ êîýô-
ôèöèåíòà òðåíèÿ �P ìåæäó ïðèçìîé è ïîâåðõ-
íîñòüþ ñòîëà.

2) Äëÿ êàæäîãî èç ïîëó÷åííûõ â ïóíêòå 1
çíà÷åíèé �P íàéäèòå óñêîðåíèå ïðèçìû a.

Íàêëîííûé îòðåçîê íèòè ïàðàëëåëåí ëå-
âîé ãðàíè ïðèçìû. Òðåíèå â îñè áëîêà îòñóò-
ñòâóåò.

È.Þäèí

Ðèñ. 3

Ðèñ. 4

Ðèñ. 5
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Çàäà÷à 3. Ïàäàþùèé ïîðøåíü
Ñì. çàäà÷ó Ô 2847 «Çàäà÷íèêà «Êâàíòà».

Çàäà÷à 4. Êâàäðàò èç...
Èç òîíêîé íåïðîâîäÿùåé ïëîñêîé ïëàñòèíû

âûðåçàëè ïÿòü ôèãóð ðàçíîé ôîðìû è ðàçìå-
ðà. Êàæäóþ èç íèõ çàðÿäèëè ýëåêòðè÷åñêèì
çàðÿäîì ñ ïîñòîÿííîé, ïîëîæèòåëüíîé è
îäèíàêîâîé äëÿ âñåõ ôèãóð ïîâåðõíîñòíîé
ïëîòíîñòüþ. Ïåðâàÿ ôèãóðà ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé êâàäðàò ñî ñòîðîíîé 2a, îò êîòîðîãî ñ
îäíîãî èç óãëîâ îòðåçàëè êâàäðàò ñî ñòîðî-
íîé a (ðèñ. 6). Ìîäóëü íàïðÿæåííîñòè ýëåê-
òðè÷åñêîãî ïîëÿ, ñîçäàííîãî â òî÷êå O çàðÿ-
äàìè íà ïîâåðõíîñòè òàêîé ôèãóðû, ðàâåí 0E .

1) ×åìó ðàâíî îòíîøåíèå E E�c , ãäå E�c –
ìîäóëü íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ,
ñîçäàííîãî â òî÷êå O�c âòîðîé çàðÿæåííîé
ôèãóðîé, èìåþùåé ôîðìó êâàäðàòà ñî ñòî-
ðîíîé 2 a�O, îò êîòîðîãî ñ îäíîãî èç óãëîâ
îòðåçàëè êâàäðàò ñî ñòîðîíîé a�O (ðèñ. 7)?
Çäåñü �O – íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.

2) Îïðåäåëèòå ìîäóëü è íàïðàâëåíèå âåê-
òîðà íàïðÿæåííîñòè AE

ur
 ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ,

ñîçäàííîãî â òî÷êå A òðåòüåé çàðÿæåííîé
ôèãóðîé, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé êâàäðàò ñî
ñòîðîíîé 8 a, îò êîòîðîãî ñ îäíîãî èç óãëîâ
îòðåçàëè êâàäðàò ñî ñòîðîíîé a (ðèñ. 8). Ìî-
äóëü âåêòîðà AE

ur
 âûðàçèòå ÷åðåç âåëè÷èíó 0E .

3) Îïðåäåëèòå ìîäóëü è íàïðàâëåíèå âåê-
òîðà íàïðÿæåííîñòè BE

ur
 ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ,
ñîçäàííîãî â òî÷êå B
÷åòâåðòîé çàðÿæåí-
íîé ôèãóðîé, èìåþ-
ùåé ôîðìó ÷åòâåðòè
êîëüöà (ðèñ. 9), âíóò-
ðåííèé ðàäèóñ êîòî-
ðîãî a, à âíåøíèé 2a.
Ìîäóëü âåêòîðà BE

ur

âûðàçèòå ÷åðåç 0E .

4) Îïðåäåëèòå ìîäóëü è íàïðàâëåíèå âåê-
òîðà íàïðÿæåííîñòè CE

ur
 ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ,

ñîçäàííîãî â òî÷êå C ïÿòîé çàðÿæåííîé
ôèãóðîé, èìåþùåé ôîðìó òðàïåöèè (ðèñ. 10),
îäíî îñíîâàíèå êîòîðîé a, âòîðîå 2a. Ìî-
äóëü âåêòîðà CE

ur
 âûðàçèòå ÷åðåç 0E . Óãëû

ïðè áîëüøåì îñíîâàíèè äàííîé òðàïåöèè
óêàçàíû íà ðèñóíêå.

Òî÷êè O, O�c, A, B è C íàõîäÿòñÿ â îäíîé
ïëîñêîñòè ñ ñîîòâåòñòâóþùåé ôèãóðîé.

À.Çàÿö

Çàäà÷à 5. Âàé êîäàìî!
Ñì. çàäà÷ó Ô 2848 «Çàäà÷íèêà «Êâàíòà».

11 êëàññ
Çàäà÷à 1. Äâà êàìíÿ
Ñ âåðøèíû áàøíè âûñîòîé h ñ îäèíàêîâû-

ìè ñêîðîñòÿìè, ðàâíûìè v è íàïðàâëåííûìè
ïåðïåíäèêóëÿðíî îäíà ê äðóãîé, ïîä ðàçíû-
ìè óãëàìè ê ãîðèçîíòó îäíîâðåìåííî áðîøå-
íû äâà êàìíÿ òàê, ÷òî èõ äâèæåíèå ïðîèñõî-
äèò â îäíîé âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè. ×åðåç
íåêîòîðîå âðåìÿ ïîñëå áðîñêà, êàê ðàç íå-
ïîñðåäñòâåííî ïåðåä ïàäåíèåì îäíîãî êàìíÿ
íà çåìëþ, îêàçàëîñü, ÷òî âåêòîðû ñêîðîñòåé
êàìíåé íàïðàâëåíû ïîä îäèíàêîâûìè óãëà-
ìè ê ãîðèçîíòó.

Îïðåäåëèòå âåëè÷èíó ýòîãî óãëà �M è ðàññòî-
ÿíèå ìåæäó êàìíÿìè l  â ýòîò ìîìåíò âðåìåíè.

Èçâåñòíî, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìå-
íè îáà êàìíÿ óäàëÿþòñÿ îò ïîâåðõíîñòè
çåìëè, à íåïîñðåäñòâåííî ïåðåä ïàäåíèåì
îäíîãî êàìíÿ íà çåìëþ äðóãîé êàìåíü òîæå
ïðèáëèæàåòñÿ ê ïîâåðõíîñòè çåìëè. Áàøíÿ
ðàñïîëîæåíà íà ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñ-
òè. Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ ðàâíî g.
Ñîïðîòèâëåíèå âîçäóõà íå ó÷èòûâàéòå.

À.Àïîëîíñêèé

Çàäà÷à 2. Öèêë êàê öèêë
Â àðõèâå ëîðäà Êåëüâèíà íàøëè çàïèñêè

î öèêëå, ñîñòîÿùåì èç ÷åòûðåõ ïîñëåäîâà-
òåëüíî ñîâåðøàåìûõ êëàññè÷åñêèì èäåàëü-
íûì ìíîãîàòîìíûì ãàçîì êâàçèñòàòè÷åñêèõ
ïðîöåññîâ 1–2, 2–3, 3–4 è 4–1. Ãðàôèê
öèêëà îêàçàëñÿ óòåðÿí, íî ñòàëî èçâåñòíî,
÷òî â ïðîöåññàõ 1–2 è 3–4 íà ëþáîì ìàëîì
ó÷àñòêå èçìåíåíèå âíóòðåííåé ýíåðãèè áûëî
òî÷íî ðàâíî ðàáîòå ãàçà, à â ïðîöåññàõ 2–3 è
4–1 íà ëþáîì ìàëîì ó÷àñòêå èçìåíåíèå
âíóòðåííåé ýíåðãèè áûëî òî÷íî ðàâíî ðàáîòå
âíåøíèõ ñèë íàä ãàçîì. Òåìïåðàòóðû òðåõ
òî÷åê öèêëà áûëè çàäàíû: 1 3 02T T T� � ,

Ðèñ. 6 Ðèñ. 7

Ðèñ. 8

Ðèñ. 9 Ðèñ. 10
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Ðèñ. 13

4 0T T� . Â òî÷êå 4 äàâëåíèå è îáúåì ðàâíû
4 0p p�  è 4 0V V�  ñîîòâåòñòâåííî.
1) ×åìó áûëà ðàâíà òåìïåðàòóðà ãàçà 2T  â

òî÷êå 2?
2) Âîññòàíîâèòå ãðàôèê öèêëà â êîîðäèíà-

òàõ 2
0

l og
p
p

 îò 2
0

l og
V
V

.

3) Îïðåäåëèòå ÊÏÄ öèêëà.
Ê.Ñîëîìàòèí

Çàäà÷à 3. Ýëåêòðîñòàòè÷åñêàÿ ëåâèòàöèÿ
Âåðòèêàëüíûé ïîëóáåñêîíå÷íûé ñïëîø-

íîé îäíîðîäíûé äèýëåêòðè÷åñêèé öèëèíäð
ðàäèóñîì R çàðÿæåí ñ ïîñòîÿííîé ïî îáúåìó
ïëîòíîñòüþ çàðÿäà �U. Îò öèëèíäðà îòðåçàëè
òîíêèé äèñê òîëùèíîé d ( d R= ), çàòåì
ïðèñëîíèëè åãî îáðàòíî è îòïóñòèëè

(ðèñ. 11). Äèñê îñòàë-
ñÿ íåïîäâèæíûì, ïðè-
÷åì îêàçàëîñü, ÷òî
åäèíñòâåííàÿ ñèëà âçà-
èìîäåéñòâèÿ ìåæäó
äèñêîì è öèëèíäðîì –
ýòî ñèëà ýëåêòðîñòàòè-
÷åñêîãî îòòàëêèâàíèÿ,
ðàâíàÿ ïî ìîäóëþ

2 3

0
0

4
3

R d
F

�U
� 

�H
.

1) Íàéäèòå ïëîòíîñòü
ìàòåðèàëà öèëèíäðà D.

2) Äèñêó ñîîáùàþò òàêóþ ñêîðîñòü 0v , íà-
ïðàâëåííóþ âåðòèêàëüíî ââåðõ, ÷òî îí ñîâåð-
øàåò ìàëûå êîëåáàíèÿ, äâèãàÿñü ïîñòóïà-
òåëüíî. Îïðåäåëèòå ïåðèîä ýòèõ êîëåáàíèé.

Äàëåå îò äèñêà îòðåçàëè íåáîëüøîå êîëüöî
è óäàëèëè åãî. Ïðè ýòîì öåíòð äèñêà îñòàëñÿ
íà îñè öèëèíäðà, à íîâûé ðàäèóñ ñîñòàâëÿåò
R R R�c� �� �' , ãäå R R�' = .

3) Îïðåäåëèòå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ äèñ-
êà ðàäèóñîì R�c. Â îòâåòå óêàæèòå øèðèíó
çàçîðà 0z  ìåæäó äèñêîì è öèëèíäðîì â
ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ.

4) Ïóñòü äèñê ðàäèóñîì R�c íàõîäèòñÿ â
ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ. Îïðåäåëèòå ïåðèîä
ìàëûõ êîëåáàíèé äèñêà ïðè åãî ïîñòóïàòåëü-
íîì äâèæåíèè âäîëü îñè öèëèíäðà ïîñëå ñîîá-
ùåíèÿ òàêîé æå ñêîðîñòè 0v , íàïðàâëåííîé
âåðòèêàëüíî ââåðõ. Åñëè âû íå âûïîëíèëè
ïóíêò 3, ñ÷èòàéòå 0 0z �!  èçâåñòíîé âåëè÷èíîé.

Ïðèìå÷àíèÿ . Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäå-
íèÿ ðàâíî g. Ñ÷èòàéòå, ÷òî äèñê ìîæåò
äâèãàòüñÿ òîëüêî ïîñòóïàòåëüíî âäîëü îñè
ñèììåòðèè ñèñòåìû, à îñíîâàíèÿ äèñêà ãîðè-

çîíòàëüíû. Âñå ñèëû òðåíèÿ îòñóòñòâóþò.
Ëþáûå âîçìîæíûå ñîóäàðåíèÿ àáñîëþòíî
óïðóãèå. Ãðàâèòàöèîííîå âçàèìîäåéñòâèå
äèñêà è öèëèíäðà, ìàãíåòèçì è ýëåêòðîìàã-
íèòíîå èçëó÷åíèå íå ó÷èòûâàéòå. Äèýëåêò-
ðèê ñ÷èòàéòå íåïîëÿðèçóþùèìñÿ.

Ã.Ðàñòîðãóåâ

Çàäà÷à 4. Êîíäåíñàòîð Ãëþêà
Â ñàìîì íà÷àëå êàðüåðû ýêñïåðèìåíòàòîðà

Ãëþê óâëåêàëñÿ ðàçðàáîòêîé íîâûõ óñòðîéñòâ.
Îäíèì èç íèõ áûë êîíäåíñàòîð äîâîëüíî
íåîáû÷íîé êîíñòðóêöèè. Íà äâóõ ïîâåðõíî-
ñòÿõ ïðÿìîóãîëüíîé ñòåêëÿííîé ïëàñòèíêè
òîëùèíîé h = 0,5 ìì áûëî íàíåñåíî ìåòàëëè-
÷åñêîå ïîêðûòèå Ï, èãðàâøåå ðîëü îáêëàäîê
êîíäåíñàòîðà. Ïðè ýòîì îäíà ñòîðîíà ïëàñ-
òèíêè áûëà ïîêðûòà ìåòàëëîì ïîëíîñòüþ,
âòîðàÿ ëèøü ÷àñòè÷íî (ðèñ. 1 2). Íà ñâîáîä-
íûé îò ïîêðûòèÿ ó÷à-
ñòîê ïîìåùàëàñü ìà-
ëåíüêàÿ êàïåëüêà Ê
ïðîâîäÿùåé æèäêîñòè,
ïîëíîñòüþ íåñìà÷èâà-
þùåé ñòåêëî. Ïîäñîå-
äèíåííûé ê îáêëàäêå
ñ æèäêîñòüþ ïðîâîäíèê ðàçäâàèâàëñÿ òàê,
÷òî îäíà åãî ÷àñòü áûëà ïîäñîåäèíåíà ê
ó÷àñòêó ñ ïîêðûòèåì, âòîðîé êîíåö áûë ïî-
ãðóæåí â êàïëþ æèäêîñòè. Â îäíîì èç ýêñïå-
ðèìåíòîâ êîíäåíñàòîð Ãëþêà ïîäêëþ÷àëñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíî ñ äðóãèì êîíäåíñàòîðîì
ïîñòîÿííîé åìêîñòè (îïîðíûì) ê ðåãóëèðóå-
ìîìó èñòî÷íèêó íàïðÿæåíèÿ. Íàïðÿæåíèå
èñòî÷íèêà ïëàâíî óâåëè÷èâàëîñü îò íóëåâîãî
çíà÷åíèÿ, ïðè ýòîì èññëåäîâàëàñü çàâèñèìîñòü
íàïðÿæåíèÿ íà îïîðíîì êîíäåíñàòîðå CU  îò
íàïðÿæåíèÿ èñòî÷íèêà U. Ãðàôèê çàâèñèìîñ-
òè ñîñòîÿë èç äâóõ ëèíåéíûõ ó÷àñòêîâ (ðèñ. 13),
ïðè ýòîì íàïðÿæåíèå íà îïîðíîì êîíäåíñàòî-
ðå â òî÷êå èçëîìà ñîñòàâëÿëî òðåòü îò
íàïðÿæåíèÿ èñòî÷-
íèêà 1U , ñîîòâåòñòâó-
þùåãî ýòîé òî÷êå.

1) ×åìó ðàâíÿëîñü
íàïðÿæåíèå íà îïîð-
íîì êîíäåíñàòîðå
ïðè íàïðÿæåíèè èñ-
òî÷íèêà 12U U� ?

2) Îïðåäåëèòå êîýôôèöèåíò ïîâåðõíîñò-
íîãî íàòÿæåíèÿ èñïîëüçîâàííîé Ãëþêîì
æèäêîñòè, åñëè 1U  = 5,9 êÂ.

Ýëåêòðè÷åñêàÿ ï îñòîÿí íàÿ ðàâíà
12

0 8,85 10 Ô ì���H � �˜ . Äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðî-

Ðèñ. 11

Ðèñ. 12
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íèöàåìîñòü ñòåêëà 7�H � . Òîëùèíà ñòåêëÿí-
íîé ïëàñòèíêè ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãèìè
åå ðàçìåðàìè. Êîýôôèöèåíòû ïîâåðõíîñò-
íîãî íàòÿæåíèÿ æèäêîñòè íà ãðàíèöå ñ âîç-
äóõîì è ñî ñòåêëîì îäèíàêîâû. Âëèÿíèåì
ñèëû òÿæåñòè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

À.Àïîëîíñêèé

Çàäà÷à 5. Äâå ïîëîâèíêè
Íà ãëàâíîé îïòè÷åñêîé îñè òîíêîé ñîáè-

ðàþùåé ëèíçû ñ ôîêóñíûì ðàññòîÿíèåì F
íàõîäèòñÿ òî÷å÷íûé ìîíîõðîìàòè÷åñêèé èñ-
òî÷íèê ñâåòà S ñ äëèíîé âîëíû �O. Èçâåñòíî,
÷òî äèàìåòð ëèíçû ðàâåí D , ïðè÷åì

F D F�O = = . Ëèíçó ðàçðåçàþò íà äâå îäè-
íàêîâûå ïîëîâèíêè
(ïîëóëèíçû), êîòî-
ðûå ñìåùàþò ïàðàë-
ëåëüíî èñõîäíûì ïî-
ëîæåíèÿì (ðèñ. 1 4)
âäîëü ãëàâíîé îï-
òè÷åñêîé îñè. Îäíà
ïîëîâèíêà (âåðõ-

íÿÿ) îêàçûâàåòñÿ íà ðàññòîÿíèè 1 4 3d F�  îò
èñòî÷íèêà, à äðóãàÿ (íèæíÿÿ) – íà ðàññòîÿ-
íèè 2 2d F� .

1) Íàéäèòå, íà êàêèõ ðàññòîÿíèÿõ 1l  è 2l  îò
èñòî÷íèêà íàõîäÿòñÿ åãî èçîáðàæåíèÿ â âåðõ-
íåé è íèæíåé ïîëîâèíêàõ ëèíçû.

Ïåðïåíäèêóëÿðíî ãëàâíîé îïòè÷åñêîé îñè
ðàçìåùàþò ýêðàí íà íåêîòîðîì ðàññòîÿíèè L
îò èñòî÷íèêà.

2) Îïèøèòå êàðòèíó, êîòîðàÿ íàáëþäàåò-
ñÿ íà ýêðàíå (èçîáðàçèòå åå ñõåìàòè÷åñêè íà
ðèñóíêå è îïðåäåëèòå âåëè÷èíû ñóùåñòâåí-
íûõ õàðàêòåðèñòèê) ïðè 1 3L F=  è 2 6L F= .

3) Ïðè êàêîì ðàññòîÿíèè 3 2L F>  íà ýêðà-
íå íàáëþäàåòñÿ èçîáðàæåíèå â ôîðìå êðóãà?

Ýêðàí çàêðåïëÿþò íà ðàññòîÿíèè
4 40 9L F=  îò èñòî÷íèêà.
4) Îïèøèòå êà÷åñòâåííî è îáúÿñíèòå êàð-

òèíó, êîòîðàÿ íàáëþäàåòñÿ íà ýêðàíå, óêà-
çàâ âñå õàðàêòåðíûå äåòàëè.

5) Ïðîéäåì èç òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ýêðàíà
îïòè÷åñêîé îñüþ ââåðõ, äî êðàÿ íàáëþäàå-
ìîé êàðòèíû. Îïðåäåëèòå, ñêîëüêî íà ýòîì
ïóòè îêàæåòñÿ èíòåðâàëîâ, íà êîòîðûõ îñ-
âåùåííîñòü ýêðàíà áóäåò âîçðàñòàòü. Äëÿ
ðàñ÷åòà èñïîëüçóéòå òàêèå çíà÷åíèÿ: F = 4 ì,
�O = 650 íì, D  = 5 ñì.

Ñ÷èòàéòå, ÷òî èñõîäíàÿ ëèíçà áûëà èäåàëü-
íîé: îíà îáëàäàëà ñâîéñòâîì òàóòîõðîíèçìà
(ëó÷è îò îäíîãî èñòî÷íèêà, ïðîøåäøèå ÷åðåç
ðàçíûå åå òî÷êè, äîñòèãàþò íîâîé òî÷êè ïåðå-

ñå÷åíèÿ çà îäèíàêîâîå âðåìÿ) è ïðè ïðîõîæ-
äåíèè ÷åðåç åå ôîêóñ ôàçà ñâåòîâîé âîëíû
ñêà÷êîì èçìåíÿëàñü íà �S. Âñå ëó÷è, íå ïîïà-
äàþùèå íåïîñðåäñòâåííî îò èñòî÷íèêà íà
ïîëóëèíçû, îáðåçàþòñÿ äèàôðàãìàìè.

Ê.Ñîëîìàòèí

Ðèñ. 14

 Ïîáåäèòåëè îëèìïèàäû

9 êëàññ
Çàëåñêèé Ì . – Ìîñêâà,
Êîíñòàíòèíîâ À . – Ìîñêâà,
Ñïèðèäîíîâ Ì . – Ìîñêîâñêàÿ îáëàñòü,
Ù¸òêèí Ì . – Ñâåðäëîâñêàÿ îáëàñòü,
Àðòàìîíîâ Ã . – Ìîñêâà,
Òèõîíþê ß . – Ìîñêâà,
Àíäðîñîâ È . – Ìîñêâà,
Ïðîñêóðíèí À . – Ìîñêâà,
Ìàëûøåâ Ñ . – Ñàíêò-Ïåòåðáóðã,
Ñòðåëüíèêîâ Ä.  – Ñâåðäëîâñêàÿ îáëàñòü,
Áóðîâèê Í. – Ñàíêò-Ïåòåðáóðã,
Ñåðãååâ Ä. – Ñàíêò-Ïåòåðáóðã,
Àíòîíîâ À. – Ñàíêò-Ïåòåðáóðã;

10 êëàññ
Åð¸ìèí À . – Êàëèíèíãðàäñêàÿ îáëàñòü,
Âîðîáüåâ Ð . – Ìîñêîâñêàÿ îáëàñòü,
×åðêàñîâ Ý . – Ìîñêâà,
Äåðáóíîâè÷ Ë . – Ìîñêâà,
Äîáðîõâàëîâ ß . – Ìîñêîâñêàÿ îáëàñòü,
Ìÿãêîâà Ì . – Ìîñêâà,
Øèïîâ ß . – Òþìåíñêàÿ îáëàñòü,
Õîðå÷êî À . – Ìîñêîâñêàÿ îáëàñòü,
Àëåêñååâà Ò. – Ìîñêâà,
Áëèçíÿêîâ Â . – Ìîñêâà,
Âèäÿêèí À . – Êàëèíèíãðàäñêàÿ îáëàñòü,
Ñóäàêîâ Ê . – Ñàíêò-Ïåòåðáóðã;

11 êëàññ
Ëóêèí È. – Ìîñêîâñêàÿ îáëàñòü,
Àðîíîâ Ì. – Ìîñêîâñêàÿ îáëàñòü,
Êîñòåíêî Ñ. – Ìîñêâà,
Âîéëîâ À. – Ìîñêâà,
Òîðîùèí À. – Ìîñêîâñêàÿ îáëàñòü,
Ãðå÷êèí Ã. – Ìîñêâà,
Êðóòèêîâ Å. – Ìîñêâà,
Ðûáàêîâ Â. – Ñàíêò-Ïåòåðáóðã,
Íèêîëàåâ Ä. – ×óâàøñêàÿ Ðåñïóáëèêà –
×óâàøèÿ,
Îðëîâ Ì. – Ìîñêâà,
Àãååâ ß. – Ìîñêîâñêàÿ îáëàñòü,
Ðóêîâ÷óê Ï. – Ìîñêîâñêàÿ îáëàñòü,
Ïîïîâ Ê. – Ìîñêâà,
Çàðûòîâ Â. – Ñàíêò-Ïåòåðáóðã,
Êðèâîùåêîâ Å. – Àëòàéñêèé êðàé.
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«Êâàíò» äëÿ ìëàäøèõ øêîëüíèêîâ
(ñì. «Êâàíò» ¹3)

1. Îòâåò ïðèâåäåí íà ðèñóíêå 1.

2. 580753.
Ñîñòàâèì òàáëèöó ñîîòâåòñòâèÿ öèôðû â îáðàçöå
ñ êîëè÷åñòâîì ÷åðòî÷åê:

Ó Òàíè ïîëó÷èëîñü òàêîå êîëè÷åñòâî ÷åðòî÷åê:
5, 7, 6, 3, 5, 4. Çàìåòèì, ÷òî ñåìü ÷åðòî÷åê â
îáðàçöå åñòü òîëüêî ó öèôðû 8, ïîýòîìó âòîðàÿ
öèôðà â Òàíèíîì èíäåêñå – ýòî 8, è îíà íàïèñà-
íà ïðàâèëüíî. Òàêæå òîëüêî â çàïèñè öèôðû 0
èñïîëüçóåòñÿ øåñòü ÷åðòî÷åê, çíà÷èò, òðåòüÿ öèô-
ðà – ýòî 0, è â íåé Òàíÿ ñäåëàëà îäíó îøèáêó.
Ïîñëåäíåé öèôðîé â èíäåêñå ìîæåò áûòü 2, 3
èëè 4, íî â ñëó÷àå öèôð 2 è 4 Òàíÿ ñäåëàëà áû ïî
òðè îøèáêè. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäíÿÿ öèôðà –
ýòî 3, è â íåé îäíà îøèáêà. Òàêèì îáðàçîì, â
îñòàâøèõñÿ òðåõ öèôðàõ ñäåëàíî ïî äâå îøèáêè.
Òåïåðü ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïåðâàÿ è ïÿòàÿ
öèôðû èíäåêñà ðàâíû 5, à ÷åòâåðòàÿ ðàâíà 7.
3. Îäèí òðåóãîëüíèê.
Îöåíêà . Îáîçíà÷èì äëèíû êðàñíûõ ïàëî÷åê

1 2 3r r r�d �d , æåëòûõ 1 2 3y y y�d �d ,  à çåëåíûõ

1 2 3g g g�d �d . Òàê êàê èç ëþáîé òðîéêè ïàëî÷åê
ðàçíûõ öâåòîâ ñêëàäûâàåòñÿ òðåóãîëüíèê, òî

1 2 3r y g�� �! , 1 2 3y g r�� �!  è 1 2 3g r y�� �! . Ñëîæèâ ýòè
òðè íåðàâåíñòâà, ïîëó÷èì 1 2 1 2 1 2r r y y g g�� �� �� �� �� �!

3 3 3r y g�! �� �� . Ñëåäîâàòåëüíî, äîëæíî âûïîëíÿòü-
ñÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç íåðàâåíñòâ 1 2 3r r r�� �! ,

1 2 3y y y�� �!  èëè 1 2 3g g g�� �! , ò.å. õîòÿ áû îäèí
òðåóãîëüíèê èç ïàëî÷åê îäèíàêîâîãî öâåòà òî÷íî
ìîæíî ñëîæèòü.
Ïðèìåð . Ïóñòü åñòü òðè êðàñíûå ïàëî÷êè äëèíû 3,
à æåëòûå è çåëåíûå ïàëî÷êè èìåþò äëèíû 2, 2, 4.
Òîãäà íàáîð èç òðåõ ïàëî÷åê ðàçíûõ öâåòîâ
ìîæåò èìåòü äëèíû {2, 2, 3}, {2, 3, 4} èëè {3, 4, 4 }.
Èç âñåõ ýòèõ íàáîðîâ ñêëàäûâàþòñÿ òðåóãîëüíè-
êè. Ïðè ýòîì îäíîöâåòíûé òðåóãîëüíèê ìîæíî
ñëîæèòü òîëüêî èç êðàñíûõ ïàëî÷åê.
4. Ìîæåò.
Êîãäà ñóäüÿ âûáåðåò ãèðüêè ìàññàìè îò 11 ã äî
19 ã, ýêñïåðò âûïîëíèò ñëåäóþùèå âçâåøèâàíèÿ

(æèðíûì øðèôòîì âûäåëåíû ãèðüêè, âçÿòûå
ñóäüåé):

10 + 11 = 21, 10 + 12 = 22, 10 + 13 = 23, …

..., 10 + 19 = 29.

Çàìåòèì, ÷òî òîëüêî ãèðüêà ìàññîé 10 ã ìîæåò â
ñóììå ñ äåâÿòüþ ðàçíûìè ãèðüêàìè äàâàòü ìàññó
êàêîé-òî åùå ãèðüêè. Çíà÷èò, ðåçóëüòàòû ýòèõ
âçâåøèâàíèé ïîçâîëÿò ñóäüå óçíàòü, êàêèå ãèðü-
êè èìåþò ìàññû 10 ã è 20 ã (ïåðâàÿ áûëà âî âñåõ
âçâåøèâàíèÿõ ýòîé ñåðèè, à âòîðàÿ íå èñïîëüçî-
âàëàñü), à òàêæå ðàçáèòü îñòàëüíûå ãèðüêè íà
ïàðû ñ ðàçíîñòüþ ìàññ 10 ã, ïðè÷åì â êàæäîé
ïàðå èçâåñòíî, êàêàÿ èìåííî ãèðüêà ëåã÷å.
Ïðè âûáîðå ñóäüåé ãèðåê ìàññàìè îò 22 ã äî 29 ã
ýêñïåðò äåéñòâóåò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

10 + 11 < 22, 10 + 12 < 23, 10 + 13 < 24, …

..., 10 + 18 < 29.

Ýòè âçâåøèâàíèÿ óïîðÿäî÷èâàþò ïàðû, ïîëó÷åí-
íûå ïîñëå ïåðâîé ñåðèè. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî èõ
ðåçóëüòàòàì ñóäüÿ îïðåäåëèò ìàññû âñåõ ãèðåê â
íèõ. Ñóäüÿ òàêæå áóäåò âûáèðàòü ãèðüêè ìàññà-
ìè 10 ã, 20 ã è 21 ã – â ýòèõ ñëó÷àÿõ ýêñïåðò
ìîæåò äåéñòâîâàòü êàê óãîäíî.
Çàìå÷àíèå . Â äàííîì ðåøåíèè åñòü òðè âçâåøèâà-
íèÿ, ðåçóëüòàòû êîòîðûõ íå èìåþò çíà÷åíèÿ äëÿ
îïðåäåëåíèÿ ìàññ âñåõ ãèðåê. Èçâåñòåí àëãîðèòì,
â êîòîðîì òàêèõ «ëèøíèõ» âçâåøèâàíèé äåâÿòü.

Êîíêóðñ èìåíè À.Ï.Ñàâèíà
(ñì. «Êâàíò» ¹2)

21. Ìûñëåííî ñäâèíåì
âåðõíèé òðåóãîëüíèê
âíèç íà âåêòîð, ñîîòâåò-
ñòâóþùèé îäíîé ñïè÷êå.
Ïîëîæèâ ñïè÷êè íà äâà
èç òðåõ íîâûõ îòðåçêîâ,
ïîëó÷èì êîíñòðóêöèþ,
êàê íà ðèñóíêå 2. Êàæ-
äàÿ ÷àñòü ñêëàäûâàåòñÿ
èç ðàâíîñòîðîííåãî
òðåóãîëüíèêà è ðîìáà ñ
óãëîì 30�q.
22. à) Äà; á) äà.
à) Åñëè åñòü äâà ðåáåíêà, êîòîðûå çà äâà ðàçà
ïîèãðàëè ñ îäíîé è òîé æå ïàðîé èãðóøåê, òî è
äðóãèå äâîå èãðàëè ñ îäíîé è òîé æå ïàðîé
èãðóøåê. Çíà÷èò, ìîæíî ðàçäàòü ïåðâûì äâóì
äåòÿì èãðóøêè äðóãèõ äâóõ è íàîáîðîò – òàê ó
êàæäîãî îêàæåòñÿ íîâàÿ èãðóøêà. Åñëè âñå äåòè
ïîèãðàëè ñ ðàçíûìè ïàðàìè èãðóøåê, òî ïóñòü
ïåðâûé ïîèãðàë ñ óòåíêîì è ñëîíåíêîì. Òîãäà
åñòü ðåáåíîê, êîòîðûé ïîèãðàë ñ óòåíêîì, íî íå

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2
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ñî ñëîíåíêîì (íàçîâåì åãî âòîðûì), åñòü ðåáå-
íîê, ïîèãðàâøèé ñî ñëîíåíêîì, íî íå ñ óòåíêîì
(ïóñòü îí òðåòèé), è ÷åòâåðòûé ðåáåíîê íå èãðàë
íè ñî ñëîíåíêîì, íè ñ óòåíêîì. Òîãäà ìîæíî
âûäàòü ÷åòâåðòîìó ñëîíåíêà, òðåòüåìó – óòåíêà,
âòîðîìó âûäàòü òó èãðóøêó èç îñòàâøèõñÿ äâóõ,
êîòîðîé ó íåãî åùå íå áûëî, è ïåðâîìó âûäàòü
îñòàâøóþñÿ èãðóøêó (ñ êîòîðîé óæå ïîèãðàë
âòîðîé).
á) Èòàê, ïåðâûå òðè ðàçà âîñïèòàòåëüíèöå óäà-
ëîñü äàòü êàæäîìó èãðóøêó, êîòîðîé ó íåãî åùå
íå áûëî, ò.å. äëÿ êàæäîãî îñòàëàñü òîëüêî îäíà
èãðóøêà, ñ êîòîðîé îí åùå íå èãðàë. Ïóñòü åñòü
äâà ðåáåíêà, êîòîðûå åùå íå èãðàëè ñ îäíîé è
òîé æå èãðóøêîé – ñêàæåì, ñ óòåíêîì. Òîãäà
ïåðâûå òðè ðàçà óòåíîê äîñòàâàëñÿ äâóì äðóãèì
äåòÿì – çíà÷èò, êîìó-òî èç íèõ îí óæå äîñòàëñÿ
äâà ðàçà, ïðîòèâîðå÷èå. Ïîýòîìó ìîæíî âûäàòü
êàæäîìó òó èãðóøêó, êîòîðîé ó íåãî åùå íå
áûëî, è âñå ïîëó÷àò ïî èãðóøêå.
23. 42.
Îöåíêà . Ïóñòü â ðàçðåçàíèè ïðèñóòñòâóåò ïî x
óãîëêîâ êàæäîãî òèïà. Ïîñêîëüêó áîëüøîé óãî-
ëîê ñîñòîèò èç 48 êëåòîê, ñðåäíèé – èç 12, à
ìàëåíüêèé – èç 3, ïîëó÷àåì

248 12 3 63x x x x n�� �� � � .

Âèäèì, ÷òî 2n  äåëèòñÿ íà 263 3 7� �˜ , ñëåäîâà-
òåëüíî, n äåëèòñÿ íà 3 7 21�˜ � .
Ñëó÷àé n = 21 íåâîçìîæåí. Äîêàæåì ýòî. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî n = 21 è, ñëåäîâàòåëüíî, x = 7.
Îòìåòèì 211 121�  êëåòîê êâàäðàòà 21 21�u , êàê
íà ðèñóíêå 3. Áîëüøîé óãîëîê ñîäåðæèò 12 îò-
ìå÷åííûõ êëåòîê, ñðåäíèé – 3, ìàëåíüêèé – 0
èëè 1. Ïîýòîìó îòìå÷åííûõ êëåòîê íå áîëüøå

�� ��7 12 3 1 112 121�� �� � �� . Ïðîòèâîðå÷èå. ×èñëî n
êðàòíî 21, ïîýòîìó 42n �t .
Ïðèìåð.  Ïðèâåäåì ïðèìåð, êàê ðàçðåçàòü êâàä-
ðàò ñî ñòîðîíîé n = 42. Ñíà÷àëà ïîäåëèì êâàä-
ðàò íà òðè ïðÿìîóãîëüíèêà 2 42�u , 40 6�u , 40 36�u .
Ïîêàæåì, êàê êàæäûé èç íèì ìû äåëèì íà
óãîëêè.
1) Ïðÿìîóãîëüíèê 2 42�u  ïîäåëèì íà 42 : 3 14� 
ïðÿìîóãîëüíèêîâ 2 3�u , êàæäûé èç êîòîðûõ ïî-
äåëèì íà äâà ìàëåíüêèõ óãîëêà. Ïîëó÷èì
14 2 28�˜ �  ìàëåíüêèõ óãîëêîâ.
2) Ïðÿìîóãîëüíèê 40 6�u  ïîäåëèì íà 40 : 4 10� 
ïðÿìîóãîëüíèêîâ 4 6�u , êàæäûé èç êîòîðûõ ïî-
äåëèì íà äâà ñðåäíèõ óãîëêà. Ïîëó÷èì 10 2 20�˜ � 
ñðåäíèõ óãîëêîâ.
3) Ïðÿìîóãîëüíèê 40 36�u  ï îäåëèì íà
�� �� �� ��40 : 8 36 : 12 15�˜ �  ïðÿìîóãîëüíèêîâ 8 12�u ; èç
íèõ 14 ïîäåëèì íà äâà áîëüøèõ óãîëêà, à îäèí –
íà 8 ñðåäíèõ óãîëêîâ. Ïîëó÷èì 14 2 28�˜ �  áîëü-
øèõ óãîëêîâ è 8 ñðåäíèõ.
Èòîãî óãîëêîâ êàæäîãî òèïà – ïî 28.
24. 3.
Êàê èçâåñòíî, ëþáîé ìíîãîóãîëüíèê ìîæíî ðàç-
ðåçàòü íåïåðåñåêàþùèìèñÿ äèàãîíàëÿìè íà òðå-
óãîëüíèêè (ñì., íàïðèìåð, êíèãó Â.Â.Ïðàñîëîâà
«Çàäà÷è ïî ïëàíèìåòðèè», ãëàâà «Âûïóêëûå è
íåâûïóêëûå ìíîãîóãîëüíèêè»). Ïîäåëèâ ìóçåé
íà òðåóãîëüíèêè òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì, ÷òî
ëþáàÿ òî÷êà â ìóçåå ðàñïîëîæåíà âíóòðè èëè íà
ãðàíèöå òàêîãî òðåóãîëüíèêà, à çíà÷èò, èç íåå
âèäíî õîòÿ áû òðè âåðøèíû 10-óãîëüíèêà, îáðà-
çóþùåãî ìóçåé. Ñëåäîâàòåëüíî, èç êàæäîé òî÷êè
âèäíî õîòÿ áû 3 ñêóëüïòóðû.
Ïðèâåäåì ïðèìåð, êîãäà åñòü òî÷êà âíóòðè ìó-
çåÿ, èç êîòîðîé âèäíî òîëüêî òðè ñêóëüïòóðû.
Ðàññìîòðèì îäíó òðåóãîëüíóþ «êîìíàòó», îò êî-
òîðîé îòõîäèò òðè óçêèõ «êîðèäîðà» (ðèñ. 4).
Êîðèäîðû ìîæíî ñäåëàòü äîñòàòî÷íî äëèííûìè
òàê, ÷òîáû èç êðàñíîé òî÷êè íå áûëî âèäíî
áîëüøå òðåõ ñêóëüïòóð.

Ðèñ. 3 Ðèñ. 4
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Ðåãèîíàëüíûé ýòàï
LI Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû
øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå

Çàäà÷è

9 êëàññ

1. Â 7:45.
Ïóñòü S – ðàññòîÿíèå ìåæäó äîìàìè Àíè è Áîðè
(èçìåðåííîå â ìåòðàõ), à x è y – ñêîðîñòè Àíè è
Áîðè ñîîòâåòñòâåííî (èçìåðåííûå â ì ìèí ). Êîãäà
Áîðÿ äîãîíÿåò Àíþ, ñêîðîñòü èõ ñáëèæåíèÿ ðàâ-
íà y – x . Ïîýòîìó â ïåðâûé äåíü Áîðÿ äîãíàë Àíþ

çà 30
S

y x
� 

��
 ìèí. Âî âòîðîé æå äåíü Àíÿ óñïåëà

îòîéòè íà 10 x ì, òàê ÷òî 
10

40
S x
y x
��

� 
��

 ìèí. Îòñþ-

äà èìååì �� �� �� ��30 40 10S y x y x x� �� � �� �� , îòêóäà

10y = 20x è y = 2x. Ïîýòîìó 30
S S

y x x
� � 

��
, à

Áîðå íàäî ïîòðàòèòü íà ïóòü ìåæäó äîìàìè

15
2

S S
y x

� �  ìèí. Çíà÷èò, âûáåæàòü åìó íàäî

â 7:45.
2. Ïðîäëèì îòðåçîê DE  äî ïåðåñå÷åíèÿ ñî ñòîðî-
íîé BC â òî÷êå X (ðèñ. 5). Ïîñêîëüêó DX ACP ,

òðåóãîëüíèê BDX  ðàâ-
íîáåäðåííûé. Êðîìå
òîãî, CDX DC A�‘ � �‘ � 

DCB� �‘ , ïîýòîìó òðå-
óãîëüíèê CDX  òàêæå
ðàâíîáåäðåííûé, è
CX = DX . Èç ïàðàëëå-
ëîãðàììà CDEF  ïîëó-
÷àåì DE = CF = BD =
= BX , òàê ÷òî XE =

= XD + DE = CX + XB = BC . Ïîñêîëüêó BXD�‘ � 
BCF� �‘ , ïîëó÷àåì, ÷òî òðåóãîëüíèêè BXE  è FCB

ðàâíû ïî äâóì ñòîðîíàì è óãëó ìåæäó íèìè,
îòêóäà è ñëåäóåò, ÷òî BE = BF .
3. Ïóñòü �� �� 2P x ax bx c� �� �� , à �� �� 2Q x ux vx w� �� �� .
Ïóñòü ïðÿìûå, íàðèñîâàííûå íà k-é è m-é ìèíó-
òàõ, ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå ñ àáñöèññîé 0x  (ïðè÷åì

k mp p�z ). Ýòî çíà÷èò, ÷òî 0 0k k m mp x q p x q�� � �� ,
èëè

0x m k

k m

q q
p p

��
� � 

��

�  
�� �� �� ��

�� �� �� ��
�� ��
�� ��

2 2

2 2

u m k v m k u k m v

a k m ba k m b k m

�� �� �� �� ��
� ��

�� ���� �� ��
. (1)

Ïóñòü òåïåðü ïðÿìûå, íàðèñîâàííûå íà k-é, 1m -é
è 2m -é ìèíóòàõ, ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.
Çàìåòèì, ÷òî êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí �� ��P x  ïðèíè-
ìàåò êàæäîå çíà÷åíèå íå áîëåå äâóõ ðàç, ïîýòîìó
áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî kp
îòëè÷íî îò lp  è mp . Òîãäà ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà
îçíà÷àåò, ÷òî

�� ��
�� ��

�� ��
�� ��

1 2

1 2

u k m v u k m v

a k m b a k m b

�� �� �� ��
� 

�� �� �� ��
. (2)

Äîìíîæèâ íà çíàìåíàòåëè è ñîêðàòèâ ïîäîáíûå
ñëàãàåìûå, ïîëó÷àåì

�� �� �� �� �� �� �� ��1 2k m ub av k m ub av�� �� � �� �� ,

÷òî ïðè 1 2m m�z  îçíà÷àåò, ÷òî 0ub av�� � . Òàêèì
îáðàçîì, ðàâåíñòâî (1) âåðíî âîîáùå äëÿ âñåõ
çíà÷åíèé 1m  è 2m , à çíà÷èò,  è ðàâåíñòâî (2)
áóäåò âûïîëíåíî äëÿ âñåâîçìîæíûõ çíà÷åíèé 1m
è 2m , ÷òî è îçíà÷àåò, ÷òî ïðÿìûå, íàðèñîâàííûå
â ïðîèçâîëüíûå ìîìåíòû 1m  è 2m , ïåðåñåêàþò k-þ
ïðÿìóþ â îäíîé è òîé æå òî÷êå.
Ðàññóæäåíèå âûøå ìîæåò íå ñðàáîòàòü òîëüêî
äëÿ ìîìåíòà m, êîãäà k mp p� . Íî, ïîñêîëüêó
íàì óæå èçâåñòíî, ÷òî âñå îñòàëüíûå ïðÿìûå
ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå, ìîæíî òåïåðü ïðî-
âåñòè òàêîå æå ðàññóæäåíèå äëÿ äðóãèõ òðåõ
ìîìåíòîâ, óñòàíîâèâ òðåáóåìîå.
5. m = 1, n = 3.
Çàìåòèì, ÷òî

�� ���� 1 !n �� �� �� ����1 2 !n�� �� ��1�� � 

� �� ��1 !n ��  �� ��2 !n�˜ �� �� ��1 !n�� �� �� ��2 !n�� �� + 1 � 

� �� ���� 1 !n �� �� �� ��2 !n n�� �˜ �� 1�� � �� ��22 2 1 1m m m�� �� � �� .

Ïóñòü 4n �! . Î÷åâèäíî, ÷òî ÷èñëà �� ��1 !n �� ��1  è
�� ��2 !n �� �� 1 âçàèìíî ïðîñòû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî
íå òàê è îáà ýòèõ ÷èñëà äåëÿòñÿ íà ïðîñòîå ÷èñëî p.
Òîãäà ÷èñëî �� ��1 !n �� �� ����1 2 !n�� �� �� �� �� ��1 1 2n n�� �˜ �� � ��
òîæå äåëèòñÿ íà p. Çíà÷èò, �� ��2 !n ��  äåëèòñÿ íà p,
à �� ��2 !n �� 1��  íå êðàòíî p, ïðîòèâîðå÷èå. Òàêèì
îáðàçîì, ïðîèçâåäåíèå âçàèìíî ïðîñòûõ ÷èñåë
�� ��1 !n �� 1��  è �� ��2 !n �� 1��  – òî÷íûé êâàäðàò, òîãäà è
êàæäîå èç íèõ òî÷íûé êâàäðàò. Îäíàêî, ÷èñëîÐèñ. 5

Ïàðàäîêñû ïëîñêîãî êîíäåíñàòîðà
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�� ��1 !n �� 1��  ïðè 4n �!  äàåò îñòàòîê 3 ïðè äåëåíèè
íà 4, ïîýòîìó îíî òî÷íûì êâàäðàòîì áûòü íå
ìîæåò. Îñòàåòñÿ ðàçîáðàòü ñëó÷àè 4n �d . Ïðè n = 4

ïîëó÷àåòñÿ �� ��21 5m �� � , ðåøåíèé íåò. Ïðè n = 3
ìû ïîëó÷àåì �� ��21 0m �� � , ÷òî äàåò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå m = 1, n = 3.
6. 15360 ñì èëè 20480 ñì.
Ïîëó÷åííàÿ äî ðàçðåçàíèÿ êîíñòðóêöèÿ ñîñòîèò
èç 1024 îòðåçêîâ íèòè, êîòîðûå íèòü ïðîõîäèò
ïîî÷åðåäíî ñëåâà íàïðàâî è ñïðàâà íàëåâî (ïóñòü
îáà êîíöà íèòè íàõîäÿòñÿ ñëåâà). Òîãäà åñëè
ðàçðåç ïðîâåäåí â a ñì îò ëåâîãî êðàÿ è â b ñì îò
ïðàâîãî êðàÿ, òî äëèíû ïîëó÷åííûõ êóñêîâ
íèòè ðàâíû a, 2a è 2 b. Ïîñêîëüêó ýòèõ äëèí
âñåãî äâå, òî 2b ñîâïàäàåò ëèáî ñ a, ëèáî ñ 2 a,
à íàèìåíüøèé êóñîê ðàâåí a = 10 ñì. Çíà÷èò,
b = 5 ñì èëè b = 10 ñì, à îáùàÿ äëèíà íèòè, ðàâ-
íàÿ �� ��1024 a b�� , òîãäà ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ
1024 15 15360�˜ � ñì èëè 1024 20 20480�˜ �  ñì.
8. N  = 450.
Ïîêàæåì, êàê âûëîæèòü 100 äâóõðóáëåâûõ è
450 ïÿòèðóáëåâûõ ìîíåò ïî êðóãó òàê, ÷òîáû
âûïîëíÿëîñü óñëîâèå çàäà÷è. Ïðîíóìåðóåì ìåñòà
ïî êðóãó ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå ÷èñëàìè îò 1 äî 550
è âûëîæèì äâóõðóáëåâûå ìîíåòû íà ìåñòà, íî-
ìåðà êîòîðûõ êðàòíû 11 (ò.å. 11, 22, ...), è íà
ìåñòà, íîìåðà êîòîðûõ äàþò îñòàòîê 5 ïðè äåëå-
íèè íà 11 (ò.å. 5, 16, ...); íà îñòàëüíûå ìåñòà
âûëîæèì ïÿòèðóáëåâûå ìîíåòû. Òîãäà ìåæäó
êàæäîé ïàðîé ñîñåäíèõ äâóõðóáëåâûõ ìîíåò íà-
õîäÿòñÿ 4 èëè 5 ïÿòèðóáëåâûõ ìîíåò, ïðè÷åì ýòè
êîëè÷åñòâà ÷åðåäóþòñÿ.
Ðàññìîòðèì íåêîòîðûé íàáîð ïîäðÿä èäóùèõ ìî-
íåò; ïîêàæåì, ÷òî îíè íå äàþò ñóììó â 52 ðóáëÿ.
Åñëè ñðåäè íèõ íåò äâóõðóáëåâûõ, òî ñóììà
äåëèòñÿ íà 5, à 52 íå äåëèòñÿ íà 5. Åñëè ñðåäè
íèõ ðîâíî äâå äâóõðóáëåâûõ, ñóììà äàåò îñòàòîê 4
ïðè äåëåíèè íà 5, ò.å. òîæå íå ðàâíà 52. Åñëè
äâóõðóáëåâàÿ ìîíåòà îäíà, âìåñòå ñ íåé â íàáîðå
ìîæåò áûòü íå áîëåå 4 + 5 = 9 ïÿòèðóáëåâûõ, ò.å.
ñóììà íå ïðåâîñõîäèò 2 9 5 47�� �˜ �   ðóáëåé. Íàêî-
íåö, ïóñòü äâóõðóáëåâûõ ìîíåò â íàáîðå õîòÿ áû
òðè, ðàññìîòðèì òðè äâóõðóáëåâûå ìîíåòû, ëåæà-
ùèå â íàáîðå ïîäðÿä. Ìåæäó íèìè åñòü 9 ïÿòè-
ðóáëåâûõ; ñóììàðíîå äîñòîèíñòâî ýòèõ ìîíåò
óæå ðàâíî 3 2 9 5 51�˜ �� �˜ �  ðóáëþ. Çíà÷èò, íàáðà-
íà ñóììà ëèáî â 51 ðóáëü, ëèáî õîòÿ áû â
51 + 2 = 53 ðóáëÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åííàÿ
ðàñêëàäêà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ.
Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ïðè ëþáîé ðàñêëàäêå
100 äâóõðóáëåâûõ è íå ìåíåå 451 ïÿòèðóáëåâûõ
ìîíåò îáÿçàòåëüíî ìîæíî âûáðàòü íåñêîëüêî
ìîíåò ïîäðÿä c ñóììàðíûì äîñòîèíñòâîì 52 ðóá-
ëÿ. Ïðîíóìåðóåì äâóõðóáëåâûå ìîíåòû ÷èñëàìè
1, 2, …, 100 â ïîðÿäêå èõ ðàñïîëîæåíèÿ ïî ÷àñî-

âîé ñòðåëêå. Âûäåëèì 50 äâóõðóáëåâûõ ìîíåò ñ
íå÷åòíûìè íîìåðàìè. Ìåæäó âûäåëåííûìè ìî-
íåòàìè åñòü 50 ïðîìåæóòêîâ; â îäíîì èç íèõ
îêàæåòñÿ íå ìåíåå 10 ïÿòèðóáëåâûõ ìîíåò, èíà-
÷å îáùåå êîëè÷åñòâî ïÿòèðóáëåâûõ ìîíåò íå
ïðåâîñõîäèëî áû 9 50 450�˜ � . Èòàê, ìû íàøëè
ïðîìåæóòîê, â êîòîðîì åñòü ðîâíî îäíà äâóõðóá-
ëåâàÿ ìîíåòà C è õîòÿ áû 10 ïÿòèðóáëåâûõ;
òîãäà ìîæíî âçÿòü C è 10 ïÿòèðóáëåâûõ ìîíåò
òàê, ÷òîáû îíè ëåæàëè ïîäðÿä. Òîãäà è íàáåðåò-
ñÿ ñóììà ðîâíî â 52 ðóáëÿ.
9. Ïðè  1 17�D �t .
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîëè÷åñòâî âîäû â ëþáûõ
äâóõ ñîñóäàõ îòëè÷àåòñÿ áîëüøå ÷åì íà �D ë.
Ïóñòü 0 1 11k k k�d �d �} �d  – êîëè÷åñòâà âîäû â ñîñó-
äàõ; íàçîâåì èíäåêñîì  ñîñóäà åãî íîìåð â ýòîì
ðÿäó. Çàìåòèì, ÷òî 0 0k �t , è ïî íàøåìó ïðåäïî-
ëîæåíèþ 1i ik k ���! �D �� ; îòñþäà ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî

0k i�! �D  ïðè 1i �t .
Ñóììà âñåõ èíäåêñîâ ðàâíà 0 1 11 66�� �� �} �� � ,
ïîýòîìó íàéäåòñÿ ðÿä, ñóììà èíäåêñîâ â êîòîðîì
íå ìåíüøå 17. Èç íåðàâåíñòâ âûøå ïîëó÷àåì,
÷òî ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî âîäû â ýòîì ðÿäó
áîëüøå 17�D, îòêóäà 1 17�D �� . Èòàê, ïðè âñåõ
çíà÷åíèÿõ 1 17�D �t  óòâåðæäàòü òðåáóåìîå ìîæíî.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ðàñïðåäåëèòü âîäó ïî
ðÿäàì êàê

13 1 3
17 17 17

�� �� ,  
10 2 5
17 17 17

�� �� ,

9 8
0

17 17
�� �� ,  

7 6 4
17 17 17

�� �� ,

òî êîëè÷åñòâà âîäû â ëþáûõ äâóõ ñîñóäàõ áóäóò
îòëè÷àòüñÿ ìèíèìóì íà 1 17 ë. Ïîýòîìó ïðè âñåõ

1 17�D ��  óòâåðæäàòü òðåáóåìîå íåëüçÿ.
10. 30�q èëè 150�q.
Îòìåòèì òî÷êó P òàê, ÷òî òðåóãîëüíèê BCP –
ðàâíîñòîðîííèé, à òî÷êè A è P ëåæàò ïî ðàçíûå
ñòîðîíû îò ïðÿìîé BC (ðèñ. 6). Òîãäà 30 BPM�q � �‘ � 

BD M� �‘ , ò.å. òî÷êè B, M , P, D  ëåæàò íà îäíîé
îêðóæíîñòè, à ïîñêîëüêó 90BMP�‘ � �q, òî è

90BD P�‘ � �q. Íî, òàê êàê PCA PCB BCA�‘ � �‘ �� �‘ � 
90�q� , òî÷êè A, D, P, C òàêæå ëåæàò íà îäíîé

îêðóæíîñòè (ñ äèàìåòðîì AP) è òî÷êà O èç óñëî-
âèÿ – öåíòð ýòîé îê-
ðóæíîñòè. Â ÷àñòíîñòè,
O ëåæèò íà ñåðåäèí-
íîì ïåðïåíäèêóëÿðå
ê CP, ñîâïàäàþùåì ñ
áèññåêòðèñîé óãëà
PBC. Îòñþäà è âûòå-
êàåò, ÷òî CBO�‘  ðà-
âåí 30�q èëè 150�q – â
çàâèñèìîñòè îò òîãî,
ïî êàêóþ ñòîðîíó îò Ðèñ. 6
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ïðÿìîé AB îêàæåòñÿ òî÷êà O. Íåòðóäíî âèäåòü,
÷òî îáà çíà÷åíèÿ óãëà ðåàëèçóþòñÿ ( CBO�‘  áó-
äåò ðàâåí 150�q, åñëè, ñêàæåì, óãîë ABC áóäåò
áëèçîê ê 150�q).

10 êëàññ
1. 2025.
Âîñïîëüçóéòåñü òåîðåìîé Âèåòà.
2. Ìîæíî.
Çàíóìåðóåì ãîðîäà ÷èñëàìè 0, 1, 2, …, 29 òàê,
÷òîáû èçíà÷àëüíî ó íàñ áûë öèêë
0 1 2 3 28 29 0�� �� �� �� �} �� �� �� . Äîáàâèì 9 àâèàëè-
íèé 0 3�� , 0 6�� , 0 9�� , …, 0 27��  (à 10-þ àâèàëè-
íèþ äîáàâèì êàêóþ óãîäíî).
Ïîêàæåì, ÷òî óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ. Âîçüìåì
ëþáûå äâà ãîðîäà A è B. Îò A ìîæíî íå áîëåå
÷åì çà 1 ïåðåëåò äîáðàòüñÿ äî ãîðîäà C ñ íîìå-
ðîì, êðàòíûì 3. Àíàëîãè÷íî, îò B ìîæíî íå
áîëåå ÷åì çà 1 ïåðåëåò äîáðàòüñÿ äî ãîðîäà D  ñ
íîìåðîì, êðàòíûì 3. À ìåæäó ãîðîäàìè C è D
åñòü ïóòü íå áîëåå ÷åì èç äâóõ ïåðåëåòîâ, òàê
êàê âñå ãîðîäà ñ íîìåðàìè, êðàòíûìè 3, ñîåäèíå-
íû ñ ãîðîäîì íîìåð 0.
3. Âû÷òåì èç âòîðîãî ðàâåíñòâà ïåðâîå è ðàçëî-
æèì ëåâóþ ÷àñòü íà ìíîæèòåëè, ïîëó÷èì

�� �� �� �� �� ��2a b b c c a�� �� �� � . ( * )

Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè (â óñëîâèè èìååòñÿ öèêëè-
÷åñêàÿ ñèììåòðèÿ ïåðåìåííûõ a, b, c), áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî c – íàèáîëüøåå èç äàííûõ ÷èñåë.
Òîãäà 0c a�� �t , íî èç ( * ) âèäèì, ÷òî 0c a�� �z .
Çíà÷èò, 0c a�� �! . Àíàëîãè÷íî, 0b c�� �� . Òîãäà èç
( * ) ñëåäóåò 0a b�� �� . Ïîëó÷àåòñÿ a b c�� �� .
Îáîçíà÷èì z c a� �� , x b a� �� , y c b� �� , òàê ÷òî

0x �! , 0y �! , z x y� �� ; òîãäà ( * ) ïðèíèìàåò âèä
xyz = 2. Íàì íóæíî äîêàçàòü, ÷òî z > 2.
Çàìåòèì, ÷òî �� ��24xy x y�t �� , òàê êàê ýòî íåðàâåí-
ñòâî ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó �� ��2 0x y�� �t   (èëè
ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà î ñðåäíåì àðèôìåòè÷åñ-
êîì è ñðåäíåì ãåîìåòðè÷åñêîì). Îòñþäà 24xy z�d
è äàëåå

2 x� 
3

24
4 4 4
z z z

yz xy z� �˜ �˜ � „ .

Ïîëó÷àåì 
3

2
4
z

�d , îòêóäà 3 8z �t   è ïîýòîìó 2z �t .

Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî z = 2 íåâîçìîæíî. Åñëè
x y�z , òî �� ��2 0x y�� �! , è òîãäà â ïðåäûäóùåì
ðàññóæäåíèè ìû ïîëó÷èì ñòðîãîå íåðàâåíñòâî

2z �! . Çíà÷èò, z = 2 âîçìîæíî ëèøü ïðè x = y = 1.
Â ýòîì ñëó÷àå b = a + 1 > 1 è c = a + 2 > 2. Òîãäà

2 2 2 2 21 2 2a b b c c a b c�� �� �! �! �˜ � ,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïåðâîìó ðàâåíñòâó èç óñëîâèÿ
çàäà÷è.
4. Íåëüçÿ.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òðåáóåìîå âîçìîæíî. Ââåäåì
ñèñòåìó êîîðäèíàò òàê, ÷òîáû óçëû ÿâëÿëèñü â

òî÷íîñòè òî÷êàìè ñ öåëûìè êîîðäèíàòàìè. Ðàñ-
êðàñèì óçëû ñåòêè â øàõìàòíîì ïîðÿäêå. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî íàøëèñü äâà îòìå÷åííûõ óçëà ðàç-
íûõ öâåòîâ: A – áåëûé, B – ÷åðíûé. Ïóñòü
íàøåëñÿ óçåë C, ðàâíîóäàëåííûé îò íèõ, è ïóñòü,
íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, C – áåëûé. Òîãäà ó âåêòîðà
CA
uuur

 êîîðäèíàòû îäíîé ÷åòíîñòè, çíà÷èò, ïî òåî-
ðåìå Ïèôàãîðà 2CA  ðàâíî ñóììå êâàäðàòîâ öå-
ëûõ ÷èñåë îäíîé ÷åòíîñòè, ò.å. 2CA  ÷åòíî. Àíà-
ëîãè÷íî ðàññóæäàÿ, ïîëó÷àåì, ÷òî 2CB  íå÷åòíî –
ïðîòèâîðå÷èå.
Èòàê, âñå îòìå÷åííûå óçëû èìåþò îäèí öâåò.
Ïðîâåäåì ÷åðåç âñå óçëû ýòîãî öâåòà ïðÿìûå ñ
óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì 1�r   – ïîëó÷èòñÿ íîâàÿ
êâàäðàòíàÿ ñåòêà ñ øàãîì (äëèíîé ñòîðîíû êâàä-
ðàòà) 2. Âèäèì, ÷òî îòìå÷åííûå òî÷êè ÿâëÿþò-
ñÿ óçëàìè ýòîé íîâîé ñåòêè. Ïðîäîëæàÿ ðàññóæ-
äàòü àíàëîãè÷íî, ïîëó÷èì, ÷òî îòìå÷åííûå óçëû

ëåæàò íà êâàäðàòíîé ñåòêå ñ øàãîì �� ��22 , �� ��32 ,

�� ��42 , … Íî øàã ñåòêè íå ìîæåò ïðåâûøàòü
êîíñòàíòû – ðàññòîÿíèÿ ìåæäó äâóìÿ ôèêñèðî-
âàííûìè îòìå÷åííûìè òî÷êàìè. Ïðîòèâîðå÷èå.
6. Íå ìîãëî.
Íàçîâåì ÷èñëà 0, 1, …, 49 ìàëåíüêèìè , à îñòàëü-
íûå ÷èñëà, êîòîðûå ìîãóò ïîÿâèòüñÿ íà òàáëî,
ò.å. ÷èñëà 50, 51, …, 99 – áîëüøèìè . Çàìåòèì,
÷òî ïîñëå íàæàòèÿ èç ìàëåíüêîãî ÷èñëà îáÿçà-
òåëüíî ïîëó÷àåòñÿ áîëüøîå, à èç áîëüøîãî ÷èñ-
ëà – ìàëåíüêîå. Çíà÷èò, ïîñëå íå÷åòíîãî êîëè÷å-
ñòâà îïåðàöèé íà òàáëî áóäåò ãîðåòü áîëüøîå
÷èñëî.
7. Ïî óñëîâèþ, BC AB�A
è AD AB�A , ïîýòîìó
BC ADP  – îñíîâàíèÿ
òðàïåöèè. Ïóñòü M  è
N  – ñåðåäèíû AB è CD ,
òàê ÷òî M N – ñðåäíÿÿ
ëèíèÿ òðàïåöèè ABCD
(ðèñ. 7). Ïðè ýòîì M N
ïàðàëëåëüíà îñíîâàíè-
ÿì, ïîýòîìó M N AB�A
è M N – ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê AB. Çíà÷èò,
öåíòð îêðóæíîñòè �� ��ABE  ëåæèò íà ïðÿìîé M N.
Ïîëîæèì

1
2

x BCE ECD BCD� �‘ � �‘ � �‘ ,

1
2

y CDE ED A CD A� �‘ � �‘ � �‘ .

Èç ïàðàëëåëüíîñòè BC è AD   ñëåäóåò, ÷òî
180BCD CD A �q�‘ �� �‘ � , ïîýòîìó 90x y�� � �q. Âè-

äèì, ÷òî òðåóãîëüíèê CED  – ïðÿìîóãîëüíûé
( 90CED�‘ � �q), à çíà÷èò, N  – öåíòð îêðóæíîñ-
òè �� ��CED . Äàëåå, â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëü-
íèêå CED  èìååì EN  = ND , ïîýòîìó NED�‘ � 
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Î Ò Â Å Ò Û ,  Ó Ê À Ç À Í È ß ,  Ð Å Ø Å Í È ß 59
EDN y� �‘ � , à èç ðàâåíñòâà NED ED A�‘ � �‘  ñëå-

äóåò EN ADP , ïîýòîìó E ëåæèò íà ïðÿìîé M N.
Èòàê, E – îáùàÿ òî÷êà îêðóæíîñòåé �� ��ABE  è
�� ��CDE , ëåæàùàÿ íà èõ ëèíèè öåíòðîâ M N. Çíà-
÷èò, ýòè îêðóæíîñòè êàñàþòñÿ (â òî÷êå E).
8. 120.
Ïóñòü ïðÿìîóãîëüíèê 2 100�u  ðàçáèò íà äîìè-
íîøêè. Äâèãàÿñü ñëåâà íàïðàâî, ïîíèìàåì, ÷òî
ãîðèçîíòàëüíûå äîìèíîøêè îáúåäèíÿþòñÿ â áëî-
êè 2 2�u . Äàëåå ïîä áëîêîì  ïîíèìàåì òàêîé áëîê
2 2�u  èç äâóõ ãîðèçîíòàëüíûõ äîìèíîøåê.
Íàçîâåì õîðîøèì  ðàçáèåíèå íà äîìèíîøêè, â
êîòîðîì â êàæäîé äîìèíîøêå õîòÿ áû îäíà êëåòêà
÷åðíàÿ. Íàçîâåì ðàñêðàñêó õîðîøåé , åñëè ïðè
íåé ñóùåñòâóåò ðîâíî îäíî õîðîøåå ðàçáèåíèå.
1) Ïðèâåäåì ïðèìåð  õîðîøåé ðàñêðàñêè, â êîòî-
ðîé 120 ÷åðíûõ êëåòîê. Êðàñèì ïåðâûé ñòîëáåö
áåëûì, ñëåäóþùèå 3 ñòîëáöà – ÷åðíûì, ïÿòûé
ñòîëáåö – áåëûì, è äàëåå ïðîäîëæàåì ñ ïåðèî-
äîì 5 (ðèñ. 8). Òîãäà ðàçîáüåì íàø ïðÿìîóãîëüíèê

íà ïðÿìîóãîëüíèêè 2 5�u  è â êàæäîì èç íèõ ïóñòü
ñëåâà è ñïðàâà íàõîäÿòñÿ áëîêè, à ïîñåðåäèíå –
âåðòèêàëüíàÿ äîìèíîøêà. Âèäèì, ÷òî ïîëó÷åíî õî-
ðîøåå ðàçáèåíèå. Ïîêàæåì, ÷òî îíî åäèíñòâåííî.
Ïîñìîòðèì íà ãðàíèöó ìåæäó 5-ì è 6-ì ñòîëáöà-
ìè. Ýòà ãðàíèöà íå ìîæåò íàõîäèòüñÿ âíóòðè
áëîêà, çíà÷èò, ýòà ãðàíèöà îáÿçàòåëüíî äîëæíà
ïðèñóòñòâîâàòü â ðàçáèåíèè è îòðåçàòü ïðÿìîó-
ãîëüíèê 2 5�u . Äàëåå ïðîäîëæèì àíàëîãè÷íûå
ðàññóæäåíèÿ ñ îòðåçàíèåì ïðÿìîóãîëüíèêîâ 2 5�u .
Îñòàåòñÿ ðàçîáðàòüñÿ, êàê ìîæåò áûòü óñòðîåíî
õîðîøåå ðàçáèåíèå äëÿ ïðÿìîóãîëüíèêà 2 5�u .
Â ïåðâîì ñòîëáöå íå ìîæåò áûòü âåðòèêàëüíîé
äîìèíîøêè, ïîýòîìó â 1-ì è 2-ì ñòîëáöàõ òî÷íî
íàõîäèòñÿ áëîê. Àíàëîãè÷íî, â 4-ì è 5-ì ñòîëá-
öàõ íàõîäèòñÿ âåðòèêàëüíûé áëîê. Òåì ñàìûì
õîðîøåå ðàçáèåíèå îäíîçíà÷íî âîññòàíîâëåíî.
Îáîñíîâàíèå òîãî, ÷òî íàøà ðàñêðàñêà õîðîøàÿ,
çàâåðøåíî.
2) Îöåíêà . Ðàññìîòðèì õîðîøåå ðàçáèåíèå ïðÿ-
ìîóãîëüíèêà 2 100�u . Â êàæäîì áëîêå íå áîëåå
äâóõ ÷åðíûõ êëåòîê, èíà÷å ìû ìîæåì çàìåíèòü
äâå ãîðèçîíòàëüíûå äîìèíîøêè ýòîãî áëîêà íà
âåðòèêàëüíûå, è ðàçáèåíèå îñòàíåòñÿ õîðîøèì.
Â âåðòèêàëüíîé äîìèíîøêå ìîæåò áûòü îäíà
÷åðíàÿ êëåòêà èëè äâå ÷åðíûå êëåòêè. Â ïåðâîì
ñëó÷àå âåðòèêàëüíóþ äîìèíîøêó íàçîâåì ñâåò-
ëîé , à âî âòîðîì –  òåìíîé . Åñëè ó íàñ k òåìíûõ
äîìèíîøåê, òî â íèõ 2 k ÷åðíûõ êëåòîê, à îñòàëü-
íàÿ ïëîùàäü �� ��200 2k��  ðàçáèòà íà áëîêè è ñâåò-

ëûå äîìèíîøêè, ò.å. â íåé íå áîëåå ïîëîâèíû
ïëîùàäè çàíèìàþò ÷åðíûå êëåòêè.
Èòîãî ÷åðíûõ êëåòîê íå áîëåå �� ��2 100k k�� �� � 

100 k� �� . Îñòàåòñÿ ïîíÿòü, ÷òî òåìíûõ äîìèíî-
øåê íå áîëåå 20.
Âåðòèêàëüíàÿ äîìèíîøêà íå ìîæåò ãðàíè÷èòü ñ
òåìíîé äîìèíîøêîé, èíà÷å ýòó ïàðó ìîæíî çàìå-
íèòü íà áëîê (èç äâóõ ãîðèçîíòàëüíûõ äîìèíî-
øåê), è ðàçáèåíèå îñòàíåòñÿ õîðîøèì. Çíà÷èò,
ãðàíè÷èòü ñ òåìíîé äîìèíîøêîé ìîæåò òîëüêî
áëîê. Ê îäíîìó è òîìó æå áëîêó ñëåâà è ñïðàâà
íå ìîãóò ïðèìûêàòü äâå òåìíûå äîìèíîøêè,
èíà÷å â îáðàçîâàííîì èìè ïðÿìîóãîëüíèêå 2 4�u
ìîæíî çàìåíèòü âñå äîìèíîøêè íà ãîðèçîíòàëü-
íûå, è ðàçáèåíèå îñòàíåòñÿ õîðîøèì (ðèñ. 9).

Ðàññìîòðèì äâå áëèæàéøèå äðóã ê äðóãó òåìíûå
äîìèíîøêè. Ïðîìåæóòîê (ïî ãîðèçîíòàëè) ìåæ-
äó íèìè íå ìîæåò ñîñòàâëÿòü 0, 1, 2 èëè 3 êëåòêè
(â ïîñëåäíåì ñëó÷àå äâà áëîêà, ñîñåäíèõ ñ ýòèìè
òåìíûìè äîìèíîøêàìè, äîëæíû ïåðåñåêàòüñÿ,
÷òî íåâîçìîæíî). Ñóììèðóÿ äëèíû ïðîìåæóò-
êîâ äëÿ 1k ��  ïàð áëèæàéøèõ òåìíûõ äîìèíî-
øåê, ïîëó÷àåì, ÷òî êîëè÷åñòâî âåðòèêàëåé íå
ìåíåå �� ��4 1 5 4k k k�� �� � �� . Íî îíî ðàâíî 100.
Îòñþäà 5 4 100k �� �d   è 5 104k �d , ÷òî íåâîçìîæíî
ïðè 21k �t .
Íåðàâåíñòâî 20k �d  óñòàíîâëåíî.
9. Íå ñóùåñòâóåò.
Ïóñòü ó íàñ åñòü âîçðàñòàþùàÿ ïðîãðåññèÿ ñ
ðàçíîñòüþ d èç 150 îäíîáîêèõ ÷èñåë. Ðàçáåðåìñÿ,
÷òî ìåøàåò ÷èñëó d áûòü ñëèøêîì ìàëåíüêèì.
Èñïîëüçóåì òàêîå èçâåñòíîå óòâåðæäåíèå.
Óòâåðæäåíèå.  Ïóñòü d âçàèìíî ïðîñòî ñ íàòó-
ðàëüíûì m.  Òîãäà ñðåäè ëþáûõ m ïîñëåäîâà-
òåëüíûõ ÷ëåíîâ àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñ
ðàçíîñòüþ d åñòü ÷ëåí, äåëÿùèéñÿ íà m.
(Áîëåå òîãî, ÷èñëà �� ��, , 2 , , 1a a d a d a m d�� �� �} �� ��
äàþò âñå m ðàçëè÷íûõ îñòàòêîâ ïðè äåëåíèè íà m;
ïîñêîëüêó åñëè îñòàòêè ó ÷èñåë a ld��  è a kd��
äëÿ íåêîòîðûõ 0 k l m�d �� ��  ñîâïàëè, òî

�� ��ld kd l k d�� � ��  äîëæíî äåëèòüñÿ íà m, à çíà-
÷èò, â ñèëó âçàèìíîé ïðîñòîòû d è m, �� ��l k��
äîëæíî äåëèòüñÿ íà m, ÷òî íåâåðíî.)
Äàëåå, ïóñòü p è q – äâà ïðîñòûõ ÷èñëà, îêàí÷è-
âàþùèåñÿ íà ðàçíûå öèôðû, ïðè÷åì òàêèå, ÷òî

150pq �d ; íàçîâåì òàêóþ ïàðó âðåäíîé . Òîãäà
åñëè d íå äåëèòñÿ íè íà îäíî èç ÷èñåë p, q, òî,
ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ, â íàøåé ïðîãðåññèè åñòü
÷ëåí, äåëÿùèéñÿ íà pq, ÷òî íåâîçìîæíî äëÿ
îäíîáîêîãî ÷èñëà.
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Ê Â À Í T  $ 2 0 2 5 / ¹ 460
Âûâîä: äëÿ êàæäîé âðåäíîé ïàðû ïðîñòûõ ÷èñåë
d äåëèòñÿ õîòÿ áû íà îäíî èç íèõ.
Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðîñòûå ÷èñëà 2, 5, 7, 11, 13.
Ëþáûå äâà èç íèõ îáðàçóþò âðåäíóþ ïàðó, çíà-
÷èò, d äåëèòñÿ íà âñå ýòè ÷èñëà, êðîìå, âîçìîæíî,
îäíîãî. Êðîìå òîãî, 3 è 19 – òîæå âðåäíàÿ ïàðà,
çíà÷èò, d äåëèòñÿ õîòÿ áû íà îäíî èç íèõ. Îòñþäà

�� ��2 5 7 11 3 2310 2025d �t �˜ �˜ �˜ �˜ � �! . Ïðîòèâîðå÷èå.

11 êëàññ

1. Ñóùåñòâóþò. Íàïðèìåð, a = 3, b = 4, c = 5,
d = 6.
2. Ñëîæèì ïåðâûå äâà íåðàâåíñòâà. Ïðåîáðàçóÿ,
ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

�� �� �� �� �� ��2 2 20 1 1 2 1x y z�! �� �� �� �� �� .

Ñëåäîâàòåëüíî, 2 1z �� . Òîãäà z < 1, àíàëîãè÷íî
äëÿ äðóãèõ äâóõ ïåðåìåííûõ.
5. 280�q.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç R òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé
PQ ñ îòðåçêîì BN  (ðèñ. 10). Çàìåòèì, ÷òî NK  –

ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðåóãîëüíèêà ABC, ïîýòîìó
NK BC PQP P . Çíà÷èò, ïî òåîðåìå Ôàëåñà

1
2

RN M K
RB M B

� � , ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç

òîãî, ÷òî M  – òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåó-
ãîëüíèêà ABC.
Îáîçíà÷èì RN = x . Òîãäà BR = 2x, BN  = AN = 3x,
AR = 4x. Ïîñêîëüêó ÷åòûðåõóãîëüíèê ANPQ
âïèñàííûé, èìååì 4RP RQ R N RA x x�˜ � �˜ � �˜ � 

�� ��2 22x BR� � . Ñëåäîâàòåëüíî, ïðÿìàÿ BR êàñà-
åòñÿ îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà BPM ,
ïîýòîìó ABP BQP Q BC�‘ � �‘ � �‘ , à òîãäà è

ABQ CBP�‘ � �‘ . Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, ïîëó÷à-
åì, ÷òî ACP QCB�‘ � �‘ . Çíà÷èò,

BPC BQC�‘ �� �‘ � 

180 180PBC PCB QBC QCB� �q �� �‘ �� �‘ �� �q �� �‘ �� �‘ � 

360 PBC PCB PBA PCA� �q �� �‘ �� �‘ �� �‘ �� �‘ � 

180 280BAC� �q �� �‘ � �q.

7. Îáîçíà÷èì îáùåå ÷èñëî ìåäâåäåé ÷åðåç n. Â
ýòîì ñëó÷àå âñåãî çàïëûâîâ ñäåëàíî íå ìåíåå

�� ��1
1 2

2

n n
n

��
�� �� �} �� � . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îáùåå

÷èñëî çàïëûâîâ ðàâíî êîëè÷åñòâó ïàð îñòðîâîâ,

ò.å. 
2025 2024

2
�˜

. Òàêèì îáðàçîì, 2024n �d . Ïî-

ñ÷èòàåì, ñêîëüêî ìåäâåäåé áûëî â íà÷àëå è â
êîíöå ãîäà íà êàæäîì èç îñòðîâîâ. Â ñóììå
ïîëó÷èòñÿ íå áîëåå 4048, ïîòîìó ÷òî êàæäûé
ìåäâåäü â íà÷àëå è â êîíöå ãîäà áûë íà îäíîì èç
îñòðîâîâ. Ïîñêîëüêó 4048 2025 2�� �˜ , òî íà êà-
êîì-òî îñòðîâå A â íà÷àëå è â êîíöå ãîäà â ñóììå
áûëî íå áîëåå îäíîãî ìåäâåäÿ. Ïóñòü â íà÷àëå
ãîäà íà A ìåäâåäåé íå áûëî, à â êîíöå ãîäà òàì
áûë ðîâíî 1 ìåäâåäü. Òîãäà îáùåå ÷èñëî çàïëû-
âîâ, çàêàí÷èâàþùèõñÿ íà îñòðîâå A, íà 1 áîëüøå
îáùåãî ÷èñëà çàïëûâîâ, êîòîðûå íà îñòðîâå A
íà÷èíàþòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, îñòðîâ A áûë íà-
÷àëüíîé èëè êîíå÷íîé òî÷êîé äëÿ íå÷åòíîãî ÷èñ-
ëà çàïëûâîâ, íî ýòî êîëè÷åñòâî äîëæíî ðàâíÿòü-
ñÿ 2024, ïðîòèâîðå÷èå. Àíàëîãè÷íî âûÿñíÿåòñÿ,
÷òî íàîáîðîò òîæå íå áûâàåò, êîãäà â íà÷àëå
ãîäà íà îñòðîâå A áûë îäèí ìåäâåäü, à â êîíöå
ãîäà – íîëü. Èòîãî íà îñòðîâå A è â íà÷àëå, è â
êîíöå ãîäà ìåäâåäåé íå áûëî, ÷òî è òðåáîâàëîñü.
8. Îáîçíà÷èì ÷åðåç M  è N ñåðåäèíû îòðåçêîâ AD
è BC (ðèñ. 11). Òîãäà M E – ñðåäíÿÿ ëèíèÿ â

òðåóãîëüíèêå ACD , à NF  – â òðåóãîëüíèêå BCD .
Ñëåäîâàòåëüíî, M E CD NFP P . Àíàëîãè÷íî,
NE AB M FP P . Òàêèì îáðàçîì, òî÷êè M , E, N, F
ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè, ïðè÷åì èç óñëîâèÿ
AB CD�A  ñëåäóåò, ÷òî M ENF  – ïðÿìîóãîëüíèê.
Çíà÷èò, ðàâíû åãî äèàãîíàëè M N è EF . Çàìå-

òèì, ÷òî 
2

AD BC
EF D M M N NB BD

��
�� � �� �� �!

ïî íåðàâåíñòâó ëîìàíîé, îñòàåòñÿ âû÷åñòü EF  èç
îáåèõ ÷àñòåé.
9. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
ìíîãî÷ëåíîâ ñ ïîëîæèòåëüíûì ñòàðøèì êîýô-
ôèöèåíòîì áîëüøå, ÷åì ñ îòðèöàòåëüíûì (èíà÷å
äîìíîæèì âñå ìíîãî÷ëåíû íà –1). Òîãäà ìîæíî
âûáðàòü 100 ìíîãî÷ëåíîâ 1f , 2f , …, 100f  ñ ïîëîæè-
òåëüíûì ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì. Ðàññìîòðèì
ìíîãî÷ëåíû �� �� �� �� �� �� �� ��1 8i i i ig x f x f x f x�� ��� �� �� �} �� ,

ãäå  i  = 1, 2, …, 100; 100j jf f�� � . Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî

âñå ìíîãî÷ëåíû �� ��ig x  òîæå ñ ïîëîæèòåëüíûìè
ñòàðøèìè êîýôôèöèåíòàìè. Çíà÷èò, åñëè îíè
âñå íå èìåþò êîðíåé, òî �� �� 0ig x �!  ïðè âñåõ

x �• ¡ . Íî òîãäà �� �� �� ���� �� �� ��1 100 19 f x f x g x�� �} �� � �� �}

Ðèñ. 11

Ðèñ. 10
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�� ��100 0g x�} �� �! , ò.å. ìíîãî÷ëåí 1 100f f�� �} ��  íå
èìååò âåùåñòâåííûõ êîðíåé, ïðîòèâîðå÷èå.
10. Ïðè k = 33.
Ïîëîæèì 610N � . Ïîêàæåì ñíà÷àëà, êàê âûëî-
æèòü êàðòî÷êè òàê, ÷òîáû íå íàøëîñü áîëüøå 33
ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùèõñÿ èäåàëüíûõ íàáîðîâ.
Äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷èì áóêâû â àëôàâèòíîì
ïîðÿäêå ÷åðåç 1 2 33, , ,z z z�} ; ÷åðåç kz  áóäåì îáî-
çíà÷àòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç k êàðòî÷åê, íà
êàæäîé èç êîòîðûõ íàïèñàíà áóêâà z.
Íàø ðÿä áóäåò ñîñòîÿòü èç 33 áëîêîâ 1 2 33, , ,B B B�} ,
âûëîæåííûõ äðóã çà äðóãîì â ýòîì ïîðÿäêå.

Áëîê iB  âûãëÿäèò êàê 1 2 1 1 33
N N N N N

i i iz z z z z z�� ���} �} ,
åäèíñòâåííóþ êàðòî÷êó ñ áóêâîé iz  â ýòîì áëîêå
íàçîâåì îñîáîé . ßñíî, ÷òî óæå â i -ì áëîêå ñîäåð-
æèòñÿ N èäåàëüíûõ íàáîðîâ, ó êîòîðûõ îáùåé
ÿâëÿåòñÿ òîëüêî îñîáàÿ êàðòî÷êà. Äîêàæåì òå-
ïåðü, ÷òî â êàæäîì èäåàëüíîì íàáîðå â ïîëó÷åí-
íîì ðÿäó åñòü îñîáàÿ êàðòî÷êà. Ïîñêîëüêó îñî-
áûõ êàðòî÷åê âñåãî 33, îòñþäà áóäåò ñëåäîâàòü,
÷òî èç ëþáûõ 34 èäåàëüíûõ íàáîðîâ äâà îáÿçà-
òåëüíî ïåðåñåêóòñÿ ïî êàêîé-òî îñîáîé êàðòî÷êå,
ò.å. k íå ìîæåò áûòü áîëüøå 33.
Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàøåëñÿ èäå-
àëüíûé íàáîð, â êîòîðîì íåò îñîáûõ êàðòî÷åê.
Íàéäåòñÿ èíäåêñ i  òàêîé, ÷òî áóêâà iz  ýòîãî
íàáîðà âñòðå÷àåòñÿ íå ïðàâåå áëîêà iB  (ïîäõîäèò
õîòÿ áû i  = 33); âûáåðåì íàèìåíüøåå òàêîå i .
Åñëè êàðòî÷êà iz  íàøåãî íàáîðà âñòðå÷àåòñÿ ëå-
âåå iB , òî i  > 1, è 1iz ��  òàêæå âñòðå÷àåòñÿ â íàáîðå
ëåâåå iB , ò.å. íå ïðàâåå 1iB �� ; ýòî ïðîòèâîðå÷èò
ìèíèìàëüíîñòè i . Çíà÷èò, iz  âñòðå÷àåòñÿ èìåííî
â áëîêå iB , ò.å. íàïèñàíà íà îñîáîé êàðòî÷êå, ÷òî
è òðåáîâàëîñü.
Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî k = 33 ïîïàðíî íå ïåðåñå-
êàþùèõñÿ èäåàëüíûõ íàáîðîâ âûáðàòü âñåãäà
ìîæíî. Ïðè 1 33i�d �d  îáîçíà÷èì ÷åðåç iS  ìíîæå-
ñòâî èç 610  èäåàëüíûõ íàáîðîâ, íå èìåþùèõ
îáùèõ áóêâ, êðîìå, âîçìîæíî, iz  (îíî ñóùåñòâó-
åò ïî óñëîâèþ). Ìû âûáåðåì èç êàæäîãî ìíîæå-
ñòâà ïî íàáîðó òàê, ÷òîáû â íèõ íå áûëî îáùèõ
êàðòî÷åê.
Äëÿ íà÷àëà, åñëè â êàêîì-òî ìíîæåñòâå iS  íàé-
äóòñÿ 410  íàáîðîâ, èìåþùèõ îáùóþ êàðòî÷êó
(åñòåñòâåííî, ñ áóêâîé iz ), âûäåëèì òàêèå 410
íàáîðîâ, âûáðîñèì èç iS  îñòàëüíûå íàáîðû, à
îáùóþ êàðòî÷êó íàçîâåì ïîëåçíîé  äëÿ áóêâû iz .
Òåïåðü ìû áóäåì ïî î÷åðåäè âûáèðàòü íàáîð èç

1 2 33, , ,S S S�}   òàê, ÷òîáû îí íå ñîäåðæàë ïîëåç-
íûõ êàðòî÷åê äëÿ áóêâ, îòëè÷íûõ îò iz , è íå
ïåðåñåêàëñÿ ñ óæå âûáðàííûìè íàáîðàìè.
Ïóñòü íàáîðû èç 1 2 1, , , iS S S ���}  óæå âûáðàíû. Åñëè
íå ñóùåñòâóåò ïîëåçíîé êàðòî÷êè ñ áóêâîé iz , òî
óæå âûáðàííûå íàáîðû ñîäåðæàò 1 32i �� �d  êàð-
òî÷åê ñ áóêâîé iz , êàæäàÿ èç êîòîðûõ âñòðå÷àåò-
ñÿ ìåíüøå 410  ðàç â íàáîðàõ â iS . Âûêèíóâ ýòè

íàáîðû, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êàðòî÷êè ñ iz  â íàáî-
ðàõ èç iS  íå ñîäåðæàòñÿ â âûáðàííûõ íàáîðàõ
(åñëè ïîëåçíàÿ êàðòî÷êà ñ áóêâîé iz  åñòü, ýòî
óæå âûïîëíåíî), è â iS  íå ìåíüøå 410  íàáîðîâ.
Äàëåå, ( 1i �� )-é âûáðàííûé íàáîð ñîäåðæèò

�� ��32 1i ��  äðóãèõ êàðòî÷åê, êàæäàÿ èç êîòîðûõ
ñîäåðæèòñÿ ìàêñèìóì â îäíîì íàáîðå èç iS ;
âûêèíóâ âñå ýòè íàáîðû, îñòàâèì â iS  êàê ìèíè-
ìóì 5000 íàáîðîâ, íå ïåðåñåêàþùèõñÿ ñ óæå
âûáðàííûìè. Ñðåäè ýòèõ íàáîðîâ ìàêñèìóì 32
ñîäåðæàò ïîëåçíûå êàðòî÷êè ñ áóêâàìè, îòëè÷-
íûìè îò iz ; âûáðàâ ëþáîé íàáîð, íå ñîäåðæàùèé
òàêîé êàðòî÷êè, ìû çàâåðøèì øàã.
Ïîñëå çàâåðøåíèÿ 33-ãî øàãà ìû ïîëó÷èì 33
ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùèõñÿ èäåàëüíûõ íàáîðà,
÷òî è òðåáîâàëîñü.

Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï
LVIII Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû

øêîëüíèêîâ ïî ôèçèêå
11 êëàññ

2. 1) Â ïðîöåññàõ 2–3 è 4–1 ïîäâåäåííîå ê ãàçó
êîëè÷åñòâî òåïëîòû ðàâíî íóëþ, ïîýòîìó ýòè
ïðîöåññû – àäèàáàòè÷åñêèå, èõ óðàâíåíèå â êî-
îðäèíàòàõ ( T, V ) èìååò âèä 1 3 constTV � . Ïîëó-
÷èì óðàâíåíèå ïðîöåññîâ 1–2 è 3–4. Ïóñòü T�' ,

V�'  – áåñêîíå÷íî ìàëûå èçìåíåíèÿ òåìïåðàòóðû è
îáúåìà, òîãäà èçìåíåíèå âíóòðåííåé ýíåðãèè

3U R T�' � �Q �' , à ðàáîòà ãàçà A p V�G � �' ,
ïîýòîìó

3
RT

R T V
V

�Q
�Q �' � �' , èëè 3

T V
T V

�' �'
� ,

îòêóäà ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷èì óðàâíå-
íèå ïðîöåññà 1 3 constTV �� � . Èñïîëüçóåì óðàâíå-
íèå àäèàáàòû äëÿ ïðîöåññà 4–1:

1 3 1 3
1 41 4TV T V� ,

îòêóäà ñ ó÷åòîì çíà÷åíèÿ òåìïåðàòóð 1 4 02 2T T T� � 
ïîëó÷èì 1 0 8V V� . Àíàëîãè÷íî,

1 3 1 3
3 4 43T V T V�� ��� , 3 08V V� .

Çàïèøåì óðàâíåíèÿ äëÿ ïðîöåññîâ 1–2 è 2–3:

1 3 1 3
1 21 2TV T V�� ��� , 1 3 1 3

3 23 2T V T V� .

Ðàçäåëèì âòîðîå óðàâíåíèå íà ïåðâîå è ó÷òåì
ðàâåíñòâî 1 3T T� , ïîëó÷èì 2 0V V� . Òîãäà

1 3 1 3
2 1 01 2 4T TV V T��� � .

2) Êîîðäèíàòû ãðàíè÷íûõ òî÷åê ïðîöåññîâ 2
0

l og
V
V

(àáñöèññà) è 2
0

l og
p
p

 (îðäèíàòà) ðàâíû: 1 �� ��3, 4�� ,

2�� ��0, 2 , 3 �� ��3, 2�� , 4 �� ��0, 0 . Ãðàôèê ïðîöåññà èìååò
âèä ïàðàëëåëîãðàììà (ðèñ. 12).
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3) Íà àäèàáàòàõ òåïëî íå îòâîäèòñÿ è íå ïîäâî-
äèòñÿ. Äëÿ îñòàâøèõñÿ äâóõ ïðîöåññîâ ïîäâå-
äåííîå êîëè÷åñòâî òåïëîòû Q U A� �' �� , ïðè÷åì

2 2 VQ U C T� �' � �' , ãäå VC  – òåïëîåìêîñòü ãàçà
ïðè ïîñòîÿííîì îáúåìå. Òîãäà íà ó÷àñòêå 1–2
ïîäâîäèòñÿ êîëè÷åñòâî òåïëîòû

�� ��2 1 02 4V VQ C T T C T�� � �� � ,

à íà ó÷àñòêå 3–4 îòâîäèòñÿ êîëè÷åñòâî òåïëîòû

�� ��3 4 02 2V VQ C T T C T�� � �� � ,

ïîýòîìó ÊÏÄ öèêëà ðàâåí

1
50%

2
Q Q

Q
�� ��

��

��
�K � � � .

3. 1) Èç ñèììåòðèè ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî îñè
öèëèíäðà ñëåäóåò, ÷òî ñèëà ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó öèëèíäðîì è äèñêîì âñå-
ãäà íàïðàâëåíà âäîëü ýòîé îñè. Ïîñêîëüêó ñèëà
ðåàêöèè îïîðû ðàâíà íóëþ, à äèñê íåïîäâèæåí,
ñèëà 0F  ïîëíîñòüþ óðàâíîâåøåíà ñèëîé òÿæåñòè:

0F Mg� . Ìàññà äèñêà âûðàæàåòñÿ ÷åðåç åãî ïëîò-
íîñòü D  è ðàçìåðû òàê: 2M R dD� �S . Îòñþäà

2 3
2

0

4
3

R d
R dD g

�U
� �S

�H
, 

2

0

4
3

R
D

g
�U

� 
�S �H

.

2) Ïðè óäàëåíèè äèñêà îò ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà
äåéñòâóþùàÿ íà íåãî ñèëà ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî
îòòàëêèâàíèÿ óìåíüøàåòñÿ, ïîýòîìó âîçíèêàåò
ðåçóëüòèðóþùàÿ ñèëà, íàïðàâëåííàÿ ê öèëèíä-
ðó. Ââåäåì ñîâïàäàþùóþ ñ îñüþ ñèììåòðèè êî-
îðäèíàòíóþ îñü z ñ íà÷àëîì â öåíòðå òîðöà
öèëèíäðà, òàê ÷òî ïîëîæåíèå òîíêîãî äèñêà â
ïðîñòðàíñòâå çàäàåòñÿ êîîðäèíàòîé z öåíòðà åãî
íèæíåãî îñíîâàíèÿ. Ïóñòü äèñê ñäâèíóò íà íå-
áîëüøîå ðàññòîÿíèå z R=  âäîëü îñè. Ìûñëåííî
çàïîëíèì âñå ñâîáîäíîå ïðîñòðàíñòâî ìåæäó äèñ-
êîì è öèëèíäðîì ìàòåðèàëîì öèëèíäðà. Òîãäà
ñèëà 0F , äåéñòâóþùàÿ íà äèñê, áóäåò òàêîé æå,
êàê è â ïîëîæåíèè ïðÿìî ó òîðöà öèëèíäðà.
Ïîýòîìó ñèëà 0F  óìåíüøèëàñü íà ñèëó âçàèìîäåé-

ñòâèÿ äâóõ òîíêèõ äèñêîâ: èñõîäíîãî è âñïîìîãà-
òåëüíîãî âûñîòîé z è ïëîòíîñòüþ çàðÿäà �U, ò.å.

�� �� �� ��0F z F F z� �� �' .

Âû÷èñëèì ñèëó âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ òîíêèõ äèñ-
êîâ, ïðèñëîíåííûõ äðóã ê äðóãó âïëîòíóþ. Äëÿ
âñåõ òî÷åê îäíîãî èç äèñêîâ, íàõîäÿùèõñÿ äàëåêî
îò êðàÿ, ìîæíî ïðèáëèæåííî ðàññìàòðèâàòü âòî-
ðîé äèñê êàê áåñêîíå÷íóþ ïëîñêîñòü, òàê ÷òî
íîðìàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ íàïðÿæåííîñòè ýëåêò-
ðè÷åñêîãî ïîëÿ áóäåò ðàâíà íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ
áåñêîíå÷íîé ïëîñêîñòè ñ ïëîòíîñòüþ çàðÿäà z�V � �U:

02n
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Ýòà íàïðÿæåííîñòü äåéñòâóåò íà çàðÿä íà äðó-
ãîì äèñêå. Òîãäà

2 2
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0 02 2
z dR

F R d z
�U �S�U

�' � �S �U � 
�H �H

.

Ñîãëàñíî âòîðîìó çàêîíó Íüþòîíà, çàïèøåì óðàâ-
íåíèå äâèæåíèÿ äèñêà:

�� ��
2 2

02
dR

M z Mg F z z
�S�U�c�c� �� �� � ��

�H
.

Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèå äëÿ ìàññû öèëèíäðà ÷åðåç
ýëåêòðîñòàòè÷åñêóþ ñèëó: 0M F g� , ïîëó÷èì

3
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8
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z z
R

�S�c�c�� � ,

÷òî ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì ãàðìîíè÷åñêèõ êîëå-

áàíèé ñ öèêëè÷åñêîé ÷àñòîòîé 0
3
8

g
R

�S
�Z � .

Îäíàêî âàæíî ïðèíÿòü âî âíèìàíèå óïðóãîå
ñîóäàðåíèå äèñêà ñ öèëèíäðîì, òàê êàê èç-çà
íåãî ïåðèîä óìåíüøàåòñÿ âäâîå: ïðîõîäèò òîëü-
êî îäíà ïîëîâèíà ïîëíîãî êîëåáàíèÿ, à âòîðàÿ,
ñèììåòðè÷íàÿ åé, íèâåëèðóåòñÿ çà ñ÷åò ìîìåí-
òàëüíîãî ðàçâîðîòà äèñêà ïðè ñîóäàðåíèè ñ öè-
ëèíäðîì. Òàêèì îáðàçîì, îêîí÷àòåëüíî

8
3

R
T

g
� �S

�S
.

3) Èçìåíåíèå ðàäèóñà äèñêà ïðèâîäèò ê èçìåíå-
íèþ îáåèõ äâèæóùèõ ñèë: ñèëû òÿæåñòè è ýëåê-
òðîñòàòè÷åñêîé ñèëû. Èçìåíåíèå ñèëû òÿæåñòè
ðàâíî

�� �� 2 2mg g m Dg V dD gR dgDR R�' � �' � �' � �S � �S �' .

Ïåðåéäåì ê âû÷èñëåíèþ èçìåíåíèÿ ýëåêòðîñòà-
òè÷åñêîé ñèëû. Ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà èñõîäíûé
äèñê, ðàâíà ñóììå ñèë, äåéñòâóþùèõ íà êîëüöî
øèðèíîé R�'  è íà äèñê ðàäèóñîì R�c. Ïîýòîìó
âåëè÷èíà ñèëû, äåéñòâóþùåé íà äèñê ðàäèóñîì
R�c, áóäåò ìåíüøå íà âåëè÷èíó ñèëû ýëåêòðîñòà-
òè÷åñêîãî îòòàëêèâàíèÿ F�'  êîëüöà îò öèëèíäðà:

0F F F� �� �' .

Ñèñòåìà ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî îñè z öèëèí-
äðà, ïîýòîìó ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà êîëüöî, òàê-
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æå áóäåò íàïðàâëåíà âäîëü îñè z. Íàéäåì ñî-
ñòàâëÿþùóþ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ zE , êîòîðóþ
ïîëóáåñêîíå÷íûé öèëèíäð ñîçäàåò â íåêîòîðîé
òî÷êå íà ñâîåé ãðàíèöå. Äëÿ ýòîãî âûáåðåì íåêî-
òîðûé îáúåì âíóòðè öèëèíäðà dV , îí äàåò âêëàä
â íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ

�� ��
3 220 24z

z
dE d V

z R r
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�© �¹

uur r
,

ãäå ýëåìåíò îáúåìà dV = dzdS , à èíòåãðèðîâàíèå
ïî r

r
 ïðîèçâîäèòñÿ ïî äèñêó r R��

r
, à R

uur
 – ðàäèóñ-

âåêòîð ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êè íà êðàþ äèñêà.
Òîãäà ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå èìååò âèä
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3 220 2

1
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z
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Çàòåì ìîæíî âû÷èñëèòü èíòåãðàë ïî z è ïî
ïëîùàäè äèñêà:

0

1
4zE dS

R r

�U
� 

�S�H ���³ uur r .

Òîãäà èñêîìàÿ ñèëà 1 zF q E�' � , ãäå 1 2q R Rd� �S�U �'  –
çàðÿä êîëüöà. Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì âèð-
òóàëüíûõ ïåðåìåùåíèé. Âîçüìåì âíà÷àëå èñõîä-
íûé äèñê ðàäèóñîì R, ïðèñëîíåííûé ê òîðöó
öèëèíäðà, è ìûñëåííîå ïåðåäâèíåì åãî âäîëü
îñè íà ðàññòîÿíèå l�G. Òîãäà ìû ñîâåðøèì ðàáîòó

0A F l� �� �G. Ýòà ðàáîòà èäåò íà èçìåíåíèå ïîòåí-
öèàëüíîé ýíåðãèè ñèñòåìû. Ìûñëåííî çàïîëíèì
îñâîáîäèâøèéñÿ îáúåì 2V R l� �S �G âåùåñòâîì öè-
ëèíäðà è ïîëó÷èì èñõîäíóþ ïîòåíöèàëüíóþ ýíåð-
ãèþ ñèñòåìû. Òàêèì îáðàçîì, ýíåðãèÿ âçàèìî-
äåéñòâèÿ óìåíüøèëàñü íà âåëè÷èíó E A�' � �� , êî-
òîðàÿ ðàâíà ýíåðãèè âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ òîí-
êèõ äèñêîâ ðàäèóñàìè R è R, âïëîòíóþ ïðèñëî-
íåííûõ äðóã ê äðóãó.
Òåïåðü àíàëîãè÷íî ïðèìåíèì ìåòîä âèðòóàëü-
íûõ ïåðåìåùåíèé äëÿ äèñêà ìåíüøåãî ðàäèóñà
R�c. Ïóñòü ïðè ïåðåìåùåíèè åãî âäîëü îñè íà
ðàññòîÿíèå l�G ìû ñîâåðøèëè ðàáîòó

�� ��0 0A F l F F l F l F l�c� �� �G � �� �� �' �G � �� �G �� �' �G.

Çàìåòèì, ÷òî ïî ìîäóëþ ýòà ðàáîòà ðàâíà ýíåð-
ãèè E�c�'  âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ äèñêîâ: îäíîãî ðà-
äèóñîì R è âûñîòîé l�G, à äðóãîãî ðàäèóñîì R�c è
âûñîòîé d. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ F�'  âû÷òåì îäíî èç
äðóãîãî óðàâíåíèÿ, ïîëó÷åííûå ìåòîäîì âèðòó-
àëüíûõ ïåðåìåùåíèé:

F l A A E E�c �c�' �G � �� � �' �� �' .

Ðàçíîñòü ýíåðãèé E E�c�' �� �'  ðàâíà ýíåðãèè âçàè-
ìîäåéñòâèÿ äèñêà ðàäèóñîì R è âûñîòîé l�G ñ
êîëüöîì âûñîòîé d, âíóòðåííèé è âíåøíèé ðàäè-
óñû êîòîðîãî ðàâíû R�c è R ñîîòâåòñòâåííî. Ïî-
ñêîëüêó R R�' = , âñå òî÷êè êîëüöà ðàñïîëîæåíû
ïðàêòè÷åñêè íà ãðàíèöå äèñêà, è çàäà÷à ñâîäèò-

ñÿ ê çàäà÷å î âû÷èñëåíèè ïîòåíöèàëà ðàâíîìåð-
íî çàðÿæåííîãî äèñêà íà åãî êðàþ. Ýòîò ïîòåí-
öèàë ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

04
dS

R r

�V
�M � 

�S�H ���³uur r .

Ïðîâåäÿ ñîîòâåòñòâóþùèå âû÷èñëåíèÿ, ïîëó÷èì
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R R
d

�S�V �V
�M � �T �T � 

�S�H �S�H�³ .

Ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ äèñêà ñ êîëüöîì, êîòî-
ðàÿ ðàâíà ðàáîòå èñêîìîãî èçìåíåíèÿ ñèëû, ìî-
æåò áûòü âûðàæåíà ÷åðåç ïðîèçâåäåíèå çàðÿäà
êîëüöà íà ïîòåíöèàë íà êðàþ äèñêà. Â íàøåì
ñëó÷àå ýôôåêòèâíàÿ ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòü
çàðÿäà äèñêà è ýôôåêòèâíàÿ ëèíåéíàÿ ïëîòíîñòü
çàðÿäà êîëüöà ðàâíû l�V � �U�G è d R�O � �' . Òàêèì
îáðàçîì,

2 2

0

2 dR
F R

�U
�' � �'

�H
.

Íàêîíåö, îïðåäåëèì ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ äèñ-
êà R�c. Äëÿ ýòîãî âû÷èñëèì çíà÷åíèå �� ��F z  ýëåêò-
ðîñòàòè÷åñêîé ñèëû â òî÷êå z R= . Ïîëó÷èì
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Çàïèøåì óðàâíåíèå äâèæåíèÿ äèñêà ìåíüøåãî
ðàäèóñà è îïðåäåëèì åãî ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ
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z R� �'
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. Ïîëó÷èì, ÷òî óðàâíåíèå äâèæåíèÿ

äèñêà ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîé ñîâïàäàåò ñ
óðàâíåíèåì ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé ñ öèêëè-
÷åñêîé ÷àñòîòîé

0
3
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Èòàê, â îòñóòñòâèå êîíòàêòà ñ öèëèíäðîì äèñê
ñîâåðøàåò ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ âîêðóã ïî-
ëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ 0z  ñ öèêëè÷åñêîé ÷àñòî-
òîé 0�Z .
4. Ïðè íàïðÿæåíèÿõ èñòî÷íèêà ìåíüøå 1U  êà-
ïåëüêà íå ðàñòåêàåòñÿ è êîíäåíñàòîð Ãëþêà ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé îáû÷íûé ïëîñêèé êîíäåíñàòîð
åìêîñòüþ 1C . Ïðè íàïðÿæåíèÿõ èñòî÷íèêà áîëü-
øå 1U  êîíäåíñàòîð Ãëþêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
äâà ïàðàëëåëüíî ñîåäèíåííûõ êîíäåíñàòîðà åì-
êîñòÿìè 1C  è 2C . Êîíäåíñàòîð åìêîñòüþ 2C  èìååò
â êà÷åñòâå îäíîé îáêëàäêè íèæíþþ ïëîñêîñòü, à
åãî âòîðàÿ îáêëàäêà – ýòî ðàñòåêøàÿñÿ êàïåëüêà
ïðîâîäÿùåé æèäêîñòè ïëîùàäüþ S, ïîýòîìó
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h
�H�H

� . Îáùàÿ åìêîñòü ñèñòåìû òðåõ êîíäåí-

ñàòîðîâ, êîãäà îïîðíûé êîíäåíñàòîð ñîåäèíåí
ïîñëåäîâàòåëüíî ñ êîíäåíñàòîðîì Ãëþêà, ðàâíà
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Äëÿ óäîáñòâà áóäåì âûðàæàòü ýíåðãèþ ïîâåðõ-
íîñòíîãî íàòÿæåíèÿ ÷åðåç åìêîñòü 2C :

ïîâ 2
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h
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�V
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,

òîãäà

�� �� �� ��
�� ��

2
1 2

2 2
1 2 0

2
2

C C C U h
W C C

C C C

�� �V
� �� ��

�� �� �H�H
.

Â ðàâíîâåñèè çíà÷åíèå 2C  äîëæíà áûòü òàêèì,
÷òîáû ýíåðãèÿ ñèñòåìû áûëà ìèíèìàëüíà. Èñ-
ïîëüçóÿ ïðîèçâîäíóþ, íàéäåì
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Çàìåòèì, ÷òî çíà÷åíèå 2C  (è ïëîùàäè S) áîëüøå
íóëÿ ëèáî ðàâíî íóëþ ïðè
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.

Ïîâåäåíèå ñèñòåìû óñòðîåíî ñëåäóþùèì îáðà-
çîì. Ïðè íàïðÿæåíèÿõ èñòî÷íèêà îò 0 äî 1U
ìèíèìóì ýíåðãèè ñèñòåìû ñîîòâåòñòâóåò íóëåâîé
ïëîùàäè ðàñòåêøåéñÿ êàïåëüêè, à êîíäåíñàòîð
Ãëþêà èìååò ïîñòîÿííóþ åìêîñòü 1C . Ïðè íàïðÿ-
æåíèÿõ èñòî÷íèêà 1U U�!  ðàñòåêøàÿñÿ êàïåëüêà
èìååò ïëîùàäü òàêóþ, ÷òî åìêîñòü 2C  ìîæíî
âû÷èñëèòü ïî óêàçàííîé âûøå ôîðìóëå. Íàïðÿ-
æåíèå íà êîíäåíñàòîðå Ãëþêà ïîñòîÿííî:

ÃëþêU 1
1 2 0

4 2
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.

Íàïðÿæåíèå íà îïîðíîì êîíäåíñàòîðå ïðè íà-
ïðÿæåíèè íà èñòî÷íèêå 12U U�  ðàâíî

Ãëþê 1 1 1
2 4

2
3 3CU U U U U U� �� � �� � .
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2

0 1 0,479 Í ì
9
U
h

�H�H
�V � �| .

Æóðíàë «Êâàíò» çàðåãèñòðèðîâàí
â Êîìèòåòå ÐÔ ïî ïå÷àòè.

Ðåã. ñâ-âî ÏÈ ¹ÔÑ77–54256

 Òèðàæ: 1-é çàâîä 900 ýêç. Çàêàç ¹

Àäðåñ ðåäàêöèè:
119296 Ìîñêâà, Ëåíèíñêèé ïðîñïåêò, 64-À,

«Êâàíò»
Òåë.: +7 916 168-64-74

Å-mail: math@kvant.ras.ru, phys@kvant.ras.ru

Îòïå÷àòàíî
â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäîñòàâëåííûìè

ìàòåðèàëàìè
â ÎÎÎ «Ïðèíò-Õàóñ» ã. Íèæíèé Íîâãîðîä,

óë. Èíòåðíàöèîíàëüíàÿ, ä. 100, êîðï. 8
Òåë.: (831) 218-40-40

Í Î Ì Å Ð  Ï Î Ä Ã Î Ò Î Â È Ë È

Å.Â.Áàêàåâ, Å.Ì.Åïèôàíîâ,
À.Þ.Êîòîâà, Í.Ì.Ïàíþíèí,

Â.À.Òèõîìèðîâà, À.È.×åðíîóöàí

Í Î Ì Å Ð  Î Ô Î Ð Ì È Ë È
Ì.Í.Ãðèöóê, Ä.Í.Ãðèøóêîâà,
À.Å.Ïàöõâåðèÿ, Ì.Í.Ñóìíèíà

Õ Ó Ä Î Æ Å Ñ Ò Â Å Í Í Û É
Ð Å Ä À Ê Ò Î Ð

Í.Â.Ñòàíöî

Ê Î Ì Ï Ü Þ Ò Å Ð Í À ß  Ã Ð Ó Ï Ï À
Å.À.Ìèò÷åíêî, Í.Â.Ñòàíöî

ÊÂÀÍÒ

Ãîëîâîëîìêà
(ñì. 2-þ ñ. îáë.)

Ðåøåíèå ãîëîâîëîìêè ïðèâåäåíî íà ðèñóíêå 13.

Ðèñ. 13

Âíèìàíèþ íàøèõ ÷èòàòåëåé

Íà÷èíàÿ ñ 2025 ãîäà æóðíàë «Êâàíò» âûõî-
äèò äåñÿòü ðàç â ãîä – ïÿòü ðàç â ïåðâîì
ïîëóãîäèè (íîìåðà 1, 2, 3, 4, 5-6) è ïÿòü ðàç âî
âòîðîì ïîëóãîäèè (íîìåðà 7, 8, 9, 10, 11-12).

Ïîäïèñàòüñÿ íà æóðíàë «Êâàíò» ìîæíî ñ
ëþáîãî íîìåðà â ëþáîì ïî÷òîâîì îòäåëå-
íèè. Íàø ïîäïèñíîé èíäåêñ â êàòàëîãå «Ïðåñ-
ñà Ðîññèè» – 90964.

Êóïèòü æóðíàë «Êâàíò» ìîæíî â ìàãà-
çèíå «Ìàòåìàòè÷åñêàÿ êíèãà» èçäàòåëü-
ñòâà ÌÖÍÌÎ (àäðåñ èíòåðíåò-ìàãàçèíà:
biblio.mccme.ru), à òàêæå â íåêîòîðûõ ìîñ-
êîâñêèõ êíèæíûõ ìàãàçèíàõ è â ðåäàêöèè
æóðíàëà.

Àðõèâ âûøåäøèõ íîìåðîâ æóðíàëà
«Êâàíò» èìååòñÿ íà ñàéòå http: // kvant.ras.ru
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