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В КОНЦЕ ПЯТИДЕСЯТЫХ И НАЧА-
ле шестидесятых годов прошлого века,

когда автор этой статьи был в возрасте
юных читателей «Кванта», полеты к звез-
дам представлялись вполне возможными.
Более того, многие авторы популярных в
то время юношеских изданий «Техника
молодежи» и «Юный техник» уверенно
заявляли, что человек полетит к звездам в
начале XXI века. Основанием для столь
оптимистических прогнозов были фантас-
тические достижения ракетостроения, фи-
зики атомного ядра и элементарных час-
тиц в годы покорения космоса. В то удиви-
тельное время казалось, что в недалеком
будущем удастся производить в значи-
тельных количествах основное топливо
для звездных кораблей – антивещество и
создать мощные двигатели, пригодные для
межзвездных полетов. Также верилось,
что развитие физики элементарных частиц
приведет к открытиям новых источников
энергии во много раз более мощных, чем
ядерные.
Увы, спустя 60 лет выяснилось, что

надежды авторов научно-популярных из-
даний и мечты юных читателей оказались
красивой фантастикой. Антивещество уда-
ется получать в земных условиях, но в
таких мизерных количествах (порядка
миллионов антиатомов), что о создании
фотонных двигателей речь вести не прихо-
дится. В результате перспективы полета
людей к звездам становятся достаточно
призрачными в случае отсутствия новой
физики, принципиально меняющей пред-
ставления о свойствах и структуре про-
странства и времени на самых малых и
самых больших масштабах. Попробуем

разобраться с реальными проблемами,
которые порождает задача межзвездных
перелетов.
Для начала рассмотрим основные поло-

жения теории относительности – раздела
физики, связанного с движением тел с
очень большими скоростями в сотни тысяч
километров в секунду. Полеты к звездам
как раз и связаны с таким движением, так
как даже ближайшие к Земле звезды рас-
положены на расстоянии более 4 световых
лет. Это и определяет нижний предел
скорости гипотетического звездолета в
50000 км/c, приемлемой для того, чтобы
добраться до ближайшей звезды за период
времени, равный жизни одного поколения
людей.
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Основу теории относительности состав-

ляют два постулата Эйнштейна и преобра-
зования Лоренца для координат и времени
двух инерциальных систем отсчета.

Первый постулат Эйнштейна. Физичес-
кие явления протекают одинаково во всех
инерциальных системах отсчета.

Второй постулат Эйнштейна. Скорость
света в вакууме одинакова во всех инерци-
альных системах отсчета и не зависит от
скорости источника или приемника.
Первый постулат Эйнштейна является

обобщением механического принципа от-
носительности Галилея на все физические
процессы. Из него следует важный вывод:
физические явления одной природы долж-
ны описываться в инерциальных системах
отсчета одними и те же уравнениями. Оди-
наковость протекания физических процес-
сов эквивалентна одинаковости количе-
ственных (математических) соотношений
между физическими величинами.
Наиболее революционным по формули-

ровке являлся второй постулат Эйнштей-
на, из которого следует, что классический
закон сложения скоростей не соблюдается
для света. Это, в свою очередь, означает
необходимость пересмотра классических
представлений о свойствах пространства и
времени, так как скорость является произ-
водной величиной от координат и времени.

Преобразования Лоренца. Выдающий-
ся голландский ученый лауреат Нобелев-
ской премии Хендрик Лоренц был первым
физиком, который на основе уравнений
электромагнетизма Максвелла получил
преобразования пространственных и вре-
менны х переменных, оставляющих неиз-
менными вид этих уравнений при перехо-
де от одной инерциальной системы отсчета
к другой. Сейчас эти преобразования на-
зываются его именем. Они являются фун-
даментом всей современной физики. При
их использовании сохраняют свой матема-
тический вид при переходе от одной инер-
циальной системы отсчета к другой урав-
нения механики, электродинамики и кван-
товой теории.
Запишем эти преобразования для случая

одномерного движения для переменных

,x t  и ,x t , где x и x  – координаты
некоторой точки в двух системах отсчета,
причем координатная ось x  движется вдоль
оси x с постоянной скоростью V, t и t  –
времена, соответствующие координатам
точки x и x , с – скорость света:

2 21

x Vt
x

V c
, 

2

2 21

t Vx c
t

V c
,    (1)

2 21

x Vt
x

V c
, 

2

2 21

t Vx c
t

V c
.    (2)

Соотношения (1) – это прямые преобразо-
вания Лоренца, соотношения (2) – обрат-
ные.
Как показывают преобразования Лорен-

ца, пространственные и временные пере-
менные одной системы отсчета связаны
линейными соотношениями с аналогичны-
ми данными другой. Следствием этого
являются неравенства длин отрезков и
интервалов времени в системах отсчета,
движущихся друг относительно друга. Это
различие становится тем значительнее, чем
ближе значение относительной скорости V
к скорости света c. Чтобы убедиться в
справедливости такого заключения, при-
меним преобразования Лоренца для слу-
чаев с фиксированным положением точки
относительно подвижной системы отсчета
и фиксированным временем события отно-
сительно неподвижной системы отсчета.
В первом случае для 1 2 0x x  (точка

все время остается в начале подвижной
системы координат) имеем

2 1
2 1

2 21

t t
t t t

V c
.

Это выражение есть не что иное, как
эффект замедления времени. Оно показы-
вает, что в подвижной системе отсчета (в
той, которая движется со скоростью V)
время течет медленнее, чем в неподвижной
системе.
Во втором случае при условии 1 2 0t t

(неподвижный наблюдатель производит
измерения длины движущегося тела, свя-
занного с движущейся системой отсчета, в
один и тот же момент времени, что необхо-
димо для точного измерения координат
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движущегося тела) имеем

2 1
2 1

2 21

x x
x x x

V c
.

Это соотношение называется эффектом
сокращения длины. Оно показывает, что
продольные размеры тел относительно
неподвижных систем отсчета сокращают-
ся по сравнению с длиной, измеренной в
подвижных
Оба эффекта: замедления времени и

сокращения длины, предсказанные Аль-
бертом Эйнштейном, были многократно
подтверждены в различных физических
экспериментах и явлениях. Этим самым
была показана справедливость преобразо-
ваний Лоренца для описания фундамен-
тальных связей между пространственны-
ми координатами и временем.
Для малых скоростей, когда скорости

относительного движения наблюдателей
много меньше скорости света, преобразо-
вания Лоренца переходят в классические
преобразования Галилея:

,x x Vt t t .

Преобразования Галилея показывают, что
и пространственные отрезки и интервалы
времени в классической физике остаются
неизменными, т.е. инвариантными, при
переходе от одного инерциального наблю-
дателя к другому. Следствием этого явля-
ется абсолютный характер времени, со-
гласно которому оно течет во всех точках
Вселенной одинаково.
Важным следствием преобразований Ло-

ренца является постоянство следующей ве-
личины в инерциальных системах отсчета:

2 2 2 2 2
2 1 2 1c t t x x

2 2 2 22
2 1 2 1c t t x x .

Обобщение этого соотношения на случай
трех пространственных координат , ,x y z
позволило Герману Минковскому ввести
понятие четырехмерного пространства-вре-
мени, в котором каждая из переменных
имеет смысл координаты четырехмерного
пространства.

Релятивистский закон сложения ско-
ростей. Теорию относительности принято
называть релятивистской теорией. Это
название связано с английским словом
relativity – относительность. Воспользу-
емся этим термином и мы в разговоре о
законе сложения скоростей. Этот закон
связывает скорости точки в двух инерци-
альных системах отсчета. Задав с помо-
щью уравнений (1) малые приращения
для переменных ,x t  и ,x t  и разделив
эти приращения друг на друга, получим

2
1

v V
v

v V

c

,              (3)

где 
x

v
t
 и 

x
v

t
 – скорость точки в

неподвижной и подвижной системах от-

счета, V – скорость подвижной системы
относительно неподвижной.
Выражение (3) является релятивистс-

ким законом сложения скоростей. При
малых скоростях, когда V c= , оно пере-
ходит в классический закон сложения ско-
ростей:

v v V.

Нетрудно убедиться, что это выражение
удовлетворяет второму постулату Эйн-
штейна. Для этого достаточно приравнять
v  и V к скорости света, в результате чего
получим v с.

Релятивистские энергия и импульс.
Преобразования Лоренца не только дали
новое понимание пространственно-времен-
ных отношений, но и принципиально из-
менили определение таких понятий, как
механическая энергия и импульс свободно
движущегося тела. Согласно теории отно-
сительности, релятивистская энергия E и
импульс p свободной материальной части-
цы равняются, соответственно,

2

2 21

mc
E

v c
, 

2 21

mv
p

v c
,

где m – масса частицы. Величина 2
0E mc

называется энергией покоя. Легко прове-
рить, что она является гигантской величи-
ной даже для небольших масс покоя. Пол-
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ная энергия E движущейся частицы возра-
стает с увеличением скорости. При v c
она стремится к бесконечности, что делает
невозможным движение материальных тел
с отличной от нуля массой со скоростью
света. Эта особенность движения тел с
околосветовыми скоростями является труд-
нопреодолимым барьером для освоения
Галактики на расстояниях в сотни и тыся-
чи световых лет. Чтобы космический ко-
рабль набрал околосветовую скорость,
требуется совершить фантастически боль-
шую работу для придания ему соответ-
ствующей кинетической энергии. Эта энер-
гия определяется разностью между пол-
ной механической энергией тела и его
энергией покоя:

2
к 0

2 2

1
1

1
E E E mc

v c
.

Нетрудно убедиться, что при стремлении
скорости тела к скорости света кинетичес-
кая энергия резко возрастает и может
значительно превосходить энергию покоя.
Такая ситуация является обыденной в ус-
корителях элементарных частиц, которые
разгоняют частицы практически до свето-
вых скоростей, чтобы столкнуть с другими
частицами.

Для скоростей v c= , когда 
2 2

1

1 v c
2

2
1

2

v

c
, выражение для кинетической

энергии приобретает классический вид:
2

к
2

mv
E .

Релятивистская ракета. Теперь у нас
есть необходимый теоретический матери-
ал, чтобы перейти к описанию движения
релятивистской ракеты, пригодной для
быстрых межзвездных перелетов. Главная
проблема релятивистской ракеты связана
с фантастически большой кинетической
энергией ракеты. Уже при скорости
50000 км c кинетическая энергия массы в
1 кг равна 151,25 10 Дж. Это очень боль-
шая энергия. Она более чем в тысячу раз
превосходит кинетическую энергию лун-

ного модуля «Аполлон» и эквивалентна
взрыву 20 атомных бомб, подобных той,
что была сброшена на Хиросиму. Чтобы
сообщить такую кинетическую энергию
массе в 1 кг за счет реактивного движения,
потребуется затратить энергию во много
раз большую (таковы особенности реак-
тивного движения). Сделать это с помо-
щью химических источников энергии не-
возможно, так как энергетический вы-
ход химических реакций в миллионы раз
меньше требуемой величины. Тем более
невозможно с помощью химических источ-
ников энергии сообщить скорость в
50000 км с звездолетам, массы которых
должны составлять тысячи тонн. Для реа-
лизации межзвездных полетов нужны ис-
точники энергии с максимальным энерге-
тическим выходом, допускаемым закона-
ми современной физики.
Следующая проблема межзвездных пе-

релетов связана с созданием двигателей
звездолетов, обеспечивающих требуемые
для межзвездных перелетов силу тяги и
скорость полета. Чтобы разобраться в этом
вопросе, нам понадобится уравнение дви-
жения релятивистской ракеты. Получим
его на основе закона сохранения импуль-
са, записанного с учетом релятивистских
выражений для массы и импульса. В соот-
ветствии с этим законом, для прямолиней-
ного движения ракеты имеем

0p u M , или Mv u M,  (4)

Здесь p Mv  – изменение реляти-
вистского импульса ракеты, u M  – им-
пульс выброшенной массы M , u – ско-
рость выброшенной массы относительно
неподвижного наблюдателя, при этом

0M M . Скорость выброшенной
массы u определяется соотношением

2
1

u v
u

u v

c

,

где u  – скорость выброшенной массы
относительно ракеты.
Разделив левую и правую части уравне-

ния (4) на t, получим уравнение движе-
ния релятивистской ракеты:
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p M

u
t t

.

Правая часть этого уравнения определяет
величину реактивной силы, равную

p
M

F u u
t

,

где =

M

t
 – расход рабочего тела на

создание реактивного импульса.

Чтобы из уравнения движения реляти-
вистской ракеты получить полезные соот-
ношения, нужно от конечных разностей
перейти к бесконечно малым величинам –
дифференциалам. В результате получится
дифференциальное соотношение между
переменными M и v, которое может быть
решено аналитически. Для самого просто-
го случая движения с нулевой начальной
скоростью решение дифференциального
уравнения имеет вид

2

1 1
c u

v v
m M

c c
,

где m – масса ракеты, достигшей скорости
v, M – начальная масса ракеты. В случае
малых конечных скоростей эта формула
переходит в известную формулу Циолков-
ского:

v um Me .

Неложный анализ показывает, что даже
для скорости в 200000 км c значения m,
рассчитанные по приведенным формулам,
отличаются друг от друга не более чем на
20%. Это означает, что сильное влияние
релятивистских эффектов в реактивном
движении может сказываться только для
околосветовых скоростей. Для меньших
скоростей с хорошим приближением будет
работать классическая теория реактивного
движения.
Чтобы наглядно представить следствия

формулы для массы ракеты m, воспользу-
емся численными расчетами, полученны-
ми с ее помощью. На рисунках 1 и 2
приведены результаты расчетов парамет-

ра 
m

M
 в зависимости от скорости раке-

ты v и скорости выброшенной массы u .

Параметр  показывает, какая доля на-

чальной массы ракеты останется после
достижения ракетой скорости v при фик-
сированной скорости u .
Результаты рисунка 1 относятся к раке-

там с химическими и электрическими дви-
гателями, для которых скорости истечения
реактивных струй заключены в пределах
3,0–1000 км c. Кривая, помеченная синим
цветом, построена для скорости 3 км c,
красным – 100 км c, зеленым – 1000 км c.
Результаты рисунка 2 относятся к раке-

там с двигателями со скоростями истече-
ния 50000–300000 км с. Кривая, поме-
ченная синим цветом, построена для ско-
рости истечения 50000 км c, красным –
100000 км c, зеленым – 200000 км c, чер-
ным – 300000 км c.

Рис. 1. Зависимость параметра  от скоростейракеты и истечения реактивной струи для хи-мических и электрических двигателей

Рис. 2. Зависимость параметра  от скоростейракеты и истечения реактивной струи для тер-моядерных и фотонных двигателей



М Е Ж З В Е З Д Н Ы Е  П О Л Е Т Ы :  М Е Ч Т Ы  И  Р Е А Л И И 7
Кривые обоих рисунков показывают

общую закономерность: резкое падение
текущей массы ракеты с достижением ра-
кетой скорости истечения вещества из ги-
потетического ракетного двигателя. Рису-
нок 1 подтверждает высказанное ранее
утверждение, что с помощью химических
и электрических двигателей невозможно
осуществление межзвездных полетов, так
как полезные нагрузки таких ракет быстро
устремляются к нулю для скоростей, не-
намного больших скоростей истечения.
Данные рисунка 2 хорошо иллюстриру-

ют возможности потенциальных звездоле-
тов со скоростью истечения, равной или
большей 50000 км c. Примечательно, что
скорости полета в 100000 км c может до-
стичь десятая часть исходной массы покоя
звездолета даже при скорости истечения в
50000 км c. Это обстоятельство можно
рассматривать как реальную возможность
межзвездного полета в один конец. Дан-
ные рисунка 2 также показывают, что
максимальными возможностями для меж-
звездных перелетов обладают звездолеты,
из двигателей которых истекает вещество
со скоростью света – 300000 км c. Этим
веществом может быть только свет. Соот-
ветственно, ракеты, которые приводятся в
движение давлением света, называются
фотонными.

Ракетные двигатели для межзвездных
полетов. Рассмотрим возможные типы
ракетных двигателей, которые потенци-
ально могут обеспечить полет звездолетов
со скоростью 50000 км c и больше. Ско-
рость в 50000 км c выбрана как некото-
рый исходный ориентир, так как немного
меньшие или большие скорости, например
30000 км c или 60000 км c, дают близкие
времена полета до ближайших звезд. Близ-
кими должны быть и физико-технические
технологии, допускающие создание ракет
с такими скоростями.

Термоядерные ракеты. Теоретические и
в определенной степени эксперименталь-
ные исследования показывают, что скоро-
сти истечения порядка 50000 км c могут
обеспечить плазменные двигатели, источ-
ником энергии которых является термо-

ядерный синтез. В основе термоядерного
синтеза лежат реакции слияния легких ядер
в плазме при высокой температуре с выде-
лением энергии значительно большей, чем
затрачено на создание и разогрев плазмы.
Типичным примером термоядерного син-

теза являются ядерные реакции на Солнце
протон-протонного цикла:

2
1H 1,44 МэВep p e ,

2 3
1 2H He 5,49 МэВp ,

3 3 4
2 2 2He He He 2 12,85 МэВp .

Здесь p – протон, 2
1H  – дейтон, 3

2He  –
изотоп гелия, e  – позитрон, e – электрон-
ное нейтрино,  – гамма-квант. Цифры
указывают энергию, которая выделяется в
этих реакциях в мегаэлектронвольтах
(МэВ). Основным результатом этих реак-
ций является преобразование четырех про-
тонов в ядро гелия с выделением энергии,
равной 26,71 МэВ. Эту энергию распреде-
ляют между собой все окончательные уча-
стники реакций Два нейтрино бесполезно
уносят 0,51 МэВ, а оставшиеся 26,2 МэВ
становятся теплом в недрах Солнца. И на
Солнце, и в термоядерных взрывах, и в
установках управляемого термоядерного
синтеза типа «Токамак» она в значительной
степени заключена в тепловой (кинетичес-
кой) энергии движения частиц плазмы.
Чтобы реакции слияния легких ядер

могли происходить, кинетической энергии
взаимодействующих частиц должно быть
достаточно для преодоления кулоновского
отталкивания и сближения их на расстоя-
ние ядерного взаимодействия. Это рассто-
яние близко к размерам легких ядер. Для
этого температура плазмы должна быть
порядка 100 миллионов кельвинов. При
такой температуре в плазме будет проте-
кать самоподдерживающаяся реакция син-
теза гелия из водорода.
Основные проблемы, стоящие на пути

создания термоядерного ракетного двига-
теля, состоят в следующем.
1. Необходимо разогреть плазму, состо-

ящую из дейтерия и легкого изотопа гелия,
до температуры ядерного синтеза, когда
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начнется реакция

2 3 4
1 2 2H He He 8,35 МэВp

(энергетически более эффективная реак-
ция дейтерия и трития не подходит из-за
малого периода полураспада трития).
2. Необходимо осуществить управление

пространственной конфигурацией термо-
ядерной плазмы так, чтобы обеспечить ее
термоизоляцию от материала стенок реак-
тора и сформировать поток вещества в
нужном направлении.
Определенные перспективы в решении

этих вопросов дают магнитные методы
удержания и электромагнитного нагрева
плазмы. Не вдаваясь в детали возможных
физико-технических подходов в решении
двух обозначенных проблем с помощью
электромагнитных полей, отметим самое
важное достоинство потенциальных тер-
моядерных ракетных двигателей. По
прикидкам специалистов эти двигатели
смогут обеспечить истечение плазменной
струи со скоростью около 50000 км c,
вполне подходящей для полетов к ближай-
шим звездам. Значение этой скорости в
основном определяется температурой внут-
ри термоядерного реактора, а именно кор-
нем квадратным из этой температуры. В
этом отношении термоядерные ракетные
двигатели похожи на жидкостно-реактив-
ные, где скорость истечения реактивной
струи также пропорциональна корню квад-
ратному из температуры газа.
Экзотическим вариантом термоядерного

двигателя могут быть двигатели, основан-
ные на подрыве миниатюрных водород-
ных бомб. Идея такого двигателя была
впервые высказана в 1950–1960-х годах в
проекте «Орион». В основу гипотетичес-
кого двигателя «Ориона» была положена
идея использования импульсов отдачи,
порождаемых взрывами маломощных атом-
ных бомб. Для того чтобы такой импульс
работал, бомбы должны взрываться неда-
леко от массивной плиты, находящейся в
хвосте ракеты. Причем ядерный заряд
должен был сконструирован так, чтобы
звездолет принял на себя значительную
долю импульса взрыва.

Не останавливаясь на технических про-
блемах, связанных с реализацией проекта
«Орион» и более поздних термоядерных
проектов, отметим главный вывод. Взрыв-
ные термоядерные ракетные двигатели
способны разгонять космические корабли
лишь до скорости в 15000 км с. Это высо-
кая скорость, но ее явно недостаточно для
реальных межзвездных полетов. В таких
взрывных звездолетах значения конечной
и начальной масс ракеты будут сильно
разниться, так как фактически вся масса
будет использована на разгон. Эта же
проблема присуща и плазменным термо-
ядерным двигателям, но для них соотно-
шение начальной и конечной масс звездо-
летов значительно приемлемее. Так что
можно будет не только разогнать плазмен-
ный термоядерный звездолет, но и обеспе-
чить благоприятный режим торможения
для всего корабля или его отдельного
модуля.
Одним из решений этой проблемы недо-

статка топлива на термоядерных звездо-
летах может стать прямоточный термо-
ядерный двигатель Бассарда. В этом дви-
гателе в качестве термоядерного топлива
предлагается использовать межзвездное
вещество, которое в основном состоит из
атомов водорода. В силу очень малой
концентрации межзвездного вещества, для
создания в термоядерном реакторе нуж-
ной концентрации протонов придется улав-
ливать космический водород на большой
площади с помощью специальной ворон-
ки. Оценки показывают, что внешний
диаметр этой воронки может достигать
сотен и тысяч километров. Это означает,
что звездолеты Бассарда должны быть
гигантских размеров, медленно разгоня-
ющиеся под действием небольшой реак-
тивной тяги.

Фотонные ракеты. Данные рисунка 2
показывают, что только ракеты, у кото-
рых истечение вещества из двигателя про-
исходит на скоростях больше 100000 км с,
являются наиболее приемлемыми для меж-
звездных полетов. К сожалению, на се-
годня не известны физические процессы,
которые позволили бы придать обычному
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рабочему веществу ракетных двигателей
подобную скорость. Правда, есть одно
исключение – свет. Ему не надо прида-
вать световую скорость, он существует
только в движении и его скорость в ваку-
уме в 300000 км с является предельной
для вещества. Нетрудно придумать кон-
струкцию, в которой импульс отраженно-
го света выступает в роли реактивной
силы. Это могут быть световые потоки,
созданные на самом звездолете, например
с помощью источника света в фокусе
параболического зеркала, или световые
потоки, направляемые на светоотражаю-

щий парус звездолета извне. Конструк-
ции первого типа получили название «фо-
тонная ракета» (рис. 3), конструкции вто-
рого типа получили название «световой
парус» (рис. 4).
Для того чтобы фотонный звездолет ока-

зался эффективным средством межпла-
нетных перелетов, необходим постоянно
действующий источник фотонов гигантс-
кой мощности. Таким источником светово-
го давления может быть только аннигиля-
ция вещества и антивещества. Для других
физических механизмов выход световой
энергии и создаваемое световое давление
на порядки меньше при одних и тех же
затратах массы топлива. Как отмечалось в
начале статьи, получение антивещества в
больших количествах является неразре-
шимой задачей. Для этого придется потра-
тить энергии больше, чем ее удастся полу-
чить в виде света. Все это делает проекты
фотонных ракет чистой фантазией.
Значительно более реальными являются

запуски к звездам миниатюрных звездоле-
тов-парусников с помощью мощных источ-
ников света, находящихся на земле или в
космосе. Такие миниатюрные космические
парусники планируется отправить к бли-
жайшим звездам в рамках проекта «Про-
рыв к звездам» – Breakthrough Starshot.

Сам парусник (рис. 4)
будет состоять из нано-
зонда StarChip массой 1 г
и сверхлегкого паруса
массой 1 г и площадью

216 м . Для разгона
StarChip будет использо-
ван комплекс лазеров
мощностью 100 ГВт.
Сконцентрированные на
парусе лазерные лучи дол-
жны, по мысли ученых,
обеспечить ускорение па-
русника в 10000g и разог-
нать его до скорости от
15% до 20% скорости све-
та за пять минут. На та-
кой скорости парусники
StarChip смогут достичь
ближайшей звезды Аль-

Рис. 3. Общий вид фотонной ракеты

Рис. 4. Возможный вид парусника StarChip
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фа Центавра в течение 20–30 лет. Уникаль-
ное мини-оборудование нанозондов позво-
лит обследовать окрестности Альфа Цен-
тавра и передать полезную информацию на
Землю. Если проект «Прорыв к звездам»
удастся осуществить, а он вполне реален с
позиций современных технологий, то люди
получат возможность комплексно исследо-
вать ближайшие звезды с помощью эскадр
роботизированных нанозондов.

Режимы полета звездолетов. В заклю-
чение рассмотрим два основных режима
полета звездолетов. Один – на постоянном
ускорении, другой – на постоянной силе
тяги. Для простоты обсудим движение
звездолетов с максимальной скоростью в
50000 км/c, которую в принципе можно
получить с помощью термоядерных двига-
телей. Для таких скоростей можно пренеб-
речь релятивистскими эффектами, что су-
щественно упростит анализ.
Вначале рассмотрим движение с посто-

янным ускорением a. В этом случае ско-
рость звездолета

v at
и масса

v at

u um t Me Me .

Пользуясь этим выражением, найдем из-
менение массы m за время t:

1
a t t at at a t

u u u um M e e Me e .

Показатель экспоненты в скобках мал в
силу малости t. Для малых показателей
экспонента с хорошим приближением рав-

на 1
a t

u
. С учетом этого,

at

ua tMe
m

u
.

Разделив модуль этого соотношения на t,
получим явное выражение для расхода
топлива:

at v

u uaMe aMe

u u
.

Как видно, при постоянном ускорении
расход топлива падает по экспоненциаль-

ному закону в зависимости от времени и
скорости ракеты. Максимальный расход
имеет место в момент старта, когда он

равен 
aM

u
.

Рассмотрим теперь случай движения
ракеты с постоянной силой тяги. Тогда
уравнение движения ракеты принимает
вид

v

ap v
m ma Me a u

t t
,

v

uu e
a

M
.

Из этого выражения следует, что ускоре-
ние звездолета будет нарастать по экспо-
ненциальному закону в зависимости от
скорости. Скорость же звездолета будет
возрастать по логарифмическому закону
от отношения начальной и текущей масс
вне зависимости от режима ускорения.
Приведенные выражения позволяют рас-

считать требуемые для межзвездных поле-
тов расходы рабочего тела по начальной
массе звездолета и его ускорению.

Заключительная ремарка. Изложенный
материал показывает, что задача межзвез-
дных полетов по-прежнему далека от сво-
его решения. Но разница с прошлым со-
стоит в том, что сегодня физики и конст-
рукторы намного лучше понимают ограни-
ченность своих возможностей. Теперь в
популярных изданиях не ведутся разгово-
ры о скорых полетах к центру Галактики
или к Туманности Андромеды. Значитель-
но меньше оптимизма и в отношении поле-
та людей к ближайшим звездам. Акцент в
замыслах и проектах смещается в сторону
полетов без людей с использованием мини-
атюрных роботизированных нанозондов,
подобных StarChip. В центре внимания
специалистов находятся также проекты,
связанные с разработкой эффективных
термоядерных ракетных двигателей. На
звездолетах, оборудованных такими дви-
гателями, можно будет отправлять к бли-
жайшим звездам экспедиции без экипажа,
оснащенные спускаемыми аппаратами-ро-
ботами для исследований экзопланет и
поиска внеземной жизни. Подобные поле-
ты вполне реальны к 2050 году.
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 несколько любопытных задач, реше-

ние которых опирается на теорему Боль-
цано–Коши о промежуточном значении
для непрерывной на отрезке функции.

Что такое непрерывная функция? Для
нас строгое определение этого понятия не
нужно. Будем использовать два нефор-
мальных определения. Непрерывная фун-
кция – это функция, график которой мож-
но нарисовать, не отрывая карандаша от
листа бумаги. Или это функция, малым
изменениям аргумента которой соответству-
ют малые изменения значений функции.

Классическая теорема математического
анализа, сформулированная в начале XIX
века независимо друг от друга чешским
математиком Бернардом Больцано и фран-
цузским математиком Огюстеном Коши,
звучит так.

Теорема Больцано–Коши. Пусть дана
непрерывная на отрезке ;a b  функция f,
причем 0f a f b  (т.е. на концах
отрезка она принимает разные по знаку
значения). Тогда существует (по край-
ней мере одна) такая точка ;c a b , что

0f c .
Если воспользоваться первым определе-

нием, теорема кажется очевидной, однако
это не значит, что ее не надо доказывать.
Доказательство потребует аккуратности,
знания и понимания аксиом вещественных
чисел и определения непрерывной функ-
ции, что уведет нас в сторону. Поэтому мы
дадим лишь идею доказательства.

Рассмотрим середину данного отрезка
;a b  – точку 1c . Если 1 0f c , то на концах

одного из отрезков 1;a c  или 1;c b  функция
принимает значения разных знаков. С этим

отрезком поступаем так же, как с исходным
;a b , т.е. берем середину 2c , рассматриваем

значение 2f c . Если оно не равно 0, то
выбираем тот отрезок, на концах которого
функция принимает значения разных зна-
ков, и продолжаем процесс дальше.

В какой-то момент мы либо получим
такую точку c отрезка, что 0f c , либо
получим последовательность отрезков
1 2, ,I I , длины которых стремятся к нулю

и на концах которых функция принимает
значения разных знаков. Тогда существу-
ет единственная точка c, общая для всех
отрезков. Ее существование следует из
аксиом вещественных чисел, а из непре-
рывности функции f следует, что эта точка
и является нулем.

Оказывается, что с помощью этой теоре-
мы можно получить большое количество
крайне интересных геометрических резуль-
татов существования. Рассказать о некото-
рых из них и есть основная цель этой статьи.

Задача 1. Пусть дана замкнутая вы-
пуклая кривая  на плоскости (т.е. кри-
вая, ограничивающая какую-то выпук-
лую фигуру конечной площади). Докажи-
те, что для любой точки A внутри фигу-
ры, ограниченной , существуют два рав-
ных по длине взаимно перпендикулярных
отрезка 1L , 2L , имеющих A точкой пересе-
чения (рис. 1).
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Приложениятеоремы Больцано–Коши
Д.БАВРИН

Рис. 1
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Решение. Рассмотрим произвольную
прямую, проходящую через точку A
(рис. 2). Начертим два взаимно перпенди-
кулярных отрезка 1L , 2L . Обозначим через

1l , 2l  их длины. Пусть  – угол между этой
прямой и отрезком 1L .
Рассмотрим функцию L 1 2l l ,

она является непрерывной функцией от .
Выпуклость как раз важна для непрерыв-
ности. На рисунке 3 приведен пример
скачка длины одного из отрезков при не-
большом повороте в случае невыпуклой
фигуры. Вспомним: малым изменениям
аргумента, в данном случае угла , долж-
ны соответствовать малые изменения зна-
чений функции, в данном случае длины
отрезка.
Функция L  может принимать значе-

ния как больше нуля, так и меньше него.
Действительно, возьмем произвольный
угол 0 и пусть, скажем, 1 0 2 0l l  (в
случае равенства задача решена). Тогда,
повернув отрезки на 2, получим, что

1 0 2 02 2l l , так как они
поменяются местами. Значит, по теореме

Больцано–Коши, есть значение , при ко-
тором L 0, т.е. длины отрезков равны.
Следующая задача является обобщени-

ем предыдущей задачи в пространстве.
Для ее решения нам понадобится обобще-
ние теоремы Больцано–Коши на случай
функций двух переменных. Непрерывность
функции двух переменных можно пони-
мать в смысле нашего второго определения.

Задача 2. Пусть дана выпуклая замк-
нутая поверхность (ограничивающая не-
которое выпуклое тело) . Докажите,
что существуют две взаимно перпенди-
кулярные плоскости  и , проходящие
через точку A, такие, что площади 1S , 2S
фигур в пересечении каждой из плоско-
стей с телом, ограниченным поверхнос-
тью , равны.

Решение. В этот раз будем вращать
вокруг точки А не плоскости, а само тело.
Положение тела будем задавать двумя
углами (рис. 4).

Рассмотрим две перпендикулярные плос-
кости и обозначим площади сечений через

1S  и 2S  (рис. 5). Функция ,S

1 2, ,S S  принимает значения
как меньше нуля, так и больше него (поче-

Рис. 2

Рис. 3

Рис. 4

Рис. 5
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му?). Значит, снова применяя теорему,
приходим к тому, что существуют равные
по площади сечения.
Вернемся к задачам на плоскости.
Задача 3. Докажите, что в любую плос-

кую замкнутую выпуклую кривую , огра-
ничивающую выпуклую фигуру , можно
вписать треугольник 1 2 3A A A  так, что
площади частей, отсекаемых от фигуры,
ограниченной данной кривой, будут рав-
ны между собой: 1 2 3S S S  (рис.6).

Решение. Обозначим площадь фигуры
S . Рассмотрим вертикальную прямую, не
пересекающую фигуру (рис. 7). Начнем ее
смещать параллельно самой себе в направ-
лении фигуры. Смещение обозначим через
x. В какой-то момент прямая будет высе-
кать на фигуре хорду 3l , ограничивающую
площадь 3S .
Такая хорда существует для любого

3 0;S S  (см. [1]). Кроме того, снова в
силу непрерывности изменения площади
при перемещении хорды, существует точка

3A  на кривой  и две прямолинейные
хорды, опирающиеся на первую хорду,
отсекающие две равные площади 1S x ,

2S x . Рассмотрим функцию

1 2 32f x S x S x S x

= 1 32 2S x S x .

Поскольку площадь 3S x  может как пре-
восходить сумму двух оставшихся площа-
дей, так и быть меньше нее (попробуйте
понять, почему), то для некоторого x най-
дется точка 3A x , обеспечивающая ноль.
Тем самым, 1 2 3S S S .

Упражнение. Решите предыдущую задачу в
случае, когда одна из вершин треугольника

1 2 3A A A  изначально фиксирована.

Задача 4. Докажите, что в любую
плоскую замкнутую выпуклую кривую 
можно вписать окруж-
ность , имеющую по
крайней мере две точки
касания с данной кри-
вой, так, что области
между дугами кривой и
дугами окружности
можно разбить на две
группы, одинаковые по
площади (рис.8).

Решение. Рассмотрим окружность, ле-
жащую внутри фигуры и касающуюся ее в
двух точках. Получим две области, огра-
ниченные окружностью и границей фигу-
ры. Вопрос существования такой окруж-
ности мы опустим, он уведет нас в сторону
от повествования.
Будем перекатывать окружность по гра-

нице фигуры, сохраняя как минимум две
точки касания, и следить за разностью
площадей полученных областей. Ясно, что
где-то эта разность больше нуля, где-то
меньше, поскольку после одного оборота
области поменяются местами. Значит, в
каком-то положении площа-
ди будут равны.
Нужно обратить внимание

на одну тонкость. Как быть,
если в какой-то момент воз-
никнут три или более точек
касания (рис. 9)? Ведь это Рис. 9Рис. 7

Рис. 8

Рис. 6
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может привести к скачку функции площа-
ди. Поступим следующим образом. При
образовании третьей точки касания одна
из областей разделяется на две. Тогда
будем рассматривать суммарную площадь
двух получившихся областей. В этом слу-
чае площадь будет меняться непрерывно.
И применение теоремы Больцано–Коши
корректно.
Для следующей задачи нам понадобится

еще один классический результат матема-
тического анализа – теорема Вейерштрас-
са. Эта теорема также сформулирована и
доказана в начале XIX века. У классиков
математического анализа очень часто де-
сятки, а иногда и сотни теорем, поэтому,
говоря «теорема Вейерштрасса», нужно
дополнять, о какой конкретно теореме
идет речь. Не забывайте также о «принци-
пе Арнольда».1  Например, есть источни-
ки, которые говорят, что эта теорема при-
надлежит Больцано.

Теорема Вейерштрасса. Пусть f x  –
непрерывная на отрезке ;a b  функция.
Тогда есть точки 1x  и 2x  из этого отрезка
такие, что для всех точек ;x a b  верно
неравенство 1 2f x f x f x .
Попробуйте доказать эту теорему, а мы

перейдем к следующей задаче.
Задача 5. Пусть дана замкнутая вы-

пуклая кривая  на плоскости. Тогда на
ней существуют три точки 1A , 2A  и 3A
такие, что 1 2A A 1A 3A  и хорды 1A 2A  и

1A 3A  отсекают площади, равные трети
от площади фигуры, ограниченной кривой
 (рис. 10).

Решение. Зададим кривую  параметри-
чески непрерывной функцией

2: 0;T ¡ . В данном случае это функ-
ция принимает значения не на прямой, а на
плоскости. И снова ее непрерывность инту-
итивно можно понимать в рамках второго
определения. А именно, небольшому изме-
нению переменной t соответствуют неболь-
шие изменения точки t  на плоскости.
Для произвольной точки 1A  на кривой

можно провести две хорды, которые делят
фигуру на три равные по площади части.
Обозначим концы хорд через 2A  и 3A . И
пусть обход 1 2 3A A A  совершается по часовой
стрелке. Длину хорды 1 2A A  обозначим l t ,
длину хорды 1 3A A  обозначим r t . Наша
задача доказать, что разность l t r t
может быть равна нулю для некоторого t.
Пусть 0t  – такое значение параметра t,

что длина хорды 0l t  минимальна. И
пусть это 0t  соответствует точке 1A . Сдви-
нем точку 1A  в точку 2A , пусть новой точке

1A  соответствует параметр 1t . Тогда заме-
тим, что хорда l t  станет хордой r t .
Кроме того, 0 0l t r t  в силу минималь-
ности 0l t  меньше нуля, значит, 1 1l t r t
больше нуля. И остается сослаться на
теорему Больцано–Коши.
Проиллюстрируем, как себя могут вести

функции l t , r t  (рис.11).

Другие примеры приложения теоремы
Больцмана–Коши можно найти в книге [2]
и в статьях [1] и [3].Литература
1. С.Табачников. Соображения непрерывнос-

ти. – «Квант», 1987, №6.
2. И.М.Яглом, В.Г.Болтянский. Выпуклые

фигуры. – М.-Л.: ГИТТЛ, 1951.
3. М.Крейн, А.Нудельман. Теорема Борсука–

Улама. – «Квант», 1983, №8.

1 «Если какое-либо понятие имеет персо-
нальное имя, то это — не имя первооткрывате-
ля».

Рис. 10

Рис. 11



Сергей  Петрович  Новиков
(20.03.1938 – 06.06.2024)

6 июня 2024 года ушел из жизни выдающийся математик, академик Российской академии
наук, многолетний член редакционной коллегии и редакционного совета журнала «Квант»,
первый заместитель главного редактора журнала «Квант» (1990 – 2007).

Сергей Петрович родился в семье знаменитых математиков: его отец, академик Петр
Сергеевич Новиков, был крупнейшим специалистом в области теории множеств, математичес-
кой логики, теории алгоритмов и теории групп, его работа о единственности обратной задачи
потенциала открыла важное направление прикладной математики, а мать, профессор Людмила
Всеволодовна Келдыш, известна в математическом мире своими работами по геометрической
топологии и теории множеств, в которых она дала решение ряда труднейших проблем в этих
областях. Дед Сергея Петровича по матери, Всеволод Михайлович Келдыш, всеми отечествен-
ными энциклопедиями отмечен как создатель русского железобетона, а дядя, родной брат
матери, Мстислав Всеволодович Келдыш, был крупным специалистом в области прикладной
математики и долгие годы возглавлял Академию наук СССР. Старший брат С.П.Новикова,
Леонид Вениаминович Келдыш, был выдающимся физиком-теоретиком, специалистом в
области физики твердого тела, физики полупроводников, квантовой радиофизики.

Сергей Петрович Новиков – всемирно известный ученый, основоположник ряда современ-
ных областей геометрии, топологии, теории динамических систем, квантовой теории поля,
физики твердого тела. Одним из высших достижений С.П.Новикова является доказательство
топологической инвариантности рациональных классов Понтрягина (1965) – фундаменталь-
ный результат, во многом определивший дальнейшее развитие топологии. Прорывные
результаты, создавшие новые направления алгебраической и дифференциальной топологии,
были получены Сергеем Петровичем в теории кобордизмов и теории гладких структур на
многообразиях. Эти работы были удостоены Ленинской премии (1967) и медали Филдса –
высшей награды Международного математического союза (1970).
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Мировое признание получил вклад С.П.Новикова в математическую и теоретическую

физику. Он основоположник метода конечнозонного интегрирования нелинейных уравнений
математической физики, алгеброгеометрического подхода в теории солитонов, создатель
теории многозначных функционалов действия (теории Морса–Новикова). Им открыты
топологические явления в нормальных металлах в условиях сильного магнитного поля.

За вклад в науку С.П.Новиков удостоен Большой золотой медали имени М.В.Ломоносова –
высшей награды РАН (2020), Золотой медали имени Леонарда Эйлера РАН (2012), Золотой
медали имени Н.Н.Боголюбова РАН (2009), Премии имени Н.И.Лобачевского РАН (1980).
Он был избран почетным членом многих иностранных академий и научных обществ.

С.П.Новиков был главным редактором журнала «Успехи математических наук» (1988–
2023), президентом Московского математического общества (1985–1996).

С.П.Новиков – создатель выдающейся научной школы, автор фундаментальных моногра-
фий и учебников. Большое влияние на развитие науки продолжают оказывать поставленные
С.П.Новиковым проблемы и выдвинутые им гипотезы. В течение более 40 лет педагогическая
деятельность Сергея Петровича была неразрывно связана с кафедрой высшей геометрии и
топологии механико-математического факультета Московского государственного университе-
та, которой он заведовал с 1982 года до конца своей жизни. С.П.Новиков был одним из
инициаторов создания Независимого московского университета, играющего важную роль в
российском математическом образовании.

Большое внимание С.П.Новиков уделял и проблемам школьного образования. Сергей
Петрович сделал многое для привлечения в журнал «Квант» в качестве авторов как молодых,
так и уже хорошо известных активно работающих математиков.

Память о великом ученом, педагоге и замечательном человеке навсегда останется в наших
сердцах.

Теоретическая физикаи современнаяматематика
С.НОВИКОВ

Теоретическая физика всегда рассмат-
ривалась в некотором смысле как матема-
тика реального мира, как основной источ-
ник математических идей начиная с XVII
века, как основная движущая сила для
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90% математиков и основная связующая
нить между математикой и остальными
естественными науками.

В XX веке теоретическая физика достиг-
ла своего наивысшего расцвета, она стала
главной точной наукой. Великие лидеры
теоретической физики были способны ис-
пользовать, а иногда и создавать очень
глубокие абстрактные математические те-
ории, когда это было нужно для исследо-
вания реальности. Язык математики и тех-
ника теоретической физики были специ-
ально разработаны как наилучшие мате-
матические инструменты для исследова-
ния проблем реального мира. Были откры-
ты новые законы природы, в наши дни на
их основе разработаны новые технологии
невероятной практической эффективнос-

Из книги «Математическая составляющая»
(2-е издание).



ти, и это навсегда изменило наш мир.
На протяжении нескольких столетий

задача решения (интегрирования) диффе-
ренциальных уравнений, описывающих
явления природы, была центральной во
взаимодействии физики и математики.
Всем известно, какую роль сыграла ре-

шенная Ньютоном знаменитая проблема
двух тел в развитии математических мето-
дов физики. В течение долгого времени
после этого нахождение точного аналити-
ческого решения дифференциальных урав-
нений оставалось основным инструментом
математической физики: если задача была
или выглядела слишком трудной, то надо
было ее упростить, а затем искать точное
решение.
Много усилий было потрачено на поиск

специальных «интегрируемых случаев»
таких знаменитых задач, как, например,
задача о движении волчка. Ради этого в
XIX веке открывали и разрабатывали все
математические методы, включая степен-
ные и тригонометрические ряды, интег-
ральное преобразование Фурье–Лапласа,
комплексный анализ, соображения сим-
метрии. Иногда эти методы приводили к
замечательным отрицательным результа-
там – доказательствам того, что та или
иная модель неразрешима в принципе.
В XIX веке были открыты некоторые

странные интегрируемые случаи, в кото-
рых никакой очевидной симметрии не про-
сматривалось: интегрируемость геодези-
ческого потока на двумерных эллипсоидах
в трехмерном евклидовом пространстве
(Якоби), движение волчка со специальны-
ми параметрами в постоянном поле сил
тяжести (Ковалевская) и некоторые дру-
гие. Какая же скрытая симметрия стоит за
всем этим? Ответ был неясен до появления
теории солитонов.
Солитоны (или уединенные волны) на

воде были известны еще в XIX веке, но с
появлением первых компьютеров в 1960-х
годах стали возможны численные экспери-
менты, показавшие новые замечательные
свойства этих нелинейных волн. Их мате-
матическое объяснение привело к созда-
нию теории интегрируемых солитонных
моделей, связавшей различные разделы

математики и физики. В этом ряду: нели-
нейные волны в сплошной среде (включая
теорию плазмы и нелинейную оптику);
квантовая теория, теория рассеяния и пе-
риодические кристаллы; гамильтонова
динамика; алгебраическая геометрия ри-
мановых поверхностей и абелевых много-
образий (тета-функции).
Выдвину следующий тезис: значитель-

ная часть наиболее важных открытий в
математике и математической физике была
сделана в процессе развития теории интег-
рируемых моделей.
В 70-е годы XX века в сотрудничестве

математиков и физиков произошли важ-
ные сдвиги. Например, с помощью резуль-
татов топологии были объяснены важные
экспериментальные наблюдения, ждавшие
этого в течение полувека. В начале 80-х
физики были единодушны в том отноше-
нии, что главное, что физики взяли из
математики за последние 10 лет, – это
топология.
В то же время в топологии начали при-

менять открытия, сделанные физиками.
Напомним, что из теории автодуального
уравнения Янга–Миллса выросла теория
инстантонов с ее замечательными прило-
жениями к четырехмерной топологии. Тео-
рия уравнения Янга–Бакстера привела к
теории полиномов Джонса в теории узлов.
Знаменитые двумерные конформные тео-
рии поля дали множество интегрируемых
моделей, также представляющих собой
новые алгебраические объекты, имеющие
глубокие связи с теорией солитонов и
квантовыми группами.
В последнее десятилетие, уже в XXI

веке, математические идеи, пришедшие от
теоретических физиков, оказали большое
влияние на развитие алгебраической гео-
метрии. Взаимодействие математики и те-
оретической физики не прекратилось, до-
стижения каждой из этих наук обогащают
и другую.
В заключение хочу обратиться с пожела-

нием к молодым математикам: расширяй-
те спектр посещаемых научных семинаров
и по математике, и по физике. Набирай-
тесь понимания, которое проявится, пусть
и со временем.
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Задачипо математике и физике
Этот раздел ведется у нас из номера в номер с момента основания журнала. Публикуемые внем задачи нестандартны, но для их решения не требуется знаний, выходящих за рамкишкольной  программы. Наиболее трудные задачи отмечаются звездочкой. После формулировкизадачи мы обычно указываем, кто нам ее предложил. Разумеется, не все эти задачи публикуютсявпервые.Решения задач по математике и физике из этого номера следует отправлять по электрон-ным адресам: math@kvant.ras.ru и phys@kvant.ras.ru соответственно или по почтовому адресу:119296 Москва, Ленинский проспект, 64-А, «Квант».Условия каждой оригинальной задачи, предлагаемой для публикации, вместе с Вашимрешением этой задачи присылайте по тем же адресам.Задачи М2802 – М2805 предлагались на IX Кавказской математической олимпиаде.

Задачи М2802–М2805, Ф2809–Ф2812
M2802. По кругу расставлены положи-
тельные числа 1 2 2024, , ,a a a…  в указанном
порядке по часовой стрелке. Пусть iA  –
среднее арифметическое числа ia  и не-
скольких следующих за ним по часовой
стрелке. Докажите, что наибольшее из
чисел 1 2 2024, , ,A A A…  не меньше среднего
арифметического всех чисел 1 2 2024, , ,a a a… .

К.Сухов

M2803. Кимия взяла натуральные числа a
и b, а затем выписала в строку в некотором
порядке натуральные числа 1, 2, 3, …
..., 2024 так, чтобы для любой пары сосед-
них чисел оказалось выполнено хотя бы
одно из двух условий:
(1) их сумма равна a;
(2) их разность (при вычитании из боль-
шего числа меньшего) равна b.
Найдите все возможные значения b.

М.Сагафиан

M2804. Внутри треугольника ABC со сторо-
ной BC 6 расположены две равные окруж-
ности радиуса 1, которые касаются друг
друга, одна вписана в угол B, другая вписа-

на в угол C (рис. 1).
а) Докажите, что
точка M пересече-
ния медиан тре-
угольника ABC не
лежит внутри ни
одной из данных ок-
ружностей.
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б) Докажите, что если M лежит на одной
из окружностей, то треугольник ABC рав-
нобедренный.

Е.Бакаев

M2805. Конечное множество A веществен-
ных чисел назовем значимым, если для
любых двух различных чисел из A можно
подобрать третье число из A так, чтобы
одно из этих трех чисел было равно сред-
нему арифметическому двух других. При
каком наибольшем n существует значимое
множество, состоящее из n чисел?

М.Сагафиан

Ф2809. Длительность T суток, т.е. проме-
жутка времени от одного восхода Солнца
до следующего восхода, на экваторе очень
мало зависит от того, в каком месяце этот
промежуток измеряется. Однако известно,
что расстояние от Земли до Солнца самое
большое в июне, оно равно 152 млн км, а
самое маленькое, равное 147 млн км, в
январе. Оцените разницу длительностей
суток на экваторе Земли в январе и в июне.

Э.Суткин

Ф2810. Маятник OP состоит из массивной
точки-гаечки P массой m и невесомой нера-
стяжимой тонкой нити длиной l (рис. 2).
Точка O прикреплена с помощью шарнира
к шероховатой наклонной плоскости так,
что гаечка P может скользить по плоско-
сти, но не может по ней катиться. Угол
наклона плоскости к горизонту равен .Рис. 1
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Коэффициент трения гаечки о плоскость
tg , где  – угол трения (т.е. угол

наклона, при котором начинается сколь-
жение). Находящуюся в плоскости гаечку
P отклоняют от линии OB, называемой
линией наибольшего ската или линией
наибольшего уклона, и отпускают без на-
чальной скорости. На какой максималь-
ный угол max можно отклонить гаечку от
линии наибольшего ската так, чтобы она
не начала двигаться после того, как ее
отпустят?

А.Буров

Ф2811. Если при комнатной температуре
( 20 C) накачать в бутылку с прозрачны-
ми мокрыми изнутри стенками наружный
воздух до давления, например, 2,33 атм,
подождать некоторое время, чтобы внутри
установились температура и давление на-
сыщенного пара воды (2,33 кПа при 20°С),
а затем открыть бутылку, то в ней сразу
после вылета пробки и части содержимого
появляется туман. Какая в этот момент
будет температура содержимого (в центре
бутылки)? Необходимые данные о воде, в
частности о зависимости давления насы-
щенного пара воды от температуры, мож-
но найти в физических справочниках.

Б.Туманов

Ф2812. Трехфазный трансформатор име-
ет Ф-образный железный сердечник и три
одинаковые обмотки с одинаковым коли-
чеством витков. Железо сердечника не
насыщается и обладает очень большой и
постоянной магнитной восприимчивостью.
Если подать переменное напряжение с
амплитудой 0U  на ту обмотку, которая
охватывает срединный магнитопровод, то
с любой другой обмотки снимается напря-

жение половинной амплитуды. Если же
подать такое же напряжение на одну из
боковых обмоток, то на срединной обмотке
напряжение будет равно 00,55U .
1) На одну из обмоток подали напряжение

sinU t, а на другую 2 cosU t. Какое
напряжение снимается с третьей обмотки?
(Вариантов несколько, укажите все воз-
можные.)
2) Если с помощью этого трансформатора
попытаться получить максимальное по
амплитуде напряжение при наличии ис-
точника переменного напряжения с амп-
литудой 0U , то какой будет амплитуда
этого напряжения? Нарисуйте схему под-
ключения трансформатора к источнику и
выводам напряжения.
3) С помощью этого же трансформатора и
того же источника переменного напряже-
ния нужно получить переменное напряже-
ние с амплитудой, не равной нулю, но
возможно меньшей в сравнении с 0U . Ка-
ково это минимальное по амплитуде на-
пряжение?

С.Варламов

Рис. 2

Решения задач М2786–М2793,Ф2793–Ф2796
M2786. По кругу стоят 100 белых точек.
Аня и Боря красят по очереди по одной
еще не покрашенной точке в красный или
синий цвет, начинает Аня. Аня хочет,
чтобы в итоге оказалось как можно боль-
ше пар разноцветных соседних точек, а
Боря – чтобы оказалось как можно мень-
ше таких пар. Какое наибольшее число
пар разноцветных соседних точек Аня
может гарантировать себе независимо
от игры Бори?

Ответ: 50.
Всего в круге имеется 100 пар соседних
точек. Достаточно показать, что Аня всегда
может добиться, чтобы среди этих 100 пар
разноцветных пар было не меньше 50, а
Боря сможет добиться, чтобы среди этих 100
пар одноцветных пар было не меньше 50.
Есть несколько подходящих стратегий за
Аню и Борю. Возможно, наиболее просты-
ми являются следующие стратегии.
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Стратегия Бори. Каждым ходом пусть
Боря выберет пару соседних точек X, Y
такую, что X еще белая, а Y к этому
моменту уже покрашена красным или си-
ним (очевидно, такая пара найдется), и
покрасит белую точку X в цвет точки Y.
Поймем, что такая стратегия Бори даст
нужный результат. За каждый ход Бори
образуется новая пара X, Y соседних одно-
цветных точек, поэтому в конце игры
после 50 ходов Бори таких пар будет не
менее 50.
Стратегия Ани.  Первым ходом Аня
красит в любой цвет любую точку, а далее
пусть она на каждом ходе выберет пару
соседних точек X, Y такую, что X еще
белая, а Y к этому моменту уже покраше-
на, и покрасит белую точку X в цвет,
противоположный точке Y.
Покажем, что такая стратегия Ани даст
нужный результат. За каждый ход Ани,
кроме первого хода, образуется новая пара
X, Y соседних разноцветных точек, поэто-
му в конце игры таких пар будет не менее
49. Однако заметим, что если по окружно-
сти расставлено любое количество красных
и синих точек, то количество пар разно-
цветных соседней всегда будет четным.
Действительно, пройдем полный круг, на-
чиная, скажем, с красной точки. Группы из
идущих подряд красных и синих точек при
этом будут чередоваться: К–С–К–С–…
...–К. Значит, пройдя полный круг, мы
встретим пар разноцветных соседей вида
К–C столько же, сколько пар вида С–К,

поэтому всего – четное число. Это означает,
что, обеспечив себе не менее 49 пар разно-
цветных соседних точек, Аня на самом деле
обеспечит не менее 50 таких пар.

П.Кожевников

M2787. На отрезке XY как на диаметре
построена полуокружность и выбрана
произвольная точка Z на этом отрезке
(рис. 1). Девять лучей из точки Z делят

развернутый
угол XZY на 10
равных частей и
пересекают по-
луокружность в
точках 1 2, ,A A …

9,A…  соответ-

ственно (в порядке обхода от X к Y).
Докажите, что сумма площадей треу-
гольников 2 3A ZA  и 7 8A ZA  равна площади
четырехугольника 2 3 7 8A A A A .

Достаточно понять, что 2 8 3 7S A ZA S A ZA .
Тогда требуемое в условии равенство по-
лучится вычитанием из обеих частей этого
равенства площади серого треугольника с

вершиной в точ-
ке Z и добавле-
нием площадей
двух зеленых
треугольников,
примыкающих к
хордам 2 3A A  и

7 8A A  (рис. 2).
Заметим, что 2 8 3 7A ZA A ZA

6 4
180 180 180

10 10
, значит, сину-

сы этих углов равны. Поэтому достаточно

доказать, что 2 8 3 7ZA ZA ZA ZA . Пока-
жем, что оба произведения равны XZ ZY.
Для этого достаточно доказать следующее
вспомогательное утверждение.
Лемма. Пусть P и Q – две точки на
полуокружности с диаметром XY, точка Z
лежит на отрезке XY и XZP YZQ.
Тогда ZP ZQ ZX ZY.
Доказательство. Отметим точку R, сим-
метричную Q относительно XY. Тогда
четырехугольник XPYR вписан в окруж-
ность с диаметром XY. Также в силу
симметрии ZQ ZR и XZP QZY

RZY, т.е. точки P, Z, R лежат на одной
прямой. Значит, Z – точка пересечения диа-
гоналей вписанного четырехугольника XPYR,

поэтому XZ ZY PZ ZR PZ ZQ. Таким
образом, лемма доказана, что завершает
решение задачи.

М.Евдокимов

M2788. а) Правильный треугольник T со
стороной 111 разбит прямыми, парал-
лельными его сторонам, на правильные
треугольники со стороной 1. Все верши-
ны этих треугольников, кроме центра
треугольника T, отмечены. Назовем мно-
жество из нескольких отмеченных точек
линейным, если все эти точки лежат на
одной прямой, параллельной стороне T.
Сколько существует способов разбитьРис. 1

Рис. 2
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все отмеченные точки на 111 линейных
множеств?
б) Тот же вопрос, если дополнительно
требуется, чтобы каждое линейное мно-
жество представляло из себя отрезок
отмеченных точек (т.е. если две различ-
ные отмеченные точки входят в одно
линейное множество, то и все отмечен-
ные точки на отрезке между ними –
тоже).

Ответ: а) 
2

3
2

n ; б) 
3

2
n
nC , где 111 3 37n .

Рассмотрим равносторонний треугольник
со стороной k, разобьем его на правильные
треугольнички со стороной 1 и отметим все
вершины этих треугольничков; получен-
ную конструкцию назовем k-треугольни-
ком. В дальнейшем под прямыми мы все-
гда будем понимать прямые, параллель-
ные сторонам этого треугольника и прохо-
дящие через хотя бы одну отмеченную
точку.
а) Лемма. Пусть A – отмеченная точка в
k-треугольнике. Тогда существует един-
ственный способ провести k прямых так,
что все отмеченные точки, кроме, возмож-
но, A, покрыты этими прямыми. А именно,
для каждой стороны k-треугольника надо
провести все прямые,
параллельные ей и ле-
жащие между этой сто-
роной и точкой A
(включая саму сторо-
ну, но исключая пря-
мую, содержащую A
(рис. 1).
Доказательство. Индукция по k. База при
k 1 проверяется легко: надо провести
прямую, содержащую две оставшихся точ-
ки, кроме A.
Для перехода рассмотрим сторону k-треу-
гольника, на которой не лежит A. Если
прямая, содержащая эту сторону, не про-
ведена, то все k + 1 отмеченных точек на
этой прямой должны быть покрыты раз-
личными прямыми; это невозможно, так
как прямых k. Значит, эта прямая прове-
дена. Выкинув ее и точки k-треугольника,
лежащие на ней, получаем 1k -тре-
угольник, в котором проведено 1k  пря-
мых с теми же условиями. Осталось при-

менить предположение индукции. Лемма
доказана.
Перейдем к задаче. Рассмотрим одно из
разбиений на линейные множества. Для
каждого множества проведем прямую, его
содержащую. Тогда эти прямые покрыли
все отмеченные точки нашего данного
(3n)-треугольника, где n 37, кроме, воз-
можно, его центра A. Значит, эти прямые
устроены так, как описано в лемме, и для
любого разбиения этот набор прямых один
и тот же.
Заметим, что наш (3n)-треугольник раз-
бился на 6 областей: три «ромба» в углах,
состоящие из точек, покрытых нашими
прямыми дважды, и
три «трапеции» у
сторон, в которых
каждая точка по-
крыта одной прямой
(рис. 2). Тогда каж-
дая точка в «трапе-
ции» относится к
множеству, лежаще-
му на этой прямой;
каждую же точку в «ромбе» можно отнести
к любому из двух множеств, лежащих на
проходящих через нее прямых. Все такие
выборы можно сделать независимо друг от
друга. Поскольку в каждом из трех «ром-
бов» всего 2n  точек, получаем, что требуе-

мых разбиений ровно 
2 3

2
n .

б) Для решения задачи б) повторим все

рассуждения выше вплоть до распределе-
ния точек по множествам в «ромбах».
Рассмотрим, например, левый нижний
«ромб», и пусть S – множество из 2n
отмеченных точек в нем (рис. 3). Покра-
сим красным горизонтальные прямые,
проходящие через точки множества S, и
занумеруем их от 1 до n снизу вверх.
Аналогично покрасим синим и занумеруем
наклонные прямые,
проходящие через
точки множества S.
В соответствии с по-
краской и нумераци-
ей прямых покрасим
и занумеруем лежа-

Рис. 1

Рис. 2

Рис. 3
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щие на них линейные множества-отрезки,
между которыми предстоит распределить
точки множества S. Каждая точка из S
получает «координаты» ,i j , где i и j –
соответственно номера синей и красной
прямых, на которых лежит эта точка. Так,
точка ,i j  должна принадлежать либо i-му
синему отрезку, либо j-му красному отрез-
ку. При этом если точка ,i j  принадлежит
красному отрезку, то и все точки

1, , , ,i j n j…  – тоже. Если же точка
,i j  принадлежит синему отрезку, то и все

точки , 1 , , ,i j i n…  – тоже. Для нагляд-
ности окружим каждую точку множества S
ромбиком так, чтобы все такие ромбики
образовали сетку n n (примем сторону
ромбика за 1). Если каждый ромбик покра-
сить красным или синим в зависимости от
принадлежности красному или синему от-
резку, то красные ромбики образуют так
называемую диаграмму Юнга (и синие –
тоже), а граница между красными и синими
ромбиками – ломаная, состоящая из n
горизонтальных и n наклонных единичных
отрезков, идущая из левого нижнего угла
сетки в правый верхний угол. Количество
таких ломаных равно 2

n
nC  (каждую такую

ломаную можно закодировать последова-
тельностью из 2n символов: n символов 
(идем вправо по горизонтали) и n символов

↗ (идем вправо-вверх)). И наоборот, каж-
дой такой ломаной соответствует распреде-
ление точек множества S между красными
и синими отрезками.
Окончательно, выбирая один из 2

n
nC  вари-

антов в каждом из трех «ромбов», получа-
ем ответ.

И.Богданов

M2789*. Дано натуральное число n 100.
Изначально на доске написано число 1.
Каждую минуту Петя представляет
число, записанное на доске, в виде суммы
двух неравных положительных несокра-
тимых дробей, а Вася оставляет на
доске только одну из этих двух дробей.
Докажите, что Петя может добиться
того, чтобы знаменатель оставшейся
дроби через n минут не превышал 2 50n

вне зависимости от действий Васи.

Приведем стратегию для Пети. Для этого
представим 1 в виде суммы 2n дробей c
числителями 1, разобьем их на пары не
равных, сложим числа в каждой паре.
Затем 1

2
n  полученных результатов вновь

разобьем на пары не равных и сложим
числа в каждой паре. Будем продолжать
так делать, пока не получится одно число.
Поскольку сумма всех дробей равна 1, то
после n шагов остается число 1.
Предположим, что описанный выше про-
цесс возможен. В таком случае Петя раз-
ложит 1 в сумму двух чисел, которые
складывались на n-м шаге. Вася выберет
одно из слагаемых, сложением которых
данное число было получено на 1n -м
шаге, и т.д. В конечном итоге останется
одна из исходных 2n дробей.
Для реализации указанного процесса нам
потребуется следующее вспомогательное
утверждение.
Лемма. Есть 2 четверки чисел

1 2 3 4a a a a  и 1 2 3 4b b b b . Тогда их
можно сгруппировать по парам ,i ja b , что-
бы числа в каждой паре были различны и
суммы чисел в каждой паре были различны.
Доказательство. Разберем несколько слу-
чаев:
1 . Пусть 1 1a b , 2 2a b . Если 4 4a b , не

умаляя общности, считаем 3 3a b  и можно

сгруппировать 1 2 1 3 2 3a b b a a b

4 4a b . В случае 4 4a b , не умаляя общ-

ности, считаем 3 3a b  и группируем

1 2 1 3 2 4 3 4a b b a a b b a .

2 . Пусть 3 3a b , 4 4a b . Случай сводится

к предыдущему, если мы перейдем к чет-

веркам чисел ,i ia b .
3 . Пары 1 1,a b  и 2 2,a b  разные, а также

пары 3 3,a b  и 4 4,a b  разные. В таком
случае покажем, как сгруппировать числа
первых двух пар между собой; с числами
в третьей и четвертой парах поступим
аналогично, явно получив две меньшие
суммы, чем в первой паре. Если 1 1a b
или 2 2a b , подходит 1 2a b , 2 1a b , в
противном случае можно сгруппировать

1 1a b  и 2 2a b . Лемма доказана.
Покажем, что описанный в начале реше-
ния процесс возможен (получится на каж-
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дом шаге складывать различные числа),
если исходные 2n дробей удастся разбить
на четверки так, чтобы в каждой четверке
были попарно различные дроби. Действи-
тельно, в таком случае на очередном шаге
мы разобьем четверки на пары и, согласно
лемме, будем складывать числа из разных
четверок. После каждого такого шага по-
лучившиеся суммы вновь будут разбивать-
ся на четверки попарно различных чисел.
Продолжая так первые 2n  шагов, мы в
итоге получим четверку различных чисел

1 2 3 4x x x x , на ( 1n )-м шаге сложим

1 2x x  и 3 4x x  и на n-м шаге сложим уже
эти два числа.
Таким образом, достаточно представить
1 4 в виде суммы 2

2
n  дробей вида 1 m

четырьмя разными способами, каждый раз
используя разные знаменатели, не превос-
ходящие 2 50n .
Первый способ – сумма 2

2
n  одинаковых

дробей 
1

2n . Построим три других представ-

ления. Заметим, что среди чисел n, 1n ,

2n , 3n , 4n , 5n  не более одной
степени двойки и не более двух простых
чисел (потому что простые числа, большие
трех, могут давать только остатки 1 и 5 от
деления на 6), уберем такие числа из
рассмотрения. Любое оставшееся число
можно представить в виде n k pt, где
, 1p t  и t нечетно. Тогда 2 1n k  кратно

2 1
p , обозначим частное от деления че-

рез q. Получаем, что 2 2 2 2 1
n k k p q.

Возьмем 2 2
2 2
n k p  дроби вида 

1

2 2
n k

 и

2
2
k p  дроби вида 

1

2
k p q

. Поскольку 5k ,

то 2 2 2 2 50
k p n k nq . Посчитаем

сумму этих дробей:
2 2 2

2

2 2 2

2 2 2

n k p k p

n k k p q

=
2 2 11 2 2 1

4 42 2 2 2

k pn k p

n k n k .

Проделаем так для трех различных значе-
ний k. Остается убедиться, что получен-
ные представления не содержат одинако-

вых дробей. Ясно, что с первым выбран-
ным набором три новых не пересекаются,

а также дроби вида 
1

2 2
n k

 могут быть

лишь в одном наборе. Остается проверить,

что дроби вида 
1

2
k pq

 различны. Предпо-

ложим противное: 1 1
12 2k p k pq q . По-

скольку q и 1q  нечетны, получаем, что

1q q , и это число — общий делитель

2 2n k и 12 2n k . Тогда 12 2
k k  кратно q,

поэтому q 32. Однако 
3

n k n
p

t
, от-

куда 2
2 1 2
p n  и 22 32nq , противо-

речие. Задача решена.
Неформально говоря, в этой задаче Петя с
самого начала анализирует все возможные
способы течения игры и для каждого вари-
анта заранее продумывает ответ. Этому
можно сопоставить двоичное дерево ранга
n, в 2n листьях которого содержатся все

возможные исходные (дроби вида 
1

m
 с

суммой 1 и знаменателями, не превосходя-

щими 2 50n ), а в каждой из остальных
вершин записано число, равное сумме чи-
сел в вершинах-потомках. Задача эквива-
лентна тому, что существует такое дерево,
причем у каждой вершины (кроме листь-
ев) в вершинах-потомках записаны раз-
ные числа.

М.Дидин

M2790. Докажите, что среди вершин
любого выпуклого девятиугольника мож-
но найти три, образующие тупоуголь-
ный треугольник, ни одна сторона кото-
рого не совпадает со сторонами девяти-
угольника.

Пусть наш девятиугольник – это 1 2 9A A A… .
Рассмотрим четырехугольник 2 4 6 8A A A A .
Сумма его углов равна 360 . Если один из
его углов тупой, то мы нашли нужный
треугольник (скажем, если 8 2 4 90A A A ,

то треугольник 8 2 4A A A  – искомый тупо-
угольный). Если нужный тупоугольный
треугольник еще не найден, то в четырех-
угольнике 2 4 6 8A A A A  все углы по 90  (т.е.

2 4 6 8A A A A  – прямоугольник). Но тогда
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6 8 1 6 8 2 90A A A A A A . Значит, 6 8 1A A A

– нужный нам тупоугольный треугольник.
Тем самым, задача решена.
Другое решение можно получить, рас-
сматривая девятизвенную замкнутую ло-
маную 1 3 5 7 9 2 4 6 8 1A A A A A A A A A A , соединяю-

щую вершины де-
вятиугольника
через одну (см.
рисунок). Мож-
но показать, что
сумма углов та-
кой ломаной рав-
на 5 180  (это
известная зада-
ча). Но тогда

угол между какими-то двумя соседними
звеньями этой ломаной не меньше
5 180 9 100 90 , а следовательно,
этот угол задает нужный нам тупоуголь-
ный треугольник.

А.Юран

M2791. В каждой клетке таблицы N N
записано число. Назовем клетку C хоро-
шей, если в какой-то из клеток, соседних
с C по стороне, стоит число на 1 больше,
чем в C, а в какой-то другой из клеток,
соседних с C по стороне, стоит число на
3 больше, чем в C. Каково наибольшее
возможное количество хороших клеток?

Ответ: 
2N N.

Пример расстановки показан на рисунке
для N 8: в зеленой части таблицы числа
в строках идут в порядке возрастания
слева направо, а в столбцах с возрастани-
ем на 3 снизу вверх. Желтая часть табли-
цы заполнена так, чтобы таблица оказа-
лась симметричной относительно главной
диагонали, идущей из левого верхнего
угла. Видим, что в этом примере все клет-

ки, за исключением клеток этой главной
диагонали, являются хорошими. Анало-
гично строится пример для любого N.
Оценка. Докажем, что 2X N N, где
X – количество хороших клеток. Прове-
дем из каждой хорошей клетки две стрел-
ки: синюю стрелку – в соседнюю клетку, в
которой число на 1 больше, и красную
стрелку – в соседнюю клетку, в которой
число на 3 больше. Итого проведено 2X
стрелок. С другой стороны, стрелок не
больше, чем пар соседних клеток в табли-
це, поскольку между клетками в одной
паре может быть проведено не более одной
стрелки. Но количество пар соседних кле-
ток равно 2 1N N . Отсюда
2 2 1X N N  и 2X N N, что и требо-
валось.

А.Чеботарев

M2792. В ряд стоят 9 вертикальных
столбиков. В некоторых местах между
соседними столбиками вставлены гори-
зонтальные палочки, никакие две не нахо-
дятся на одной высоте. Жук ползет
снизу вверх; встречая палочку, он пере-
ползает по ней на соседний столбик и
продолжает ползти вверх. Известно, что
если жук начинает внизу первого (самого
левого) столбика, то он закончит свой
путь на девятом (самом правом) столби-
ке. Всегда ли можно убрать одну палочку
так, чтобы жук в конце пути оказался
наверху пятого столбика? (Например,
если палочки расположены как на рисун-
ке, жук будет ползти по сплошной линии.
Если убрать третью палочку на пути
жука, дальше он поползет по пунктирной
линии.)

Ответ: да, всегда.
Заметим, что если мы посадим по жуку на
основание каждого столбика и отправим
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ползти наверх с одинаковой постоянной
скоростью по нашим правилам (при этом
по палочкам они будут переползать мгно-
венно), жуки на горизонтальных палоч-
ках будут меняться местами, и никакие два
жука не окажутся на одном столбике в
одно и то же время. Значит, на вершине
каждого из столбиков в конце будет по
жуку. Назовем жука, стартовавшего с пер-
вого столбика, красным, а того, кто фини-
ширует на вершине центрального столби-
ка, зеленым. Заметим, что красный жук
стартует левее зеленого, а финиширует
правее. Значит, хотя бы на одной из пало-
чек они меняются местами. Уберем эту
палочку: тем самым мы перенаправим крас-
ного жука по маршруту зеленого, чем и
добьемся желаемого.
Приведем схему несколько другого воз-
можного решения. Изначально посадим
синего жука на вершину пятого столбика,
и пусть он ползет сверху вниз. Его траек-
тория пересечется с траекторией красного
жука на горизонтальной палочке. Эту па-
лочку и уберем.

Г.Караваев

M2793*. В остроугольном треугольнике
ABC (AB AC) точка O – центр описан-
ной окружности  (рис. 1). Пусть каса-
тельная к , проведенная в точке A,
пересекает прямую BC в точке D. Пусть
прямая DO пересекает отрезки AB и AC
в точках E и F соответственно. Точка G
построена так, что AEGF – параллело-
грамм. Пусть K и H – точки пересечения
отрезка BC с отрезками EG и FG соот-
ветственно. Докажите, что окружность
(GKH) касается окружности .

Пусть точка T симметрична точке A относи-
тельно DO (рис.2). Тогда DT – касатель-
ная к окружности , симметричная каса-
тельной DA относительно DO. Имеем
ETF FAE EGF. Отсюда следует,

что точки E, F, T и G лежат на одной
окружности. Далее ETD DAE

ACB EKD. Отсюда вытекает, что
точки D, E, K и T лежат на одной окруж-
ности. Получается, что T – это точка
Микеля для четверки прямых DBC, DEF,
EKG, FHG. Значит, точки T, K, H и G
также лежат на одной окружности. Для
завершения решения остается доказать,
что DT – касательная к окружности
(TKHG).
Пользуясь равенством вписанных углов,
параллельностью и симметрией относитель-
но DO, имеем DTK FEK EFA

TFE TGK. Полученное равенство
DTK TGK означает, что DT касается

окружности (TKHG).
Донг Луу

От редакции. В геометрической кон-
струкции из задачи М2793 можно обнару-
жить также следующие интересные свой-
ства.
(1) Если окружность (EFG) вторично
пересекает AB и AC в точках P и Q, то PQ
пройдет через ортоцентр треугольника
ABC;
(2) AG пересекает окружность (TKHG)
вторично в точке X такой, что касательная
к  (TKHG), проведенная через X, прохо-
дит через D.
При этом (1) справедливо для любой пары
точек E и F, лежащих на AB и AC и таких,
что EF проходит через O, а (2) справедли-

Рис. 2

Рис. 1
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во для любой пары точек E и F, лежащих
на AB и AC и таких, что EF проходит через
D (этот факт предлагался на XIX Жауты-
ковской олимпиаде; авторы – М.Кунго-
жин, И.Богданов).
В завершение скажем, что наш читатель и
автор красивых задач по геометрии Чан
Куанг Хунг нашел следующее обобщение
данной задачи.
Задача’. В треугольнике ABC точка O –
центр описанной окружности  (рис. 3).

Пусть P – произвольная точка на , а
прямая PA пересекает прямую BC в точке
D. Пусть прямая DO пересекает отрезки
AB и AC в точках E и F соответственно.
Точка G построена так, что EG PCP  и
FG PBP . Пусть K и H – точки пересечения
отрезка BC с отрезками EG и FG соответ-
ственно. Докажите, что окружность (GKH)
касается окружности .
Задача M2793 является частным (пре-
дельным) случаем задачи’, в котором P A.
Задачу’ можно решить, во многом повто-
рив шаги из приведенного решения задачи
М2793. Точкой касания окружностей
(GKH) и  будет являться точка, симмет-
ричная точке A относительно DO.

Ф2793.1  В игрушечном луке (см. рису-
нок) энергия накапливается не в изогну-
тых плечах лука, а в растягивающейся
тетиве. Расстояние между концами лег-
кой тетивы, закрепленными на луке, рав-
но L. Жесткость тетивы k. Юный Робин
Гуд при стрельбе так натягивает тети-

ву, что сила на-
тяжения тетивы
увеличивается в
два раза, а ее кон-
цы и место посере-
дине тетивы, ко-
торого касается
конец стрелы с
оперением, нахо-
дятся в углах
равностороннего
треугольника со
сторонами L. При
запуске стрелы
вертикально вверх

она взлетает на высоту h 20L. Какова
масса стрелы m? Сопротивлением возду-
ха можно пренебречь.

Тетива при растяжении увеличилась в
длине на величину L. Сила натяжения при
этом увеличилась в два раза, т.е. вместо
силы F стало 2F. Увеличение силы на F
связано с увеличением длины на L соотно-
шением F = kL. Дополнительная энергия,
запасенная в растянутой тетиве такого
лука, равна

22 3

2 2

F F
E L kL .

Эта энергия превращается в кинетическую
энергию стрелы 2 2mv , а затем – в измене-
ние потенциальной энергии стрелы в поле
тяжести Земли

mgh 20mgL.

Из этих соотношений получаем

3

40

kL
m

g
.

Ф2794. Тонкостенная труба заполнена
однородной невязкой и несжимаемой жид-
костью, которая в прямом участке тру-
бы далеко от изогнутого участка течет
с одинаковой в любом месте поперечного
сечения трубы скоростью v. Поперечное
сечение трубы в любом месте представ-
ляет собой прямоугольник со сторонами
A и a, причем A a? . Прямой участок
трубы переходит в изогнутый участок,
и на нем труба имеет вид спирали с

1 Автор решений задач Ф2793–Ф2796 –
С.Варламов.

Рис. 3
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шагом a. Внутренний радиус спиральной
трубы равен A, а ее внешний радиус равен
2A. Все стенки трубы, имеющие размер
a, вертикальны, а на прямом участке
трубы широкие стенки трубы горизон-
тальны. На спиральном участке трубы
широкие стенки трубы составляют с
горизонтом малый угол  величиной по-
рядка 2 1a A = . Течение жидкости ус-
тановившееся во времени и ламинарное.
На рисунке показано, как выглядят сече-
ние трубы, прямой и спиральный участки
трубы сбоку, а также вид снизу. Как
зависит скорость течения жидкости в
изогнутом участке трубы (вдали от пря-
мого участка) от расстояния x между
точкой, в которой измеряется скорость,
и осью спирали? Силой тяжести можно
пренебречь.

Согласно условию, движение жидкости в
трубе ламинарное, т.е. никаких турбулент-
ностей в потоке жидкости нет. Вязкость
жидкости отсутствует, поэтому стенки тру-
бы в любом малом по площади месте
действуют на жидкость с силой, перпенди-
кулярной плоскости касательной к стенке
в соответствующем месте.
Рассмотрим участок жидкости с малой
длиной L (вдоль вектора скорости), с
шириной а во всю толщину от одной
широкой стенки до другой и с размером x
в направлении, перпендикулярном оси
спирали. Обозначим скорость участка
жидкости через xv . Масса этого участка
m La x, где  – плотность жидкости.
Ускоренное движение этого участка связа-
но с тем, что на его «стенках», располо-
женных на разных расстояниях от оси

спирали, разные по величине давления.
Справедливо равенство

2
xmv

La p
x

.

Отсюда для разности давлений p имеем

2
xv x

p
x

.

В соответствии с законом Бернулли, для
любой трубки тока выполняется соотно-
шение

2

const
2

v
p , или p v v.

Подставив выражение для p из предыду-
щего равенства, получим

v x

v x
.

Отсюда следует связь между координатой
x и скоростью v:

ln ln const
x

A

v x

v A
.

Величина константы определяется из ус-
ловия, что поток жидкости через любое
поперечное сечение трубы равен такому
потоку в прямом участке трубы, т.е. aAv.
Тогда

x
A

v C
x

.

Величину константы C находим из усло-
вия

2

,
ln2

A

A

A v
C dx vA C

x

и получим

1,4427Av v,

2 0,7213Av v.

Величина x изменяется от A до 2A, т.е. в
криволинейном участке трубы ближе к оси
спирали скорость жидкости больше соот-
ветствующей скорости вблизи дальней от
оси стенки трубы.
Комментарии к решению. Поскольку рас-
сматривается движение жидкости в криво-
линейном участке трубы, а есть участок
перехода от прямолинейного движения к
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криволинейному, то следует отметить, что
в прямолинейном участке давления во всех
точках одинаковые, а в криволинейном
они разные. Но скачком давление изме-
ниться не может; таким образом, в реше-
нии должна присутствовать зависимость
от расстояния, которое прошла порция
жидкости в криволинейном участке, а эта
зависимость в решении отсутствует. Прав-
да, в условии сказано, что место, где
нужно найти скорость, находится далеко
от прямого участка. Значит, полученное
решение качественно верное, но не точное.

Ф2795. Кольцо имеет радиус R, толщина
кольца мала в сравнении с его радиусом,
масса кольца m равномерно распределена
по его периметру. Кольцо раскрутили
вокруг его оси симметрии, положили на
шероховатую, коэффициент трения ра-
вен , наклонную поверхность с углом
наклона  к горизонту и толкнули его
вверх. Ось симметрии кольца перпенди-
кулярна наклонной поверхности. Кольцо
всеми точками его периметра прижима-
ется к поверхности. В какой-то момент
центр кольца имел нулевую (по отноше-
нию к поверхности) скорость и кольцо
вращалось с угловой скоростью . С ка-
ким ускорением движется центр кольца в
указанный момент времени? С какой ско-
ростью в этот момент уменьшается уг-
ловая скорость вращения кольца?

В указанный момент все точки кольца,
контактирующие с поверхностью, движут-
ся и скорости их движения направлены по
касательной к кольцу. Это означает, что
суммарная сила трения, действующая на
кольцо, равна в этот момент нулю. Следо-
вательно, ускорение центра кольца равно

ац = sing .

Угловая скорость вращения кольца умень-
шается и в указанный момент соответству-
ющее угловое ускорение (на самом деле –
замедление) равно

cos
d g

dt R
.

В дополнение к этому простому решению
можно предложить читателям более слож-
ные вопросы, чем заданные в условии зада-

чи: какой путь пройдет центр кольца от
указанного момента времени до момента,
когда вращение кольца прекратится; на ка-
кой угол за этот промежуток времени успеет
повернуться кольцо? Для ответа на эти
вопросы, по-видимому, придется использо-
вать компьютер, поскольку для нахождения
зависимости ускорения и скорости движе-
ния центра кольца от времени, а также для
установления зависимости от времени угло-
вой скорости вращения кольца нужно ре-
шать дифференциальные уравнения, в ко-
торых требуется вычислять непростые ин-
тегралы, а подынтегральные выражения
содержат и скорость движения центра коль-
ца, и угловую скорость его вращения.

Ф2796. Очень длинный тонкостенный
закрепленный короб сделан из непроводя-
щего ток материала. Поперечное сечение
короба – это квадрат со стороной a. На
оси симметрии короба находится очень
длинный тонкий стержень с равномерно
распределенным по его длине электричес-
ким зарядом. Линейная плотность заря-
да . К ребру короба прикреплен один
конец тонкой непроводящей невесомой и
нерастяжимой нити, которая намотана
на короб, образуя N одинаковых витков.
Плоскости витков перпендикулярны оси
симметрии короба. На другом конце нити
прикреплен точечный предмет (шарик) с
массой m и электрическим зарядом q. В
начальный момент этот предмет нахо-
дится рядом с местом закрепления конца
нити на коробе и его скорость в этот
момент равна нулю. Эта конструкция
находится в вакууме и гравитацией мож-
но пренебречь. В процессе движения пред-
мета он в какой-то момент приобретает
максимальную скорость. Какова величи-
на этой скорости и какова в этот мо-
мент сила натяжения нити?

Стержень создает в окружающем простран-
стве электрическое поле, вектор напря-
женности которого в любой точке про-
странства перпендикулярен стержню, а
величина этого вектора определяется рас-
стоянием от стержня до соответствующей
точки. Найти эту величину можно с помо-
щью теоремы Гаусса:
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0

2 x
L

L xE , откуда 
02

xE
x

.

Начальное расстояние от шарика с заря-
дом до электрически заряженного стержня

равно 
2

a
, а в тот момент, когда скорость

шарика будет максимальной, расстояние

между ним и стержнем будет 4
2

a
aN .

Этим двум расстояниям соответствует раз-

ность потенциалов U электрического поля,
созданного стержнем. Эта разность равна

5 2

0

ln 2 1

2

N
U .

Скорость шарика находится из уравнения
2

2

mv
qU:

5 2

0

ln 2 1q N
v

m
.

В момент достижения максимальной ско-
рости шарик движется по окружности с
радиусом R 4Na. Его ускорение в этот
момент равно 2v R. На шарик действует
электрическое поле (в направлении от
заряженного стержня) и его тянет нить (в
противоположном направлении). Сумма
этих сил обеспечивает шарику движение с
ускорением. Отсюда находится сила F
натяжения нити в этот момент:

2 2mv qU
F qE qE

R R

= 5 2

0 0

1
ln 2 1

2 44 1 2

q q
N

a Na
.

ИТОГИ КОНКУРСА ИМЕНИ А.П.САВИНА 2023 24 УЧЕБНОГО ГОДАПобедители
Лучшие результаты показали

Воронцов Валерий – Саранск, Республиканский лицей, 9 кл.;
Чикилев Степан – Екатеринбург, гимназия 9, 6 кл.;

команда филиала Нахимовского военно-морского училища (Мурманск), 9 кл.:
Авдонин Максим, Махмудов Шероз, Бирюков Иван;

команда Академического лицея (Магнитогорск):
Новиков Александр (10 кл.), Полуэктов Дмитрий (10 кл.), Леонов Кирилл (10 кл.),
Викторов Михаил (10 кл.), Борисова Ангелина (8 кл.).Призеры

Также высоких результатов достигли

Бойченко Павел – Балаково Саратовской области, гимназия 2, 8 кл.;
Приходько Тамара – Красноярск, школа 3, 11 кл.;
Савин Михаил – Протвино Московской области, Лицей, 10 кл.;
Скивко Тимур – Магнитогорск, школа 5 с углубленным изучением математики, 7 кл.;

команда в составе:
Мельник Егор – школа «Синергия», 10 кл., Мельник Евгений – Опалиховская

гимназия, 9 кл. (Красногорск Московской области);
команда кружка «По стопам Лобачевского», Тула, школа 4, 10 кл.:

Воропаев Артем, Давыдов Алексей, Канунов Виктор, Макеев Антон.

Поздравляем!
Победителям и призерам будут высланы дипломы журнала «Квант» и призы от

издательства МЦНМО. Помимо этого призы получат также наиболее активные
участники конкурса.
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«КВАНТ»  ДЛЯ  МЛАДШИХ ШКОЛЬНИКОВ

1. У Кати и Маши расчески одинако-вой длины. У каждой расчески всезубчики одинаковые, а расстояниямежду зубчиками равны ширине зуб-чика. В Катиной расческе 11 зубчиков.

Сколько зубчиков в Машиной расчес-ке, если они в пять раз уже зубчиковКатиной расчески? Т. Казицына2. Коля пришел в музей современ-ного искусства и увидел квадратнуюкартину в раме необычной формы,состоящей из 21 равных треугольни-ков. Коля заинтересовался, чему рав-ны углы этих треугольников. Помогитеему их найти. И. Русских

Эти задачи предлагались на Математичес-ком празднике.

3. Миша сложил из восьми брусковкуб. Все бруски имеют один и тот жеобъем, красные бруски одинаковые и

желтые бруски тоже одинаковые. Ка-кую часть ребра куба составляют дли-на, ширина и высота желтого бруска?М. Евдокимов4. На острове живут красные, синиеи зеленые хамелеоны. Однажды 35хамелеонов встали в круг. Через ми-нуту все они одновременно поменялицвет, каждый – на цвет одного изсвоих соседей. Еще через минуту сно-ва все одновременно поменяли цветана цвет одного из своих соседей. Моглоли оказаться, что каждый хамелеонпобывал и красным, и синим, и зеле-ным?

И. Русских



«Легкое решениеодной труднойгеометрическойзадачи»
К.КОЗЕРЕНКО, А.ГЕРАСИМОВА,А.ЛУЗГИНА

DOI: https://doi.org/10.4213/kvant20240703

М А Т Е М А Т И Ч Е С К И Й  К Р У Ж О К

КАВЫЧКИ В ЗАГЛАВИИ СТАТЬИ МЫ
поставили потому, что это цитата. Так

называлась статья Л.Эйлера [1], которую он
опубликовал в 1767 году. В ней Эйлер
поставил вопрос о восстановлении треуголь-
ника по точке пересечения высот H, точке
пересечения медиан
M, точке пересечения
биссектрис I и центру
описанной окружно-
сти O (рис. 1). Тот
факт, что точка M ле-
жит на отрезке HO,
как раз появился в
этой статье (см. [2]).

Прошло 215 лет, и
в 1982 году американский математик Вильям
Верник опубликовал список из 139 задач [3],
в котором попытался систематизировать за-
дачи восстановления треугольника по неко-
торым трем его точкам с помощью циркуля
и линейки. Среди этих задач под номером 80
упоминалась, как до тех пор нерешенная, и
задача Эйлера. В 1996 году Майерс объявил
о решении еще 29 задач из списка Верника
[4], среди которых была и задача №80.1  В
качестве примера Майерс привел решение

одной из 29 задач. Это решение использова-
ло следующую теорему (см. [7], глава 5).

Теорема. Пусть дан отрезок длины 1.
Тогда, если кубическое уравнение с рацио-
нальными коэффициентами не имеет раци-
ональных корней и имеет положительный
(вещественный) корень a, то отрезок дли-
ны a не может быть построен с помощью
циркуля и линейки.

Доказательство этой теоремы непросто и
использует алгебраический аппарат, который
выходит далеко за пределы школьной про-
граммы, поэтому мы его не приводим (однако
советуем читателю в нем разобраться).

В этой статье мы, опираясь на ту же
теорему, приведем доказательство того, что
ответ в задаче 80 из списка Верника –
отрицательный, т.е. что не существует алго-
ритма восстановить треугольник циркулем и
линейкой по точкам H, I и O. Но, если не
хватает циркуля и линейки, то возникает
естественный вопрос: существует ли инстру-
мент, добавив который к циркулю и линей-
ке, можно решить задачу? Мы дадим ответ
и на этот вопрос.

Для начала заметим (и это просто порази-
тельно!), что циркулем и линейкой, исходя
из треугольника HIO, можно восстановить
много элементов треугольника: построить
описанную окружность , вписанную ок-
ружность , окружность девяти точек 
(окружность Эйлера) и даже найти полупе-
риметр p искомого треугольника (рис. 2).
Когда мы это обнаружили, нам показалось,
что это почти все! На этом этапе работы мы
еще не знали ответа и никак не могли понять,
почему, продвинувшись так далеко, мы не
можем завершить алгоритм восстановления
треугольника по точкам H, I и O. Масла в

1 Отметим статью [5], в которой речь шла
про неразрешимость других задач списка Вер-
ника, но та же конструкция работает и для
задачи 80. Что касается текущей ситуации со
списком Верника, сейчас он до конца за-
крыт (см. [6]), причем авторы этой работы
научились быстро решать такие задачи на
компьютере.

Рис. 1

Рис. 2

(Продолжение см. на с. 34)



ТРАЕКТОРИИ?А так ли хорошо знакомы вам

Поскольку движение небесных тел…проис-ходит легче всех других движений, ему дол-жна быть свойственна и наиболее удобопод-вижная форма; для плоских фигур это круго-вое движение…. Клавдий Птолемей…движение, в обычном понимании этогослова, есть не что иное, как действие, посред-ством которого данное тело переходит с од-ного места на другое. Рене Декарт…при сложном движении, слагающемся изравномерного горизонтального и естествен-но-ускоренного движений, бросаемое телоописывает полупараболу. Галилео Галилей

…циклоида исследована точнее и основа-тельнее всех других кривых.Христиан Гюйгенс…криволинейные движения тел возникают,когда направление движущихся сил не со-впадает с направлением брошенного тела. Вэтом случае тело постоянно отвлекается отпрямого пути и принуждено двигаться покривой. Леонард Эйлер…правильно ли думать, что наблюдаемаянами движущаяся точка всегда находится вкаком-то определенном месте?...Ричард Фейнман

Казалось бы, что может быть проще
понятия траектории, вводимого при пер-
вых же шагах в освоении курса физики?
Однако, уже при описании различных
механических движений оно «размножа-
ется», ломая рамки нехитрого первона-
чального набора прямых линий и окруж-
ностей. Неминуемо приходится обращать-
ся к параболам, спиралям, циклоидам,
когда необходимо отобразить форму ор-
бит естественных и искусственных спут-
ников, планет, комет и астероидов. А
каковы траектории молекул в жидкостях
и газах, заряженных частиц в электричес-
ком и магнитном полях?..

Да, это, на первый взгляд, немудреное
понятие будет долго сопровождать нас
при изучении физики.

Вопросы и задачи
1. По гладкому горизонтальному столу

со скоростью v движется черная доска.
Какой формы след оставит на этой доске
мел, брошенный горизонтально со скоро-
стью u перпендикулярно направлению
движения доски, если: а) трение между
мелом и доской пренебрежимо мало;
б) трение велико?

2. Какую линию описывает середина
отрезка между двумя пешеходами, рав-
номерно идущими по параллельным до-
рогам?

3. Два автомобиля одновременно нача-
ли двигаться с одинаковыми скоростями
от перекрестка двух взаимно перпенди-
кулярных дорог. По какой траектории
будет двигаться второй автомобиль отно-
сительно первого? А первый относитель-
но второго?

4. Могут ли совпадать направления
мгновенной скорости и ускорения мате-
риальной точки при ее движении по кри-
волинейной траектории?

5. Колесо радиусом R катится без про-
скальзывания по горизонтальной дороге
со скоростью 0v . По какой траектории
движутся точки на ободе колеса? Чему
равен радиус кривизны в ее вершине?

6. Две взаимодействующие между со-
бой частицы образуют замкнутую систе-
му, центр масс которой покоится. В неко-
торой момент времени известны положе-
ния обеих частиц и траектория той, масса
которой 1m . Как построить траекторию

второй частицы, если ее масса 2 1
1

2
m m ?



7. Выстрел из орудия произведен под
некоторым углом к горизонту, а началь-
ная скорость снаряда меньше первой кос-
мической. По какой траектории будет
двигаться снаряд?

8. Какой спутник притягивается Солн-
цем сильнее, чем своей планетой? Как
влияет этот факт на форму движения
спутника в гелиоцентрической системе
координат?

9. Могут ли космические аппараты дви-
гаться по прямолинейным траекториям?

10. Верно ли утверждение, что силовые
линии электростатического поля – это
траектории, по которым двигалась бы
положительно заряженная частица, если
ее, внеся в поле, предоставить самой себе?

11. Электроны с кинетической энергией

eK  движутся по прямой линии в скрещен-
ных электрическом и магнитном полях.
Протоны какой энергии pK  пройдут по
такой же траектории?Микроопыт
Обратите внимание на следы колес по-

ворачивающего автомобиля. Очевидно, что
внешние и внутренние колеса описывают
дуги разных окружностей, т.е. они прохо-
дят разные пути с различной угловой
скоростью. Как такое может быть?Любопытно, что…

… определяя траекторию горизонтально
брошенного тела, Галилей поначалу оши-
бочно считал ее дугой окружности. Однако
позже он исправил свой просчет и нашел,
что эта траектория – параболическая.

… Галилей и Кеплер первыми показали,
что свободное от влияния сил движение
происходит прямолинейно. А к выводу о
том, что движение планет по эллиптичес-
ким орбитам однозначно свидетельствует
о действии на них силы со стороны Солн-
ца, пришел Кеплер.

… циклоиду открыл, назвал и начал
изучать опять же Галилей, размышляя
над идеей использовать маятник для регу-
лировки хода часов. Гюйгенсу же удалось
доказать, что период колебаний маятника
не будет зависеть от амплитуды, когда он

описывает циклоиду, и применить это
открытие в часах.

… чтобы не испытывать боковых толчков
при переходе поезда с прямолинейного
участка дороги на дугообразный, необхо-
димо соединить их рельсами, проложен-
ными по кривой переменной кривизны;
такие кривые называются клотоидами.

… задача определения линии наимень-
шей длины, соединяющей две заданные
точки какой-либо поверхности (так назы-
ваемой геодезической линии), нашла при-
менение в исследовании движения тел и
частиц в гравитационных и электромаг-
нитных полях, в сплошной среде. Более
всего она известна как задача для нахож-
дения кратчайшей траектории полета са-
молета между двумя аэропортами.

… управление траекториями заряжен-
ных частиц с помощью электрического и
магнитного полей легло в основу создания
электронно-лучевых трубок, используе-
мых как в быту, так и в медицине и
научном приборостроении.

… космические лучи, идущие от Солн-
ца, так называемый солнечный ветер, боль-
шей частью представляют собой потоки
электронов и протонов. На высотах в
десятки тысяч километров магнитное поле
Земли преграждает им путь, навивая тра-
ектории частиц на свои магнитные линии.
Воздействие «ветра» на разреженные слои
воздуха приводит к их высвечиванию –
полярным сиянием.

Что читать в «Кванте»о траекториях
(публикации последних лет)

1. «Что такое фазовый портрет» – 2019,
№11, с.29;
2. «Кратчайшие пути и гипотеза Пуан-

каре» – 2020, №11-12, с.8;
3. «Можно ли отклонить астероид?» –

2022, №9, с.28;
4. «Геометрия фейерверка» – 2023, №1,

с.39;
5. «Кинематика случайного блужда-

ния...» – 2024, №1, с. 2;
6. «Из Антарктики в Арктику – самоле-

том» – 2024, №2, с. 30.

Материал подготовил А. Леонович
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огонь подливала еще теорема Понселе, из
которой следует, что если от некоторого
треугольника сохранились описанная ок-
ружность  и вписанная окружность , то
существует целое семейство треугольников с
вершинами на , для которого вписанная
окружность совпадает с  (рис. 3). Да, такая
задача имеет бесконечно много решений,
однако у всех этих треугольников совпадают
только точки O и I. А у нас есть еще точка H
или, скажем, полупериметр (причем можно
доказать, что среди множества треугольни-
ков Понселе только один имеет данную точ-
ку H и данный полупериметр, если только O
и I не совпадают). Казалось, что осталось
построить одну из вершин исходного треу-
гольника на  и дело сделано. А построение
не получалось. И не могло, как мы теперь
знаем, получиться!

Итак, покажем, как, исходя из треуголь-
ника HIO, можно циркулем и линейкой
построить окружности  и . Центры этих
окружностей у нас есть. Осталось построить
их радиусы. Для этого воспользуемся фор-
мулами, которые выражают длины сторон
треугольника HIO через R, r и p (см. [8]).
Получим систему

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

9 8 2 2 ,

4 4 3 ,

2 ,

OH R Rr r p

IH R Rr r p

OI R Rr

откуда
4

2

2 2 22

OI
R

OI IH OH
,

2 2

2

R OI
r

R
, 2 2 2 24 4 3p R Rr r IH .

Исходя из приведенных формул, имея тре-
угольник HIO, можно построить отрезки R,
r и p.

Упражнение 1. Убедитесь в этом.

Формулы для OH, IH, OI из системы
показывают, что и наоборот, по заданным R,
r и p, можно восстановить стороны треуголь-
ника HIO.

Получается, что задачи восстановления
треугольника по точкам H, I, O и по задан-
ным R, r и p, по сути эквивалентны. Если бы
существовал алгоритм восстановления треу-
гольника по точкам H, I, O, то мы бы легко
получили и алгоритм построения треуголь-
ника по заданным R, r и p: сначала по R, r
и p построили бы треугольник HIO, а затем
воспользовались бы имеющимся алгоритмом
восстановления.

Далее мы приведем конкретный пример
треугольника, который нельзя восстановить
циркулем и линейкой, исходя из заданных
R, r и p. Это и завершит наше доказатель-
ство. Положим R 18, r 8, p 45.

Упражнение 2. а) Покажите, что треугольник
с данными R и r существует при R > 2r.

б) Покажите, что треугольник с R = 18, r = 8,
p = 45 существует.

Используем «уравнение треугольника» (см.
[8])

0F x x a x b x c ,

где а – длина отрезка
касательной, прове-
денной из вершины
A треугольника до
точки касания, а b и
c определяются ана-
логично (рис. 4). В
[8] показано, что
уравнение треуголь-

ника принимает вид

F 3 2 2 24 0x x px r Rr x r p  .

Упражнение 3. Докажите, что при R = 18, r =
8, p = 45 уравнение треугольника не имеет рацио-
нальных корней.

Теперь мы готовы завершить доказатель-
ство. Допустим, что все-таки существует
алгоритм построения треугольника, исходя

Рис. 3

(Начало см. на с. 31)

Рис. 4
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из отрезков R 18, r 8, p 45. Но тогда,
стартуя с единичного отрезка, мы построим
(целые) отрезки R, r, p, а далее, по алгорит-
му, строим треугольник ABC. После этого в
треугольнике ABC без труда строим отрезок
от вершины до точки касания со вписанной
окружностью. Получается, нам удалось, стар-
туя с единичного отрезка, построить отре-
зок, равный по длине корню уравнения
F 0x , что противоречит теореме 1.2

Упражнение 4. а) В треугольнике отметили
точки O, I (центры описанной и вписанной ок-
ружностей) и центр масс вершин (т.е. точку
пересечения медиан). Затем треугольник стерли.
Всегда ли можно восстановить циркулем и линей-
кой треугольник?

б*) Тот же вопрос для вписанно-описанного
четырехугольника.

Соответствующая задача на построение пред-
лагалась на II Олимпиаде имени И.Ф.Шарыгина.

Итак, исходя из точек H, I, O, восстано-
вить треугольник циркулем и линейкой, во-
обще говоря, невозможно. Однако, как мы
видели, можно построить вписанную и опи-
санную окружности. Кроме того, можно
построить окружность девяти точек, на кото-
рой находятся середины сторон треугольни-

ка: радиус этой окружности равен 
2

R
, а

центром является середина отрезка OH

(рис. 5). Построить середину стороны иско-

мого треугольника было бы достаточно для
его восстановления. Теперь естественно за-
дать себе вопрос, что из себя представляет

геометрическое место середин хорд описан-
ной окружности, касающихся вписанной
окружности. Если бы нам удалось начертить
это ГМТ, то мы бы построили и середины
сторон (как точки пересечения этого ГМТ с
окружностью девяти точек).

Очевидно, что если через произвольную
точку окружности  проведена касательная,
которая пересекает окружность  в двух
точках, середина получившейся хорды явля-
ется основанием перпендикуляра, опущен-
ного из центра O окружности  на эту хорду.
Тем самым, нам нужно построить ГМТ осно-
ваний таких перпендикуляров. Это множе-
ство известно как улитка Паскаля (синяя
кривая на рисунках 6, 7). Нам осталось
объяснить, с помощью какого инструмента
строится улитка Паскаля. Обозначим через
X основание перпендикуляра. Рассмотрим
окружность  с диаметром IO. Пусть луч OX
пересекает эту окружность в точке N. Тогда
XN r (рис. 8).

Теперь понятно, какой инструмент нам
нужен. Рассмотрим стержень, закреплен-
ный в точке O. На этот стержень насадим
муфту длины r, которая может перемещать-

2 То, что построение сводится к решению
кубического уравнения, согласуется со следу-
ющим геометрическим наблюдением: ортоцентр
H треугольников семейства Понселе описыва-
ет кривую (на самом деле, эта кривая – окруж-
ность), и когда треугольник делает один обо-
рот, H проходит ее трижды.

Рис. 5 Рис. 6

Рис. 7
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ся по стержню. Один
конец этой муфты
пусть движется по ок-
ружности . Чтобы
обеспечить такое дви-
жение, соединим этот
конец муфты и точку
O с центром окружно-
сти . Тогда каран-
даш, закрепленный на
другом конце муфты,
будет вычерчивать

улитку Паскаля. Заметим, что этот инстру-
мент очень похож на трисектор, который

Л А Б О Р А Т О Р И Я  « К В А Н Т А »Токи Фукои гравитация
С. ГЕРАСИМОВ

НА ПРОВОДНИК, В КОТОРОМ ТЕ-
кут токи Фуко, оказывается, может

действовать очень необычная сила. А обна-
ружить ее можно в обыкновенной учебной
лаборатории.

Есть все основания сомневаться в том, что
токи Фуко всегда замкнуты. Эти токи, по
существу, являются обыкновенными индук-

ционными токами, создаваемыми источни-
ком переменного магнитного поля, правда, в
массивном проводнике. Если бы они всегда
были замкнуты, это бы противоречило закону
электромагнитной индукции, а обычный ге-
нератор переменного тока, нагрузкой которо-
го является конденсатор, не мог бы работать.

Однако, если проводник и конденсатор
помещены в переменное магнитное поле, то
возникает несколько необычное явление, ко-
торое вызывает неподдельный интерес. По-
знакомиться с ним можно, рассмотрев силы,
с которыми постоянное магнитное поле, од-
нородное или неоднородное, действует на
симметричную замкнутую на конденсатор
прямоугольную рамку (рис. 1,a). Сила Ампе-

ра 1F
ur

, с которой магнитное поле действует на
сторону 1 с током I, равна по величине, но

используется для деления угла на три части.
Только у трисектора длина муфты равна
радиусу окружности  (рис. 9).Литература
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противоположна по направлению силе 3F
ur

, с
которой магнитное поле действует на сторо-
ну 3. Ничего интересного эти силы не произ-
водят, разве что пытаются растянуть или
сжать проводник. Наибольший интерес пред-
ставляет сила F

ur

, с которой магнитное поле
действует на участок 2: антипода, который
бы действовал на проводник, у этой силы
нет. Всю силу Ампера, на первый взгляд
ничем не скомпенсированную, действующую
на проводник C, можно подсчитать, просум-
мировав выражения I c B

ur

r

 по всем эле-

ментам проводника длиной c. А поскольку
это справедливо и для проводника, находя-
щегося в однородном магнитном поле, то для
этого простого варианта задачи получается
F IcB.

Все это так, пока не рассматривается ток
смещения, «текущий» между обкладками
конденсатора. Плотность такого тока связа-
на с производной от вектора электрической
напряженности, а весь ток смещения J, ко-
нечно же, равен току I. С другой стороны,
плотность импульса, передаваемого пере-
менному электромагнитному полю, пропор-
циональна векторному произведению напря-
женности электрического поля на индукцию
магнитного, значит, полный импульс элект-
ромагнитного поля между обкладками кон-
денсатора тоже пропорционален этому век-
торному произведению, а его производная,
представляющая собой силу, есть JF IcB.

Эта сила равна по величине и противополож-
на по направлению полной силе Ампера,
действующей на проводник С.

Далее аналогия грубоватая, но уместная:
если какое-то тело приобрело импульс, то на
него обязательно подействовала сила. Ана-
логично, если электромагнитное поле приоб-
рело импульс, то на него что-то подействова-
ло, на законных основаниях эту силу можно
считать реактивной. Именно эта сила и обес-
печивает выполнение закона сохранения
импульса.

Пока можно согласиться лишь с тем, что
индукционный ток может быть не замкнут и
на него может действовать сила, не ском-
пенсированная обычным воздействием на
проводник. Для обычного витка с обычным
конденсатором эта сила чрезвычайно мала:
наноньютоны и даже меньше. Эта сила
пропорциональна напряженности электри-
ческого поля, которое может быть очень
сильным на концах или вблизи поверхнос-
ти. Эта сила пропорциональна силе тока,
который может быть очень большим, если
проводник – не виток, а, скажем, немагнит-
ный проводящий диск, расположенный не-
соосно с источником магнитного поля
(рис. 1,б). Законный вопрос: откуда может
взяться переменный электрический ток с
плотностью i в таком проводнике? Это
понятно: за счет движения проводника,
поступательного или колебательного. А пе-

Рис. 1. Индукционный ток может быть не замкнут
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рейдя в систему отсчета, связанную с про-
водником, можно обнаружить, что плот-
ность силы f

r

 в этом случае и в этой системе
отсчета будет зависеть от изменения индук-
ции магнитного поля.

Идея экспериментальной проверки стано-
вится понятной. Нужен хороший маятник;
диск, подвешенный на нити, не подойдет.
Лучше всего воспользоваться маятником
Вальтенгофена (рис. 2), в котором колеба-
ния происходят только в плоскости диска, а
движение диска в перпендикулярном на-
правлении подавлено почти полностью.
Обычный секундомер тоже не достаточен.
Маятник придется снабдить источником све-
та L, фотодатчиком D, сигнал с которого
поступает на самописец, а к проводнику C
добавить шторку S шириной пару миллимет-
ров, которую не следует размещать непос-
редственно внизу проводника. За время каж-
дого полного колебания шторка дважды зас-
лоняет свет от лампы; учитывая это, хорошо
бы повернуть ее градусов на 20–30. В каче-
стве самописца вполне достаточно восполь-
зоваться радиолюбительским USB-осциллог-
рафом ВМ8020, позволяющем опрашивать
входной сигнал каждые 410 с. Измерения
предстоят многочисленные, не менее 10 раз

при каждом положении медного проводника
диаметром d 20 мм и толщиной 4 мм. Пери-
од колебаний физического маятника T свя-
зан с приведенной длиной l известным выра-

жением 2
l

T
g

 , а поскольку нас интере-

сует ускорение свободного падения, а никак

не длина, то, манипулируя с положением
проводника относительно магнитов маятни-
ка Вальтенгофена, подвес лучше не трогать.
Чтобы изменить положение проводника, до-
статочно поднять или опустить магниты ма-
ятника: ошибка будет меньше (а может и не
появится вообще).

Теперь самое время остановиться на обра-
ботке измеренного массива периодов колеба-
ний. Простейшая обработка в виде подсчета
средних периодов колебаний с проводником
вверху 1T 1,049 с и внизу 2T 1,051 с едва
ли кого-нибудь устроит. Результат без по-
грешности – не результат. Корень квадрат-
ный из дисперсии – величины, которая ха-
рактеризует рассеяние случайной величины,
т.е. среднеквадратичную ошибку, оказался
примерно в десять раз больше разности
между этими значениями. Вроде говорить не
о чем.

Может, измеряется не один параметр, изу-
чается не одно явление, а как минимум два?
В этом случае среднее вполне могло оказать-
ся где-то между двумя средними, каждое из
которых соответствует своей величине, сво-
ему процессу. Допустим, что мы измеряем
время некоторого процесса. При первом
измерении секундомер показал время 1t ,
при втором 2t . Среднее значение равно

1 2 2t t , однако третий раз датчик време-
ни зарегистрировал снова время 2t ; новое
среднее значение времени: 1 23 2 3t t . В
результате трех измерений один раз воз-
никло значение 1t , а число 2t  появилось
дважды. Значит, средние значения следует
вычислять по-другому: i iT pT , 1 i n,

а не iT T n, если n – число измерений,

а ip  – вероятность того, что значение пери-
ода равно (или близко) iT .

Так вычисленные значения периодов коле-
баний маятника разошлись (рис. 3). Сло-
жившуюся неоднозначную ситуацию с отно-
шением к результатам измерений периодов
помогает прояснить вероятность i ip n n, в

Рис. 2. Маятник Вальтенгофена с источникомсвета, фотодатчиком и самописцем
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данном конкретном случае представляющая
собой функцию распределения периодов.
Это – число колебаний, чьи периоды нахо-
дятся в заданном интервале.

Всякое измерение – вероятностный про-
цесс. Чем выше вероятность, тем более
достоверным, не сомнительным, представ-
ляется явление. В положении «проводник
внизу» колебаний маятника с малыми пери-
одами больше, чем с большими; период
обратно пропорционален корню квадратно-
му из ускорения «свободного падения»,
значит, система становится «тяжелее». Все
верно: при малых периодах сила, действу-
ющая на незамкнутые токи, направлена
туда, куда надо; так, как ожидалось (см.
рис. 1,б). На проводник в таком располо-
жении действует не только сила гравитаци-
онного притяжения, но и сила f

r

. При боль-
ших периодах все происходит с точностью
до наоборот. Жаль, конечно, что максиму-
мы вероятностей не раздвинулись еще боль-
ше. Причина понятна: кроме незамкнутых
токов, есть и замкнутые, воздействие на них
магнитного поля значительно. И еще одно
подтверждение того, что частота колебаний
проводника зависит от его положения. При
отключенных электромагнитах маятника
Вальтенгофена период колебаний оказался

Рис. 3. Распределение периодов колебаний
близким к 1,051 с, т.е. между значениями,
при которых происходит увеличение или
уменьшение веса.

Эффект пока слаб. Изменение измеряемой
таким образом величины g составило около
двух десятых процента. А что мы хотим?
Чтобы при частоте колебаний в 1 герц вся
система взлетела, в известном смысле ни от
чего не отталкиваясь? В реальной жизни
такого не бывает, нужны дополнительные
условия и усилия, чтобы такое случилось.Литература
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Заключительный этап юбилейной, пятиде-
сятой Всероссийской математической олим-
пиады проходил с 19 по 25 апреля 2024 года
в Нижнем Новгороде. Главным организато-
ром олимпиады выступил Мининский уни-
верситет. Участникам олимпиады была пред-
ложена интересная экскурсионная програм-
ма, а также посещение научно-популярных
лекций от математиков – представителей
ведущих вузов страны.

В олимпиаде приняли участие 471 школь-
ников, представивших почти все регионы
России. Также, по традиции, в олимпиаде
участвовала команда из Китая: в онлайн-
режиме олимпиаду написали шестеро школь-
ников из провинции Чжэцзян.

О сложности задач можно судить по следу-
ющим таблицам (решившим задачу считает-
ся участник, набравший по этой задаче не
меньше 5 баллов из 7 возможных): 

9 класс

10 класс

11 класс

Опрос участников олимпиады выявил наи-
более красивые, по их мнению, задачи олим-
пиады. В параллели 9 классов первые три
места заняли задачи 6 (1 место), 8 (2 место)
и 3 (3 место), в параллели 10 классов –
задачи 2 (1 место), 6 (2 место) и 3 (3 место),
в параллели 11 классов – задачи 3 (1 место),
7 (2 место) и 2 (3 место).

Ниже приводятся условия задач и список
победителей заключительного этапа L Все-
российской олимпиады школьников по мате-
матике. Условия задач

9 класс

1. Петя и Вася знают лишь натуральные
числа, не превосходящие 9

10 4000. Петя
считает хорошими числа, представимые в
виде abc ab ac bc, где a, b и c – нату-
ральные числа, не меньшие 100. Вася счита-
ет хорошими числа, представимые в виде
xyz x y z, где x, y и z – натуральные
числа, большие 100. Для кого из них хоро-
ших чисел больше?

И.Богданов

2. У натурального числа ровно 50 делите-
лей. Может ли оказаться, что никакая раз-
ность двух различных его делителей не де-
лится на 100?

Методкомиссия по мотивам
задачи А.Чиронова

3. Двум мальчикам выдали по мешку
картошки, в каждом мешке по 150 клубней.
Ребята по очереди перекладывают картош-
ку, каждый своим очередным ходом пере-
кладывает ненулевое количество клубней
из своего мешка в чужой. При этом они
должны соблюдать условие новой возмож-
ности: на каждом ходе мальчик должен
переложить больше клубней, чем у него
было в мешке перед любым из его предыду-
щих ходов (если такие ходы были). Так,
первым своим ходом мальчик может пере-
ложить любое ненулевое количество, а сво-

,

,

,
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им пятым ходом мальчик может переложить
200 клубней, если перед его первым, вто-
рым, третьим и четвертым ходами количе-
ства клубней в его мешке были меньше 200.
Какое максимальное суммарное количество
ходов могут совершить ребята?

Е.Молчанов

4. Дан вписанный четырехугольник ABCD,
в котором 90A D . Его диагонали
пересекаются в точке E. Прямая l пересекает
отрезки AB, CD, AE и ED в точках X, Y, Z
и T соответственно. Известно, что AZ CE и
BE DT. Докажите, что длина отрезка XY
равна диаметру окружности, описанной око-
ло треугольника ETZ.

А.Кузнецов, И.Фролов

5. Квартал представляет собой клетчатый
квадрат 10 10. В новогоднюю ночь внезапно
впервые пошел снег, и с тех пор каждую ночь
на каждую клетку выпадало ровно по 10 см
снега; снег падал только по ночам. Каждое
утро дворник выбирает один ряд (строку
или столбец) и сгребает весь снег оттуда на
один из соседних рядов (с каждой клетки –
на соседнюю по стороне). Например, он
может выбрать седьмой столбец и из каждой
его клетки сгрести весь снег в клетку слева от
нее. Сгребать снег за пределы квартала
нельзя. Вечером сотого дня года в город
приедет инспектор и найдет клетку, на кото-
рой лежит сугроб наибольшей высоты. Цель
дворника – добиться, чтобы эта высота была
минимальна. Сугроб какой высоты найдет
инспектор?

А.Солынин

6. Высоты остроугольного треугольника
ABC, в котором AB AC, пересекаются в
точке H, а O  – центр описанной около него
окружности . Отрезок OH пересекает опи-
санную около треугольника BHC окруж-
ность в точке X, отличной от O и H. Окруж-
ность, описанная около треугольника AOX,
пересекает меньшую дугу AB окружности 
в точке Y. Докажите, что прямая XY делит
отрезок BC пополам.

А.Терёшин

7. На доске написаны 8 различных квадрат-
ных трехчленов; среди них нет двух, дающих
в сумме нулевой многочлен. Оказалось, что
если выбрать любые два трехчлена 1g x ,

2g x  с доски, то оставшиеся 6 трехчленов

можно обозначить как 3g x , 4g x , …, 8g x

так, что у всех четырех многочленов

1 2g x g x , 3 4g x g x , 5 6g x g x  и

87g x g x  есть общий корень. Обязатель-
но ли все трехчлены на доске имеют общий
корень?

С.Берлов, методкомиссия

8. 1000 детей, среди которых нет двух
одинакового роста, выстроились в шеренгу.
Назовем пару различных детей ,a b  хоро-
шей, если между ними не стоит ребенка, рост
которого больше роста одного из a и b, но
меньше роста другого. Какое наибольшее
количество хороших пар могло образовать-
ся? (Пары ,a b  и ,b a  считаются одной и
той же парой.)

И.Богданов
10 класс

1. Пусть p и q – различные простые числа.
Дана бесконечная убывающая арифметичес-
кая прогрессия, в которой встречается каж-
дое из чисел 23p , 24p , 23q  и 24q . Докажите, что
в этой прогрессии обязательно встретятся
числа p и q.

А.Кузнецов, методкомиссия

2. Дано нечетное число 3n . В клетчатом
квадрате 2 2n n закрашивают 

2
2 1n   кле-

ток. Какое наибольшее количество трехкле-
точных уголков можно гарантированно выре-
зать из незакрашенной клетчатой фигуры?

Г.Шарафетдинова

3. См. задачу М2799 «Задачника «Кванта».
4. Дан выпуклый четырехугольник ABCD,

в котором 90A D , его диагонали пе-
ресекаются в точке E. Прямая l пересекает
отрезки AB, CD, AE и ED  в точках X, Y, Z
и T соответственно. Известно, что AZ CE и
BE DT. Докажите, что длина отрезка XY
не больше диаметра описанной окружности
треугольника ETZ.

А.Кузнецов

5. См. задачу М2798 «Задачника «Кванта».
6. См. задачу М2800 «Задачника «Кванта».
7. Пусть даны натуральные числа 1x   и 2x .

На прямой даны 1y  белых отрезков и 2y
черных отрезков, при этом 1 1y x  и 2 2y x .
Известно, что никакие два отрезка одного
цвета не пересекаются (даже не имеют общих
концов). Также известно, что при любом
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выборе 1x  белых отрезков и 2x  черных отрез-
ков обязательно какая-то пара выбранных
отрезков будет пересекаться. Докажите, что

1 1 2 2 1 2y x y x x x .

Г.Челноков

8. Дано натуральное 2n . Маша записы-
вает по кругу n натуральных чисел. Далее
Тая делает такую операцию: между кажды-
ми двумя соседними числами a и b она пишет
некоторый делитель числа a b, больший 1;
затем Тая стирает исходные числа и получа-
ет новый набор из n чисел, стоящих по кругу.
Всегда ли Тая может выполнять операции
таким образом, чтобы через несколько опе-
раций все числа оказались равными?

Т.Коротченко
11 класс

1. В пространстве расположен бесконеч-
ный цилиндр (т.е. геометрическое место то-
чек, удаленных от данной прямой l на данное
расстояние 0R ). Могут ли шесть прямых,
содержащих ребра некоторого тетраэдра,
иметь ровно по одной общей точке с этим
цилиндром?

А.Кузнецов

2. Тройку положительных чисел , ,a b c
назовем загадочной, если

2 2
2 2 2 2

1 1
2 2a ab b bc

a c b a

2
2 2

1
2 2c ca a b c

c b
.

Докажите, что если тройка , ,a b c   – загадоч-
ная, то тройка , ,c b a  – тоже загадочная.

А.Кузнецов, К.Сухов

3. См. задачу М2801 «Задачника «Кванта».
4. Четырехугольник ABCD, в котором нет

параллельных сторон, вписан в окружность
. Через вершину A проведена прямая al BCP ,

через вершину B – прямая bl CDP , через

вершину C – прямая cl DAP , через вершину

D – прямая dl ABP . Четырехугольник, пос-
ледовательные стороны которого лежат на
этих четырех прямых (именно в этом поряд-
ке), вписан в окружность . Окружности 
и  пересекаются в точках E и F. Докажите,
что прямые AC, BD и EF пересекаются в
одной точке.

А.Кузнецов

5. См. задачу 5 для 9 класса.
6. Остроугольный неравнобедренный тре-

угольник ABC вписан в окружность  с
центром в точке O, его высоты пересекаются
в точке H. Через точку O проведена прямая,
перпендикулярная AH, а через точку H  –
прямая, перпендикулярная AO. Докажите,
что точки пересечения этих прямых со сторо-
нами AB и AC лежат на одной окружности,
которая касается окружности .

А.Кузнецов

7. В стране 100n  городов и пока нет
дорог. Правительство наугад определяет сто-
имость строительства дороги (с двусторон-
ним движением) между каждыми двумя го-
родами, используя по разу все суммы от 1 до

1 2n n   талеров (все варианты равнове-
роятны). Мэр каждого города выбирает са-
мую дешевую из 1n  возможных дорог,
идущих из этого города, и она строится (это
может быть взаимным желанием мэров обо-
их соединяемых городов или только одного

Победители олимпиады
9 класс

Кокарев И. – Челябинская область,
Штурман А. – Ярославская область,
Скворцов А. – Санкт-Петербург;

10 класс

Прозоров Р. – Москва,
Дмитриев Л. – Санкт-Петербург,
Лазарев А. – Москва,
Авербах Д. – Санкт-Петербург,
Смирнов М. – Санкт-Петербург,

Воинов Г. – Санкт-Петербург,
Суровцев С. – Кировская область,
Кандрашкин А. – Татарстан,
Сираев Т. – Санкт-Петербург,
Шекера А. – Московская область;

11 класс

Французов Ц. – Санкт-Петербург,
Беляев Д. – Москва,
Иванов М. – Пензенская область,
Коптилин Р. – Новосибирская область,
Ленская Н. – Москва,
Югов М. – Санкт-Петербург.
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из двух). После строительства этих дорог
города оказываются разбиты на M компо-
нент связности (между городами одной ком-
поненты связности можно добраться по пост-
роенным дорогам, возможно, с пересадками,
а между городами разных компонент –
нельзя). Найдите математическое ожидание
случайной величины M.

Ф.Петров

8. Докажите, что существует такое 0c ,
что для любого нечетного простого 2 1p k

числа 01 , 12 , 23 , …, 1kk   дают хотя бы c p

различных остатков при делении на p.
М.Туревский, И.Богданов

Публикацию подготовили Н.Агаханов,
И.Богданов, П.Кожевников, А.Кузнецов,

О.Подлипский, К.Сухов

Э К З А М Е Н А Ц И О Н Н Ы Е  М А Т Е Р И А Л ЫНациональный исследовательскийуниверситет «МИЭТ»
Национальный исследовательский универ-

ситет «МИЭТ» на протяжении многих лет
проводит олимпиады по математике, физи-
ке, информатике и другим предметам, кото-
рые пользуются большой популярностью
среди школьников. Онлайн-олимпиада
«РИТМ МИЭТ» проводится с 2015 года. В
2023 24 учебном году в 9 секциях этой олим-
пиады приняли участие более 800 человек.
Физико-математическая олимпиада МИЭТ
проводится с 2018 года. В текущем учебном
году в отборочном этапе олимпиады приня-
ли участие более 1400 школьников. Заклю-
чительный очный этап Физико-математичес-
кой олимпиады МИЭТ проходил на 13 пло-
щадках в РФ и в других странах. В МИЭТ
весной 2024 года проводился также предмет-
ный тур Национальной технологической
олимпиады школьников профиля «Цифро-
вые сенсорные системы».

Ниже приводятся задачи по физике, пред-
лагавшиеся на этих олимпиадах.

Интернет-олимпиада«РИТМ МИЭТ»Заключительный этап
1. Камень брошен горизонтально из точки

А. При какой начальной скорости 0v  камня
он будет в течение всего времени полета
удаляться от точки В, расположенной на

расстоянии h 6,4 м под точкой А на одной
вертикали с ней? Сопротивлением воздуха
пренебречь. Ускорение свободного падения

2
10 м сg .

2. На какой высоте над поверхностью
Земли скорость спутника на круговой орбите
отличается от первой космической скорости
на 10%? Радиус Земли примите равным
R 6400 км.

3. На горизонтальной поверхности поко-
ится клин, наклонная плоскость которого

составляет с горизон-
том угол 50
(рис. 1). В клин по-
падает и упруго отра-
жается шарик. Его
скорость до удара на-
правлена горизон-
тально, а после удара

вертикально. Определите отношение массы
клина к массе шарика. Трением пренебречь.

4. Найдите давление смеси газов в объеме

V 2 л, если в ней находится 22
10N  моле-

кул азота и m 1 г кислорода, при температу-

ре смеси 50 C. Молярная масса кислорода

32 г моль, постоянная Больцмана
23

1,38 10 Дж Кk , число Авогадро
23 1

A 6,02 10 мольN .
5. Одноатомный идеальный газ сначала

адиабатически сжали, а потом изобарно на-

Рис. 1
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грели на 60 C. Суммарная работа газа в
этих двух процессах равна нулю. Определи-
те приращение температуры газа в адиабат-
ном процессе.

6. В вершинах квадрата со стороной а
расположены одинаковые по величине то-
чечные заряды, три положительных и один
отрицательный. Модуль вектора напряжен-
ности электрического поля этих зарядов в
центре квадрата равен 0 8000 В мE . Опре-
делите модуль вектора напряженности в
точке, удаленной от каждой вершины квад-
рата на расстояние r 2а.

7. В цепи, схема которой показана на
рисунке 2, сопротивление резисторов

R 100 Ом, вольтметр идеальный, напря-
жение на клеммах источника 0U 15 В. Вольт-
метр показывает напряжение U 2,5 В. Ка-
кой ток показывает амперметр?

8. К катушке подключены два параллель-
ных проводника, по которым без трения
может скользить проводящая перемычка
(рис. 3). Полученный проводящий контур

расположен в постоянном однородном маг-
нитном поле, вектор индукции B

ur
 которого

перпендикулярен плоскости контура. В на-
чальный момент перемычка покоится, а ток
в контуре 0i 0,01 А. Найдите амплитуду
колебаний перемычки, если расстояние меж-
ду параллельными проводниками l 5 см,
индуктивность катушки L 10 мГн, индук-
ция магнитного поля B 0,1 Тл, сопротивле-
ние всех проводников равно нулю. Движе-
ние перемычки поступательное, изменением
индуктивности контура при движении пере-
мычки пренебречь.

Физико-математическаяолимпиада МИЭТ
10 класс

1. Два камня брошены одновременно с
вышки в противоположных направлениях
под углом 30  к горизонту с разными по
величине скоростями (рис. 4). В некоторый
момент совместного полета одно тело оказа-
лось на h 5 м выше другого. Определите
расстояние r между телами в этот момент.
Сопротивлением воздуха пренебречь.

2. Однородную прямоугольную плиту мас-
сой m 100 кг перемещают по горизонталь-
ной поверхности поступательно с постоян-
ной скоростью, толкая ее, как показано на
рисунке 5 (вид на плиту сверху). Действу-
ющие на плиту силы 1F 300 Н, 2F 100 Н и

3F 300 Н горизонтальны и перпендикуляр-
ны боковым граням плиты. Определите:
1) коэффициент трения между плитой и
поверхностью, 2) отношение a b длины к
ширине плиты. Ускорение свободного паде-
ния 2

10 м сg , считайте, что равнодейству-
ющая сил трения приложена к центру масс
плиты.

3. Тележка массой M 200 г движется по
горизонтальной поверхности со скоростью

0 2 м сv , на тележке покоится брусок мас-
сой m 300 г (рис. 6). После короткого и

абсолютно упругого столкновения бруска с
неподвижной преградой брусок смещается
относительно тележки, но не слетает с нее.
Пренебрегая трением качения, а также изме-
нением импульса тележки за время удара,
определите: 1) конечную скорость v тележ-
ки, 2) выделившееся количество теплоты Q.

4. Идеальный газ совершает процесс
1-2-3-4, в котором зависимость давления р

Рис. 2

Рис. 3

Рис. 4 Рис. 5

Рис. 6
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газа от его темпера-
туры T имеет вид,
показанный на ри-
сунке 7. Во сколько
раз максимальная
плотность газа в этом
процессе больше ми-
нимальной?

5. Одноатомный идеальный газ находится
в цилиндрическом сосуде длиной h 30 см и
площадью сечения 2

1 смS  при давлении

1p 100 кПа. Какую работу нужно совер-
шить, чтобы, сжимая газ адиабатически,
увеличить его абсолютную температуру в
n 2 раза?

11 класс

1. Из игрушечной двустволки одновремен-
но с разными по величине скоростями выле-
тели две пульки. В некоторый момент совме-
стного полета первая пулька оказалась на
h 1 м выше второй и на расстоянии r 2 м

от нее. Под каким углом к горизонту выле-
тели пульки из двустволки? Сопротивлени-
ем воздуха пренебречь.

2. Тележка массой M 300 г движется по
горизонтальной поверхности со скоростью

0 2 м сv , на тележке покоится относитель-
но нее шайба массой m 100 г (рис. 8). Пос-

ле короткого и абсолютно упруго столкнове-
ния тележки с неподвижной преградой шай-
ба смещается относительно тележки, но не
слетает с нее. Пренебрегая трением качения,
а также изменением импульса шайбы за
время удара, определите: 1) конечную ско-
рость тележки v, 2) выделившееся количе-
ство теплоты Q.

3. Электрическое поле создано неподвиж-
ными точечными зарядами 1q  и 2q , располо-
женными в точках А и B. Вектор напряжен-
ности этого поля параллелен прямой AB во
всех точках пространства, удаленных от 1q  в
3 раза дальше, чем от 2q . Определите отно-
шение 1 2q q .

4. Заряженный конденсатор в момент t 0

подключили к катушке индуктивностью
L 1 мГн c пренебрежимо малым сопротив-
лением. Зависимость напряжения на кон-

денсаторе от времени приведена на рисун-
ке 9. Определите максимальный ток через
катушку.

5. Одноатомный идеальный газ находится
в цилиндрическом сосуде длиной h 50 см и
площадью сечения 2

1 смS  при давлении

1p 100 кПа и температуре 1 27 Ct . 1) Ади-
абатически сжимая газ, совершили работу
A 5 Дж. На сколько увеличилась темпера-
тура газа? 2) Определите максимальную
силу, с которой газ действует на поршень в
этом процессе. Для справки: в адиабатичес-
ком процессе давление и объем одноатомно-
го идеального газа связаны уравнением

constpV , где 5 3.

Национальная технологическаяолимпиада школьников
8–9 классы

1. Настя четверть пути прошла, разговари-
вая по телефону с мамой, затем сразу связа-
лась с бабушкой и прошла еще одну пятую
часть пути. Треть пути она разговаривала с
подругой. Оставшиеся 130 метров она прошла
молча, затратив на это 1 минуту и 5 секунд.
Определите весь путь, пройденный Настей.
Считая ее скорость постоянной, найдите вре-
мя, потребовавшееся Насте на дорогу.

2. Гимнастический обруч радиусом R ка-
тится без проскальзывания так, что его центр
движется со скоростью 3 м сv . 1) С какой
скоростью вv  движется верхняя точка обру-
ча? 2) С какой скоростью гv  движется точка
обруча, лежащая на горизонтальном диамет-
ре? 3) На обруче маркером поставили метку.
При качении обруча метка движется по
траектории, которая называется циклоидой.
Путь, пройденный меткой между двумя пос-
ледовательными касаниями земли, равен 8R.
Определите среднюю путевую скорость cpv
движения метки по циклоиде за один оборот
колеса.

3. Из 12 одинаковых тонких стержней
длиной a 120 см Коля сделал квадрат так,

Рис. 7

Рис. 8

Рис. 9
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что две его смежные сто-
роны состояли из трех
стержней каждая, а две
другие – из одного и пяти
стержней. Таким обра-
зом, стороны квадрата
имели массы m, 3m, 3m и
5m, как показано на рисунке 10. 1) На
каком расстоянии от центра полученного
квадрата находится его центр масс? 2) Пе-
рекладывая стержни, но следя за тем, чтобы
вдоль каждой стороны квадрата оставался
хотя бы один стержень, Коля нашел распо-
ложение стержней, при котором расстояние
от центра масс до центра квадрата макси-
мальное. Найдите это расстояние.

4. Настя любит изучать электричество и
часто экспериментирует. Она взяла два кус-
ка нихромовой проволоки одинаковой дли-
ны, но разного диаметра, и концы одного из
них соединила, получив замкнутую прово-
лочную петлю (рис. 11). Далее Настя стала

измерять сопротивление между контактами
1 и 2, изменяя расстояние l между ними.
По результатам измерений Настя построи-
ла два графика, один для отрезка проволо-
ки, а второй для петли. Эти графики при-
ведены на рисунке. Во сколько раз сопро-
тивление незамкнутого куска проволоки
меньше сопротивления того, из которого
сделана петля?

5. На стройке поднимают крю-
ком два связанных тросом груза
разной массы (рис. 12). Крюк дви-
жется вверх с постоянной скорос-
тью 2 м сv . Найдите: 1) ско-
рость верхнего груза, когда ниж-
ний неподвижен; 2) скорость и
направление движения нижнего
груза, когда верхний поднимает-
ся со скоростью 8 м с ; 3) ско-
рость и направление движения
нижнего груза, когда верхний
неподвижен.

10–11 классы

1. В момент t = 0 тело брошено горизон-
тально. Под телом на одной вертикали с
точкой его старта закреплен электронный
дальномер, измеряющий расстояние r до
тела в зависимости от времени t. График
r t  приведен на рисунке 13. 1) В какой
момент времени тело
будет на одной высо-
те с дальномером? 2)
Чему равна началь-
ная скорость тела?
Ускорение свободно-
го падения принять
равным 2

10 м с . Со-
противлением возду-
ха пренебречь.

2. По кремниевой пластине с помощью
манипулятора медленно перемещают зонд,
прикладывая к нему горизонтальную 1F

ur
 и

вертикальную 2F
ur

 силы, как показано на
рисунке 14. Силой тяжести по сравнению с

этими силами можно пренебречь. Зонд на-
клонен к пластине под углом 60 , его
длина l 1 см, коэффициент трения сколь-
жения между зондом и пластиной 0,2.
1) Определите отношение 2 1F F . 2) На каком
расстоянии x от точки контакта зонда с
пластиной приложена вертикальная сила?

3. На горизонтальном столе покоится иг-
рушечная машинка, на нее вертикально па-
дает шарик и сталкивается с поверхностью
машинки (рис. 15). Угол падения шарика

42 , сразу после удара скорость шарика

Рис. 10

Рис. 11

Рис. 12

Рис. 13

Рис. 14

Рис. 15
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направлена горизонтально. Во сколько раз
масса машинки больше массы шарика? Тре-
нием пренебречь, движение поступательное,
tg 42 0,9, удар абсолютно упругий.

4. Одноатомный идеальный газ в сосуде
под поршнем совершает циклический про-
цесс. Датчики фиксируют давление p газа и
его температуру T в зависимости от времени
t. Графики этих зависимостей приведены на
рисунке 16. Определите: 1) отношение мак-
симального объема газа к минимальному в
данном процессе; 2) работу, совершенную
над газом при его изобарном сжатии, если
при изохорном нагреве к газу подведено
Q 300 Дж теплоты.

5. Два одинаковых маленьких заряжен-
ных шарика удерживают на гладкой гори-
зонтальной поверхности. В точку А, в кото-
рой модуль вектора напряженности электри-
ческого поля заряженных шариков равен

1000 В мE , поместили точеный заряд
q 1 мкКл и шарики одновременно отпусти-

Рис. 16
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ли. Их ускорения в начале движения оказа-
лись взаимно перпендикулярными и равны-
ми по величине 2

1 3 м сa  и 2
2 4 м сa .

Определите массу шарика.
Публикацию подготовили

Г.Гайдуков, И.Горбатый, В.Гундырев

«Квант» для младших школьников
(см. «Квант» №5–6)

1. В первой норке живет рыжая мышка, во
второй – желтая, в третьей – черная, в четвер-
той – белая, в пятой – серая.
Белая мышка живет между двумя другими, но
не в третьей норке (иначе белый сыр перед ней
был бы съеден). Значит, белая мышка живет
либо во второй норке, либо в четвертой. Если во
второй, то ее соседка серая мышка живет не в
первой, а в третьей норке, черная – в первой, а
рыжая живет не рядом с серой – т.е. не в
четвертой, а в оставшейся пятой норке. Но тогда
в четвертой должна жить желтая, а желтый сыр
перед ней оказался не съеден – противоречие.
Значит, белая мышка живет не во второй, а в
четвертой норке. В таком случае ее соседка чер-
ная живет в третьей норке, серая – в пятой;
рыжая из оставшихся двух может жить только в
первой, а тогда желтая – во второй.
2. Несколько примеров пришивания и разреза-
ния показаны на рисунках 1–3.
Комментарий. Части одинаковые, а значит, мож-
но одну из частей переместить как единое целое,
чтобы она наложилась на другую. В первом при-
мере для этого надо ее сдвинуть параллельно
самой себе, во втором повернуть вокруг некото-
рой точки, а в третьем сначала сдвинуть, а потом

перевернуть на другую
сторону. Эти перемеще-
ния называют движени-
ями плоскости – они не
меняют расстояния
между точками фигу-
ры, и поэтому фигура
сохраняет свою форму
и размеры. Движения, которые мы видим в этих
примерах, называются соответственно параллель-
ным переносом, поворотом и скользящей симмет-
рией. Теорема Шаля гласит, что всякое движение
плоскости относится к одному из трех данных
типов. Мишель Шаль – известный французский
геометр XIX века.
3. 8.
Пусть М – середина АС (рис. 4). Тогда
AM MC 1; BM – медиана в равнобедренном
треугольнике, проведенная к основанию, поэто-
му она также является высотой. Треугольники
AKH и ABM равны по стороне и двум прилежа-

Рис. 1 Рис. 2

Рис. 3
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2024» в «Квантике» №6 за 2024 год.
30. 25.
Поскольку в первом хороводе белки не стояли
рядом, бобров и бурундуков в сумме должно быть
не меньше, чем белок – т.е. по крайней мере на 50
больше, чем барсуков: Бо Бу Ба 50. С дру-
гой стороны, во втором хороводе не стояли ря-
дом бурундуки – значит, их было не больше, чем
барсуков и бобров в сумме: Ба Бо Бу. Сло-
жим два неравенства: 2 Бо 50.
Таким образом, бобров не меньше 25. Покажем,
что 25 бобров могло быть. Пусть барсуков тоже
25, бурундуков 50, а белок 75. В первом хорово-
де расставим белок через одну, а на пропущен-
ные места поставим 25 50 бобров и бурунду-
ков. Во втором хороводе расставим через одного
50 бурундуков, а на пропущенные места поста-
вим бобров и барсуков.
31. Рассмотрим поворот на 90  вокруг точки A,
переводящий B в D. Пусть при этом повороте N

переходит в N , а L переходит в L  (рис. 6).
При повороте на 90  любая прямая переходит в

перпендикулярную ей прямую. Следовательно,

LN LN AKP  и AL AL KMP . Получается,

что прямые AD, LN  и KM содержат высоты

треугольника AKL . Значит, они пересекаются в

одной точке, т.е. M и N  совпадают. Тогда

DM DN BN, что и требовалось.

Задача решена. Из равенства BN DM неслож-
но получить такое равенство:

2 2 2 2 2 2MK AL DM DK BL AB

2 2 2 2 2 2BN BL DK AD NL AK .

Это утверждение требовалось доказать в задаче
M1864 «Задачника «Кванта», автор – В.Произ-
волов (см. «Квант» №3 за 2003 г.). В задаче
было дополнительное условие о том, что отме-
ченные углы равны 45 , и приводилось другое
решение.

32. а) 
1

3

n
; б) 

5

2 5

n m

m
.

Приведем решение пункта б).
Рассмотрим граф, в котором вершины будут

Рис. 6

щим к ней углам:
AH AM 1, угол A об-
щий, углы AHK и
AMB – прямые. Тогда
AB AK 3. Так как
треугольник ABC равно-
бедренный, то его пери-
метр равен 2AB AC
2 3 2 8.

4. Не может.
Заметим, что первые два условия можно проще
сформулировать так: среди любых трех стоящих
подряд есть троечник, а среди любых пяти сто-
ящих подряд есть отличник. Кроме того, рядом с
каждым хорошистом или через одного человека
от него должен стоять другой хорошист (назовем
таких двух хорошистов друзьями). Если два
друга-хорошиста стоят рядом, то с обеих сторон
от них должны стоять троечники, а если через
одного, то троечник стоит между ними. Поэтому
если у какого-то хорошиста есть два друга, то
возникает одна из двух пятерок – 34434 или
43434, в которых нет отличника, что невозмож-
но. Таким образом, хорошисты распадаются на
пары друзей, и поэтому хорошистов четное чис-
ло. А тогда отличников и троечников вместе –
нечетное, значит, их не поровну.

Рис. 4

Конкурс имени А.П.Савина
(см. «Квант» №4)

29. Суммы равны.
Конечно, не так уж трудно просто посчитать эти
суммы (интересно, что обе они равны 2024).
Однако убедиться в их равенстве можно, вообще
не производя вычислений. В первой сумме пер-
вое слагаемое – это 22 единицы, второе – 21
двойка, третье – 20 троек и так далее, поэтому ее
можно переписать в виде

1 1 2 1 2 3 1 2 3 4 …

... 1 2 22… ,

– ведь тут тоже 22 единицы, 21 двойка и т.д.
Заметим, что теперь сумма первого и второго
слагаемых равна 2

2 1 1 2 2 2 , третьего и
четвертого – равна 4 3 1 2 2 1 3

2
4 4 4 . Так будет и дальше; например, 5-е и

6-е слагаемые можно сложить как показано на
рисунке 5. Поэтому вся сумма равна сумме квад-
ратов четных чисел 2 2 2 22 4 6 22… , что и
требовалось.
Дальнейшее обсуждение этой задачи можно най-
ти в статье А.Заславского «Удивительное число

Рис. 5
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соответствовать треугольникам разбиения. Вер-
шины соединяются ребром, если у треугольни-
ков есть общая сторона. Этот граф является
деревом на 2n  вершинах, степень каждой
вершины не больше трех, m-угольникам соответ-
ствуют связные подграфы на 2m  вершинах.
(На рисунке 7 показан пример – разбиение мно-
гоугольника на треугольники и соответствующий
этому разбиению граф.)
Осталось выяснить, какое наибольшее количе-
ство связных подграфов на 2M m  вершинах
можно выделить из этого графа на 2N n
вершинах.
Подвесим граф за любую вершину (т.е. назовем
одну из вершин корнем и назначим каждой вер-
шине уровень – длину пути от вершины до
корня). (На рисунке 8 показан пример подве-
шенного графа.)
Назовем весом вершины A количество ее потом-
ков, увеличенное на 1. В частности, у висячих
вершин (не являющихся корнем) вес равен 1, у
корня вес равен N. (На рисунке 8 для примера
около вершин подписаны их веса.)
Пока количество вершин в графе не меньше M,
будем выполнять следующую операцию. Рас-
смотрим все вершины веса не меньше M (такая
есть хотя бы одна – корень) и выберем из них ту
вершину A, у которой наибольший уровень. У
вершины A один или двое сыновей, и у каждого

Рис. 7

Рис. 8

из них вес не больше 1M , значит, вес A не
больше 2 1M . Удалим из графа подграф из
вершины A и всех ее потомков, таким образом
мы удалили связный подграф, количество вер-
шин в котором не меньше M и не больше 2 1M .
Мы будем повторять эту операцию, пока вершин
в графе не меньше M.
Такую операцию можно проделать хотя бы

1

2 1

N M
t

M
 раз.

В каждом из удаленных связных подграфов мож-
но выбрать связный подграф, в котором ровно
M вершин, удаляя по одной висячие вершины.
Ему соответствует m-многоугольник, а удаляе-
мым висячим вершинам соответствуют треуголь-
ники. Таким образом, можно многоугольник, со-
ответствующий этому подграфу, разрезать на
один m-угольник и треугольники. Поэтому за
каждую операцию мы будем получать один
m-угольник в разбиении.
Приведем пример дерева, из которого нельзя
выделить большее количество нужных нам под-
графов размера M. Рассмотрим t красных вер-

шин, соединенных как на рисунке 9; остальные
вершины будут синими. На каждой из цепочек
отмечено не более 1M  синих вершин (на ри-
сунке показан пример для t 4, 1 3M , общий
случай устроен аналогично). Тогда любой связ-
ный подграф из M вершин содержит хотя бы
одну из красных вершин, следовательно, можно
выбрать не больше t непересекающихся подгра-
фов. Осталось убедиться, что граф такого типа
может содержать N вершин. Для этого докажем
неравенство

1
2 1 1 2 1 1

2 1

N M
M t M M M

M

1 2 2
2 1 1

2 1

N M M
M M

M

1 2N M M 2 1M N.

Для любого дерева, степень каждой вершины
которого не больше трех, существует соответ-
ствующее разбиение диагоналями многоугольни-
ка на треугольники. Опишем доказательство с
помощью индукции по числу вершин. Для одной
вершины утверждение очевидно. Докажем пере-
ход. Рассмотрим в этом графе висячую вершину
A, пусть она соединяется с вершиной B. Уберем

Рис. 9
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Рис. 11

Рис. 12

Калейдоскоп «Кванта»Вопросы и задачи
1. В обоих случаях след будет иметь вид пря-

мой, составляющей угол arctg
u

v
 с направле-

нием движения доски, но в случае б) она может

не доходить до края доски. Сила трения направ-
лена против вектора скорости мела относительно
доски, она не может изменить направление его
движения и лишь уменьшает его скорость.
2. Середина отрезка между пешеходами будет
двигаться со скоростью, равной векторной полу-
сумме скоростей путников, т.е. равномерно по
прямой.
3. В обоих случаях по прямой (рис. 10).

4. Нет, не могут. При движении по криволиней-
ной траектории ускорение имеет нормальную,
т.е. перпендикулярную скорости, составляющую.
5. Точки движутся по циклоиде (рис. 11). Уско-
рение движущейся точки направлено к центру

катящегося колеса и равно 
2
0v

R
. В вершине траек-

тории скорость точки равна 02v  , ускорение

вершину A и рассмотрим разбиение многоуголь-
ника на треугольники, которое существует по
предположению индукции. У вершины B оста-
лось не больше двух соседей, значит, в этом
разбиении ей соответствует треугольник, хотя
бы одна из сторон которого является стороной
многоугольника. Добавим к этой стороне снару-
жи треугольник так, чтобы многоугольник оста-
вался выпуклым, и поставим этот треугольник в
соответствие вершине A. Получаем ответ

1 5

2 1 2 5

N M n m
t

M m
.

В пункте а) ответ 
1

3

n
.

Рис. 10

нормальное и равное 
2

02v
 , где  – радиус кри-

визны. Отсюда 4R.

6. См. рис. 12, где точка С – центр масс систе-

мы, 2 1

1 2

2
l m

l m
.

7. В центральном поле, каким является поле
тяготения Земли, тело, брошенное со скоростью,
меньшей первой космической, будет двигаться
по эллипсу, один из фокусов которого совпадает
с центром планеты. Однако при небольших вы-
сотах бросания, когда гравитационное поле вблизи
поверхности Земли можно считать однородным,
траекторией тела будет парабола, пренебрежимо
мало отличающаяся от эллипса.
8. Этот спутник – спутник Земли Луна. Ее
орбита в гелиоцентрической системе координат
близка к эллипсу и во всех своих точках обраще-
на вогнутостью к Солнцу.
9. Да, могут, если космический аппарат: а) дви-
жется с работающими двигателями; б) падает с
выключенными двигателями по направлению век-
тора напряженности гравитационного поля.
10. Нет, не верно. Направление касательной к
линии напряженности совпадает с направлением
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силы, действующей на частицу, а значит, с на-
правлением ее ускорения. Траектория же движе-
ния – это линия, касательная к которой совпада-
ет с направлением скорости частицы.
11. Условие движения по прямой в скрещенных

полях: 
E

v
B

, т.е. скорость частиц не зависит от

их заряда. Тогда 
2

2
e

e
m v

K  и 
2

2

p
p

m v
K , откуда

p
p e

e

m
K K

m
.

Микроопыт
Движение с разной угловой скоростью ведущих
колес обеспечивает установленное в их мосте
специальное устройство – дифференциал. Коле-
са, не имеющие привода от двигателя, могут
вращаться независимо друг от друга с различной
угловой скоростью, так как они установлены на
подшипниках.

«Легкое решение одной труднойгеометрической задачи»
1. Указание. Используйте стандартные «под-
программы» построения циркулем и линейкой,
выдающие по заданным отрезкам a, b, с отрезки

a b, a b, ab c, а также ab, 2 2a b , 2 2a b .

2. Указание. По R и r определяется OI; в
семействе Понселе треугольников с данными R и
r, в силу соображений непрерывности, достаточ-
но указать треугольники, у которых p меньше и
больше нужного значения. Достаточно взять рав-
нобедренные треугольники семейства Понселе
(можно доказать, что из всего семейства Понсе-
ле именно на равнобедренных треугольниках до-
стигаются минимальное и максимальное значе-
ния периметра).
3. Указание. Воспользуйтесь стандартной алгеб-
раической процедурой поиска всех рациональ-
ных корней многочлена с целыми коэффициен-
тами.
4. а) Нет.
Указание. Сведите вопрос к рассмотренной за-
даче восстановления по точкам H, I, O.
б) Да.

можно записать: tg

y x, где 2
2y h gt ,

0x v t. Подставляя эти
выражения в неравен-
ство, получим

2 2

0

2

v gt
h

g
.

Это неравенство вы-
полняется в любой момент времени, если

0 8 м сv gh .

2. 
2

2
1501

1
h R км (здесь 0,1).

3. Обозначим: m – масса шарика, M – масса
клина, 0v  – скорость шарика непосредственно
перед ударом, v – его скорость сразу после
удара, V – скорость клина после удара. В гори-
зонтальном направлении на систему «шарик-
клин» внешние силы не действуют, поэтому про-
екция импульса системы на горизонтальную ось
сохраняется:

0 0mv MV .

При упругом ударе сохраняется также механи-
ческая энергия системы:

2 2 2
0

2 2 2

mv mv MV
.

Так как нет трения, то при ударе не изменяется
составляющая импульса шарика, касательная к
наклонной плоскости клина:

0 cos sinmv mv .

Из этих уравнений  после преобразований полу-
чим ответ:

2

2

tg
3,4

tg 1

M

m
.

4. 3
A 64,2 10 Па

m kT
p N N

V
.

5. T
2

3
60 C 40 C.

6. Пронумеруем заряды, как показано на рисун-
ке 14. Напряженность поля 0E  в центре квадра-
та определяется разноименными зарядами 2, 4 и

Национальный исследовательскийуниверситет «МИЭТ»
Интернет-олимпиада«РИТМ МИЭТ»

1. На рисунке 13 показаны горизонтальная 0v  и

вертикальная 1v gt составляющие скорости кам-

ня через время t после броска. Камень удаляется

от точки B, если 0 1cos sin 0v v . Для угла 

Рис. 13

Рис. 14
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равна 2

0 4E kq a , где k – коэффициент пропор-
циональности в законе Кулона. В точке A эти
заряды создают поле, вектор напряженности ко-
торого параллелен плоскости квадрата, а его
модуль равен 2

24 2 cosE kq r . Положитель-
ные заряды 1 и 3 создают в точке A поле, вектор
напряженности которого перпендикулярен плос-
кости квадрата, а его модуль равен

2
13 2 sinE kq r . Модуль вектора напряжен-

ности поля всех четырех зарядов в точке A равен

2 2 0
24 13 2

2
1000 В м

8

kq E
E E E

r
.

7. Через идеальный вольтметр ток не течет,
поэтому два нижних резистора включены после-
довательно и напряжение на каждом из них
равно 0 2U . Верхний резистор включен последо-
вательно с амперметром, напряжение на нем
равно IR, где I – ток через амперметр. Это
напряжение равно сумме напряжений на вольт-
метре и на левом нижнем резисторе:

0 2IR U U . Отсюда

0 1
0,1A

2

U
I U

R
.

8. Учитывая, что сопротивление R контура рав-
но нулю, из законов Ома и электромагнитной
индукции получим 0t iR . Следова-
тельно, изменение магнитного потока  через
сверхпроводящий контур равно нулю:

0 0L i i Bxl ,

где i – ток в контуре, x – смещение перемычки в
момент времени t. Запишем второй закон Нью-
тона для перемычки:

xma iBl

и подставим в него ток, выраженный из первого
уравнения:

0x

Blx
ma Bl i

L
,

где xa  – ускорение перемычки, m – ее масса. Во
время колебаний скорость максимальна при про-
хождении положения равновесия, когда ускоре-
ние равно нулю:

0 0
Blx

i
L

.

Найденное отсюда смещение 0 2
Li

x
Bl

см и есть

амплитуда колебаний, перемычки.Физико-математическая олимпиадаМИЭТ
10 класс

1. 10 м
sin

h
r .

2. 1) 
2 2

1 2 3
0,5

F F F

mg
; 2) 3

1 2

1,5
Fa

b F F
.

3. При коротком ударе работа сил трения прак-
тически не изменяет кинетические энергии брус-
ка и тележки. Учитывая также, что удар абсо-
лютно упругий, приходим к выводу, что за время
удара скорость бруска изменила направление на
противоположное, а по величине не изменилась.
Скорость тележки за время удара также не изме-
нилась. Запишем закон сохранения импульса:

0 0mv Mv m M v

и закон сохранения энергии:
2 2
0

2 2

m M v m M v
Q.

Отсюда находим

1) 0 0,4 м с
m M v

v
M m

; 2) 
2
02

0,96 Дж
mMv

Q
M m

.

4. В 8 раз.

5. внеш 1

3
1 4,5 Дж

2
A p hS n .

11 класс

1. 
1

sin , 30
2

h

r
.

2. 1) 0 1м с
M m v

v
M m

; 2) 
2
02

0,6 Дж
mMv

Q
M m

.

3. Из рисунка 15 следует, что заряды 1q  и 2q

имеют противоположные знаки. Так как вектор
напряженности параллелен прямой AB, то про-

екция вектора напряженности 1 2E E E
ur ur ur

 на ось
y равна нулю: 1 1 2 2cos cos 0E E , где

2
1 1 3E k q r  и 2

2 2E k q r . Рассматривая два
прямоугольных треугольника с гипотенузам 3r и
r, запишем 1 23 cos cosr r . После простых
преобразований получим ответ:

3

1 1

2 2

27
q r

q r
.

4. 0,64 мА
2

m
m

U T
I

L
, где T 4 мкс, mU 1 В.

5. 1) 1
1

2
200

3

A
T T

p Sh
K;

2) 

5 2 5 2

1 1
1

2 5
1 35,9 H

3 3

A
F p S p S

p Sh
.

Рис. 15
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Рис. 16

Региональный этапLVII Всероссийской олимпиадышкольников по физике
(см. «Квант» № 5–6)

7 класс

1. Комнаты в квартирах обычно имеют площадь,
не превышающую нескольких десятков квадрат-
ных метров. Поэтому можно предположить, что
площадь измерялась в 2см . Время, скорее всего,
измерялось в минутах. Ширина пылесоса долж-
на иметь значение порядка нескольких десятков
сантиметров. Величины, задействованные в за-

даче, связаны между собой формулой 
2S

v
dt

,

где S – площадь комнаты, d – ширина пылесоса,

а t – время уборки. Попробуем подставить в
формулу наши значения для площади и време-
ни, в качестве ширины возьмем, например, 20 см
и определим, в каких единицах измерения ско-
рость будет иметь порядок сотен:

23 250000 см 1250 0,01 м
1250 см мин

120 см 30 мин  ч
60

v

= 750 м ч 75000 см ч 125000 мм мин.

Таким образом, очень вероятно, что скорость
посчитана в см ч. Проверим это предположение,
посчитав ширину пылесоса:

23 3 250000 см

50000 см ч 30 мин

S
d

vt

=
23 25 м

0,3 м 30 см
500 м ч 0,5 ч

.

Полученное значение ширины совпадает с ожи-
даниями; значит, наши предположения были вер-
ны.
2. Обозначим длину одной ступеньки эскалатора

0l , а число ступенек эскалатора 0N . Время дви-
жения человека, стоящего на эскалаторе,

0 0
ст

N l
t

u
. Время движения человека, идущего

по эскалатору 0 0
ид

N l
t

u y
. В системе отсчета эс-

калатора относительно стоящего человека про-

ходит колонна людей со скоростью v, длина этой

колонны ст 0 0

v
vt N l

u
, а значит, людей в этой

колонне

1 0

v
N N

u
.

В системе отсчета человека, идущего по эскала-
тору, во встречном к нему направлении идет
колонна людей со скоростью v, длина этой ко-

Национальная технологическаяолимпиада школьников
8–9 классы

1. s 600 м, T 5 мин.

2. 1) в 2 6 м сv v ; 2)  г 2 4,2 м сv v ;

3) cp 4 3,8 м сv v .

3. 1) цм
2

14,1 см
12

a
x ; 2) 40 см

3
m

a
x .

4. В 2 раза.

5. 1) 4 м с; 2) 4 м с, вниз; 3) 4 м с, вверх.

10–11 классы

1. По графику определяем начальную высоту
тела над дальномером: h 20 м и получаем от-

вет на первый вопрос: 2 2 ct h g . По графи-

ку определяем расстояние r 16 м от дальноме-
ра до тела в момент t 2 с. Это расстояние
равно горизонтальной дальности полета тела:

0r l v t. Из этой формулы находим начальную

скорость тела: 0 8 мv l t .

2. 1) 2

1

1
5

F

F
; 2) tg 0,35 смx l .

3. 
2

2

tg
4,3

1 tg

M

m
.

4. 1) 4; 2) 200 Дж.
5. В начальный момент, когда шарики отпусти-
ли, их скорости равны нулю. Поскольку силы
электрического взаимодействия неподвижных то-
чечных зарядов удовлетворяют третьему закону
Ньютона, векторная сумма всех сил электричес-

кого взаимодействия зарядов равна нулю: 1 2F F
ur ur

0qE
ur

, где 1 1F ma
ur r

 и 2 2F ma
ur r

 – силы, дей-
ствующие на первый и второй шарики со сторо-
ны двух других зарядов (рис. 16). Так как уско-
рения шариков взаимно перпендикулярны, то

2 2 2
1 2ma ma qE , 

2 2
1 2

0,2 г
qE

m
a a

.
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лонны ид 0 0

v
vt N l

v u
, а значит, людей в этой

колонне

2 0

v
N N

v u
.

Из свойств дробей получаем, что 2 1N N , т.е. 1N
больше. Из выражений для 1N  и 2N  следует, что

1 2
0

1 2

N N
N

N N
. Людей на эскалаторе в два раза

больше, чем ступенек, поэтому

1 2
0

1 2

2
2

N N
N N

N N
.

3. Темп бега – величина, обратная к скорости:
1

T
v
. Поэтому чем меньше темп бега, тем боль-

ше скорость. Минимальный темп бега 3 мин км,

что соответствует скорости 20 км ч. Максималь-
ный темп бега 6 мин км, что соответствует ско-
рости 10 км ч.
При движении с постоянной скоростью v время

движения на участке s равно 
s

t sT
v

, поэтому

время движения на каком-то участке пропорцио-

нально площади под графиком. Из графика вид-
но, что минимальное время одного километра
было на участке с третьего по четвертый кило-
метры и оно равно 3,5 мин. Минимальное время
одного километра – на участке с третьего по
четвертый километры и равно 3,5 мин. Мини-
мальное время на участке длиной 5 км – с перво-
го по шестой километры и равно 21,5 мин.
4. Между снежками, насыпанными в кадушку,
существуют пустоты. Так как 2m 6 кг плотно
утрамбованного снега занимают всю кадушку, то

1m 4 кг снега такой же плотности в снежках

имеют объем 
2

3

V
, т.е. 8 литров. Следовательно,

на пустоты между снежками приходится объем

4
3

V
 литра. После засыпания солью пустот меж-

ду снежками останутся пустоты между крупин-

ками соли, но объем пустот станет меньше. Зная,
что килограммовая пачка соли имеет объем

3 3
п 18 10 6 см 1080 смV  и массу п 1m кг,

найдем насыпную плотность соли:

3 3
нас 3

1000 г
0,93 г см 930 кг м

1080 см

и массу соли, насыпанной в кадушку:

c нас 3,7 кг
3

V
m .

Объем самой соли равен

3 3c
c 3

c

3,7 кг
1,7 10  м 1,7 л

2150 кг м

m
V .

Объем пустот между снежками был равен 4 л,
соль имеет чистый объем 1,7 л, поэтому объем
пустот между крупинками равен 2,3 л. По усло-
вию задачи Баба Яга полностью заполняет ка-
душку водой, поэтому объем воды совпадает с
объемом пустот. Объем соленой воды складыва-
ется из объема воды 4 л, полученной после тая-
ния снега, объема соли 1,7 л и объема налитой
воды 2,3 л. Поэтому

в 4 л 1,7 л 2,3 л 8 лV .

Масса соленой воды M складывается из 4 кг
воды, полученной после таяния снега, массы
соли 3,7 кг и массы налитой воды 2,3 кг:

4 кг 3,7 кг 2,3 кг 10 кгM .

Плотность соленой воды в кадушке равна

3
к

в

10 кг
1,25 г л 1250 кг м

8 л

M

V
.

8 класс

1. Обозначим скорость реки через u, а скорости
катера и теплохода в системе отсчета реки через

кv  и тv  соответственно. Запишем уравнения дви-
жения тел в системе отсчета земли:

п

к к

к к к

т 0 т

,

 при 0;2 ,

2 2  при 2 ,

.

x ut

x v u t t

x v u v u t t

x x v u t

Условие встречи теплохода и катера в момент
времени :

0 т кx v u v u , откуда 0 к тx v v .

Условие второй встречи катера с плотом в мо-
мент времени 1t :

к к 1 12 2v u v u t ut , откуда 1 4t .

Следовательно, вторая встреча катера с теплохо-
дом произошла в момент времени 6 . Условие
этой встречи:

к к 0 т2 6 2 6v u v u x v u ,

откуда получаем отношение скоростей катера и
теплохода:

к

т

5

3

v

v
.

Условие встречи теплохода и плота:

0 0 т 0u x v u ,

откуда находим момент встречи катера и тепло-
хода:

к т
0

т

8

3

v v

v
.
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2. Правило моментов относительно точки B пос-
ле въезда первого автомобиля на мост:

2

L
NL Mg mg L vt ,

следовательно,

1

2

vt
N Mg mg mg

L
.

Правило моментов относительно точки B после
въезда второго автомобиля на мост:

2

L
NL Mg mg L vt mgv t t ,

откуда

1

2

v t
N Mg mg mg

L
.

Правило моментов относительно точки B после
съезда первого автомобиля с моста:

2

L
NL Mg mgv t t ,

1

2

v t vt
N Mg mg mg

L L
.

После того, как второй автомобиль съедет с
моста,

1

2
N Mg.

С учетом полученных выражений график зави-
симости N t  состоит из 4 линейных участков
(рис. 17): первый – убывающий с угловым коэф-

фициентом 
mgv

L
, второй – горизонтальный, тре-

тий – возрастающий с угловым коэффициентом

mgv

L
 и четвертый – горизонтальный (

1

2
N Mg).

Заметим, что угловые коэффициенты на первом

и третьем отрезках одинаковы по величине, но
противоположны по знаку, т.е. эти отрезки сим-
метричны. Анализируя точки на исходном гра-
фике, несложно прийти к выводу, что точки 1 и
2 относятся к первому отрезку, точка 3 – ко
второму, а 4 – к третьему. Каждый из автомоби-

лей проводит на мосту 15 секунд (точка 6 –
момент съезда первого автомобиля), а значит,
длина моста 6 75L vt м. Время между въезда-
ми машин на мост 11t с (начало горизонталь-
ного отрезка). Точка 7, в которую первая пря-
мая пришла бы к 15-й секунде, дает возмож-
ность определить массу моста: M = 248,4 т. Раз-
ность начального значения силы реакции опоры
и 7N  дает массу автомобиля: m = 1,5 т.
3. Плотность 2 находим из условия равенства
давлений жидкости у дна в левом и правом
сосудах:

2 1 1

3

2
gh g H h gH, 2 1 1

2

H

h
.

Уровни жидкости в двух половинках сосуда срав-

няются и станут равны 
5

4

H
, т.е. в левом сосуде

уровень опустится на 
4

H
, а в правом поднимется

на 
4

H
. Следует также иметь в виду, что h всегда

больше 
2

H
. В зависимости от величины h в зада-

че возможны 2 случая.

1) Если h H, то нижняя граница второй жидко-
сти не опустится до уровня трубочки. Тогда
масса поршня находится из условия равенства
давлений у дна сосуда:

2 1 1

5 5

4 4

mg H H
gh g h g

S
,

1 2 1
2

H
m hS S.

2) В случае 
5

4

H
h H нижний уровень жидко-

сти плотностью 2 в процессе опускания поршня

дойдет до трубочки, жидкость начнет перетекать
в правый сосуд и будет в нем всплывать вверх,
так как 2 1. Если считать от дна, жидкость
плотностью 1 в левом сосуде доходит до уровня

4

H
, а столб жидкости плотностью 2 имеет высо-

ту H. Из условия сохранения объемов следует,

что столб жидкости плотностью 1  в правом

сосуде теперь имеет высоту 
9

4

H
h , а высота

столба жидкости плотностью 2 равна h H .

Отсюда получаем

2 1 1 2

9

4 4

mg H H
gH g g h g h H

S
,

1 2 1

2
2 2

2

H H h
m H h S h H S S

h
.Рис. 17
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9 класс

1. Лифт преодолевает необходимую дистанцию в
n этажей высотой 0l  каждый за минимально
возможное время t, если разгоняется с ускорени-
ем 0a  до скорости 0v , далее двигается с постоян-

ной скоростью 0v  в течение времени 0

0

2v
t

a
 и

тормозит до полной ос-

тановки за время 0

0

v

a
.

Нарисуем соответству-

ющий график зависи-
мости скорости лифта
от времени (рис. 18).
Площадь под ним про-
порциональна пройден-

ному пути:

0

0
0 0

2

2

v
t t

a
nl v , откуда 0 0

0 0

nl v
t n

v a
.

Однако эта формула верна лишь при 0

0

2
0

v
t

a
,

т.е. когда лифт успевает достичь максимальной

скорости 0v . Это условие можно переписать в

виде 
2
0

0 0

v
n

a l
. Если лифт не успевает достичь

максимальной скорости 0v , то оптимальной по

времени становится следующая стратегия зави-
симости скорости от времени: необходимо поло-

вину времени ускорять-
ся с ускорением 0a  и
половину времени за-
медляться с тем же по
модулю ускорением.
График зависимости
скорости от времени
представлен на рисун-
ке 19. В этом случае
пройденный путь

0

0
2

2

a t
t

nl , откуда 0

0

2
nl

t n
a

.

По условию, обе точки принадлежат случаю

0 0

0 0

nl v
t n

v a
, поэтому 0 0

2
0 0

2l v
t

v a
,

0 0
4

0 0

4l v
t

v a
. Тогда

0 0 2 4
3

0 0

3
6,5 c

2

l v t t
t

v a
.

Из приведенных расчетов следует, что при подъе-
ме на один этаж лифт не достигает максимально

возможной скорости. Так что

0
1 4 2 2 4

0

2 2 2 2 3 c 3,5 c
l

t t t t t
a

.

3. Отметим, что нить не натянута до помещения
льда в сосуд. Это означает, что центр масс систе-
мы «рычаг + сосуд» находится по горизонтали
на уровне опоры, что позволяет в уравнениях
моментов исключать соответствующие слагаемые.
График имеет 4 участка. На первом, очевидно,
лед нагревается. На втором идет плавление льда
и вода начинает стекать с льдинки в сосуд,
равномерно распределяясь по его дну. Однако
заканчивается этот участок раньше, чем лед пол-
ностью успевает растаять, – в момент отрыва
льдинки от дна, т.е. в конце утерянного участка
оставшийся лед всплыл. Кстати, начало этого
участка также не обязательно совпадает с момен-
том начала плавления, ведь вода может скапли-
ваться в каких-то углублениях на льдинке и
положение центра масс льда может оставаться
какое-то время неизменным. Вообще, поведение
на втором участке предсказать почти невозмож-
но, поскольку процесс сильно зависит от формы
куска льда, а также от того, как именно к нему
будет подводиться тепло. На третьем участке в
сосуде сначала тающий лед, плавающий на по-
верхности воды, а потом вода, нагревающаяся
до температуры кипения. На четвертом участке
вода уже достигла температуры кипения и испа-
ряется. Изменение силы натяжения нити в нача-
ле связано с перераспределением веса содержи-
мого по мере нагрева, а в конце – с изменением
массы содержимого. Массу льда можно найти по
третьему отрезку графика из правила моментов

(x – длина 
1

8
 рычага):

3 32 3 , 3 HT x mg x T , 0,2 кгm .

Мощность нагрева легко посчитать по четверто-
му отрезку, зная массу, испарившуюся за извес-
тный промежуток времени. Хорошие точки на

графике: (1600 с; 3 Н) и (3200 с; 1,8 Н). Из

них получаем 1,2 HT , 
2

0,08 кг
3

T
m

g
,

1600 c . Отсюда

115 Вт
L m

P .

Зная мощность, несложно посчитать начальную
температуру льда:

воды 3
0

льда

81 C
cm t m P

t
c m

.

Рис. 18

Рис. 19
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4. Перерисуем элект-
рическую схему
(рис. 20). Приборы 3
и 4 соединены парал-
лельно, а по условию
нет двух вольтметров
или амперметров с одинаковыми показаниями.
Поэтому один из приборов 3 и 4 должен быть
вольтметром, а второй – амперметром. Давайте,
для определенности, будем считать 3 ампермет-
ром, а 4 – вольтметром. Предположим, что при-
бор номер 1 – амперметр. Через него протекает
ток, равный сумме токов через приборы 3 и 4.
Тогда из двух амперметров 1 и 3 больший ток
протекает через амперметр 1. Значит, через ам-
перметр 1 протекает ток 1I 520 мкА, а через
амперметр 3 протекает ток 3I 200 мкА. Соот-
ветственно, через вольтметр 4 протекает ток

1 3 320I I мкА. Амперметр 3 включен в схему
параллельно вольтметру 4, значит, напряжение
на амперметре 3 равно напряжению на вольтмет-
ре 4. Тогда внутреннее сопротивление ампермет-

ров 4
A

3

U
R

I
. Напряжение на амперметре 1 рав-

но 4 1
1 1 A

3

U I
U I R

I
. Известно, что в схеме всего

2 амперметра. Если приборы 1 и 3 – ампермет-

ры, тогда прибор 2 должен быть вольтметром.
Он показывает сумму напряжений на ампермет-

рах 1 и 3, равную 4 1 3
1 4 4

3

3,6
U I I

U U U
I

.

Но, по условию задачи, в схеме нет двух вольт-

метров, показания которых различаются в 3,6
раз. Следовательно, прибор 1 – вольтметр. Че-
рез вольтметр 1 течет ток, равный сумме токов
через амперметр 3 и вольтметр 4. Поэтому на-
пряжение на вольтметре 1 больше, чем на вольт-
метре 4. Если 2 – вольтметр, то напряжение на
нем равно сумме напряжений на 1 и 4. Если 5 –
вольтметр, то ток через него равен сумме токов
через 1 и 2, значит, напряжение на 5 больше,
чем напряжение на 1 и 4. В любом случае полу-
чаем, что самое маленькое напряжение из всех
вольтметров (равное 2 В) показывает вольтметр
4, а вольтметр 1 показывает среднее значение

1 12U В. Напряжение на приборе 2 равно сум-
ме напряжений на вольтметрах 1 и 4. Тогда

2 1 4 14U U U В. Если предположить, что при-
бор 2 – амперметр, то сила тока через него

должна быть равна 2 32
3

A 4

7
U IU

I
R U

. Но по усло-

вию показания двух амперметров отличаются в
520

2,6
200

 раза. Следовательно, прибор 2 – вольт-

метр и его показания 2 14U В, а прибор 5 –
амперметр. Итак, приборы 1, 2 и 4 – вольтмет-
ры, 3 и 5 – амперметры. Теперь найдем внутрен-
ние сопротивления приборов. Сила тока через
амперметр 5 равна сумме токов через амперметр
3, вольтметр 4 и вольтметр 2. Следовательно,
сила тока в амперметре 3 меньше, чем в ампер-
метре 5, 3 200I мкА, 5 520I мкА. Тогда сопро-

тивление амперметров 4
A

3

10
U

R
I

кОм. Сила

тока через вольтметр 1 равна сумме токов через

амперметр 3 и вольтметр 4: 1 4
1 3

V V

U U
I I

R R
,

откуда сопротивление вольтметров равно

1 4
V

3

50
U U

R
I

 кОм.

5. Проведем две прямые, проходящие через точ-
ку L и точки преломления верхнего луча

(рис. 21). Таким образом восстановим положе-
ния линз. Поскольку нижний луч не преломля-
ется, он должен проходить через оптические
центры обеих линз 1O  и 2O , следовательно, левая
линза является собирающей, а правая – рассеи-
вающей. Параллельные лучи после прохожде-
ния через собирающую линзу сходятся в фо-
кальной плоскости – точка A. Проведем прямую,
параллельную левой линзе и проходящую через
точку A, затем опустим из оптического центра 1O
собирающей линзы перпендикуляр на фокаль-
ную плоскость. Таким образом можем найти
положение заднего фокуса 1F левой линзы, для
нахождения переднего фокуса 1F отложим такое
же расстояние от оптического центра 1O . Для
нахождения фокусов рассеивающей линзы вы-
полним дополнительные построения – проведем
через оптический центр линзы 2O  прямую, па-
раллельную падающему лучу. Точка пересече-
ния этой прямой и продолжения преломленного
луча принадлежит фокальной плоскости рассеи-
вающей линзы, это точка B. Проведем прямую,
параллельную правой линзе и проходящую через
точку B, затем опустим из оптического центра 2O

Рис. 20

Рис. 21
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рассеивающей линзы перпендикуляр на фокаль-
ную плоскость. Таким образом можем найти по-
ложение переднего фокуса 2F  правой линзы, для
нахождения заднего фокуса 2F  отложим такое же
расстояние от оптического центра 2O .

 10 класс

1. Пусть ускорение свободного падения равняет-
ся g, а выстрел производится под углом  к
вертикали со скоростью 0v . Тогда

0 0

sin
sin ,n n

g
a v g g v .

Введем координатную ось y , направленную пер-
пендикулярно поверхности горки. Проекция ус-
корения снаряда на эту ось равна cosyg g .
Тогда для времени полета снаряда имеем

0 02 2

cos

y y

y

v v
t

g g
.

Максимально возможному времени полета сна-
ряда соответствует максимальное значение 0yv .
Введем систему координат xy с началом в месте
расположения пушки, ось x направим вправо, а
ось y вертикально вверх. Тогда

2 2 20 0
0 0 0

0

sin
,x x

x y

g g v gv
v v v v

v
,

откуда
2 2

2
0 0

2 2
x y

g g
v v .

Таким образом, геометрическое место точек кон-
ца вектора скорости 0v

r
 представляет собой ок-

ружность (рис. 22). Из
геометрии рисунка сле-
дует, что максималь-
ное время полета соот-
ветствует максимально
возможному значению

0yv , которое достига-
ется, когда конец век-
тора скорости лежит на

перпендикуляре, проведенном к направлению
поверхности горки из центра окружности. Полу-
чаем

0 max

1 sin

2y

g
v , откуда max

1 sin
1,15 c

cos
t .

2. Определим скорость барабана после соударе-
ния с шайбой 1. Поскольку трения между шай-
бами и барабаном нет, то все их удары централь-
ные, движение всех тел остается поступатель-
ным, а проекции скоростей тел на ось, перпенди-
кулярную линии центров, остаются постоянны-
ми в процессе соударения. Введем вдоль линии

центров ось y, направленную от шайбы 1 к
центру барабана. Пусть  – угол между векто-
ром скорости шайбы 1 и линией центров. Запи-
шем закон сохранения импульса в проекции на
ось y и закон сохранения энергии:

0 1 1cos M ymv Mv mv ,

2 2 2 2
0 0cos sin

2 2

mv mv

2 2 2 2
1 0 1sin

2 2 2

y M
mv mv Mv ,

откуда находим

1 0
1 0 1 0

2 cos
cos 2 cos M

M y

Mv mv
v v v v

m m M
.

Получим условие, при котором будет столкнове-
ние между шайбой 2 и барабаном. Если ввести ось
z, направленную от шайбы 2 к центру барабана,
то условие столкновения будет заключаться в
том, что проекция скорости барабана относитель-
но шайбы 2 на ось z будет отрицательной, т.е.

1 0отн cos2 cosMzv v v

 0

2 cos2
cos 1 0

m
v

m M
.

Поскольку cos 0, это условие можно записать
следующим образом:

22 2cos 12 cos2
1 1 0

mm

m M m M
,

1 1
cos 1

2 4 2 2

s M

R m
, или 

2

R
s .

Данное условие не выполнено при 1 2s R , по-
этому столкновения между барабаном и шайбой
2 не будет, а значит, 1 1Mv u , или

0 1 0
1

3

mv s v
u

m M R
, 0 13v u .

При 2s R столкновение между барабаном и
шайбой 2 будет, при этом 2 60 . В системе
отсчета, движущейся со скоростью 1Mv

r
, соударе-

ние сводится к рассмотренному ранее. В данной
системе отсчета проекция скорости шайбы 2 на
ось z

0 0 0
2 0 1

2 1
cos cos2

2 3 2 6
z M

v v v
v v v .

Скорость барабана сразу после соударения

2 0
2

2 2

9

y
M

mv v
v

m M
.

Обратим внимание, что проекция этой скорости
на ось y является положительной, а значит,

Рис. 22
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повторного столкновения барабана с шайбой 1
не будет. Для скорости 2u  имеем

2 2
2 1 2 1 22 cos2M M M Mu v v v v ,

1
2

2 13

3

u
u .

3. После заполнения водой второго слева верти-
кального участка вода начнет стекать в третье
колено, заполнит перемычку внизу между треть-
им и четвертым и «от-
сечет» воздух в тре-
тьем колене от атмос-
ферного. Образуется
воздушная «пробка»,
давление p внутри ко-
торой по мере запол-
нения четвертого коле-
на будет возрастать.
Запишем условия рав-
новесия (равенства
давлений) для перво-
го и второго вертикаль-
ных участков трубки
(рис. 23):

0p gH p gl,

для третьего и четвертого:

0p gl p g l x .

Отсюда получим

H l x.

Поскольку воздух внутри трубки начал сжи-
маться от объема, соответствующего одному вер-
тикальному участку, то по закону Бойля–Мари-
отта

0p lS pxS.

Из последних двух равенств находим

0p l
p

H l
.

Подставляем это в условие равновесия для пер-
вых двух участков трубки и получаем

0
0

p l
p gH gl

H l
,

или

2
0 0 0g H l p H l p l .

Обозначив для удобства 0 0p g l , решаем квад-
ратное уравнение, оставляя только имеющий
физический смысл положительный корень:

2
0 0 0

1
4

2
H l l l l l .

Объем налитой воды можно определить по сум-
марной длине трубы, занятой водой:

3 4V S H l x Sl.

11 класс

1. Пусть 0v  – скорость досок a и b до соударения
с доской c, а m – масса каждой из досок.
Поскольку трения между досками a и b нет, а
доски b и c при ударе скрепляются, то сразу
после удара скорость доски a равна 0v , а ско-
рость досок b и c равна 0 2v  (из закона сохране-
ния импульса). Введем ось x по направлению
скорости 0v . Поскольку горизонтальная поверх-
ность гладкая, центр масс системы движется с
постоянной скоростью цм 02 3v v . В момент уда-
ра центр масс системы опережает центр доски a
на величину 3L , а к моменту, когда доска a
целиком оказалась на доске c, центр масс систе-
мы отстает от центра доски на ту же величину

3L . Тогда для перемещения доски a получим

0
цм

22

3 3

v LL
x x ,

где  – время движения доски a относительно
досок b и c. Далее объединим доски b и c в одно
тело массой 2m и будем характеризовать его
индексом 2. Доску a будем характеризовать ин-
дексом 1. Пусть F

ur
 – сила трения, действующая

на первое тело со стороны второго, а x – их
относительное перемещение после удара. Отме-
тим, что трение происходит только в области
перекрытия досок a и c. Величина силы трения
скольжения прямо пропорциональна силе нор-
мальной реакции шероховатой части поверхнос-
ти опоры, поэтому xF mgx L. Запишем вто-
рой закон Ньютона для каждого из тел:

1 2, 2ma F ma F
ur urr r

,

откуда

1 2 отн
3

2 2

F F F
a a a

m m m

ur ur ur
r r r

.

Тогда получим уравнение движения для пере-
менной x:

3

2

gx
x

L
.

Это уравнение гармонических колебаний с цик-

лической частотой 3 2g L . Его общее ре-

шение имеет вид

0sinx t A t .

Определим A и 0  из начальных условий:

0

0
0

0 sin 0,

0 cos ,
2

x A

v
x A

 или 
0

0

0,

.
2

v
A

Рис. 23
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Величина A имеет смысл амплитуды колебаний,

которая также равна L, поскольку относитель-

ное движение досок прекращается, когда доска a
целиком оказывается на доске c. Таким образом,

0

2

v
L. Время движения  является четвертью

периода гармонических колебаний с цикличес-

кой частотой 0, откуда 
2

. Тогда для пере-

мещения центра масс имеем

0
цм

2 2

3 3

v L
x

и окончательно находим

цм

2 12

3 3

LL
x x .

2. Пусть V – объем сосуда, 0 – начальное

количества вещества в сосуде, а  – количество

вещества, переместившееся в сосуд из атмосфе-

ры. Запишем уравнения состояния газа в сосуде

до и после закачивания:

0 0 0 1 0 1,p V RT pV RT .

Пусть давление воздуха внутри насоса равняется

вp , а вdV  – объем, занимаемый порцией воздуха

в количестве вещества d  внутри насоса. При

закачивании указанной порции воздуха в сосуд

насос совершает механическую работу

н в вA p dV . Но из уравнения Менделеева–Кла-

пейрона в в 0p dV RT d , поэтому н 0A RT d .

Таким образом, полная механическая работа на-

соса составляет

н 0A RT .

Запишем первое начало термодинамики для сис-

темы, состоящей из изначального находившего-

ся в сосуде газа и закаченного в него насосом:

н 0 1 кA U U U .

Здесь 0 0 0VU C T  – начальная внутренняя энер-

гия воздуха, изначально находившегося в сосу-

де, 1 0VU C T  – сумма внутренних энергий

закачиваемого воздуха на этапе закачивания в

сосуд, а к 0 1VU C T – конечная внутрен-

няя энергия рассматриваемой системы. Моляр-

ная теплоемкость воздуха при постоянном объе-

ме равна 5 2VC R . Отсюда

0 10 0 0
0

55 5

2 2 2

RTRT RT
RT .

Таким образом,

1 0 1 0

0 0 0 0

5 7

5

T p

T p
, 1

0 0

5
1

7

p

p
.

Для отношения количеств вещества воздуха в

сосуде после завершения процессов с насосом и

до их начала имеем

к

0 0

1 , откуда к 1

0 0

2 5

7 7

p

p
.

Для отношения температур 1 0T T  имеем

1 1 0

0 0 к

T p

T p
, тогда 0

1
0

1

2 5

7 7

T
T

p

p

.

3. Пусть T
ur
 – сила, действующая на нить в точке

ее крепления, равная по модулю силе натяжения

нити в данной точке. Тогда, поскольку система в

равновесии,

0T mg LE
ur urr

.

Введем систему координат xy, где ось x направ-

лена горизонтально вправо, а ось y – вертикаль-

но вверх. Тогда из условия равновесия

y

mg
E

L
, x

T
E

L
.

Свяжем силы натяжения нити 0T mg в точке

крепления груза и T в точке крепления нити.

Рассмотрим бесконечно малый элемент нити дли-

ной dl. Условие его равновесия записывается

следующим образом:

0T dT T E dl
ur ur ur ur

.

Проецируя на направление касательной к нити,

получим

0dT E dlP .

Пусть касательная к нити образует угол  с

вертикалью. Тогда

cos sinE E EP ,

откуда

cos sin 0y xdT E dl E dl .

Но cosdl dy, а sindl dx, поэтому

0y xdT E dy E dx .

Суммируя, получим

0 0 0y xT T T mg E y y E x x .

Так как 0y y H, а 0x x s, имеем

x yT mg E s E H .

Но поскольку xT LE , то

x x y x

mg
LE mg sE HE sE H

L
,

x

mg L H
E

L L s
.

Для напряженности электростатического поля

получаем

2

2 2
1x y

mg L H
E E E

L L s
.
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5. Если линза рассеивающая, то независимо от
положения источника его изображение будет мни-
мым, расположенным между источником и опти-
ческим центром линзы. После перемещения ис-
точника в точку, где ранее было расположено
его изображение, новое изображение окажется
снова между источником и оптическим центром
линзы. Получится бесконечная цепочка изобра-
жений. Таким образом, три точки с указанным
свойством в случае рассеивающей линзы суще-
ствовать не могут. Значит, линза может быть
только собирающей. Мнимое изображение в со-
бирающей линзе всегда расположено дальше от
линзы, чем источник, поэтому не может быть, что
точки A, B и C являются мнимыми изображения-
ми друг друга. Но, в соответствии с принципом
обратимости хода световых лучей, при помеще-
нии источника в точку действительного изображе-
ния его новое изображение совпадает с предыду-
щим положением источника. Поэтому описанным
в условии свойством три точки могут обладать
только в том случае, если две из них являются
действительными изображениями друг друга, а
при помещении источника в третью он дает мни-
мое изображение в одной из точек этой пары.
Пусть, например, собирающая линза расположе-
на так, что точка A находится за ее фокальной
плоскостью. Тогда изображение A будет дей-
ствительным и располагаться по другую сторону
от плоскости линзы. При перемещении источни-
ка в точку этого изображения новое изображе-
ние вернется в точку A. Оставшееся третье поло-
жение источника должно давать мнимое изобра-
жение в одной из первых двух точек. Значит,
оно должно располагаться между этой точкой
(своим изображением) и оптическим центром
линзы O ближе фокальной плоскости линзы. В
этом случае линза могла быть расположена дву-
мя способами (рис. 24): а) оптический центр

линзы находится между точками B и C, причем
источник в точке B дает мнимое изображение в
точке A; б) оптический центр линзы находится
между точками A и B, причем источник в точке
B дает мнимое изображение в точке C. Таким

образом, оптический центр линзы мог распола-

гаться как справа, так и слева от точки B. Если

же источник сначала расположить между фо-

кальной плоскостью и плоскостью линзы, то

изображение будет получаться мнимым. При по-

мещении источника в точку изображения новое

изображение должно получиться действитель-

ным (по другую сторону плоскости линзы). И

при перемещении источника в оставшуюся тре-

тью точку изображение окажется на месте, где

источник располагался ранее. Этот вариант иден-

тичен представленному ранее и отдельного рас-

смотрения не требует.

Рассмотрим только способ а) размещения лин-

зы, так как способ б) аналогичен. Источник,

расположенный в точке B на расстоянии меньше

фокусного, дает мнимое изображение в точке A.

При помещении источника в точку A возникает

действительное изображение в точке C, при по-

мещении источника в точку C дает действитель-

ное изображение в точке A. Обозначим расстоя-

ние между оптическим центром линзы и источ-

ником, угол между главной оптической осью

линзы и прямой и фокусное расстояние линзы

через d,  и F соответственно. Запишем форму-

лу тонкой линзы для варианта расположения

источника в точке B:

1 1 1

cos cosd l d F

и в точке A:

1 1 1

cos cosl d l d F
.

Отсюда находим d и . Расстояние между опти-

ческим центром линзы и точкой B равно 
3

l
d ,

9
cos

4

F

l
, или 

9
arccos

4

F

l
. Поскольку в усло-

вии сказано, что угол  является малым, т.е.
2

cos 1
2

, то 
4 9

2

l F

l
.

Рис. 24
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1. 72.

Количество двузначных чисел, делящихся на 6,

совпадает с числом целочисленных решений не-

равенства 10 6 100k . Тогда 2 16k , что дает

15 двузначных чисел, делящихся на 6. Рассмат-

ривая неравенство 10 15 100k  и его следствие

1 6k , получаем 6 чисел, делящихся на 15, а

10 30 100k  и 1 3k  дает 3 числа, делящихся

одновременно и на 6, и на 15. Значит,

15 6 3 18 – количество чисел делящихся на

6 или на 15. Вычитая это количество из количе-

ства двузначных чисел, 90 18 72, получаем

ответ на вопрос задачи.

2. На 700 метров.

Пусть a, b и c – суммарный путь на подъем, по

горизонтальным участкам и на спуск соответ-

ственно при движении из A в B. Этот путь

займет время 
4 6 7

AB

a b c
t . Обратный путь зай-

мет время 
4 6 4

BA

a b c
t . По условию

9

60
AB BAt t , следовательно,

1 1 1 1 3

4 7 7 4 20
a b .

Отсюда 
7

5
a b . Поскольку синус уклона равен

1

2
, то единица пути на подъем или спуск дает

прирост или соответственно убыль по высоте на

половину единицы. Поэтому искомая разность

высот равна 0,7
2

a b
 километров.

3. 8.

Воспользовавшись формулами двойного угла

sin2 2sin cos  и 2
cos2 2cos 1, запи-

шем уравнение в виде

2
2sin cos 2 3 cos 0

12 12 12

x x x
.

Следовательно,

2cos tg 3 0
12 12

x x
.

Тогда либо cos 0
12

x
 и 6 12x m,  где m ¢,

либо tg 3
12

x
 и 4 12x k, где k ¢. По усло-

вию 0 6 12 50m  и 0 4 12 50k , а значит,

1 11

2 3
m  и 

1 23

3 6
k . С учетом целочислен-

ности m и k получаем, что 0 3m  и 0 3k .

В итоге имеем 4 4 8 решений.

4. 3 1.

Обозначим сторону основания через a,  а радиус

вписанного шара через r. Тогда боковые стороны

равны 
2

a
. Поверхность пирамиды состоит из

правильного треугольника площади 
2

3

4

a
 и трех

прямоугольных треугольных боковых граней пло-

щади 
2

4

a
 каждая. Площадь поверхности пирами-

ды равна 
2

пов

3 3

4
S a , а ее объем равен

2
пов

1 3 3

3 12
V rS ra . С другой стороны, взяв

за основание боковую грань, найдем
2 3

осн

1 1

3 3 4 2 12 2

a a a
V S h , поскольку бо-

ковая сторона перпендикулярна плоскости двух

других боковых граней, а значит, является высо-

той пирамиды. Приходим к выводу, что
3

23 3

12 12 2

a
ra , следовательно,

2 3 3 3 1a r  при 
1

6
r .

5. 2.

Наибольшее из чисел x и y не меньше 
2

x y
.

Следовательно, наибольшее из чисел x,  y и 
4

x y

не меньше наибольшего из чисел 
2

x y
 и 

4

x y
.

Произведение последних двух чисел равно 2,

значит, одно из этих чисел не меньше 2. Таким

образом, доказано, что наибольшее из чисел x,

y и 
4

x y
 не меньше 2. Равенство же реализует-

ся при 2x y . Последнее означает, что 2

является ответом на вопрос задачи.

6. 22.

Обозначим через A, B, C вершины треугольни-

ка, причем медиана из условия проведена к
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стороне AB,  а сторона
BC не меньше AC
(рис. 25). Точка M –
середина стороны AB,
а P, Q, R – точки каса-
ния сторон вписанной
окружности, обозначен-
ные так, как это показано на рисунке. Для
краткости обозначим длины сторон BC, AC, AB
через a, b, c соответственно. Тогда

2CQ CQ CP b AQ a PB

b a AR BR a b c,

2RM AM AR BR BM BR AR

BP PC AQ QC a b.

По свойству секущей

22 2a b c CQ CK CL

2 2 3 2 3 4 3 12,

22 2a b RM ML MK

2 2 3 2 3 4 3 12,

откуда 12 , 2a b c b. Рассмотрев точку, сим-

метричную C относительно M, получим паралле-

лограмм с длинами сторон a и b и диагоналями

длин c и 2 16 3CM . Воспользовавшись тожде-

ством параллелограмма, получаем 2 22 a b
22

16 3c , что с учетом предыдущих соот-

ношений дает

2 222 12 2 768, 48 480, 10b b b b b .

Далее получаем 22, 10, 20a b c . Наиболь-
шей стороной оказывается BC с длиной 22a .
7. 1.
Для определенности считаем, что у исходных
прямоугольников большая сторона горизонталь-
на, из первого вырезаются левая нижняя и пра-
вая верхняя клетки, а из второго – верхняя
левая и верхняя правая клетки. Пусть A и B –
множества разрезаний первого и второго много-
угольников соответственно, содержащих верти-
кальный прямоугольник 2 1. Если этот прямоу-
гольник занимает крайнюю  левую  или правую
позиции (рис. 26,а, б), то он отделяется верти-
кальным разрезом высотой в три клетки от ос-
тальных прямоугольников разрезания. Если он
занимает промежуточную позицию (рис. 26,в),
то занимает две смежные клетки из трех в вер-

тикальном ряду клеток, принадлежащих много-
угольнику. Оставшаяся клетка является частью
горизонтального прямоугольника 2 1, а значит,
ее левая или правая сторона образует вместе со
стороной вертикального прямоугольника разрез
высоты три.
Возьмем разрезание a A. Многоугольник (и
все прямоугольники 2 1, его составляющие),
лежащий левее самого левого разреза высоты
три, отразим симметрично относительно сред-
ней линии исходного прямоугольника. Получим
разрезание из B. Повторное применение опи-
санной выше операции дает a. Данная процеду-
ра устанавливает взаимно однозначное соответ-
ствие между элементами A и B. Как следствие,
число элементов A равно числу элементов B.
Неучтенными остаются разрезания, состоящие
только из горизонтальных прямоугольников 2 1.
Для первого многоугольника такого разрезания
не существует, поскольку нижний ряд состоит
из нечетного числа клеток. У второго много-
угольника все три горизонтальных ряда состоят
из четного числа клеток, что гарантирует одно
разрезание. Таким образом, во втором случае
число разрезаний на одно больше. Следова-
тельно, 1a b .

8. 0, , 1
x xf x f x e f x e .

При 0y  получаем, что 
2

f x f x

0
xe f x f . Вычитая это равенство из ис-

ходного соотношения, получаем

0
xf x y f x e f y f .

Меняем x на y и наоборот:

0
yf y x f y e f x f .

Вычтем из предпоследнего равенства последнее
и выразим f x  при фиксированном 0y :

0 0

1 1

y
x

y y

f f y f y e f
f x e

e e
.

Следовательно, xf x Ae B при любом ве-
щественном x, где A и B – некоторые констан-
ты. Чтобы их найти, подставим f x  в условие

Рис. 25 Рис. 26
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задачи:

2x y x x x yAe B Ae B e Ae B Ae B .

Перепишем последнее равенство в форме много-
члена от xe :

2
1 2 1 1 0

x xA A e B A e B B .

Равенство должно выполняться при всех x. Это
произойдет в том и только в том случае, если
коэффициенты при 2xe , xe  и свободный член
равны нулю. Последнее свойство может быть
достигнуто тремя способами:

1) 0, 0; 2) 1, 0; 3) 1,A B A B A B 1.

Соответственно мы получаем три решения зада-

чи: 0, , 1
x xf x f x e f x e .

9. 4.
ОДЗ уравнения – отрезок 0;4 . Положитель-

ная величина 4x x  имеет квадрат

4 2 4 4x x . Поэтому 4 2x x .

Функция 5 6x x  строго убывает на отрез-

ке 0;4  и принимает значение 2 в точке 4x .

Решением уравнения может быть только 4x .
Прямая проверка показывает, что 4x  – реше-
ние уравнения.

10. 
1

;0
4

.

Возведем уравнения в квадрат:

2

2

,

.

y x a

x y a

Вычтем теперь одно уравнение из другого:

2 2y x x y, откуда 1 0y x x y .

Поскольку из уравнений исходной системы сра-
зу следует, что 0, 0x y , то второй множитель
отличен от нуля, получается, что x y и система
сводится к одному уравнению

2 2
, 0x x a x x a .

Нужно найти значения a, при которых это урав-
нение имеет единственное неотрицательное ре-
шение. Дискриминант квадратного уравнения
2

0x x a  равен 1 4D a. Если 0D , то
1

4
a , а 

1

2
x  – единственное решение уравнения

и это решение неотрицательно. Если 
1

4
a , то
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КВАНТ

0D  и решений нет. Если 
1

0
4

a , уравнение

имеет два неотрицательных решения. Если 0a ,

уравнение имеет два корня разных знаков. По-
лучается, что одним неотрицательным корнем

уравнение располагает, если 
1

;0
4

a .



Ш А Х М А Т Н А Я  С Т Р А Н И Ч К А

НавстречУ

РЕВАНШУ

Китайская шахматистка Тань
Чжунъи вслед за победой в тур-
нире претенденток первенство-
вала в соревнованиях на кубок
Кэрнс в американском Сент-
Луисе и продолжает двигаться
навстречу матч-реваншу за зва-
ние чемпионки мира со своей
соотечественницей Цзюй Вэнь-
цзюнь, который должен состо-
яться в конце года.

Тань Чжунъи – А.ЗатонскихСент-Луис, 2024
1. e4 e6 2. d4 d5 3. mc3 >f6

4.og5 de 5. me4 +e7 6. of6+f6 7. mf3 0-0 8. mf6+ 3f6
9.od3 c5 10. dc 3b2 11. 0-0>d7 12. qb1 3a2 13. qb4!?
Белые жертвуют пешку за ата-
ку на королевском фланге, но
эта идея не вполне корректна.

13…3d5? (13…3а5!, не по-
зволяя белым подключить вто-
рую ладью 14. qс4 h6!) 14. qe1
h6 15. sd2 >c5? Решающая
ошибка, но и в случае наилуч-
шего 15…3c6! 16. qg4 e5
17.ob5 3e6 18. qg3 e4 черным
сложно держать позицию.
16.qe5 3c6? (Последний шанс
для черных – пожертвовать
ферзя после 16…>d3! 17. qd5>b4 18. qd8 >c6 19. qf8 7f8 20.me5!, но эта позиция все равно
технически выиграна за белых.

17. qg4 >d3 18. sh6 g6
19.qg6+ fg 20.sg6+, и мат
следующим ходом, поэтому
черные сдались.

Второе место в турнире бла-
годаря двум победам на фини-
ше завоевала Анна Музычук.

А.Костенюк – А.МузычукСент-Луис, 2024
1. e4 e5 2. mf3 >c6 3. oc4 >f6

4. d3 +e7 5. 0-0 0-0 6. mc3 d6
7. a4 >a5 8. oa2 >c6 9. od2>b4 10. ob1 c5 11. h3 /e8
12.me2 >c6 13. mg3 h6 14. qe1+e6 15. c3 a6 16. oc1 /c8
17.oc2?! +f8 18. ob3 d5! 19. ed+d5 20. me4 +b3 21. mf6+ 3f6
22. sb3 >a5 23. sc2 /cd8
24.od2 3f5 25. qe4? Белые
сделали слишком много пассив-
ных ходов, меньшим из зол было
бы сыграть 25. с4, ослабляя чер-
ные поля, но препятствуя про-
рыву черных.

25…c4! 26. qae1. Пешку брать
нельзя: 26. dc >b3! 27. qae1 >c5
28. oh6 >e4 29. qe4 / d1+!, и у
черных лишнее качество.
26…cd. Теперь у черных лиш-
няя проходная пешка, которую
они технично реализуют.
27.sd1 f6 28. b4 >c6 29. b5 ab
30. ab >e7 31. sb3+ 7h7 32.sf73g6 33.sc4 >f5 34. mh4 >h4
35.qg4 /c8 36. sa4 /a8 37.sd13f5 38. qh4 +c5 39. qf1 /a2
40.qa4 /c2 41.g4 3d7 42. qe43b5 43.uh1 /a8 44. oe3 +e3
45.qe3 /c3 46. uh2 3d5 47.h4

e4 48.qfe1 /c2 49. ug3 3d6+,
белые сдались.

Александра Костенюк прояви-
ла в турнире наибольшую бес-
компромиссность, сыграв вни-
чью лишь дважды в 9 турах, что
позволило ей опередить по до-
полнительным показателям не-
скольких соперниц и выиграть
бронзовую медаль.

А.Костенюк – Н.ДзагнидзеСент-Луис, 2024
1. e4 c5 2. mf3 e6 3. d4 cd

4.md4 >c6 5. mc3 3c7 6. sd3>d4 7. sd4 a6 8. oe3 b5 9. a4 b4
10. ma2 >f6 11. mb4 +b7 12. f3
a5 (в духе варианта 12…d5!?
13. е5 +b4+ 14. sb4 3e5 15. qa3
со сложной игрой) 13. md3 3c2
14. qc1 3b3 15. qc3 +b4 (иначе
ферзь попадает в клетку 15…3а2
16. mс1 3а1 17. ob5) 16. mb43b4 17. ob5 3d4 18. od4 (чер-
нопольный слон контролирует
игру).

18…0-0 19. ud2 d6 20. qc7/fb8 21. qhc1 e5 22. oc3!
(22.oе3?! d5!) h6 23. ue3 d5?!
Отчаянная попытка черных ак-
тивизировать фигуры, но точ-
ной игрой белые пресекают ее,
оставаясь с лишней пешкой.
24.oe5 de 25. of6 gf 26. fe +c8
27. qf1 +a6 28. qf5 /b6 29. qc6/c6 30. oc6 /b8 31. ob5 /b6
32.qc5 /e6 33. oc6 +f1 34. g37g7 35. od5 /b6 36. b3, и
черные просрочили время.

А.Русанов




