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Çà÷åì íóæíû ïðåäîõðàíèòåëè
Ðàññìîòðåíèå ôèçèêè ðàáîòû òåõíè÷åñ-

êèõ óñòðîéñòâ ïîëåçíî � ìû âèäèì ïðàêòè-
÷åñêîå ïðèìåíåíèå è ñâÿçü ðàçíûõ ôèçè-
÷åñêèõ çàêîíîâ. Ýòî îáëåã÷àåò èçó÷åíèå è
çàïîìèíàíèå è ñàìîé ôèçèêè, è åå ïðàêòè-
÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ. Îäíàêî ïðè òàêîì
ïîäõîäå æåëàòåëüíî ñîáëþäàòü òðè îãðà-
íè÷åíèÿ. Óñòðîéñòâà, êîòîðûå ìû áóäåì
ðàññìàòðèâàòü, äîëæíû áûòü íàì õîòÿ áû
â êàêîé-òî ìåðå çíàêîìû. Ôèçèêà, êîòî-
ðîé ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ, äîëæíà áûòü
â îñíîâíîì øêîëüíàÿ, ïðåâûøåíèå óðîâíÿ
âîçìîæíî, íî åãî äîëæíî áûòü íåìíîãî.
Ïðè àíàëèçå ðàáîòû ëþáîãî óñòðîéñòâà
ìû ìîæåì äîáðàòüñÿ äî ñëèøêîì ñëîæíî-
ãî ìàòåðèàëà, è (õîòÿ áû ïðîñòî ïîòîìó,
÷òî îáúåì ñòàòüè îãðàíè÷åí) íàì ïðèäåòñÿ
â òàêîì ìåñòå ëèáî îñòàíîâèòüñÿ, ëèáî
ïðèíÿòü êàêèå-òî óòâåðæäåíèÿ àâòîðà íà
âåðó. Íî è â ýòèõ ñëó÷àÿõ ãðàíèöà ìåæäó
òåì, ÷òî ìû ïîíÿëè, è òåì, âî ÷òî ïðîñòî
ïîâåðèëè, äîëæíà áûòü óêàçàíà ÿâíî.
Íà÷íåì ñ ïðåäìåòà, êîòîðûé åñòü ó âñåõ

íàñ äîìà, � ñ ýëåêòðè÷åñêîãî ïðåäîõðàíè-
òåëÿ. Ýòî óñòðîéñòâî, êîòîðîå ðàçðûâàåò
öåïü ïèòàíèÿ ïðè ñóùåñòâåííîì óâåëè÷å-
íèè ïîòðåáëÿåìîãî òîêà, ò.å. îòêëþ÷àåò
íàñ îò ýëåêòðè÷åñêîé ñåòè. Ïðåäïîëîæèì,
êàêîé-òî èç èìåþùèõñÿ ó íàñ ýëåêòðè÷åñ-
êèõ ïðèáîðîâ âûøåë èç ñòðîÿ, ïðè÷åì òàê,
÷òî ñòàë ïîòðåáëÿòü èç ñåòè ñóùåñòâåííî
áîëüøèé, ÷åì åìó ïîëîæåíî, òîê. Ñëåä-
ñòâèå � îí ñòàë ïîòðåáëÿòü ñóùåñòâåííî
áîëüøóþ ìîùíîñòü (ïðè êàêîì óñëîâèè
ýòî ïðîèñõîäèò?), à ýòî ïî÷òè íàâåðíÿêà
ñâÿçàíî ñ äàëüíåéøèìè ðàçðóøåíèÿìè
ñàìîãî ïðèáîðà, à òàêæå ñ òåïëîâûäåëåíè-
åì è, âîçìîæíî, ïîæàðîì. Êðîìå òîãî,
àíîìàëüíî ïîâûøåííîå ïîòðåáëåíèå ìî-
æåò áûòü âðåäíî è äëÿ êàêèõ-òî óñòðîéñòâ,

êîòîðûå ïîäêëþ÷åíû ê ñåòè äî ïðåäîõðà-
íèòåëÿ. Òàê ÷òî ïðåäîõðàíèòåëü êîñâåííî
çàùèòèò è èõ.
Ïðèìåíÿþòñÿ ïðåäîõðàíèòåëè è â áûòó,

è â ïðîìûøëåííîñòè, ïðè÷åì èõ ìîæíî
ðàçäåëèòü íà äâå ãðóïïû. Îäíè èç íèõ
ñòîÿò â êîíêðåòíîì óñòðîéñòâå è çàùèùà-
þò òîëüêî åãî. Äðóãèå ðàñïîëàãàþòñÿ áëè-
æå ê èñòî÷íèêó ýíåðãèè, à ïîñëå íèõ ñòîÿò
åùå íåñêîëüêî óñòðîéñòâ. Íàïðèìåð, â
áûòó ýòî ïðåäîõðàíèòåëè, êîòîðûå çàùè-
ùàþò êâàðòèðó èëè åå ÷àñòü, èëè âåñü
ïîäúåçä â äîìå. Ïàðàìåòðû ïðåäîõðàíèòå-
ëÿ çàâèñÿò îò òîãî, êîãî îí çàùèùàåò, è
ïîíÿòíî, ÷òî ïðåäîõðàíèòåëü, çàùèùàþ-
ùèé ïîäúåçä, ðàññ÷èòàí íà áîëüøèé òîê,
íåæåëè ïðåäîõðàíèòåëü â êâàðòèðå. Îò
ïàðàìåòðîâ ïðåäîõðàíèòåëÿ çàâèñèò ïðèí-
öèï åãî ðàáîòû, åãî ôèçèêà. Èçâåñòíî íå
ìåíåå øåñòè âàðèàíòîâ, � íåêîòîðûå ìû
ðàññìîòðèì ïîäðîáíî, î íåêîòîðûõ ëèøü
óïîìÿíåì.
Îñíîâíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ïðåäîõðàíè-

òåëÿ � ýòî çàâèñèìîñòü âðåìåíè, çà êîòîðîå
îí ðàçðûâàåò öåïü, îò òîêà, êîòîðûé òå÷åò
÷åðåç íåãî. Êàçàëîñü áû, èäåàëüíàÿ ñèòó-
àöèÿ òàêîâà � åñòü íåêîå íîìèíàëüíîå
çíà÷åíèå òîêà, êîòîðîå îí ìîæåò ïðîïóñ-
êàòü áåñêîíå÷íîå âðåìÿ, à ïðè ëþáîì ïðå-
âûøåíèè äîëæåí ðâàòü öåïü, è êàê ìîæíî
áûñòðåå. Îäíàêî ýòî íå òàê � åñòü íàãðóçêè
ñ «ïóñêîâûì òîêîì», êîãäà òîê ïðè âêëþ-
÷åíèè íàãðóçêè â ïåðâîå ìãíîâåíèå áîëü-
øå, ÷åì óñòàíîâèâøååñÿ çíà÷åíèå, è ïðå-
äîõðàíèòåëü äîëæåí îòíåñòèñü ê ýòîìó ñ
ïîíèìàíèåì. Íàïðèìåð, ó ëàìïû íàêàëè-
âàíèÿ âîëüôðàìîâàÿ íèòü â ðàáî÷åì ðåæè-
ìå ãîðÿ÷åå, ÷åì äî âêëþ÷åíèÿ, è èìååò
ñîïðîòèâëåíèå ðàç â äåñÿòü áîëüøå, ÷åì
êîãäà îíà õîëîäíàÿ. Ïîýòîìó ïðè âêëþ÷å-
íèè èìååò ìåñòî äåñÿòèêðàòíûé áðîñîê
òîêà, íî äëèòñÿ îí ìèëëèñåêóíäû. (Âû
ìîæåòå îöåíèòü ýòî âðåìÿ, ñ÷èòàÿ, ÷òî
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ïîòðåáëÿåìàÿ ìîùíîñòü ïîñòîÿííà è âñÿ
ýíåðãèÿ èäåò íà íàãðåâ, à ïîòîì ïîäóìàòü,
êàê óòî÷íèòü ýòó îöåíêó.)
Áðîñîê òîêà ïðè âêëþ÷åíèè åñòü è ó

ýëåêòðîäâèãàòåëåé, ó êîòîðûõ ïóñêîâîé
òîê (åñëè íå ïðèíÿòî ñïåöèàëüíûõ ìåð ïî
åãî óìåíüøåíèþ) â 3�7 ðàç áîëüøå ñòàöè-
îíàðíîãî, íî îí äëèòñÿ äîëüøå � ïîêà íå
ðàñêðóòèòñÿ ðîòîð. À âîò ó ýëåêòðè÷åñêîãî
÷àéíèêà áðîñêà òîêà ïðè âêëþ÷åíèè íåò,
õîòÿ íàãðåâàòåëü òàì åñòü è â ðàáî÷åì
ðåæèìå åãî òåìïåðàòóðà (åñòåñòâåííî, â
êåëüâèíàõ) â íåñêîëüêî ðàç áîëüøå, ÷åì
êîãäà îí ñòîèò âûêëþ÷åííûé. (Êàê âû
äóìàåòå, ïî÷åìó?) Ðàçóìååòñÿ, èìååòñÿ â
âèäó íå êîðïóñ íàãðåâàòåëÿ, êîòîðûé êîí-
òàêòèðóåò ñ âîäîé, à ñïèðàëü èç íèõðîìà,
êîòîðàÿ ó íàãðåâàòåëÿ â ãëóáèíå. Îíà
îòäåëåíà îò êîðïóñà íàãðåâàòåëÿ âûñîêî-
òåìïåðàòóðíîé èçîëÿöèåé èç îêñèäà ìàã-
íèÿ MgO.
Íî ýòî ñèòóàöèè, ñâÿçàííûå ñ íàãðóçêîé,

à äëÿ ðàáîòû ïðåäîõðàíèòåëÿ ìîãóò áûòü
ñóùåñòâåííû è ïàðàìåòðû ïèòàþùåé ñåòè.
Íàïðèìåð, åñëè èñòî÷íèê ýíåðãèè èìååò
áîëüøóþ èíäóêòèâíîñòü, òî î÷åíü ðåçêî
îáðûâàòü òîê íå ñòîèò. Ñîãëàñíî ôîðìóëå

L I tE  ïðè ïîïûòêå ðåçêî èçìåíèòü
òîê âîçíèêíåò âûñîêîå íàïðÿæåíèå ñî âñÿ-
êèìè íåõîðîøèìè ïîñëåäñòâèÿìè, âïëîòü
äî ïðîáîÿ èçîëÿöèè èëè âîçíèêíîâåíèÿ
ýëåêòðè÷åñêîé äóãè. Â ýëåêòðîòåõíèêå ýòîò
ýôôåêò íàçûâàþò «ýêñòðàòîêè ðàçìûêà-
íèÿ». Èòîã � õîðîøî áû óìåòü ðàçìûêàòü
öåïü ïðåäîõðàíèòåëåì íå ìàêñèìàëüíî
áûñòðî, à èìåííî òàê, êàê íàäî â êàæäîì
êîíêðåòíîì ñëó÷àå.
Öåïè áûâàþò ïîñòîÿííîãî è ïåðåìåííîãî

òîêà, ïðè÷åì âòîðûå � ðàçíûõ íàïðÿæå-
íèé è ðàçíûõ ÷àñòîò. Íàïðÿæåíèå è òîê â
òàêîé ñåòè çàâèñÿò îò âðåìåíè ïî ñèíóñî-
èäàëüíîìó çàêîíó. È åñëè êîðîòêîå çàìû-
êàíèå ïðîèçîøëî â ìîìåíò, êîãäà íàïðÿ-
æåíèå è òîê ìàëû, ïðåäîõðàíèòåëü íå
äîëæåí æäàòü 5 ìñ, êîãäà òîê âîçðàñòåò äî
ìàêñèìóìà ñ ìàêñèìàëüíî ïëîõèìè ïî-
ñëåäñòâèÿìè, îí äîëæåí îáîðâàòü öåïü
ðàíüøå. Âû, êîíå÷íî, ïîíèìàåòå, îòêóäà
âçÿëàñü ÷èñëî 5 ìñ? Äà îò ÷àñòîòû â ñåòè,
îò 50 Ãö.

Ó ïðåäîõðàíèòåëÿ åñòü è äðóãèå âàæíûå
ïàðàìåòðû. Ïðåäîõðàíèòåëè íåêîòîðûõ
òèïîâ ïîñëå ñðàáàòûâàíèÿ íàäî çàìåíÿòü
(ïåðâûì ìû ðàññìîòðèì èìåííî òàêîé), ó
íåêîòîðûõ åñòü âîçìîæíîñòü âîññòàíîâëå-
íèÿ ïîñëå ñðàáàòûâàíèÿ (íàæàë êíîïêó �
è âñå âêëþ÷èëîñü). Âàæíûé ïàðàìåòð �
ðàáî÷åå íàïðÿæåíèå, ò.å. òàêîå, ïðè êîòî-
ðîì â ìîìåíò ðàçðûâà öåïè, êîãäà âñå
íàïðÿæåíèå îêàçûâàåòñÿ ïðèëîæåíî ê çà-
çîðó â ïðåäîõðàíèòåëå, â íåì íå çàãîðèòñÿ
äóãà (êîòîðàÿ è öåïü çàìêíåò, è ïðåäîõðà-
íèòåëü, ñêîðåå âñåãî, ðàçðóøèò). Óäîáíî,
åñëè ôàêò ñðàáàòûâàíèÿ ïðåäîõðàíèòåëÿ
âèäåí ñíàðóæè (ðèñ. 1; áåëàÿ êíîïêà âûñ-
êî÷èëà) è íå íóæíî ãàäàòü, êîòîðûé èç
íåñêîëüêèõ ñðàáîòàë. È, ðàçóìååòñÿ, ó
íèõ åñòü îáùåòåõíè÷åñêèå ïàðàìåòðû �
ñòîèìîñòü, ðàçìåð, âåñ, íàäåæíîñòü, ñðîê
ñëóæáû�Íàâåðíîå, ñàìûé äðåâíèé
Ýòî òàê íàçûâàåìûé «ïëàâêèé ïðåäîõ-

ðàíèòåëü». ×àñòî ýòî ïðîñòî ïðîâîëî÷êà,
äèàìåòð êîòîðîé âûáðàí òàê, ÷òîáû îíà
ïðîïóñêàëà òîê, êîòîðûé íîðìàëåí äëÿ
ýòîé ñåòè è ýòîé íàãðóçêè, íî ïëàâèëàñü îò
òîãî òîêà, êîòîðûé ìû ñ÷èòàåì íåäîïóñòè-
ìûì, ïðè÷åì çà íóæíîå íàì âðåìÿ. Ïîíÿò-
íî, ÷òî ýòè äâà ïàðàìåòðà ñâÿçàíû è ëþáîå
ñî÷åòàíèå ïîëó÷èòü íå óäàñòñÿ. Îäíàêî
ðàñ÷åòîì åãî ïîëó÷èòü òðóäíî ïî íåñêîëü-
êèì ïðè÷èíàì.
Ïåðâîå, ÷òî õî÷åòñÿ ñäåëàòü, ýòî óìíî-

æèòü ìîùíîñòü íà âðåìÿ è ïðèðàâíÿòü ê
ýíåðãèè, íåîáõîäèìîé íà íàãðåâ äî ïëàâ-
ëåíèÿ. Îäíàêî âîçíèêàåò òðóäíîñòü � çà-

Ðèñ. 1. Ïðåäîõðàíèòåëè â êâàðòèðå
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âèñèìîñòü ñîïðîòèâëåíèÿ, à çíà÷èò, è ìîù-
íîñòè îò òåìïåðàòóðû. Íî ìû çíàåì ýòó
çàâèñèìîñòü, òàê ÷òî ìîæåò è ñïðàâèìñÿ.
Òðóäíåå ó÷åñòü òåïëîîòâîä â âîçäóõ è
ýëåìåíòû êîíñòðóêöèè. Äëÿ íåêîòîðûõ
óïðîùåííûõ óñëîâèé, íàïðèìåð äëÿ ãîðè-
çîíòàëüíîé èëè âåðòèêàëüíîé íèòè, åñòü
ãîòîâûå ôîðìóëû, íî íèòü ìîæåò áûòü è
íàêëîííîé... Äàëåå, îêðóæàþùèé âîçäóõ
ìîæåò ñâîáîäíî öèðêóëèðîâàòü, à ìîãóò
ýëåìåíòû êîíñòðóêöèè ìåøàòü åãî äâèæå-
íèþ. Íà ïðàêòèêå èñïîëüçóþò ïðîâîëîêè,
íàõîäÿùèåñÿ è â ñâîáîäíîé àòìîñôåðå, è â
îòíîñèòåëüíî òîíêîé òðóáêå, à èíîãäà èñ-
ïîëüçóþòñÿ äàæå íå ïðîâîëîêè, à ëåíòû,
ïðè÷åì íàõîäÿùèåñÿ íå â âîçäóõå, à ïîãðó-
æåííûå â ðûõëûé ïîðîøîê îêñèäà êðåì-
íèÿ 2SiO  èëè àëþìèíèÿ 2 3Al O . Òàêàÿ
ñðåäà èñïîëüçóåòñÿ â êà÷åñòâå «äóãîãàñÿ-
ùåé» � äëÿ èñêëþ÷åíèÿ âîçìîæíîñòè çà-
æèãàíèÿ äóãè ïðè ñðàáàòûâàíèè ïðåäîõ-
ðàíèòåëÿ, ò.å. ðàçðûâå ïðîâîëîêè. È óæ
ñîâñåì íåïîíÿòíî, êàê ó÷èòûâàòü òîò ôàêò,
÷òî äëÿ ñðàáàòûâàíèÿ ïðåäîõðàíèòåëÿ
ïðîâîëîêå íóæíî íå òîëüêî íàãðåòüñÿ, íî
è ðàñïëàâèòüñÿ, ïðè÷åì íå îáÿçàòåëüíî
ïëàâèòüñÿ âñåé ïðîâîëîêå. Íà ïðàêòèêå
ïîëüçóþòñÿ ýìïèðè÷åñêèìè äàííûìè; íà
ðèñóíêå 2 ïðåäñòàâëåíû äàííûå äëÿ îäíî-
ãî èç òèïîâ ïðåäîõðàíèòåëåé. Äâóìÿ êðè-
âûìè, ñîåäèíåííûìè âåðòèêàëüíûìè ñòðå-
ëî÷êàìè, ïîêàçàí äèàïàçîí çàâèñèìîñòåé
äëÿ ðàçíûõ ýêçåìïëÿðîâ ïðåäîõðàíèòåëÿ
îäíîãî è òîãî æå òèïà, ïðåäíàçíà÷åííîãî
äëÿ çàùèòû îò òîêîâ, ñóùåñòâåííî áîëü-
øèõ 100 À, 250 À è 400 À ñîîòâåòñòâåííî.
Âèäíî, ÷òî ðàçáðîñ ïî âðåìåíè ñðàáàòûâà-
íèÿ äîñòèãàåò ïîðÿäêà âåëè÷èíû.
Ñóùåñòâóþò õèòðûå ïðèåìû äëÿ óñêîðå-

íèÿ ñðàáàòûâàíèÿ ïëàâêîãî ïðåäîõðàíè-
òåëÿ. Íàïðèìåð, ìîæíî íàòÿãèâàòü ïðîâî-
ëîêó ïðóæèíîé èëè ãðóçèêîì, ýòî çàîäíî
óñêîðÿåò óâåëè÷åíèå ðàññòîÿíèÿ ïðè ðàç-
ðûâå ïðîâîëîêè è çàòðóäíÿåò çàæèãàíèå
äóãè. Äðóãîé ïðèåì � èñïîëüçîâàíèå íå
ïðîâîëîêè, à ïëàñòèí ñ óçêèìè ïåðåìû÷êà-
ìè (ðèñ. 3). Ïðè ïåðåãðóçêå òîíêèå ïåðå-
ìû÷êè ðàçîãðåâàþòñÿ áîëåå áûñòðî, ïîòî-
ìó ÷òî îñòàëüíàÿ ÷àñòü íå óñïåâàåò îòâåñòè
îò íèõ òåïëî.

Ðèñ. 2. Ïðèìåð ïàðàìåòðîâ ïðåäîõðàíèòåëÿ

Ðèñ. 3. Ïðåäîõðàíèòåëè ñ ïåðåìû÷êàìè
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Òåðìèí áèìåòàëë èñïîëüçóåòñÿ â òåõíè-

êå äëÿ ìàòåðèàëîâ, ñîñòîÿùèõ èç äâóõ
ìåòàëëîâ, à èíîãäà è äëÿ ýëåìåíòîâ êîíñò-
ðóêöèé, èçãîòîâëåííûõ èç òàêèõ ìàòåðèà-
ëîâ. Íàïðèìåð, áèìåòàëëè÷åñêàÿ ôîëü-
ãà � ýòî ôîëüãà èç êàêîãî-ëèáî ìåòàëëà, íà
êîòîðóþ íàíåñåí ñëîé äðóãîãî ìåòàëëà.
Âîçüìåì äâà ñòåðæíÿ îäèíàêîâîé äëèíû

L èç ìåòàëëîâ ñ ðàçíûìè êîýôôèöèåíòàìè
òåðìè÷åñêîãî ðàñøèðåíèÿ 1k  è 2k , ñîåäèíèì
èõ êîíöàìè (èëè ïî âñåé äëèíå) è èçìåíèì
òåìïåðàòóðó (îäèíàêîâî äëÿ îáîèõ ñòåðæ-
íåé) íà T (ðèñ. 4). Åñëè áû îíè íå áûëè
ñîåäèíåíû, òî èçìåíèëè áû ñâîè äëèíû ïî-
ðàçíîìó. Òåïåðü îíè íå ìîãóò ýòî ñäåëàòü
è âûíóæäåíû èçìåíÿòü ñâîþ äëèíó íà
êàêóþ-òî ïðîìåæóòî÷íóþ âåëè÷èíó, ïðè-
÷åì îäèí îêàçûâàåòñÿ ñæàò íåêîòîðûìè
ñèëàìè, à äðóãîé � òàêèìè æå (ñîãëàñíî
òðåòüåìó çàêîíó Íüþòîíà) ñèëàìè ðàñòÿ-
íóò. Åñëè ìû çíàåì ñå÷åíèÿ ñòåðæíåé 1S  è

2S , ìîäóëè Þíãà 1E  è 2E , òî èòîãîâîå
óäëèíåíèå L îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì

1 1 1L T k S E + 2 2 2 1 1k S E S E + 2 2S E . Ïðè
ýòîì â ñòåðæíÿõ ïîÿâÿòñÿ ìåõàíè÷åñêèå
íàïðÿæåíèÿ (íà ðèñóíêå îíè ïîêàçàíû ñòðå-
ëî÷êàìè). Íî ó áèìåòàëëè÷åñêîé êîíñòðóê-
öèè åñòü äðóãîå ðåøåíèå � èçîãíóòüñÿ.
Ïðàâäà, èçáàâèòüñÿ îò ìåõàíè÷åñêèõ íà-
ïðÿæåíèé â ýòîì ñëó÷àå íå óäàñòñÿ, è îíè
ñòàíóò íåîäíîðîäíûìè � «ñïèíêà» ó êàæ-
äîãî ñòåðæíÿ áóäåò ðàñòÿíóòà, à «ïóçèêî»
ñæàòî. Íî ìîäóëü íàïðÿæåíèé óìåíüøèò-
ñÿ, à çíà÷èò, è ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ äå-
ôîðìàöèè òîæå óìåíüøèòñÿ, ïîñêîëüêó â
ýíåðãèþ âõîäèò êâàäðàò íàïðÿæåíèé è äå-

ôîðìàöèé. (Ðàäèóñ, ïî êîòîðîìó èçîãíåòñÿ
áèìåòàëë, âû ìîæåòå ïîñ÷èòàòü ñàìè. Äëÿ
óïðîùåíèÿ âû÷èñëåíèé èñïîëüçóéòå òàêóþ
ìîäåëü � êàæäûé ñòåðæåíü ñîñòîèò èç äâóõ
ïîëîâèíîê, ïðè÷åì â êàæäîé ïîëîâèíêå
êàæäîãî ñòåðæíÿ íàïðÿæåíèÿ îäíîðîäíû.
Òàêîé ïðèåì � çàìåíà íåïðåðûâíîé ôóíê-
öèè äèñêðåòíîé � âîîáùå ÷àñòî ïðèâîäèò ê
ðåøåíèþ, åñòåñòâåííî, ïðèáëèæåííîìó.) Íó
à äàëüøå âñå, âðîäå áû, ïðîñòî � èçîãíóòîå
èëè ïîâåðíóòîå ðàçìûêàåò êîíòàêò.
Íî ìû ïðîøëè ìèìî äâóõ áîëåå ñåðüåçíûõ

çàäà÷, èç êîòîðûõ îäíà èìååò ðåøåíèå. Ýòî
çàäà÷à «ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè». Òî, ÷òî èçîã-
íóòîå ïîëîæåíèå ýíåðãåòè÷åñêè âûãîäíî,
åùå íå îçíà÷àåò, ÷òî èçãèá íà÷íåòñÿ ñðàçó,
êàê òîëüêî íà÷íåì ãðåòü, îí âîçíèêíåò ñêà÷-
êîì. Çíàìåíèòàÿ çàäà÷à î ïîòåðå óñòîé÷èâî-
ñòè ñæàòûì ñòåðæíåì áûëà ðåøåíà íå êåì-
íèáóäü, à ñàìèì Ëåîíàðäîì Ýéëåðîì. À
âòîðàÿ çàäà÷à, î ðåøåíèè êîòîðîé, êàê âû
óæå ïîíèìàåòå, ðå÷ü íå èäåò, ýòî çàäà÷à î
íàãðåâå ñòåðæíåé. Îíè ìîãóò íàãðåâàòüñÿ
îòäåëüíûì íàãðåâàòåëåì, ïî êîòîðîìó ïðî-
òåêàåò òîê, íî ÷àùå òîê ìîæåò òå÷ü ïî ñàìèì
ñòåðæíÿì. Îäíàêî â ëþáîì ñëó÷àå âû÷èñ-
ëèòü òåìïåðàòóðó òðóäíî � îíà çàâèñèò, êàê
è äëÿ ïëàâêîãî ïðåäîõðàíèòåëÿ, îò ìíîãèõ
ôàêòîðîâ.
Âïðî÷åì, î÷åâèäíî, ÷òî ýòî ìåäëåííûé

ïðåäîõðàíèòåëü � íàãðåâ îòíîñèòåëüíî ìàñ-
ñèâíûõ ñòåðæíåé ïðîèñõîäèò ìåäëåííåå,
÷åì ïëàâëåíèå òîíêîé ïðîâîëî÷êè. Âòîðîå
âàæíîå îòëè÷èå � ýòî âîññòàíàâëèâàåìûé
ïðåäîõðàíèòåëü. Ïîñëå îõëàæäåíèÿ ïðå-
äîõðàíèòåëÿ êîíòàêò âîññòàíàâëèâàåòñÿ, è
åñëè íåèñïðàâíîñòü â íàãðóçêå óñòðàíåíà,
òî âñå âîçâðàùàåòñÿ ê íîðìå.Òåïåðü � ýëåêòðîìàãíèò

Åñëè âàñ ñïðîñÿò íà ýêçàìåíå,
÷òî ïðîèñõîäèò, êîãäà òå÷åò òîê,
íå ñïåøèòå îòâå÷àòü, ÷òî âûäåëÿ-
åòñÿ òåïëî. Åñòü ñèòóàöèè, êîãäà
òåïëî íå âûäåëÿåòñÿ. À âîò ìàã-
íèòíîå ïîëå ïîÿâëÿåòñÿ âñåãäà, è
ýòèì ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ. Âû,
êîíå÷íî, çíàåòå ôîðìóëó äëÿ
èíäóêöèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ áåñ-
êîíå÷íîãî ïðÿìîãî òîêà, à â
øêîëüíîì ó÷åáíèêå ïîñåðüåçíååÐèñ. 4. Ðàáîòà áèìåòàëëè÷åñêîãî ïðåäîõðàíèòåëÿ
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áóäåò è ôîðìóëà äëÿ ïîëÿ íà îñè êîëüöå-
âîãî âèòêà. À óæ èç íåå ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ
ôîðìóëà äëÿ ïîëÿ íà îñè ñîëåíîèäà. Íà
ýòîì ïðîñòîå êîí÷àåòñÿ, ïîòîìó ÷òî íà îñè
ñîëåíîèäà íàõîäèòñÿ êóñîê æåëåçà, îí
íàìàãíè÷èâàåòñÿ è âòÿãèâàåòñÿ â ñîëåíî-
èä, ïîïóòíî íàæèìàÿ íà êîíòàêòû è ðàç-
ìûêàÿ öåïü òîêà. Ïðè ýòîì òîê èñ÷åçàåò è
êîíòàêòû äîëæíû áû ñíîâà çàìêíóòüñÿ �
íî ïîñëå ðàçìûêàíèÿ îíè óäåðæèâàþòñÿ
çàùåëêîé â ðàçîìêíóòîì ïîëîæåíèè. ×òî-
áû èõ çàìêíóòü, íàäî (ïðåäâàðèòåëüíî
ïîíÿâ, â ÷åì äåëî, è ëèêâèäèðîâàâ àâàðèé-
íóþ ñèòóàöèþ) íàæàòü íà ñîîòâåòñòâóþ-
ùóþ êíîïêó (áåëàÿ êíîïêà íà âòîðîì ñïðà-
âà ïðåäîõðàíèòåëå íà ïåðâîì ðèñóíêå).
Òàêèå ïðåäîõðàíèòåëè äåéñòâóþò áûñò-

ðåå, ÷åì òåïëîâûå, íî ìåäëåííåå ïëàâêèõ.
È îíè âîññòàíàâëèâàþùèåñÿ. Îäíàêî ñàì
òàêîé ïðåäîõðàíèòåëü ñîäåðæèò ñîëåíî-
èä, à çíà÷èò, èìååò íåáîëüøóþ, íî çàìåò-
íóþ èíäóêòèâíîñòü. Ñ íåêîòîðûì ñëåä-
ñòâèåì ýòîãî ìû ñåé÷àñ ïîçíàêîìèìñÿ.Çàçîð äëÿ èñêðû
Òîê, êîòîðûé âíåçàïíî âîçðàñòàë è êîòî-

ðûé íàäî áûëî îáðûâàòü, äî ñåãî ìîìåíòà
áûë ñâÿçàí ñ íåèñïðàâíîñòÿìè íà ñòîðîíå
ïîòðåáèòåëÿ, íà ñòîðîíå íàãðóçêè. Ýòîò
òîê ìîæåò íàðàñòàòü ñ áîëüøîé, íî âñå æå
îãðàíè÷åííîé ñêîðîñòüþ. Õîòÿ áû ïîòîìó,
÷òî ê ïîòðåáèòåëþ èäóò ïðîâîäà, à ó íèõ
åñòü ñîïðîòèâëåíèå è èíäóêòèâíîñòü. Âîç-
ìîæíà, îäíàêî ñîâåðøåííî èíàÿ ñèòóàöèÿ,
êîãäà íå÷òî êàòàñòðîôè÷åñêîå ïðîèçîøëî
íà ñòîðîíå èñòî÷íèêà ýíåðãèè, íà ñòîðîíå
ãåíåðàòîðà. Íàïðèìåð, â ëèíèþ óäàðèëà
ìîëíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå òîê íàðàñòàåò íà-
ñòîëüêî áûñòðî, ÷òî èíäóêòèâíîñòè ìàãíèò-
íîãî ïðåäîõðàíèòåëÿ õâàòèò äëÿ òîãî, ÷òî-
áû íà íåé âîçíèêëî òàêîå íàïðÿæåíèå, ÷òî
â âîçäóõå ïðîèçîéäåò ïðîáîé. Ñîîòâåòñòâåí-
íî, çàãîðèòñÿ äóãà, ïðåäîõðàíèòåëü ïåðå-
ñòàíåò ïðåäîõðàíÿòü (äóãà çàøóíòèðóåò
ñîëåíîèä), à ñàì îí íåîáðàòèìî âûéäåò èç
ñòðîÿ. ×òîáû ýòîãî íå ïðîèçîøëî, ïðèìå-
íÿåòñÿ ïî ñóòè ïðåäîõðàíèòåëü, íî ñòðàí-
íûé � ýòî «èñêðîâîé ïðîìåæóòîê», ò.å.
çàçîð ìåæäó ïðîâîäîì è çåìëåé èëè ìåæäó
ïðîâîäàìè, âûïîëíåííûé òàê, ÷òîáû ïðè
ñåðüåçíîì ïðåâûøåíèè íàïðÿæåíèÿ ýòîò

çàçîð ïðîáèëñÿ è çàðÿä ñòåê â çåìëþ.
Êñòàòè, òàêèå «ïðåäîõðàíèòåëè» ïðèìå-

íÿëèñü â íà÷àëå ïðîøëîãî âåêà, ïðè÷åì íå
â ýëåêòðîòåõíèêå, à â ðàäèîòåõíèêå � äëÿ
çàùèòû ðàäèîàïïàðàòóðû ïðè ïîïàäàíèè
ìîëíèè â àíòåííó. Íà ðèñóíêå 5 ñëåâà
ïîêàçàí àíòåííûé ïåðåêëþ÷àòåëü òåõ ëåò,
ñïðàâà ïðèâåäåíà èíñòðóêöèÿ ïî óñòàíîâ-
êå, «èñêðîâîé ïðîìåæóòîê» � ýòî çàçîð
ìåæäó çóá÷èêàìè.
Èñêðîâûå ðàçðÿäíèêè ïðèìåíÿþòñÿ è

ñåé÷àñ (íà ñëó÷àé, åñëè âû çàèíòåðåñóå-
òåñü èìåííî çàùèòîé îò ìîëíèè). Ñèòóà-
öèÿ íà ñàìîì äåëå âåñüìà ñëîæíàÿ, è äåëî
äîõîäèò äî òîãî, ÷òî öåïè ïèòàíèÿ óñò-
ðîéñòâ çàùèùàþò íå êàêèì-òî îäíèì ïðå-
äîõðàíèòåëåì, à ñèñòåìàìè èç äâóõ èëè
òðåõ ïðåäîõðàíèòåëåé ðàçíûõ òèïîâ, ïðè-
÷åì ñ ñîãëàñîâàííûìè ïàðàìåòðàìè. À
íåêîòîðûå ôèðìû ðàçðàáàòûâàþò ñïåöè-
àëüíûå ïðåäîõðàíèòåëè èìåííî äëÿ òàêèõ
ïðèìåíåíèé. Ïðè÷èí ýòèõ ñëîæíîñòåé òðè.
Âî-ïåðâûõ, âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ íóæíî çà-
ùèòèòü îáúåêò îò óäàðà ìîëíèè, íî íå
îòêëþ÷àÿ ïèòàíèÿ. Âî-âòîðàõ, áîëüøèí-
ñòâî ìîëíèé ìíîãîêðàòíû, â ñðåäíåì ýòî
ïÿòü èìïóëüñîâ ÷åðåç 60�70 ìñ, è çàùèò-
íàÿ ñõåìà äîëæíà âñå ýòî âûäåðæàòü è, â-
òðåòüèõ, íå âûéòè èç ñòðîÿ ñàìà.Ñàìîâîññòàíàâëèâàþùèéñÿ,íî ìåäëåííî
Ñëåäóþùèé ïðåäîõðàíèòåëü � ýòî òè-

õèé, ìàëåíüêèé è íåòîðîïëèâûé «ñàìîâîñ-
ñòàíàâëèâàþùèéñÿ ïðåäîõðàíèòåëü», òàê
åãî íàçûâàþò. Ñ òî÷êè çðåíèÿ âíåøíåãî
íàáëþäàòåëÿ, ýòî ñîïðîòèâëåíèå, êîòîðîå
îñòàåòñÿ ïîñòîÿííûì äî íåêîòîðîãî òîêà,
íî åñëè åãî ïðåâûñèòü, òî ÷åðåç íåêîòîðîå
âðåìÿ ñîïðîòèâëåíèå ñèëüíî âîçðàñòåò è
ýòî îãðàíè÷èò òîê â öåïè. Óâåëè÷åíèå
ñîïðîòèâëåíèÿ ñîïðîâîæäàåòñÿ íàãðåâîì
ïðåäîõðàíèòåëÿ ïðèìåðíî äî 80 Ñ . Ñäå-
ëàí ýòîò ïðåäîõðàíèòåëü èç ïîëèìåðà,
êîòîðûé íå ïðîâîäèò òîê, è ÷àñòèö óãëåðî-
äà. Â õîëîäíîì ñîñòîÿíèè ïîëèìåð êðèñ-
òàëëèçîâàí, à ÷àñòèöû óãëåðîäà îáðàçóþò
öåïî÷êè. Åñëè ÷åðåç ïðåäîõðàíèòåëü íà÷è-
íàåò ïðîòåêàòü ñëèøêîì áîëüøîé òîê, îí
íà÷èíàåò íàãðåâàòüñÿ, ïðè êàêîé-òî òåìïå-
ðàòóðå ïîëèìåð ïåðåõîäèò â àìîðôíîå
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ñîñòîÿíèå, ïðè ýòîì îí óâåëè÷èâàåòñÿ â
ðàçìåðàõ è ðàçðûâàåò óãëåðîäíûå öåïî÷-
êè. Â èòîãå ñîïðîòèâëåíèå óâåëè÷èâàåòñÿ
íàñòîëüêî, ÷òî óñòðîéñòâî îãðàíè÷èâàåò
òîê. Ïîñëå îòêëþ÷åíèÿ ïèòàíèÿ ïî èñòå÷å-
íèè íåêîòîðîãî âðåìåíè óñòðîéñòâî îñòû-
íåò è óìåíüøèò ñâîå ñîïðîòèâëåíèå �
óñòðîéñòâî ñàìî âîññòàíîâèòñÿ.
Ñèëüíàÿ ñòîðîíà ýòîãî óñòðîéñòâà � åñ-

òåñòâåííî, ñàìîâîññòàíîâëåíèå. Èç âñåõ
ïðåäîõðàíèòåëåé ýòî ñâîéñòâî åñòü òîëüêî
ó ðàçðÿäíèêîâ, êîòîðûå-òî è ïðåäîõðàíè-
òåëÿìè îáû÷íî íå ñ÷èòàþò (ó íèõ âñå-òàêè
óçêàÿ îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ). Ñëàáûå ñòî-
ðîíû � îòíîñèòåëüíî ìåäëåííîå ñðàáàòû-
âàíèå, î÷åâèäíî ñèëüíàÿ çàâèñèìîñòü ïà-
ðàìåòðîâ îò òåìïåðàòóðû îêðóæàþùåé
ñðåäû è ìàëûé ñðîê ñëóæáû � íå â ÷àñàõ,
à â êîëè÷åñòâå ñðàáàòûâàíèé. Âïðî÷åì, ó
ïëàâíîãî ïðåäîõðàíèòåëÿ îí åùå, êàê âû
ïîíèìàåòå, ìåíüøå.È íàêîíåö � öèôðîâîå öàðñòâî
Âû, íàâåðíîå, äàâíî õîòèòå ñïðîñèòü �

ïî÷åìó íå ñäåëàòü âñå «öèôðîâî». Íà ïðå-
âûøåíèå òîêà öèôðîâàÿ ñõåìà ìîæåò ðåà-
ãèðîâàòü ñêîëü óãîäíî óìíî è çà ëþáîå

âðåìÿ. Äà, ðàçóìååòñÿ. Íî,
âî-ïåðâûõ, ýëåêòðîòåõíèêà
âîçíèêëà ïîëòîðà âåêà íà-
çàä, à òðàíçèñòîð � ëèøü â
ñåðåäèíå ýòîãî ñðîêà. È
äàæå íà Ìàðñå, êîãäà âû
òàì âûñàäèòåñü è áóäåòå
ñîçäàâàòü íîâóþ öèâèëèçà-
öèþ, âû íà÷íåòå íå ñ íóëÿ,
à ñ óæå äîñòèãíóòîãî íà
Çåìëå óðîâíÿ. Âî-âòîðûõ,
ïîëóïðîâîäíèêîâàÿ öèôðî-
âàÿ òåõíèêà òîãî æå óðîâ-
íÿ, êîòîðûé äîñòèãíóò êëàñ-
ñè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè, ñå-
ãîäíÿ â äåñÿòêè èëè ñîòíè
ðàç äîðîæå. Íî åñòü è òðå-
òüå, ïðèíöèïèàëüíîå âîç-
ðàæåíèå. Îáðàáîòàòü ñèã-
íàë «öèôðîâî» è îáðàáî-
òàòü óìíî � ýòî ìîæíî. Íî
êòî áóäåò ðàçðûâàòü öåïü?
Åñòü äâà ðåøåíèÿ � ýëåê-

òðîííàÿ ëàìïà è ïîëóïðî-
âîäíèêîâûé ïðèáîð. Ïåðâîå ðåøåíèå ýô-
ôåêòèâíî â îáëàñòè áîëüøèõ íàïðÿæåíèé,
íî íå ñëèøêîì áîëüøèõ òîêîâ. Ïîëóïðîâîä-
íèêè â ýòîì ñìûñëå ïåðñïåêòèâíåå, íî îíè
èìåþò îãðàíè÷åíèÿ ïî íàïðÿæåíèþ. Â öå-
ëîì, íà ñåãîäíÿ ñèòóàöèÿ òàêîâà � ýëåêòðîí-
íûå ïðåäîõðàíèòåëè âûïóñêàþòñÿ ìíîãèìè
ôèðìàìè, èõ ñèëüíîé ñòîðîíîé ÿâëÿåòñÿ
âîçìîæíîñòü ðàáîòû ïðè ìàëûõ òîêàõ è
ñàìîâîññòàíîâëåíèå, ïðè÷åì êàê àâòîìàòè-
÷åñêîå, òàê è ïî âíåøíåìó ñèãíàëó. Ñî
âðåìåíåì îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ áóäåò, íàâåð-
íîå, ïîíåìíîãó ðàñøèðÿòüñÿ. Íî ðâàòü öåïü
ïðèõîäèòñÿ ÷åì-òî «àíàëîãîâûì».«Âèøåíêà íà òîðòå»
Âû, êîíå÷íî, çíàåòå, ÷òî òàêîå Òîêàìàê.

Íó äà, ìåæäóíàðîäíûé ïðîåêò, ÈÒÝÐ, ñòðî-
èòñÿ âî Ôðàíöèè, íåîãðàíè÷åííàÿ ýíåðãèÿ,
ñâåòëîå áóäóùåå� À âû çíàåòå, ÷òî åãî
êàòóøêè çàùèùàåò ïðåäîõðàíèòåëü, ïðè÷åì
èìåííî ïåðâîãî èç ðàçîáðàííûõ íàìè òèïîâ?
Òîëüêî ëåíòî÷êè ïðè ñðàáàòûâàíèè áóäóò íå
ïëàâèòüñÿ, à èñïàðÿòüñÿ! Îá ýòîì ìàëåíü-
êîì, íî íåîáõîäèìîì ÷óäå ïîäðîáíî ðàññêà-
çàíî, íàïðèìåð, â æóðíàëå «Ïðèáîðû è
òåõíèêà ýêñïåðèìåíòà» (2023, ¹ 3, ñ. 46).

Ðèñ. 5. Ïðåäîõðàíèòåëü ñ ðàçðÿäíèêîì
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Ââåäåíèå
Â ñòàòüå [1] îáñóæäàëàñü îäíà î÷åíü

êðàñèâàÿ è âàæíàÿ çàäà÷à, ñâÿçàííàÿ ñ
ðàñêðàñêîé ïîäìíîæåñòâ êîíå÷íîãî ìíî-
æåñòâà. Â ýòîò ðàç ìû âåðíåìñÿ ê ýòîé
çàäà÷å, íî ïîñìîòðèì íà íåå ñ ñîâñåì
äðóãîé ñòîðîíû. Íà÷íåì ñ óòâåðæäåíèÿ,
êîòîðîå íîñèò, ïî ñóòè, îëèìïèàäíûé õà-
ðàêòåð.

Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü äàíî íåêîòîðîå
êîíå÷íîå ìíîæåñòâî R. Ïóñòü M � íåêî-
òîðàÿ ñîâîêóïíîñòü ðàçëè÷íûõ ïîäìíî-
æåñòâ ìíîæåñòâà R, ïðè÷åì êàæäîå èç
ïîäìíîæåñòâ, ïðèíàäëåæàùèõ ñîâîêóï-
íîñòè M, ñîäåðæèò õîòÿ áû 2 ýëåìåíòà
è êàæäûå äâà ïîäìíîæåñòâà èìåþò õîòÿ
áû 2 îáùèõ ýëåìåíòà. Òîãäà ìîæíî òàê
ïîêðàñèòü ìíîæåñòâî R â äâà öâåòà
(ò.å. òàê ïðèñâîèòü êàæäîìó ýëåìåíòó
èç R îäèí èç äâóõ öâåòîâ), ÷òîáû êàæäîå
ïîäìíîæåñòâî èç ñîâîêóïíîñòè M áûëî
íåîäíîöâåòíûì (ò.å. ñîäåðæàëî ýëåìåí-
òû îáîèõ öâåòîâ).
Ñèëà óòâåðæäåíèÿ 1 â òîì, ÷òî îíî âåðíî

âíå çàâèñèìîñòè îò êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ â
ìíîæåñòâå R è îò êîëè÷åñòâà ïîäìíî-
æåñòâ, ñîñòàâëÿþùèõ ñîâîêóïíîñòü M.
Îäíàêî â íåì åñòü è íåêîòîðîå ñóùåñòâåí-
íîå îãðàíè÷åíèå. À èìåííî, êàæäûå äâà
ïîäìíîæåñòâà ïåðåñåêàþòñÿ õîòÿ áû ïî
äâóì ýëåìåíòàì. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè äîêà-
çàòåëüñòâå ýòèì è íóæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ.
×òî æ, äàâàéòå!

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 1. Çàíó-
ìåðóåì â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå ýëåìåíòû
ìíîæåñòâà R. Ó êàæäîãî ïîäìíîæåñòâà èç
ñîâîêóïíîñòè M ïîêðàñèì â êðàñíûé öâåò
ïîñëåäíèé ýëåìåíò (ò.å. ýëåìåíò ýòîãî ïîä-
ìíîæåñòâà, èìåþùèé ñàìûé áîëüøîé íî-
ìåð). Åñëè â R îñòàíóòñÿ íåïîêðàøåííûå
ýëåìåíòû, âñåì èì ïðèñâîèì ñèíèé öâåò.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïîäìíîæåñòâ, â êîòîðûõ
âñå ýëåìåíòû ñèíèå, íå áûâàåò, âåäü ïîñëåä-
íèé ýëåìåíò êàæäîãî ïîäìíîæåñòâà êðàñ-
íûé. Äîïóñòèì, êàêîå-òî ïîäìíîæåñòâî A
öåëèêîì êðàñíîå, ò.å. â íåì íåò ñèíèõ
ýëåìåíòîâ. Ïîñìîòðèì íà ýëåìåíò A, èìåþ-
ùèé â ýòîì ïîäìíîæåñòâå íàèìåíüøèé
íîìåð. Ïî÷åìó îí êðàñíûé? À ïîòîìó, ÷òî
åñòü åùå îäíî ïîäìíîæåñòâî B, â êîòîðîì
ýòîò ýëåìåíò, íàîáîðîò, èìååò ñàìûé áîëü-
øîé íîìåð. Çíà÷èò, ýòî åäèíñòâåííûé îá-
ùèé ýëåìåíò ó A è B, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
óñëîâèþ óòâåðæäåíèÿ, êîòîðîå ãîâîðèò,
÷òî 2A B∩  (ìîäóëåì ìû îáîçíà÷àåì
ìîùíîñòü ìíîæåñòâà, ò.å. êîëè÷åñòâî åãî
ýëåìåíòîâ). Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî öåëèêîì êðàñ-
íûõ ïîäìíîæåñòâ òîæå íå áûâàåò, è óòâåðæ-
äåíèå 1 äîêàçàíî.
Â ñòàòüå [1] åñòü î÷åíü áëèçêèé ôàêò,

ðàñïîëîæåííûé â ðàçäåëå ïðî æàäíûé
àëãîðèòì. Îäíàêî çäåñü ìû ñîâñåì èíà÷å
ñòàíåì ðàçâèâàòü òåìó.
Ïðåæäå ÷åì ïåðåõîäèòü ê ðàçâèòèþ, íà-

ïîìíèì åùå ðÿä òåðìèíîâ, êîòîðûå åñòü,
íàïðèìåð, âñå â òîé æå ñòàòüå [1]. Èòàê,
ïàðà ,H R M  íàçûâàåòñÿ ãèïåðãðàôîì.
Ýòî î÷åíü åñòåñòâåííî! Â ñàìîì äåëå, åñëè
ñîâîêóïíîñòü M  ñîñòîèò èç äâóõýëåìåíò-
íûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà R, òî îáðàçó-
åòñÿ îáûêíîâåííûé ãðàô: ýëåìåíòû ìíî-
æåñòâà R � ýòî åãî âåðøèíû, à ýëåìåíòû
ñîâîêóïíîñòè M � ýòî åãî ðåáðà (ïàðû
âåðøèí). Â îáùåì ñëó÷àå «ðåáðà» ñîñòîÿò
èç ëþáîãî ÷èñëà âåðøèí. Äëÿ ðèñîâàíèÿ
ýòî íå î÷åíü óäîáíî. Áóäåì èñïîëüçîâàòü

êàðòèíêè òèïà òîé, ÷òî
ìîæíî âèäåòü íà ðè-
ñóíêå 1. Ïîëó÷àåòñÿ
ýäàêàÿ «êàñòðþëüêà ñ
ñàðäåëüêàìè». Íî
îáúåêò âàæíûé, è íèæå
ìû ïðîäîëæèì ó÷èòü-
ñÿ ðàáîòàòü ñ íèì.Ðèñ. 1
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Äàâàéòå åùå íàçîâåì õðîìàòè÷åñêèì

÷èñëîì ãèïåðãðàôà H âåëè÷èíó H , ðàâ-
íóþ íàèìåíüøåìó êîëè÷åñòâó öâåòîâ, â
êîòîðûå ìîæíî òàê ïîêðàñèòü âñå âåðøèíû
(ýëåìåíòû ìíîæåñòâà R), ÷òîáû âñå ðåáðà
áûëè íåîäíîöâåòíûìè. Ïîíÿòíî, ÷òî õðî-
ìàòè÷åñêîå ÷èñëî íå èìååò ñìûñëà,
åñëè â ãèïåðãðàôå åñòü ðåáðà èç îäíîé
âåðøèíû èëè � î óæàñ! � ïóñòûå ðåáðà.
Ïîýòîìó âñþäó äàëåå ìû ñ÷èòàåì, ÷òî

2A  äëÿ ëþáîãî A M . Òàêæå íà ðàñ-
êðàñêó íå âëèÿþò êðàòíûå ðåáðà, è ìû íå
ñòàíåì èõ ðàññìàòðèâàòü. Â íîâûõ òåðìè-
íàõ óòâåðæäåíèå 1 çâó÷èò òàê: Åñëè ó
äàííîãî ãèïåðãðàôà H êàæäûå äâà ðåáðà
èìåþò íå ìåíåå äâóõ îáùèõ âåðøèí, òî

2H . Âåðíåå, 2H , âåäü âðÿä ëè
íàì èíòåðåñíî èìåòü äåëî ñ ãèïåðãðàôîì,
â êîòîðîì âîîáùå íåò íè îäíîãî ðåáðà.
Íàêîíåö, íàïîìíèì, ÷òî ãèïåðãðàô íà-

çûâàåòñÿ n-îäíîðîäíûì, åñëè â êàæäîì åãî
ðåáðå ðîâíî n âåðøèí. Îáûêíîâåííûé
ãðàô � ýòî 2-îäíîðîäíûé ãèïåðãðàô.Ïåðåñåêàþùèéñÿ ãèïåðãðàô
Ìû óæå çíàåì, ÷òî åñëè ó ãèïåðãðàôà

ðåáðà ïåðåñåêàþòñÿ äîñòàòî÷íî ñèëüíî (ïî
äâóì è áîëåå âåðøèíàì), òî åãî õðîìàòè-
÷åñêîå ÷èñëî ðàâíî äâóì. À ÷òî, åñëè ðåáðà
ïðîñòî ïîïàðíî ïåðåñåêàþòñÿ? Òàêîé ãè-
ïåðãðàô ïðèíÿòî íàçûâàòü ïåðåñåêàþùèì-
ñÿ. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ó ïåðåñåêàþùåãîñÿ
ãèïåðãðàôà õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî íå áîëü-
øå òðåõ!
Óòâåðæäåíèå 2. Åñëè ãèïåðãðàô

,H R M  ïåðåñåêàþùèéñÿ, òî 3H .
Ñåé÷àñ ìû åãî äîêàæåì, îáîáùèâ èäåþ

äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ 1.
Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 2. Äåé-

ñòâóåì ñíà÷àëà â òî÷íîñòè òàê æå, êàê â
äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäåíèÿ 1. Íóìåðóåì
ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì âåðøèíû èç R .
Ïîñëåäíþþ âåðøèíó êàæäîãî ðåáðà êðà-
ñèì â êðàñíûé öâåò. Îñòàâøèåñÿ âåðøèíû
äåëàåì ñèíèìè. Ïîíÿòíî, ÷òî öåëèêîì ñè-
íèõ ðåáåð íåò. Íî âîò öåëèêîì êðàñíûå
ðåáðà òåïåðü ìîãóò áûòü. Äàâàéòå ïîñëåä-
íþþ âåðøèíó êàæäîãî òàêîãî ðåáðà ïåðå-
êðàñèì â çåëåíûé öâåò. ßñíî, ÷òî ñèíèõ
ðåáåð ïî-ïðåæíåìó íåò è êðàñíûõ ðåáåð
îòíûíå íåò òîæå. Íî âäðóã åñòü çåëåíîå

ðåáðî A? Ïîñìîòðèì òîãäà íà åãî ïåðâóþ
âåðøèíó. Îíà çåëåíàÿ ïîòîìó, ÷òî åñòü
ðåáðî B, êîòîðîå ñïåðâà îêàçàëîñü öåëè-
êîì êðàñíûì è â êîòîðîì ýòà âåðøèíà
ïîñëåäíÿÿ. Â ñâîþ î÷åðåäü, ïåðâàÿ âåðøè-
íà ðåáðà B ïîòîìó ñïåðâà êðàñíàÿ, ÷òî îíà
ïîñëåäíÿÿ â íåêîòîðîì ðåáðå C. Â èòîãå
ïîëó÷àåì ðèñóíîê 2, èç êîòîðîãî âèäíî,
÷òî A è C íå ïåðå-
ñåêàþòñÿ. Íî ó íàñ
êàæäûå äâà ðåáðà
èìåþò íåïóñòîå ïå-
ðåñå÷åíèå. Âîçíè-
êàåò ïðîòèâîðå÷èå,
è, ñòàëî áûòü, â M
è çåëåíûå ðåáðà îò-
ñóòñòâóþò. Óòâåð-
æäåíèå 2 äîêàçàíî.
Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ó íåïóñòîãî ïåðåñåêàþ-

ùåãîñÿ ãèïåðãðàôà õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî
ìîæåò ïðèíèìàòü òîëüêî äâà çíà÷åíèÿ: 2
èëè 3. Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: à
åñòü ëè êàêèå-òî ñòðóêòóðíûå ðàçëè÷èÿ
ìåæäó ïåðåñåêàþùèìèñÿ ãèïåðãðàôàìè ñ
õðîìàòè÷åñêèì ÷èñëîì, ðàâíûì 2, è ïåðå-
ñåêàþùèìèñÿ ãèïåðãðàôàìè ñ õðîìàòè÷åñ-
êèì ÷èñëîì, ðàâíûì 3? Èíòóèòèâíî ìîæåò
ïîêàçàòüñÿ, ÷òî, íàïðèìåð, ÷èñëî ðåáåð
äîëæíî êàê-òî âëèÿòü íà ñëîæíîñòü ïîêðàñ-
êè. Îäíàêî êàðòèíà â íåêîòîðîì ñìûñëå
ïðÿìî ïðîòèâîïîëîæíàÿ! Äåéñòâèòåëüíî,
ðàññìîòðèì ãèïåðãðàô, ó êîòîðîãî âñå ðåá-
ðà ñîäåðæàò ðîâíî îäíó îáùóþ âåðøèíó, �
ýäàêèé öâåòîê (ðèñ. 3). Î÷åâèäíî, ëåïåñò-
êîâ-ðåáåð ìîæíî
ïîñòðîèòü ñêîëü
óãîäíî ìíîãî, à õðî-
ìàòè÷åñêîå ÷èñëî
áóäåò âñåãäà ðàâíî
äâóì. Îêàçûâàåòñÿ,
âîïðåêè èíòóèöèè,
÷òî ó ãèïåðãðàôîâ
ñ õðîìàòè÷åñêèì
÷èñëîì 3 ñëèøêîì ìíîãî ðåáåð áûòü íå
ìîæåò. Îá ýòîì ìû è ïîãîâîðèì â îñòàâ-
øåéñÿ ÷àñòè ñòàòüè. À çäåñü åùå äîáàâèì,
÷òî, îáîáùàÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèé
1 è 2, ÷èòàòåëü ìîæåò ñàìîñòîÿòåëüíî
äîêàçàòü ñëåäóþùèé çàìå÷àòåëüíûé ïðè-
çíàê òîãî, ÷òî õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî ãèïåð-
ãðàôà íå áîëüøå íåêîòîðîãî ÷èñëà r.

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3
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Ïðèçíàê ðàñêðàøèâàåìîñòè. Åñëè ñó-

ùåñòâóåò òàêàÿ íóìåðàöèÿ âåðøèí ãè-
ïåðãðàôà ,H R M , ÷òî â íåì îòñóò-
ñòâóþò öåïî÷êè ðåáåð 1A , ..., rA , â êîòî-
ðûõ íîìåðà âåðøèí ðåáðà iA  ìåíüøå íîìå-
ðà îáùåé âåðøèíû ðåáåð iA  è 1iA +

, à
íîìåðà âåðøèí ðåáðà 1iA

+
 áîëüøå íîìåðà

îáùåé âåðøèíû ðåáåð iA  è 1iA +
 (ðèñ. 4), òî

H r.

Ýòîò ïðèçíàê, íà ñàìîì äåëå, ÿâëÿåòñÿ
êðèòåðèåì, ò.å. îáðàòíîå òîæå âåðíî. Ïî-
ïðîáóéòå ýòî äîêàçàòü.

Âåðõíÿÿ îöåíêà ÷èñëà ðåáåð
Óäîáíåå è íàãëÿäíåå ðàáîòàòü ñ îäíîðîä-

íûìè ãèïåðãðàôàìè. Â ñóùíîñòè, åñëè ìû
ïîéìåì, êàê îíè óñòðîåíû, òî ïîëó÷èì
íåêîòîðîå ïðåäñòàâëåíèå è î ïðîèçâîëü-
íîì ãèïåðãðàôå, âåäü ìíîæåñòâî åãî ðåáåð
âñåãäà ìîæíî ðàçáèòü íà ïîäìíîæåñòâà, â
êîòîðûõ ðåáðà èìåþò îäèíàêîâûå ìîùíî-
ñòè (÷èñëà âåðøèí). Äîêàæåì ñëåäóþùóþ
òåîðåìó.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ,H R M  � ïåðåñå-
êàþùèéñÿ n-îäíîðîäíûé ãèïåðãðàô ñ õðî-
ìàòè÷åñêèì ÷èñëîì 3. Òîãäà ÷èñëî åãî
ðåáåð íå áîëüøå n

n .
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Ïðåäïîëî-

æèì ïðîòèâíîå: n
nM . Ðàññìîòðèì ëþ-

áîå ðåáðî A M . Ðàçóìååòñÿ, A n è âñå
îñòàëüíûå ðåáðà ïåðåñåêàþòñÿ ñ A. Ïî
ïðèíöèïó Äèðèõëå íàéäåòñÿ âåðøèíà â A,
êîòîðàÿ ñîäåðæèòñÿ áîëåå ÷åì â 1n

n  ðåá-
ðàõ. Äàâàéòå ñ÷èòàòü óñòàíîâëåííûé ôàêò
áàçîé èíäóêöèè äëÿ ñëåäóþùåãî óòâåðæ-
äåíèÿ: åñëè i n, òî íàéäóòñÿ âåðøèíû

1, , ix x… R, êîòîðûå îäíîâðåìåííî âõî-
äÿò áîëåå ÷åì â n i

n  ðåáåð. Ñðàçó ÿñíî, ÷òî
åñëè ìû äîêàæåì ýòî óòâåðæäåíèå, òî

Ðèñ. 5

Ðèñ. 4

âîçíèêíåò ïðîòèâîðå÷èå, âåäü ïðè i n
ïîëó÷èòñÿ n âåðøèí, êîòîðûå îáðàçóþò
áîëåå 1 ðåáðà (à êðàòíûõ ðåáåð ó íàñ íåò).
×òî æ, äàâàéòå ñäåëàåì ïðåäïîëîæåíèå
èíäóêöèè è îñóùåñòâèì åå øàã. Ïóñòü äëÿ
íåêîòîðîãî i n (çäåñü çíàê ñòðîãîãî íåðà-
âåíñòâà, òàê êàê ýòî ïðåäïîëîæåíèå èí-
äóêöèè è ýòî áóäåò âàæíî íèæå) íàéäåíû
òàêèå âåðøèíû 1, , ix x…  è ðåáðà 1, , sA A… ,

n is n , ÷òî äëÿ ëþáîãî 1, ,k s…  âûïîë-
íåíî 1, , i kx x A…  (ðèñ. 5). Ïîêàæåì, ÷òî
ñóùåñòâóåò ðåáðî B, êîòîðîå íå ïåðåñåêàåò-
ñÿ ñ ìíîæåñòâîì 1, , ix x… . Äåéñòâèòåëüíî,
â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âñå ðåáðà ãèïåðãðàôà
èìåëè áû íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñ 1, , ix x… .
Íî òîãäà ìû ìîãëè áû ïîêðàñèòü âåðøèíû
èç 1, , ix x…  â êðàñíûé öâåò, à âñå îñòàëü-
íûå âåðøèíû � â ñèíèé öâåò. Â êàæäîì
ðåáðå áûëè áû êðàñíûå âåðøèíû, âåäü îíî
ïåðåñåêàåòñÿ ñ 1, , ix x… , è â êàæäîì æå
ðåáðå áûëè áû ñèíèå âåðøèíû, âåäü i n è
ëþáîå ðåáðî, ïåðåñåêàþùåå 1, , ix x… , âñå-
òàêè èìååò è âåðøèíû âíå 1, , ix x… . Ïðî-
òèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî 3H . Èòàê, åñòü
ðåáðî B, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ

1, , iB x x∩ … . Êàê è ëþáîå äðóãîå ðåá-
ðî ãèïåðãðàôà, îíî ïåðåñåêàåòñÿ ñî âñåìè
îñòàëüíûìè ðåáðàìè. Â ÷àñòíîñòè, îíî
ïåðåñåêàåòñÿ è ñ ðåáðàìè 1, , sA A…  . Ñíîâà
ïîëüçóåìñÿ ïðèíöèïîì Äèðèõëå, ñîãëàñíî
êîòîðîìó íàéäåòñÿ âåðøèíà 1ix  èç B,
êîòîðàÿ ïðèíàäëåæèò, êàê ìèíèìóì,

1n i
s n n  ðåáðàì èç ìíîæåñòâà 1, , sA A… .
Âñå ýòè ðåáðà óæå ñîäåðæàëè âíóòðè ìíî-
æåñòâî 1, , ix x… , à çíà÷èò, âìåñòå ñ íîâîé
âåðøèíîé 1ix   îíè ñîäåðæàò è ìíîæåñòâî

1 1, , ix x… . Øàã èíäóêöèè ñäåëàí, è òåî-
ðåìà 1 äîêàçàíà.
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Â ýòîì ðàçäåëå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî îöåí-

êà èç òåîðåìû 1 äîâîëüíî òî÷íàÿ.
Òåîðåìà 2. Ñóùåñòâóåò ïåðåñåêàþùèé-

ñÿ n-îäíîðîäíûé ãèïåðãðàô ,H R M  ñ
õðîìàòè÷åñêèì ÷èñëîì 3, ó êîòîðîãî

1 1 1 1
!

1! 2! 3! !
n

n
…M .

Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê äîêàçàòåëüñòâó,
îáñóäèì ðàçíèöó ìåæäó îöåíêàìè â òåîðå-
ìàõ 1 è 2. Íåêîòîðûå èç ÷èòàòåëåé çíàþò,
÷òî âûðàæåíèå, ñòîÿùåå â ñêîáêàõ, ïîõî-
æå íà ðÿä, êîòîðûé ñõîäèòñÿ ê èçâåñòíîìó
÷èñëó e 2,718281828459045� Íà ñàìîì
äåëå, òàì íå õâàòàåò îäíîãî ñëàãàåìîãî,
òàê ÷òî ýòî äàæå íå e, à íå÷òî âðîäå 1e .
Íî ýòî çíàíèå íå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì â
íàøåì ñëó÷àå. Ïîíÿòíî, ÷òî â ñêîáêàõ
íàïèñàíî íå÷òî îãðàíè÷åííîå ïðè n , è
òàì óæ õîòü íà êîìïüþòåðå, íàïðèìåð,
ìîæíî óâèäåòü, ÷òî ñ ðîñòîì n âûðàæåíèå
ñòàíîâèòñÿ âñå áîëåå ïîõîæèì íà 1,71828�
Ãîðàçäî âàæíåå ïîíÿòü, êàê ñîîòíîñÿòñÿ
âåëè÷èíû n! è n

n  èç òåîðåìû 1. Ñîâñåì
ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî 2

! 2 n
n n , âåäü ñðå-

äè ñîìíîæèòåëåé, îáðàçóþùèõ ôàêòîðè-
àë, åñòü, êàê ìèíèìóì, 2n  ÷èñåë, êàæäîå
èç êîòîðûõ áîëüøå 2n . Çàçîð ìåæäó ýòîé
îöåíêîé è îöåíêîé n

n  äîâîëüíî âåëèê:
îòíîøåíèå äâóõ îöåíîê � ýòî 22 n

n . Íà
ñàìîì äåëå, ìû ÷åðåñ÷óð îãðóáèëè îöåíêó
ôàêòîðèàëà. Åñëè çíàòü îïðåäåëåíèå ÷èñ-
ëà e, òî íåñëîæíî äîêàçàòü ïî èíäóêöèè
(ìû íå ñòàíåì ýòîãî äåëàòü), ÷òî !

n
n n e ,

à óæå òàêàÿ âåëè÷èíà ëèøü â ne  ðàç ìåíüøå
âåðõíåé ãðàíèöû.1 Äîâîëüíî çàáàâíî, íà-
âåðíîå, ÷èòàòü ïðî ne , ÷òî ýòî ìåëî÷ü. Íåò,
ñîâñåì íå ìåëî÷ü! Íî âñå æå ýòî ñèëüíî
ìåíüøå, ÷åì nn . Â ñëåäóþùåì � ïîñëåä-

íåì � ðàçäåëå íàñòîÿùåé ñòàòüè ìû îáñóäèì
äàëüíåéøèå óëó÷øåíèÿ îöåíîê, à ñåé÷àñ ïå-
ðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Áóäåì ñòðî-

èòü ãèïåðãðàô ,n n nH R M  äëÿ êàæäîãî n
ñ ïîìîùüþ èíäóêöèè ïî 2n . Áàçîé ïî-
ñëóæèò îáûêíîâåííûé ãðàô. À èìåííî, â
êà÷åñòâå «ãèïåðãðàôà» 2H  âîçüìåì ïðîñòî
òðåóãîëüíèê, ò.å. ïîëíûé ãðàô íà òðåõ
âåðøèíàõ. Ýòîò (ãèïåð)ãðàô ïåðåñåêàþ-
ùèéñÿ, ó íåãî õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî 3 è

÷èñëî åãî ðåáåð ðàâíî 
1

3 2! 1
2

.

Ïóñòü ãèïåðãðàô ,n n nH R M  óæå ïîñò-
ðîåí. Ïîñòðîèì 1nH . Äëÿ ýòîãî âîçüìåì
ëþáîå ìíîæåñòâî A ìîùíîñòè n 1, êîòî-
ðîå íå èìååò îáùèõ ýëåìåíòîâ ñ ìíîæå-
ñòâîì nR . Ïîëîæèì 1n n A∪R R . Äëÿ êàæ-

äîãî ðåáðà nB M  ðàññìîòðèì n + 1 íîâûõ
ðåáåð âèäà B a∪ , ãäå a A. Îòïðàâëÿåì

âñå ýòè ðåáðà â ìíîæåñòâî 1nM , à òàêæå
äîáàâëÿåì òóäà A â êà÷åñòâå åùå îäíîãî
ðåáðà. Î÷åâèäíî, ÷òî ãèïåðãðàô 1nH  ïåðå-
ñåêàþùèéñÿ è â 2 öâåòà íå êðàñèòñÿ.
Îñòàåòñÿ ëèøü ïîñ÷èòàòü åãî ðåáðà:

1 1 1n nnM M

1 1 1 1
1 ! 1

1! 2! 3! !
n n

n
…

1 1 1 1
1

1! 2! 3! 1 !
n

n
… .

Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.×òî æå äàëüøå?
Äàâàéòå îáîçíà÷èì M n  ìàêñèìàëüíîå

÷èñëî ðåáåð â ïåðåñåêàþùåìñÿ n-îäíîðîä-
íîì ãèïåðãðàôå ñ õðîìàòè÷åñêèì ÷èñëîì
3. Ìû çíàåì, ÷òî

1 1 1 1
!

1! 2! 3! !
nn M n n

n
… .

Îáà ýòèõ ðåçóëüòàòà èçâåñòíû ñ 70-õ ãîäîâ
ÕÕ âåêà. Ñàìà çàäà÷à îòûñêàíèÿ âåëè÷èíû
M n  áûëà ïîñòàâëåíà â ñòàòüå Ï.Ýðäåøà2

1 Åñëè ãîâîðèòü ñîâñåì òî÷íî, òî èçâåñòíà
òàê íàçûâàåìàÿ ôîðìóëà Ñòèðëèíãà, êîòîðàÿ
óòâåðæäàåò, ÷òî ! 2

n
n n n e∼ . Ïîäðàçóìåâà-

åòñÿ, ÷òî îòíîøåíèå ôàêòîðèàëà è âûðàæåíèÿ,
ñòîÿùåãî â ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû, ñòðåìèòñÿ
ê 1 ïðè n . Ýòà ôîðìóëà î÷åíü êðàñèâà, èáî
ñîäåðæèò îáå «ìèðîâûå êîíñòàíòû» e è . Íî
åå äîêàçàòåëüñòâî òðóäíîå, è çäåñü ìû åãî äàæå
íå êàñàåìñÿ.

2 Ï.Ýðäåø (1913�1996) � àâòîð áîëåå 1500
ñòàòåé ïî êîìáèíàòîðèêå, òåîðèè ãðàôîâ, äèñ-
êðåòíîé ãåîìåòðèè è òåîðèè ÷èñåë, ñîçäàòåëü
Ìåæäóíàðîäíîé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëû ÕÕ è
ÕÕI âåêîâ.



Ê Â À Í T  $ 2 0 2 4 / ¹ 5 � 612
è Ë.Ëîâàñà3  � äâóõ êëàññèêîâ ñîâðåìåí-
íîé êîìáèíàòîðèêè, êîòîðàÿ âûøëà â 1973
ãîäó.
Äîëãîå âðåìÿ ñóùåñòâîâàëà ãèïîòåçà

Ýðäåøà�Ëîâàñà, ÷òî íèæíÿÿ îöåíêà íå-
óëó÷øàåìà. Îäíàêî â 1996 ãîäó Ï.Ôðàíêë,
Ê.Îòà è Í.Òîêóøèãå â ñîâìåñòíîé ðàáîòå
îïðîâåðãëè åå, äîêàçàâ, ÷òî 2

n
M n n .

Ýòà îöåíêà îòëè÷àåòñÿ îò ñâîåé ïðåäøå-
ñòâåííèöû ïðèìåðíî â 2

n
e  ðàç, ÷òî âåñü-

ìà çíà÷èòåëüíî. Äî ñèõ ïîð åå íèêòî íå
ñìîã óëó÷øèòü.
Èñòîðèÿ âåðõíèõ îöåíîê áîëåå äëèííàÿ.

Â 1994 ãîäó Æ.Òóçà ñîâñåì ÷óòü-÷óòü
óòî÷íèë îöåíêó nn , çàìåíèâ åå íà
1 1 ne f n n , ãäå f n  � íåêîòîðàÿ ôóí-
êöèÿ, ñòðåìÿùàÿñÿ ê íóëþ ñ ðîñòîì n. Â
2011 ãîäó Ä.×åðêàøèí ïîêàçàë, ÷òî ñóùå-
ñòâóåò êîíñòàíòà c 0, ñ êîòîðîé

1 2nM n cn . Â 2017 ãîäó À.Àðìàí è Ò.Ðåò-
òåð ñäåëàëè äàëüíåéøåå óòî÷íåíèå îöåíêè,
óñòàíîâèâ, ÷òî 11 nM n g n n , ãäå
g n  � ñíîâà íåêîòîðàÿ ñòðåìÿùàÿñÿ ê
íóëþ ôóíêöèÿ. Â 2019 ãîäó Ï.Ôðàíêë
(òîò æå, ÷òî è ñîàâòîð òåêóùåãî ðåêîðäà

3 Ë.Ëîâàñ (ðîäèëñÿ â 1948 ã.) � òðèæäû
çîëîòîé ìåäàëèñò Ìåæäóíàðîäíîé ìàòåìàòè-
÷åñêîé îëèìïèàäû, ñîçäàòåëü íåñêîëüêèõ êëàñ-
ñè÷åñêèõ ìåòîäîâ â êîìáèíàòîðèêå, â íàñòîÿ-
ùåå âðåìÿ ïðåçèäåíò Âåíãåðñêîé àêàäåìèè
íàóê.

äëÿ îöåíêè ñíèçó) ðåçêî ïðîäâèíóëñÿ è
ïîëó÷èë îöåíêó

1 4cn nM n e n ,

ãäå c � íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàí-
òà. Ñåé÷àñ òóò ðåêîðä âñå æå íå ó Ôðàíêëà.
Â 2023 ê çàäà÷å ïîäêëþ÷èëñÿ Ä.Çàõàðîâ.
Ýòî çàìå÷àòåëüíûé ìîëîäîé ìàòåìàòèê,
êîòîðûé íåñêîëüêî ëåò íàçàä ïðîñëàâèë-
ñÿ, êîãäà, åùå áóäó÷è øêîëüíèêîì, ñìîã
äîñòè÷ü ïðîðûâà â îäíîé èçâåñòíîé ñòàðîé
ïðîáëåìå êîìáèíàòîðíîé ãåîìåòðèè (ñì.
[2], [3]). Åãî îöåíêà âûãëÿäèò òàê:

1 2 h n
n nM n e n ,

ãäå h n  � îïÿòü-òàêè íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ,
ñòðåìÿùàÿñÿ ê íóëþ.
Òàêèì îáðàçîì, â èòîãå èìååì ïîêà öå-

ïî÷êó íåðàâåíñòâ
1 2

2
h nn n n

n M n e n

è íåïî÷àòûé êðàé ðàáîòû âïåðåäè!Ëèòåðàòóðà
1. À.Ðàéãîðîäñêèé. Îäíà çàäà÷à î ðàñêðàñ-

êå. � «Êâàíò», 2019, ¹8.
2. À.Ðàéãîðîäñêèé. Îñòðîóãîëüíûå ìíîæå-

ñòâà. � «Êâàíò», 2018, ¹3.
3. À.Ì.Ðàéãîðîäñêèé. Îñòðîóãîëüíûå òðåó-

ãîëüíèêè Äàíöåðà�Ãðþíáàóìà (2-å èçäàíèå,
èñïðàâëåííîå è äîïîëíåííîå). � Ì.: ÌÖÍÌÎ,
2022.

ÏÐÈÇÍÀÊ ÄÅËÈÌÎÑÒÈ ÍÀ ÃÐÀÔÅ
Ïîêàæåì, êàê ñ ïîìîùüþ èçîáðà-

æåííîãî íà ðèñóíêå ãðàôà ìîæíî ïðî-
âåðèòü äåëèìîñòü ÷èñëà íà 7. Íàïðè-
ìåð, ðàññìîòðèì ÷èñëî 3248. Áóäåì
äåéñòâîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñòàð-
òóÿ èç áåëîé âåðøèíû, ñäåëàåì 3 øàãà
âäîëü êðàñíûõ ñòðåëîê, çàòåì îäèí
øàã âäîëü ñèíåé ñòðåëêè, çàòåì 2 øàãà
âäîëü êðàñíûõ ñòðåëîê, çàòåì ñíîâà
îäèí øàã âäîëü ñèíåé ñòðåëêè, çàòåì 4
øàãà âäîëü êðàñíûõ è òàê äàëåå. Åñëè
â êîíöå ìû ñíîâà îêàæåìñÿ â áåëîé
âåðøèíå, òî ÷èñëî äåëèòñÿ íà 7. Ïî-
ïðîáóéòå äîêàçàòü ýòîò çàìå÷àòåëü-
íûé ôàêò. Ïîäóìàéòå, êàê ñîîðóäèòü

ãðàô äåëèìîñòè íà 13 è âîîáùå íà
ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî. Êàê áóäåò âûãëÿ-
äåòü ãðàô äåëèìîñòè íà 7, åñëè ìû
íà÷íåì äâèæåíèåì ïî ãðàôó ñ ìëàäøèõ
ðàçðÿäîâ?



Ôèçèêàè ìåòàôèçèêàÂñåëåííîé
À.ÑÒÀÑÅÍÊÎ

Ìîÿ ðåëèãèÿ � ýòî ãëóáîêî ïðî÷óâ-ñòâîâàííàÿ óâåðåííîñòü â ñóùåñòâîâà-íèè Âûñøåãî Èíòåëëåêòà, êîòîðûé îò-êðûâàåòñÿ íàì â äîñòóïíîì ïîçíàíèþìèðå. Àëüáåðò Ýéíøòåéí
Êòî èç çäðàâîìûñëÿùèõ øêîëüíèêîâ è

ñòóäåíòîâ íå ñëûøàë î òðåõ óðàâíåíèÿõ
Íüþòîíà, ÷åòûðåõ óðàâíåíèÿõ Ìàêñâåë-
ëà, �, â êîíöå êîíöîâ, î òîì, ÷òî êâàíòî-
âûå ýëåêòðîäèíàìèêà è õðîìîäèíàìèêà
ïðåäïîëàãàþò 3 1 -ìåðíîå ïðîñòðàí-
ñòâî, � íó, êîíå÷íî, òðè ïðîñòðàíñòâåííûå
è îäíó âðåìåííýþ êîîðäèíàòû.

Áîëåå òîãî, ýòî çàãàäî÷íîå ñî÷åòàíèå
«3+1», ïîõîæå, áûëî èçâåñòíî è íà Íèêåé-
ñêîì Âñåëåíñêîì ñîáîðå (325 ã.) è ñîîá-
ùåíî íàðîäàì íà ÿçûêå, ïðèåìëåìîì äëÿ
ìàññ. Ïîïûòàåìñÿ ðàñøèôðîâàòü åãî ïî-
ëîæåíèÿ (âûäåëåííûå êóðñèâîì), ñîïîñ-
òàâëÿÿ ñ ñîâðåìåííûìè çíàíèÿìè. Íå îêà-
æåòñÿ ëè ïðè ýòîì, ÷òî ôèçèêà Âñåëåííîé
òîæå îïèðàåòñÿ íà ÷åòûðå ôóíäàìåíòàëü-
íûå ñòîëïà�
1. Áîã Îòåö, Âñåäåðæèòåëü, Òâîðåö

íåáó è çåìëè � âñåìèðíîå òÿãîòåíèå, ñî-
áðàâøåå êîñìè÷åñêîå âåùåñòâî â òÿæåëûå
ãîðÿ÷èå çâåçäû (ÿäåðíûå ðåàêòîðû) è
ïðîõëàäíûå ïëàíåòû. Çäåñü öàðñòâóåò ôóí-
äàìåíòàëüíàÿ êîíñòàíòà � ïîñòîÿííàÿ òÿ-
ãîòåíèÿ 11 2 26,67 10 Í ì êãG . «Òÿãîòå-
íèå � íåêîòîðûé íàèáîëåå íåóëîâèìûé áî-
æåñòâåííûé äóõ», � òàê ñ÷èòàë Èñààê
Íüþòîí.
2. Åäèíûé Ãîñïîäü Èèñóñ Õðèñòîñ, Ñûí

Áîæèè, Åäèíîðîäíûé, Èæå îò Îòöà ðîæ-
äåííûé, Ñâåò îò Ñâåòà � èçëó÷åíèå
Ñîëíöà è âñåé Âñåëåííîé, ïîñûëàåìîå íà
Çåìëþ ðàäè ÷åëîâåêà è åãî ñïàñåíèÿ. Çäåñü

DOI: https: doi.org 10.4213 kvant20240503



Ó × Å Í Û Å   Ð À Ç Ì Û Ø Ë ß Þ Ò 14
òðè êîíñòàíòû: ñêîðîñòü ñâåòà â âàêóóìå

83 10 ì ññ ; ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà
346 10 Äæ ñh , ñâÿçàííàÿ ñ ýíåðãèåé h

êâàíòà ÷àñòîòû ; ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà
231,4 10 Äæ Êk , îïðåäåëÿþùàÿ ñðåä-

íþþ òåïëîâóþ ýíåðãèþ kT.
3. Äóõ Ñâÿòûé, æèçíè ïîäàòåëü, Èæå

îò Îòöà èñõîäÿùèé � òåïëîòà, ïðèíåñåí-
íàÿ èçëó÷åíèåì è áåðåãóùàÿ âñåõ æèâûõ
ñóùåñòâ.
4. �âå÷íî ðîäÿùåé è âå÷íî þíîé Çåì-

ëå � òóò, êîíå÷íî, îïÿòü ïîÿâëÿåòñÿ ïîñòî-
ÿííàÿ Áîëüöìàíà k.
À ÷òî æå äàëüøå? Âî èìÿ ñîõðàíåíèÿ

òåïëîâîãî áàëàíñà ïëàíåòà îáÿçàíà âíîâü
ðîæäàòü ïîòîê êâàíòîâ � âîçâðàùàòü â
êîñìîñ â ñóììå òàêóþ æå ìîùíîñòü, êàêóþ
ïðèíåñëî ïîãëîùåííîå ïàäàþùåå èçëó÷å-
íèå, õîòÿ è â äðóãîì, èíôðàêðàñíîì äèà-
ïàçîíå. Åñòü ëè ó ÷åëîâå÷åñòâà åùå Ó÷å-
íèå, èìåþùåå áîëåå ïðî÷íûé ôèçè÷åñêèé
ôóíäàìåíò?
È ýòî åùå íå âñå.
Çàêîíû ôèçèêè íå ñîçäàþò áåçíàäåæíî

æåñòêî ïðåäíà÷åðòàííóþ ëèíèþ ïîâåäå-
íèÿ. Åñòü ëàçåéêà âî ñïàñåíèå (âñåïðîùå-
íèå, óìèëîñòèâëåíèå) îò æåëåçíîé çàäàí-
íîñòè òðàåêòîðèè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè,
ïàäàþùåé â ïîòåíöèàëüíóþ ÿìó! Ôèçèêà
íå çàêðûâàåò òàêîé âîçìîæíîñòè. Îíà îáåñ-

Âíèìàíèþ íàøèõ ÷èòàòåëåéÏîäïèñàòüñÿ íà æóðíàë «Êâàíò» ìîæíî ñ ëþáîãî íîìåðà â ëþáîì ïî÷òîâîìîòäåëåíèè. Íàø ïîäïèñíîé èíäåêñ â êàòàëîãå «Ïðåññà Ðîññèè» � 90964. Êóïèòüæóðíàë «Êâàíò» âîçìîæíî â ìàãàçèíå «Ìàòåìàòè÷åñêàÿ êíèãà» èçäàòåëüñòâàÌÖÍÌÎ (àäðåñ èíòåðíåò-ìàãàçèíà: biblio.mccme.ru), à òàêæå â ìîñêîâñêèõ êíèæíûõìàãàçèíàõ «Áèáëèî-ãëîáóñ», «Ìîëîäàÿ ãâàðäèÿ», «Ìîñêîâñêèé äîì êíèãè» è âðåäàêöèè æóðíàëà.Àðõèâ âûøåäøèõ íîìåðîâ æóðíàëà «Êâàíò» èìååòñÿ íà ñàéòå http://kvant.ras.ru

ïå÷åíà ïðèíöèïàìè íåîïðåäåëåííîñòè [1,
2]. Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå � ýòî ñîîòíîøå-

íèå 
2

h
p x , ïîçâîëÿþùåå îöåíèòü

«ðàçìàçàííîñòü» â ïðîñòðàíñòâå òðàåêòî-
ðèè x t ; â òåðìîäèíàìèêå � ýòî ñîîòíîøå-

íèå 
1

E k
T
∼ . Çäåñü p è E � èìïóëüñ è

ýíåðãèÿ, h è k � óïîìÿíóòûå ôóíäàìåí-

òàëüíûå êîíñòàíòû.
Â ïðîñòðàíñòâå ïîíÿòèé ïðèìåðîì íåîï-

ðåäåëåííîñòè ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà Ã¸äåëÿ î
íåâîçìîæíîñòè ñîçäàíèÿ îäíîâðåìåííî ïîë-
íîé è íåïðîòèâîðå÷èâîé ñèñòåìû àêñèîì.
À åùå áðîóíîâñêîå áëóæäàíèå ÷àñòèö! À

áèôóðêàöèè â ðåøàþùèé ìîìåíò [3]!
Ó÷åíûå óæå ïîíÿëè, ÷òî äàæå ôóíäà-

ìåíòàëüíûå êîíñòàíòû ñòàðåþò ñî âðåìå-
íåì. Íî êîñìè÷åñêàÿ òðîèöà «Òÿãîòåíèå,
Èçëó÷åíèå, Òåïëîòà» ïëþñ êîðìÿùàÿ Çåì-
ëÿ âñåãäà áóäóò ñîçäàòåëÿìè è õðàíèòåëÿ-
ìè æèçíè. Ëèòåðàòóðà
1. À.Ñòàñåíêî. Áîã ÷òî-òî ñêðûâàåò îò íàñ,

èëè Î ïðèíöèïàõ íåîïðåäåëåííîñòè. �
«Êâàíò»,1993, ¹9 10.
2. À.Ñòàñåíêî. Ïðåäåëû òî÷íîñòè «òî÷íûõ»

íàóê. � «Êâàíò», 2012, ¹5�6.
3. À.Ñòàñåíêî. Áóðèäàíîâ îñåë, èëè Íåìíî-

ãî î áèôóðêàöèè. � «Êâàíò», 2020, ¹2.



Çàäà÷èïî ìàòåìàòèêå è ôèçèêå
Ýòîò ðàçäåë âåäåòñÿ ó íàñ èç íîìåðà â íîìåð ñ ìîìåíòà îñíîâàíèÿ æóðíàëà. Ïóáëèêóåìûå âíåì çàäà÷è íåñòàíäàðòíû, íî äëÿ èõ ðåøåíèÿ íå òðåáóåòñÿ çíàíèé, âûõîäÿùèõ çà ðàìêèøêîëüíîé  ïðîãðàììû. Íàèáîëåå òðóäíûå çàäà÷è îòìå÷àþòñÿ çâåçäî÷êîé. Ïîñëå ôîðìóëèðîâêèçàäà÷è ìû îáû÷íî óêàçûâàåì, êòî íàì åå ïðåäëîæèë. Ðàçóìååòñÿ, íå âñå ýòè çàäà÷è ïóáëèêóþòñÿâïåðâûå.Ðåøåíèÿ çàäà÷ ïî ìàòåìàòèêå è ôèçèêå èç ýòîãî íîìåðà ñëåäóåò îòïðàâëÿòü ïî ýëåêòðîí-íûì àäðåñàì: math@kvant.ras.ru è phys@kvant.ras.ru ñîîòâåòñòâåííî èëè ïî ïî÷òîâîìó àäðåñó:119296 Ìîñêâà, Ëåíèíñêèé ïðîñïåêò, 64-À, «Êâàíò».Óñëîâèÿ êàæäîé îðèãèíàëüíîé çàäà÷è, ïðåäëàãàåìîé äëÿ ïóáëèêàöèè, âìåñòå ñ Âàøèìðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è ïðèñûëàéòå ïî òåì æå àäðåñàì.Çàäà÷è Ì2794 � Ì2796 ïðåäëàãàëèñü íà XLV Òóðíèðå ãîðîäîâ. Çàäà÷è Ì2798 � Ì2801ïðåäëàãàëèñü íà çàêëþ÷èòåëüíîì ýòàïå L Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå.Çàäà÷è Ô2801-Ô2804 ïðåäëàãàëèñü íà ðåãèîíàëüíîì ýòàïå LVII Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäûøêîëüíèêîâ ïî ôèçèêå.Çàäà÷è Ì2794�Ì2801, Ô2801�Ô2808

M2794. Òî÷êè P è Q ëåæàò âíóòðè îêðóæ-
íîñòè  (ðèñ. 1). Ñåðåäèííûé ïåðïåíäè-
êóëÿð ê îòðåçêó PQ ïåðåñåêàåò  â òî÷êàõ
A è D. Îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì D, ïðîõî-
äÿùàÿ ÷åðåç P è Q, ïåðåñåêàåò  â òî÷êàõ

B è C. Îòðåçîê PQ ëåæèò âíóòðè òðåó-
ãîëüíèêà ABC. Äîêàæèòå, ÷òî

ACP BCQ.
À.Çàñëàâñêèé

M2795. Ìîæíî ëè íà ïëîñêîñòè èç êàæäîé
òî÷êè ñ ðàöèîíàëüíûìè êîîðäèíàòàìè âû-
ïóñòèòü ëó÷ òàê, ÷òîáû íèêàêèå äâà ëó÷à íå
èìåëè îáùåé òî÷êè è ïðè ýòîì ñðåäè ïðÿ-
ìûõ, ñîäåðæàùèõ ýòè ëó÷è, íèêàêèå äâå íå
áûëè áû ïàðàëëåëüíû è íå ñîâïàäàëè?

Ï.Êîæåâíèêîâ

M2796. Íàçîâåì ïîëîñêîé êëåò÷àòûé ìíî-
ãîóãîëüíèê, êîòîðûé ìîæíî ïðîéòè öåëè-
êîì, íà÷àâ èç êàêîé-òî åãî êëåòêè è äàëåå
äâèãàÿñü òîëüêî â äâóõ íàïðàâëåíèÿõ �
ââåðõ èëè âïðàâî. Íåñêîëüêî òàêèõ îäèíà-
êîâûõ ïîëîñîê ìîæíî âñòàâèòü äðóã â
äðóãà, ñäâèãàÿ íà âåêòîð 1;1  (ðèñ. 2).
Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé ïîëîñêè, ñîñòî-
ÿùåé èç ÷åòíîãî ÷èñëà êëåòîê, íàéäåòñÿ
òàêîå íå÷åòíîå k, ÷òî åñëè îáúåäèíèòü k

òàêèõ æå ïîëîñîê, âñòàâèâ èõ ïîñëåäîâà-
òåëüíî äðóã â äðóãà, òî ïîëó÷åííûé ìíîãî-
óãîëüíèê ìîæíî áóäåò ðàçäåëèòü ïî ëèíè-
ÿì ñåòêè íà äâå ðàâíûå ÷àñòè. (Íà ðèñóí-
êå 3 ïðèâåäåí ñîîòâåòñòâóþùèé ïðèìåð.)

È.Ìàðêåëîâ, Ñ.Ìàðêåëîâ

M2797. Äëÿ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë

1 20 na a a…  è 1 20 nb b b…

äîêàæèòå íåðàâåíñòâî

1 2

1 2 2 3 1

naa a

n n
…

1 2

1 2 2 3 1

nbb b

n n
…

Ðèñ. 2 Ðèñ. 3
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n na ba b a b

n n
… .

À.Àíòðîïîâ

M2798. Äàíà ïðÿìîëèíåéíàÿ äîðîãà, âû-
ëîæåííàÿ èç çåëåíûõ è êðàñíûõ äîùå÷åê
(äîðîãà � îòðåçîê, ðàçáèòûé íà îòðåçêè-
äîùå÷êè). Öâåòà äîùå÷åê ÷åðåäóþòñÿ; ïåð-
âàÿ è ïîñëåäíÿÿ äîùå÷êè � çåëåíûå. Èçâå-
ñòíî, ÷òî äëèíû âñåõ äîùå÷åê áîëüøå
ñàíòèìåòðà è ìåíüøå ìåòðà, à òàêæå ÷òî
äëèíà êàæäîé ñëåäóþùåé äîùå÷êè áîëüøå
ïðåäûäóùåé. Êóçíå÷èê õî÷åò ïðîïðûãàòü
âïåðåä ïî äîðîãå ïî ýòèì äîùå÷êàì, íàñòó-
ïèâ íà êàæäóþ çåëåíóþ äîùå÷êó õîòÿ áû
îäèí ðàç è íå íàñòóïèâ íè íà îäíó êðàñíóþ
äîùå÷êó (èëè ãðàíèöó ìåæäó ñîñåäíèìè
äîùå÷êàìè). Äîêàæèòå, ÷òî êóçíå÷èê ìî-
æåò ñäåëàòü ýòî òàê, ÷òîáû ñðåäè äëèí åãî
ïðûæêîâ âñòðåòèëîñü íå áîëåå 8 ðàçëè÷-
íûõ çíà÷åíèé.

Ò. Êîðîò÷åíêî

M2799. Äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî n. Èëüÿ
çàäóìàë ïàðó ðàçëè÷íûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòå-
ïåíè n (ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòà-
ìè), Ñàøà òîæå çàäóìàë ïàðó ðàçëè÷íûõ
ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n. Ëåíÿ çíàåò n; åãî
öåëü � âûÿñíèòü, îäèíàêîâûå ëè ïàðû
ìíîãî÷ëåíîâ ó Èëüè è Ñàøè. Ëåíÿ âûáè-
ðàåò íàáîð èç k âåùåñòâåííûõ ÷èñåë

1 2 kx x x  è ñîîáùàåò ýòè ÷èñëà. Â
îòâåò Èëüÿ çàïîëíÿåò òàáëèöó 2 k: äëÿ
êàæäîãî i 1, 2, �, k îí âïèñûâàåò â äâå
êëåòêè i-ãî ñòîëáöà ïàðó ÷èñåë 

iP x ,

iQ x  (â ëþáîì èç äâóõ âîçìîæíûõ ïîðÿä-
êîâ), ãäå P è Q � çàäóìàííûå èì ìíîãî÷ëå-
íû. Àíàëîãè÷íóþ òàáëèöó çàïîëíÿåò Ñàøà.
Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì k Ëåíÿ ñìîæåò
(ãëÿäÿ íà òàáëèöû) íàâåðíÿêà äîáèòüñÿ
öåëè?

Ë. Øàòóíîâ

M2800. Äàí ïàðàëëåëîãðàìì ABCD
(ðèñ. 4). Òî÷êà M � ñåðåäèíà äóãè ABC
îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíè-
êà ABC. Íà îòðåçêå AD îòìå÷åíà òî÷êà E,
à íà îòðåçêå CD � òî÷êà F. Èçâåñòíî, ÷òî
ME MD MF. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè B,
M, E è F ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

À. Òåð¸øèí

M2801. Þðèé ïîäîøåë ê âåëèêîé òàáëèöå
ìàéÿ. Â òàáëèöå 200 ñòîëáöîâ è 2002  ñòðîê.
Þðèé çíàåò, ÷òî â êàæäîé êëåòêå òàáëèöû
èçîáðàæåíî ñîëíöå èëè ëóíà è ëþáûå äâå
ñòðîêè îòëè÷àþòñÿ (õîòÿ áû â îäíîì ñòîëá-
öå). Êàæäàÿ êëåòêà òàáëèöû çàêðûòà ëèñ-
òîì. Ïîäíÿëñÿ âåòåð è ñäóë íåêîòîðûå
ëèñòû: ïî äâà ëèñòà ñ êàæäîé ñòðîêè.
Ìîãëî ëè òàê ñëó÷èòüñÿ, ÷òî òåïåðü Þðèé
õîòÿ áû ïðî 10000 ñòðîê ìîæåò óçíàòü, ÷òî
â êàæäîé èç íèõ èçîáðàæåíî â êàæäîì èç
ñòîëáöîâ?

È. Áîãäàíîâ, Ê. Êíîï

Ô2801. Ïðîòî÷íûé âîäîíàãðåâàòåëü � ýòî
óñòðîéñòâî, êîòîðîå îáåñïå÷èâàåò ïîäà÷ó
ãîðÿ÷åé âîäû èç êðàíà ïóòåì íàãðåâà õî-
ëîäíîé âîäû, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç íåãî.
Íà ãðàôèêå (ðèñ. 5) ïðåäñòàâëåíà çàâèñè-
ìîñòü òåìïåðàòóðû ãt  ãîðÿ÷åé âîäû íà
âûõîäå èç êðàíà îò îáúåìíîãî ðàñõîäà 
âîäû ÷åðåç ïðîòî÷íûé íàãðåâàòåëü.
1) Íàéäèòå ìîùíîñòü P âîäîíàãðåâàòåëÿ.
2) Íàéäèòå òåìïåðàòóðó ít  õîëîäíîé âîäû,
ïîñòóïàþùåé â íàãðåâàòåëü.
3) Ïðè êàêîì îáúåìíîì ðàñõîäå 1 òåìïåðà-
òóðà ãîðÿ÷åé âîäû áóäåò ðàâíà ê 100 Ct ?
Óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü âîäû ðàâíà c
4200 Äæ êã Ñ , ïëîòíîñòü âîäû

3
1000 êã ì . Ñ÷èòàéòå, ÷òî ìîùíîñòü

Ðèñ. 4

Ðèñ. 5
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íàãðåâàòåëÿ ïîñòîÿííà, òåïëîâûìè ïîòå-
ðÿìè ìîæåòå ïðåíåáðå÷ü.

À.Âåðãóíîâ

Ô2802. Ãîòîâÿñü ê îëèìïèàäå ïî ôèçèêå,
äåñÿòèêëàññíèê Äåíèñ ñîáðàë ýëåêòðè÷åñ-
êóþ öåïü (ðèñ. 6,à), ñîñòîÿùóþ èç ÷åòûðåõ
îäèíàêîâûõ àìïåðìåòðîâ, äèîäà è ðåãóëè-
ðóåìîãî èñòî÷íèêà òîêà. Ïîëÿðíîñòü ïîä-
êëþ÷åíèÿ àìïåðìåòðîâ è íàïðàâëåíèå òîêà
÷åðåç èñòî÷íèê óêàçàíû íà ñõåìå, à çàâèñè-
ìîñòü ñèëû òîêà, ïðîòåêàþùåãî ÷åðåç äèîä,
îò íàïðÿæåíèÿ íà íåì ïðåäñòàâëåíà íà
ðèñóíêå 6,á. Èçìåíÿÿ ñèëó òîêà 0I , âûäà-
âàåìóþ èñòî÷íèêîì, Äåíèñ âûÿñíèë, ÷òî
çàâèñèìîñòü ñèëû òîêà ÷åðåç îäèí èç àìïåð-
ìåòðîâ îò 0I  èìååò âèä, èçîáðàæåííûé íà
ðèñóíêå 6,â, ãäå 1I  � èçâåñòíûé ïàðàìåòð.
1) Äëÿ êàêîãî èç àìïåðìåòðîâ ( 1A , 3A  èëè

4A ) ñïðàâåäëèâà çàâèñèìîñòü, èçîáðàæåí-
íàÿ íà ðèñóíêå 6,â? Ñâîé îòâåò îáîñíóéòå.
2) Îïðåäåëèòå, ïðè êàêîì çíà÷åíèè 0I  òîê
÷åðåç àìïåðìåòð 2A  íå òå÷åò.
3) Ïîñòðîéòå êà÷åñòâåííûé ãðàôèê çàâè-
ñèìîñòè ïîêàçàíèé àìïåðìåòðà 2A  îò ñèëû
òîêà ÷åðåç èñòî÷íèê, óêàçàâ íà íåì êîîð-
äèíàòû õàðàêòåðíûõ òî÷åê.
Ïðèìå÷àíèå. Èñòî÷íèêîì òîêà íàçûâàåò-
ñÿ óñòðîéñòâî, ÷åðåç êîòîðîå òå÷åò çàäàí-
íûé òîê, íåçàâèñèìî îò ïàðàìåòðîâ âíåø-
íåé öåïè.

Ä.Ðóáöîâ

Ô2803. Â îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå â
îòñóòñòâèå ñèëû òÿæåñòè äâèæåòñÿ çàðÿ-
æåííàÿ ÷àñòèöà. Íà ðèñóíêå 7 ïðåäñòàâ-

ëåí ãðàôèê çàâèñèìîñòè ìîäóëÿ ïåðåìå-
ùåíèÿ ýòîé ÷àñòèöû r îòíîñèòåëüíî òî÷êè,
â êîòîðîé íàõîäèëàñü ýòà ÷àñòèöà â ìîìåíò
âðåìåíè t = 0, îò âðåìåíè åå äàëüíåéøåãî
äâèæåíèÿ t.
1) Îïðåäåëèòå ìîäóëü ñêîðîñòè v, ñ êîòî-
ðîé äâèæåòñÿ ÷àñòèöà.
2) Îïðåäåëèòå óãîë  ìåæäó âåêòîðîì
ñêîðîñòè ÷àñòèöû â ìîìåíò t = 0 è âåêòî-
ðîì èíäóêöèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ.
3) Îïðåäåëèòå èíäóêöèþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ,
åñëè çàðÿä ÷àñòèöû ðàâåí 19

1,6 10q Êë,
à åå ìàññà 26

1,0 10m êã.
4) Íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ ïîëî-
æåíèÿìè ÷àñòèöû, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò
òî÷êàì A è B íà ãðàôèêå.

À.Çàÿö

Ô2804. Ãîâîðÿò, ÷òî â àðõèâå Ñíåëëèóñà
íàøëè ÷åðòåæ îïòè÷åñêîé ñõåìû, íà êîòî-
ðîì áûëè èçîáðàæåíû òîíêàÿ ëèíçà, åå
ôîêóñû è ëó÷, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç îäèí èç
ôîêóñîâ. Îò âðåìåíè ÷åðíèëà âûöâåëè, è
íà ÷åðòåæå (ðèñ. 8) îñòàëèñü âèäíû òîëüêî
ëó÷ è ôîêóñ F, ÷åðåç êîòîðûé îí ïðîõî-
äèë. Íàéäèòå ïîñòðîåíèåì ñ ïîìîùüþ
öèðêóëÿ è ëèíåéêè (áåç äåëåíèé) ïîëîæå-
íèå ëèíçû.
Ïðèìå÷àíèå. Ïðè ïîñòðîåíèè äàííîãî ÷åð-
òåæà Ñíåëëèóñ ïðåäïîëàãàë, ÷òî äàííàÿÐèñ. 6

Ðèñ. 7
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Ðèñ. 8

ëèíçà ëþáûå ëó÷è
(äàæå íåïàðàêñèàëü-
íûå) ïðåëîìëÿåò ïî
òåì æå ïðàâèëàì, ÷òî
è ïàðàêñèàëüíûå.
Ïàðàêñèàëüíûé ëó÷ �

ýòî ëó÷, èäóùèé ïîä ìàëûì óãëîì ê ãëàâ-
íîé îïòè÷åñêîé îñè ëèíçû è íà ìàëîì
ðàññòîÿíèè îò íåå.

Ä.Ðóáöîâ

Ô2805. Âîäà âûòåêàåò â âåðòèêàëüíîì
íàïðàâëåíèè èç êðàíà ñ êðóãëûì ïîïåðå÷-
íûì ãîðèçîíòàëüíûì ñå÷åíèåì îòâåðñòèÿ
äèàìåòðîì 0 1D ñì. Áóòûëü áîëüøîé åì-
êîñòè � 100 ë � ñ äèàìåòðîì îòâåðñòèÿ â
ãîðëûøêå 00,8D D  ñòîèò ïîä êðàíîì
(ðèñ. 9). Ðàññòîÿíèå ìåæäó ãîðëûøêîì

áóòûëè è âûõîäíûì îòâåðñòèåì êðàíà

0 50H D . Çà êàêîé ìèíèìàëüíûé ïðîìå-
æóòîê âðåìåíè áóòûëü ìîæåò áûòü íàïîë-
íåíà âîäîé ïðè óñëîâèè, ÷òî âñÿ âîäà,
âûõîäÿùàÿ èç êðàíà, ïîïàäàåò â áóòûëü?
Íà ñêîëüêî äàâëåíèå âîçäóõà âíóòðè áó-
òûëè âî âðåìÿ çàïîëíåíèÿ åå âîäîé áóäåò
áîëüøå âíåøíåãî (íîðìàëüíîãî) àòìîñ-
ôåðíîãî äàâëåíèÿ? Âÿçêîñòüþ âîäû è åå
ïîâåðõíîñòíûì íàòÿæåíèåì ìîæíî ïðå-
íåáðå÷ü.

Ñ.Âàðëàìîâ

Ô2806. Â îòñóòñòâèå ãðàâèòàöèè è àòìîñ-
ôåðíîãî äàâëåíèÿ êàïëÿ ðòóòè ðàäèóñîì R
ñæèìàåòñÿ äâóìÿ ïàðàëëåëüíûìè ñòåêëÿí-
íûìè ïëàñòèíàìè. Ïîâåðõíîñòè ïëàñòèí
àáñîëþòíî íå ñìà÷èâàåìû. Îïðåäåëèòå

çàâèñèìîñòü äàâëåíèÿ â êàïëå îò ðàññòîÿ-
íèÿ ìåæäó ïëàñòèíàìè. Âî ñêîëüêî ðàç
èçìåíÿåòñÿ äàâëåíèå â êàïëå ïðè åå ñæà-
òèè â äâà ðàçà ïî âûñîòå îò 2R äî R?

À.Âëàñîâ

Ô2807. Äâà îäèíàêîâûõ òî÷å÷íûõ ïîëî-
æèòåëüíûõ ýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿäà Q ðàñ-
ïîëîæåíû â âàêóóìå âäàëè îò äðóãèõ òåë
íà ðàññòîÿíèè L äðóã îò äðóãà. Åñòåñòâåí-
íî, îíè îòòàëêèâàþòñÿ. Ìåæäó íèìè ïîìå-
ñòèëè òîíêóþ ïëîñêóþ êðóãëóþ ìåòàëëè-
÷åñêóþ ïëàñòèíó ðàäèóñîì R L? , ðàñïî-
ëîæåííóþ òàê, ÷òî ïðÿìàÿ ëèíèÿ, íà êîòî-
ðîé íàõîäÿòñÿ çàðÿäû Q è Q, ïåðïåíäèêó-
ëÿðíà ýòîé ïëàñòèíå è öåíòð ïëàñòèíû
íàõîäèòñÿ ïîñåðåäèíå ìåæäó çàðÿäàìè.
Êàêîâ çàðÿä ýòîé ïëàñòèíû, åñëè òåïåðü
ñèëû, äåéñòâóþùèå íà çàðÿäû, îáðàòè-
ëèñü â íîëü? Êðàåâûìè ýôôåêòàìè ìîæíî
ïðåíåáðå÷ü.

Ñ.Âàðëàìîâ

Ô2808. Íà òîðîèäàëüíîì ñåðäå÷íèêå ñèì-
ìåòðè÷íî ðàñïîëîæåíû ÷åòûðå îäèíàêî-
âûõ îáìîòêè â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
A-B-C-D. Îáìîòêó A ïîäêëþ÷èëè ê èñòî÷-
íèêó ïåðåìåííîãî íàïðÿæåíèÿ, à ê îáìîò-
êå B ïîäêëþ÷èëè èäåàëüíûé âîëüòìåòð.
Ïðè çàêîðî÷åííîé îáìîòêå C è ðàçîìêíó-
òîé îáìîòêå D âîëüòìåòð ïîêàçûâàåò 50%
íàïðÿæåíèÿ èñòî÷íèêà, à ïðè çàêîðî÷åí-
íîé D è ðàçîìêíóòîé C ïîêàçûâàåò 75%.
Êàêóþ ÷àñòü íàïðÿæåíèÿ èñòî÷íèêà áóäåò
ïîêàçûâàòü âîëüòìåòð, åñëè çàêîðîòèòü
îáå îáìîòêè C è D? Ñîïðîòèâëåíèÿ ìàòå-
ðèàëà îáìîòîê è èñòî÷íèêà ïðåíåáðåæèìî
ìàëû.

Â.Ïîéìàíîâ

Ðèñ. 9

Ðåøåíèÿ çàäà÷ Ì2782�Ì2785,Ô2789�Ô2792
M2782. Â ñòðàíå íåêîòîðûå ãîðîäà ñî-
åäèíåíû (äâóñòîðîííèìè) àâèàëèíèÿìè,
ïðè÷åì èç ëþáîãî ãîðîäà â ëþáîé äðóãîé
ãîðîä ìîæíî ïîïàñòü íå áîëåå ÷åì çà n
ïåðåëåòîâ. Äîêàæèòå, ÷òî âñå àâèàëèíèè
ìîæíî ðàñïðåäåëèòü ìåæäó n àâèàêîìïà-
íèÿìè òàê, ÷òîáû ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ
ãîðîäàìè ìîæíî áûëî ïîñòðîèòü ìàðø-
ðóò, â êîòîðîì áû âñòðåòèëîñü íå áîëåå
äâóõ ïåðåëåòîâ êàæäîé àâèàêîìïàíèè.
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Ïî óñëîâèþ çàäà÷è, â ãðàôå (ãîðîäà �
âåðøèíû, àâèàëèíèè � ðåáðà) ìåæäó ëþ-
áûìè äâóìÿ âåðøèíàìè åñòü ïóòü äëèíû
íå áîëåå n. Òðåáóåòñÿ ðàñêðàñèòü ðåáðà â
n öâåòîâ (öâåò îçíà÷àåò ïðèíàäëåæíîñòü ê
ñîîòâåòñòâóþùåé àâèàêîìïàíèè) òàê, ÷òî-
áû äëÿ ëþáûõ äâóõ âåðøèí ìåæäó íèìè
íàøåëñÿ ïóòü, â êîòîðîì ðåáåð êàæäîãî
öâåòà íå áîëåå äâóõ.
Âîçüìåì îäíó èç âåðøèí A è «ïîäâåñèì»
ãðàô çà ýòó âåðøèíó, ò.å. ïðîâåäåì ñëåäó-
þùèé ïðîöåññ. Ïóñòü 0A  � ìíîæåñòâî èç
îäíîé âåðøèíû A. Ïóñòü 1A  � ìíîæåñòâî
âåðøèí, èç êîòîðûõ ìîæíî, ïðîéäÿ ïî
îäíîìó ðåáðó, ïîïàñòü â âåðøèíó èç 0A . È
òàê äàëåå: ïóñòü íà î÷åðåäíîì øàãå ó íàñ
óæå îïðåäåëåíû ìíîæåñòâà âåðøèí

0 1 1, , , kA A A… . Îïðåäåëèì kA  êàê ìíîæåñòâî
âåðøèí, íå âõîäÿùèõ â 0 1 1, , , kA A A… , èç
êîòîðûõ ìîæíî, ïðîéäÿ ïî ðåáðó, ïîïàñòü â
íåêîòîðóþ âåðøèíó èç 1kA . Òàêèì îáðàçîì,
ìíîæåñòâî kA � ýòî ìíîæåñòâî âåðøèí, äëÿ
êîòîðûõ êðàò÷àéøèé ïóòü äî A èìååò äëèíó
k (èíà÷å ãîâîðÿ, kA � ýòî âñå âåðøèíû,
íàõîäÿùèåñÿ íà ðàññòîÿíèè k îò A).
Òîãäà ïî óñëîâèþ âñå âåðøèíû íàøåãî
ãðàôà, êðîìå âåðøèíû A, áóäóò ðàñïðåäå-
ëåíû ïî n «ýòàæàì» 1 2, , , nA A A… .
Ïîêðàñèì âñå ðåáðà, ñîåäèíÿþùèå âåðøè-
íó èç 1mA  ñ âåðøèíîé èç mA , â m-é öâåò, ãäå

m = 1, 2, �, n. (Îñòàëüíûå ðåáðà, ò.å.
ðåáðà «âíóòðè ýòàæåé», ïîêðàñèì êàê óãîä-
íî.) Ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ ëþáîé âåðøèíû X
åñòü ïóòü îò íåå äî A, â êîòîðîì âñå ðåáðà
èìåþò ðàçíûå öâåòà. Äåéñòâèòåëüíî, ýòîò
ïóòü ìîæíî ïîñòðîèòü, ïåðåõîäÿ ñ «ýòà-
æà» lA , íà êîòîðîì íàõîäèòñÿ X, ïîñëåäî-
âàòåëüíî íà 1 1 0, , ,lA A A…  (íà ñàìîì äåëå �
ýòî êðàò÷àéøèé ïóòü îò X äî A). Òîãäà äëÿ
ëþáîé ïàðû âåðøèí X, Y ãîäèòñÿ ïóòü,
ïîëó÷àåìûé êàê îáúåäèíåíèå óêàçàííûõ
ïóòåé (áåç ïîâòîðÿþùèõñÿ öâåòîâ ðåáåð) �
îò X äî A è îò Y äî A.

Ï.Êîæåâíèêîâ

M2783. Ñóììà öèôð íàòóðàëüíîãî ÷èñëà
ðàâíà s. Êàêîâà íàèáîëüøàÿ âîçìîæíàÿ
ñóììà öèôð: à) ó êâàäðàòà ýòîãî ÷èñëà;
á) ó ÷åòâåðòîé ñòåïåíè ýòîãî ÷èñëà, åñëè

4s ?

Âíà÷àëå ñäåëàåì íåêîòîðûå çàìå÷àíèÿ è
äîêàæåì ëåììû î ñóììå öèôð ñóììû è
ïðîèçâåäåíèÿ ÷èñåë.
Ïîêàæåì, ÷òî ñóììà öèôð s n  ÷èñëà n �
ýòî íàèìåíüøåå t òàêîå, ÷òî n ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû t ñòåïåíåé äå-
ñÿòêè. Äåéñòâèòåëüíî, âî-ïåðâûõ, ïî äåñÿ-
òè÷íîé çàïèñè ÷èñëà n ìîæíî ëåãêî ïîëó-
÷èòü íóæíîå ðàçëîæåíèå, ñêàæåì äëÿ
n = 2024 èìååì

3 1 0
2 10 2 10 4 10n

3 3 110 10 10 1 0 0 0 010 10 10 10 10

� èòîãî 8 ñëàãàåìûõ, ðàâíûõ ñòåïåíè äå-
ñÿòêè. Íàîáîðîò, ïóñòü n ïðåäñòàâëåíî â
âèäå ñóììû íåñêîëüêèõ ñòåïåíåé äåñÿòêè.
Åñëè â ñóììå íàøëîñü 10 ðàâíûõ ñëàãàå-
ìûõ, çàìåíèì èõ íà îäíî: 110 10 10m m ,
ïðè ýòîì êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ óìåíüøèò-
ñÿ (íà 9). Ïðîäîëæàÿ äàëåå, äîéäåì äî
ñèòóàöèè, êîãäà n ïðåäñòàâëåíî â âèäå
ñóììû íåñêîëüêèõ ñòåïåíåé äåñÿòêè òàê,
÷òî â ýòîé ñóììå íå áîëåå 9 êîïèé êàæäîãî
ñëàãàåìîãî. Òîãäà â ýòîé ñóììå ëåãêî ñãðóï-
ïèðîâàòü ñëàãàåìûå è ïîëó÷èòü äåñÿòè÷-
íóþ çàïèñü ÷èñëà n, ïðè ýòîì s n  áóäåò
ðàâíî êîëè÷åñòâó ñëàãàåìûõ.
Èç ïðèâåäåííîãî âûøå «êîìáèíàòîðíîãî
îïðåäåëåíèÿ» ñóììû öèôð ëåãêî ñëåäó-
þò òàêèå èçâåñòíûå óòâåðæäåíèÿ:
s m n s m s n  è s mn s m s n .

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü s m k, s n l,
òîãäà m è n ïðåäñòàâèì â âèäå ñóììû k è
l ñòåïåíåé äåñÿòêè ñîîòâåòñòâåííî. Ñëî-
æèâ ýòè ñóììû, ïîëó÷èì, ÷òî m + n ðàâíî
ñóììå k + l ñòåïåíåé äåñÿòêè, îòêóäà
s m n k l s m s n . Âïðî÷åì,

íåðàâåíñòâî s m n s m s n  íåñëîæ-
íî äîêàçàòü è ñ ïîìîùüþ ñëîæåíèÿ ñòîëáè-
êîì. Ïðè ýòîì ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ñëó÷àé
ðàâåíñòâà s m n s m s n  èìååò ìå-
ñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðè ñëîæå-
íèè â ñòîëáèê íå áóäåò íè îäíîãî ïåðåõîäà
÷åðåç ðàçðÿä.
Äàëåå çàéìåìñÿ ïðîèçâåäåíèåì mn è ïåðå-
ìíîæèì ñóììû ñòåïåíåé äåñÿòêè, äàþùèå
m è n: 1 2 110 10 10 10kaa a b

mn …

210 10 lb b
… . Ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê

áóäåò kl ñëàãàåìûõ âèäà 10 i ja b
, ò.å. ñòåïå-
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íåé äåñÿòêè. Çíà÷èò, s mn kl s m s n .
Çäåñü òàêæå ìîæíî îòñëåäèòü, â êàêîì
ñëó÷àå íåðàâåíñòâî îáðàùàåòñÿ â ðàâåí-
ñòâî: ýòî ïðîèñõîäèò òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà â ñóììå ñòåïåíåé äåñÿòêè 10 i ja b

áóäåò íå áîëåå 9 êîïèé êàæäîé êîíêðåòíîé
ñòåïåíè äåñÿòêè.
Ïåðåéäåì ê ðåøåíèþ çàäà÷è.
à) Îòâåò: 2s .
Îöåíêà ñðàçó ïîëó÷àåòñÿ èç ëåììû:

2 2
s n s n s n s .

Ïðåäúÿâèì ïðèìåð. Âîçüìåì 110a
n

210 10 sa a
L , ãäå 10iia . Òîãäà ïîñëå

âîçâåäåíèÿ n â êâàäðàò áóäåò ñóììà ñëàãà-

åìûõ âèäà 210 ia  è âèäà 2 10 i ja a
 (ïî âñåì

ïàðàì i ja a ). Âñå ïîêàçàòåëè âèäà 2 ia  è

i ja a  áóäóò ðàçëè÷íû, ñîãëàñíî íàøåìó

âûáîðó ia , ïîýòîìó â ñóììå íå ïðîèñõîäèò

ïåðåíîñîâ ÷åðåç ðàçðÿä è 2 2
s n s . (Íà

ñàìîì äåëå â îïèñàííîì ïðèìåðå 2n  áóäåò
èìåòü â äåñÿòè÷íîé çàïèñè òîëüêî öèôðû
0, 1 è 2.)

á) Îòâåò: 
4 2

21 18

4

s s s
.

Îöåíêà. Ïóñòü 1 210 10 10 sa a an …

(ãäå ñòåïåíè ia  íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íû).
Òîãäà ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê â ïðîèçâå-
äåíèè 4n n n n n áóäåò 4

s  ñëàãàåìûõ,
ðàâíûõ ñòåïåíÿì äåñÿòêè. Åñëè ïðèâåñòè
ïîäîáíûå ñëàãàåìûå, òî ïîëó÷èì

4
4,0,0,0 3,1,0,0 2,2,0,0 2,1,1,0 1,1,1,1n S S S S S ,

ãäå

4,0,0,0S  � ñóììà ñëàãàåìûõ âèäà 410 ia ,

3,1,0,0S  � ñóììà ñëàãàåìûõ âèäà 
3

4 10 i ja a
,

ãäå i ia a ,

2,2,0,0S  � ñóììà ñëàãàåìûõ âèäà 
2 2

6 10 i ja a
,

ãäå i ia a ,

2,1,1,0S  � ñóììà ñëàãàåìûõ âèäà 
2

12 10 ia j ka a
,

ãäå ñðåäè , ,i j ka a a  íåò ðàâíûõ,

1,1,1,1S  � ñóììà ñëàãàåìûõ âèäà 24 10 i j k la a a a,
ãäå ñðåäè , , ,i j k la a a a  íåò ðàâíûõ.

Âèäèì, ÷òî â ñëó÷àå 2,1,1,0S  ïîëó÷àþòñÿ
1 2

2

s s s
 ãðóïï èç 12 îäèíàêîâûõ ñòåïå-

íåé äåñÿòêè, ïðè ýòîì êàæäàÿ òàêàÿ ãðóï-
ïà âíîñèò âêëàä â ñóììó öèôð íå áîëåå 3,
ò.å. õîòÿ áû íà 9 ìåíüøå êîëè÷åñòâà ñòåïå-
íåé äåñÿòêè â íåé. Àíàëîãè÷íî, â ñëó÷àå

1,1,1,1S  ïîëó÷àþòñÿ 
1 2 3

24

s s s s

ãðóïï èç 24 îäèíàêîâûõ ñòåïåíåé äåñÿòêè,
ïðè ýòîì êàæäàÿ òàêàÿ ãðóïïà âíîñèò
âêëàä â ñóììó öèôð íå áîëåå 6, ò.å. õîòÿ
áû íà 18 ìåíüøå êîëè÷åñòâà ñòåïåíåé
äåñÿòêè â íåé. Èòîãî

4 4 1 2
9

2

s s s
s n s

�
4 21 2 3 21 18

18
24 4

s s s s s s s
.

Ïðèìåð. Ñíîâà ïîëîæèì 110an
210 10 sa a
… , ãäå 10iia , òàê ÷òî äëÿ

ðàçíûõ (íåóïîðÿäî÷åííûõ) íàáîðîâ

, , ,i j k la a a a  è , , ,i j k la a a a  ñëàãàåìûå

10 i j k la a a a  è 10 i j k la a a a
 èç ðàçëîæåíèÿ 4n

îêàæóòñÿ ðàçëè÷íûìè è äàæå áóäóò îòëè-
÷àòüñÿ íå ìåíåå ÷åì â 100 ðàç, òàê ÷òî ïðè
ñëîæåíèè äðóãèõ ïåðåíîñîâ ÷åðåç ðàçðÿä,
êðîìå îïèñàííûõ â îöåíêå, íå áóäåò. Çíà-
÷èò, â äàííîì ïðèìåðå âñå íåðàâåíñòâà,
èñïîëüçóåìûå â îöåíêå, ïðåâðàòÿòñÿ â ðà-
âåíñòâà.

Ï.Êîæåâíèêîâ

M2784. Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåëè áèñ-
ñåêòðèñû BD è CE, îíè ïåðåñåêëèñü â
òî÷êå I. Çàòåì âñå ñòåðëè, îñòàâèâ òîëü-
êî òî÷êè D è E. Íàéäèòå ìíîæåñòâî
âîçìîæíûõ ïîëîæåíèé òî÷êè I.

Çàôèêñèðóåì ïîëóïëîñêîñòü îòíîñèòåëü-
íî DE, â êîòîðîé íàõîäèòñÿ I (ÿñíî, ÷òî
èñêîìîå ìíîæåñòâî òî÷åê I ñèììåòðè÷íî
îòíîñèòåëüíî DE).
Çàìåòèì, ÷òî A ëåæèò â äðóãîé ïîëóïëîñ-
êîñòè îòíîñèòåëüíî DE. Ïðè ýòîì

DIE 90 a, ãäå 2DAE a, îòñþäà
ñðàçó âèäíî, ÷òî I ëåæèò âíóòðè îêðóæíî-
ñòè  ñ äèàìåòðîì DE (ðèñ. 1). Äàëåå, AI �
áèññåêòðèñà óãëà DAE, ïîýòîìó AI ïðîõî-
äèò ÷åðåç ñåðåäèíó M äóãè DE îêðóæíîñ-
òè (ADE) (çäåñü áåðåòñÿ äóãà DE, íå
ñîäåðæàùàÿ òî÷êè A). Êðîìå òîãî, óãëû
DIA è EIA îñòðûå.
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Äàëåå ïîéìåì, ÷òî åñëè I è A óäîâëåòâî-
ðÿþò ïåðå÷èñëåííûì óñëîâèÿì, òî I �
öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè îäíîãî èç
âîçìîæíûõ òðåóãîëüíèêîâ ABC. Äåé-
ñòâèòåëüíî, òàê êàê EAI � îñòðûé, òî
AID EID � EIA 90 a � 90 =
a EAI. Ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî îç-

íà÷àåò, ÷òî ïðÿìûå AE è DI ïåðåñåêàþò-
ñÿ â íåêîòîðîé òî÷êå (íàçîâåì åå B),
ïðèíàäëåæàùåé ëó÷àì AE è DI. Àíàëî-
ãè÷íî ïîëó÷àåì òî÷êó C ïåðåñå÷åíèÿ
ëó÷åé AD è EI. Ïóñòü I  � öåíòð âïèñàí-
íîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC. Òîã-
äà AI  � âíóòðåííÿÿ áèññåêòðèñà óãëà
BAC, ò.å. óãëà DAE, à çíà÷èò, ïðÿìàÿ
AI  ñîâïàäàåò ñ AI . Êðîìå òîãî,

90BIC BI C a. Íî ñóùåñòâóåò
ðîâíî îäíà òî÷êà ñ òàêèì ñâîéñòâîì,
ëåæàùàÿ íà áèññåêòðèñå óãëà BAC âíóò-
ðè òðåóãîëüíèêà ABC (ïåðåñå÷åíèå äóãè
BIC ñ áèññåêòðèñîé). Çíà÷èò, I I .
Òåïåðü çàôèêñèðóåì âåëè÷èíó óãëà a, òîã-
äà A è I áóäóò íàõîäèòüñÿ íà ôèêñèðîâàí-
íûõ äóãàõ DAE è DIE; íàçîâåì ýòè äóãè 
è . Íà÷íåì ñ èíòåðåñíîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ

30a . Â ýòîì ñëó÷àå äóãè  è  ñîñòàâëÿ-
þò âìåñòå îäíó îêðóæíîñòü, è òàê êàê AI
äîëæíà ïðîõîäèòü ÷åðåç ñåðåäèíó M äóãè
, I äîëæíà ñîâïàäàòü ñ M (îòìåòèì, ÷òî

ýòîò ñëó÷àé î÷åâèäíî âîçìîæåí, íàïðè-
ìåð, êîãäà A ëåæèò íà ñåðåäèííîì ïåðïåí-
äèêóëÿðå ê DE).
Äàëåå ðàññìîòðèì ñëó÷àé 30a  (ðèñ. 2).
Â òàêîì ñëó÷àå äóãà  íàõîäèòñÿ âíå
îêðóæíîñòè (AED). Ìû çíàåì, ÷òî ïî
òî÷êå I äóãè  îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëè-
âàåòñÿ òî÷êà A êàê òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ IM
ñ äóãîé . Âûÿñíèì, êàêèå òî÷êè I äóãè 
íàì ïîäõîäÿò, ò.å. äëÿ êàêèõ òî÷åê I äóãè
 óãëû DIM è EIM îñòðûå. Ïóñòü S �

öåíòð îêðóæíîñòè (EID). Òàê êàê
90EID a, òî 180 2ESD a, ÷òî

ðàâíî óãëó EMD. Âèäèì, ÷òî S è M
ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ED, èíà÷å ãî-
âîðÿ, DMES � ðîìá, öåíòð ýòîãî ðîìáà �
ñåðåäèíà N îòðåçêà ED. Ïóñòü KD �
äèàìåòð îêðóæíîñòè (EID), òàê ÷òî S �
ñåðåäèíà DK è KE ED. Òîãäà KEMS �
ïàðàëëåëîãðàìì (ñòîðîíû EM è KS ïà-
ðàëëåëüíû è ðàâíû), à KEMN � òðàïåöèÿ
ñ îñíîâàíèÿìè KE è MN òàêèìè, ÷òî
KE : MN 2. Òîãäà KM ïåðåñåêàåò îòðå-
çîê EN â òî÷êå P òàêîé, ÷òî EP : PN 2
(îòìåòèì, ÷òî P íå çàâèñèò îò âûáîðà óãëà
a). Ïóñòü ëó÷ KM ïåðåñåêàåò äóãó  â
òî÷êå Q. Òàê êàê KD � äèàìåòð îêðóæíî-
ñòè , èìååì 90PQD , èíà÷å ãîâîðÿ, Q
è D � òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ äóãè  ñ îêðóæ-
íîñòüþ , ïîñòðîåííîé íà îòðåçêå PD êàê
íà äèàìåòðå. Åñëè I ëåæèò âíóòðè , òî

90DIA DIM , à çíà÷èò, òàêèå òî÷-
êè I íàì íå ïîäõîäÿò. Àíàëîãè÷íî ïîñòðî-
èì îêðóæíîñòü , ñèììåòðè÷íóþ  îòíîñè-
òåëüíî ñåðåäèííîãî ïåðïåíäèêóëÿðà ê DE.
Òîãäà òî÷êè I, ëåæàùèå âíóòðè , íàì
òàêæå íå ïîäõîäÿò. Åñëè æå òî÷êà I ëåæèò
íà äóãå  ñòðîãî ìåæäó òî÷êàìè Q è Q , ãäå
Q  � âòîðàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ  è 
(ðèñ. 3), òî I � ñòðîãî âíå îêðóæíîñòåé 
è , çíà÷èò, îáà óãëà DIM è EIM � îñòðûå,
è òàêèå òî÷êè I íàì ïîäõîäÿò.
Òåïåðü ïîçâîëèì óãëó a èçìåíÿòüñÿ â èí-
òåðâàëå 0 ;30  è ïîëó÷èì ìíîæåñòâî ïîä-
õîäÿùèõ òî÷åê I: âñå òî÷êè, ëåæàùèå
âíóòðè îêðóæíîñòè  è âíå  è .

Ðèñ. 2

Ðèñ. 1
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Ïðàêòè÷åñêè àíà-
ëîãè÷íî ðàññìàòðè-
âàåòñÿ ñëó÷àé

30a . Â ýòîì ñëó-
÷àå äóãà  íàõî-
äèòñÿ âíóòðè îê-
ðóæíîñòè (AED) è

äëÿ ïîäõîäÿùèõ òî÷åê I äîëæíû áûòü
òóïûìè óãëû DIM è EIM (ñìåæíûå ñ
óãëàìè DIA è EIA). Â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà
ïîäõîäÿùèõ òî÷åê çäåñü ïîëó÷àþòñÿ òî÷-
êè, ëåæàùèå âíóòðè ,  è . Îòìåòèì, ÷òî
òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ  è  âõîäÿò â ìíîæå-
ñòâî ïîäõîäÿùèõ òî÷åê I � îíè ñîîòâåò-
ñòâóþò ðàññìîòðåííîìó ðàíåå ñëó÷àþ

30a . Îêîí÷àòåëüíî, ñ ó÷åòîì ñèììåò-
ðèè îòíîñèòåëüíî DE, èñêîìîå ìíîæåñòâî
òî÷åê I ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 4. Ðåøåíèå
çàêîí÷åíî.

Âàðèàíòîì ïîñòàíîâêè âîïðîñà ýòîé çàäà÷è
ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ î íàõîæäåíèè ìíîæåñòâà
öåíòðîâ âíåâïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåó-
ãîëüíèêà ïðè ôèêñèðîâàííûõ äâóõ îñíîâà-
íèÿõ äâóõ áèññåêòðèñ (êàæäàÿ èç êîòî-
ðûõ � âíóòðåííÿÿ èëè âíåøíÿÿ). Ýòîò âîï-
ðîñ ìîæíî ðåøèòü ïîõîæèìè ìåòîäàìè.
Â çàâåðøåíèå îòìåòèì, ÷òî ýòà çàäà÷à
ïðåäëàãàëàñü íà ìàòåìàòè÷åñêîì áîþ ìåæ-
äó ïðèçåðàìè îëèìïèàä � øêîëüíèêàìè è
áûâøèìè ïðèçåðàìè � âûïóñêíèêàìè îñå-
íüþ 2023 ã. â ßðîñëàâëå. Ê ñîæàëåíèþ, â
ðåäàêöèè áûëà ïîëó÷åíà íåâåðíàÿ èíôîð-
ìàöèÿ, èç-çà ÷åãî ïðè ïóáëèêàöèè óñëîâèÿ
áûë îøèáî÷íî óêàçàí àâòîð çàäà÷è. Íà
ñàìîì äåëå àâòîðîì ýòîé êðàñèâîé çàäà÷è
ÿâëÿåòñÿ Ñ.Òîêàðåâ.

Ï.Êîæåâíèêîâ

M2785*. Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ïðèâåäåíî â
ñòàòüå «Çàäà÷à î çàìêíóòîé ëîìàíîé».

Ô2789. Äëèííàÿ ãëàäêàÿ îäíîðîäíàÿ è
ãèáêàÿ âåðåâêà ìàññîé M 3,2 êã ïåðåáðî-
øåíà ÷åðåç òîíêóþ ïåðåêëàäèíó ñ êðóã-
ëûì ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì è íàõîäèòñÿ â
ðàâíîâåñèè. Âåðåâêó íåìíîãî ñìåùàþò, è
îíà íà÷èíàåò ñîñêàëüçûâàòü ñ ïåðåêëàäè-
íû. Ñ êàêîé ïî âåëè÷èíå ñèëîé F âåðåâêà
äåéñòâóåò íà ïåðåêëàäèíó â òîò ìî-
ìåíò, êîãäà äëèíà âåðåâêè L ñ îäíîé
ñòîðîíû â òðè ðàçà áîëüøå, ÷åì ñ äðóãîé?
Êàêîé óãîë  ñ âåðòèêàëüþ îáðàçóåò ýòà
ñèëà, åñëè îòíîøåíèå äèàìåòðà D ïåðå-
êëàäèíû ê äëèíå L âåðåâêè ðàâíî 2

10 ?

Ñ÷èòàåì, ÷òî ó÷àñòêè âåðåâêè, íå ëåæàùèå
íà ïåðåêëàäèíå, âåðòèêàëüíû. Ïðè ñìåùå-
íèè îäíîãî èç êîíöîâ âåðåâêè íà x 0 îò
ðàâíîâåñíîãî ïîëîæåíèÿ óáûëü ïîòåíöè-

àëüíîé ýíåðãèè ðàâíà 2M
x g

L
. Ïîòåðü ýíåð-

ãèè íåò. Ïðèðàùåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåð-

ãèè ðàâíî óáûëè ïîòåíöèàëüíîé:

2 21

2

M
Mv x g

L
.

Ñêîðîñòü ðàñòåò ïðîïîðöèîíàëüíî êîîð-

äèíàòå: 2
g

v x
L

, îòêóäà

2x
g

a
L

2
g

v x
L

.

Â ðàññìàòðèâàåìûé ìîìåíò ïðè 
4

L
x

ìîäóëü óñêîðåíèÿ ÷àñòåé âåðåâêè 
2

g
a ,

êâàäðàò ñêîðîñòè âåðåâêè 2

8

gL
v . Ìûñ-

ëåííî ïîñòàâèì ìåòêè íà òåõ òî÷êàõ âåðåâ-
êè, êîòîðûå â äàííûé ìîìåíò íàõîäÿòñÿ íà
ðàññòîÿíèè D äðóã îò äðóãà è êàñàþòñÿ
ïåðåêëàäèíû. Ó÷àñòîê âåðåâêè ìåæäó ýòè-
ìè ìåòêàìè, ëåæàùèé íà ïåðåêëàäèíå,
èñïûòûâàåò äåéñòâèå âåðòèêàëüíûõ ñèë
íàòÿæåíèÿ êîðT  è äëT  îò ñâèñàþùèõ âåðòè-
êàëüíûõ êîðîòêîé è äëèííîé ÷àñòåé âåðåâ-
êè è íå âåðòèêàëüíîé ñèëû îò ïåðåêëàäè-
íû. Ïîñêîëüêó âåðåâêà óñêîðÿåòñÿ, òî ó
ñèëû, ñ êîòîðîé ïåðåêëàäèíà äåéñòâóåò íà
âåðåâêó, èìååòñÿ è âåðòèêàëüíàÿ, è ãîðè-
çîíòàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùèå. Ñèëà, êîòîðóþ
íóæíî ïî óñëîâèþ íàéòè, è ñèëà, äåéñòâó-
þùàÿ íà âåðåâêó ñî ñòîðîíû ïåðåêëàäèíû,

Ðèñ. 3

Ðèñ. 4
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ñâÿçàíû � îíè, ñîãëàñíî òðåòüåìó çàêîíó
Íüþòîíà, ðàâíû ïî âåëè÷èíå è ïðîòèâîïî-
ëîæíî íàïðàâëåíû. Ó÷àñòîê âåðåâêè, ëå-
æàùèé íà ïåðåêëàäèíå, èìååò íóëåâóþ
ïðîåêöèþ èìïóëüñà íà âåðòèêàëüíîå íà-
ïðàâëåíèå, à åãî ãîðèçîíòàëüíàÿ ñîñòàâëÿ-
þùàÿ èìïóëüñà ñî âðåìåíåì èçìåíÿåòñÿ.
Èìåííî äëÿ ýòîãî ó÷àñòêà ìåæäó ìåòêàìè
â ðàññìàòðèâàåìûé ìîìåíò âðåìåíè ãîðè-
çîíòàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñóììû ñèë, äåé-
ñòâóþùèõ íà ýòîò ó÷àñòîê, ðàâíà

ãîð
2

MD MDg
F a

L L
.

Êàê âèäíî, ýòî ñîâñåì íåáîëüøàÿ ïî âåëè-
÷èíå ñèëà â ñðàâíåíèè ñ ñèëîé òÿæåñòè
Mg, ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñèëû êîðT
è äëT  ìàëî îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà.

Áóäåì îáîçíà÷àòü âåëè÷èíó âåðòèêàëüíîé
ñîñòàâëÿþùåé ñèëû, ñ êîòîðîé âåðåâêà

äåéñòâóåò íà ïåðåêëàäèíó èëè ïåðåêëàäè-

íà äåéñòâóåò íà âåðåâêó, âF . Òîãäà ìàëûé

ïî äëèíå ó÷àñòîê âåðåâêè v t, íàõîäèâ-

øèéñÿ âáëèçè ìåòêè ñíèçó îò íåå íà êîðîò-

êîì âåðòèêàëüíîì ó÷àñòêå âåðåâêè, çà ïðî-
ìåæóòîê âðåìåíè t êàê áû ïðîïàäåò íà

ýòîì âåðòèêàëüíîì ó÷àñòêå è òàêîé æå ïî

äëèíå ó÷àñòîê ïîÿâèòñÿ íà äëèííîì âåðòè-

êàëüíîì ó÷àñòêå. Èíûìè ñëîâàìè, ó÷àñòîê

ñ òàêîé ìàññîé çà âðåìÿ t ïîä äåéñòâèåì

ïðèëîæåííûõ ê íåìó ñèë èçìåíèò ñâîé
âåðòèêàëüíûé èìïóëüñ íà âåëè÷èíó

êîð äë â2
Mv t

v T T F t
L

,

èëè
2

êîð äë â

2

T T Fv M

L
.        (1)

Òåïåðü ñîñòàâèì óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþ-
ùèå óñêîðåííîå äâèæåíèå âåðòèêàëüíûõ
ó÷àñòêîâ âåðåâêè áåç ó÷àñòêà, ëåæàùåãî íà
ïåðåêëàäèíå, ñ÷èòàÿ åãî ìàññó ïðåíåáðå-
æèìî ìàëîé. Äëÿ êîðîòêîãî ó÷àñòêà:

êîð
4 4

M M
a T g.            (2)

Äëÿ äëèííîãî ó÷àñòêà:

äë

3 3

4 4

M M
a g T .            (3)

Èç ïîëó÷åííûõ òðåõ óðàâíåíèé (1)�(3) ñ
òðåìÿ íåèçâåñòíûìè êîðT , äëT  (ýòè äâå âåëè-
÷èíû î÷åíü áëèçêè äðóã ê äðóãó) è âF
ìîæíî íàéòè âñå íåèçâåñòíûå. Â èòîãå
ïîëó÷àåòñÿ

â
2

Mg
F F .

Óãîë, êîòîðûé îáðàçóåò ñèëà F ñ âåðòèêà-
ëüþ, ìàë, åãî âåëè÷èíà ïðèìåðíî ðàâíà

ãîð

â

0,01
F D

F L
.

Ñ.Âàðëàìîâ, Â.Ïëèñ

Ô2790. Âîäà íà ìåæäóíàðîäíîé êîñìè-
÷åñêîé ñòàíöèè (ÌÊÑ) íàõîäèëàñü â ïëà-
ñòèêîâîé óïàêîâêå ñ òîíêèìè ñòåíêàìè â
ôîðìå íåáîëüøîãî êóáèêà. Ñòåíêè óïà-
êîâêè ïîðâàëèñü, è âîäà äîñòàòî÷íî áûñ-
òðî (ïîêîëåáàâøèñü íåìíîãî) ïðèíÿëà
ôîðìó øàðèêà. Òåïëîîáìåíîì âîäû ñ îê-
ðóæàþùèì âîçäóõîì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü,
îäíàêî òåìïåðàòóðà âîäû â øàðèêå ñòà-
ëà âûøå íà÷àëüíîé òåìïåðàòóðû 20 Ñ
(â êóáèêå) íà 0,001t  (íà ïðåäåëå
ýêñïåðèìåíòàëüíûõ âîçìîæíîñòåé òàêóþ
âåëè÷èíó åùå ìîæíî èçìåðèòü). Èç êàêî-
ãî êîëè÷åñòâà ìîëåêóë ñîñòîèò ýòà ïîð-
öèÿ âîäû? Ïëîòíîñòü âîäû 3

1 ã ñì ,
ìîëÿðíàÿ ìàññà 18 ã ìîëü, ìîëÿðíàÿ
òåïëîåìêîñòü 9 75C R Äæ Ê ìîëü ,
ãäå R � óíèâåðñàëüíàÿ ãàçîâàÿ ïîñòîÿí-
íàÿ, êîýôôèöèåíò ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿ-
æåíèÿ 20,07Äæ ì .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êóáèê áûë òàêèì, ÷òî
åãî ðåáðà èìåëè äëèíó L. Òîãäà îáúåì

êóáèêà ðàâåí 3L , ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè êó-

áèêà ðàâíà 2
6L . Îáúåì øàðèêà 34

3
R  ðàâåí

îáúåìó êóáèêà, à ïëîùàäü åãî ïîâåðõíîñòè

ðàâíà 24 R . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ðàçíèöà
ïîâåðõíîñòíûõ ýíåðãèé ñîñòàâëÿåò

2 3
2 23

6 4 1,1640
4

L L .

Ðàçíèöà ýíåðãèé ïîâåðõíîñòè âîäû, èìåâ-
øåé ôîðìó êóáèêà è òåïåðü èìåþùóþ
ôîðìó øàðèêà, ïîøëà íà íàãðåâ âîäû.
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Ñëåäîâàòåëüíî,

3
2

9 1,1640
L

R t L ,

îòêóäà

1,1640
20 ìêì

9
L

R t
.

×èñëî ìîëåêóë â ýòîé ïîðöèè âîäû ðàâíî
3

14
A 2,5 10

L
N N .

Ñ.Âàðëàìîâ

Ô2791. Òîíêóþ ïðîâîëîêó, çàìêíóòóþ â
êîëüöî, óëîæèëè íà ïëîñêóþ íåïðîâîäÿ-
ùóþ è íå íàìàãíè÷èâàþùóþñÿ ïîâåðõ-
íîñòü òàê, ÷òî äâà ó÷àñòêà ïðîâîëîêè
ëåæàò íà ñìåæíûõ ñòîðîíàõ êâàäðàòà ñî
ñòîðîíîé b, à òðåòèé èçîãíóòûé ó÷àñòîê
îáðàçóåò ÷åòâåðòü äóãè îêðóæíîñòè,
ðàäèóñ êîòîðîé òîæå ðàâåí b (ðèñ. 1). Â

ðàçðûâ ïðîâîëîêè âñòàâèëè ìàëåíüêóþ
ïî ðàçìåðàì áàòàðåéêó, è ïî ïðîâîëîêå
ïîøåë òîê I. Êàêîå ïî âåëè÷èíå ìàãíèò-
íîå ïîëå ñîçäàíî ýòèì òîêîì â óãëó
êâàäðàòà, ê êîòîðîìó íå ïîäõîäèò ïðî-
âîëîêà (ïóíêòèðíûå ëèíèè íà ðèñóíêå
ñõîäÿòñÿ â ýòîì óãëó)?

Ìàãíèòíîå ïîëå (âåêòîð åãî èíäóêöèè) âî
âñåõ òî÷êàõ ïëîñêîñòè, â êîòîðîé ëåæèò
ïðîâîëîêà, ïåðïåíäèêóëÿðíî ýòîé ïëîñêî-
ñòè. Â ÷àñòíîñòè, è â èíòåðåñóþùåì íàñ
óãëó êâàäðàòà òîæå. À âåëè÷èíà ïîëÿ
ñêëàäûâàåòñÿ èç ÷àñòè, ñîçäàííîé èçîãíó-
òûì ó÷àñòêîì, è äâóõ îäèíàêîâûõ ïî âåëè-
÷èíå âêëàäîâ, êîòîðûå ñîçäàåò òîê â ïðÿ-
ìûõ ó÷àñòêàõ ïðîâîëîêè. Èíäóêöèÿ ìàã-

íèòíîãî ïîëÿ îò èçîãíóòîãî ó÷àñòêà ðàâíà

0
0 2

2

84

b I
I

bb
.

Êàæäûé ìàëåíüêèé ó÷àñòîê ïðÿìîãî ïðî-
âîäà äàåò ñâîé âêëàä â ìàãíèòíîå ïîëå
(ðèñ. 2), ðàâíûé

2
0 0

2 2

sin
sin sin

4 4sin

b d I
dB I d

bb
.

Óãîë  äëÿ îäíîãî ïðÿìîãî ó÷àñòêà èçìå-
íÿåòñÿ îò 4 äî 2. Ñóììèðîâàíèå (èíòåã-
ðèðîâàíèå) òàêèõ âêëàäîâ äëÿ îäíîãî ïðÿ-
ìîãî ó÷àñòêà äàåò

0 0 2
cos

4 4 4 2

I I

b b
.

Äâà ïðÿìûõ ó÷àñòêà âìåñòå ñîçäàþò ïîëå,
ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåííîå ïîëþ, ñîç-
äàííîìó èçîãíóòûì ó÷àñòêîì. Â ðåçóëüòà-
òå âåëè÷èíà ìàãíèòíîãî ïîëÿ â óêàçàííîé
òî÷êå áóäåò ðàâíà

0 01 2
0,0125

8 4

I I
B

b b
.

Ñ.Âàðëàìîâ

Ô2792. Íà ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé ïî-
âåðõíîñòè âïëîòíóþ ê âåðòèêàëüíîé
ñòåíêå ñòîèò ìàññèâíûé áðóñîê ñ âûåì-
êîé â íåì. Ñòåíêè âûåìêè ãëàäêèå, à â
ñå÷åíèè âûåìêè ëþáîé ïëîñêîñòüþ, ïåð-
ïåíäèêóëÿðíîé è ñòåíêå, è ãîðèçîíòàëü-
íîé ïîâåðõíîñòè, âåðòèêàëüíàÿ y è ãîðè-
çîíòàëüíàÿ x êîîðäèíàòû òî÷åê ëèíèè
ñå÷åíèÿ âûåìêè âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòüþ
ñâÿçàíû çàâèñèìîñòüþ 2

10y x a a ,

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2
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ãäå à � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Êîîðäèíà-
òà x îòñ÷èòûâàåòñÿ îò ñòåíêè, à êîîð-
äèíàòà y � îò íèæíåé òî÷êè âûåìêè. Íà
ñàìîì êðàþ âûåìêè âîçëå ñòåíêè ïîìåñ-
òèëè ìàëåíüêóþ øàéáó ìàññîé m M=  è
îòïóñòèëè åå, íå ïðèäàâ åé íèêàêîé ñêî-
ðîñòè. Â äàëüíåéøåì ïðè äâèæåíèè áðó-
ñîê ïåðèîäè÷åñêè îñòàíàâëèâàåòñÿ. Êà-
êîå ðàññòîÿíèå ïðîõîäèò áðóñîê ìåæäó
äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè îñòàíîâêàìè?

Ïîñêîëüêó â óñëîâèè äàíî ñèëüíîå íåðà-
âåíñòâî 1m M = , à ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå
òàíãåíñà óãëà  íàêëîíà êàñàòåëüíîé ïëîñ-
êîñòè ê ïîâåðõíîñòè âûåìêè ê ãîðèçîíòó
ñîñòàâëÿåò 1 5, ÷òî òîæå ìíîãî ìåíüøå
åäèíèöû, òî ìîæíî â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè
ñ÷èòàòü, ÷òî áðóñîê ïî÷òè íå äâèæåòñÿ
(äâèæåòñÿ î÷åíü ìåäëåííî), à øàéáà ñîâåð-
øàåò ïåðèîäè÷åñêèå äâèæåíèÿ, êîòîðûå
îïèñûâàþòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèåé âðå-
ìåíè. Ýòî ñïðàâåäëèâî ïîòîìó, ÷òî ïðè
ìàëûõ óãëàõ íàêëîíà sin tg .
Íà ñàìîì äåëå áðóñîê íà÷èíàåò äâèæå-
íèå, êîãäà øàéáà â ïåðâûé ðàç ïðîõîäèò
íèæíþþ òî÷êó âûåìêè. È îñòàíàâëèâàåò-
ñÿ êàæäûé ðàç, êîãäà øàéáà ïðîõîäèò
íèæíþþ òî÷êó âûåìêè â íàïðàâëåíèè îò
òî÷êè ñòàðòà, ò.å. â òîì æå íàïðàâëåíèè,
÷òî è â ïåðâûé ðàç. Öåíòð ìàññ ñèñòåìû
«øàéáà + áðóñîê» äâèæåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé
ñêîðîñòüþ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñìåùåíèå áðóñ-

êà áóäåò ðàâíî ñêîðîñòè öåíòðà ìàññ ñèñ-
òåìû, óìíîæåííîé íà ïåðèîä êîëåáàíèé.
Ñêîðîñòü, êîòîðóþ èìååò øàéáà ïðè ïåð-
âîì ïðîõîæäåíèè íèæíåé òî÷êè âûåìêè,
íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ 2

2 10v ag , ò.å.
öåíòð ìàññ äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ

5

m ag
u

m M
.

Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ëåãêîé øàéáû â âû-
åìêå íà ïî÷òè íåïîäâèæíîì áðóñêå äàåòñÿ
óñëîâèåì, ÷òî åå óñêîðåíèå ðàâíî

5
x a

g
b x a

a
.

Èç ýòîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ ïåðèîä
êîëåáàíèé:

5
2

a
T

g
.

Ìåæäó äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè îñòà-
íîâêàìè áðóñîê ñìåùàåòñÿ íà ðàññòîÿíèå

5
2 2

5

m ag a m
a

m M g m M
.

Ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâà m M=  âåëè÷èíà
ñìåùåíèÿ áðóñêà çà îäèí ïåðèîä êîëåáà-

íèé ðàâíà ïðèáëèçèòåëüíî 2
m

a
M

.

Ñ.Âàðëàìîâ

Çàäà÷à î çàìêíóòîé ëîìàíîé
Å. ÁÀÊÀÅÂ, Ä. ÌÀÃÆÀÍÎÂ

Â ýòîé ñòàòüå ìû ïðèâåäåì ðåøåíèå
çàäà÷è Ì2785 «Çàäà÷íèêà «Êâàíòà» è
îáñóäèì íåêîòîðûå ðîäñòâåííûå âîïðîñû.
Ìû áëàãîäàðíû Ï.À.Êîæåâíèêîâó, ïðåä-
ëîæèâøåìó ÷åòâåðòîå è ïÿòîå ðåøåíèÿ
ïóíêòà à) ýòîé çàäà÷è è çàäà÷ó 5.

Çàäà÷à Ì2785
Íà ïëîñêîñòè äàíî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî

S èç n 2 òî÷åê îáùåãî ïîëîæåíèÿ (ò.å.

íèêàêèå òðè òî÷êè íå ëåæàò íà îäíîé
ïðÿìîé). Êîëè÷åñòâî íåñàìîïåðåñåêàþ-
ùèõñÿ çàìêíóòûõ n-çâåííûõ ëîìàíûõ ñ
âåðøèíàìè â ýòèõ òî÷êàõ áóäåì îáîçíà-
÷àòü f S . Äîêàæèòå, ÷òî

à) 0f S  äëÿ ëþáîãî S;

á) 1f S  òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
âñå òî÷êè S ëåæàò íà âûïóêëîé îáîëî÷êå
ìíîæåñòâà S;

â) åñëè f S 1, òî 1f S n ; ýòî
çíà÷åíèå äîñòèãàåòñÿ, êîãäà âíóòðè âû-DOI: https: doi.org 10.4213 kvant20240504
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ïóêëîé îáîëî÷êè ìíîæåñòâà S ëåæèò ðîâ-
íî îäíà åãî òî÷êà;

ã) åñëè âíóòðè âûïóêëîé îáîëî÷êè ìíî-
æåñòâà S ëåæàò ðîâíî äâå åãî òî÷êè, òî

2 3

2

n n
f S

¡
.

Ïóñòü n 2. Áóäåì îáîçíà÷àòü F n  íàè-
áîëüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè f S
ïî âñåì ìíîæåñòâàì S èç n òî÷åê îáùåãî
ïîëîæåíèÿ.

ä) Äîêàæèòå, ÷òî 
8

33 2

n

F n .

Ðåøåíèÿ ïóíêòà à)
Êàæäóþ èç çàìêíóòûõ ëîìàíûõ, î êîòî-

ðûõ èäåò ðå÷ü â óñëîâèè çàäà÷è, áóäåì
íàçûâàòü ïîÿñîì.Ïåðâîå ðåøåíèå.Óïîðÿäî÷èâàíèå ïî êîîðäèíàòå

Ëåììà 1. Íà ïëîñêîñòè äàíî êîíå÷íîå
ìíîæåñòâî òî÷åê îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Òîã-
äà ìîæíî ñîåäèíèòü âñå òî÷êè îòðåçêàìè
òàê, ÷òîáû ïîëó÷èëàñü íåñàìîïåðåñåêàþ-
ùàÿñÿ ëîìàíàÿ (íåçàìêíóòàÿ).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì äåêàðòîâû êî-

îðäèíàòû. Óïîðÿäî÷èì òî÷êè ïî âîçðàñòà-
íèþ àáñöèññû, à â ñëó÷àå ðàâåíñòâà � ïî
âîçðàñòàíèþ îðäèíàòû. Îáîçíà÷èì óïîðÿ-
äî÷åííûå òî÷êè êàê 1 2, , , ,nA A A…  à çíà÷å-

íèÿ èõ àáñöèññ êàê 1 2, , , nx x x…  ñîîòâåò-

ñòâåííî (ðèñ. 1).
Ñîåäèíèì ïîñëåäîâàòåëüíûå òî÷êè îò-

ðåçêàìè, òîãäà ïðîåêöèÿ êàæäîãî îòðåçêà

1i iA A  ýòî 1,i ix x . Çíà÷èò, îòðåçêè ìîãóò
èìåòü îáùèå òî÷êè òîëüêî â âåðøèíàõ
ëîìàíîé. Ëîìàíàÿ ïîñòðîåíà.

Ëåììà 2. Ïóñòü òî÷êè ,X Y S òàêî-
âû, ÷òî XY � äèàìåòð ìíîæåñòâà S (ò.å.
òî÷êè X è Y � ìàêñèìàëüíî óäàëåííûå
äðóã îò äðóãà òî÷êè â ýòîì ìíîæåñòâå).

Ââåäåì äåêàðòîâû êîîðäèíàòû òàê, ÷òî
îñü àáñöèññ ñîäåðæèò XY. Òîãäà, â îáî-
çíà÷åíèÿõ ïðåäûäóùåé ëåììû, X è Y �
ýòî òî÷êè 1A  è nA .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïðîåêöèÿ P  íà

îòðåçîê XY êàêîé-òî òî÷êè P S (îòëè÷-
íîé îò X è Y) íå ëåæèò íà îòðåçêå XY
(ðèñ. 2). Òîãäà PX PX XY èëè
PY PY XY, çíà÷èò, XY ýòî íå äèà-
ìåòð, ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâà-

òåëüíî, ïðîåêöèè
âñåõ òî÷åê ëåæàò
âíóòðè XY, ïîýòî-
ìó êîîðäèíàòû òî-
÷åê Õ è Y � ìèíè-
ìàëüíàÿ è ìàêñè-
ìàëüíàÿ èç êîîðäè-

íàò âñåõ òî÷åê. Ëåììà äîêàçàíà.
Ñ ïîìîùüþ ýòèõ ëåìì ïîëó÷èì ðåøåíèå

ïóíêòà à) çàäà÷è. Ïóñòü ,A B S òàêèå, ÷òî
AB � äèàìåòð S. Ïðîâåäåì êîîðäèíàòíóþ
ïðÿìóþ, ñîäåðæàùóþ äèàìåòð, � îíà ðàç-
äåëèò ïëîñêîñòü íà äâå ïîëóïëîñêîñòè
(ðèñ. 3). Ðàññìîòðèì òî÷êè, ëåæàùèå â

ïåðâîé ïîëóïëîñêîñòè, âêëþ÷àÿ ãðàíèöó.
Óïîðÿäî÷èì èõ è ïîñòðîèì ëîìàíóþ, êàê
â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 1. Ïî ëåììå 2,
òî÷êè A è B � êðàéíèå òî÷êè ïîëó÷èâøåé-
ñÿ ëîìàíîé, à âñå îòðåçêè ëåæàò â ïåðâîé
ïîëóïëîñêîñòè, âêëþ÷àÿ ïðÿìóþ AB.

Ïðîäåëàåì òî æå ñàìîå äëÿ òî÷åê, ëåæà-
ùèõ âî âòîðîé ïîëóïëîñêîñòè, âêëþ÷àÿ
ãðàíèöó. Â ðåçóëüòàòå ïî ëåììå 1 ïîëó÷èì
çàìêíóòóþ ëîìàíóþ, çâåíüÿ êîòîðîé íå
ïåðåñåêàþòñÿ â ïðåäåëàõ ïîëóïëîñêîñòè.
Î÷åâèäíî, ÷òî çâåíüÿ èç ðàçíûõ ïîëóïëîñ-
êîñòåé òîæå íå ïåðåñåêàþòñÿ.Âòîðîå ðåøåíèå.Óïîðÿäî÷èâàíèå ïî ïîëÿðíîìó óãëó

Ðàññìîòðèì òî÷êó X S, ëåæàùóþ âíóò-
ðè âûïóêëîé îáîëî÷êè S èëè íà íåéÐèñ. 1

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3
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(ðèñ. 4). Ââåäåì ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû ñ
öåíòðîì â ýòîé òî÷êå è îáîçíà÷èì òî÷êè
ìíîæåñòâà S ÷åðåç 1, , nA A…  òàê, ÷òî

1 20 2n…  � ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå ïîëÿðíûå óãëû. Òîãäà ëîìàíàÿ

1 2 1nA A A A…  � ïîÿñ. Ïðè÷åì ÿñíî, ÷òî X
ñîäåðæèòñÿ â îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé ýòèì
ïîÿñîì. Áóäåì íàçûâàòü ïîÿñ, ïîëó÷àå-
ìûé òàêèì ïîñòðîåíèåì, íåâêëþ÷àþùèì
ïîÿñîì âîêðóã X.

Ðàññìîòðèì òåïåðü òî÷êó X S, ëåæà-
ùóþ âíóòðè âûïóêëîé îáîëî÷êè S (ðèñ. 5),
ââåäåì ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû ñ öåíòðîì â
X è òàêèì æå îáðàçîì óïîðÿäî÷èì îñòàëü-
íûå òî÷êè ìíîæåñòâà, îáîçíà÷èâ èõ êàê

1 1, , nA A… . Òîãäà ëîìàíàÿ âèäà 1i iA A …

1 1 1n i iA A A XA… … , ãäå 1,2, , 1i n…  �
ïîÿñ. ßñíî, ÷òî òàêèõ ïîÿñîâ 1n .

Åñëè æå X S ëåæèò íà âûïóêëîé îáî-
ëî÷êå, òî òàêèì îáðàçîì ìû ìîæåì ïîñòðî-
èòü òîëüêî îäèí ïîÿñ 1i iA A … 1i iA XA .

Áóäåì íàçûâàòü ïîÿñà, êîòîðûå ìîæíî
ïîëó÷èòü âòîðûì ñïîñîáîì (âçÿâ çà öåíòð
ïîëÿðíûõ êîîðäèíàò òî÷êó èç S), âêëþ÷à-
þùèìè ïîÿñàìè âîêðóã X.Òðåòüå ðåøåíèå.Ñîåäèíåíèå âûïóêëûõ îáîëî÷åê

Ðàññìîòðèì âûïóêëóþ îáîëî÷êó ìíîæå-
ñòâà S. Íàçîâåì åå ïåðâîé. Äàëåå ó îñòàâ-
øåãîñÿ ìíîæåñòâà òî÷åê (çàêëþ÷åííîãî
âíóòðè ïåðâîé âûïóêëîé îáîëî÷êè) òîæå
ðàññìîòðèì âûïóêëóþ îáîëî÷êó, åå íàçî-
âåì âòîðîé (ïðèìåð ïîêàçàí íà ðèñóí-
êå 6). Áóäåì ïðîäå-
ëûâàòü ýòó îïåðàöèþ
äî òåõ ïîð, ïîêà ýòî
âîçìîæíî. (Ìîãëî
îêàçàòüñÿ, ÷òî ïîñëå-
äíèé øàã ñîâåðøåí ñ
ìíîæåñòâîì, ñîñòîÿ-
ùèì èç îäíîé èëè
äâóõ òî÷åê.)

Ëåììà 3. Ïóñòü îòðåçîê ñîåäèíÿåò
òî÷êó èç i-é è òî÷êó èç 1i -é âûïóêëûõ
îáîëî÷åê. Òîãäà îí íå ïåðåñåêàåò i-óþ
âûïóêëóþ îáîëî÷êó.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî òàê, ïîòîìó ÷òî

âåñü îòðåçîê ëåæèò âíóòðè âûïóêëîãî ìíî-
ãîóãîëüíèêà, îáðàçîâàííîãî i-é âûïóêëîé
îáîëî÷êîé (çíà÷èò, îí åå íå ïåðåñåêàåò).

Ëåììà 4. Êîíöû ëþáîãî îòðåçêà AB (íå
ïîñëåäíåé) i-é âûïóêëîé îáîëî÷êè ìîæíî
ñîåäèíèòü ñ êîíöàìè îòðåçêà èç 1i -é
âûïóêëîé îáîëî÷êè (èëè ñ òî÷êîé â ñëó-
÷àå, êîãäà âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ñîñòîèò èç
îäíîé òî÷êè) äâóìÿ îòðåçêàìè òàê, ÷òî-
áû îíè íå ïåðåñåêàëè âûïóêëûå îáîëî÷êè
è äðóã äðóãà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëó÷àé, êîãäà 1i -ÿ

îáîëî÷êà ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè, î÷åâè-
äåí � ïðîñòî ïðîâåäåì ê íåé äâà îòðåçêà èç
A è B. Ñëó÷àé, êîãäà 1i -ÿ îáîëî÷êà
ñîñòîèò èç äâóõ òî÷åê Ñ è D, òàêæå î÷åâè-
äåí: îòðåçêè ÀÑ è BD íå ïåðåñåêàþòñÿ èëè
îòðåçêè AD è ÂÑ íå ïåðåñåêàþòñÿ.

Ðàññìîòðèì îñòàâøèéñÿ ñëó÷àé, êîãäà
1i -ÿ îáîëî÷êà ñîñòîèò áîëåå ÷åì èç äâóõ

òî÷åê. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî AB ïðîõîäèò
ãîðèçîíòàëüíî è òî÷êà A ðàñïîëîæåíà ëå-
âåå B (ðèñ. 7). Ïóñòü X � áëèæàéøàÿ ê

ïðÿìîé AB òî÷êà èç 1i -é îáîëî÷êè
(åñëè òàêèõ íåñêîëüêî, òî âûáåðåì ñàìóþ
ëåâóþ). Òîãäà îòðåçêè AX è BX íå ïåðåñå-
êàþò 1i -þ âûïóêëóþ îáîëî÷êó (èíà÷å
X � íå áëèæàéøàÿ òî÷êà).

Ðàññìîòðèì ïðÿìûå, ñîäåðæàùèå îòðåç-
êè, êîòîðûå ñîåäèíÿþò X ñ ñîñåäíèìè
âåðøèíàìè èç 1i -é âûïóêëîé îáîëî÷-
êè. Íàçîâåì èõ m è n òàê, ÷òî m ïåðåñåêàåò
ïðÿìóþ AB ëåâåå, ÷åì n ïåðåñåêàåò ïðÿ-
ìóþ AB. Òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ m ñ ïðÿìîé
AB íàçîâåì M (åñëè æå îäíà èç ïðÿìûõ
m è n ïàðàëëåëüíà AB, òî îáîçíà÷èì
èìåííî åå çà m, à äðóãóþ çà n; â ýòîì
ñëó÷àå çà òî÷êó M ïðèìåì ëåâóþ áåñêî-

Ðèñ. 4 Ðèñ. 5

Ðèñ. 6

Ðèñ. 7
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íå÷íî óäàëåííóþ òî÷êó íà AB). Òî÷êó
ïåðåñå÷åíèÿ n ñ ïðÿìîé AB íàçîâåì N.
Ñîñåäíþþ äëÿ X âåðøèíó, ëåæàùóþ íà
m, íàçîâåì 1M . Ñîñåäíþþ äëÿ X âåðøè-
íó, ëåæàùóþ íà n, íàçîâåì 1N . Ïóñòü
,P Q AB � ëþáûå òî÷êè òàêèå, ÷òî P �

ñëåâà îò A, Q � ñïðàâà îò B.
Ðàññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ.
1) Òî÷êà A ëåæèò íà ëó÷å MN (ðèñ. 8;

â ñëó÷àå, êîãäà M ýòî ëåâàÿ áåñêîíå÷íî

óäàëåííàÿ òî÷êà, ëó÷ MN ýòî âñÿ ïðÿìàÿ).
Ïðîâåäåì îòðåçêè AX è 1BM .

2) Òî÷êà B ëåæèò íà ëó÷å NM (ðèñ. 9).
Ýòîò ñëó÷àé «ñèììåòðè÷åí» ïåðâîìó. Ïðî-
âåäåì îòðåçêè 1AN  è BX.

3) Òî÷êà A ëåæèò íà ëó÷å MP, òî÷êà B
ëåæèò íà ëó÷å NQ (ðèñ. 10). Òîãäà ìîæ-
íî áåç ïåðåñå÷åíèé ñîåäèíèòü A ñ X, à B ñ

1M .
Âî âñåõ ñëó÷àÿõ ïåðåñå÷åíèé ñ i-é îáî-

ëî÷êîé íå áóäåò ïî ëåììå 3.
Ëåììà 4 äîêàçàíà.

Òåïåðü âûáåðåì ëþáîé îòðåçîê 1 1A B  â 1-é
îáîëî÷êå, ñîåäèíèì åãî ñ îòðåçêîì èç 2-é
(ðèc. 11). Çàòåì îòðåçîê 2 2A B  èç 2-é îáî-
ëî÷êè, êîòîðûé íå ñîåäèíÿëñÿ ñ ïåðâîé,
ñîåäèíèì ñ îòðåçêîì èç 3-é è ò.ä. Â êàæäîé
âûïóêëîé îáîëî÷êå ñ íå÷åòíûì íîìåðîì
çàêðàñèì ÷àñòü ìåæäó äâóìÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíûìè âûïóêëûìè îáîëî÷êàìè, èñêëþ-
÷àÿ òîò ÷åòûðåõóãîëüíèê, êîòîðûé îáðàçó-
åòñÿ äâóìÿ ñîåäèíÿþùèìè îòðåçêàìè. Â
êàæäîé îáîëî÷êå ñ ÷åòíûì íîìåðîì çàêðà-
ñèì ýòîò ÷åòûðåõóãîëüíèê. Êîíòóð çàêðà-
øåííîé ôèãóðû � ïîÿñ ìíîæåñòâà.

×åòâåðòîå ðåøåíèå.Ëîìàíàÿ ìèíèìàëüíîé äëèíû
Ïîíÿòíî, ÷òî ìíîæåñòâî çàìêíóòûõ ëî-

ìàíûõ, êîòîðûå ìîæíî ïðîâåñòè ÷åðåç S,
êîíå÷íî. Äîêàæåì, ÷òî ëîìàíàÿ ìèíè-
ìàëüíîé äëèíû ÿâëÿåòñÿ ïîÿñîì.

Ïóñòü åñòü êàêîå-òî ïåðåñå÷åíèå X äâóõ
çâåíüåâ AB è CD ëîìàíîé (ðèñ. 12). Çàìå-

íèì ýòè äâà îòðåçêà íà AC è BD èëè íà AD
è BC, â îäíîì èç äâóõ ñëó÷àåâ ëîìàíàÿ
îñòàíåòñÿ ñâÿçíîé. Íî â òî æå âðåìÿ åå
äëèíà ñîêðàòèòñÿ, â ñèëó äâóõ íåðàâåíñòâ
òðåóãîëüíèêà: AC AX XC è
BD BX XD, èç ÷åãî ñëåäóåò, ÷òî
AC BD AB CD. Àíàëîãè÷íî, AD

BC AB CD. Çíà÷èò, çàìêíóòàÿ ëîìà-
íîé ìèíèìàëüíîé äëèíû � íåñàìîïåðåñåêà-
þùàÿñÿ, ò.å. ÿâëÿåòñÿ ïîÿñîì.

Ðèñ. 8

Ðèñ. 9

Ðèñ. 10

Ðèñ. 11
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Äîêàæåì ñíà÷àëà ñëåäóþùóþ ëåììó.
Ëåììà 5. Äàí ìíîãîóãîëüíèê M è òî÷êà

A òàêèå, ÷òî åñòü ïðÿìàÿ l, îòäåëÿþùàÿ
M îò A (ò.å. M è A ëåæàò ïî ðàçíûå
ñòîðîíû îò l). Òîãäà êàêàÿ-òî ñòîðîíà
M öåëèêîì âèäíà èç òî÷êè A (áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî ñòîðîíà PQ âèäíà èç òî÷-
êè A öåëèêîì, åñëè âíóòðè òðåóãîëüíèêà
APQ íåò äðóãèõ òî÷åê ìíîãîóãîëüíèêà).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêðàñèì êàæäóþ ñòî-

ðîíó ìíîãîóãîëüíèêà â ñâîé öâåò. Ðàñ-
ñìîòðèì öåíòðàëüíóþ ïðîåêöèþ ìíîãî-
óãîëüíèêà èç òî÷êè A íà ïðÿìóþ l (ïðèìåð
ïîêàçàí íà ðèñóíêå 13). Íà ïðÿìîé l

áóäåò îòîáðàæàòüñÿ, êàê ìíîãîóãîëüíèê
âèäåí èç òî÷êè A. Íàïðèìåð, åñëè ôðàã-
ìåíò êðàñíîé ñòîðîíû çàãîðàæèâàåò ôðàã-
ìåíò ñèíåé ñòîðîíû, òî íà ïðÿìîé l ïîêà-
çàíà ïðîåêöèÿ èìåííî êðàñíîé ñòîðîíû.
Åñëè âåðøèíà ïðîåöèðóåòñÿ â òî÷êó íà
ïðÿìîé l, òî áóäåì â ïðîåêöèè ðèñîâàòü
íàïðàâëåíèå (ñòðåëêó), â êîòîðîì êàêàÿ-òî
îäíà ñòîðîíà çàãîðàæèâàåò äðóãóþ, ò.å.
êîíöîì êàêîé ñòîðîíû ÿâëÿåòñÿ ïðîåöèðó-
åìàÿ âåðøèíà.

Ïóñòü ïðè ïðîåêöèè ïîëó÷èëîñü k ñåã-
ìåíòîâ. Ìåæäó íèìè 1k  òî÷åê, â íåêîòî-
ðûõ èç êîòîðûõ óêàçàíû íàïðàâëåíèÿ. Òàê
êàê ñåãìåíòîâ áîëüøå, ÷åì òî÷åê, òî â
êàêîé-òî ñåãìåíò íå óêàçûâàåò íè îäíà
ñòðåëêà. Çíà÷èò, ýòî ïðîåêöèÿ öåëîé ñòîðî-
íû, ò.å. ñòîðîíà âèäíà èç òî÷êè A öåëèêîì.

Ëåììà äîêàçàíà.
Äîêàæåì ïóíêò à) ñ ïîìîùüþ ýòîé ëåì-

ìû. Áóäåì âåñòè ðåøåíèå èíäóêöèåé ïî n.
Áàçà äëÿ n 3 òî÷åê î÷åâèäíà. Âîçüìåì
òî÷êó A � âåðøèíó âûïóêëîé îáîëî÷êè è
óáåðåì åå èç ìíîæåñòâà. Òî÷êó A ìîæíî
îòäåëèòü ïðÿìîé îò ìíîæåñòâà îñòàëüíûõ
òî÷åê. Ïðèìåíèì ê íåìó ïðåäïîëîæåíèå
èíäóêöèè: ÷åðåç ýòî ìíîæåñòâî ìîæíî
ïðîâåñòè ïîÿñ. Ïî ëåììå, îäíà ñòîðîí PQ

ïîÿñà âèäíà öåëèêîì èç òî÷êè A. Çàìåíèâ
â ìíîãîóãîëüíèêå ñòîðîíó PQ íà ëîìàíóþ
PAQ, ïîëó÷èì èñêîìûé ìíîãîóãîëüíèê.

Ðåøåíèå ïóíêòà á)
Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî åñëè âñå òî÷êè

ëåæàò íà âûïóêëîé îáîëî÷êå, òî 1f S .
Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà ïîìèìî
ïîÿñà, ñîâïàäàþùåãî ñ âûïóêëîé îáîëî÷-
êîé, íàéäåòñÿ åùå õîòÿ áû îäèí ïîÿñ. Îí
ñîäåðæèò çâåíî AB, ÿâëÿþùååñÿ äèàãîíà-
ëüþ âûïóêëîé îáîëî÷êè. Ïðÿìàÿ, ñîäåð-
æàùàÿ AB, äåëèò ïëîñêîñòü íà äâå ïîëó-
ïëîñêîñòè, â êàæäîé èç êîòîðûõ åñòü òî÷-
êè S. Òî÷êè îäíîé ïîëóïëîñêîñòè íå ìîãóò
áûòü ñîåäèíåíû ñ òî÷êàìè äðóãîé, òàê êàê
èíà÷å îíè ïåðåñåêóò AB. Çíà÷èò, ïîÿñ íå
ìîæåò áûòü çàìêíóòûì. Ïðîòèâîðå÷èå.

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî åñëè 1f S , òî
âñå òî÷êè ëåæàò íà âûïóêëîé îáîëî÷êå.
Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Âíóòðè âûïóê-
ëîé îáîëî÷êè åñòü òî÷êà A èç ìíîæåñòâà S.
Ðàññìîòðèì âêëþ÷àþùèå ïîÿñà âîêðóã A.
Èõ 1 1n , òàê êàê A ëåæèò âíóòðè âû-
ïóêëîé îáîëî÷êè. Ïðîòèâîðå÷èå.

Ðåøåíèå ïóíêòà â)
Âîñïîëüçóåìñÿ ïîñòðîåíèåì èç ðåøåíèÿ

âòîðîé ÷àñòè ïóíêòà á). Äëÿ n òî÷åê â
ñëó÷àå, êîãäà åñòü òî÷êà âíóòðè âûïóêëîé
îáîëî÷êè, îíî äàåò îöåíêó 1f S n .

Äîêàæåì, ÷òî åñëè âíóòðè âûïóêëîé
îáîëî÷êè òîëüêî îäíà òî÷êà, òî 1f S n .
Îáîçíà÷èì ÷åðåç X òî÷êó âíóòðè âûïóê-
ëîé îáîëî÷êè. Îíà ñîåäèíåíà ñ äâóìÿ
òî÷êàìè A è B èç âûïóêëîé îáîëî÷êè,
ïðè÷åì ñîñåäíèìè. Èíà÷å ïîÿñ ñàìîïåðå-
ñåêàþùèéñÿ, òàê êàê çâåíî, ñîåäèíÿþùåå
÷àñòè ïîÿñà, ñîñòàâëåííûå èç ãðóïï òî÷åê
ìåæäó A è B, îáÿçàíî ïåðåñå÷ü AXB.
Êàæäûé èç ñîñåäåé â ñâîþ î÷åðåäü ìîæåò
áûòü ñîåäèíåí òîëüêî ñî ñâîèìè ñîñåäÿìè,
èíà÷å ïîÿñ ñàìîïåðåñåêàþùèéñÿ èç òåõ æå
ñîîáðàæåíèé. Ïîëó÷àåì, ÷òî âñåâîçìîæ-
íûå ïîñòðîåíèÿ äàþò ìíîæåñòâî âêëþ÷àþ-
ùèõ ïîÿñîâ âîêðóã X. Çíà÷èò, èõ 1n .

Ðåøåíèå ïóíêòà ã)
Ïóñòü âíóòðè âûïóêëîé îáîëî÷êè ëåæàò

òî÷êè P è Q äàííîãî ìíîæåñòâà. Ðàññìîò-

Ðèñ. 13
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ðèì äâå ïðîèçâîëüíûå ñòîðîíû AB è CD
âûïóêëîé îáîëî÷êè. Íà ðèñóíêå 14  èçîá-
ðàæåí ñëó÷àé, êîãäà ó ýòèõ äâóõ ñòîðîí
íåò îáùåé âåðøèíû, íà ðèñóíêå 15 �
êîãäà åñòü. Êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ èõ âûá-

ðàòü ðàâíî 
2 3

2

n n
, òàê êàê â âûïóê-

ëîé îáîëî÷êå 2n  îòðåçêà.

Ïîêàæåì, ÷òî ìîæíî â âûïóêëîé îáî-
ëî÷êå ñäåëàòü õîòÿ áû îäíî èç äâóõ:

1) çàìåíèòü AB íà îòðåçêè AP è BP, à
CD íà îòðåçêè CQ è DQ òàê, ÷òî ïîëó÷èò-
ñÿ ìíîãîóãîëüíèê (ò.å. íå áóäåò ñàìîïåðå-
ñå÷åíèé),

2) çàìåíèòü AB íà îòðåçêè AQ è BQ , à
CD íà îòðåçêè CP è DP òàê, ÷òî ïîëó÷èòñÿ
ìíîãîóãîëüíèê.

Ïóñòü X � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AB
è CD, à Y � òî÷êà íà îòðåçêå PQ. Òîãäà
îòðåçêè AB è CD ëåæàò â ðàçíûõ ïîëó-
ïëîñêîñòÿõ îòíîñèòåëüíî XY (èõ âåðøè-
íû ìîãóò ëåæàòü íà XY, òîëüêî åñëè ýòî èõ
îáùàÿ âåðøèíà, ïðè ýòîì îíà áóäåò ñîâïà-
äàòü ñ X), è òî÷êè P è Q òîæå. (Åñëè òî÷êè
X íåò, èç-çà òîãî ÷òî AB è CD ïàðàëëåëü-
íû, òî áóäåì ðàññìàòðèâàòü âìåñòî ïðÿìîé
XY ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç Y è ïàðàë-
ëåëüíóþ AB è CD.)

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà P è Q
íå ëåæàò íà XY. Òîãäà åñëè AB è P â îäíîé
ïîëóïëîñêîñòè, òî îòðåçêè AP è BP ëåæàò
â òîé æå ïîëóïëîñêîñòè, à îòðåçêè CQ è
DQ � â äðóãîé. Ïîýòîìó îòðåçêè ÀÐ, ÂÐ,
CQ, DQ íå ïåðåñåêàþòñÿ è âîçìîæíî
ïîñòðîåíèå èç ïóíêòà 1). Åñëè æå AB è Q
â îäíîé ïîëóïëîñêîñòè, òî àíàëîãè÷íî
âîçìîæíî ïîñòðîåíèå èç ïóíêòà 2).

Åñëè æå P ëåæèò íà XY, òî è Q ëåæèò íà
XY. Ðàññóæäåíèå âûøå ðàáîòàåò è â ýòîì
ñëó÷àå, åñëè ó îòðåçêîâ AB è CD íåò îáùåé
âåðøèíû. Åñëè æå ó íèõ åñòü îáùàÿ âåð-

øèíà, òî îíà ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé X, íî
òîãäà ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî òî÷êè X, P è Q èç
íàøåãî ìíîæåñòâà êîëëèíåàðíû, íî ìû
ðàññìàòðèâàåì òîëüêî òî÷êè îáùåãî ïîëî-
æåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøåíî.
Çàìå÷àíèå. Êàæåòñÿ, ÷òî ìîæåò áûòü

èíòåðåñíî ïîäóìàòü íàä ñëåäóþùèì âîï-
ðîñîì, íà êîòîðûé ó íàñ íåò îòâåòà.

Ïóñòü âíóòðè âûïóêëîé îáîëî÷êè k òî-
÷åê. Êàêèå ìîãóò áûòü îöåíêè íà f S ?
Ìîæíî ðàññìîòðåòü ñíà÷àëà ìàëåíüêèå
çíà÷åíèÿ k:

1) Âåðíî ëè, ÷òî åñëè âíóòðè âûïóêëîé
îáîëî÷êè ìíîæåñòâà S õîòÿ áû äâå òî÷êè,
òî ñóùåñòâóåò êâàäðàòè÷íàÿ íèæíÿÿ îöåí-
êà íà f S  (ò.å. ìîæíî îöåíèòü f S  ñíèçó
ìíîãî÷ëåíîì âòîðîé ñòåïåíè)?

2) Âåðíî ëè, ÷òî åñëè âíóòðè âûïóêëîé
îáîëî÷êè ìíîæåñòâà S ðîâíî òðè òî÷êè, òî
ñóùåñòâóåò êóáè÷åñêàÿ íèæíÿÿ îöåíêà íà
f S ?

Ðåøåíèå ïóíêòà ä)
Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àè 5n . Íå-

òðóäíî ïîíÿòü, ÷òî 3 1F , 4 2F ,
5 2F , â òî âðåìÿ êàê çíà÷åíèå âûðàæå-

íèÿ 
8

33 2

n

 ìåíüøå 1 ïðè n 3 è ìåíüøå 2

ïðè n 4 è n 5, ïîýòîìó íåðàâåíñòâî
âûïîëíåíî.

Ïðè 6n  ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíûå
âëîæåííûå âûïóêëûå îáîëî÷êè, êàê â òðå-
òüåì ðåøåíèè ïóíêòà à). Ïóñòü âûáðàíî
òàêîå ìíîæåñòâî òî÷åê, ÷òî â ïåðâîé îáî-
ëî÷êå ñîäåðæèòñÿ 3, 4 èëè 5 òî÷åê, à
îñòàëüíûå 1k  âûïóêëûõ îáîëî÷åê ÿâëÿ-
þòñÿ òðåóãîëüíèêàìè (ñîîòâåòñòâåííî, n
ðàâíÿåòñÿ 3k, 3k + 1 èëè 3k + 2, 2k ).
Òîãäà âàðèàíòîâ âûáðàòü ïåðâûé îòðåçîê
íå ìåíåå 3. Ïðè ñîåäèíåíèè âûïóêëûõ
îáîëî÷åê, êàê â òðåòüåì ðåøåíèè, ñïîñî-
áîâ âûáðàòü îòðåçîê â êàæäîì òðåóãîëüíè-
êå (â êàæäîì èç 1k  òðåóãîëüíèêîâ, êðîìå
ïîñëåäíåãî) � äâà. Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî
3 2k n, ïîëó÷èì

8

2 33 2 3 2

n
kF n .

Çàäà÷à ðåøåíà.

Ðèñ. 14 Ðèñ. 15



Ç À Ä À × Í È Ê  « Ê Â À Í Ò À » 31
Íà ñàìîì äåëå, äîêàçàíî, ÷òî ôóíêöèÿ

F n  ðàñòåò êàê nb , ãäå 4,642 56b .
Èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû îá ýòîì ìîæíî ïðî-
÷èòàòü â ãëàâå «Çàäà÷è î òî÷êàõ â îáùåì
ïîëîæåíèè» êíèãè Ï.Áðàññà, Ó.Ìîçåðà,
ß.Ïàõà «Îòêðûòûå ïðîáëåìû äèñêðåòíîé
ãåîìåòðèè» (ÌÖÍÌÎ, 2021), à òàêæå íà
ñàéòå Erik Demaine: https:
erikdemaine.org polygonization

Ðîäñòâåííûå çàäà÷è
1. Ïóñòü äàíû ìíîãîóãîëüíèê è òî÷êà P

âíóòðè íåãî. Îáÿçàòåëüíî ëè êàêàÿ-òî ñòîðîíà
ìíîãîóãîëüíèêà âèäíà öåëèêîì èç òî÷êè P? À
åñëè òî÷êà P ñíàðóæè ìíîãîóãîëüíèêà?
2. Íà ïëîñêîñòè ðàñïîëîæåíî íåñêîëüêî íå-

ïåðåñåêàþùèõñÿ îòðåçêîâ. Âñåãäà ëè ìîæíî
ñîåäèíèòü êîíöû íåêîòîðûõ èç íèõ îòðåçêàìè
òàê, ÷òîáû ïîëó÷èëàñü çàìêíóòàÿ íåñàìîïåðå-
ñåêàþùàÿñÿ ëîìàíàÿ?

3. Òðèàíãóëÿöèÿ ìíîæåñòâà òî÷åê � ýòî
ïëîñêèé ãðàô, ãäå âåðøèíû ýòî âñå òî÷êè
ìíîæåñòâà, ðåáðà ýòî îòðåçêè, ñîåäèíÿþùèå
òî÷êè, à âñå ãðàíè, êðîìå âíåøíåé, ýòî òðåó-
ãîëüíèêè. Ðàññìîòðèì òðèàíãóëÿöèþ ìíîæå-
ñòâà S. Âåðíî ëè, ÷òî ëþáóþ òðèàíãóëÿöèþ
ìíîæåñòâà S ìîæíî ïðåâðàòèòü â ïîÿñ óäàëå-
íèåì íåêîòîðûõ ðåáåð?
4. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî S òî÷åê îáùåãî

ïîëîæåíèÿ. Ðàññìîòðèì âñåâîçìîæíûå ïîÿñà.
Ïóñòü èõ áîëüøå îäíîãî. Ìîæåò ëè ó íèõ ó âñåõ
áûòü îáùåå çâåíî?
5 (Ï.Êîæåâíèêîâ, Êóáîê ïàìÿòè À.Í.Êîë-

ìîãîðîâà, 2013 ã.). Íà ïëîñêîñòè äàíî êîíå÷-
íîå ìíîæåñòâî S èç n > 2 òî÷åê îáùåãî ïîëîæå-
íèÿ (ò.å. íèêàêèå òðè òî÷êè íå ëåæàò íà îäíîé
ïðÿìîé). Ðàññìàòðèâàþòñÿ âñå ìíîãîóãîëüíè-
êè, ìíîæåñòâî âåðøèí êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ S.
Âåðíî ëè, ÷òî îáúåäèíåíèå âñåõ òàêèõ ìíîãî-
óãîëüíèêîâ îáÿçàòåëüíî ñîâïàäåò ñ âûïóêëîé
îáîëî÷êîé ìíîæåñòâà S?

ÌÎÍÃÎËÜÑÊÎÅ ÏÈÑÜÌÎ
(ñì. 2-þ ñ. îáëîæêè)

Ìîæíî âèäåòü, ÷òî êàæäîå ñëîâî çàïèñûâàåòñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ çíàêîâ, ðàñïîëîæåííûõ íà
îáùåé âåðòèêàëüíîé ÷åðòå. Äâà ñëîâà, íà÷èíàþ-
ùèõñÿ ñî çâóêà ò, íà÷èíàþòñÿ ñ îäíîãî è òîãî æå

çíàêà .
Îòñþäà ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïèñüìî àëôà-
âèòíîå è íàïðàâëåíèå åãî � ñâåðõó âíèç. Íåòðóä-
íî óñòàíîâèòü, ÷åìó ñîîòâåòñòâóþò íåêîòîðûå
çíàêè:

ñ ð ê í ì

Ñîãëàñíûå ë è ò è ãëàñíûå è è à âñòðå÷àþòñÿ â
óñëîâèè çàäà÷è â äâóõ âàðèàíòàõ çàïèñè:

â íà÷àëå â ñåðåäèíå â êîíöå
  ñëîâà     ñëîâà   ñëîâà

ò

ë

è

à

(íà êîíöå ñëîâà à è í íå ðàçëè÷àþòñÿ).

Ãëàñíûé ó âî âñåõ ñëó÷àÿõ çàïèñûâàåòñÿ êàê .
Åñëè îí â íà÷àëå ñëîâà, òî ïåðåä íèì ñòàâèòñÿ
çíàê , ñîâïàäàþùèé ñî çíàêîì äëÿ à â ñåðåäèíå
ñëîâà. Ýòîò çíàê âñåãäà ñòàâèòñÿ â íà÷àëå ñëîâà,
åñëè îíî íà÷èíàåòñÿ ñ ãëàñíîãî; åñëè ñëîâî íà÷è-
íàåòñÿ ñ à, çíàê ïîâòîðÿåòñÿ äâàæäû.

Òîãäà ö çàïèñûâàåòñÿ êàê .

Çàäàíèå 1
«Êðèçèñ» � êèìóðàë, 2 � ìàðêà, 3 � àëòàè.
Ñëîâî 2, ïî-âèäèìîìó, îçíà÷àåò «ìàðêà» (â ìîí-
ãîëüñêèé ÿçûê ýòî ñëîâî çàèìñòâîâàíî â çíà÷å-
íèè «ïî÷òîâàÿ ìàðêà»). Ñëîâî 3 îçíà÷àåò Àëòàé
(ãåîãðàôè÷åñêèé ðåãèîí èëè Àëòàéñêèå ãîðû).

Çàäàíèå 2
Ñöðè àèìóðëàë èòàëè
«ñòîã» «èñïîð÷åííîñòü» «Èòàëèÿ»



ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÛ?À òàê ëè õîðîøî çíàêîìû âàì

×òîáû èçó÷èòü êàêîå-òî ñîáûòèå â ìèðåôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé, íóæíî ïðåæäå âñåãîçíàòü, ãäå è êîãäà îíî ïðîèçîøëî. Îòâåòèòüíà âîïðîñ ãäå? � çíà÷èò óêàçàòü ìåñòî ïðîèñ-øåñòâèÿ� Àðòóð ×åðíèíÒî, ÷òî òðåì òî÷êàì ïëîñêîñòè âîçìîæíîñîïîñòàâèòü òàêèå ãðóçû, ÷òîáû çàäàííàÿ ÷åò-âåðòàÿ òî÷êà îêàçàëàñü èõ öåíòðîì, �ïðèâåëîìåíÿ ê íîâîìó ìåòîäó çàäàíèÿ òî÷åê íàïëîñêîñòè. Àâãóñò Ì¸áèóñ

Íàðèñóåì äâå ïåðåñåêàþùèåñÿ ïîä ïðÿ-ìûì óãëîì ëèíèè (îñè êîîðäèíàò) è áóäåìçàäàâàòü ïîëîæåíèå ÷àñòèöû� ðàññòîÿíèÿìèîò íåå äî êàæäîé èç îñåé. Ðè÷àðä Ôåéíìàí�çàêîí ïðèðîäû íå ïîçâîëÿåò íàì çíàòü èïîëîæåíèå, è ñêîðîñòü ÷àñòèöû ñ ëþáîé òî÷-íîñòüþ, êîòîðîé íàì õîòåëîñü áû.Âåðíåð ÃåéçåíáåðãÑëó÷èëîñü ýòî â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâåÎäíîé èç ìíîãèõ çàìêíóòûõ ñèñòåì.Êîîðäèíàòà ïîñëå äîëãèõ ñòðàíñòâèéÓñòàëà è èçìó÷èëàñü ñîâñåì.Ëåâ Áëþìåíôåëüä

Íåíàðîêîì � ñ ðàííåãî âîçðàñòà. Ïî
êðàéíåé ìåðå, ñ ïåðâûõ øêîëüíûõ ëåò,
êîãäà âû íà÷èíàåòå ïîëüçîâàòüñÿ òåòðà-
äÿìè «â êëåòî÷êó» è ãëîáóñîì, ðàñ÷åð-
÷åííûì ïàðàëëåëÿìè è ìåðèäèàíàìè. À
åùå � êîãäà èùèòå ìåñòî â êèíîçàëå ëèáî
íà ñòàäèîíå ïî óêàçàííûì â áèëåòå ÷èñ-
ëàì, çàïèñûâàåòå øàõìàòíûå õîäû èëè
îòñ÷èòûâàåòå êèëîìåòðîâûå ñòîëáû âäîëü
äîðîãè�

A ïîçæå óçíà¸òå, ÷òî êîîðäèíàòû �
êëþ÷åâîé ôèçè÷åñêèé èíñòðóìåíò, ÷òî ýòî
÷èñëà, õàðàêòåðèçóþùèå ïîëîæåíèå òî÷-
êè íà ëèíèè, íà ïëîñêîñòè, íà ïîâåðõíîñ-
òè èëè â ïðîñòðàíñòâå. È ÷òî ñèñòåìû
êîîðäèíàò áûâàþò íå òîëüêî äåêàðòîâû è
ïîëÿðíûå, íî è êîñîóãîëüíûå, ñôåðè÷åñ-
êèå, öèëèíäðè÷åñêèå, ôàçîâûå� Ñòîï!

Îáîéäåìñÿ ñåãîäíÿ òåìè èç íèõ, ñ êîòî-
ðûìè èìååì äåëî â øêîëüíîì êóðñå ôè-
çèêè. Âîïðîñû è çàäà÷è

1. Êàêîé äðåâíåéøèé àñòðîíîìè÷åñ-
êèé ïðèáîð ïîçâîëÿë îïðåäåëèòü øèðî-
òó ìåñòà?

2. ×åìó ðàâíà âûñîòà Ïîëÿðíîé çâåçäû
íàä ãîðèçîíòîì (â ãðàäóñàõ) äëÿ æèòåëåé
Ñåâåðíîãî ïîëóøàðèÿ?

3. Ñâÿçàí ëè ïðîéäåííûé ïóòü ñ èçìå-
íåíèåì êîîðäèíàò äâèæóùåãîñÿ òåëà?

4. Äâà òåëà À è Ñ äâèæóòñÿ â ïëîñêîñòè
õy, ïðè÷åì èõ êîîðäèíàòû èçìåíÿþòñÿ ñî
âðåìåíåì ïî çàêîíàì: 2Ax t, 5Ay t è

1Cx t , 4Cy t  (â åäèíèöàõ ÑÈ).
Âñòðåòÿòñÿ ëè ýòè òåëà?

5. Êàê ñëåäóåò ðàñïîëîæèòü êîîðäè-
íàòíûå îñè è ñêîëüêî èõ ïîòðåáóåòñÿ äëÿ
îïðåäåëåíèÿ ïîëîæåíèÿ íàñòåííîãî âûê-
ëþ÷àòåëÿ, åñëè çà òî÷êó îòñ÷åòà ïðèíÿòü:
à) óãîë êîìíàòû ó ñòåíû, ãäå íàõîäèòñÿ
âûêëþ÷àòåëü; á) òî÷êó íà ïîëó ïîä âûê-
ëþ÷àòåëåì?

6. Îäíîðîäíûé ñòåðæåíü äëèííîé l
ïîñòàâèëè íà ãëàäêóþ ïëîñêîñòü è îòïóñ-
òèëè. Êàê áóäåò ìåíÿòüñÿ ãîðèçîíòàëü-
íàÿ êîîðäèíàòà öåíòðà òÿæåñòè ñòåðæíÿ
ïðè åãî ïàäåíèè?

7. Êàêîâà êîîðäèíàòà x öåíòðà òÿæåñòè
îäíîðîäíîé ïëîñêîñòè ôèãóðû ABCD,
èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå? Èçâåñòíî, ÷òî



öåíòð òÿæåñòè îäíîðîäíîé ïëàñòèíû â
ôîðìå òðåóãîëüíèêà íàõîäèòñÿ íà ïåðåñå-
÷åíèè ìåäèàí, à ìàññà ïëàñòèíû ïðîïîð-
öèîíàëüíà åå ïëîùàäè.

8. Èçìåíÿþòñÿ ëè ïðè ïîëåòå ñ âêëþ-
÷åííûìè äâèãàòåëÿìè êîîðäèíàòû öåíòðà
òÿæåñòè ñàìîëåòà â ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñâÿ-
çàííîé ñ íèì?

9. «Ìåðíîñòü» äâèæåíèÿ çàâèñèò îò òîãî,
ñêîëüêî êîîðäèíàò èçìåíÿþòñÿ ñ òå÷åíèåì
âðåìåíè. Êàêîâà «ìåðíîñòü» äâèæåíèÿ
òî÷êè ïî îêðóæíîñòè ðàäèóñîì R?

10. Èçâåñòíû ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû

òî÷êè: 3r ì, 
2
. Îïðåäåëèòå åå äå-

êàðòîâû êîîðäèíàòû.
11. Ó èñêóññòâåííîãî ñïóòíèêà Çåìëè

îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè àçèìóò è âûñîòà.
Êàêîé èç ýòîãî ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î
âðàùåíèè Çåìëè è ïàðàìåòðàõ äâèæåíèÿ
ñïóòíèêà?

12. Ïî÷åìó ñåâåðíûå ñèÿíèÿ ÷àùå íà-
áëþäàþòñÿ â Êàíàäå, ÷åì, íàïðèìåð, â
Ñèáèðè, õîòÿ ýòè ðåãèîíû íàõîäÿòñÿ ïðè-
ìåðíî íà îäíîé ãåîãðàôè÷åñêîé øèðîòå?Ìèêðîîïûò
Ïîïðîáóéòå ïåðåíåñòè ëåñòíèöó-ñòðåìÿí-

êó îäíîé ðóêîé. Êàê âû çà íåå âîçüìåòåñü?
Íå ïîäñêàçûâàþò ëè âàøè äåéñòâèÿ ñïîñîá
îïðåäåëåíèÿ öåíòðà òÿæåñòè ëåñòíèöû?Ëþáîïûòíî, ÷òî...
�äðåâíåãðå÷åñêèé ó÷åíûé Àïîëëîíèé

Ïåðãñêèé ïðåäâîñõèòèë ìåòîä êîîðäèíàò
åùå çà 200 ëåò äî íîâîé ýðû. Íåñêîëüêî
ïîçæå ïîíÿòèÿ øèðîòû è äîëãîòû ââåë
Ãèïïàðõ èç Íèêåè, à ìàòåìàòè÷åñêè òî÷-
íóþ èõ êîíöåïöèþ ïðåäëîæèë Êëàâäèé
Ïòîëåìåé óæå âî II âåêå.
�ïðèìåíèâ âïåðâûå â èñòîðèè íàóêè

ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå äâèæåíèÿ,
ñîîòâåòñòâóþùåå ñîâðåìåííîìó ìåòîäó
êîîðäèíàò, ôðàíöóçñêèé ó÷åíûé XIV âåêà
Íèêîëàé Îðåì óñòàíîâèë çàêîí ðàâíîïå-
ðåìåííîãî äâèæåíèÿ.
�Äåêàðò ïåðâûì îòîæäåñòâèë òî÷êó íà

ïðÿìîé ñ ÷èñëîì, òåì ñàìûì ðàçâèâ êîîð-
äèíàòíûé ìåòîä, îòêðûâøèé ãëóáîêèå
ñâÿçè ìåæäó àëãåáðîé è ãåîìåòðèåé. Ñàì
æå òåðìèí «êîîðäèíàòû» ââåë â îáðàùå-
íèå íåìåöêèé ó÷åíûé Ãîòôðèä Ëåéáíèö â
1692 ãîäó.

�âåëèêèé Àðõèìåä, ñ÷èòàâøèéñÿ îñíî-
âàòåëåì ðàöèîíàëüíîé òåîðèè öåíòðîâ
òÿæåñòè, îáíàðóæèë âîçìîæíîñòü äîêà-
çûâàòü íîâûå ìàòåìàòè÷åñêèå ôàêòû ñ
ïîìîùüþ èõ ñâîéñòâ, ñòàâ òåì ñàìûì
ðîäîíà÷àëüíèêîì òàê íàçûâàåìîãî áàðè-
öåíòðè÷åñêîãî ìåòîäà.
�â ñåðåäèíå XIX âåêà íåìåöêèé ó÷åíûé

Àâãóñò Ì¸áèóñ ïðåäëîæèë íîâóþ, íå ïî-
õîæóþ íè íà äåêàðòîâó, íè íà ïîëÿðíóþ,
ñèñòåìó êîîðäèíàò � áàðèöåíòðè÷åñêóþ,
îêàçàâøóþñÿ áîãàòîé ïðèëîæåíèÿìè ê
ãåîìåòðèè, õèìèè, ãåíåòèêå, ñòàòèñòèêå,
ýëåêòðîñòàòèêå è ò.ä.
�êðóïíûé âêëàä â ó÷åíèå î ñòàòèêå

âíåñ ó÷åíèê Ãàëèëåÿ Ýâàíäæåëèñòà Òîð-
ðè÷åëëè, êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò ôîðìó-
ëà äëÿ êîîðäèíàòû öåíòðà òÿæåñòè òâåð-
äîãî òåëà èëè ïëîñêîé ôèãóðû. Óâû,
ïîçæå íè â îäíîì ó÷åáíèêå ýòó ôîðìóëó
íå ñâÿçûâàëè ñ èìåíåì ó÷åíîãî.
�â îñíîâå òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè ëå-

æèò íåðàçðûâíàÿ ñâÿçü ïðîñòðàíñòâà è
âðåìåíè. Ïîýòîìó åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü ÷åò-
âåðòîé êîîðäèíàòîé êàêîãî-ëèáî ñîáûòèÿ,
ïîìèìî òðåõ ïðîñòðàíñòâåííûõ, ìîìåíò
âðåìåíè, êîãäà ýòî ñîáûòèå ïðîèñõîäèò.
Òàêîå ÷åòûðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî íàçû-
âàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì Ìèíêîâñêîãî.
...â 2003 ãîäó äâå êîìàíäû ñòðîèòåëåé,

âîçâîäèâøèå íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó ìîñò ÷å-
ðåç ðåêó ìåæäó Ãåðìàíèåé è Øâåéöàðèåé, íå
ñìîãëè ñîñòûêîâàòü åãî ïîëîâèíû. Îêàçà-
ëîñü, ÷òî íåìöû îòñ÷èòûâàëè âåðòèêàëüíóþ
êîîðäèíàòó ìîñòà îò Ñåâåðíîãî ìîðÿ, à
øâåéöàðöû � îò Ñðåäèçåìíîãî, õîòÿ ðàçíèöà
â èõ óðîâíÿõ ñîñòàâëÿëà 27 ñàíòèìåòðîâ.
�ïîëó÷èòü èíôîðìàöèþ î òî÷íîì ìåñòî-

ïîëîæåíèè îáúåêòà ïîçâîëÿåò ãëîáàëüíàÿ
ñèñòåìà ïîçèöèîíèðîâàíèÿ. Ïî ïðèíèìàå-
ìûì îò ñïóòíèêîâ íà îðáèòå âîêðóã Çåìëè
ðàäèîñèãíàëàì ïðèåìíèê âû÷èñëÿåò ðàññòî-
ÿíèå äî íèõ, à çàòåì � è ñâîè êîîðäèíàòû.×òî ÷èòàòü â «Êâàíòå» î êîîðäèíàòàõ

(ïóáëèêàöèè ïîñëåäíèõ ëåò)
1. «Ìåòîä êîîðäèíàò: ðåøåíèÿ áåç ëèøíèõ

âû÷èñëåíèé» � 2017, ¹8, ñ.25;
2. «Êàðòîãðàôèÿ è êðèâèçíà» � 2019, ¹9, ñ.9;
3. «Ôàçîâûå äèàãðàììû êîëåáàòåëüíûõ ñèñ-

òåì» � 2021, ¹9, ñ.29;
4. «Êîíôèãóðàöèîííîå è èìïóëüñíîå ïðîñòðàí-

ñòâà» � 2023, ¹6, ñ.40.
Ìàòåðèàë ïîäãîòîâèë À. Ëåîíîâè÷



Çàäà÷è

Èëëþ
ñòðàö

èè Ä
.Ãðèø

óêîâ
îé

«ÊÂÀÍÒ»  ÄËß  ÌËÀÄØÈÕ ØÊÎËÜÍÈÊÎÂ

Ýòè çàäà÷è ïðåäëàãàëèñü íà Ìàòåìàòè÷åñ-êîì ïðàçäíèêå.

1. Áåëàÿ, ñåðàÿ, ÷åðíàÿ, ðûæàÿ è æåë-òàÿ ìûøêè åäÿò ñûð òîëüêî ñâîåãîöâåòà. Ôåäÿ çíàåò, ÷òî ìûøêè æèâóò âïÿòè íîðêàõ âäîëü ñòåíû, ïðè ýòîì

áåëàÿ ìûøêà æèâåò ðÿäîì ñ ñåðîé èðÿäîì ñ ÷åðíîé, à ðûæàÿ è ñåðàÿ íåæèâóò ðÿäîì. Ôåäÿ ïîëîæèë ïåðåäíîðêàìè ñûð: ïåðåä ïåðâîé (ñàìîéëåâîé) íîðêîé � ñåðûé, ïåðåä âòî-ðîé � ðûæèé, ïåðåä òðåòüåé � áåëûé,ïåðåä ÷åòâåðòîé � æåëòûé, ïåðåä ïÿ-òîé � ÷åðíûé. Â ðåçóëüòàòå íè îäèíêóñîê íå îêàçàëñÿ ñúåäåí. Äëÿ êàæäîéíîðêè çàïèøèòå, êàêàÿ ìûøêà â íåéæèâåò. Ò.Êàçèöûíà2. Èç ïðÿìîóãîëüíèêà 3 6 âûðåçà-ëè îäíó êëåòêó. «Ïðèøåéòå» ýòó êëåòêóâ äðóãîì ìåñòå òàê, ÷òîáû ïîëó÷èëàñü

ôèãóðà, êîòîðóþ ìîæíî ðàçðåçàòü íàäâå îäèíàêîâûõ. Ò.Êàçèöûíà3. Íà ïðîäîëæåíèè îñíîâàíèÿ ACðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà ABCâûáðàëè òî÷êó K  òàê, ÷òî CK = 1. Òî÷êà

H íà ñòîðîíå AB òàêîâà, ÷òî KH è ABïåðïåíäèêóëÿðíû, AH = 1. Íàéäèòå ïå-ðèìåòð òðåóãîëüíèêà ABC, åñëè AC = 2.Ò.Ãîëåíèùåâà-Êóòóçîâà4. Â øêîëå âñå ó÷åíèêè � îòëè÷íè-êè, õîðîøèñòû ëèáî òðîå÷íèêè. Â êðóãâñòàëè 99 ó÷åíèêîâ. Ó êàæäîãî ñðåäèòðåõ ñîñåäåé ñëåâà åñòü õîòÿ áû îäèíòðîå÷íèê, ñðåäè ïÿòè ñîñåäåé ñïðà-âà � õîòÿ áû îäèí îòëè÷íèê, à ñðåäè÷åòûðåõ ñîñåäåé � äâóõ ñëåâà è äâóõñïðàâà � õîòÿ áû îäèí õîðîøèñò.Ìîæåò ëè â ýòîì êðóãå áûòü ïîðîâíóîòëè÷íèêîâ è òðîå÷íèêîâ?À.Øàïîâàëîâ



Âîçäóøíûé øàð
À.ËÈÁÅÐÌÀÍ

DOI: https://doi.org/10.4213/kvant20240505

Äîïóñòèì, ÷òî Çåìëÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
îäíîðîäíûé íåäåôîðìèðóåìûé øàð. Âîêðóã
Çåìëè íàõîäèòñÿ âîçäóõ, óäîâëåòâîðÿþùèé
óñëîâèÿì èäåàëüíîãî ãàçà, êîòîðûé íå îñåäà-
åò íà ïîâåðõíîñòü Çåìëè è íå óëåòó÷èâàåòñÿ
â êîñìè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, áëàãîäàðÿ ðà-
âåíñòâó ýíåðãèè ãðàâèòàöèè Çåìëè è ñðåäíåé
êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè åãî ìîëåêóë. Êèíåòè-
÷åñêóþ ýíåðãèþ ìîëåêóëû âîçäóõà ïîëó÷à-
þò îò ñîëíå÷íîãî èçëó÷åíèÿ.

Íà ïîâåðõíîñòè Çåìëè íàõîäèòñÿ øàð.
Äèàìåòð øàðà íåèçìåðèìî ìàë â ñðàâíåíèè
ñ äèàìåòðîì Çåìëè, íî íåèçìåðèìî âåëèê â
ñðàâíåíèè ñî ñðåäíåé äëèíîé ñâîáîäíîãî
ïðîáåãà ìîëåêóë âîçäóõà, íàõîäÿùèõñÿ ó åå
ïîâåðõíîñòè. Öåíòð ìàññ øàðà ñîâïàäàåò ñ
åãî ãåîìåòðè÷åñêèì öåíòðîì. Îáîëî÷êà íå-
äåôîðìèðóåìà. Âíóòðè øàðà � âàêóóì, à
ñíàðóæè âîçäóõ (âîò ïî÷åìó ñòàòüÿ íàçûâà-
åòñÿ «Âîçäóøíûé øàð»).

Â äàííîé ñèòóàöèè íà øàð äåéñòâóþò äâå
ñèëû: ãðàâèòàöèîííàÿ è âûòàëêèâàþùàÿ.
(Øàðîîáðàçíàÿ ôîðìà è öåíòðàëüíàÿ ñèì-
ìåòðèÿ âûòàëêèâàåìîãî òåëà âçÿòû äëÿ óäîá-
ñòâà � âûòàëêèâàþùàÿ ñèëà îò ýòèõ ôàêòî-
ðîâ íå çàâèñèò.) Ýòè ñèëû ïðèëîæåíû ê
öåíòðó øàðà è íàïðàâëåíû ïî ëèíèè, ñîåäè-
íÿþùåé öåíòðû Çåìëè è øàðà. Ãðàâèòàöèîí-
íàÿ ñèëà íàïðàâëåíà ê öåíòðó Çåìëè, âûòàë-
êèâàþùàÿ � â ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòîðîíó.
Ãðàâèòàöèîííàÿ ñèëà ðàâíà ïî âåëè÷èíå

ø
ãð 2

M V
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R
,

âûòàëêèâàþùàÿ ñèëà, èëè ñèëà Àðõèìåäà �

0
A 2

M V
F G

R
,

ãäå G � ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ, M �
ìàññà Çåìëè, R � ðàäèóñ Çåìëè, ø � ïëîò-
íîñòü øàðà, V � îáúåì øàðà, 0 � ïëîòíîñòü
âîçäóõà ó ïîâåðõíîñòè Çåìëè. Ïðè÷èíîé
âîçíèêíîâåíèÿ âûòàëêèâàþùåé ñèëû ÿâëÿ-
åòñÿ òî, ÷òî äàâëåíèå, îêàçûâàåìîå íà ãàç

(æèäêîñòü), ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ áåç èçìåíå-
íèé è ðàâíîìåðíî âî âñåõ íàïðàâëåíèÿõ.
Ýòî � çàêîí Ïàñêàëÿ. Çíà÷èò, äàâëåíèå, îêà-
çûâàåìîå âîçäóõîì íà íèæíþþ ïîëîâèíó
øàðà, áîëüøå, ÷åì íà âåðõíþþ. Ñîîòâåò-
ñòâåííî, ñèëà äàâëåíèÿ âîçäóõà íà íèæíþþ
ïîëîâèíó øàðà áîëüøå, ÷åì íà âåðõíþþ.
Ïîëîæèòåëüíàÿ ðàçíîñòü âåëè÷èí ýòèõ ñèë è
åñòü âûòàëêèâàþùàÿ ñèëà.

Èç âûðàæåíèé äëÿ âåëè÷èí ãðàâèòàöèîí-
íîé è âûòàëêèâàþùåé ñèë ñëåäóåò, ÷òî ïðè
ø 0 íàïðàâëåíèå ðàâíîäåéñòâóþùåé ñèë

AF
r

 è ãðF
r

 ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì AF
r

. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî øàð áóäåò äâèãàòüñÿ â íàïðàâ-
ëåíèè ðàäèàëüíîãî óäàëåíèÿ îò ïîâåðõíîñòè
Çåìëè. Íî ïðè óäàëåíèè îò ïîâåðõíîñòè
Çåìëè ïëîòíîñòü âîçäóõà óìåíüøàåòñÿ. Çà-
âèñèìîñòü ïëîòíîñòè îò âûñîòû âûðàæàåòñÿ
ôîðìóëîé

h 0

mgh

kTe ,

ãäå h � âûñîòà îò ïîâåðõíîñòè Çåìëè, m �

ìàññà «ìîëåêóëû» âîçäóõà, 
2

M
g G

R
 � óñêî-

ðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè

Çåìëè, k � ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà, T �
òåìïåðàòóðà ïîâåðõíîñòè (âîçäóõà íà ïîâåð-
õíîñòè) Çåìëè.

Ïðè øh  ñèëû ñòàíóò ðàâíûìè. Çíà-
÷èò, äâèæåíèå øàðà ïðåêðàòèòñÿ. Êîíå÷íî,
ïî èíåðöèè øàð ïðîñêî÷èò ïîëîæåíèå ðàâ-
íîâåñèÿ, íî òóò æå ïîäïàäåò ïîä ïðåâàëèðó-
þùåå äåéñòâèå ãðàâèòàöèîííîé ñèëû è íà÷-
íåò äâèãàòüñÿ îáðàòíî, ñíîâà ïî èíåðöèè
ïðîñêî÷èò ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ, ïîäïàäåò
ïîä ïðåâàëèðóþùåå äåéñòâèå âûòàëêèâàþ-
ùåé ñèëû è òàê äî áåñêîíå÷íîñòè, íî ñ
óìåíüøàþùåéñÿ àìïëèòóäîé. Èíûìè ñëîâà-
ìè, àñèìïòîòè÷åñêè ïðèáëèæàÿñü ê ïîëîæå-
íèþ ðàâíîâåñèÿ. Îïðåäåëèì çíà÷åíèå h, ïðè
êîòîðîì äâèæåíèå øàðà ïðåêðàòèòñÿ. Äëÿ
ýòîãî çàïèøåì ðàâåíñòâî ñèë â âèäå
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èëè, îáîçíà÷èâ 0

ø

,
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h
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.

Íî ïðè óäàëåíèè îò ïîâåðõíîñòè Çåìëè
òåìïåðàòóðà âîçäóõà ñíèæàåòñÿ. Ïðèìåì,
÷òî ñíèæåíèå òåìïåðàòóðû ëèíåéíî çàâèñèò
îò ðàäèàëüíîãî óäàëåíèÿ, ò.å. îò âûñîòû, à
çàâèñèìîñòü òåìïåðàòóðû îò âûñîòû èìååò
âèä

T Th,

ãäå T � èçìåíåíèå òåìïåðàòóðû íà åäèíèöó
äëèíû. Òîãäà âûðàæåíèå äëÿ h ïðèìåò âèä

ln
k T Th

h
mg

è ðåçóëüòàò ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ îòíî-
ñèòåëüíî h ìîæíî áóäåò çàïèñàòü â âèäå

ln
ln

kT
h

mg k T
.

Ïðîèçâåäåì ðàñ÷åò âûñîòû, íà êîòîðîé
äâèæåíèå øàðà ïðåêðàòèòñÿ, äëÿ ðåàëüíûõ
çåìíûõ óñëîâèé. Ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü òåì-
ïåðàòóðû îò âûñîòû (ðàäèàëüíîãî óäàëå-
íèÿ) ñîõðàíÿåòñÿ äî âåðõíåé ãðàíèöû òðî-
ïîñôåðû, ò.å. êàê ìèíèìóì äî 10 êì (îò
ïîëþñà Çåìëè). Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè â ðå-
çóëüòàòå ðàñ÷åòà äëÿ âçëåòà øàðà ñ ïîëþñà
çíà÷åíèå h îêàæåòñÿ áóëüøèì, ÷åì 10 êì,
åãî íåëüçÿ áóäåò ñ÷èòàòü âåðíûì. Âíà÷àëå
âûÿñíèì êàêîâî îòíîøåíèå óñêîðåíèÿ ñâî-
áîäíîãî ïàäåíèÿ íà ýòîé âûñîòå ê óñêîðåíèþ

g íà ïîâåðõíîñòè Çåìëè. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ôîðìóëà èìååò âèä

2
R

g
R h

.

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ÷èñëåííûõ çíà÷åíèé
(R = 6357 êì, 10h êì) ïîëó÷àåì

0,997g .

Òàêèì îáðàçîì, óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäå-
íèÿ äëÿ íàøèõ óñëîâèé ìîæíî îñòàâèòü ðàâ-
íûì g. Òåïåðü ìîæíî ñäåëàòü ðàñ÷åò. Ïðèìåì
(äëÿ óäîáñòâà) e, 231,38 10 Äæ Êk ,

T = 273 Ê (ñðåäíÿÿ òåìïåðàòóðà äëÿ Ñåâåð-
íîãî ïîëþñà), 264,82 10m êã, 29,82 ì ñg ,

36,5 10 Ê ìT . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

6692 ì 6,7 êìh .

Ýòîò ðåçóëüòàò íå âûøåë çà ïðåäåëû çîíû
ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ñíèæåíèÿ òåìïåðàòó-
ðû îò âûñîòû, òàê ÷òî åãî ìîæíî ñ÷èòàòü
âåðíûì.
Ïîñòàâèì îáðàòíóþ çàäà÷ó: îïðåäåëèì,

ïðè êàêîì  øàð íà Ñåâåðíîì ïîëþñå
ïîäíèìåòñÿ äî âåðõíåé ãðàíèöû òðîïîñôå-
ðû, ò.å. äî âûñîòû h = 10 êì. Èç ôîðìóëû
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Ðåãèîíàëüíûé ýòàïLVII Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäûøêîëüíèêîâ ïî ôèçèêå
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Òåîðåòè÷åñêèé òóð
7 êëàññ

Çàäà÷à 1. Ðîáîò-ïûëåñîñ
Ýêñïåðèìåíòàòîð Ãëþê ïðèîáðåë ðîáîò-

ïûëåñîñ iBot PylSosung (ðèñ. 1) è ðåøèë åãî
îïðîáîâàòü. Îêàçàëîñü,
÷òî ðîáîò ìîæåò êà÷å-
ñòâåííî óáðàòü ïóñòóþ
êîìíàòó â êâàðòèðå
ïëîùàäüþ 250000 [...]
çà 30 [...]. Äëÿ òîãî
÷òîáû óáðàòüñÿ êà÷å-
ñòâåííî, ïûëåñîñ ïðî-
õîäèò ïî êàæäîìó ó÷à-
ñòêó êîìíàòû ðîâíî 3
ðàçà. Ãëþê ïîñ÷èòàë,
÷òî ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü ïûëåñîñà ïðè óáîðêå
ðàâíà 50000 [...]. Îäíàêî îí çàáûë óêàçàòü,
â êàêèõ åäèíèöàõ çàïèñàíû ýòè âåëè÷èíû.
Îïèðàÿñü íà âàø æèçíåííûé îïûò, âîññòà-
íîâèòå ïðîïóùåííûå åäèíèöû èçìåðåíèÿ, à
òàêæå íàéäèòå øèðèíó (äèàìåòð) ïûëåñîñà.
Ãëþê òî÷íî ïîìíèë, ÷òî ðàññòîÿíèå è ïëî-
ùàäü îí èçìåðÿë, ñîîòâåòñòâåííî, â îáû÷íûõ
è êâàäðàòíûõ ìèëëèìåòðàõ, ñàíòèìåòðàõ,
ìåòðàõ èëè êèëîìåòðàõ, à âðåìÿ � â ñåêóí-
äàõ, ìèíóòàõ èëè ÷àñàõ. Ïëîùàäüþ ìåðòâûõ
çîí êîìíàòû (ìåñò, â êîòîðûå ïûëåñîñ íå
ìîæåò äîáðàòüñÿ, íàïðèìåð óãëîâ) ìîæíî
ïðåíåáðå÷ü.

À.Åâñååâ

Çàäà÷à 2. ×àñ ïèê
Â ÷àñû ïèê íà äâèæóùåìñÿ ââåðõ ñ íåèçâå-

ñòíîé ñêîðîñòüþ u ýñêàëàòîðå ìåòðîïîëèòå-
íà íà êàæäîé ñòóïåíüêå íàõîäÿòñÿ ïî äâà
÷åëîâåêà. Ñïðàâà ëþäè ïðîñòî ñòîÿò, à ñëå-
âà � ïîäíèìàþòñÿ ñ íåèçâåñòíîé ïîñòîÿííîé
ñêîðîñòüþ v. ×åëîâåê, ñòîÿùèé ñïðàâà, ïîä-
ñ÷èòàë, ÷òî çà âðåìÿ åãî ïîäúåìà ïî ýñêàëà-
òîðó ñëåâà îò íåãî óñïåâàþò ïðîéòè 1N
ëþäåé. ×åëîâåê, èäóùèé ïî ýñêàëàòîðó,
ïîäñ÷èòàë, ÷òî çà âðåìÿ åãî ïîäúåìà îí
ïðîõîäèò ìèìî 2N  ñòîÿùèõ ëþäåé.

1) ×òî áîëüøå: 1N  èëè 2N ?
2) Ñêîëüêî ëþäåé N îäíîâðåìåííî íàõî-

äÿòñÿ íà ýñêàëàòîðå? Îòâåò íåîáõîäèìî âû-
ðàçèòü ÷åðåç âåëè÷èíû 1N  è 2N .

Ä.Ðóáöîâ

Çàäà÷à 3. Ðåêîðäû ñêîðîñòè
Ñåìèêëàññíèê Ñòàñ òðåíèðóåòñÿ áåãàòü íà

äëèííûå äèñòàíöèè. Âî âðåìÿ ïðîáåæêè
ñìàðòôîí ñëåäèò çà ïîëîæåíèåì Ñòàñà ïðè
ïîìîùè ñèãíàëà GPS è ðàññ÷èòûâàåò òåìï
áåãà T â ìèíóòàõ íà êèëîìåòð. Ïîñëå îêîí-
÷àíèÿ ïðîáåæêè ñìàðòôîí ïîêàçûâàåò ãðà-
ôèê çàâèñèìîñòè òåìïà áåãà îò ðàññòîÿíèÿ s,
êîòîðîå ïðîáåæàë ñïîðòñìåí ñ ìîìåíòà ñòàð-
òà (ðèñ. 2). Ñ ïîìîùüþ ãðàôèêà îïðåäåëèòå
ñëåäóþùåå.

1) ×åìó ðàâíÿëèñü ìàêñèìàëüíàÿ è ìèíè-
ìàëüíàÿ ñêîðîñòè âî âðåìÿ ïðîáåæêè? Âû-
ðàçèòå ýòè ñêîðîñòè â êèëîìåòðàõ â ÷àñ.
2) Çà êàêîå ìèíèìàëüíîå âðåìÿ Ñòàñ ïðî-

áåãàë ó÷àñòîê äëèíîé â îäèí êèëîìåòð?
Ó÷àñòîê ìîæåò íà÷èíàòüñÿ â ëþáîé ÷àñòè
äèñòàíöèè.
3) Çà êàêîå ìèíèìàëüíîå âðåìÿ Ñòàñ ïðî-

áåãàë ó÷àñòîê äëèíîé â ïÿòü êèëîìåòðîâ?
Ó÷àñòîê ìîæåò íà÷èíàòüñÿ â ëþáîé ÷àñòè
äèñòàíöèè.

Í.Áîãîñëîâñêèé

Çàäà÷à 4. Êîíñåðâèðîâàííûå ñíåæêè
Ó Áàáû ßãè â øêîëå íèêîãäà íå áûëî

óðîêîâ ôèçèêè, íî áûëè óðîêè äîìîâîäñòâà
è îãðîìíîå æåëàíèå çàãîòîâèòü íà ëåòî ñíåæ-

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2



Ê Â À Í T  $ 2 0 2 4 / ¹ 5 � 638
êè. Ïîìíÿ øêîëüíûå óðîêè, îíà ðåøèëà
âîñïîëüçîâàòüñÿ ðåöåïòîì ïî çàñîëêå îãóð-
öîâ. Çèìîé Áàáà ßãà ñëåïèëà î÷åíü ïëîòíûå
ñíåæêè, êîòîðûå ñíàðóæè ïîêðûëà òîíêîé
êîðî÷êîé ëüäà. Ýòèìè ñíåæêàìè îíà äî
êðàåâ íàïîëíèëà áåðåçîâóþ êàäóøêó îáúå-
ìîì V 12 ë, ìàññà ñíåæêîâ ïðè ýòîì îêàçà-
ëàñü 1m 4 êã. Âñå ïóñòîòû ìåæäó ñíåæêàìè
îíà çàñûïàëà ïîâàðåííîé ñîëüþ, çàòåì çàëè-
ëà êàäóøêó äîâåðõó õîëîäíîé âîäîé è âûñ-
òàâèëà åå íà óëèöó. Íà ñëåäóþùèé äåíü îíà
ñ óäèâëåíèåì îáíàðóæèëà â êàäóøêå òîëüêî
î÷åíü ñîëåíóþ âîäó. Èçâåñòíî, ÷òî â êàäóø-
êó ïîìåùàåòñÿ 2m 6 êã ïëîòíî óòðàìáîâàí-
íîãî ñíåãà, ïëîòíîñòü êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ
ïëîòíîñòüþ ñíåãà â ñíåæêàõ. Ñ÷èòàéòå, ÷òî
çà âðåìÿ çàïîëíåíèÿ êàäóøêè âîäà ïðîíèêà-
åò ìåæäó êðóïèíêàìè ñîëè, íî ëåäÿíàÿ êî-
ðî÷êà ïðåäîõðàíÿåò ñíåæêè îò íàìîêàíèÿ.
Êîíñåðâèðîâàíèå ñíåæêîâ ïðîèñõîäèò áûñ-
òðî, è ñîëü íå óñïåâàåò ïðîðåàãèðîâàòü ñî
ñíåæêàìè. Ïðè ðàñòâîðåíèè ñîëè â âîäå
îáúåìû âîäû è ñîëè ñêëàäûâàþòñÿ. Ïîâà-
ðåííàÿ ñîëü, êóïëåííàÿ Áàáîé ßãîé, áûëà
íàñûïàíà â ïà÷êè ðàçìåðàìè 18 10 6 ñì è
ìàññîé ïm 1 êã. Ïëîòíîñòü âîäû

3
0 1000 êã ì , ïëîòíîñòü êðèñòàëëè÷åñêîé

ïîâàðåííîé ñîëè 3
c 2150 êã ì . Ìàññîé è

îáúåìîì ëåäÿíîé êîðî÷êè ñíåæêà ìîæíî
ïðåíåáðå÷ü.
1) Îïðåäåëèòå íàñûïíóþ ïëîòíîñòü íàñ

ïîâàðåííîé ñîëè.
2) Êàêàÿ ìàññà cm  ñîëè áûëà íàñûïàíà â

êàäóøêó?
3) Êàêîé îáúåì âV  çàíèìàåò ñîëåíàÿ âîäà?
4) ×åìó ðàâíà ìàññà M ñîëåíîé âîäû â

êàäóøêå?
5) ×åìó ðàâíà ïëîòíîñòü ê ñîëåíîé âîäû

â êàäóøêå?
Í.Áîãîñëîâñêèé

8 êëàññ

Çàäà÷à 1. ×åðòè
Â ìîìåíò âðåìåíè t 0 êàòåð îáîãíàë ñâî-

áîäíî ïëûâóùèé ïî òå÷åíèþ ðåêè ïëîò. Â
ìîìåíò âðåìåíè  êàòåð ïîðàâíÿëñÿ ñ òåïëî-
õîäîì, èäóùèì ïðîòèâ òå÷åíèÿ ðåêè, à â
ìîìåíò âðåìåíè 2  êàòåð áûñòðî ðàçâåðíóë-
ñÿ è ïîïëûë ñ òîé æå ñêîðîñòüþ (îòíîñèòåëü-
íî ðåêè) â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè. Ïðè ýòîì
÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ ïîñëå ðàçâîðîòà êàòåð
âñòðåòèë ïëîò, à åùå ÷åðåç òàêîå æå âðåìÿ

âòîðîé ðàç ïîðàâíÿëñÿ ñ òåïëîõîäîì. Â
êàêîé ìîìåíò âðåìåíè òåïëîõîä âñòðåòèëñÿ
ñ ïëîòîì? ×åìó ðàâíî îòíîøåíèå ñîáñòâåí-
íûõ ñêîðîñòåé êàòåðà è òåïëîõîäà?

Ä.Ðóáöîâ

Çàäà÷à 2. Äâà àâòîìîáèëÿ
Àâòîìîáèëüíûé ìîñò óñòàíîâëåí íà îïî-

ðàõ A è B (ðèñ. 3). Ïîä îïîðîé A ðàñïîëîæåí

äàò÷èê, ñíèìàþùèé çàâèñèìîñòü ñèëû ðåàê-
öèè îïîðû N îò âðåìåíè t. Â íà÷àëüíûé
ìîìåíò íà ìîñò ñî ñòîðîíû îïîðû A ñî
ñêîðîñòüþ 18 êì ÷ âúåçæàåò íåáîëüøîé ëåã-
êîâîé àâòîìîáèëü. Ñïóñòÿ âðåìÿ t ñî ñòîðî-
íû îïîðû B íà ìîñò ñ òîé æå ñêîðîñòüþ
âúåçæàåò äðóãîé òàêîé æå àâòîìîáèëü. Èç-çà
íåñòàáèëüíîé ñâÿçè ñ äàò÷èêîì íà ãðàôèêå
çàâèñèìîñòè N t  óäàëîñü ïîëó÷èòü ëèøü
íåñêîëüêî òî÷åê (ðèñ. 4).

1) Âîññòàíîâèòå ãðàôèê äî 30-é ñåêóíäû.
2) Îïðåäåëèòå äëèíó L ìîñòà, âðåìÿ t,

ìàññó M ìîñòà, ìàññó m àâòîìîáèëÿ.
Ïðèìå÷àíèå. Ìîñò ìîæíî ñ÷èòàòü îäíî-

ðîäíûì, à ðàçìåðû àâòîìîáèëÿ ïðåíåáðåæè-
ìî ìàëûìè. Äðóãèå ó÷àñòíèêè äâèæåíèÿ íà
ìîñòó çà âðåìÿ íàáëþäåíèÿ íå ïîÿâëÿëèñü.
Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ 10 Í êãg .

À.Åâñååâ

Çàäà÷à 3. Ñîîáùàþùèåñÿ ñîñóäû
Äâà ñîîáùàþùèõñÿ ñîñóäà ñ îäèíàêîâîé

ïëîùàäüþ ñå÷åíèÿ S ñîåäèíåíû äîïîëíè-

òåëüíîé òîíêîé òðóáî÷êîé íà âûñîòå 
4

H
 îò èõ

äíà (ðèñ. 5). Â ñîñóäû íàëèëè æèäêîñòü

Ðèñ. 3

Ðèñ. 4



Î Ë È Ì Ï È À Ä Û 39
ïëîòíîñòüþ 1. Ïîñëå
ýòîãî â ëåâûé ñîñóä äî-
áàâèëè æèäêîñòü ïëîò-
íîñòüþ 2 1, âûñîòà
ñòîëáà êîòîðîé îêàçà-
ëàñü ðàâíîé h. Âûñîòà
ñòîëáà æèäêîñòè â ïðà-
âîì ñîñóäå ðàâíà H, à
ñóììàðíàÿ âûñîòà ñòîë-
áà æèäêîñòè â ëåâîì

ñîñóäå ðàâíà 
3

2

H
. Æèäêîñòè íå ñìåøèâàþò-

ñÿ.
1) ×åìó ðàâíà ïëîòíîñòü 2, åñëè ïëîò-

íîñòü 1 èçâåñòíà?
Â ëåâîì ñîñóäå íà æèäêîñòü ïîëîæèëè

ìàññèâíûé ïîðøåíü. Ïîðøåíü ñêîëüçèò áåç
òðåíèÿ, à æèäêîñòü ìåæäó ïîðøíåì è ñòåí-
êàìè ñîñóäà íå ïîäòåêàåò.
2) Îïðåäåëèòå, ïðè êàêîé ìàññå m ïîðøíÿ

âåðõíèå ãðàíèöû æèäêîñòåé â ëåâîì è ïðà-
âîì ñîñóäàõ â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ áóäóò
ðàñïîëîæåíû íà îäíîì óðîâíå.

Í.Áîãîñëîâñêèé

Çàäà÷à 4. Íàãðåâàòåëü
Ñì. çàäà÷ó Ô2801 «Çàäà÷íèêà «Êâàíòà».

9 êëàññ

Çàäà÷à 1. Ëèôò
Ëèôò íà÷èíàåò äâèæåíèå èç ñîñòîÿíèÿ

ïîêîÿ è îñòàíàâëèâàåòñÿ íà äâà ýòàæà âûøå
÷åðåç âðåìÿ 2t 5,0 ñ, à íà ÷åòûðå ýòàæà
âûøå � ÷åðåç 4t 8,0 ñ. Ëèôò, íå îñòàíàâëè-
âàÿñü ìåæäó ýòàæàìè, ïðåîäîëåâàåò íåîáõî-
äèìóþ äèñòàíöèþ çà ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå
âðåìÿ, ïðè ýòîì ìîäóëè åãî ñêîðîñòè è
óñêîðåíèÿ íå ïðåâûøàþò íåêîòîðûõ íåèçâå-
ñòíûõ çíà÷åíèé 0v  è 0a  ñîîòâåòñòâåííî. Âû-
ñîòà âñåõ ýòàæåé îäèíàêîâà, âðåìåíåì îò-
êðûòèÿ è çàêðûòèÿ äâåðåé ìîæåòå ïðåíåá-
ðå÷ü. Èñïîëüçóåì áåç äîêàçàòåëüñòâà òîò
ôàêò, ÷òî ïðè ïîäúåìå íà äâà ýòàæà ââåðõ
ëèôò äîñòèãàåò ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ ñêîðî-
ñòè 0v .
1) Çà êàêîå âðåìÿ 3t  ëèôò ïîäíèìåòñÿ íà

òðè ýòàæà?
2) Çà êàêîå âðåìÿ 1t  ëèôò ïîäíèìåòñÿ íà

îäèí ýòàæ?
Ä.Ðóáöîâ

Çàäà÷à 2. Ñîîáùàþùèåñÿ ñîñóäû
Ñì. çàäà÷ó 3 äëÿ 8 êëàññà.

Çàäà÷à 3. Ýêâèëèáð
Íà íåîäíîðîäíîì ðû÷àãå, óñòàíîâëåííîì

íà îïîðó, ñòîèò âåðòèêàëüíûé ñîñóä ïðÿìî-
óãîëüíîãî ñå÷åíèÿ (ðèñ. 6). Ñëåâà ðû÷àã
ïðèâÿçàí òîíêîé íå-
âåñîìîé íèòüþ ê æå-
ñòêîìó îñíîâàíèþ.
Ïðè ýòîì íèòü íå
íàòÿíóòà, ðû÷àã ãî-
ðèçîíòàëåí. Â ñîñóä
êëàäóò êóñîê ëüäà,
ïîñëå ÷åãî íàãðåâà-
þò åãî ñîäåðæèìîå ñ ïîñòîÿííîé ìîùíîñòüþ
(òåïëîâûìè ïîòåðÿìè, à òàêæå òåïëîåìêîñ-
òüþ ñîñóäà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü). Îäíîâðå-
ìåííî ñ ýòèì ñòðîÿò ãðàôèê çàâèñèìîñòè
ñèëû íàòÿæåíèÿ íèòè îò âðåìåíè (ðèñ. 7;

íà÷àëî ãðàôèêà ñîâïàäàåò ñ ìîìåíòîì íà÷à-
ëà íàãðåâà). Îäèí èç ó÷àñòêîâ ãðàôèêà
óòåðÿí ïî íåîñòîðîæíîñòè ýêñïåðèìåíòàòî-
ðà (íà íåãî ïðîëèëàñü òóøü). Îïðåäåëèòå,
÷òî ïðîèçîøëî â êîíöå óòåðÿííîãî ó÷àñòêà
ãðàôèêà (ìîìåíò ïåðåëîìà). À òàêæå íàé-
äèòå:
1) ìàññó m êóñêà ëüäà;
2) ìîùíîñòü P, ñ êîòîðîé íàãðåâàëè ñîäåð-

æèìîå ñîñóäà;
3) íà÷àëüíóþ òåìïåðàòóðó 0t  ëüäà.
Îòìåòêè íà ðû÷àãå äåëÿò åãî íà 8 ðàâíûõ ïî

äëèíå ÷àñòåé. Áîêîâàÿ ãðàíü ñîñóäà ïàðàë-
ëåëüíà ïëîñêîñòè ðèñóíêà. Èçâåñòíû óäåëü-
íàÿ òåïëîåìêîñòü ëüäà 2100 Äæ êã Ñ ,
óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü âîäû 4200Äæ êã Ñ ,
óäåëüíàÿ òåïëîòà ïëàâëåíèÿ ëüäà
330 êÄæ êã, óäåëüíàÿ òåïëîòà ïàðîîáðàçî-
âàíèÿ âîäû 2300 êÄæ êã.

À.Åâñååâ

Çàäà÷à 4. Çàïóòàííàÿ ñõåìà
Øêîëüíèê èç òðåõ îäèíàêîâûõ âîëüòìåò-

ðîâ è äâóõ îäèíàêîâûõ àìïåðìåòðîâ ñîáðàë

Ðèñ. 5
Ðèñ. 6

Ðèñ. 7



Ê Â À Í T  $ 2 0 2 4 / ¹ 5 � 640
ýëåêòðè÷åñêóþ öåïü,
ñõåìà êîòîðîé ïîêà-
çàíà íà ðèñóíêå 8.
Øêîëüíèê áûë íå
î÷åíü âíèìàòåëüíûì

è çàáûë, êàêèå ïðèáîðû áûëè óñòàíîâëåíû
â êàêîì ìåñòå ñõåìû, íî çàïèñàë ïîêàçàíèÿ
ïðèáîðîâ. Âîëüòìåòðû ïîêàçûâàëè 2 Â, 12 Â
è 14 Â, ïîêàçàíèÿ àìïåðìåòðîâ áûëè 200 ìêÀ
è 520 ìêÀ.
1) Îïðåäåëèòå, íà êàêèõ ìåñòàõ â ñõåìå

ñòîÿëè àìïåðìåòðû, à íà êàêèõ � âîëüòìåò-
ðû.
2) Îïðåäåëèòå âíóòðåííèå ñîïðîòèâëåíèÿ

âîëüòìåòðîâ è àìïåðìåòðîâ.
Í.Áîãîñëîâñêèé

Çàäà÷à 5. Àðõèâ Ñíåëëèóñà
Ãîâîðÿò, ÷òî â àðõèâå Ñíåëëèóñà íàøëè

÷åðòåæ îïòè÷åñêîé ñèñòåìû (ðèñ. 9). Îò âðå-
ìåíè ÷åðíèëà âûöâåëè, è íà ÷åðòåæå îñòà-

ëèñü âèäíû òîëüêî õîä ïàðàëëåëüíûõ ëó÷åé
÷åðåç äâå òîíêèå ëèíçû è òî÷êà L, ïðèíàäëå-
æàùàÿ ïëîñêîñòÿì îáåèõ ëèíç.
1) Âîññòàíîâèòå ïîñòðîåíèåì ïîëîæåíèÿ

ïëîñêîñòåé îáåèõ ëèíç.
2) Ïî èìåþùèìñÿ äàííûì îïðåäåëèòå òèï

êàæäîé ëèíçû (ñîáèðàþùàÿ èëè ðàññåèâàþ-
ùàÿ).
3) Íàéäèòå ïîëîæåíèÿ îïòè÷åñêèõ öåíò-

ðîâ è ãëàâíûõ ôîêóñîâ ëèíç.
Ïðèìå÷àíèå. Ïðèíöèïû ïîñòðîåíèÿ ïà-

ðàëëåëüíûõ è ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïðÿìûõ,
ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç çàäàííóþ òî÷êó, äåëåíèå
îòðåçêà ïîïîëàì è ïîäîáíûå ñòàíäàðòíûå
ãåîìåòðè÷åñêèå ïðîöåäóðû ñ÷èòàéòå èçâåñò-
íûìè. Óêàçàííûå ãåîìåòðè÷åñêèå ïîñòðîå-
íèÿ íå äîêàçûâàéòå.

À.Âåðãóíîâ

10 êëàññ

Çàäà÷à 1. Õèòðàÿ ïóøêà
Ñêîðîñòü âûëåòà ñíàðÿäà èç èãðóøå÷íîé

ïóøêè çàâèñèò îò óãëà ñ âåðòèêàëüþ, ïîä
êîòîðûì ïðîèçâîäèòñÿ âûñòðåë. Îñîáåííîñòü

ýòîé çàâèñèìîñòè ñî-
ñòîèò â òîì, ÷òî óãëî-
âàÿ ñêîðîñòü âðàùå-
íèÿ âåêòîðà ñêîðîñòè
ñíàðÿäà ñðàçó ïîñëå
âûñòðåëà íå çàâèñèò
îò óãëà, ïîä êîòîðûì

ïðîèçâåäåí âûñòðåë, è ðàâíà 0,5 ðàä ñ.
Ïóøêà ðàñïîëàãàåòñÿ ó ïîäíîæèÿ äëèííîé
ãîðêè, îáðàçóþùåé óãîë 30  ñ ãîðèçîí-
òîì (ðèñ. 10). Òðàåêòîðèÿ ñíàðÿäà ëåæèò â
ïëîñêîñòè ðèñóíêà è òàêîâà, ÷òî â îïðåäå-
ëåííûé ìîìåíò ñíàðÿä ïàäàåò íà ãîðêó.
Ñîïðîòèâëåíèåì âîçäóõà, à òàêæå ðàçìåðà-
ìè ïóøêè è ñíàðÿäà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.
×åìó ðàâíî ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå âðåìÿ
ïîëåòà ñíàðÿäà maxt  äî ïàäåíèÿ íà ãîðêó?

À.Óéìèí

Çàäà÷à 2. Øàéáàìè ïî áàðàáàíó
Íà ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè

ëåæèò áîëüøîé òâåðäûé öèëèíäðè÷åñêèé
áàðàáàí ìàññîé M è ðàäèóñîì R (ðèñ. 11).
Äâå îäèíàêîâûå ìàëåíüêèå, íî òÿæåëûå

øàéáû ìàññàìè m 2M ñêîëüçÿò ïî ïîâåðõ-
íîñòè ñ îäèíàêîâûìè íåèçâåñòíûìè ñêîðîñ-
òÿìè 0v  âäîëü îäíîé ïðÿìîé, ïåðåñåêàþùåé
áàðàáàí. Ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè ïåðåñå-
÷åíèÿ ýòîé ïðÿìîé ñ áîêîâîé ïîâåðõíîñòüþ
áàðàáàíà ðàâíî s. Øàéáà 1 ñòàëêèâàåòñÿ ñ
áàðàáàíîì íà ìãíîâåíèå ðàíüøå, ÷åì ñ íèì
ñòîëêíóëàñü áû øàéáà 2, åñëè áû íå áûëî
ñòîëêíîâåíèÿ ñ øàéáîé 1. Åñëè ðàññòîÿíèå s
ðàâíî 1 2s R , òî ïîñëå âñåõ ñîóäàðåíèé
øàéá ñ áàðàáàíîì ñêîðîñòü ïîñëåäíåãî îêà-
çàëàñü ðàâíîé 1u . Ñ÷èòàéòå èçâåñòíûì, ÷òî âî
âñåõ ñëó÷àÿõ øàéáû äðóã ñ äðóãîì íå ñòàë-
êèâàþòñÿ. Òðåíèÿ ìåæäó øàéáàìè è áàðàáà-
íîì íåò, áàðàáàí íèêîãäà íå îòðûâàåòñÿ îò
ïîâåðõíîñòè, à âñå èõ ñòîëêíîâåíèÿ ÿâëÿþò-
ñÿ óïðóãèìè è íàñòîëüêî áûñòðûìè, ÷òî

Ðèñ. 8

Ðèñ. 9

Ðèñ. 10

Ðèñ. 11
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áàðàáàí íèêîãäà íå êîíòàêòèðóåò ñ îáåèìè
øàéáàìè îäíîâðåìåííî.
1) Îïðåäåëèòå âåëè÷èíó ñêîðîñòè 0v  íàëå-

òàâøèõ øàéá.
2) ×åìó áóäåò ðàâíà ñêîðîñòü áàðàáàíà 2u ,

åñëè ðàññòîÿíèå s èçìåíèòü äî çíà÷åíèÿ
2s R?

À.Óéìèí

Çàäà÷à 3. Çàãîãóëèíà
Èçîãíóòàÿ â òðåõ ìåñòàõ ìåòàëëè÷åñêàÿ

òðóáêà ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ ïðÿìûõ ïàðàë-
ëåëüíûõ ó÷àñòêîâ: òðåõ � îäèíàêîâîé äëèíû
l è ÷åòâåðòîãî, äëèíà êîòîðîãî ñóùåñòâåííî
áîëüøå (ðèñ. 12). Äëè-
íà èçîãíóòûõ ó÷àñòêîâ
òðóáêè ìàëà ïî ñðàâíå-
íèþ ñ l, èõ îáúåìîì
ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.
Ïëîùàäü âíóòðåííåãî
ñå÷åíèÿ òðóáêè S, ïî-
ïåðå÷íûå ðàçìåðû
òðóáêè òàêæå ìíîãî
ìåíüøå l. Òðóáêà óñòà-
íîâëåíà âåðòèêàëüíî
îòêðûòûìè êîíöàìè
ââåðõ. Â ñàìîå äëèí-
íîå êîëåíî íà÷èíàþò
ìåäëåííî íàëèâàòü âîäó. Ïëîòíîñòü âîäû ,
àòìîñôåðíîå äàâëåíèå 0p , óñêîðåíèå ñâîáîä-
íîãî ïàäåíèÿ g. Âñå ïðîöåññû â òðóáêå
ïðîòåêàþò ïðè ïîñòîÿííîé òåìïåðàòóðå.
Êàïèëëÿðíûìè ýôôåêòàìè è âëèÿíèåì êî-
ëåáàíèé óðîâíÿ âîäû ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.
1) Äî êàêîé âûñîòû âîäà çàïîëíèò ëåâîå

êîëåíî òðóáêè ê ìîìåíòó, êîãäà îíà íà÷íåò
âûòåêàòü èç êðàéíåãî ïðàâîãî êîëåíà? Ñ÷è-
òàéòå, ÷òî èç ëåâîãî êîëåíà âîäà íå âûòåêàåò.
2) Êàêîé îáúåì âîäû áóäåò íàõîäèòüñÿ â

òðóáêå â ýòîò ìîìåíò?
À.Àïîëîíñêèé

Çàäà÷à 4. Èñòî÷íèê ñòàáèëüíîñòè
Ñì. çàäà÷ó Ô2802 «Çàäà÷íèêà «Êâàíòà».

Çàäà÷à 5. Â ôîêóñå âíèìàíèÿ
Ñì. çàäà÷ó Ô2804 «Çàäà÷íèêà «Êâàíòà».

11 êëàññ

Çàäà÷à 1. Âñïîìèíàÿ 90-å
Âñïîìèíàÿ 1997 ãîä, òåîðåòèê Áàã ïðîäîë-

æèë èññëåäîâàíèÿ ñëåäóþùåé ñèòóàöèè
(ðèñ. 13). Äîñêà a ëåæèò íà òàêîé æå äîñêå
b. Îíè, êàê åäèíîå öåëîå, äâèæóòñÿ ñ íåêî-

òîðîé ñêîðîñòüþ ïî
ãëàäêîé ãîðèçîíòàëü-
íîé ïîâåðõíîñòè è
ñòàëêèâàþòñÿ ñ òàêîé
æå äîñêîé c, âåðõíÿÿ
ïîâåðõíîñòü êîòîðîé
ïîêðûòà òîíêèì ñëîåì ðåçèíû. Òðåíèÿ ìåæ-
äó äîñêàìè a è b íåò, à òðåíèå ìåæäó äîñêàìè
a è c åñòü. Ïðè óäàðå äîñêè b è c ïðî÷íî
ñöåïëÿþòñÿ. Äëèíà äîñîê ðàâíà L. Äîñêà a
ïåðåñòàëà ïåðåìåùàòüñÿ îòíîñèòåëüíî äîñîê
b è c â ìîìåíò, êîãäà îíà öåëèêîì ðàñïîëî-
æèëàñü íà äîñêå c. Íàéäèòå ïåðåìåùåíèå x
äîñêè a îò ìîìåíòà ñîóäàðåíèÿ äî ìîìåíòà
ïðåêðàùåíèÿ îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ äî-
ñîê.

Â.Ñëîáîäÿíèí

Çàäà÷à 2. Íàãðåâàíèå íàñîñîì
Ñîñóä ñ òåïëîèçîëèðóþùèìè ñòåíêàìè

çàïîëíåí àòìîñôåðíûì âîçäóõîì ïðè òåìïå-
ðàòóðå 0T  è äàâëåíèè 0p . ×åðåç ìàëûé êëàïàí
â ñòåíêå ñîñóäà ñ ïîìîùüþ íàñîñà, ñîåäèíåí-
íîãî ñ êëàïàíîì, â ñîñóä íà÷èíàþò çàêà÷è-
âàòü âîçäóõ. Ìàëàÿ ïîðöèÿ âîçäóõà èç àò-
ìîñôåðû ïîñòóïàåò â íàñîñ, ñæèìàåòñÿ, ïîñ-
ëå ÷åãî â ðåçóëüòàòå òåïëîîáìåíà ñ îêðóæà-
þùåé ñðåäîé îõëàæäàåòñÿ äî òåìïåðàòóðû
0T , ïðè ýòîì ïîñëå îõëàæäåíèÿ äàâëåíèå
âîçäóõà â íàñîñå âñåãäà íåçíà÷èòåëüíî âûøå,
÷åì â ñîñóäå. Çàòåì îòêðûâàåòñÿ êëàïàí, è
ïîðöèÿ âîçäóõà èç íàñîñà ïîñòóïàåò â ñîñóä
ïðè ïðàêòè÷åñêè ïîñòîÿííûõ äàâëåíèè è
òåìïåðàòóðå, ñðàçó ïîñëå ÷åãî êëàïàí çàêðû-
âàåòñÿ. Âîçäóõ ìîæíî ñ÷èòàòü èäåàëüíûì
äâóõàòîìíûì ãàçîì. Òåïëîïîòåðÿìè çà âðå-
ìÿ, â òå÷åíèå êîòîðîãî êëàïàí îòêðûò, ìîæ-
íî ïðåíåáðå÷ü. Ñ÷èòàéòå, ÷òî â ïðîöåññå
çàêà÷èâàíèÿ äàâëåíèå âîçäóõà â íàñîñå âñå-
ãäà áîëüøå, ÷åì äàâëåíèå âîçäóõà â ñîñóäå,
à ãàç, íàõîäÿùèéñÿ â ñîñóäå, èç íåãî íèêîãäà
íå âûòåêàåò. Â ðåçóëüòàòå ìíîãîêðàòíîãî
ïîâòîðåíèÿ îïèñàííîãî ïðîöåññà äàâëåíèå â
ñîñóäå ïîâûøàåòñÿ äî 1p .
1) Âî ñêîëüêî ðàç èçìåíèëîñü êîëè÷åñòâî

âåùåñòâà ãàçà â ñîñóäå?
2) Îïðåäåëèòå òåìïåðàòóðó 1T â ñîñóäå.

À.Óéìèí

Çàäà÷à 3. Ðàâíîâåñèå â ïîëÿõ
Íåðàñòÿæèìàÿ íåâåñîìàÿ íèòü äëèíîé L

çàðÿæåíà ðàâíîìåðíî ïî äëèíå ïîëîæèòåëü-
íûì çàðÿäîì ñ ëèíåéíîé ïëîòíîñòüþ .
Îäèí êîíåö íèòè çàêðåïëåí, à ê äðóãîìó

Ðèñ. 12

Ðèñ. 13



Ê Â À Í T  $ 2 0 2 4 / ¹ 5 � 642
ïðèêðåïëåí ìàëåíü-
êèé ãðóç ìàññîé m
(ðèñ. 14). Ñèñòåìó
ïîìåñòèëè â îäíî-
ðîäíîå ýëåêòðîñòàòè-
÷åñêîå ïîëå. Â ïîëî-

æåíèè ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìà ðàñïîëîæèëàñü
òàêèì îáðàçîì, ÷òî êàñàòåëüíûå ê íèòè â
òî÷êå êðåïëåíèÿ è â ìåñòå ðàñïîëîæåíèÿ
ãðóçà îêàçàëèñü ãîðèçîíòàëüíîé è âåðòè-
êàëüíîé ñîîòâåòñòâåííî. Ãðóç ðàñïîëîæèëñÿ
íà ðàññòîÿíèè H íèæå è íà ðàññòîÿíèè s
ïðàâåå òî÷êè êðåïëåíèÿ. Ñîáñòâåííûì ýëåê-
òðîñòàòè÷åñêèì ïîëåì çàðÿäîâ íèòè ìîæíî
ïðåíåáðå÷ü. Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ
ðàâíÿåòñÿ g. Îïðåäåëèòå âåëè÷èíó íàïðÿ-
æåííîñòè E ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ.

À.Óéìèí

Çàäà÷à 4. Ïîëíûé óëåò
Ñì. çàäà÷ó Ô2803 «Çàäà÷íèêà «Êâàíòà».

Çàäà÷à 5. Òðîåòî÷èå
Ïðè î÷åðåäíîì ðàçáîðå àðõèâà Ñíåëëèóñà

íà ãëàçà îäíîìó èç ñïåöèàëèñòîâ ïîïàëñÿ
íåáîëüøîé ðèñóíîê ñ òðåìÿ òî÷êàìè A, B è
C, ëåæàùèìè íà îäíîé ïðÿìîé MN (ðèñ. 15).
Èç êîììåíòàðèåâ ê ðèñóíêó ñëåäîâàëî, ÷òî

Ðèñ. 15

ïðÿìàÿ MN ïðîõî-
äèëà ÷åðåç îïòè÷åñ-
êèé öåíòð òîíêîé
ëèíçû ïîä íåáîëü-
øèì óãëîì ê ãëàâ-
íîé îïòè÷åñêîé îñè,

à òî÷êè A, B è C îáëàäàëè ëþáîïûòíûì
ñâîéñòâîì: ïðè ïîìåùåíèè òî÷å÷íîãî èñòî÷-
íèêà ñâåòà â ëþáóþ èç íèõ èçîáðàæåíèå
îêàçûâàëîñü â îäíîé èç äâóõ äðóãèõ òî÷åê.
Òàêæå áûëî óêàçàíî, ÷òî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó
òî÷êàìè A è B è ìåæäó òî÷êàìè B è C, â
êîòîðûå ïîìåùàëè èñòî÷íèê, áûëè îäèíàêî-
âû è ðàâíÿëèñü l, à ìîäóëü ôîêóñíîãî ðàñ-
ñòîÿíèÿ ëèíçû áûë ðàâåí F.
1) Îïðåäåëèòå, î ñîáèðàþùåé èëè ðàññåè-

âàþùåé ëèíçå øëà ðå÷ü.
2) Ñ êàêîé ñòîðîíû (ñëåâà èëè ñïðàâà) îò

òî÷êè B ðàñïîëàãàëñÿ îïòè÷åñêèé öåíòð ëèí-
çû?
3) Íà êàêîì ðàññòîÿíèè îò òî÷êè B ðàñïî-

ëàãàëñÿ îïòè÷åñêèé öåíòð ëèíçû?
4) Ïîä êàêèì óãëîì ê ïðÿìîé MN íàêëî-

íåíà ãëàâíàÿ îïòè÷åñêàÿ îñü ëèíçû?
À.Àïîëîíñêèé

Ïóáëèêàöèþ ïîäãîòîâèë Â.Ñëîáîäÿíèí

Ý Ê Ç À Ì Å Í À Ö È Î Í Í Û Å  Ì À Ò Å Ð È À Ë ÛÑàíêò-Ïåòåðáóðãñêèéïîëèòåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåòÏåòðà Âåëèêîãî
Ïîëèòåõíè÷åñêàÿîëèìïèàäà øêîëüíèêîâ

Â 2024 ãîäó â Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîì ïîëè-
òåõíè÷åñêîì óíèâåðñèòåòå Ïåòðà Âåëèêîãî
ñîñòîÿëàñü î÷åðåäíàÿ Ïîëèòåõíè÷åñêàÿ îëèì-
ïèàäà øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå. Îëèìïè-
àäà ñîñòîÿëà èç äâóõ òóðîâ. Îòáîðî÷íûé òóð
áûë ïðîâåäåí â ôîðìå èíòåðíåò-ñåññèè, ó÷à-
ñòíèêè èìåëè îäíó ïîïûòêó ïðîäîëæèòåëü-
íîñòüþ 180 ìèíóò. Çàêëþ÷èòåëüíûé òóð

ïðîâîäèëñÿ â î÷íîì ôîðìàòå, íà ðåøåíèå
çàäà÷ áûëî îòâåäåíî 180 ìèí.

Ìàòåìàòèêà
Îòáîðî÷íûé òóð

1. Íàéäèòå îñòàòîê îò äåëåíèÿ 
3957  íà 9.

2. Â àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè na  ñ íåíó-
ëåâîé ðàçíîñòüþ ñóììà ÷ëåíîâ ñ ïÿòîãî ïî
äåâÿòûé ðàâíà 25. Íàéäèòå íîìåð ÷ëåíà,
ðàâíîãî 5.

Ðèñ. 14
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3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü nx  çàäàíà ñëåäóþ-

ùèìè ñîîòíîøåíèÿìè: 1 1,x  
1

2

2
n

n

x
x

ïðè 1n . Íàéäèòå ñóììó ïåðâûõ 34 ÷ëåíîâ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
4. Íàéäèòå íàèáîëüøåå îòðèöàòåëüíîå

ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

2sin x 2 3 .

Â îòâåòå óêàæèòå ïðîèçâåäåíèå ýòîãî ðåøå-
íèÿ íà 12.

5. Èç äâóõ ãîðîäîâ íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó
îòïðàâèëèñü ïîåçäà. Ïðîéäÿ òðåòü ïóòè,
ïåðâûé ïîåçä îñòàíîâèëñÿ íà 45 ìèíóò. Âî-
çîáíîâèâ äâèæåíèå, îí ÷åðåç 6 ìèíóò âñòðå-
òèë âòîðîé ïîåçä. Ïîåçäà ïðèáûëè â ïóíêòû
íàçíà÷åíèÿ îäíîâðåìåííî. Ñêîëüêî ìèíóò
áûë â ïóòè âòîðîé ïîåçä?

6. Ñêîëüêî öåëûõ ðåøåíèé èìååò íåðàâåí-

ñòâî

3 5 1x x?

7. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé

2 4log log2 3,

2 1.

y xx y

x y

Â îòâåòå çàïèøèòå x y.
8. Â ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ñ êàòåòà-

ìè 9 2 è 12 2 âïèñàíà îêðóæíîñòü. Íàéäè-
òå ðàññòîÿíèå îò åå öåíòðà äî âåðøèíû
ïðÿìîãî óãëà.

9. Ïðàâèëüíàÿ ÷åòûðåõóãîëüíàÿ ïèðàìè-
äà èìååò áîêîâîå ðåáðî äëèíû 63 3 . Íàéäè-
òå íàèáîëüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå îáúåìà
ýòîé ïèðàìèäû.
10. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà à

óðàâíåíèå

22 3 2
3

ax
x x

èìååò ðîâíî òðè ðåøåíèÿ? Â îòâåòå óêàæèòå
ñóììó âñåõ òàêèõ à.

Çàêëþ÷èòåëüíûé òóð
1. Ñêîëüêî äâóçíà÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷è-

ñåë íå äåëÿòñÿ áåç îñòàòêà íè íà 6, íè íà 15?
2. Èç ïóíêòà A â ïóíêò B âåäåò òðîïà,

ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ãîðèçîíòàëüíûõ ó÷àñòêîâ, ïîäúåìîâ è ñïóñ-
êîâ ñ óêëîíîì â 30 . Ïåøåõîä ïðåîäîëåâàåò

ïîäúåì, ãîðèçîíòàëüíûé ó÷àñòîê è ñïóñê ñî
ñêîðîñòÿìè 4 êì ÷, 6 êì ÷ è 7 êì ÷ ñîîòâåò-
ñòâåííî. Îêàçàëîñü, ÷òî ïóòü èç A â B
çàíèìàåò íà 9 ìèíóò áîëüøå, ÷åì îáðàòíî.
Íà ñêîëüêî ìåòðîâ íàä óðîâíåì ìîðÿ ïóíêò
B âûøå, ÷åì A?
3. Ñêîëüêî öåëûõ ðåøåíèé èìååò óðàâíå-

íèå

sin 3 cos 3
6 6

x x

íà ïðîìåæóòêå 0;50 ?

4. Áîêîâûå ãðàíè ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé
ïèðàìèäû � ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè.
Íàéäèòå ñòîðîíó îñíîâàíèÿ ïèðàìèäû, åñëè
ðàäèóñ âïèñàííîãî â íåå øàðà ðàâåí 1 6.

5. Êàêîå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ïðèíèìàåò

íàèáîëüøåå èç ÷èñåë 
4

, ,x y
x y

 ïðè ïîëîæè-

òåëüíûõ x è y?

6. Îêðóæíîñòü, âïèñàííàÿ â òðåóãîëüíèê,
ïîñëåäîâàòåëüíî äåëèò îäíó èç åãî ìåäèàí íà

îòðåçêè, èìåþùèå äëèíû 2 3, 4 3, 2 3

ñîîòâåòñòâåííî. Íàéäèòå äëèíó áîëüøåé ñòî-
ðîíû òðåóãîëüíèêà.

7. Íà êëåò÷àòîé áóìàãå íàðèñîâàíû äâà
ìíîãîóãîëüíèêà: ïðÿìîóãîëüíèê 258 3 áåç
äâóõ åäèíè÷íûõ êëåòîê, ïðèìûêàþùèõ ê
ïðîòèâîïîëîæíûì âåðøèíàì, è ïðÿìîóãîëü-
íèê 258 3 áåç äâóõ åäèíè÷íûõ êëåòîê,
ïðèìûêàþùèõ ê âåðøèíàì íàèáîëüøåé ñòî-
ðîíû. ×èñëî ñïîñîáîâ ðàçðåçàòü ïî ëèíèÿì
êëåò÷àòîé áóìàãè ïåðâûé è âòîðîé ìíîãî-
óãîëüíèêè íà ïðÿìîóãîëüíèêè 2 1 îáîçíà-
÷èì a è b ñîîòâåòñòâåííî. Íàéäèòå a b.

8. Ôóíêöèÿ f x  îïðåäåëåíà íà âåùåñòâåí-
íîé ïðÿìîé è ïðè ëþáûõ âåùåñòâåííûõ x è y

2 xf x y f x e f x f y .

Íàéäèòå âñå òàêèå ôóíêöèè.
9. Ðåøèòå óðàâíåíèå

5 6 4 4x x x x .

10. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a
ñèñòåìà

,y x a

x y a

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå?
Ïóáëèêàöèþ ïîäãîòîâèëè À.Ìîèñååâ,

À.Îäèíöîâ, Ñ.Ïðåîáðàæåíñêèé
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Á.ÌÓÊÓØÅÂ

ÈÇÂÅÑÒÍÎ, ×ÒÎ ÏÐÈ ÐÅØÅÍÈÈ
áîëüøèíñòâà ôèçè÷åñêèõ çàäà÷ ìàòå-

ìàòè÷åñêèå âû÷èñëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïîñëåäíèì
ýòàïîì. Íà ýòîì ýòàïå ðàññìàòðèâàþòñÿ ìà-
òåìàòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ (èëè ñèñòåìû óðàâ-
íåíèé) è íàõîäÿòñÿ èõ ðåøåíèÿ. Ýòà ÷àñòü,
êàê ïðàâèëî, íàçûâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèì
ýòàïîì ðåøåíèÿ ôèçè÷åñêîé çàäà÷è. Êàæåò-
ñÿ, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè ýòîãî ýòàïà íåò
íåîáõîäèìîñòè îáðàùàòüñÿ ê ôèçè÷åñêîìó
îñìûñëåíèþ ïîëó÷åííûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ
óðàâíåíèé. Îêàçûâàåòñÿ, ýòî íå òàê.
Ñëåäóþùèå ïðèìåðû èç ìåõàíèêè íàãëÿä-

íî ïîêàçûâàþò íåîáõîäèìîñòü ôèçè÷åñêîãî
ïîäõîäà ê ìàòåìàòè÷åñêèì ýòàïàì ðåøåíèÿ
çàäà÷è.

Çàäà÷à 1. Çàâèñèìîñòü êîîðäèíàòû òåëà,
áðîøåííîãî âåðòèêàëüíî ââåðõ ñ âûñîòû 0h
ñ íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ 0v , îò âðåìåíè âûðà-

æàåòñÿ â òàêîì âèäå: 
2

0 0
2

gt
h h v t .

Êàêîé ôèçè÷åñêèé ñìûñë èìååò ýòî óðàâíå-

íèå ïðè óñëîâèè 
2

0 0
2

gt
h v t  ?

Ðåøåíèå. Âûñîòà h îòñ÷èòûâàåòñÿ îò ïî-

âåðõíîñòè Çåìëè. Óñëîâèå 
2

0 0
2

gt
h v t  îç-

íà÷àåò, ÷òî h 0. Ýòî óòâåðæäåíèå èìååò

ôèçè÷åñêèé ñìûñë, íàïðèìåð, â ñëó÷àå, åñëè
â ìåñòå ïàäåíèÿ òåëà íàõîäèëàñü ÿìà.

Çàäà÷à 2. Øàéáå ñîîáùèëè ñêîðîñòü 10 ì c
âäîëü ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè êàòêà.
Êîýôôèöèåíò òðåíèÿ ìåæäó øàéáîé è ëå-
äÿíîé ïîâåðõíîñòüþ êàòêà 0,1, óñêîðå-

íèå ñèëû òÿæåñòè 210g ì ñ . à) ×åðåç
êàêîå âðåìÿ ïîñëå íà÷àëà äâèæåíèÿ øàéáà
îêàæåòñÿ íà ðàññòîÿíèè 1 40x ì îò íà-
÷àëüíîé òî÷êè äâèæåíèÿ? á) Çà êàêîå âðåìÿ
øàéáà ïðîõîäèò ðàññòîÿíèå 2 60x ì?

Ðåøåíèå. Øàéáà ñîâåðøàåò ïðÿìîëèíåé-
íîå ðàâíîçàìåäëåííîå äâèæåíèå ñ óñêîðåíè-
åì a g. Çàïèøåì óðàâíåíèå äâèæåíèÿ
øàéáû:

2 2

0 0
2 2

at gt
x v t v t .

à) Ïðè ïåðåìåùåíèè øàéáû íà ðàññòîÿíèå
1 40x ì äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñëåäóþùåå

óðàâíåíèå:
2

1 0
2

gt
x v t ,

îòêóäà íàõîäèì âðåìÿ:

2
0 0 1

1,2

2 4 4 20 80

2 2

v v x g
t

g
 ñ,

1 14,47 ct , 2 5,53 ct .

Ýòîò ìàòåìàòè÷åñêèé ýòàï ðåøåíèÿ çàäà÷è
íóæíî ïðîàíàëèçèðîâàòü ñ ïîçèöèè ìåõàíè-
êè. Èíûìè ñëîâàìè, íóæíî îïðåäåëèòü,
èìåþò ëè ôèçè÷åñêèé ñìûñë ïîëó÷åííûå
îòâåòû. Çàêîíû ìåõàíèêè ïîäñêàçûâàþò,
÷òî êîãäà òåëî äâèæåòñÿ ðàâíîçàìåäëåííî
ïîä äåéñòâèåì ñèëû òðåíèÿ, òî â êàêîé-òî
ìîìåíò âðåìåíè îíî îñòàíàâëèâàåòñÿ. Çíà-
÷èò, òîëüêî îäíî çíà÷åíèå âðåìåíè óäîâëåò-
âîðÿåò óðàâíåíèþ äâèæåíèÿ øàéáû. Íàéäåì
ñíà÷àëà çíà÷åíèå îáùåãî âðåìåíè äâèæåíèÿ
øàéáû. Êîíå÷íàÿ ñêîðîñòü øàéáû âûðàæà-
åòñÿ ôîðìóëîé 0v v gt. Òîãäà îáùåå
âðåìÿ äâèæåíèÿ øàéáû äî îñòàíîâêè ðàâíî

0 10 c
v v

t
g

. Èç äâóõ çíà÷åíèé âðåìåíè

ôèçè÷åñêèé ñìûñë èìååò òîëüêî çíà÷åíèå
2

0 0 1
2

2 4 4
5,53

2

v v x g
t

g
ñ. Ê ýòîìó

ìîìåíòó âðåìåíè øàéáà ïðîõîäèò ðàññòîÿ-

íèå 40 ìåòðîâ, à ÷åðåç 10 ñåêóíä îíà îñòàíàâ-
ëèâàåòñÿ.
á) Àíàëîãè÷íî çàïèñûâàåì óðàâíåíèå êî-

îðäèíàòû øàéáû:
2

2 0
2

gt
x v t

DOI: https://doi.org/10.4213/kvant20240506
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è íàõîäèì âðåìÿ:

2
0 0 2

3,4

2 4 4 20 80
c

2 2

v v x g
t

g
.

Ïîñêîëüêó âðåìÿ íå èçìåðÿåòñÿ êîìïëåêñ-
íûìè ÷èñëàìè, ýòî óðàâíåíèå íå èìååò ôè-
çè÷åñêîãî ñìûñëà. Øàéáà ïðîñòî íå äîõîäèò
äî òî÷êè 2x  è îñòàíàâëèâàåòñÿ, ïðîéäÿ ðàñ-

ñòîÿíèå 
2
0 50 ì

2

v
x

g
.

Çàäà÷à 3. Áàëëèñòè÷åñêèé ïèñòîëåò âû-
ñòðåëèâàåò ìÿ÷èê ïîä óãëîì  ê ãîðèçîí-
òó èç-ïîä óêðûòèÿ (íàêëîííàÿ ïëîñêîñòü),
êîòîðîå ðàñïîëîæåíî ïîä óãëîì  ê ãîðèçîí-
òó (ðèñ. 1). Ïèñòîëåò íàõîäèòñÿ â òî÷êå
À íà ðàññòîÿíèè d îò îñíîâàíèÿ óêðûòèÿ
(òî÷êà B). Òðàåêòîðèÿ ìÿ÷èêà ëåæèò â
ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ïëîñêîñòè
óêðûòèÿ è ïîëà. Ñ êàêîé ñêîðîñòüþ äîë-
æåí âûñòðåëèòü ìÿ÷èê, ÷òîáû îí ëèøü
êîñíóëñÿ óêðûòèÿ áåç îòñêîêà?
Ðåøåíèå. Âûáåðåì îñè êîîðäèíàò òàê, êàê

ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 1. Èçâåñòíî, ÷òî óðàâ-
íåíèå òðàåêòîðèè ìÿ÷èêà, áðîøåííîãî ïîä
óãëîì  ê ãîðèçîíòó ñ íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ
0v , çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

2
2 2
0

tg
2 cos

g
y x x

v
.

Óðàâíåíèå íàêëîííîé ïëîñêîñòè (óêðûòèÿ)
ÂÑ âûãëÿäèò òàê:

y kx b, ãäå tgk , tgb d .

Äëÿ òîãî ÷òîáû ìÿ÷èê êîñíóëñÿ ïîòîëêà,
íàêëîííàÿ ïëîñêîñòü è òðàåêòîðèÿ ìÿ÷èêà
äîëæíû èìåòü ëèøü îäíó òî÷êó ïåðåñå÷å-
íèÿ � òî÷êó êàñàíèÿ. Äëÿ íàõîæäåíèÿ êîîð-
äèíàò ýòîé òî÷êè çàïèøåì ñëåäóþùóþ ñèñ-
òåìó óðàâíåíèé:

2
2 2
0

tg
2 cos

g
y x x

v
,

tg tgy x d .

Ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó, ïîëó÷èì óðàâíåíèå

2
2 2
0

tg tg tg 0
2 cos

g
x x d

v
.

Â ýòîì óðàâíåíèè èìåþòñÿ äâå íåèçâåñòíûå
âåëè÷èíû: êîîðäèíàòà òî÷êè êàñàíèÿ õ è
íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü ìÿ÷èêà 0v . Ñ ïîçèöèè
ìàòåìàòèêè, ýòî óðàâíåíèå íåðåøàåìîå. Ïî-
äîéäåì ê íåìó ñ ïîçèöèè ôèçèêè. Ïîñêîëüêó
ãðàôèêè ðàññìîòðåííûõ äâóõ óðàâíåíèé
èìåþò òîëüêî îäíó òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ (êàñà-
íèÿ), òî èìååòñÿ òîëüêî îäèí êîðåíü ïîëó-
÷åííîãî êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ. Òîëüêî ýòîò
êîðåíü èìååò ôèçè÷åñêèé ñìûñë. Òðåáîâà-
íèå åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ êâàäðàòíîãî
óðàâíåíèÿ îçíà÷àåò, ÷òî åãî äèñêðèìèíàíò
ðàâåí íóëþ. Èòàê,

2

2 2
0

2 tg
tg tg 0

cos

dg
D

v
,

îòêóäà

0 22

tg
2

cos tg tg
v gd .

Çàäà÷à 4. Íåîáõîäèìî ïîðàçèòü ñàìóþ
âåðõíþþ òî÷êó ñôåðè÷åñêîãî çäàíèÿ, èçîá-
ðàæåííîãî íà ðèñóíêå 2, áðîñèâ ìÿ÷èê ñ
íàèìåíüøåé âîçìîæíîé ñêîðîñòüþ. Äî ïîðà-
æåíèÿ öåëè îòñêîêè ìÿ÷èêà îò çäàíèÿ íå
äîïóñêàþòñÿ. Ðàäèóñ ñôåðè÷åñêîãî ñîîðó-
æåíèÿ 40 ì. Ñîïðîòèâëåíèåì âîçäóõà ïðå-
íåáðå÷ü. Íóæíî íàéòè ñêîðîñòü ìÿ÷èêà 0v  â
ìîìåíò ïîðàæåíèÿ öåëè è íàèìåíüøóþ ñêî-
ðîñòü v, ñ êîòîðîé ìÿ÷èê áûë áðîøåí ñ
Çåìëè.
Ðåøåíèå. Îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ ìÿ÷è-

êà êàñàåòñÿ ïîâåðõíîñòè ñôåðû â êàêîé-òî
áîêîâîé òî÷êå Ñ çäàíèÿ, êàê ïîêàçàíî íà
ðèñóíêå 2. Èç ñîîáðàæåíèé îáðàòèìîñòè
òðàåêòîðèè ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ, êîãäà ìÿ-

Ðèñ. 1 Ðèñ. 2
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÷èê áðîøåí ñ âåðõíåé òî÷êè çäàíèÿ c ìèíè-
ìàëüíîé ñêîðîñòüþ 0v  òàê, ÷òîáû îí íå çàäåë
çäàíèå (ïðîëåòåë áåñêîíå÷íî áëèçêî ê íåìó)
ïðè ïàäåíèè íà çåìëþ (ðèñ. 3). Íàì íóæíî
íàéòè òî÷êó êàñàíèÿ îêðóæíîñòè è îïòè-
ìàëüíîé òðàåêòîðèè ìÿ÷èêà. Çàïèøåì óðàâ-
íåíèÿ îêðóæíîñòè:

22 2x y R R

è òðàåêòîðèè ìÿ÷èêà:
2

2 2
0

tg 2
2 cos

gx
y x R

v
,

èëè
2

2
2
0

tg 1 tg 2
2

gx
y x R

v
.

Ñ ïîìîùüþ ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ íåâîçìîæ-
íî íàéòè êîîðäèíàòû òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ
îñüþ õ, ïîñêîëüêó îíî ñîäåðæèò ÷åòûðå íåèç-
âåñòíûõ: x, y, 0v  è . Ïîýòîìó ñíà÷àëà
èññëåäóåì óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè ãðàíèöû
ïðîñòðåëèâàåìîé îáëàñòè â óñëîâèÿõ, êîãäà
èç âåðõíåé òî÷êè ñôåðû áûëè áðîøåíû ñî
ñêîðîñòüþ 0v  îäèíàêîâûå ìÿ÷èêè ïîä ðàçëè÷-
íûìè óãëàìè. Ýòî óðàâíåíèå èçâåñòíî (ñì.,
íàïðèìåð, ñòàòüþ àâòîðà «Äâèæåíèå òåë â
ãðàâèòàöèîííîì ïîëå» â «Êâàíòå» ¹9 çà
2018 ã.) è â íàøåì ñëó÷àå èìååò òàêîé âèä:

2 2
0

2
0

2
2 2

v gx
y R

g v
.

Ãðàôèê òàêîãî óðàâíåíèÿ (êîðè÷íåâàÿ ëè-
íèÿ íà ðèñóíêå 3) ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó
ïåðåñå÷åíèÿ (êàñàíèÿ) îêðóæíîñòè è òðàåê-
òîðèè ìÿ÷èêà. Íåèçâåñòíûõ êèíåìàòè÷åñêèõ
ïàðàìåòðîâ ñòàëî òðè: x, y è 0v . Òî÷êà
ïåðåñå÷åíèÿ (êàñàíèÿ) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäó-
þùåé ñèñòåìîé óðàâíåíèé:

22 2x y R R ,

2 2
0

2
0

2
2 2

v gx
y R

g v
.

Ïîäñòàâèâ ó â ïåðâîå óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì
áèêâàäðàòíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî õ:

2 2 2
4 2 0 0

2 2
0 0

1
0

2 42

g gR v v
x x R

g gv v
.

Åãî ðåøåíèå � ýòî óðàâíåíèå ñ äâóìÿ íåèç-
âåñòíûìè 2x  è 0v . Ôèçè÷åñêèé ñìûñë èìååò
òîëüêî îäèí êîðåíü îòíîñèòåëüíî 2x , à èìåí-
íî

2
2 0

2

4
0

1

2

2

gR
D

v
x

g

v

.

Ïîñêîëüêó ñóùåñòâóåò òîëüêî îäíà òðàåêòî-
ðèÿ, îáåñïå÷èâàþùàÿ ïðîõîæäåíèÿ ìÿ÷èêà
÷åðåç òî÷êó Ñ, áèêâàäðàòíîå óðàâíåíèå èìå-
åò òîëüêî îäèí êîðåíü (x2) è åãî äèñêðèìè-
íàíò D ðàâíÿåòñÿ íóëþ:

2

2 2
0 0

1 1
0

2 4

gR gR
D

v v
.

Òåïåðü ïðèñòóïèì ê îòâåòàì íà ïîñòàâëåí-
íûå â çàäà÷å âîïðîñû. Èç ïîñëåäíåãî ðàâåí-
ñòâà íàéäåì

2
0

2

gR
v , 0 14,0 ì ñv .

Â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ ýíåð-
ãèè, íà íóëåâîì óðîâíå (íà çåìëå) ñêîðîñòü
ìÿ÷èêà ðàâíà

2
0 4 3 42,0 ì ñ

2

gR
v v gR .

Òàêèì îáðàçîì, ìû íàøëè çíà÷åíèå íàè-
ìåíüøåé âîçìîæíîé ñêîðîñòè, íåîáõîäèìîé
äëÿ ïîðàæåíèÿ ñàìîé âåðõíåé òî÷êè ñôåðè-
÷åñêîãî çäàíèÿ, è ñêîðîñòü â ìîìåíò ïîðàæå-
íèÿ öåëè.
Çàäà÷à 5. Ñïëîøíîé îäíîðîäíûé äèñê,

êîòîðûé ëåæèò íà ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè,
ìîæåò âðàùàòüñÿ âîêðóã íåïîäâèæíîé âåð-
òèêàëüíîé îñè áåç òðåíèÿ. Íà êðàþ äèñêà
ñòîèò ñïîðòñìåí. Ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â
ïîêîå. Ñïîðòñìåí äåëàåò îäèí ïðûæîê ïî
íàïðàâëåíèþ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, ÷òî-
áû ïîïàñòü íà äðóãîé êðàé äèñêà. Êîãäà
ñïîðòñìåí ïðèçåìëèòñÿ íà âðàùàþùåìñÿ
äèñêå, òî îêàæåòñÿ â òîé òî÷êå, ãäå îí

Ðèñ. 3
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ïðûãíóë. Ïðè ýòîì äèñê íå óñïååò ñîâåð-
øèòü ïîëíûé îáîðîò. Íóæíî íàéòè îòíî-
øåíèå ìàññû ñïîðòñìåíà ê ìàññå äèñêà.
Ðåøåíèå. Åñëè ñìîòðåòü ñâåðõó, òî êàðòè-

íà äîëæíà âûãëÿäåòü òàê, êàê íà ðèñóíêå 4.
Ïóñòü çà âðåìÿ ïðûæêà ñïîðòñìåí ïåðåìå-

ùàåòñÿ íà ðàññòîÿíèå ÀÂ. Äèñê, îòðåàãèðî-
âàâ íà ñèëó ïðè òîë÷êå ñïîðòñìåíà, äîëæåí
íà÷àòü âðàùàòüñÿ â ïðîòèâîïîëîæíîì íà-
ïðàâëåíèè ñ òàêîé ñêîðîñòüþ, ÷òîáû ê ìî-
ìåíòó ïðèçåìëåíèÿ ñïîðòñìåíà ïîâåðíóòüñÿ
íà óãîë 2 . Â ýòîì ñëó÷àå ñïîðòñìåí
ïðèçåìëèòñÿ íà ìåñòå, ãäå îí ïðûãíóë. Ïóñòü
v è  � íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü è óãîë íàêëîíà
ýòîé ñêîðîñòè ê ãîðèçîíòó ñîîòâåòñòâåííî,
R � ðàäèóñ äèñêà. Òîãäà âðåìÿ ïîëåòà

2 sinv
t

g
, à ðàññòîÿíèå ïî ãîðèçîíòàëè

coss vt . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, 2 sin
2

s R .

Îòñþäà íàéäåì âðåìÿ ïðûæêà ñïîðòñìåíà:

2 sin
2

cos

R
t

v
.

Ïðè òîë÷êå äèñê ïðèîáðåòàåò ìîìåíò èì-
ïóëüñà, ðàâíûé ãîðèçîíòàëüíîé ïðîåêöèè
ìîìåíòà èìïóëüñà ñïîðòñìåíà:

cos cos
2

I mvR ,

ãäå  � óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ äèñêà,
2 2I MR  ìîìåíò èíåðöèè äèñêà, M � åãî

ìàññà, m � ìàññà ñïîðòñìåíà. Ïî óñëîâèþ
çàäà÷è 2t , îòêóäà

2

t
.

Èñêëþ÷èâ cos , t, R èç óðàâíåíèÿ ìîìåíòîâ,
ïðèõîäèò ê òîìó, ÷òî óãîë  äîëæåí óäîâ-
ëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ

2
sin 2

m

M
.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå 
m

M
 è ïîëó÷èì óðàâ-

íåíèå ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè  è :

2 sin 2 .

Ìàòåìàòèêè ñ÷èòàþò, ÷òî ýòî óðàâíåíèå íå
èìååò òî÷íîãî ðåøåíèÿ. Ãðàôèê ôóíêöèè

1 2 siny  ìîæåò èìåòü äî òðåõ òî÷åê ïåðå-
ñå÷åíèÿ ñ ãðàôèêîì ôóíêöèè 2 2y  â
èíòåðâàëå 0;2  (ðèñ. 5). Îäíàêî òî÷êè ïå-
ðåñå÷åíèÿ 1 è 2 íå èìåþò ôèçè÷åñêîãî
ñìûñëà, ïîñêîëüêó îòíîøåíèå ìàññû ñïîðò-
ñìåíà ê ìàññå äèñêà îäíîâðåìåííî íå ìîæåò

èìåòü äâóõ ðàçëè÷íûõ âåëè÷èí 
2

2sin
.

Òðåòüå ïåðåñå÷åíèå òîæå íå èìååò ôèçè÷åñ-

êîãî ñìûñëà, ïîñêîëüêó ïðè 2  ïîëó÷àåò-

ñÿ íåîïðåäåëåííîñòü: 
0

0
. Òàêèì îáðàçîì,

óñëîâèþ çàäà÷è óäîâëåòâîðÿåò ëèøü ñëó÷àé,
èçîáðàæåííûé íà ðèñóíêå 6. Ôèçè÷åñêèé
ñìûñë èìååò òîëüêî òî÷êà C, â êîòîðîé
ãðàôèê ôóíêöèè 2 2y  êàñàåòñÿ ãðàôè-
êà ôóíêöèè 1 2 siny . Çàïèøåì óðàâíåíèå
êàñàòåëüíîé â òî÷êå Ñ:

0 0 0 2f f f ,

ãäå 0 � àáñöèññà òî÷êè êàñàíèÿ ýòîé ïðÿìîé

Ðèñ. 4

Ðèñ. 5

Ðèñ. 6
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è ñèíóñîèäû. Èçâåñòíî, ÷òî

0 02 sinf  è 0 02 cosf .

Äëÿ òî÷êè 0; 2

0 0 00 2 0 cos 2 sin 2f ,  (1)

à äëÿ òî÷êè 2 ; 0

0 0 02 2 2 cos 2 sin 0f .  (2)

Èç óðàâíåíèÿ (2) ïîëó÷àåì

0 0tg 2 .
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Ýòî òðàíñöåíäåíòíîå óðàâíåíèå. ×èñëåííûå
ìåòîäû ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ äàþò ñëåäóþ-
ùèé ðåçóëüòàò: àáñöèññà òî÷êè êàñàíèÿ êàñà-
òåëüíîé ê ñèíóñîèäå ðàâíà 0 1,790 ðàä.
Òîãäà èç óðàâíåíèÿ (1) íàõîäèì èñêîìîå
îòíîøåíèå ìàññû ñïîðòñìåíà ê ìàññå äèñêà:

0 0 0

2,301
cos sin

m

M
.

«Êâàíò» äëÿ ìëàäøèõ øêîëüíèêîâ
(ñì. «Êâàíò» ¹4)

1. Áîëüøå âñåãî ñîñåäåé ó öåíòðàëüíîé êëåòêè �
ïîñòàâèì òóäà 1. Â ñîñåäíèå ñ öåíòðàëüíîé êëåò-

êîé ïîñòàâèì ÷èñëà ïîìåíüøå � 2,
3, 4, 5. Íà öåíòðàëüíîå ÷èñëî âñå
îíè äåëÿòñÿ (íà 1 äåëèòñÿ ëþáîå
÷èñëî). À ÷òîáû óñëîâèå âûïîëíÿ-
ëîñü è äëÿ óãëîâûõ êëåòîê, ïîñòà-
âèì â êàæäûé óãîë ïðîèçâåäåíèå

åãî ñîñåäåé. Òàê ïîëó÷àåòñÿ îäèí èç âîçìîæíûõ
ïðèìåðîâ (ðèñ. 1).
Ìîæíî ïðèäóìàòü è äðóãèå ïðèìåðû.
2. 27 (ïðèìåð: 0,5 1,6 7,4 8,3 9,2 27) è
18 (ïðèìåð: 0,9 1,8 3,7 5,4 6,2 18).
Ñóììà ß Ü Ð Á É äîëæíà îêàí÷èâàòüñÿ íó-
ëåì. Ñóììó 10 ïîëó÷èòü ìîæíî, òîëüêî åñëè
âçÿòü ïÿòü íàèìåíüøèõ öèôð (0 1 2 3 4 10),
íî òàêîé ïðèìåð íå ïîëó÷èòñÿ ñîñòàâèòü, òàê êàê
íîëü íå ìîæåò ñòîÿòü ïîñëå çàïÿòîé (òîãäà äðîáü
áóäåò öåëûì ÷èñëîì âîïðåêè óñëîâèþ). Ìàêñè-
ìàëüíàÿ ñóììà ïÿòè öèôð 9 8 7 6 5 35,
òàê ÷òî ïîëó÷èòü ìîæíî òîëüêî ñóììû 20 è 30.
Çàìåòèì, ÷òî âñå áóêâû ðàçëè÷íû, ò.å. âñå äå-
ñÿòü öèôð ó÷àñòâóþò â çàïèñè ïî îäíîìó ðàçó.
Îáùàÿ ñóììà âñåõ äåñÿòè öèôð ðàâíà 45. Ïîýòî-
ìó åñëè ñóììà öèôð ïîñëå çàïÿòîé ðàâíà 20, òî
ïðè ñóììèðîâàíèè ïîñëå çàïÿòîé ìû ïîëó÷èì 0,
à â ïðåäûäóùèé ðàçðÿä ïåðåíåñåì 2. Ýòà öèôðà
2 äîáàâèòñÿ ê ñóììå öèôð äî çàïÿòîé, êîòîðàÿ
ðàâíà 45 � 20 25, è ìû íàõîäèì îòâåò 27. Àíà-
ëîãè÷íî, åñëè ñóììà öèôð ïîñëå çàïÿòîé ðàâíà
30, òî îòâåò áóäåò 45 � 30 3 18.
Êîììåíòàðèé. Ïðèìåðîâ â ýòîé çàäà÷å î÷åíü
ìíîãî � åñòü 86400 ñïîñîáîâ ïîëó÷èòü ñóììó 27 è
72000 ñïîñîáîâ ïîëó÷èòü ñóììó 18.

3. Ìóäðåö ìîæåò ðàñïîëîæèòü øêàòóëêè, íà-
ïðèìåð, òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 2, è óêà-

çàòü øàõó òå øêàòóëêè, ãäå íà êðûø-
êàõ óêàçàíû âåñà 2, 3 è 5. Åñëè øàõ
íàçîâåò ñóììó 10, çíà÷èò, îí íè÷åãî
íå ìåíÿë. Åñëè îí ìåíÿë ìåñòàìè
êàêèå-òî ìîíåòû, ñóììà âñÿêèé ðàç

áóäåò äðóãîé (ñì. òàáëèöó):

Êàê âèäèì, âñå ñóììû ðàçíûå, òàê ÷òî ïî ñóììå
ìóäðåö ñìîæåò ïîíÿòü, ìåíÿëèñü ëè ìîíåòû è
êàêèå, è íàçâàòü èõ ïðàâèëüíî.
Êîììåíòàðèé. Êàê ìîã ðàññóæäàòü ìóäðåö, ïðè-
äóìûâàÿ ïðèìåð? Ðàñêðàñèì ïðÿìîóãîëüíèê 2 3
â øàõìàòíîì ïîðÿäêå. ßñíî, ÷òî íàäî íàçâàòü
ëèáî òðè áåëûå êëåòêè, ëèáî òðè ÷åðíûå � â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñðåäè íàçâàííûõ (èëè íå íà-
çâàííûõ) áóäóò äâå ñîñåäíèå, è ìóäðåö íå ñìî-
æåò îïðåäåëèòü, ïîìåíÿë â íèõ øàõ ìîíåòû èëè
íåò. Âîçìîæíûå ñóììû â òðåõ øêàòóëêàõ ìåíÿ-
þòñÿ â äèàïàçîíå îò 6 äî 15, ïðè÷åì ñóììà îò
çàìåíû ìîíåò ìîæåò óâåëè÷èòüñÿ èëè óìåíü-
øèòüñÿ íà 1, 2, 3, 4 èëè 5. ×òîáû âîñåìü ñóìì
(èñõîäíàÿ è ïðè ëþáîì èç ñåìè îáìåíîâ) áûëè
ðàçëè÷íû, èñõîäíàÿ ñóììà äîëæíà áûòü ïðèìåð-
íî â ñåðåäèíå ðÿäà (ðàâíÿòüñÿ 10 èëè 11). Äàëü-
øå ìîæíî äåéñòâîâàòü ïîäáîðîì.

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2
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4. Îòâåò ïîêàçàí íà ðèñóíêå 3.
Êîììåíòàðèè. 1. Ëþáîé ïàðàëëåëîãðàìì íå-
òðóäíî ðàçðåçàòü íà äâå ÷àñòè è ñëîæèòü èç íèõ
äðóãîé ïàðàëëåëîãðàìì ñ òàêèìè æå îñíîâàíèåì
à è âûñîòîé h (ðèñ. 4). Îòñþäà, êñòàòè, ìîæíî
óâèäåòü, ÷òî âñå òàêèå ïàðàëëåëîãðàììû èìåþò
îäèíàêîâóþ ïëîùàäü, è íàéòè ýòó ïëîùàäü: îíà
ðàâíà ïëîùàäè ïðÿìîóãîëüíèêà a h. Â ÷àñòíî-
ñòè, ïàðàëëåëîãðàììû èç óñëîâèÿ èìåþò îäèíà-
êîâóþ ïëîùàäü: 6 2 4 3.
2. Åñëè ïåðâóþ ôèãóðó ìîæíî ðàçðåçàòü íà
÷àñòè è ñëîæèòü èç íèõ âòîðóþ, áóäåì ãîâîðèòü
«ïåðåêðîèòü ïåðâóþ ôèãóðó âî âòîðóþ», à âòî-
ðóþ ìîæíî ïåðåêðîèòü â òðåòüþ, òî è ïåðâóþ
ìîæíî ïåðåêðîèòü â ïîñëåäíþþ (ïîäóìàéòå, ïî-
÷åìó!). Ýòî ïîìîãàåò íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è: ìîæ-
íî ñíà÷àëà ïåðåêðîèòü ïåðâûé ïàðàëëåëîãðàìì
â ïàðàëëåëîãðàìì ñ íóæíûì íàêëîíîì áîêîâîé
ñòîðîíû (êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 4), à ïîòîì

èçìåíèòü ïðîïîðöèè ïàðàëëåëîãðàììà, íå ìåíÿÿ
íàêëîí áîêîâîé ñòîðîíû (ðèñ. 5). Ìîæíî ïî-
ñòóïèòü è ïî-äðóãîìó: ñíà÷àëà «ïåðåêîñèòü» (äåé-
ñòâóÿ, êàê â ïåðâîì êîììåíòàðèè) ïåðâûé ïà-
ðàëëåëîãðàìì òàê, ÷òîáû ó íåãî ïîÿâèëàñü ñòî-
ðîíà äëèíû 4, ïîòîì ïåðåêîñèòü ýòîò ïàðàëëå-
ëîãðàìì âî âòîðîé. Ïîëó÷èòñÿ äðóãîå ðàçðåçà-
íèå � âåðøèíû ÷àñòåé, ïðàâäà, óæå íå áóäóò
ëåæàòü â óçëàõ ñåòêè.
3. Òåîðåìà Áîéÿè�Ãåðâèíà ãîâîðèò, ÷òî âîîáùå
ëþáûå äâà ìíîãîóãîëüíèêà îäèíàêîâîé ïëîùàäè
ìîæíî ïåðåêðîèòü îäèí â äðóãîé (ðèñ. 6). (Äî-
êàçàòåëüñòâî ìîæíî ïðî÷èòàòü â áðîøþðå
Â.Ã.Áîëòÿíñêîãî «Ðàâíîâåëèêèå è ðàâíîñîñòàâ-
ëåííûå ôèãóðû». Âàæíóþ ðîëü â íåì èãðàþò

Êîíêóðñ èìåíè À.Ï.Ñàâèíà
(ñì. «Êâàíò» ¹3)

25. a) Äà; á) äà; â) ìîæíî äëÿ íå÷åòíûõ N 1 è
äëÿ êðàòíûõ ÷åòûðåì N 4.
Ïóñòü îñíîâàíèÿ òðàïåöèè ðàâíû a è b, ïðè÷åì
a b (ðèñ. 7). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îñíîâàíèÿ ðàñ-

ïîëîæåíû ãîðèçîí-
òàëüíî. Òðàïåöèÿ ñî-
ñòàâëåíà èç b a ãî-
ðèçîíòàëüíûõ ïîëî-
ñîê. Â âåðõíåé 2 1a

òðåóãîëüíèêîâ, à â
íèæíåé 2 1b , â êàæ-
äîé ïîëîñêå íà 2 òðå-
óãîëüíèêà áîëüøå,
÷åì â ïîëîñêå, êîòî-

ðàÿ íàä íåé. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òîáû âûðàçèòü N, ò.å.
îáùåå êîëè÷åñòâî òðåóãîëüíèêîâ, íàäî íàéòè ñóì-
ìó àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè (ñ øàãîì 2):
2 1 2 3 2 1a a b… . Ýòî ìîæíî ñäå-

ëàòü, óìíîæèâ êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ ïðîãðåññèè íà
ïîëóñóììó ïåðâîãî è ïîñëåäíåãî ÷ëåíîâ, ïîëó-
÷èì 2 2

N b a b a b a . Ýòî æå ìîæíî
áûëî ïîíÿòü èíà÷å: åñëè ïðîäëèòü áîêîâûå ñòî-
ðîíû òðàïåöèè äî ïåðåñå÷åíèÿ, ïîëó÷èì, ÷òî
òðàïåöèÿ ïîëó÷àåòñÿ èç ðàâíîñòîðîííåãî òðåó-
ãîëüíèêà ñî ñòîðîíîé b óäàëåíèåì ðàâíîñòîðîí-
íåãî òðåóãîëüíèêà ñî ñòîðîíîé a. Êîëè÷åñòâî
òðåóãîëüíèêîâ â ðàâíîñòîðîííåì òðåóãîëüíèêå
ñî ñòîðîíîé n ðàâíî 2n  (îá ýòîì ñì., íàïðèìåð,
ñòàòüþ Å.Áàêàåâà «Ðèñóåì ñóììó íå÷åòíûõ ÷è-
ñåë» â æóðíàëå «Êâàíòèê» ¹3 çà 2015 ã.). Îò-
ñþäà ïîëó÷àåì 2 2

N b a .
Èòàê, îñòàëîñü ïîíÿòü, êàêèå ÷èñëà N ïðåäñòà-
âèìû â âèäå ðàçíîñòè êâàäðàòîâ äâóõ íàòóðàëü-
íûõ ÷èñåë. Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëà b a  è b a
îäíîé ÷åòíîñòè, ïîýòîìó N b a b a  ëèáî
íå÷åòíî, ëèáî äåëèòñÿ íà 4.
Åñëè 2 1N k , ãäå 1k , òî ìîæíî âçÿòü 1b k ,
a k, è òîãäà äåéñòâèòåëüíî

1 1 2 1N k k k k k .

Åñëè 4N k, ãäå 2k , òî ìîæíî âçÿòü 1b k ,
1a k , è òîãäà äåéñòâèòåëüíî

Ðèñ. 7

Ðèñ. 5

Ðèñ. 4

Ðèñ. 3 äâå èäåè èç ïðåäûäóùèõ êîììåíòàðèåâ.) Íî,
âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò ïîòðåáîâàòüñÿ ìíîãî ÷àñ-
òåé. Íàïðèìåð, ÷òîáû ïåðåêðîèòü êâàäðàò 1 1 â
ïðÿìîóãîëüíèê 1 100 100, ïîíàäîáèòñÿ ðàçðå-
çàòü êâàäðàò íà íåñêîëüêî äåñÿòêîâ ÷àñòåé.

Ðèñ. 6
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1 1 1 1 4N k k k k k.

Åñëè æå 1N , òî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåí-
ñòâî 1 b a b a , íî íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü 1 â
âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ íàòóðàëü-
íûõ ÷èñåë.
Åñëè N 4, òî 1b a , 4b a , òàê êàê ýòî
åäèíñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå ÷èñëà 4 â âèäå ïðî-
èçâåäåíèÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.
Íî òîãäà b � íå öåëîå ÷èñëî, ÷òî íåâîçìîæíî.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïóíêòà à) ïîëó÷èì 99 2 1k ,
ïîýòîìó åñòü òðàïåöèÿ ñ îñíîâàíèÿìè

1 50b k , 49a k . Äëÿ ïóíêòà á) ïîëó÷èì
100 4k, ïîýòîìó åñòü òðàïåöèÿ ñ îñíîâàíèÿìè

1 26b k , 1 24a k .
26. Íåò.
Çàïîëíèì òàáëèöó, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 8.

Ïîñëå ïåðåñòàíîâêè â îäèí ñòîëáåö ìîæåò ïîìå-
ñòèòüñÿ öåëèêîì òîëüêî îäèí íàáîð èç 9 èëè 10
îäèíàêîâûõ ÷èñåë. Ñòîëáöîâ âñåãî 10, à íàáîðîâ
ïîâòîðÿþùèõñÿ ÷èñåë â äàííîé òàáëèöå 11, ïî-
ýòîìó, êàê íè ïåðåñòàâëÿé ÷èñëà â ñòðîêàõ, ÷èñ-
ëà õîòÿ áû îäíîãî íàáîðà îêàæóòñÿ â ðàçíûõ
ñòîëáöàõ.
27. Íà ñðåäó èëè íà ïÿòíèöó.
Ðàññìîòðèì äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ íåâèñîêîñíûõ
ãîäà. Îäèíàêîâûå äàòû â íèõ îòñòîÿò äðóã îò
äðóãà íà 365 äíåé. À òàê êàê 365 52 7 1, òî,
åñëè â ïåðâûé èç ýòèõ ãîäîâ äåíü ðîæäåíèÿ ó
÷åëîâåêà áûë âî âòîðíèê, òî âî âòîðîé � â
ñðåäó. Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðâûé èëè âòîðîé ãîä
âèñîêîñíûé. Ðàçáåðåì äâà ñëó÷àÿ.
1) Åñëè òàêèì áûë ïåðâûé ãîä, òî âòîðîé è
òðåòèé áûëè íåâèñîêîñíûìè, à ïîòîìó äíè ðîæ-
äåíèÿ â ïîñëåäíèé ïðèõîäèëèñü ÷àùå âñåãî íà
ñðåäó.
Ïðèâåäåì ïðèìåð, íà êàêèå äíè ïðèõîäÿòñÿ äíè
ðîæäåíèÿ â êîìïàíèè èç 7 ÷åëîâåê:
1-é ãîä (âèñîêîñíûé) � â ÿíâàðå 2 â âîñêðåñåíüå,
â ìàðòå 2 â ïîíåäåëüíèê è 3 âî âòîðíèê,
òîãäà:
2-é ãîä (îáû÷íûé) � â ÿíâàðå 2 âî âòîðíèê, â
ìàðòå 2 âî âòîðíèê è 3 â ñðåäó;

Ðèñ. 8

3-é ãîä (îáû÷íûé) � â ÿíâàðå 2 â ñðåäó, â ìàðòå
2 â ñðåäó è 3 â ÷åòâåðã.
2) Åñëè æå âèñîêîñíûì áûë âòîðîé ãîä, òî ó
êàæäîãî ÷åëîâåêà äåíü ðîæäåíèÿ â òðåòèé ãîä
áûë ÷åðåç 365 366 731 äåíü ïîñëå äíÿ ðîæäå-
íèÿ â ïåðâûé ãîä. Ïðè ýòîì (â ñèëó ðàâåíñòâà
731 104 7 3) ñîîòâåòñòâóþùèé äåíü íåäåëè
ñäâèíóëñÿ íà 3 äíÿ âïåðåä; â ÷àñòíîñòè, âñå äíè
ðîæäåíèÿ, ïðèõîäèâøèåñÿ íà âòîðíèê, ïðèøëèñü
íà ïÿòíèöó.
Ïðèâåäåì ïðèìåð, íà êàêèå äíè ïðèõîäÿòñÿ äíè
ðîæäåíèÿ â êîìïàíèè èç 7 ÷åëîâåê:
1-é ãîä (îáû÷íûé) � â ÿíâàðå 2 âî âòîðíèê, â
ìàðòå 2 âî âòîðíèê è 3 â âîñêðåñåíüå,
òîãäà:
2-é ãîä (âèñîêîñíûé) � â ÿíâàðå 2 â ñðåäó, â
ìàðòå 2 â ÷åòâåðã è 3 âî âòîðíèê;
3-é ãîä (îáû÷íûé) � â ÿíâàðå 2 â ïÿòíèöó, â
ìàðòå 2 â ïÿòíèöó è 3 â ñðåäó.
28. Âî âñåõ ðåøåíèÿõ ñ÷èòàåì, ÷òî AB BC.
Ïåðâîå ðåøåíèå (ïðåäëîæèëà êîìàíäà Àêàäåìè-
÷åñêîãî ëèöåÿ, Ìàãíèòîãîðñê). Äîñòðîèì òðåó-
ãîëüíèê ABC äî ðîìáà ABCD, åãî ïëîùàäü áó-
äåò ðàâíà 1 (ðèñ. 9). Âåêòîðû BA

uuur
 è CD
uuuur

 ðàâíû,
ïîýòîìó òî÷êà D òîæå
èìååò öåëûå êîîðäè-
íàòû. Ïëîùàäü ðîìáà
ðàâíà ïîëîâèíå ïðî-
èçâåäåíèÿ åãî äèàãî-
íàëåé, ïîýòîìó ïðîèç-
âåäåíèå äëèí AC è BD
ðàâíî 2. Äëèíà îòðåç-
êà ñ âåðøèíàìè â óç-

ëàõ íàõîäèòñÿ ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà, ïîýòîìó
îíà ÿâëÿåòñÿ êîðíåì èç öåëîãî ÷èñëà. À çíà÷èò,
ëèáî AC 1, ëèáî 2AC . Íî åñëè AC 1, òî A
è C � ýòî ñîñåäíèå óçëû öåëî÷èñëåííîé ðåøåò-
êè, è òîãäà ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê AC íå
ïðîõîäèò íè ÷åðåç îäèí óçåë � à îí äîëæåí
ïðîõîäèòü ÷åðåç B è D. Ñëåäîâàòåëüíî, 2AC
è, àíàëîãè÷íî, 2BD , à ðàç èõ ïðîèçâåäåíèå
ðàâíî 2, òî 2AC BD . Åñëè äâà óçëà ðåøåò-
êè ðàñïîëîæåíû íà ðàññòîÿíèè 2 äðóã îò äðóãà,
òî îíè ÿâëÿþòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûìè âåðøèíàìè
åäèíè÷íîãî êâàäðàòà. Ñëåäîâàòåëüíî, ABCD �
ýòî êâàäðàò ñî ñòîðîíîé 1, è òðåóãîëüíèê ABC
ïðÿìîóãîëüíûé.
Âòîðîå ðåøåíèå. Îòìåòèì òî÷êó K òàêóþ, ÷òî
B � ñåðåäèíà CK, ýòî áóäåò öåëàÿ òî÷êà (ðèñ. 10).
Òðåóãîëüíèêè ABC è ABK èìåþò ïëîùàäü 1 2.
Ýòà ïëîùàäü íàèìåíüøàÿ âîçìîæíàÿ äëÿ òðåó-
ãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè â öåëûõ òî÷êàõ (ýòî ìîæ-
íî ïîëó÷èòü, íàïðèìåð, èç ôîðìóëû Ïèêà). Îò-
ñþäà ñëåäóåò, ÷òî íà îòðåçêàõ AC è AK íåò
äðóãèõ óçëîâ. Íî íà äâóõ ïåðïåíäèêóëÿðíûõ
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ïðÿìûõ ðàññòîÿíèå
ìåæäó ñîñåäíèìè óç-
ëàìè ðåøåòêè äîëæíî
áûòü îäèíàêîâûì � ýòî
ìîæíî ïîíÿòü èç òîãî
ôàêòà, ÷òî âñÿ ðåøåò-
êà ïåðåõîäèò â ñåáÿ
ïðè ïîâîðîòå âîêðóã
òî÷êè A íà ïðÿìîé
óãîë. Ïîýòîìó
AC AK è òîãäà òðå-
óãîëüíèê ABC ïðÿìî-
óãîëüíûé.
Î ôîðìóëå Ïèêà ìîæíî ïðî÷èòàòü, íàïðèìåð, â
ñòàòüå Í.Âàñèëüåâà «Âîêðóã ôîðìóëû Ïèêà»
(«Êâàíò» ¹12 çà 1974 ã.) èëè â ñòàòüå Ã.Ìåðçî-
íà «Ôîðìóëà Ïèêà è òàþùèé ëåä» («Êâàíò» ¹9

çà 2018 ã.).
Òðåòüå ðåøåíèå (ïðåäëîæèëà êîìàíäà Íàõè-
ìîâñêîãî âîåííî-ìîðñêîãî ó÷èëèùà, Ìóðìàíñê).
Îáîçíà÷èì AB BC a, ABC . Ïëîùàäü òðå-

óãîëüíèêà ABC ðàâíà, ñ îäíîé ñòîðîíû, 
1

2
, c

äðóãîé ñòîðîíû, 21
sin

2
a . Âîçâåäåì â êâàäðàò è

ïðåîáðàçóåì:

2 2
4 2 2 2

1 sin cosa a a .

Òàê êàê a � ýòî äëèíà îòðåçêà ñ âåðøèíàìè â
óçëàõ ðåøåòêè, òî 2a  � öåëîå ÷èñëî. Âûðàæåíèå
2
cosa � ýòî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ

BA
uuur

 è BC
uuuur

, à ýòè âåêòîðû èìåþò öåëûå êîîðäèíà-

òû, ïîýòîìó èõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ÿâëÿåò-
ñÿ öåëûì ÷èñëîì. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè,
÷òî 1 � ýòî ðàçíîñòü êâàäðàòîâ äâóõ öåëûõ
÷èñåë. Çíà÷èò, ýòè êâàäðàòû ðàâíû 1 è 0. Òàêèì
îáðàçîì, cos 0, ïîýòîìó óãîë  ïðÿìîé, ò.å.
òðåóãîëüíèê ABC ïðÿìîóãîëüíûé.

Ðèñ. 10

Êàëåéäîñêîï «Êâàíòà»Âîïðîñû è çàäà÷è
1. Ýòî ãíîìîí � âåðòèêàëüíûé øåñò. Ñ åãî ïîìî-
ùüþ ïî äëèíå òåíè îò Ñîëíöà ìîæíî îïðåäåëèòü
íàïðàâëåíèå ïîëóäåííîé ëèíèè è íàéòè øèðîòó
ìåñòà.
2. Ïðèìåðíî ãåîãðàôè÷åñêîé øèðîòå ìåñòà.
3. Íå âñåãäà. Íàïðèìåð, ïðîéäåííûé ïóòü îòëè-
÷åí îò íóëÿ, à èçìåíåíèå êîîðäèíàò ðàâíî íóëþ �
åñëè òåëî ïðîøëî ïî çàìêíóòîé òðàåêòîðèè.
4. Äà, âñòðåòÿòñÿ. ×åðåç t 1 c êîîðäèíàòû òåë
ñòàíóò îäèíàêîâûìè: 2A Cx x= = ì è 5A Cy y= = ì.
5. à) Îñü x íàäî íàïðàâèòü ïî ïîëó âäîëü ñòåíû,
îñü y � âåðòèêàëüíî ââåðõ; á) íóæíà òîëüêî îñü
ó, íàïðàâëåííàÿ âåðòèêàëüíî ââåðõ.

6. Â ïðîöåññå ïàäåíèÿ êàê ãîðèçîíòàëüíàÿ ñîñòàâ-
ëÿþùàÿ èìïóëüñà ñòåðæíÿ, òàê è ãîðèçîíòàëüíàÿ
ñîñòàâëÿþùàÿ ñêîðîñòè åãî öåíòðà òÿæåñòè áóäóò
îñòàâàòüñÿ ðàâíûìè íóëþ. Ïîýòîìó â ìîìåíò ïà-
äåíèÿ íà ïëîñêîñòü öåíòð òÿæåñòè ñòåðæíÿ áóäåò
òàì, ãäå ïåðâîíà÷àëüíî ñòîÿë ñòåðæåíü.
7. Åñëè âåðíóòü «âûðåçàííûé» òðåóãîëüíèê ADC
íà ïðåæíåå ìåñòî, òî îáùèé öåíòð òÿæåñòè ôèãó-
ðû ABCD è òðåóãîëüíèêà ADC îêàæåòñÿ â òî÷êå
D (ðèñ. 11). Òîãäà êîîðäèíàòà õ ìîæåò áûòü
íàéäåíà èç óðàâíåíèÿ

2 9

3

ADC ABC ADC

ABC

h
m h m m x

h
m

,

îòêóäà 
5

9
x h.

8. Íåò, íå èçìåíÿþòñÿ. Òîïëèâíûå áàêè â ñàìî-
ëåòå ðàñïîëàãàþòñÿ òàê, ÷òîáû öåíòð òÿæåñòè
ñàìîëåòà ñ òîïëèâîì è áåç òîïëèâà îñòàâàëñÿ íà
îäíîì ìåñòå � èíà÷å èçìåíèëèñü áû àýðîäèíàìè-
÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ñàìîëåòà.
9. Â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ y òî÷êè ìåíÿþòñÿ
è åå àáñöèññà, è îðäèíàòà, ò.å. äâèæåíèå äâóìåð-
íî. Â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, â êîòîðîé
ïîëþñ ñîâìåùåí ñ öåíòðîì îêðóæíîñòè, ïîëÿð-
íûé ðàäèóñ R íå ìåíÿåòñÿ, à èçìåíÿåòñÿ ëèøü
ïîëÿðíûé óãîë , ò.å. äâèæåíèå îäíîìåðíî.
10. x 0, y 3 ì.
11. Ïîñòîÿíñòâî àçèìóòà è âûñîòû ñïóòíèêà îç-
íà÷àåò, ÷òî îí � ãåîñòàöèîíàðíûé. Òàêîé ñïóò-
íèê ìîæåò ñóùåñòâîâàòü òîëüêî ó âðàùàþùåéñÿ
ïëàíåòû. Ó Çåìëè åãî îðáèòà � åäèíñòâåííàÿ,
îíà êðóãîâàÿ è ðàñïîëàãàåòñÿ â ýêâàòîðèàëüíîé
ïëîñêîñòè ïëàíåòû.
12. Ñåâåðíûé ãåîìàãíèòíûé ïîëþñ, â çîíå êîòî-
ðîãî íàáëþäàþòñÿ ñèÿíèÿ, íå ñîâïàäàåò ñ ãåîãðà-
ôè÷åñêèì ïîëþñîì è ñìåùåí â ñòîðîíó Êàíàäû.
Îáëàñòè æå Ñèáèðè, èìåþùèå òó æå ãåîãðàôè-

Ðèñ. 11
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Çàäà÷à î çàìêíóòîé ëîìàíîé
1. Íåò â îáîèõ ñëó÷àÿõ. Êîíòðïðèìåðû ïîêàçà-
íû íà ðèñóíêàõ 12 è 13.
2. Íåò. Êîíòðïðèìåð ïîêàçàí íà ðèñóíêå 14.
3. Íåò. Êîíòðïðèìåð ïîêàçàí íà ðèñóíêå 15.

4. Íåò.
Èç ïóíêòà á) îñíîâíîé çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî åñòü
òî÷êà X S âíóòðè âûïóêëîé îáîëî÷êè S. Ðàñ-
ñìîòðèì âñå âêëþ÷àþùèå ïîÿñà âîêðóã X. Ýòî
ëîìàíûå âèäà 1 1 1 1i i n i iA A A A A XA… … , ãäå

1,2, 1i n… . Ó íèõ íåò îáùåãî çâåíà, òàê êàê
äëÿ âñåõ i íàéäåòñÿ ïîÿñ, íå ñîäåðæàùèé çâåíî

iXA , è íàéäåòñÿ ïîÿñ, íå ñîäåðæàùèé çâåíî

1i iA A .
5. Äà.
Âîçüìåì íåêîòîðóþ òî÷êó P âíóòðè âûïóêëîé
îáîëî÷êè S èëè ëåæàùóþ íà íåé. Ðàññìîòðèì
íåâêëþ÷àþùèé ïîÿñ âîêðóã P. Òî÷êà P ñîäåð-
æèòñÿ â îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé ýòèì ïîÿñîì.
Çíà÷èò, âñå òî÷êè âíóòðè âûïóêëîé îáîëî÷êè
èëè íà íåé âõîäÿò â îáúåäèíåíèå. Åñëè æå òî÷êà
âíå âûïóêëîé îáîëî÷êè, òî îíà ñíàðóæè ëþáîãî
ïîÿñà, ïîýòîìó îáúåäèíåíèåì ÿâëÿåòñÿ âûïóê-
ëàÿ îáîëî÷êà.

÷åñêóþ øèðîòó, ðàñïîëîæåíû â áîëåå íèçêèõ
ãåîìàãíèòíûõ øèðîòàõ.Ìèêðîîïûò
Ïîäíèìàÿ ëåñòíèöó, ìû íåâîëüíî áåðåìñÿ çà
ìåñòî íàä åå öåíòðîì òÿæåñòè. Èñïîëüçóÿ îòâåñ,
ìîæíî íàéòè, êîíå÷íî, ïðèáëèçèòåëüíî, âåðòè-
êàëüíóþ ëèíèþ, íà êîòîðîé îí íàõîäèòñÿ. Åñëè
óäàñòñÿ ïðîâåñòè åùå õîòÿ áû îäíó òàêóþ ëè-
íèþ, òî öåíòð òÿæåñòè áóäåò â òî÷êå èõ ïåðåñå÷å-
íèÿ.

XLV Òóðíèð ãîðîäîâÇàäà÷è âåñåííåãî òóðà
(ñì. «Êâàíò» ¹4)
Áàçîâûé âàðèàíò

8�9 êëàññû

1. Ìîãëè.
Âîò îäèí èç ïðèìåðîâ. Ïóñòü ìàññà ïèðîãà áûëà
17 óíöèé. Ñíà÷àëà ðàçäåëèì åãî íà êóñêè â 2, 7 è
8 óíöèé, çàòåì êóñîê â 7 óíöèé � íà êóñêè â 1, 2
è 4 óíöèè. Òåïåðü áóäåì äåëèòü âñå êóñêè, êðîìå
«åäèíè÷íûõ», ïîïîëàì, ïîêà âñå íå ñòàíóò «åäè-
íè÷íûìè».
Ñì. òàêæå çàäà÷ó 3 äëÿ 10 � 11 êëàññîâ.
2. 3 öâåòà.
Îöåíêà. Ïî óñëîâèþ êëåòêè, îòìå÷åííûå íà ðè-
ñóíêå 16, äîëæíû áûòü
ðàçíîãî öâåòà.
Ïðèìåð. Îêðàñèì êàæ-
äûé ñòîëáåö â ñâîé
öâåò, ïåðèîäè÷åñêè ÷å-

ðåäóÿ öâåòà 1, 2 è 3 (ðèñ. 17).
3. 60A , 30B , 90C .
Äîáàâèì íà ðèñóíîê åùå äâà ìàëåíüêèõ òðå-
óãîëüíèêà, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 18. Òàê êàê

îòðåçêè AM è BI
ðàâíû è ïàðàë-
ëåëüíû, AIBM �
ïàðàëëåëîãðàìì,
à L òîãäà � åãî
öåíòð. Ïðè ïîâî-
ðîòå íà 60  ïðî-
òèâ ÷àñîâîé
ñòðåëêè âîêðóã
òî÷êè A òðåóãîëü-
íèê AML, î÷å-
âèäíî, ïåðåõîäèò

â òðåóãîëüíèê AKC. Çíà÷èò, â òðåóãîëüíèêå ABC
ñòîðîíà AB  â äâà ðàçà áîëüøå ñòîðîíû AC è

60CAB , ïîýòîìó îí ïðÿìîóãîëüíûé.
4. Íåâåðíî.
Ïóñòü ìîíåòà, ëåæàùàÿ â öåíòðå, ñòîèò áîëüøå
âñåõ îñòàëüíûõ, âìåñòå âçÿòûõ. Ïóñòü âòîðîé
ïèðàò õîäèò öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷íî ïåðâîìó,
ïîêà íå «îñâîáîäèòñÿ» öåíòðàëüíàÿ ìîíåòà. Òîã-
äà îí çàáèðàåò åå è âûèãðûâàåò.
5. 2

1N  ÿáëîê.
Åñëè ó êàêîãî-òî ÿáëîêà äèàìåòð íåöåëûé, óâå-
ëè÷èì åãî äî áëèæàéøåãî öåëîãî ÷èñëà, îò ýòîãî
íè÷åãî íå èçìåíèòñÿ: íàïðèìåð, âñå óäàâû îäè-

Ðèñ. 16 Ðèñ. 17

Ðèñ. 18

Ðèñ. 14 Ðèñ. 15

Ðèñ. 12 Ðèñ. 13
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íàêîâî «ðåàãèðóþò» íà ÿáëîêè äèàìåòðà èç ïðîìå-
æóòêà 2;3 . Òàê äîáüåìñÿ òîãî, ÷òî äèàìåòðû
âñåõ ÿáëîê áóäóò öåëûìè.
Îöåíêà. Ðàññìîòðèì ÿáëîêè äèàìåòðà d, ãäå
2 d N.  Ïóñòü òàêèõ ÿáëîê íå äàäóò êàêèì-
òî äâóì óäàâàì. Ïàñòè ýòèõ óäàâîâ ìîãóò îêà-
çàòüñÿ ðàçìåðîì 1d  è d. Îáà óäàâà ñúåäÿò âñå
ìåíüøèå ÿáëîêè è îñòàâÿò âñå áîëüøèå, ïîýòîìó
ýòèõ óäàâîâ íå ðàçëè÷èòü. Çíà÷èò, äëÿ êàæäîãî
d îò 2 äî N âêëþ÷èòåëüíî ÿáëîê äèàìåòðà d
òðåáóåòñÿ õîòÿ áû 1N , à âñåãî ÿáëîê òîãäà
íóæíî õîòÿ áû 

2
1N .

Ïðèìåð. Äàäèì êàæäîìó óäàâó, êðîìå ïîñëåäíå-
ãî, ÿáëîêè âñåõ äèàìåòðîâ îò 2 äî N âêëþ÷èòåëü-
íî. Ïîëó÷èâ òàêîé íàáîð, óäàâ âûäàñò ðàçìåð
ñâîåé ïàñòè: îí ðàâåí  ìàêñèìàëüíîìó äèàìåòðó
ñúåäåííîãî ÿáëîêà èëè 1, åñëè íè îäíî ÿáëîêî íå
ñúåäåíî. Ðàçìåð ïàñòè ó ïîñëåäíåãî óäàâà îïðå-
äåëèì ìåòîäîì èñêëþ÷åíèÿ.
Çàìå÷àíèå. Îêàçûâàåòñÿ, òîò æå ñàìûé íàáîð
ÿáëîê ìîæíî ðàçäàòü óäàâàì êàê óãîäíî, ëèøü ñ
îäíèì óñëîâèåì: íå äàâàòü îäèíàêîâûå ÿáëîêè
îäíîìó è òîìó æå óäàâó.
Â ñàìîì äåëå, åñëè íàéäåòñÿ óäàâ, ñúåâøèé ÿá-
ëîêî äèàìåòðà N, òî åãî ïàñòü ðàçìåðà N. Èíà÷å
òàêàÿ ïàñòü ó óäàâà, íå ïîëó÷èâøåãî òàêîãî
ÿáëîêà. Ñðåäè îñòàëüíûõ óäàâîâ ñ ïîìîùüþ
ÿáëîê äèàìåòðà 1N  òî÷íî òàê æå íàéäåì ïàñòü
ðàçìåðà 1N  è òàê äàëåå. Îñòàâøèéñÿ â êîíöå
óäàâ áóäåò èìåòü ïàñòü ðàçìåðà 1.
Ñðåäè ó÷àñòíèêîâ Òóðíèðà ýòî çàìåòèë, íàïðèìåð,
äåñÿòèêëàññíèê Íèçàì Ãàäæèåâ èç Ìàõà÷êàëû.

10�11 êëàññû

1.  Òàê êàê

1 1
1 2 1

1 1

2 2 2 2
n n n

n n n n

a a a
a a a a ,

òî 1n -ÿ è n-ÿ ïàðàáîëû ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå

ñ àáñöèññîé 
1

2
x .   Çíà÷èò, âñå ïàðàáîëû èìåþò

îáùóþ òî÷êó ñ àáñöèññîé 
1

2
.

2. Îíè ðàâíû.
Çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî êâàäðàò ñî ñòîðîíîé íà
ãèïîòåíóçå AB âïèñûâàåòñÿ â ïðÿìîóãîëüíûé
òðåóãîëüíèê ABC îäíîçíà÷íî.
(Íàïðèìåð, ïîòîìó, ÷òî åñëè åñòü äâà òàêèõ
êâàäðàòà, òî ãîìîòåòèÿ ñ öåíòðîì â òî÷êå C
ïåðåâîäèò îäèí èç íèõ â äðóãîé, îñòàâëÿÿ ïðè
ýòîì AB íà ìåñòå, çíà÷èò, êîýôôèöèåíò ðàâåí 1.)
Äàëåå çàìåòèì, ÷òî âñå ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëü-
íèêè â çàäà÷å ïîäîáíû.
Çíà÷èò, âïèñàííûå êâàäðàòû çàíèìàþò â íèõ îäè-
íàêîâóþ äîëþ ïëîùàäè. Ïîýòîìó ñóììà ïëîùàäåé
ìàëûõ êâàäðàòîâ ðàâíà ïëîùàäè áîëüøîãî, òàê
êàê ýòî âåðíî äëÿ ñîäåðæàùèõ èõ òðåóãîëüíèêîâ.

3. Ïðè êàæäîì.
Êóñîê ìàññîé N (íàòóðàëüíîå ÷èñëî) íàäî ðàç-
áèòü íà åäèíè÷íûå êóñêè. Âñå ñòåïåíè äâîéêè
ðàçáèâàþòñÿ äåëåíèåì ïîïîëàì. Äëÿ äàëüíåé-
øèõ ðàññóæäåíèé ïðèâåäåì äâà ñïîñîáà.
Ïåðâûé ñïîñîá. ×èñëî N ðàçëîæèìî â ñóììó
ðàçëè÷íûõ ñòåïåíåé äâîéêè (äâîè÷íîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå). Âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ.
1) Â ýòîì ðàçëîæåíèè íå äâà ñëàãàåìûõ (îäíî
èëè õîòÿ áû òðè). Òîãäà ðàçáèâàåì ñíà÷àëà ðîâ-
íî êàê â ýòîì äâîè÷íîì ðàçëîæåíèè, à ïîòîì
ïðåâðàùàåì â åäèíèöû êàæäóþ ñòåïåíü äâîéêè.
2) 2 2

a bN ,  ãäå 0 a b.  Òîãäà 3b ,  òàê
êàê 10N .  Ðàçáèâàåì N íà êóñêè 1, 2a è 2 1

b ,
ïîñëåäíèé èç êîòîðûõ � íà b ñòåïåíåé äâîéêè
(1, 2, �, 12b ).
3) 1 2

bN .  Òîãäà 4b , è ìû ðàçáèâàåì N íà
êóñêè 1, 2 è 2 2b ,  ïîñëåäíèé èç íèõ � íà 1b
ñòåïåíåé äâîéêè (2, �, 12b ).
Âòîðîé ñïîñîá. Ìíîãîêðàòíî îòäåëÿÿ ïàðó êóñ-
êîâ 1 è 2, ñâåäåì çàäà÷ó ê êóñêó 10, 11 èëè 12.
Êóñîê 10 ñâåäåì ê 7, çàòåì ê 4. Êóñîê 11 ñâåäåì
ê 8. Êóñîê 12 ðàçîáüåì íà 1, 4 è 7. Âñå ïîëó÷åí-
íûå êóñêè ìû óæå óìååì ðàçáèâàòü.
Çàìå÷àíèå. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî óòâåðæäåíèå
çàäà÷è íåâåðíî â òî÷íîñòè äëÿ 3, 5,6,9N .
4. Íåâåðíî.
Ïåðâîå ðåøåíèå. Ïëîñêóþ ôèãóðó íà ðèñóíêå 19
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âûðîæäåííóþ òðå-
óãîëüíóþ ïèðàìèäó ABCS c äâóãðàííûì óãëîì

0  ïðè ðåáðå AB
è äâóãðàííûìè óã-
ëàìè 180  ïðè ðåá-
ðàõ AC è BC. Ñóì-
ìà âíóòðåííèõ óã-
ëîâ ïðè îñíîâàíèè
ðàâíà 360 , à âíå-
øíèõ � ðàâíà 180 .
Åñëè íåìíîãî ïðèïîäíÿòü âåðøèíó S íàä ïëîñ-
êîñòüþ ABC, äâóãðàííûå óãëû èçìåíÿòñÿ íå ñèëü-
íî, ïîýòîìó ñóììà âíóòðåííèõ óãëîâ îñòàíåòñÿ
áîëüøå ñóììû âíåøíèõ.
Âòîðîå ðåøåíèå. Íà êëåò÷àòîé ïëîñêîñòè ðàñ-
ñìîòðèì óçëû, óêàçàííûå íà ðèñóíêå 20. Ïóñòü
ABC � îñíîâàíèå ïèðàìèäû, à âûñîòà SH ïèðà-
ìèäû ðàâíà ñòîðîíå êëåòêè. Òîãäà âíåøíèé äâó-
ãðàííûé óãîë ïðè CA ðàâåí 45SXH ,  à
âíóòðåííèé ðàâåí 135 . Àíà-
ëîãè÷íî ïðè ðåáðå CB. Çíà-
÷èò, ñóììà âíóòðåííèõ äâó-
ãðàííûõ óãëîâ ïðè îñíîâà-
íèè áîëüøå 270 , à âíå-
øíèõ � ìåíüøå.
5. Äîêàæåì àíàëîãè÷íîå óò-
âåðæäåíèå äëÿ 3N øêîëü-
íèêîâ:

Ðèñ. 19

Ðèñ. 20
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åñëè ïðè ëþáîì ðàçáèåíèè èõ íà N òðîåê â
êàêîé-òî òðîéêå âñå áóäóò äðóã ñ äðóãîì äðó-
æèòü, òî âñåõ øêîëüíèêîâ ìîæíî ðàçáèòü íà N
òðîåê òàê, ÷òîáû â êàæäîé òðîéêå õîòÿ áû
êàêèå-òî äâîå äðóæèëè äðóã ñ äðóãîì.
Îáîçíà÷èì øêîëüíèêîâ òî÷êàìè è êàæäûõ äâóõ
äðóçåé ñîåäèíèì îòðåçêîì (ðåáðîì). Áóäåì ôîð-
ìèðîâàòü «ïîëóïîëíûå» òðîéêè � â êîòîðûõ
åñòü õîòÿ áû îäíî ðåáðî è õîòÿ áû îäíî «àíòè-
ðåáðî» (îòñóòñòâèå ðåáðà).
Ïóñòü ìû íå ìîæåì èç îñòàòêà ñôîðìèðîâàòü
î÷åðåäíóþ «ïîëóïîëíóþ» òðîéêó. Òîãäà â îñòàò-
êå ëèáî âñå ïîïàðíî íåçíàêîìû, ëèáî âñå ïîïàðíî
çíàêîìû. (Â ñàìîì äåëå, èíà÷å  â îñòàòêå åñòü
õîòü îäíî ðåáðî è õîòü îäíî àíòèðåáðî. Åñëè ýòè
ðåáðî AB è àíòèðåáðî CD íå èìåþò îáùåé âåðøè-
íû, ðàññìîòðèì ïàðó BC. Åñëè BC � ðåáðî, òî
BCD � íåïîëíàÿ òðîéêà, à åñëè BC � àíòèðåáðî,
òî ABC � íåïîëíàÿ òðîéêà, ïðîòèâîðå÷èå. Åñëè
æå ýòè ðåáðî è àíòèðåáðî èìåþò îáùóþ âåðøèíó,
òî îíè îáðàçóþò íåïîëíóþ òðîéêó� ñíîâà ïðîòè-
âîðå÷èå.)
Íî åñëè â îñòàòêå âñå ïîïàðíî íåçíàêîìû �
ïîëó÷àåòñÿ ðàçáèåíèå áåç ïîëíûõ òðîåê, ÷òî ïðî-
òèâîðå÷èò óñëîâèþ. Åñëè æå â îñòàòêå âñå ïîïàð-
íî çíàêîìû � ïîëó÷àåòñÿ ðàçáèåíèå èç ïîëóïîë-
íûõ è ïîëíûõ òðîåê, ÷òî ðåøàåò çàäà÷ó.Ñëîæíûé âàðèàíò

8 � 9 êëàññû

1. Äà, ìîãëî.
Ïóñòü ñèëû äåòåé ðàâíû 1, 2, �, 12. Ðàçîáüåì
èõ íà 6 ïàð ñ ðàâíîé ñóììàðíîé ñèëîé 13. Â îäíó
êîìàíäó âîçüìåì ëþáûå òðè èç ýòèõ øåñòè ïàð, â
äðóãóþ � îñòàëüíûå òðè ïàðû. Ïîëó÷èòñÿ êàê
ðàç 10 ðàçáèåíèé íà êîìàíäû ðàâíîé ñèëû �
÷èñëî ñïîñîáîâ ðàçáèòü 6 îáúåêòîâ íà äâå ãðóï-
ïû ïî 3 (ðàçáèåíèÿ, îòëè÷àþùèåñÿ ëèøü ïîðÿä-
êîì ãðóïï, ñ÷èòàåì îäèíàêîâûìè).
3. Ïåðâûé èãðîê.
Äîêàæåì, ÷òî ïåðâûé èãðîê ìîæåò äåëàòü ñâîè
õîäû òàê, ÷òîáû â åãî n-é õîä êîëè÷åñòâî çàá-
ðàííûõ èç êó÷êè êàìíåé ðàâíÿëîñü 2n  (ïðè n îò
1 äî 10). Â ñâîé ïåðâûé õîä îí ïðîñòî áåðåò
îäèí êàìåíü. Ïóñòü â ñâîé n-é õîä ïåðâîìó
èãðîêó óäàëîñü ñäåëàòü îáùåå êîëè÷åñòâî çàá-
ðàííûõ êàìíåé ðàâíûì 2n . Â îòâåò âòîðîé èãðîê
ìîæåò âçÿòü îò 1 äî 2n êàìíåé. Òàê êàê

2 2
1 2 1n n n , ïîñëå åãî õîäà îáùåå êîëè-

÷åñòâî çàáðàííûõ êàìíåé áóäåò áîëüøå 2n  è
ìåíüøå 2

1n . Ïåðâûé èãðîê â ñâîé ñëåäóþùèé
õîä ìîæåò âçÿòü îò 1 äî 2 1n  êàìíÿ è òî÷íî
ñìîæåò ïîëó÷èòü 2

1n  çàáðàííûõ êàìíåé íåçà-
âèñèìî îò ïðåäûäóùåãî õîäà âòîðîãî èãðîêà.
Ïîñêîëüêó 2

100 10 , ïåðâûé èãðîê ñâîèì 10-ì
õîäîì çàáåðåò îñòàâøèåñÿ êàìíè è âûèãðàåò.

4. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî m è n � íàòóðàëüíûå
âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà. Íàçîâåì ñíà÷àëà äðîáü
1

2
. Ïåòÿ âû÷èñëèò äðîáü 

2

2

m n

n
.

Îáùèé äåëèòåëü ÷èñëèòåëÿ 2m n è çíàìåíàòåëÿ

2n áóäåò òàêæå îáùèì äåëèòåëåì ÷èñåë
2 2 2 4m n n m è 2n è, ïîñêîëüêó m è n
âçàèìíî ïðîñòû, ìîæåò ðàâíÿòüñÿ 1, 2 èëè 4.
Óçíàâ ÷èñëèòåëü, êîòîðûé ñîîáùèò íàì Ïåòÿ,
ìû òî÷íî áóäåì çíàòü, ÷òî 2m n íå áîëüøå
ýòîãî ÷èñëèòåëÿ, óìíîæåííîãî íà 4. Ñëåäóþùèì

õîäîì íàçîâåì äðîáü 
1

p
, ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî,

áîëüøåå ó÷åòâåðåííîãî ÷èñëèòåëÿ, òîãäà p áóäåò

áîëüøå è m, è n. Ïåòÿ âû÷èñëèò äðîáü 
p m n

p n
,

îíà áóäåò íåñîêðàòèìîé. Óçíàâ åå ÷èñëèòåëü

p m n, âîçüìåì îò íåãî îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà p

è ïîëó÷èì n. Âû÷òÿ èç ÷èñëèòåëÿ n è ïîäåëèâ íà
p, ïîëó÷èì m.
6. Âðåìåííî çàáóäåì î òîì, ÷òî òî÷êà 1A  ëåæèò
íà îòðåçêå NP. Ïóñòü AI  � öåíòð îêðóæíîñòè,
êàñàþùåéñÿ ñòîðîíû BC è ïðîäîëæåíèé ñòîðîí
BA è AC (ðèñ. 21). Îáîçíà÷èì ÷åðåç X òî÷êó
ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ BC è PN.

Òàê êàê AI  ëåæèò íà áèññåêòðèñå âíåøíåãî óãëà

B, òî 
180

90
2 2

A

B B
CBI .

Òàê êàê AI  ëåæèò íà áèññåêòðèñå óãëà A, òî

òî÷êè A, P, AI  ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Òîãäà

360
90

2 4 4 2

 AN ABC AC B
APN .

Òàêèì îáðàçîì, ACBI APN , ò.å. ÷åòûðåõ-
óãîëüíèê AI PXB âïèñàííûé.
Âåðíåìñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è. Òî÷êè X è 1A  ñî-

Ðèñ. 21



Î Ò Â Å Ò Û ,  Ó Ê À Ç À Í È ß ,  Ð Å Ø Å Í È ß 55
âïàäàþò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

1 90A ABXI BA I , ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, ýê-
âèâàëåíòíî òîìó, ÷òî 90ABPI , à ýòî ýêâèâà-
ëåíòíî òîìó, ÷òî 90BCA . Ïðîâåäÿ àíàëî-
ãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ñî ñòîðîíû âåðøèíû A,
ïîëó÷èì, ÷òî ïðèíàäëåæíîñòü òî÷åê Q, 1B , M
îäíîé ïðÿìîé ýêâèâàëåíòíà òîìó, ÷òî óãîë ACB
ïðÿìîé, à ñëåäîâàòåëüíî, èç îäíîãî óòâåðæäåíèÿ
ñëåäóåò äðóãîå.
7. 98!.
Ïðèìåð. Ïóñòü íà êàðòî÷êàõ íàïèñàíû ÷èñëà
2, 1, 2, �, 98. Òîãäà â íåóäà÷íîé ñòîïêå

êàðòî÷êà 2 äîëæíà íàõîäèòüñÿ ñâåðõó, à îñ-
òàëüíûå êàðòî÷êè ìîæíî ðàñïîëîæèòü ëþáûì èç
98! ñïîñîáîâ. Â ýòîì ñëó÷àå âñÿêàÿ ñóììà ÷èñåë
íà íåñêîëüêèõ âåðõíèõ êàðòî÷êàõ áóäåò èìåòü
âèä 2 n, ãäå n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ò.å. áóäåò
èððàöèîíàëüíà.
Îöåíêà. Ðàçîáüåì âñå ñòîïêè êàðòî÷åê íà 98!
ãðóïï, â êàæäîé èç êîòîðûõ îäíà ñòîïêà ïîëó÷à-
åòñÿ èç äðóãîé öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêîé (ò.å.
ïåðåêëàäûâàíèåì íåñêîëüêèõ âåðõíèõ êàðòî÷åê
âíèç ñòîïêè). Êàæäàÿ ãðóïïà ñîñòîèò èç 99 ñòî-
ïîê. Äîêàæåì, ÷òî êàæäàÿ ãðóïïà ñîäåðæèò õîòÿ
áû îäíó íåóäà÷íóþ ñòîïêó.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàøëàñü ãðóïïà áåç íåóäà÷-
íûõ ñòîïîê. Âûáåðåì îäíó èç ñòîïîê è ðàñïîëî-
æèì êàðòî÷êè èç íåå ïî êðóãó â òîì æå ïîðÿäêå,
â êîòîðîì îíè ëåæàò â ñòîïêå: 1 2 99., , ..,a a a . Òîãäà
âñå ñòîïêè èç ãðóïïû áóäóò èìåòü âèä

1 99 1 1, , , , , ,i i ia a a a a  äëÿ i îò 1 äî 99.
Íà÷íåì èäòè îò êàðòî÷êè 1a  ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå
äî òåõ ïîð, ïîêà ñóììà ÷èñåë 1 2 ja a a  íà
ïðîéäåííûõ êàðòî÷êàõ íå ñòàíåò ðàöèîíàëüíîé.
Äàëåå íà÷íåì èäòè îò 1ja   äî òåõ ïîð, ïîêà
ñóììà ÷èñåë íà ïðîéäåííûõ êàðòî÷êàõ íå ñòàíåò
ðàöèîíàëüíîé. Òàêîé ìîìåíò íàñòàíåò, ïîòîìó
÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñòîïêà, íà÷èíàþùàÿñÿ ñ

1ja , íå ÿâëÿåòñÿ íåóäà÷íîé. Ïðîäåëàåì îïèñàí-
íóþ îïåðàöèþ 100 ðàç. Ïî ïðèíöèïó Äèðèõëå
íàéäåòñÿ êàðòî÷êà ta , ñ êîòîðîé íà÷èíàëè îòñ÷è-
òûâàòü ñóììó õîòÿ áû äâàæäû. Îñòàâèì òîëüêî
øàãè ïðîöåññà ìåæäó ïåðâûì è âòîðûì îòñ÷èòû-
âàíèåì îò êàðòî÷êè ta  (âêëþ÷àÿ ïåðâîå, íî íå
âêëþ÷àÿ âòîðîå).
Ïîñìîòðèì íà ñóììó S ïðîéäåííûõ ÷èñåë (êàæ-
äîå ÷èñëî ñ÷èòàåòñÿ ñòîëüêî ðàç, ñêîëüêî åãî
ïðîøëè). Ñ îäíîé ñòîðîíû, S ðàöèîíàëüíî, òàê
êàê ìû áðàëè îòðåçêè êàðòî÷åê ñ ðàöèîíàëüíîé
ñóììîé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìû íà÷àëè ñ êàðòî÷-
êè ta , à çàêîí÷èëè êàðòî÷êîé 1ta , ò.å. ïðîøëè
íåñêîëüêî ïîëíûõ êðóãîâ. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî
ñóììà âñåõ ïðîéäåííûõ ÷èñåë áóäåò ðàâíà nS ,
ãäå n � êîëè÷åñòâî ïðîéäåííûõ êðóãîâ, à S  �
ñóììà ÷èñåë íà âñåõ êàðòî÷êàõ. Îäíàêî nS  ïî

óñëîâèþ èððàöèîíàëüíî, îòêóäà nS  òàêæå èððà-
öèîíàëüíî. Ïðîòèâîðå÷èå.
Òàêèì îáðàçîì, â êàæäîé ãðóïïå åñòü õîòÿ áû
îäíà íåóäà÷íàÿ ñòîïêà. Òîãäà îáùåå êîëè÷åñòâî

íåóäà÷íûõ ñòîïîê íå ìåíüøå, ÷åì 
1

99! 98!
99

.

Çàìå÷àíèå. Ñóùåñòâóþò è äðóãèå ïðèìåðû. Íà-

ïðèìåð, ìîæíî âçÿòü êàðòî÷êè
1 2,2 2, ,50 2,1 2,2 2, ,49 2.
Íàçîâåì ïåðâûå 50 êàðòî÷åê ïîëîæèòåëüíûìè,
à îñòàëüíûå � îòðèöàòåëüíûìè. Â íåóäà÷íîé
ñòîïêå, ñîñòîÿùåé èç ýòèõ êàðòî÷åê, ïåðâàÿ êàð-
òî÷êà äîëæíà áûòü ïîëîæèòåëüíîé, è äëÿ ëþáî-
ãî k ñðåäè ïåðâûõ k êàðòî÷åê ïîëîæèòåëüíûõ
êàðòî÷åê äîëæíî áûòü áîëüøå, ÷åì îòðèöàòåëü-
íûõ. Êîëè÷åñòâî íåóäà÷íûõ ñòîïîê â ýòîì ñëó-
÷àå òàêæå áóäåò ðàâíî 98!.

10�11 êëàññû

1. 1m n   è 2m n .
Ïóñòü !! !m n . Çàìåòèì, ÷òî n! ÷åòíî ïðè 1n .
Ïîýòîìó ïðè íå÷åòíûõ 1m  ðåøåíèé íåò. ßñíî,
÷òî 1m n  ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì.
Ïóñòü 2m k , ãäå k íàòóðàëüíîå. Òîãäà
! !! !2kn m k . Îòñþäà 1 2kk n . Îäíî

èç ÷èñåë 1, 2k k   íå÷åòíî. Òàê êàê îíî áîëüøå
åäèíèöû,  îíî íå ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì äëÿ 2k.
Çíà÷èò, åäèíñòâåííî âîçìîæíûé ñëó÷àé � ýòî
2 1k k . Ïðè íàòóðàëüíîì k ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

1k , 2m . Î÷åâèäíî, 2m n  ÿâëÿåòñÿ ðåøå-
íèåì.
2. Ìîãëî.
Ðàññìîòðèì çâåçä÷àòûé îêòàýäð (ðèñ. 22). Åãî
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îáúåäèíåíèå äâóõ ïðà-

Ðèñ. 22



Ê Â À Í T  $ 2 0 2 4 / ¹ 5 � 656
âèëüíûõ òåòðàýäðîâ ñ îáùèì öåíòðîì, ïåðåñåêà-
þùèõñÿ ïî îêòàýäðó, èëè êàê îêòàýäð, ó êîòîðî-
ãî «ïðîäëåíû» ãðàíè. Â öåíòðå êàæäîé ãðàíè
îáîèõ òåòðàýäðîâ ïîìåñòèì ëàìïî÷êó è âîçüìåì
êðóãè, ñîäåðæàùèå ýòó ãðàíü. ßñíî ÷òî âñå ëó÷è
óïèðàþòñÿ â îáîëî÷êó çâåçä÷àòîãî îêòàýäðà è
òåì áîëåå â íàøè êðóãè.
Çàìå÷àíèå. Àíàëîãè÷íûå êîíñòðóêöèè ìîæíî
ïîëó÷èòü íà îñíîâå äîäåêàýäðà èëè èêîñàýðà, íî
êîëè÷åñòâî êðóãîâ áóäåò áîëüøå. Ïîäîéäåò òàê-
æå ëþáîé âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê, ó êîòîðîãî
âñå äâóãðàííûå óãëû òóïûå: åñëè â ïëîñêîñòè
êàæäîé åãî  ãðàíè âçÿòü áîëüøîé êðóã ñ öåíòðîì
â öåíòðå ãðàíè, òî íàä êàæäîé ãðàíüþ ñîñåäíèå
êðóãè îáðàçóþò «äîìèê», êîòîðûé áëîêèðóåò
âñå ëó÷è, âûõîäÿùèå èç öåíòðà ýòîé ãðàíè íàðó-
æó ìíîãîãðàííèêà, à ëó÷è, èäóùèå âíóòðü ìíî-
ãîãðàííèêà, áëîêèðóþòñÿ åãî ãðàíÿìè (ñîäåðæà-
ùèìèñÿ â ñîîòâåòñòâóþùèõ êðóãàõ).
4.  Ïóñòü âíåøíèå áèññåêòðèñû óãëîâ 1AO B è

2CO D ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå S, à ïðÿìûå 1BO  è

2DO  � â òî÷êå T . Òîãäà 1 1

1

2
TO S TO A

1O BA, ò.å. 1O S  è BX ïàðàëëåëüíû. Àíàëî-

ãè÷íî 2O S è DY ïàðàëëåëüíû. Çàìåòèì, ÷òî
ñëåäóþùèå ïëîùàäè òðåóãîëüíèêîâ ðàâíû:

1 1 2 2O AS OXS OYS O CSS S S S

(ïåðâîå è ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåäóþò èõ ïîëó-
÷åííûõ ïàðàëëåëüíîñòåé, à âòîðîå � èç ðàâåí-
ñòâà îòðåçêîâ 1O X è 2O Y). Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà
S ðàâíîóäàëåíà íå òîëüêî îò ïðÿìûõ 1OT  è 1O A

( 2O T è 1OC), íî è îò ïðÿìûõ 1O A è 2O C, ò.å.
ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì îêðóæíîñòè, êàñàþùåéñÿ ïðÿ-
ìûõ 1AO , 1BO , 2CO  è 2DO , ÷òî è òðåáîâàëîñü.
5.  Ïóñòü íàø ìíîãî÷ëåí

1 0

n

nP x a x a x a

2
0 1 0Q x x a R x x a x a .

Ïîäñòàâèâ â ìíîãî÷ëåí ëþáîé åãî êîðåíü, âè-
äèì, ÷òî âñå ñëàãàåìûå, êðîìå 0a , äåëÿòñÿ íà
ýòîò êîðåíü, à çíà÷èò, è 0a  íà íåãî äåëèòñÿ.
Ïîýòîìó, åñëè 0 1a , òî âñå äîêàçàíî. Äàëåå
ñ÷èòàåì, ÷òî 0

1a .
Ïî óñëîâèþ 

0
0P a . Åñëè è 

0
0P a , òî

P x  äåëèòñÿ íà 2 2
0 0 0x a x a x a . Íî

òîãäà 0a  äåëèòñÿ íà 2
0a , ÷òî íå òàê. Çíà÷èò, ñðåäè

êîýôôèöèåíòîâ 0a  îòñóòñòâóåò.
Òàê êàê 

0
0P a , òî 

0 0 1 1 0R a a a . Ïî-
ñêîëüêó 1a  äåëèò 0a , ïîëó÷àåì, ÷òî 1a  äåëèò 1.
Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.
Ïåðâûé ñëó÷àé: 1 1a . Òîãäà 0 0

2R a a , ò.å.

0
2a . Åñëè 0 2a , òî âñå äîêàçàíî.

Ïóñòü 0 2a . Òîãäà âñå îñòàëüíûå êîýôôèöèåí-
òû ðàâíû 1 èëè 2.

Ïîýòîìó ðàâåíñòâî 2 0P  èìååò âèä

2 12 0S S S   (ãäå â 22S  âõîäÿò ñëàãàåìûå ñ
êîýôôèöèåíòîì 2, â 1S  � ñ êîýôôèöèåíòîì 1, à â
S � ñ êîýôôèöèåíòîì 1), èëè

2 2 1S S S S,                 (*)

ïðè÷åì 2S , 1S , S � ñóììû ðàçëè÷íûõ ñòåïåíåé
äâîéêè.
Ïðè ýòîì â ñèëó ðàâåíñòâà 1 0P , îçíà÷àþùå-
ãî, ÷òî ñóììà êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà ðàâíà
0, ïîëó÷àåì, ÷òî ÷èñëî ñëàãàåìûõ (ñòåïåíåé äâîé-
êè) â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (*) ðàâíî ÷èñëó
ñëàãàåìûõ â ïðàâîé. Â ëåâîé ÷àñòè áóäåì ïðîäå-
ëûâàòü ñëåäóþùèå îïåðàöèè: åñëè â íåé âñòðå÷à-
þòñÿ äâà îäèíàêîâûõ ñëàãàåìûõ 2i, çàìåíèì èõ
íà 12i . Õîòÿ áû îäíà òàêàÿ îïåðàöèÿ áóäåò
ïðîäåëàíà: ïîñêîëüêó 0 2a , â ñóììó 2 2S S

äâàæäû âõîäèò 1. Êîãäà ýòîò ïðîöåññ îñòàíîâèò-
ñÿ, êàê â ëåâîé, òàê è â ïðàâîé ÷àñòè áóäóò
ñòîÿòü ñóììû ðàçëè÷íûõ ñòåïåíåé äâîåê (íî
êàêèå-òî ñëàãàåìûå ëåâîé ÷àñòè ìîãóò ñîâïàäàòü
ñî ñëàãàåìûìè ïðàâîé). Ïðè ýòîì ÷èñëî ñëàãàå-
ìûõ â ëåâîé ÷àñòè áóäåò ìåíüøå: êàæäàÿ îïåðà-
öèÿ óìåíüøàëà åãî íà åäèíèöó. Ïðîòèâîðå÷èå ñ
åäèíñòâåííîñòüþ ðàçëîæåíèÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñ-
ëà â ñóììó ñòåïåíåé äâîéêè.
Âòîðîé ñëó÷àé: 1 1a . Òîãäà 

0 0
0R a a , ò.å.

2
0 0 3 0 2 0

n

nR a a a a a a . Åñëè 1n , òî

3n   (òàê êàê 2 0a ). Äàëåå, 2a  äåëèòñÿ íà 0a ,
ò.å. 2 0a a , à 3 0 0a a a  äåëèòñÿ íà 2

0a , ò.å.

3 1a  äåëèòñÿ íà 0a , êîòîðîå ñàìî äåëèòñÿ íà 3a .
Çíà÷èò, 1 äåëèòñÿ íà 3a , îòêóäà 3 1a .
Åñëè 3 1a , òî 1 0P . Êðîìå òîãî, 0 2a .
Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ ñëó÷àÿ 1, ñíîâà ïîëó÷èì,
÷òî 0 2a .
Åñëè 3 1a  è 3n , òî 5

0 0 5 0

n

nP a a a a a
4

4 0 0a a . Ïîäåëèâ íà 4
0a , âèäèì, ÷òî 5n , è,

ïîâòîðèâ ïðåäûäóùèå ðàññóæäåíèÿ, ïîëó÷àåì,
÷òî ëèáî 0 2a , ëèáî 4 0a a , 5 1a . È òàê
äàëåå.
Òàê ìû ïîëó÷èì, ÷òî ëèáî 0 2a , ëèáî 2 1n m
íå÷åòíî è âñå êîýôôèöèåíòû ïðè ÷åòíûõ ñòåïå-
íÿõ ìíîãî÷ëåíà ðàâíû 0a , à ïðè íå÷åòíûõ ðàâíû
1. Òîãäà 1 01 1 0P a P m a , òàê êàê

0 1a . Ïðîòèâîðå÷èå.
6  (ðåøåíèå ïðåäëîæåíî ó÷àñòíèêîì Ìîñêîâñ-
êîé ìàòåìàòè÷åñêîé îëèìïèàäû). Ðàññìîòðèì
âñåâîçìîæíûå ìåëîäèè èç íîò äî è ñè äëèíû 13
(èõ 132  øòóê). Êàæäóþ òàêóþ ìåëîäèþ ïåðèîäè-
÷åñêè ïðîäîëæèì â îáå ñòîðîíû, ïîëó÷èâ áåñêî-
íå÷íóþ â îáå ñòîðîíó ìåëîäèþ. Íàçîâåì äâå
ïîëó÷èâøèåñÿ áåñêîíå÷íûå ìåëîäèè ýêâèâàëåíò-
íûìè, åñëè îäíà ïîëó÷àåòñÿ èç äðóãîé ñäâèãîì.
Ó êàæäîé òàêîé áåñêîíå÷íîé ìåëîäèè, êðîìå
äâóõ ìåëîäèé � ñîñòîÿùåé òîëüêî èç íîò äî è
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ñîñòîÿùåé òîëüêî èç íîò ñè, � åñòü åùå 12 åé
ýêâèâàëåíòíûõ (íèêàêàÿ ìåëîäèÿ, êðîìå äâóõ
óêàçàííûõ, íå ïåðåéäåò â ñåáÿ ïðè ñäâèãå íà
÷èñëî, ìåíüøåå 13, ïîñêîëüêó ÷èñëî 13 ïðîñòîå).
Êîëè÷åñòâî íå ýêâèâàëåíòíûõ äðóã äðóãó áåñêî-

íå÷íûõ ìåëîäèé ðàâíî òîãäà 
13
2 2

2 632
13

.

Ïîñìîòðèì, ñêîëüêî èç íèõ ñîäåðæàò çàïðåòíûå

ìåëîäèè. Ïîñêîëüêó ìû ðàçðåøàåì ñäâèã, ìîæ-
íî âûáðàòü â áåñêîíå÷íîé ìåëîäèè êóñîê äëèíû
13, íà÷èíàþùèéñÿ ñ çàïðåòíîé ìåëîäèè; îñòàâ-
øèåñÿ íîòû â ýòîì êóñêå äëèíû 13 ìîãóò áûòü
ëþáûìè. Ïîýòîìó èç-çà çàïðåòíûõ ìåëîäèé äëè-
íû 5k , 6, �, 12 ìû âû÷åðêíåì íå áîëüøå
ñîîòâåòñòâåííî 82 , 72 , �, 12  áåñêîíå÷íûõ ìåëî-
äèé èç íàøåãî ñïèñêà, à èç-çà çàïðåòíûõ ìåëî-
äèé äëèíû 13, ,30k  � íå áîëåå îäíîé äëÿ
êàæäîé. Èòîãî çàïðåòû Êîùåÿ âû÷åðêèâàþò íå
áîëüøå

8 7 1 92 2 2 18 (2 2) 18 528

áåñêîíå÷íûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ìåëîäèé èç èìåþ-
ùèõñÿ 632. Ëþáàÿ èç îñòàâøèõñÿ ìåëîäèé íå
ñîäåðæèò çàïðåùåííûõ Êîùååì ó÷àñòêîâ, è Èâà-
íó äîñòàòî÷íî ñûãðàòü åå ó÷àñòîê äëèíû 300.Óñòíûé òóð äëÿ 11 êëàññà
1. Íåëüçÿ.
Ó ìíîãî÷ëåíîâ f è g íåò îáùèõ êîðíåé, èíà÷å ýòî
áóäåò êðàòíûé êîðåíü ñóììû êóáîâ, à ó ìíîãî-
÷ëåíà 1x x x n  êðàòíûõ êîðíåé íåò.
Òîãäà ìíîãî÷ëåí 2 2f fg g  èìååò ñòåïåíü
2max deg ,degf g  (ñòàðøèå êîýôôèöèåíòû íå
ñîêðàòÿòñÿ) è íå èìååò êîðíåé, ïîñêîëüêó âûðà-
æåíèå 2 2a ab b  ðàâíî 0 òîëüêî ïðè 0a b .
Íî òàêîãî äåëèòåëÿ ó ìíîãî÷ëåíà

1x x x n   íåò.
3. Íàèìåíüøåå âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî õîðîøèõ
êëåòîê ðàâíî N.
Ïðèìåð (îäèí èç ìíîãèõ). Ïóñòü â ïåðâîé ñòðî-
êå ñòîÿò åäèíèöû, à â îñòàëüíûõ íóëè. Òîãäà
âñå êëåòêè ïåðâîé ñòðîêè õîðîøèå, à îñòàëüíûå
ïëîõèå.
Îöåíêà. Ðàçîáüåì âñå êëåòêè òàáëèöû íà N
ãðóïï ïî N êëåòîê òàê, ÷òîáû â êàæäîé ãðóïïå
âñå êëåòêè íàõîäèëèñü â ðàçíûõ ñòðîêàõ è ðàç-
íûõ ñòîëáöàõ.
Ïðèìåð òàêîãî ðàçáèåíèÿ
äëÿ N = 5  ïîêàçàí íà
ðèñóíêå 23, äëÿ äðóãèõ N
ðàçáèåíèå àíàëîãè÷íî (íà-
ïðèìåð,  â îäíó ãðóïïó
áåðåì ãëàâíóþ äèàãîíàëü,
èäóùóþ ñâåðõó ñëåâà âíèç
âïðàâî, âî âòîðóþ � äèà-

ãîíàëü íàä íåé è ÷èñëî â ëåâîì íèæíåì óãëó, â
òðåòüþ � ñëåäóþùóþ äèàãîíàëü è äèàãîíàëü èç
äâóõ êëåòîê ñëåâà âíèçó è ò.ä.).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â êàêîé-òî ãðóïïå âñå êëåòêè
ïëîõèå. Òîãäà äëÿ êàæäîé êëåòêè ýòîé ãðóïïû
ñóììà ÷èñåë ñîäåðæàùåé åå ñòðîêè ìåíüøå ñóì-
ìû ÷èñåë ñîäåðæàùåãî åå ñòîëáöà. Ñóììèðóÿ
ýòè íåðàâåíñòâà ïî âñåì êëåòêàì ãðóïïû, ïîëó-
÷àåì, ÷òî ñóììà ÷èñåë âî âñåé òàáëèöå, ïîäñ÷è-
òàííàÿ ïî ñòðîêàì, ìåíüøå, ÷åì ýòà æå ñóììà,
ïîäñ÷èòàííàÿ ïî ñòîëáöàì, � ïðîòèâîðå÷èå, Çíà-
÷èò, â êàæäîé ãðóïïå åñòü õîðîøàÿ êëåòêà è
÷èñëî õîðîøèõ êëåòîê íå ìåíüøå ÷èñëà ãðóïï,
ò.å. íå ìåíüøå N.
5. Ïåðâîå ðåøåíèå. Ñäåëàåì ãîìîòåòèþ ñ öåíò-
ðîì P  è êîýôôèöèåíòîì 2. Ïóñòü K , M , N  �
îáðàçû òî÷åê K , M , N , à T � òî÷êà ïåðåñå÷å-
íèÿ ïðÿìîé SK ñ ïëîñêîñòüþ ABC. Òîãäà TK TP
êàê êàñàòåëüíûå ê ñôåðå, è, ïîñêîëüêó òðåóãîëü-
íèêè PKT è K KS ïîäîáíû, òî SK SK. Àíàëî-
ãè÷íî, SM SM, SN SN. Íî SK = SM = SN
êàê êàñàòåëüíûå, ñëåäîâàòåëüíî, S � öåíòð îê-
ðóæíîñòè K M N , à ñåðåäèíà SP � öåíòð îê-
ðóæíîñòè KMN.
Âòîðîå ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ñôåðó ñ öåíòðîì â
òî÷êå S, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êè K, M, N,
÷åðåç , âïèñàííóþ ñôåðó ïèðàìèäû � ÷åðåç ,
à ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç ñåðåäèíû ðåáåð
ïèðàìèäû, � ÷åðåç .
Ñäåëàåì èíâåðñèþ ñ öåíòðîì â òî÷êå P, ïåðåâî-
äÿùóþ  â . Òîãäà òî÷êè K, M, N ïåðåéäóò â
òî÷êè K , M , N . Òàê êàê , òî îáðàç 
áóäåò ïåðïåíäèêóëÿðåí . Ñëåäîâàòåëüíî, îáðà-
çîì  áóäåò ñôåðà, ïîñòðîåííàÿ íà îêðóæíîñòè
KMN  êàê íà äèàìåòðàëüíîé îêðóæíîñòè.

Òîãäà óòâåðæäåíèå çàäà÷è ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî
öåíòð èíâåðñèè, öåíòð ñôåðû è öåíòð åå îáðàçà
ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.
Êîììåíòàðèé. Óòâåðæäåíèå çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ
÷àñòíûì ñëó÷àåì ñëåäóþùåãî ôàêòà. Ðàññìîò-
ðèì ñòåðåîãðàôè÷åñêóþ ïðîåêöèþ ñôåðû S íà
ïëîñêîñòü  èç òî÷êè P S. Ïóñòü Q � òî÷êà âíå
ñôåðû S, à îêðóæíîñòü   íà S, îáðàçîâàííàÿ
êàñàòåëüíûìè ê S èç Q, íå ïðîõîäèò ÷åðåç P.
Òîãäà îáðàçîì  áóäåò îêðóæíîñòü  ñ öåíòðîì
â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòè  ñ ëó÷îì PQ.
6. 45 êóñêîâ.
Ïóñòü âåðõíèé ñëîé ñîñòîèò èç öåíòðàëüíîé êëåò-
êè. Äàëåå ïóñòü êàæäûé íèæåëåæàùèé ñëîé
ñîñòîèò èç êëåòîê ïðåäûäóùåãî ñëîÿ è èç êëå-
òîê, ïðèìûêàþùèõ ê íèì ïî ñòîðîíå, è èìååò
ïðîòèâîïîëîæíûé öâåò.
Îöåíêà. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïåðâûé íàêëååí-
íûé êóñîê � âåñü êâàäðàò, îò ýòîãî íè÷åãî íå
èñïîðòèòñÿ. Ñ÷èòàåì åãî íóëåâûì. Äîêàæåì èí-
äóêöèåé ïî k óòâåðæäåíèå:Ðèñ. 23
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Ïîñëå åùå k êóñêîâ ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ êëåò-
êàìè åñòü ïóòü ñ íå áîëåå ÷åì 2k ñìåíàìè
öâåòà.
Áàçà ïðè k = 0 âåðíà.
Ðàññìîòðèì íàêëåèâàíèå k-ãî êóñêà S. Ïóñòü äî
ýòîãî ìåæäó äâóìÿ êëåòêàìè áûë  ïóòü ñ íå
áîëåå 2 1k  ñìåíàìè öâåòà. Åñëè îí íå çàõîäèë
â S, òî îí òàêèì è îñòàëñÿ. Èíà÷å çàìåíèì åãî
êóñîê îò ïåðâîé åãî êëåòêè â S äî ïîñëåäíåé
òàêîé êëåòêè íà ïóòü ïî S ìåæäó ýòèìè êëåòêà-
ìè. Òîãäà êîëè÷åñòâî ñìåí öâåòà â íîâîì ïóòè
óâåëè÷èëîñü íå áîëåå ÷åì íà 2 ïî ñðàâíåíèþ ñî
ñòàðûì. Ïåðåõîä äîêàçàí.
Â êîíöå ìåæäó ïðîòèâîïîëîæíûìè óãëàìè ëþ-
áîé ïóòü èìååò õîòÿ áû 88 ñìåí öâåòà. Çíà÷èò,
ïîâåðõ íóëåâîãî êóñêà íàêëååíî åùå õîòÿ áû 44.85-ÿ Ìîñêîâñêàÿ îëèìïèàäàøêîëüíèêîâ ïî ôèçèêå

(ñì. «Êâàíò» ¹4)

10 êëàññ

3. Ê íåêîòîðîìó ìîìåíòó âðåìåíè êîí÷èê õâîñòà
óäàâà ïåðåìåñòèëñÿ íà ðàññòîÿíèå x. Â ýòîò
ìîìåíò èìïóëüñ óäàâà (òîé åãî ÷àñòè, êîòîðàÿ
óæå ïðèøëà â äâèæåíèå) ðàâåí

2

2 4

d xM x dx M
p

L dt L dt
.

Ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ èìïóëüñà ðàâíà ñèëå:

2

4

d x
d

dt
dp M

At
dt L dt

.

Èíòåãðèðóåì ýòî óðàâíåíèå äâà ðàçà ïî âðåìåíè
è ïîëó÷àåì

2 3

1 2
4 6

x M At
C t C

L
,

ãäå 1C  � êîíñòàíòà, ñâÿçàííàÿ ñî ñêîðîñòüþ êîí-
÷èêà õâîñòà â íà÷àëüíûé ìîìåíò, à 2C  � ýòî
êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ îò íà÷àëüíîé êîîðäèíàòû
êîí÷èêà õâîñòà. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè è
ñêîðîñòü 0v , è ñìåùåíèå 0x  êîí÷èêà õâîñòà óäàâà
ðàâíû íóëþ. Îòñþäà 1C 0 è 2C 0, ïîýòîìó

2 3

4 6

x M At

L
.

Ñìåùåíèå x ñâÿçàíî ñî âðåìåíåì t òàê:

3 22

3

AL
x t t

M
,

à ñêîðîñòü êîí÷èêà õâîñòà òàê:

1 23 2

2 3

dx AL
t

dt M
, èëè 1 23

2

dx AL
t

dt M
.

Äëÿ îòâåòà íà ïåðâûé âîïðîñ íóæíî íàéòè âðå-

ìÿ, êîãäà 
2

L
x  . Ïîëó÷àåì

1 3
3

8

ML
t

A
.

Ïîäñòàâèâ íàéäåííîå çíà÷åíèå âðåìåíè â ôîð-
ìóëó äëÿ ñêîðîñòè, èìååì

1 6
3 3

2 8

dx AL ML

dt M A
, èëè 

1 3
29

8

dx AL

dt M
.

Äëÿ îòâåòà íà âòîðîé âîïðîñ íóæíî âçÿòü çíà÷å-
íèå õ L, òîãäà

1 3
3

2L

LM
t

A
.

Äëÿ îòâåòà íà òðåòèé âîïðîñ íóæíî âçÿòü õ =2L.
Â ýòîì ñëó÷àå

1 3

2

6
L

LM
t

A
,

1 6
3 6

2

dx AL LM

dt M A
, èëè 

1 3
29

2

dx AL

dt M
.

4. À. Âíóòðè êîíäåíñàòîðà âäàëè îò åãî êðàåâ

ïîëå ìîæíî ñ÷èòàòü îäíîðîäíûì è ðàâíûì 
0

E .

Ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ öåíòðîâ ïëàñòèí ðàâíà

0
0

h
.

Á. Âáëèçè êðàÿ êîíäåíñàòîðà ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå
èñêðèâëÿåòñÿ. Âåðòèêàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ íà-
ïðÿæåííîñòè ïîëÿ âáëèçè êðàÿ êîíäåíñàòîðà
ìîæåò áûòü íàéäåíà íà îñíîâå ñîîáðàæåíèé ñèì-

ìåòðèè. Îáîçíà÷èì BE  ñîñòàâëÿþùóþ íàïðÿ-

æåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ âáëèçè òî÷êè B,
ïåðïåíäèêóëÿðíóþ ïëàñòèíàì êîíäåíñàòîðà. Ñî-

âìåñòèì äâà îäèíàêîâûõ
êîíäåíñàòîðà òàê, ÷òî-
áû ñîâïàäàëè èõ êðàÿ
(ðèñ. 24, âèä ñâåðõó).
Íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ

âáëèçè òî÷êè 1B  âíóòðè

ñîñòàâíîãî êîíäåíñàòîðà áóäåò ðàâíà 
0

. Ñ äðó-

ãîé ñòîðîíû, ýòà íàïðÿæåííîñòü ðàâíà 2 BE ,

ïîýòîìó 
02

BE , à èñêîìàÿ ðàçíîñòü ïîòåíöè-

àëîâ ðàâíà 
02

B h
.

Â. Ðàññìîòðèì êîíäåíñàòîðû, îáêëàäêè êîòî-
ðûõ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðîìáû ñ ìàëûì óãëîì
ïðè âåðøèíå. Ïóñòü äëÿ ïðèìåðà ýòîò óãîë ðàâåí
1 . Ñîâìåñòèì îñòðûìè óãëàìè 360 òàêèõ êîí-
äåíñàòîðîâ. Òîãäà íà îñíîâå ñîîáðàæåíèé ñèì-
ìåòðèè, ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïóí-
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ñòâèåì ñèë íîðìàëüíîé ðåàêöèè, ïîýòîìó ïîñëå
ñòîëêíîâåíèÿ ñêîðîñòè òðåòüåé è ÷åòâåðòîé øàéá

íàïðàâëåíû ïîä óãëîì 
4
 ê ãîðèçîíòàëüíîé ïðÿ-

ìîé, íàïðàâëåíèå ñêîðîñòè âòîðîé øàéáû íå

ìåíÿåòñÿ. Òåïåðü ðàñ÷åò ñêîðîñòè âòîðîé øàéáû

2v  è òðåòüåé øàéáû 3v  ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ ìîæåò
áûòü ñäåëàí íà îñíîâå çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ:

3 22 ,v v v
2 2 2
3 22 .v v v

Ðåøàÿ ñèñòåìó, íàõîäèì 2 0v , 3
2

v
v . Òàêèì

îáðàçîì, âòîðàÿ øàéáà îñòàíàâëèâàåòñÿ, à òðå-

òüÿ è ÷åòâåðòàÿ äâèæóòñÿ ñî ñêîðîñòüþ 
2

v
 ïî

òðàåêòîðèÿì, ñîñòàâëÿþùèì îäèíàêîâûå óãëû 
4

ñ ãîðèçîíòàëüíîé ïðÿìîé. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â

ïðîöåññå äàëüíåéøåãî äâèæåíèÿ øàéáû 3 è 4 ñ
ïÿòîé øàéáîé íå ñòàëêèâàþòñÿ, ïîýòîìó ïÿòàÿ
øàéáà ïîêîèòñÿ â èñõîäíîì ïîëîæåíèè. Â èòîãå
èìååì

1 2 5 0v v v , 3 4 0,7 ì ñ
2

v
v v .

Á. Â ýòîì ñëó÷àå ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ âòîðîé
øàéáû ñ øàéáàìè 3 è 4 ñêîðîñòè ýòèõ øàéá 3u  è

4u  íàïðàâëåíû ïîä óãëîì 
6
 ê ãîðèçîíòàëüíîé

ïðÿìîé, âäîëü êîòîðîé äî è ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ

äâèæåòñÿ âòîðàÿ øàéáà. Îáîçíà÷èâ 2u  ñêîðîñòü
âòîðîé øàéáû ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ, çàïèøåì çà-
êîíû ñîõðàíåíèÿ:

2 2 2
3 2 3 23 , 2 .u u v u u v

Ðåøèâ ñèñòåìó, íàõîäèì 2
5

v
u , 3

2 3

5

v
u . Òà-

êèì îáðàçîì, âòîðàÿ øàéáà ëåòèò íàçàä. Î÷åâèä-

íî, äàëåå îíà ñòàëêèâàåòñÿ ñ ïåðâîé øàéáîé è
ïåðåäàåò åé âåñü ñâîé èìïóëüñ. Øàéáû 3 è 4 ïðè
äàëüíåéøåì äâèæåíèè ñòàëêèâàþòñÿ ñ øàéáîé 5.
Ðàññìîòðèì ýòî ñòîëêíîâåíèå.
Èç ñèììåòðèè ñëåäóåò, ÷òî ñêîðîñòü øàéáû 5
ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ áóäåò íàïðàâëåíà ãîðèçîí-
òàëüíî. Ïóñòü îñü x ñèñòåìû êîîðäèíàò òàêæå
íàïðàâëåíà ãîðèçîíòàëüíî (ðèñ. 26). Îáîçíà÷èì
v  ïðîåêöèþ ñêîðîñ-
òè øàéáû 3 ïîñëå
ñòîëêíîâåíèÿ íà íà-
ïðàâëåíèå, ïåðïåíäè-
êóëÿðíîå ëèíèè, ñî-
åäèíÿþùåé öåíòðû
øàéá 3 è 5. Ïðîåêöèÿ
ñêîðîñòè íà ýòî íà-
ïðàâëåíèå ïðè ñòîëê-

êòó, ìîæíî íàéòè ïåðïåíäèêóëÿðíóþ îáêëàäêàì
ñîñòàâëÿþùóþ íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî
ïîëÿ âíóòðè êîíäåíñàòîðà âáëèçè óãëà, ïîëó÷èò-

ñÿ 
0360

E . Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êîíäåíñàòî-

ðà ñ îáêëàäêàìè â âèäå ðîìáîâ ñ óãëîì  ïåðïåí-

äèêóëÿðíàÿ îáêëàäêàì ñîñòàâëÿþùàÿ íàïðÿæåí-
íîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ðàâíà

02
CE ,

ãäå óãîë  èçìåðÿåòñÿ â ðàäèàíàõ. Îòñþäà ëåãêî
íàõîäèì èñêîìûå ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ:

02

A h
, 

0
2

C h
.

11 êëàññ, òóð 1

1. A. Ïîòåíöèàë â öåíòðå ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòà-
òå èíòåãðèðîâàíèÿ ïîòåíöèàëîâ öåíòðîâ òîíêèõ
êîëåö, íà êîòîðûå ðàçáèâàåòñÿ äèñê:

0

0 0 00 0

2

4 2 2

R R
rdr dr R

r
.

Á. Ïîñêîëüêó ïîëå íà ðàññòîÿíèÿõ ïîðÿäêà d
îäíîðîäíîå, ïîòåíöèàë óåäèíåííîãî äèñêà íà
îñè ðÿäîì ñ öåíòðîì èçìåíÿåòñÿ ëèíåéíî â çàâè-
ñèìîñòè îò êîîðäèíàòû:

0 0
02

x E x x .

Ðàññìîòðåâ ñóïåðïîçèöèþ òðåõ äèñêîâ, íàéäåì
çàâèñèìîñòü ïîòåíöèàëà ñèñòåìû äèñêîâ îò êîîð-
äèíàòû:

0 0 0

3 2

2 2

x x d x d
x .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî 
1000

R
d , ïîëó÷àåì çàâèñèìîñòü

ïîòåíöèàëà îò áåçðàçìåðíîé êîîðäèíàòû íà èí-

òåðåñóþùåì íàñ îòðåçêå:

4 2 B ïðè 0 1;

8 6 B ïðè 1 2.

a a a

a a a

Èñêîìûé ãðà-
ôèê èçîáðàæåí
íà ðèñóíêå 25.
2. A. Øàéáà 1
îñòàíàâëèâàåò-
ñÿ, ïåðåäàâàÿ
èìïóëüñ øàéáå
2. Äàëåå ïðîèñ-
õîäèò ñòîëêíîâåíèå øàéáû 2 ñ øàéáàìè 3 è 4.
Øàéáû ãëàäêèå, ñëåäîâàòåëüíî, èõ ñêîðîñòè â
ïðîöåññå ñòîëêíîâåíèÿ ìåíÿþòñÿ òîëüêî ïîä äåé-

Ðèñ. 25

Ðèñ. 26
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íîâåíèè íå ìåíÿåòñÿ, ïîýòîìó 3

3
cos

6 5

v
v u .

Ïðîåêöèþ ñêîðîñòè øàéáû 3 íà íàïðàâëåíèå âäîëü

ëèíèè, ñîåäèíÿþùåé öåíòðû 3 è 5, îáîçíà÷èì vP.
Ïîëîæèòåëüíîìó çíà÷åíèþ ïðîåêöèè vP ñîîòâåò-
ñòâóåò íàïðàâëåíèå îò øàðà 3 ê øàðó 5. Çàêîí
ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà â ïðîåêöèè íà îñü x äàåò

5

6
2 cos 2 cos

5 3 6

v
v v vP , 5

3
3

5

v
v vP .

Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè èìååò âèä
2

2 2 2
5

24
2 2

25

v
v v vP , 

2
2 2
5

6
2

25

v
v vP ,

îòêóäà ñëåäóåò êâàäðàòíîå óðàâíåíèå

2 23 3 3
5 2 0

5 25
v vv vP P .

Ðåøèâ åãî, íàéäåì

1 23 3
,

25 5

v v
v vP P .

Âòîðîé êîðåíü íå èìååò ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà,
ïîýòîìó

1
5

3 12
3 0,48 ì ñ

5 25

v v
v vP .

Äëÿ êîíå÷íîé ñêîðîñòè øàðîâ 3 è 4 èìååì

2 2
4 3

2 57
0,60 ì ñ

25

v
v v v vP .

3. A. Ïîñëå ïåðåâîäà ïåðåêëþ÷àòåëÿ â ïîëîæå-
íèå 2 çà î÷åíü êîðîòêîå âðåìÿ (ïîðÿäêà C rC)
ïðîèçîéäåò ïåðåçàðÿäêà êîíäåíñàòîðîâ, òàê ÷òî

íàïðÿæåíèå íà êàæäîì èç íèõ ñòàíåò ðàâíî 
2

E
,

îáêëàäêè êîíäåíñàòîðîâ, îáðàùåííûå ê êëåì-

ìå 2, áóäóò çàðÿæåíû îòðèöàòåëüíî.
Â êîëåáàòåëüíîì ïðîöåññå â êàæäûé ìîìåíò âðå-
ìåíè òîêè, òåêóùèå ÷åðåç áàòàðåéêè, áóäóò îäè-
íàêîâûìè, ïðè ýòîì ÷åðåç êàòóøêó áóäåò òå÷ü
òîê âäâîå áîëüøèé: 2I t q . Çàïèøåì óðàâíå-
íèå îáõîäà (âòîðîå ïðàâèëî Êèðõãîôà) äëÿ êîí-
òóðà, ñîäåðæàùåãî êàòóøêó è îäíó èç áàòàðåé:

2 2 2

q r q
q

L LC L

E
.

Çàòóõàíèå êîëåáàíèé ïðîèñõîäèò çà âðåìÿ ïî-

ðÿäêà 
L

r
, êîòîðîå çíà÷èòåëüíî áîëüøå ïåðèîäà

êîëåáàíèé  LC. Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî
ðàññìîòðåòü óðàâíåíèå êîëåáàíèé áåç çàòóõàíèÿ

2 2

q
q

LC L

E
.

Îáùåå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä

q t CE 0 0cosq t ,

ãäå 2 1

2LC
, ïàðàìåòðû 0q  è 0 îïðåäåëÿþòñÿ

èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Òîê ÷åðåç êàòóøêó ðàâåí

óäâîåííîé ïðîèçâîäíîé çàðÿäà, ïîýòîìó

0 02 sinI t q t .

Äëÿ íóëåâîãî ìîìåíòà èìååì ñèñòåìó óðàâíåíèé

0 0 0 0
cos , 2 sin .

2

C
C q q

R

E E
E

Ðåøàÿ ñèñòåìó, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

0

1
tg

RC
äëÿ îïðåäåëåíèÿ íà÷àëüíîé ôàçû. Ïî óñëîâèþ

1
2

RC
RC

LC
, ïîýòîìó 0

4
. Íàïðàâëåíèå

òîêà èçìåíÿåòñÿ â ìîìåíò âðåìåíè Lt , óäîâëåòâî-

ðÿþùèé ñîîòíîøåíèþ
3

4
Lt , îòêóäà 

3

4 2
Lt

LC
.

Á. Êîëè÷åñòâî òåïëîòû ìîæíî íàéòè, èñïîëüçóÿ
çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè

C LA W W QE .

Êîãäà â öåïè óñòàíîâèòñÿ ñòàöèîíàðíûé ðåæèì,
òîê ÷åðåç êàòóøêó òå÷ü íå áóäåò, à êîíäåíñàòîðû
áóäóò çàðÿæåíû äî íàïðÿæåíèÿ E , ïîýòîìó
èçìåíåíèå ýíåðãèè êîíäåíñàòîðîâ

2 2 2

2
2 2 2

C

C C C
W

E E E
,

à èçìåíåíèå ýíåðãèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ
2 2

2 42
L

L C
W

R

E E
.

Îäíà èç áàòàðåé ïåðåìåùàåò íóëåâîé çàðÿä, äðó-
ãàÿ ïåðåìåùàåò çàðÿä CE , ïîýòîìó ñóììàðíàÿ
ðàáîòà ÝÄÑ

2A CE E .
Òàêèì îáðàçîì,

23

4
C L

C
Q A W WE

E
.

4. A. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðè òåìïåðàòóðå îêðóæàþ-
ùåé ñðåäû äàâëåíèå â êàìåðå ñòàëî p, ñëåäóåò
«ïðîòîëêíóòü» â êàìåðó êîëè÷åñòâî âîçäóõà

0 0

0

p p V

RT
.

Ýòîò âîçäóõ çàíèìàë â ñîñóäå îáúåì

0 00

max max

p p VRT
V

p p
.

«Ïðîòàëêèâàÿ» ïîðöèþ âîçäóõà â êàìåðó, ñèëû
äàâëåíèÿ ñîâåðøàþò ðàáîòó

max 0 0A p V p p V .

Çà ñ÷åò ðàáîòû A óâåëè÷èâàåòñÿ âíóòðåííÿÿ ýíåð-
ãèÿ âîçäóõà â êàìåðå è âîçäóõà â ïðîòàëêèâàå-
ìîé ïîðöèè:

0 0

5

2

R T
p p V ,
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ãäå  � íà÷àëüíîå êîëè÷åñòâî âîçäóõà â êàìåðå.
Äëÿ êîíå÷íîãî ñîñòîÿíèÿ âîçäóõà â êàìåðå (ïîñ-
ëå îõëàæäåíèÿ äî òåìïåðàòóðû 0T ) ñïðàâåäëèâî
óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ

0 0pV RT .

Îòñþäà ïîëó÷àåì

0

0

5

2

p p T

p T
, 0

max 0

2
1 380 Ê

5

p p
T T

p
.

Äàâëåíèå íàõîäèòñÿ èç çàêîíà Øàðëÿ:

max
max

0

3,80 Ïà
T

p p
T

.

Á1. Êîëè÷åñòâî öèêëîâ «ïðîòàëêèâàíèÿ» N ìîæ-
íî îïðåäåëèòü, çíàÿ íà÷àëüíîå è êîíå÷íîå êîëè-
÷åñòâà ãàçà â êàìåðå. Çà îäèí öèêë â êàìåðó
ïðîòàëêèâàåòñÿ âîçäóõ èç íàñîñà â êîëè÷åñòâå

0

0

Cp V

RT
, ïîýòîìó

0 0 0 0

0 0 C

p p V p p V
N

RT p V
.

Á2. Ïðè àäèàáàòè÷åñêîì ñæàòèè îò äàâëåíèÿ 0p
äî äàâëåíèÿ ip  ïîðøíåì ñîâåðøàåòñÿ ðàáîòà,
ðàâíàÿ èçìåíåíèþ âíóòðåííåé ýíåðãèè ñæèìàå-
ìîãî â íàñîñå âîçäóõà:

0 0

0

5
1

2
Q C

T
A p V

T
,

ãäå T  � òåìïåðàòóðà â êîíöå ñæàòèÿ. Ïðè ïîìî-
ùè óðàâíåíèÿ àäèàáàòû 2 7 constTp  âûðàæå-
íèå äëÿ ðàáîòû ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

2 7

0 0

0

5
1

2
i

Q C

p
A p V

p
.

Äàëåå ðàáîòà ñîâåðøàåòñÿ ïðè ïîñòîÿííîì äàâ-
ëåíèè. Îíà ðàâíà

5 7

2 7 5 70

0p i i C Ci

i

p
A pV pV p p V

p
.

Ñóììèðóÿ ýòè äâå ðàáîòû, ïîëó÷àåì
2 7 5 7

0 00

7 5

2 2
i Q p C Ci

A A A p p V p V .

Á3. Çà ñ÷åò ðàáîòû iA  èçìåíÿåòñÿ âíóòðåííÿÿ
ýíåðãèÿ òîãî âîçäóõà, êîòîðûé óæå áûë â êàìåðå
íà ìîìåíò íà÷àëà i-ãî öèêëà, è òîé ïîðöèè,
êîòîðàÿ «ïðîòàëêèâàåòñÿ» â êàìåðó. Èçìåíåíèå
âíóòðåííåé ýíåðãèè ðàâíî

0 1 0 0

5 5

2 2
i i i CU pV p V p V .

Ïðèðàâíèâàÿ èçìåíåíèå âíóòðåííåé ýíåðãèè è
ðàáîòó, ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà 1i i ip p p  èìååì

2 7 5 7
0

0

7

5
C

i i

V
p p p

V
.

Á4. Îñóùåñòâëÿÿ èíòåãðèðîâàíèå ïîñëåäíåé ôîð-
ìóëû, ïîëó÷àåì

5 7 5 7 5 7
0 0

0

7 7

5 5
C

k

V
p p p k

V
.

Ñäåëàâ ïðåîáðàçîâàíèÿ, íàõîäèì
7 5

0

0

1 C
k

V
p p k

V
.

Á5. Ïîäñòàâëÿåì â ïîñëåäíþþ ôîðìóëó äëÿ
äàâëåíèÿ êîëè÷åñòâî öèêëîâ k = N è íàõîäèì

7 5 7 5

50
max 0 0

0 0

1 4,7 10 Ïà
p p p

p p p
p p

.

Èç çàêîíà Øàðëÿ ïîëó÷àåì

max
max 0 466 Ê

p
T T

p
.

5. A. Â íàïðàâëåíèè âäîëü îñè O ðàçìåð ïó÷êà,
êàê ñëåäóåò èç óñëîâèÿ, íå ìåíÿåòñÿ. Íàéäåì
èçìåíåíèå ðàçìåðà ïó÷êà â íàïðàâëåíèè, ïåð-
ïåíäèêóëÿðíîì îñè. Ôîêóñíîå ðàññòîÿíèå ïëîñ-
êîâûïóêëîé ëèíçû, ñäåëàííîé èç ìàòåðèàëà ñ

ïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ 
4

3
, ðàâíî

3
1

R
f R

n
.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè áû ýêðàí ðàñïîëàãàëñÿ íà
ðàññòîÿíèè 3R îò ëèíçû, òî ïó÷îê êðóãëîãî
ñå÷åíèÿ èçîáðàçèëñÿ áû êàê ñèëüíî âûòÿíóòûé
ýëëèïñ � îòðåçîê äëèíîé 2r. Îäíàêî ýêðàí íàõî-
äèòñÿ íà ðàññòîÿíèè 2R îò ëèíçû, ïîýòîìó íà
íåì íàáëþäàåòñÿ ñâåòëîå ïÿòíî â âèäå ýëëèïñà ñ

ïîëóîñÿìè r è 
3

r
, ïëîùàäü êîòîðîãî ðàâíà

2

3

r
S .

Á. Äëÿ ëó÷åé, èäóùèõ âáëèçè îñè ìåíçóðêè,
ïîñëåäíÿÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâå òîíêèå ïëîñêî-
âûïóêëûå ëèíçû (ðàäèóñ âûïóêëîé ïîâåðõíîñòè
êàæäîé èç ýòèõ ëèíç ðàâåí R), ðàçäåëåííûå ïëîñ-
êîïàðàëëåëüíîé ïëàñòèíêîé òîëùèíîé 2R. Ýòà
îïòè÷åñêàÿ ñèñòåìà ôîðìèðóåò ïåðåâåðíóòîå èçîá-
ðàæåíèå ïðÿìîé ëèíèè, êîòîðîå èìååò âèä êðè-
âîé èç-çà àáåððàöèè. Îäíàêî âáëèçè îñè ìåíçóð-
êè îòðåçêè ïðÿìûõ ïðèáëèæåííî èçîáðàæàþòñÿ
êàê îòðåçêè ïðÿìûõ. Ïîñêîëüêó öèëèíäðè÷åñêàÿ
ëèíçà èçìåíÿåò ðàçìåð èçîáðàæåíèÿ âäîëü ãîðè-
çîíòàëüíîé îñè, íî íå ìåíÿåò åãî âäîëü âåðòè-
êàëüíîé, óãëû, êîòîðûå ñîñòàâëÿþò îòðåçêè-èçîá-
ðàæåíèÿ ñ ãîðèçîíòàëüíîé îñüþ, îòëè÷àþòñÿ îò
óãëîâ ìåæäó ëèíèÿìè-ïðåäìåòàìè è ãîðèçîíòà-
ëüþ. Ïîñòðîèâ íà ôîòîãðàôèè êàñàòåëüíûå ê ëè-
íèÿì-èçîáðàæåíèÿì âáëèçè îñè ìåíçóðêè, ìîæíî
ñðàâíèòü óãëû, êîòîðûå îáðàçóþò êàñàòåëüíûå ê
èçîáðàæåíèÿì è ïðÿìûå (ïðåäìåòû) ñ ãîðèçîíòà-
ëüþ. Íà ðèñóíêå 27 ñäåëàíî òàêîå ïîñòðîåíèå,
óãëû îáîçíà÷åíû  è . Ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

0
tg

tg
,
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Ðèñ. 28

AmAm

aa

bb

Ðèñ. 27
ãäå 0 � óâåëè÷åíèå (âäîëü ãîðèçîíòàëüíîé îñè),
ñ êîòîðûì èçîáðàæàåòñÿ ïðåäìåò â ñèñòåìå äâóõ
òîíêèõ öèëèíäðè÷åñêèõ ëèíç è ïëîñêîïàðàëëåëü-
íîé ïëàñòèíêè. Ïî ôîòîãðàôèè íàõîäèì

0

8

5
.

Ïóñòü ïðåäìåò íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè 1a  îò
ìåíçóðêè (òàê ÷òî ðàññòîÿíèå îò îñè ìåíçóðêè
äî ïðåäìåòà 1x R a ). Ïîñêîëüêó ôîêóñíîå
ðàññòîÿíèå ïëîñêîâûïóêëîé «âîäÿíîé» ëèíçû
ðàâíî 3R, ðàññòîÿíèå 1a  äî èçîáðàæåíèÿ ïðåäìå-
òà â ëèíçå

1
1

1

3

3

Ra
a

a R
,

è óâåëè÷åíèå èçîáðàæåíèÿ â ïåðâîé ëèíçå

1
1

3

3

R

a R
.

Ìåæäó ëèíçàìè âñòàâëåíà ïëîñêîïàðàëëåëüíàÿ
ïëàñòèíêà òîëùèíîé D, êîòîðàÿ ïðèáëèæàåò ïðåä-

ìåòû êî âòîðîé ëèíçå íà ðàññòîÿíèå, ðàâíîå

1
1

2

R
a D

n
. Òàêèì îáðàçîì, ðàññòîÿíèå

îò èçîáðàæåíèÿ â ïëîñêîïàðàëëåëüíîé ïëàñòèí-

êå äî âòîðîé ëèíçû

1
2 1

1

3 3
2

2 3

R a R
a R a a

a R
,

à ðàññòîÿíèÿ äî èçîáðàæåíèÿ

1
2

1

3R a R
a

a R
.

Îòñþäà íàõîäèì óâåëè÷åíèå âî âòîðîé ëèíçå:

12
2

2 1

2 3

3

a Ra

a a R

è îáùåå óâåëè÷åíèå:

0

1

2R

a R
.

Ðàññìàòðèâàÿ çíà÷åíèÿ 1a , óäîâëåòâîðÿþùèå íå-
ðàâåíñòâó 1a R, ðàñêðûâàÿ ìîäóëü è ðåøàÿ
óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì 1 2,25a R. Òàêèì îáðàçîì,
ðàññòîÿíèå îò îñè ìåíçóðêè äî ñòåíû

1

13
130 ìì

4
x R a R .

11 êëàññ, òóð 2

1. Ïîñêîëüêó ïîòåðè ýíåðãèè ïðè ïàäåíèè ãðóçà
ìàëû, ìàêñèìàëüíîå óäëèíåíèå ìîæåò áûòü íàé-
äåíî íà îñíîâàíèè çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè.
Èñêîìàÿ âåëè÷èíà â êàæäîì ñëó÷àå åñòü ðåøå-
íèå óðàâíåíèÿ W L mg L, êîòîðîå ðåøàåòñÿ
ãðàôè÷åñêèì ñïîñîáîì. Ñäåëàâ íåîáõîäèìûå ïîñò-
ðîåíèÿ (ðèñ. 28), íàõîäèì çíà÷åíèÿ ìàêñèìàëüíî-

ãî îòêëîíåíèÿ äëÿ êàæäîãî ïóíêòà: A
max 0,10L ì,

Á
max 0,89L ì.

Åùå ïðîùå íàéòè ðàâíîâåñíîå çíà÷åíèå óäëèíå-
íèÿ. Èñêîìàÿ âåëè÷èíà â ýòîì ñëó÷àå óäîâëåòâî-
ðÿåò óðàâíåíèþ F L mg, êîòîðîå ëåãêî ðå-
øàåòñÿ ãðàôè÷åñêè. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ

A
0

0,05L ì, Á
0

0,4L ì.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïåðèîäà êîëåáàíèé áóäåì ðàñ-
ñìàòðèâàòü ãðóç íà ðåçèíêå êàê ïðóæèííûé ìà-
ÿòíèê, ïðè ýòîì êîýôôèöèåíò æåñòêîñòè ïðóæè-
íû áóäåì ñ÷èòàòü ðàâíûì òàíãåíñó óãëà íàêëîíà
êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ñèëû â ïîëîæåíèè ðàâíî-

âåñèÿ: A 20 Í ìk , Á
10 Í ìk . Òàêèì îáðà-

çîì, ïåðèîä ìàëûõ êîëåáàíèé

A 2 0,44 c
M

T
k

, Á
1,54 cT .
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2. Èñêîìàÿ ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ðàâíà

qQ
W k

R
.

3. Âåëè÷èíû ñêîðîñòè è ïðîòîíà è ýëåêòðîíà ñî
âðåìåíåì íå ìåíÿþòñÿ, à âåêòîð ñêîðîñòè ïîâî-
ðà÷èâàåòñÿ. Åñëè îáîçíà÷èòü óãîë, êîòîðûé îá-
ðàçóþò íîðìàëü ê ãðàíèöå ðàçäåëà è âåêòîð
ñêîðîñòè ÷àñòèöû, ÷åðåç , òî ãëóáèíà ïðîíèê-
íîâåíèÿ ê ìîìåíòó t

0

cos
t

x t v dt.

Íà òàêîé ãëóáèíå èíäóêöèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ
B L x t

B x
L

,

ãäå B L  � èíäóêöèÿ íà ãëóáèíå ïðîíèêíîâåíèÿ
â ïåðåõîäíûé ó÷àñòîê, ðàâíîé L.
Ñêîðîñòü âðàùåíèÿ âåêòîðà ñêîðîñòè ÷àñòèöû

qB Ld
x t

dt Lm
, èëè 

2

2
cosLd qB v

Lmdt
.

Ïîñêîëüêó óãîë ïîâîðîòà ñêîðîñòè ôèêñèðîâàí
è ðàâåí , òî âðåìÿ ðàçâîðîòà

L

Lm
T

qvB
∼ .

Òàê êàê ìàññà ýëåêòðîíà â 1838 ðàç ìåíüøå
ìàññû ïðîòîíà, òî íà ðàçâîðîò ýëåêòðîíó ïîòðå-

áóåòñÿ ìåíüøå âðåìåíè â 1838 ðàç, ò.å.

0,023 ce . Âî ñòîëüêî æå ðàç áóäåò ìåíüøå è
ãëóáèíà ïðîíèêíîâåíèÿ ýëåêòðîíà â îáëàñòü ñ
ìàãíèòíûì ïîëåì.
4. Ïîñêîëüêó èçîáðàæåíèÿ ðàäèóñîâ, ïðîâåäåí-
íûõ èç öåíòðà â êðàéíèå òî÷êè ïîëóîêðóæíîñòè,
èìåþò îäèíàêîâûé ðàçìåð, òî äèàìåòð, çàêðûâà-
þùèé ïîëóîêðóæíîñòü, ïåðïåíäèêóëÿðåí ãëàâ-
íîé îïòè÷åñêîé îñè. Ïðè ýòîì ãëàâíàÿ îïòè÷åñ-
êàÿ îñü êàñàåòñÿ èçîáðàæåíèÿ â îäíîé èç êðàé-
íèõ òî÷åê è ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç ëèíèé ñåòêè
(ðèñ. 29). Äàëåå ïî ðèñóíêó îïðåäåëÿåì ðàçìåð
èçîáðàæåíèÿ ðàäèóñà, çàêðûâàþùåãî ïîëóîêðóæ-
íîñòü: 1 1 12A B , ðàññòîÿíèå îò äàëüíåé òî÷êè
èçîáðàæåíèÿ äî ãëàâíîé îïòè÷åñêîé îñè:

2 2 30A B  è ðàññòîÿíèå ìåæäó áëèæíåé è äàëü-
íåé òî÷êàìè èçîáðàæåíèÿ: 2 1 60B B . Ïðÿìàÿ

1 2A A  äîëæíà ïðîõîäèòü ÷åðåç ôîêóñ. Èç ïîäîáèÿ
òðåóãîëüíèêîâ ïîëó÷àåì 1 40B F . Îáîçíà÷èì R
� ðàäèóñ èñõîäíîé îêðóæíîñòè, 1a � ðàññòîÿíèå
îò äèàìåòðà, çàêðûâàþùåãî ïîëóîêðóæíîñòü, äî
ëèíçû, f � ôîêóñíîå ðàññòîÿíèå. Òîãäà

1
1

12 40
,

40 12

R f
a R

a f
.

Àíàëîãè÷íî, äëÿ ðàññòîÿíèÿ 2a  îò áëèæíåé (ê
ëèíçå) òî÷êè ïîëóîêðóæíîñòè äî ëèíçû èìååì

2

100

30

f
a R.

Òåïåðü çàïèñûâàåì äëÿ òî÷êè èçîáðàæåíèÿ 1A
ôîðìóëó ëèíçû:

1

1 1 1

40f f a
.

Ïîäñòàâëÿÿ ñîîòíîøåíèå äëÿ 1a , íàõîäèì

0,3R f .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî 1 2a a R, èìååì óðàâíåíèå

100 40
1

30 12

f f
.

Ðåøàÿ åãî, ïîëó÷àåì f 20, à çíà÷èò, R 6.
5. A. Ïîñêîëüêó ïðîöåññ ïðîèñõîäèò ïðè ïîñòî-
ÿííîé òåìïåðàòóðå, äàâëåíèå ïîä ïîðøíåì â
ïðîöåññå ñæàòèÿ íå ìåíÿåòñÿ. Äåñÿòàÿ ÷àñòü êî-
ëè÷åñòâà âîäÿíîãî ïàðà ïðåâðàùàåòñÿ â æèä-

Ðèñ. 29
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êîñòü. Ðàáîòà âíåøíèõ ñèë ðàâíà

âí íàñ 0
0,1 0,1TA p V RT,

ãäå 0 1ìîëü � êîëè÷åñòâî âåùåñòâà â ñîñóäå
ïîä ïîðøíåì. Êîëè÷åñòâî òåïëîòû, âûäåëÿþùå-
åñÿ ïðè êîíäåíñàöèè 0,1 ìîëÿ ïàðà, ðàâíî

êîíä 00,1Q L.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

êîíä âí
T TQ U A .

Îòñþäà ñëåäóåò âòîðîé îòâåò:

0 âí 0
0,1 0,1T T

U L A L RT .

Á. Óäåëüíàÿ òåïëîòà ïàðîîáðàçîâàíèÿ ìîæåò áûòü
íàéäåíà ïðè ïîìîùè óðàâíåíèÿ Êëàïåéðîíà�
Êëàóçèóñà. Çàìåíèâ ïðîèçâîäíóþ îòíîøåíèåì
êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé, äëÿ ãàçîâîé ôàçû èìååì

2

æ

p RT T
L

T p
.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âòîðîå ñëàãàåìîå íà 5 ïîðÿä-
êîâ ìåíüøå ïåðâîãî, òàê ÷òî èì ìîæíî ïðåíåá-
ðå÷ü.Âû÷èñëÿÿ ðàçíîñòü äàâëåíèé äëÿ òåìïåðà-
òóð 27 C è 28 C, ïîëó÷àåì îòâåò:

62,45 10 Äæ êãL .

Â. Ïðåîáðàçóåì ïåðâîå íà÷àëî òåðìîäèíàìèêè,
èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå 0Rdt pdV Vdp:

0VQ c R dT Vdp.

Óðàâíåíèå Êëàïåéðîíà�Êëàóçèñà ñ ó÷åòîì ìà-
ëîñòè óäåëüíîãî îáúåìà èìååò âèä

dp mL

dT TV
.

Ïîäñòàâèì dp èç ýòîãî ðàâåíñòâà â ïðåäûäóùåå.
Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì ôîðìóëó äëÿ
ìîëÿðíîé òåïëîåìêîñòè íàñûùåííîãî ïàðà:

0
V p

Q L
ñ c R c

dT T
�

L

T
.

Ïðè íåáîëüøîì èçìåíåíèè òåìïåðàòóðû T ïîä-
âåäåííîå êîëè÷åñòâî òåïëîòû ïðèáëèæåííî ðàâíî

0 p

L
Q c T

T
.

Èñïîëüçóÿ äàííûå òàáëèöû, íàõîäèì, ÷òî óìåíü-
øåíèþ îáúåìà íà 10% ñîîòâåòñòâóåò óâåëè÷åíèå
òåìïåðàòóðû íà 2 C. Ïîäñòàâëÿÿ â ôîðìóëó äëÿ
Q çíà÷åíèÿ 2T Ê, T 300 Ê, 4pc R (âîäÿ-
íîé ïàð � ìíîãîàòîìíûé ãàç), 62,45 10 Äæ êãL
(èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà), ïîëó÷àåì

228 ÄæQ .

Èçìåíåíèå âíóòðåííåé ýíåðãèè ðàâíî

íàñ
0 50 ÄæVU c T .

Òîãäà

íàñ íàñ
âí 278 ÄæA U Q .

Ã. Ñíà÷àëà ñäåëàåì îöåíêó è ïîéìåì, ÷òî ïàð
ïðè àäèàáàòè÷åñêîì óìåíüøåíèè îáúåìà ñòàíî-
âèòñÿ íåíàñûùåííûì, òîãäà áóäåì ðàññìàòðè-
âàòü åãî êàê èäåàëüíûé ãàç. Èñïîëüçóåì óðàâíå-

íèå àäèàáàòû â âèäå 
1

3 constTV  è íàõîäèì

òåìïåðàòóðó ïðè óìåíüøåíèè îáúåìà íà 10%:

1 3

1 0 0,9 310,7 ÊT T .

Òåïåðü ìîæíî íàéòè èçìåíåíèå âíóòðåííåé ýíåð-
ãèè íåíàñûùåííîãî ïàðà:

0 1 03 266 Äæ
QU R T T

è ðàáîòó âíåøíèõ ñèë:

âí 266 ÄæQ QA U .

Æóðíàë «Êâàíò» çàðåãèñòðèðîâàí
â Êîìèòåòå ÐÔ ïî ïå÷àòè.

Ðåã. ñâ-âî ÏÈ ¹ÔÑ77�54256

 Òèðàæ: 1-é çàâîä 900 ýêç. Çàêàç ¹

Àäðåñ ðåäàêöèè:

119296 Ìîñêâà, Ëåíèíñêèé ïðîñïåêò, 64-À,
«Êâàíò»

Òåë.: +7 916 168-64-74
Å-mail: math@kvant.ras.ru, phys@kvant.ras.ru

Îòïå÷àòàíî
â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäîñòàâëåííûìè

ìàòåðèàëàìè
â ÎÎÎ «Ïðèíò-Õàóñ» ã. Íèæíèé Íîâãîðîä,
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ÞíèîðÛ

ÁÜÞÒ ÐÅÊÎÐÄÛ

13-ëåòíèé Èâàí Çåìëÿíñêèé
íà òóðíèðå â Øàðäæå â ÷åòâåð-
òûé ðàç âûïîëíèë ãðîññìåé-
ñòåðñêóþ íîðìó  è ñòàë ñàìûì
þíûì â èñòîðèè Ðîññèè îáëà-
äàòåëåì âûñøåãî øàõìàòíîãî
çâàíèÿ (ïî ïðàâèëàì äîñòàòî÷-
íî òðåõ íîðì, íî èç íèõ ìèíè-
ìóì îäíà äîëæíà áûòü ïîëó÷å-
íà â òóðíèðå, ïðîâîäèìîì ïî
øâåéöàðñêîé ñèñòåìå, � èìåí-
íî òàêîé íå õâàòàëî â êîëëåê-
öèè ìîëîäîãî ñïîðòñìåíà).
Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî ïðåäûäó-
ùèé ðåêîðä ïðèíàäëåæàë Àíè-
øó Ãèðè, êîòîðûé ðîäèëñÿ è
âûðîñ â Ñàíêò-Ïåòåðáóðãå è
ëèøü â âîçðàñòå 15 ëåò ñìåíèë
ñïîðòèâíîå ãðàæäàíñòâî.Ë. Ìåíäîíêà � È. ÇåìëÿíñêèéØàðäæà, 2024

1. e4 c5 2. mf3 d6 3. d4 cd
4.md4 > f6 5. mc3 a6 6. od3 g6
7. f3 +g7 8. oe3 >bd7 9.sd2 b5
10. 0-0-0 +b7 11.ub1 0-0 12. h4
h5 13.oh6?! (òî÷íåå ïðÿìîëè-
íåéíîå 13. g4! ñ ïîñëåäóþùèì
h5 â äóõå êëàññè÷åñêîé àòàêè â
âàðèàíòå äðàêîíà) e5 14. mb3 c8 15. g4 b4 16.me2 hg 17.mg3
gf 18. og7 !g7.

19. sg5? (îøèáêà" ïåðåâåñ
äàâàëî ïðåäâàðèòåëüíîå âñêðû-
òèå ëèíèè h# 1$. h5  h% &'. hg *g
&1. "h% #h% &&. sg5) >h7
20.sg4 >df6 21. sf3 d5?! (ñëèø-
êîì ðàíî, òî÷íåå &1+!h%) 22. h5
de 23. me4 #e7 24. "hg1??

Ãðóáûé çåâîê, ïðîèãðûâàþùèé
êà÷åñòâî è ïàðòèþ. Êîìïüþòåð
ïðèâîäèò êðàñèâûé íè÷åéíûé
âàðèàíò# &4. hg +/4 &5. s/4!!>/4 &0."h26 !*0 &2. o/4 ñ ïîñ-
ëåäóþùèì âå÷íûì øàõîì.
24">e4 25. oe4 >g5 26. "g5+e4 27.se4 #g5 28. hg  cd8
29."h1 fg 30. sb4  de8 31. a3#g2 32.se1 #d5 33. "g1 e4
34.sg3  e6 35. se3  ef6 36."g5 f5 37. "g2  f3 38.sa7#  8f7
39.sa6  3f6 40. sc8 #e5
41.sh3  f3 42.sh4 !f4 43.sd8 b3 44.sd4# !h7 45.ua2  f3
46."g1  h3$ %&'(& )*+',)/.

Òåì âðåìåíåì, 1&-ëåòíèé òó-
ðåöêèé ãðîññìåéñòåð ßãèç Êààí
7ðäîãìóø ïîáèë ðåêîðä 8äèò
Ïîëãàð, êîòîðûé äåðæàëñÿ öå-
ëûõ 35 ëåò. 9í ñìîã ïîäíÿòü
ñâîé ðåéòèíã :È;< äî îòìåò-
êè &50$ ïóíêòîâ 7=9, >òî èñ-
òîðè÷åñêèé ìàêñèìóì äëÿ øàõ-
ìàòèñòîâ ìëàäøå 13 ëåò.!. "ðåäêå � #. $ðäî%ì&'(àê&, 202)

1. mf3 d5 2. g3 >f6 3. og2 e6
4. 0-0 +e7 5. c4 0-0 6. d4 c6
7.mc3 a5 8. me5 >fd7 9. oe3>e5 10. de dc 11. sc2 >d7
12.se4 a4 13. a3 #a5 14. f4+c5 15. oc5 #c5# 16. uh1 f6
17. sc2 fe 18.me4 #e7 19.mg5
g6 20. sc4 ef 21. gf >b6 22.sd4>d5 23.sd2 >f6 24.sc3 >d5
25. sg3?! (òî÷íåå &5. s?&, íå
äîïóñêàÿ àêòèâèçàöèè ëàäüè
ïî ëèíèè à)  a5 26. e4 >f6
27. e5 >h5 28. sg4  b5 29.oe4!h8 30. "f2.

30" e5! 31. fe? (îøèáêà â
ðàñ÷åòàõ# íåîáõîäèìî ñðàçó
31.mh2 !h2 3&. og0 #h0 33. */ *& 34. oh5)  f2 32. mh7 #h7
33. og6 >f6! @ îòëè÷èå îò âàðè-
àíòà, ïðèâåäåííîãî â ïðèìå÷à-
íèÿõ ê 31 õîäó, ÷åðíûå àêòèâè-
çèðóþò Aåðçÿ è îñòàþòñÿ ñ ëèø-
íåé ïåøêîé. 34.sg1 #h4 35. ef#f6 36.oe4 e5 37.sg3 #f4
38.sf4 ef 39.ug1  e2 40."d1+g4 41. "d4 f3 42. h3 f2#
43.uf1 +h3# 44.og2 +g2#
45. ug2 b5 46."d6  b2 47. "c6
b4 48. ab a3$ %&'(& )*+',)/.!. Ìè**àë � #. $ðäî%ì&'Øàðäæà, 2024

1. e4 c6 2. d4 d5 3. e5 c5 4.mf3
cd 5. sd4 >c6 6. sf4 f6 7.sg3
g5!?

;åáþòíàÿ íîâèíêà, õàðàêòåð-
íàÿ äëÿ >ïîõè êîìïüþòåðíûõ
øàõìàò. 8. ob5 >h6 9. md4
(òî÷íåå $. '-', íî áåç ïîäãîòîâ-
êè íàéòè òàêîé õîä ñëîæíî)#b6 10. c3 >f5 11. oc6# #c6
12.mf5 +f5 13. 0-0 h5 14. ef ef
15. h4 gh 16. sh4 0-0-0 17. oe3 g8 18. od4 +d6 19. md2  g6
20. f4  dg8 21. "f2 #d7 22.of6?!
(&&. "å1)  g4 23. sh5?! Båëûå
ñàìè îòêðûâàþò ëèíèè äëÿ àòà-
êè íà ñâîåãî êîðîëÿ. 23"+f4
24. od4  4g5 25. se2 +h3
26. m f1 +g2 27."g2 #h3 28."g5 g5# 29. uf2 #h4# 30. mg3+g3# 31. ue3 +f4# 32. ud3#h7#$ ::,*; <&,=%&><@A@ B+C+
%&'(& )*+',)/.

À.Ðóñàíîâ




