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Ëàçåðíûé ðåçîíàòîð
À.ÏÀÍÎÂ

ÃÅÎÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÀß ÎÏÒÈÊÀ ÊÀÆÅÒÑß ÏÐÎÑÒÎÉ
íàóêîé. Â  åå  îñíîâå  ëåæàò  òðè î÷åâèäíûõ  ïðåä-
ëîæåíèÿ:

• ìåæäó ïîñëåäîâàòåëüíûìè îòðàæåíèÿìè/ïðåëîì-
ëåíèÿìè ñâåòîâîé ëó÷ äâèæåòñÿ ïî ïðÿìîé;

• ïðè îòðàæåíèè âûïîëíÿåòñÿ çàêîí îòðàæåíèÿ;
• ïðè ïðåëîìëåíèè âûïîëíÿåòñÿ çàêîí ïðåëîìëåíèÿ.

Çàêîí îòðàæåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî «óãîë ïàäåíè ÿ
ðàâåí óãëó îòðàæåíèÿ». Çàêîíîì ïðåëîìëåíèÿ ìû íå
áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ, òàê ÷òî îñòàâèì åãî çà ñêîáêàìè .

Íà ïåðâûé âçãëÿä, îñíîâíàÿ çàäà÷à ãåîìåòðè÷åñêîé
îïòèêè – ýòî ïîñòðîåíèå òðàåêòîðèè ñâåòîâîãî ëó÷à. Íî
íà ñàìîì äåëå ïðàâèëüíàÿ òî÷êà çðåíèÿ ñîñòîèò â òîì ,
÷òî íóæíî ñëåäèòü íå çà îòäåëüíûì ñâåòîâûì ëó÷îì ,
à çà öåëûì ïó÷êîì ëó÷åé . Êàê òîëüêî ìû åå ïðèìåì, ìû
ïîïàäàåì â íîâûé ìèð, ãäå ïðàâÿò áàë êàóñòè÷åñêèå
êðèâûå è êàóñòè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè (îá ýòîì ðàññêàçû -
âàëîñü, íàïðèìåð, â ñòàòüå À.Àíäðååâà è À.Ïàíîâà
«Êàóñòèêè íà ïëîñêîñòè è â ïðîñòðàíñòâå» â «Êâàíòå»
¹3 çà 2010 ãîä – ïðèì. ðåä .).

Â îïòèêå åñòü è äðóãîé ïîëåçíûé ïðèíöèï: íóæíî
ñëåäèòü çà ëó÷îì íå íà ïðîòÿæåíèè îäíîãî èëè íå-
ñêîëüêèõ îòðàæåíèé, à êîãäà îí ïðåòåðïåâàåò ìíîãî-
êðàòíûå îòðàæåíèÿ . Ýòî óæå çàäà÷à î ïîâåäåíèè
ñâåòîâîãî ëó÷à â îïòè÷åñêîì ðåçîíàòîðå  (ìàòåìàòèêè
ïðåäïî÷èòàþò íàçûâàòü åå áèëüÿðäíîé ). Îñîáåííî
èíòåðåñåí ñëó÷àé ëàçåðíîãî ðåçîíàòîðà.

Ëàçåðíûé ðåçîíàòîð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîñòåé-
øóþ îïòè÷åñêóþ ñõåìó – äâà ðàñïîëîæåííûõ äðóã
ïðîòèâ äðóãà ñôåðè÷åñêèõ çåðêàëà (ðèñ.1). Ëó÷, çàïó -

ùåííûé âäîëü îñè ðå-
çîíàòîðà, ïðè ìíîãî-
êðàòíûõ îòðàæåíèÿõ
òàê è áóäåò äâèãàòüñÿ
âäîëü îñè. À ÷òî áóäåò
ïðîèñõîäèòü ñ ëó÷îì,
ñëåãêà îòêëîíåííûì îò
îñè? Òî ëè ïðè ìíîãî-

êðàòíûõ îòðàæåíèÿõ îí òàê è áóäåò îñòàâàòüñÿ â
ïðîñòðàíñòâå ìåæäó çåðêàëàìè, òî ëè åãî îòêëîíåíèå
îò îñè áóäåò óâåëè÷èâàòüñÿ è â êàêîé-òî ìîìåíò îí
áóäåò âûáðîøåí èç ðåçîíàòîðà? Â ïåðâîì ñëó÷àå
ðåçîíàòîð íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì , è îí ìîæåò áûòü
èñïîëüçîâàí äëÿ ãåíåðàöèè ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ; âî
âòîðîì ñëó÷àå ðåçîíàòîð íàçûâàåòñÿ íåóñòîé÷èâûì .

Íàøà îñíîâíàÿ öåëü – âûâîä êðèòåðèÿ óñòîé÷èâîñòè
ëàçåðíîãî ðåçîíàòîðà. Ïî òðåì ÷èñëàì – ðàäèóñàì
çåðêàë 1R  è 2R  è ðàññòîÿíèþ L  ìåæäó èõ âåðøèíàìè
– ìû äîëæíû ñêàçàòü, áóäåò ëè òàêîé ðåçîíàòîð
óñòîé÷èâûì èëè íåò. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî
ïëîñêóþ çàäà÷ó, êîãäà íà÷àëüíûé îòðåçîê ñâåòîâîãî

ëó÷à, à çíà÷èò, è âñÿ åãî òðàåêòîðèÿ ëåæàò â îäíîé
ïëîñêîñòè ñ îñüþ ðåçîíàòîðà. Èç âñåé îïòèêè è âñåé
ìàòåìàòèêè äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è íàì ïîíàäîáÿòñÿ
òîëüêî ôîðìóëà ñôåðè÷åñêîãî çåðêàëà è êâàäðàòíîå
óðàâíåíèå ñ òåîðåìîé Âèåòà.

Ýëëèïòè÷åñêèé ðåçîíàòîð

Ðåøåíèå çàäà÷è îá óñòîé÷èâîñòè ëàçåðíîãî ðåçîíàòî-
ðà íà÷íåì ñ èçó÷åíèÿ ïîâåäåíèÿ ñâåòîâûõ ëó÷åé â
ýëëèïòè÷åñêîì ðåçîíàòîðå.

Âíóòðè ýëëèïñà åñòü äâå èíòåðåñíûå äëÿ íàñ òðàåê-
òîðèè ñâåòîâîãî ëó÷à. Ýòî òðàåêòîðèè, èäóùèå âäîëü
îñåé ýëëèïñà, îäíà –
âäîëü áîëüøîé è äðó-
ãàÿ – âäîëü ìàëîé îñè.
È åñëè ìû âûðåæåì
èç ýëëèïñà äâå ìàëûå
äóãè íà êîíöàõ îäíîé
èç îñåé (ðèñ.2), òî ïî-
ëó÷èì ëàçåðíûé ðåçî-
íàòîð.

Ó ýëëèïñà åñòü ìíî-
ãî ðàçíûõ îïðåäåëå-
íèé. Ìû çàíèìàåìñÿ îïòèêîé, è äëÿ íàñ ïîëåçíåå âñåã î
áóäåò òàêîå, îïòè÷åñêîå, îïðåäåëåíèå: ýëëèïñîì ñ ôî-
êóñàìè 1F  è 2F  íàçû-
âàåòñÿ òàêàÿ êðèâàÿ,
÷òî âñå ëó÷è, âûõî-
äÿùèå èç îäíîãî ôî-
êóñà, ïîñëå îòðàæå-
íèÿ îò íåå ñîáèðà-
þòñÿ â äðóãîì ôîêó-
ñå (ðèñ.3) .

Îáû÷íî äëèíó áîëü-
øîé îñè ýëëèïñà îáî-
çíà÷àþò 2 à, äëèíó
ìàëîé îñè – 2 b. Ôî-
êóñû ýëëèïñà íàõîäÿòñÿ íà åãî áîëüøîé îñè, îíè

óäàëåíû îò öåíòðà ýëëèïñà íà ðàññòîÿíèå 2 2c a b= - .
Òðàåêòîðèÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ôîêóñû.  Êðîìå

òðàåêòîðèé, èäóùèõ âäîëü áîëüøîé è ìàëîé îñåé
ýëëèïñà, åñòü åùå îäíà, äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîòîðîé íå
òðåáóåòñÿ íèêàêèõ âû÷èñëåíèé. Ýòî òðàåêòîðèÿ, ïðî-
õîäÿùàÿ ÷åðåç ôîêóñû ýëëèïñà. Åñëè ýëëèïñ àêêóðàò-
íî íàðèñîâàí è îòìå÷åíû åãî ôîêóñû, òî êðîìå ëèíåéê è
è êàðàíäàøà íè÷åãî áîëüøå íå íàäî.

Èç íèæíåé âåðøèíû ýëëèïñà ÷åðåç ïðàâûé ôîêóñ
çàïóñòèì ñâåòîâîé ëó÷. Èç îïòè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ
ýëëèïñà ñëåäóåò, ÷òî ïîñëå îòðàæåíèÿ ëó÷ ïðîéäåò
÷åðåç ëåâûé ôîêóñ, ïîñëå ñëåäóþùåãî îòðàæåíèÿ –

Ðèñ.1. Ëàçåðíûé ðåçîíàòîð; çà-
äàíû ðàäèóñû ñôåðè÷åñêèõ çåð-
êàë è ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè

Ðèñ.2. Èç ýëëèïñà ìîæíî âûðå-
çàòü äâà ëàçåðíûõ ðåçîíàòîðà

Ðèñ.3. Âñå ëó÷è, âûõîäÿùèå èç
îäíîãî ôîêóñà, ïîñëå îòðàæåíèÿ
ñîáèðàþòñÿ â äðóãîì ôîêóñå



Ë À Ç Å Ð Í Û É  Ð Å Ç Î Í À Ò Î Ð 3
÷åðåç ïðàâûé ôîêóñ è
òàê äàëåå (ðèñ. 4).
Ïðè ýòîì î÷åâèäíî,
÷òî òðàåêòîðèÿ áóäåò
ïðèáëèæàòüñÿ ê áîëü-
øîé îñè ýëëèïñà. Íå-
ñëîæíî äàæå îöåíèòü
ýòó ñêîðîñòü ïðèáëè-
æåíèÿ.

Îáîçíà÷èì äâå ïîñ-
ëåäîâàòåëüíûå òî÷êè

îòðàæåíèÿ ÷åðåç À è Â. Íà áîëüøîé îñè ââåäåì ñèñòåìó
êîîðäèíàò ñ íà÷àëîì â öåíòðå ýëëèïñà. Òîãäà êîíöû
áîëüøîé îñè áóäóò èìåòü êîîðäèíàòû a± , à ôîêóñû –
êîîðäèíàòû c± . Ðàññìîòðèì äâà òðåóãîëüíèêà: òðåó-
ãîëüíèê ñ âåðøèíàìè – ñ, a, A è òðåóãîëüíèê ñ âåðøè-
íàìè – c, – a, B. Îíè ïî÷òè ÷òî ïîäîáíû, è â êà÷åñòâå
êîýôôèöèåíòà ïîäîáèÿ ðàçóìíî âçÿòü îòíîøåíèå èõ
ãîðèçîíòàëüíûõ ñòîðîí:

a c
k

a c
+

=
-

.

Ýòó âåëè÷èíó è ìîæíî ñ÷èòàòü ñêîðîñòüþ ïðèáëèæå-
íèÿ òðàåêòîðèè ñâåòîâîãî ëó÷à ê áîëüøîé îñè – êîíåö
êàæäîãî îòðåçêà òðàåêòîðèè íàõîäèòñÿ ïðèìåðíî â k
ðàç áëèæå ê îñè, ÷åì åãî íà÷àëî. Äëÿ ýëëèïñà, èçîáð à-
æåííîãî íà ðèñóíêå 4, îòíîøåíèå a : ñ = 5 : 3, ïîýòîìó
k = 4. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî äëÿ ýòîãî ýëëèïñà ïîñëå
êàæäîãî îòðàæåíèÿ òðàåêòîðèÿ ñòàíîâèòñÿ â 4 ðàçà
áëèæå ê îñè.

Ïðèòÿæåíèå èëè îòòàëêèâàíèå?  Ìû îïèñàëè òðàåê-
òîðèþ ñâåòîâîãî ëó÷à, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç ôîêóñû, êàê
ïðèòÿãèâàþùóþñÿ ê áîëüøîé îñè, íî ìîæíî âçãëÿíóòü
íà íåå è ñ äðóãîãî êîíöà. Äàâàéòå ïîâòîðèì íàø
ìûñëåííûé ýêñïåðèìåíò è ñíîâà çàïóñòèì ëó÷ èç
íèæíåé âåðøèíû ýëëèïñà ÷åðåç ïðàâûé ôîêóñ. Ïðî-
ñëåäèì çà òðàåêòîðèåé íà ïðîòÿæåíèè áîëüøîãî ÷èñëà
îòðàæåíèé – ëó÷ âñå âðåìÿ áóäåò ïðèòÿãèâàòüñÿ ê
áîëüøîé îñè. À çàòåì â íåêîòîðûé ìîìåíò èçìåíèì
íàïðàâëåíèå ñâåòîâîãî ëó÷à íà îáðàòíîå. Òåïåðü ëó÷
ïîéäåò ïî òîé æå ñàìîé òðàåêòîðèè, íî â ïðîòèâîïî-
ëîæíîì íàïðàâëåíèè. Ïðè ýòîì îí, êîíå÷íî, áóäåò
óäàëÿòüñÿ îò áîëüøîé îñè – îòòàëêèâàòüñÿ îò íåå.

Èòàê, íà ñàìîì äåëå âáëèçè áîëüøîé îñè ýëëèïñà
ñóùåñòâóþò äâà òèïà òðàåêòîðèé ñâåòîâîãî ëó÷à:
îäíè ëó÷è ïðèòÿãèâàþòñÿ ê áîëüøîé îñè, äðóãèå
îòòàëêèâàþòñÿ îò íåå .

Êîìïüþòåðíûé ïàðàäîêñ.  Ðàçóìååòñÿ, ìû ïîêà íå
çàïóñêàëè ðåàëüíûé ñâåòîâîé ëó÷, à òðàåêòîðèÿ, èçîá -
ðàæåííàÿ íà ðèñóíêå 4, áûëà ïîñòðîåíà íà êîìïüþòå-

ðå. Äàâàéòå ïîâòîðèì
íàø êîìïüþòåðíûé
ýêñïåðèìåíò, íî óâå-
ëè÷èì ÷èñëî îòðàæå-
íèé, íàïðèìåð, äî
âîñüìè (ðèñ.5). Íà
ýòîò ðàç ìû âçÿëè ýë-
ëèïñ ñ îñÿìè à = 5 è
b = 3. Åãî ôîêóñ íàõî-
äèòñÿ íà ðàññòîÿíèè

2 25 3 4c = - =  îò

öåíòðà ýëëèïñà, à ñêîðîñòü ïðèæàòèÿ ê îñè ðàâíà
( ) ( )5 4 5 4 9k = + - =  – êàæäàÿ ñëåäóþùàÿ òî÷êà îòðà-

æåíèÿ â 9 ðàç áëèæå ê áîëüøîé îñè, ÷åì ïðåäûäóùàÿ.
Ìû åùå ìîæåì ðàçëè÷èòü ïåðâóþ è âòîðóþ òî÷êè
îòðàæåíèÿ, îñòàëüíûå ïðàêòè÷åñêè ñëèâàþòñÿ ñ êîíöà-
ìè áîëüøîé îñè.

Ïðîäîëæèì ñëåäèòü çà òðàåêòîðèåé. Êàçàëîñü áû,
êàðòèíà íå äîëæíà ìåíÿòüñÿ – òðàåêòîðèÿ âñå ñèëüíåå
è ñèëüíåå äîëæíà ïðè-
áëèæàòüñÿ ê îñè è,
ïîñêîëüêó íà ðèñóíêå
5 îíà ïðàêòè÷åñêè ñëè-
ëàñü ñ îñüþ, íè÷åãî
íîâîãî ìû óæå íàáëþ-
äàòü íå ìîæåì. Íî òóò
íàñ îæèäàåò ñþðïðèç:
ïîñëå 17 îòðàæåíèé
òðàåêòîðèÿ îêàçûâàåò-
ñÿ îòáðîøåííîé îò
áîëüøîé îñè (ðèñ.6). Ãåîìåòðèÿ è ïîñòðîåíèå òðàåêòî -
ðèè ñ ïîìîùüþ ëèíåéêè ãîâîðÿò íàì îá îäíîì, à
êîìïüþòåðíûé ýêñïå-
ðèìåíò óáåæäàåò â îá-
ðàòíîì!

Ïðåæäå ÷åì ïîïû-
òàòüñÿ ðàçîáðàòüñÿ ñ
ýòèì ïàðàäîêñàëüíûì
ÿâëåíèåì, îáðàòèì
âíèìàíèå íà òî, ÷òî è
ïîñëå îòêëîíåíèÿ îò
îñè òðàåêòîðèÿ ïðî-
äîëæàåò ïðîõîäèòü ÷å-
ðåç ôîêóñû. Ïîýòîìó ñëåäóåò îæèäàòü, ÷òî ÷åðåç
íåêîòîðîå âðåìÿ îíà îïÿòü ïðèæìåòñÿ ê áîëüøîé îñè,
çàòåì åå ñíîâà îòáðîñèò îòòóäà, è òàêèå áèåíèÿ áóäó ò
ïðîäîëæàòüñÿ. Ðèñóíîê 7 ïîêàçûâàåò, ÷òî òàê îíî è
ïðîèñõîäèò.

Ðàçðåøåíèå ïàðàäîêñà.  Êîíå÷íî, ãåîìåòðèÿ ãàðàí-
òèðóåò íàì àáñîëþòíóþ òî÷íîñòü óìîçàêëþ÷åíèé è,
êîíå÷íî, êîìïüþòåðíûå âû÷èñëåíèÿ èìåþò îãðàíè÷åí-
íóþ òî÷íîñòü. Îøèáêè îêðóãëåíèÿ èìåþò ïðÿìîå îòíî-
øåíèå ê íàøåé çàäà÷å. Íà êîìïüþòåðå ìû ìîæåì
ðåãóëèðîâàòü òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé, è ñ óâåëè÷åíèåì
òî÷íîñòè ïåðâûé îòõîä òðàåêòîðèè îò áîëüøîé îñè
íàñòóïàåò ïîçæå. Íî ñâîþ ðîëü èãðàåò è ãåîìåòðèÿ
ýëëèïòè÷åñêîãî áèëüÿðäà – îíà óñèëèâàåò ýòè îøèáêè
îêðóãëåíèÿ â ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè.

È âñå äåëî òóò â ôîêóñàõ ýëëèïñà. Èìåííî îíè
ãàðàíòèðóþò íàëè÷èå ïðèòÿãèâàþùèõñÿ è îòòàëêèâàþ-
ùèõñÿ òðàåêòîðèé ñâåòîâîãî ëó÷à, ïðîõîäÿùèõ âáëèçè
áîëüøîé îñè. Ìû âèäåëè, ÷òî ëó÷, çàïóùåííûé èç
íèæíåé âåðøèíû ýëëèïñà è ïðîõîäÿùèé ÷åðåç ôîêó-
ñû, íàõîäèòñÿ íà ïðèòÿãèâàþùåéñÿ òðàåêòîðèè. Ïðè
äîñòàòî÷íîì ïðèáëèæåíèè ê îñè çà ñ÷åò îøèáîê îêðóã-
ëåíèÿ ïðîèñõîäèò «ïåðåñàäêà» ñâåòîâîãî ëó÷à íà îò-
òàëêèâàþùóþñÿ òðàåêòîðèþ, åãî îòêëîíåíèå îò îñè
âîçðàñòàåò â ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè, è îí îòáðàñ û-
âàåòñÿ îòòóäà.

Íåóñòîé÷èâîñòü òðàåêòîðèè, èäóùåé âäîëü áîëü-
øîé îñè.  Òàêîå ïîâåäåíèå ëó÷à õàðàêòåðíî äëÿ ëþáîé

Ðèñ.4. Ñ êàæäûì îòðàæåíèåì òðà-
åêòîðèÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ôîêó-
ñû, âñå ñèëüíåå ïðèæèìàåòñÿ ê
áîëüøîé îñè

Ðèñ.5. Ïîñëå 8 îòðàæåíèé ëó÷
ïðàêòè÷åñêè ïðèæàò ê áîëüøîé
îñè

Ðèñ.6. Ïîñëå 17 îòðàæåíèé òðàåê-
òîðèÿ ëó÷à îòáðîøåíà îò áîëü-
øîé îñè

Ðèñ.7. Ïîñëå 165 îòðàæåíèé áèå-
íèÿ íå ïðåêðàùàþòñÿ
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òðàåêòîðèè, èäóùåé
âáëèçè áîëüøîé îñè.
Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî
êàæäàÿ òàêàÿ òðàåê-
òîðèÿ ÿâëÿåòñÿ «ñìå-
ñüþ» îòòàëêèâàþùåé-
ñÿ è ïðèòÿãèâàþùåé-
ñÿ òðàåêòîðèé. Îòòàë-
êèâàþùàÿ êîìïîíåí-
òà áóäåò âîçðàñòàòü,
è, çíà÷èò, â êàêîé-òî

ìîìåíò òðàåêòîðèþ îáÿçàòåëüíî äîëæíî îòáðîñèòü îò
îñè. Íà ðèñóíêå 8 èçîáðàæåíà òðàåêòîðèÿ ñâåòîâîãî
ëó÷à, âûõîäÿùåãî èç ëåâîé âåðøèíû ýëëèïñà ïîä
óãëîì 0,001 ðàäèàíà ê ãîðèçîíòàëè. Âèäíî, ÷òî ýòà
òðàåêòîðèÿ òîãî æå òèïà, ÷òî è íà ðèñóíêå 7.

Èòàê, ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ, èäóùàÿ âäîëü áîëü-
øîé îñè, íåóñòîé÷èâà. Ïðè ìàëåéøåì íà÷àëüíîì îò-
êëîíåíèè ïî âûñîòå è ïî óãëó òðàåêòîðèÿ ïîñëå íåêî-

òîðîãî ÷èñëà îòðàæå-
íèé îáÿçàòåëüíî ñèëü-
íî îòêëîíèòñÿ îò îñè.

Óñòîé÷èâîñòü òðà-
åêòîðèè, èäóùåé
âäîëü ìàëîé îñè.  Íà-
ïðîòèâ, òðàåêòîðèÿ,
èäóùàÿ âáëèçè ìàëîé
îñè, âñå âðåìÿ îñòà-
åòñÿ áëèçêîé ê ýòîé
îñè. Íà ðèñóíêå 9
ïðèâåäåí òàêîé ïðè-

ìåð. Ñâåòîâîé ëó÷ áûë çàïóùåí èç íèæíåé âåðøèíû
ýëëèïñà ñ îòêëîíåíèåì îò âåðòèêàëè â 0,035 ðàäèàí,
òðàåêòîðèÿ íàáëþäàëàñü íà ïðîòÿæåíèè 1000 îòðà-
æåíèé.

Îò ýëëèïòè÷åñêîãî ðåçîíàòîðà – ê ëàçåðíîìó

Ïîäâåäåì ïðåäâàðèòåëüíûå èòîãè. Ñâåòîâûå ëó÷è,
ïðîõîäÿùèå âáëèçè áîëüøîé îñè è âáëèçè ìàëîé îñè
ýëëèïòè÷åñêîãî ðåçîíàòîðà, äåìîíñòðèðóþò ðàçëè÷íîå
ïîâåäåíèå. Åñëè èç ýëëèïñà âûðåçàòü ëàçåðíûé ðåçîíà -
òîð, ñîñòîÿùèé èç äóã íà êîíöàõ áîëüøîé îñè, òî òàê îé
ðåçîíàòîð áóäåò íåóñòîé÷èâûì. Íàîáîðîò, ðåçîíàòîð,
ñîñòîÿùèé èç äóã íà êîíöàõ ìàëîé îñè, – óñòîé÷èâûé.
Íåóñòîé÷èâîñòü òðàåêòîðèè, èäóùåé âäîëü áîëüøîé
îñè ýëëèïñà, âûçâàíà íàëè÷èåì äâóõ ôîêóñîâ, ëåæà-
ùèõ íà ýòîé îñè, è âûòåêàþùèì îòñþäà íàëè÷èåì
ïðèòÿãèâàþùèõñÿ è îòòàëêèâàþùèõñÿ òðàåêòîðèé, ïðî-
õîäÿùèõ âáëèçè îñè.

Ìû óáåäèìñÿ, ÷òî îïèñàííûé ìåõàíèçì íåóñòîé÷èâî-
ñòè áóäåò ðàáîòàòü è â ñëó÷àå ëàçåðíîãî ðåçîíàòîðà.  Íî
ñíà÷àëà – íåñêîëüêî ñëîâ î ïàðàêñèàëüíûõ ëó÷àõ è î
òîì, êàê îíè îòðàæàþòñÿ îò ñôåðè÷åñêîãî çåðêàëà.

Ôîðìóëà ñôåðè÷åñêîãî çåðêàëà.  Â ãåîìåòðè÷åñêîé
îïòèêå åñòü åùå îäèí ïîëåçíûé ïðèíöèï, êîòîðûé
çâó÷èò ñëåäóþùèì îáðàçîì: âñå çíà÷èòåëüíî óïðîùà-
åòñÿ, åñëè èìåòü äåëî ñ ïàðàêñèàëüíûìè ëó÷àìè . Â
ïðèìåíåíèè ê ñôåðè÷åñêîìó çåðêàëó èëè ê ëàçåðíîìó
ðåçîíàòîðó ïàðàêñèàëüíûìè íàçûâàþòñÿ ëó÷è, ïðîõî-
äÿùèå âáëèçè îñè çåðêàëà èëè ðåçîíàòîðà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà
ðàññìîòðèì ñôåðè÷åñ-
êîå çåðêàëî. Øèðîêèé
ïó÷îê ñâåòîâûõ ëó÷åé,
âûõîäÿùèõ èç òî÷êè,
ëåæàùåé íà îñè ñôå-
ðè÷åñêîãî çåðêàëà, ïîñ-
ëå îòðàæåíèÿ íå áóäåò
ñõîäèòüñÿ â îäíîé òî÷-
êå (ðèñ.10). Ïî-äðóãî-
ìó îáñòîèò äåëî ñ ïà-
ðàêñèàëüíûìè ïó÷êà-
ìè. Ïó÷îê ïàðàêñèàëü-
íûõ ëó÷åé, âûõîäÿùèõ èç îäíîé òî÷êè, ïîñëå îòðàæå-
íèÿ îò ñôåðè÷åñêîãî çåðêàëà ñõîäèòñÿ â äðóãîé òî÷êå
(ðèñ.11). Ýòè òî÷êè íàçûâàþòñÿ ñîïðÿæåííûìè  –
êàæäàÿ èç íèõ ñëóæèò èçîáðàæåíèåì äðóãîé ïðè

îòðàæåíèè â ñôåðè÷åñêîì çåðêàëå. Â ýòîì ñìûñëå
ôîêóñû ýëëèïñà ñîïðÿæåíû îäíîâðåìåííî îòíîñèòåëü-
íî ëåâîé è ïðàâîé äóã íà êîíöå áîëüøîé îñè ýëëèïñà.
Íà ìàëîé æå îñè ýëëèïñà ñîïðÿæåííûõ òî÷åê íåò.

Îáîçíà÷èì ðàäèóñ ñôåðè÷åñêîãî çåðêàëà ÷åðåç R, à
ðàññòîÿíèÿ îò ñîïðÿæåííûõ òî÷åê äî âåðøèíû ñôåðè-
÷åñêîãî çåðêàëà – ÷åðåç 1l  è 2l . Ôîðìóëà ñôåðè÷åñêîãî
çåðêàëà, ñâÿçûâàåò ýòè òðè âåëè÷èíû:

1 2

1 1 2
l l R

+ = .

Ñåé÷àñ ìû èñïîëüçóåì ýòó ôîðìóëó äëÿ âûâîäà êðèòå-
ðèÿ óñòîé÷èâîñòè ëàçåðíîãî ðåçîíàòîðà.

Ñîïðÿæåííûå òî÷êè â ðåçîíàòîðå.  Ïðåäïîëîæèì,
÷òî íà îñè ëàçåðíîãî ðåçîíàòîðà èìåþòñÿ äâå òî÷êè,
ñîïðÿæåííûå îäíîâðå-
ìåííî îòíîñèòåëüíî ëå-
âîãî è ïðàâîãî çåðêàë
(ðèñ.12). Âîçüìåì êà-
ðàíäàø è ëèíåéêó, îò-
ìåòèì íà÷àëüíóþ òî÷-
êó ãäå-òî âáëèçè îñè
ìåæäó ñîïðÿæåííûìè òî÷êàìè 1x  è 2x , íàïðèìåð â
òîì ìåñòå, ãäå ñòîèò áóêâà L . Èç ýòîé òî÷êè çàïóñòèì
ñâåòîâîé ëó÷ ÷åðåç òî÷êó 2x . Ïîñëå îòðàæåíèÿ îò
ïðàâîãî çåðêàëà îí ïðîéäåò ÷åðåç òî÷êó 1x , îòðàçèòñÿ
îò ëåâîãî çåðêàëà, ïðîéäåò ÷åðåç 2x  è òàê äàëåå.
Òðàåêòîðèÿ ëó÷à áóäåò ïðèòÿãèâàòüñÿ ê îñè ðåçîíàòî-
ðà. Åñëè îáðàòèòü íàïðàâëåíèå ýòîé òðàåêòîðèè, òî î íà
ïðåâðàòèòñÿ â îòòàëêèâàþùóþñÿ. Îïÿòü âáëèçè îñè
åñòü ïðèòÿãèâàþùàÿñÿ òðàåêòîðèÿ è åñòü îòòàëêèâàþ-
ùàÿñÿ. Êàæäàÿ òðàåêòîðèÿ, ïðîõîäÿùàÿ âáëèçè îñè,
ÿâëÿåòñÿ «ñìåñüþ» ïðèòÿãèâàþùåéñÿ è îòòàëêèâàþ-
ùåéñÿ. Îòêëîíåíèå îò îñè îòòàëêèâàþùåéñÿ êîìïîíåí-
òû ðàñòåò, è ïîñëå íåñêîëüêèõ îòðàæåíèé òðàåêòîðèÿ

Ðèñ.9. Òðàåêòîðèÿ, èäóùàÿ âáëè-
çè ìàëîé îñè, ïîñëå 1000 îòðà-
æåíèé

Ðèñ.11. Ïàðàêñèàëüíûé ïó÷îê, âûõîäÿùèé èç îäíîé òî÷ êè,
ïîñëå îòðàæåíèÿ îò ñôåðè÷åñêîãî çåðêàëà ñõîäèòñÿ â äðó-
ãîé òî÷êå

Ðèñ.12. Ñóùåñòâóþò ëè ñîïðÿæåí-
íûå òî÷êè?

Ðèñ.8. Ñâåòîâîé ëó÷ çàïóùåí èç
ëåâîé âåðøèíû ýëëèïñà ïîä ìà-
ëûì óãëîì ê áîëüøîé îñè

Ðèñ.10. Øèðîêèé ïó÷îê ëó÷åé ïîñ-
ëå îòðàæåíèÿ îò ñôåðè÷åñêîãî
çåðêàëà ïåðåñòàåò áûòü ñõîäÿ-
ùèìñÿ
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âûáðàñûâàåòñÿ èç ïðîñòðàíñòâà ìåæäó çåðêàëàìè –
ðåçîíàòîð íåóñòîé÷èâ.

Âû âèäèòå, ÷òî ýòè ðàññóæäåíèÿ íè÷åì íå îòëè÷àþòñÿ
îò òåõ, ÷òî ìû ïðîâåëè ðàíüøå äëÿ ýëëèïñà. Òàêèì
îáðàçîì, âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè ëàçåðíîãî ðåçîíàòîð à
ñâîäèòñÿ ê âîïðîñó î ñóùåñòâîâàíèè äâóõ òî÷åê, ñîïð ÿ-
æåííûõ îäíîâðåìåííî îòíîñèòåëüíî ëåâîãî è ïðàâîãî
çåðêàë. Åñëè òàêèå òî÷êè ñóùåñòâóþò, ðåçîíàòîð íåóñ -
òîé÷èâûé, åñëè èõ íåò – ðåçîíàòîð óñòîé÷èâûé.

Âûâîä êðèòåðèÿ óñòîé÷èâîñòè.  Â êà÷åñòâå íóëåâîé
òî÷êè íà îñè ðåçîíàòîðà âûáåðåì âåðøèíó ëåâîãî
çåðêàëà (ñì. ðèñ.12). Òîãäà êîîðäèíàòà âåðøèíû ïðà-
âîãî çåðêàëà áóäåò L , à êîîðäèíàòû ñîïðÿæåííûõ
òî÷åê òàê è îáîçíà÷èì 1x  è 2x . Çàïèøåì ôîðìóëó
ñôåðè÷åñêîãî çåðêàëà äëÿ ñîïðÿæåííûõ òî÷åê 1x  è 2x
äëÿ ëåâîãî è äëÿ ïðàâîãî çåðêàë:

1 2 1

1 1 2
x x R

+ = ,

1 2 2

1 1 2
L x L x R

+ =
- - .

Âñå çàâèñèò îò ðåøåíèé ýòîé ñèñòåìû: åñëè ðåøåíèÿ
ñóùåñòâóþò, òî èìåþòñÿ ñîïðÿæåííûå òî÷êè è ðåçîíà-
òîð íåóñòîé÷èâ; åñëè ðåøåíèÿ íå ñóùåñòâóþò – ðåçîíà -
òîð óñòîé÷èâ.

Ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñèñòåìà ïðèâî-
äèòñÿ ê âèäó

( )2
1 2

1 2

2

2

L R L
x x

R R L

-
+ =

+ - ,

( )1 2
1 2

1 2 2

LR R L
x x

R R L

-
=

+ - .

Òåïåðü ïîíÿòíî, ïî÷åìó ýòà ñèñòåìà ìîæåò èìåòü
ðåøåíèÿ, à ìîæåò è íå èìåòü. Ïî òåîðåìå Âèåòà åå
ðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ ñ
êîýôôèöèåíòàìè, ñîñòàâëåííûìè èç ïðàâûõ ÷àñòåé
ñèñòåìû. Íî ñîîòâåòñòâóþùåå êâàäðàòíîå óðàâíåíèå
ìîæåò è íå èìåòü êîðíåé – âñå îïðåäåëÿåòñÿ çíàêîì
äèñêðèìèíàíòà ( )2

1 2 1 24D x x x x= + - . Åñëè îí ïîëî-
æèòåëåí, êîðíè åñòü; åñëè îòðèöàòåëåí, êîðíåé íåò.
Èòàê, åñëè D < 0, ðåçîíàòîð óñòîé÷èâ, â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå îí íåóñòîé÷èâ.

Ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî 1 2x x+  è 1 2x x  ïðàâûå ÷àñòè
óðàâíåíèé ñèñòåìû è ðàñêëàäûâàÿ íà ìíîæèòåëè,
ïîëó÷èì

( ) ( ) ( )
( )
1 2 1 2

2
1 2

4

2

L L R L R L R R
D

L R R

- - - -
=

- -
.

Ïîñëå îòáðàñûâàíèÿ çàâåäîìî ïîëîæèòåëüíûõ ñîìíî-
æèòåëåé êðèòåðèé ïðèîáðåòàåò òàêîé îêîí÷àòåëüíûé
âèä:

åñëè ( ) ( ) ( )1 2 1 2L R L R L R R- - - - < 0, ðåçîíàòîð
óñòîé÷èâ;

åñëè ( ) ( ) ( )1 2 1 2L R L R L R R- - - - ³ 0, ðåçîíàòîð íå-
óñòîé÷èâ.

Çàôèêñèðóåì ðàäèóñû çåðêàë 1 2R R<  è áóäåì ñ÷è-
òàòü ðàññòîÿíèå L  ïåðåìåííûì. Ðàññòàâèâ çíàêè âûðà-
æåíèÿ ( ) ( ) ( )1 2 1 2L R L R L R R- - - -  íà îñè L , ìû ïî-
ëó÷àåì äèàãðàììó, ïðåäñòàâëåííóþ íà ðèñóíêå 13.

Îíà æå ïîäñêàçûâàåò è èäåþ ñëåäóþùåãî ýêñïåðè-
ìåíòà.

Êîìïüþòåðíûé ýêñïåðèìåíò.  Ïîëîæèì 1 40R = ,
2 70R =  (óñëîâíûõ åäèíèö). Ðàññòîÿíèå ìåæäó çåðêà-

ëàìè áóäåì ìåíÿòü îò L = 5 äî L = 110. Ñâåòîâîé ëó÷
áóäåò ñòàðòîâàòü ñ ëåâîãî çåðêàëà íà âûñîòå h = 1,5 îò
îñè â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè. Áóäåì ñëåäèòü çà
ëó÷îì äî òåõ ïîð, ïîêà îí íå îòêëîíèòñÿ îò îñè
ðåçîíàòîðà íà ðàññòîÿíèå h = 10 (äëÿ íåóñòîé÷èâîãî
ðåçîíàòîðà) èëè ïîêà íå ïðîèçîéäåò 1000 îòðàæåíèé
(äëÿ óñòîé÷èâîãî ðåçîíàòîðà).

Ðåçóëüòàò ïîêàçàí íà ðèñóíêå 14. Ïîâåäåíèå ñâåòîâî-
ãî ëó÷à ïîëíîñòüþ ñîîòâåòñòâóåò ïîëó÷åííîìó êðèòå-
ðèþ óñòîé÷èâîñòè. Êàê è ïðåäñêàçûâàåò êðèòåðèé,
èìåþòñÿ äâå çîíû óñòîé÷èâîñòè:

( )0; 40L Î  è ( )70; 110L Î

è äâå çîíû íåóñòîé÷èâîñòè:

[ ]40; 70L Î  è [ )110;L Î ¥ .

Íàøà öåëü äîñòèãíóòà – ïîëó÷åí êðèòåðèé óñòîé÷è-
âîñòè ëàçåðíîãî ðåçîíàòîðà, è ìû ïðîâåðèëè åãî ñ
ïîìîùüþ êîìïüþòåðà.

Êîíå÷íî, õîòåëîñü áû ïîäòâåðäèòü ýòè ðåçóëüòàòû
åùå è ñ ïîìîùüþ ôèçè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà. Íî îá
ýòîì – â äðóãîé ðàç.

×òî åùå ñòîèò ïî÷èòàòü íà ýòó òåìó

1. Â 1960 ãîäó Òåîäîð Ìåéìàí ñîçäàë ïåðâûé ëàçåð. Â  2000
ãîäó îí íàïèñàë àâòîáèîãðàôè÷åñêóþ êíèãó «Ëàçåðíàÿ îäèñ-
ñåÿ» î òîì, êàê îí ýòî ñäåëàë. Â 2010 ãîäó ê ïÿòèäå ñÿòèëåòèþ
ñîçäàíèÿ ëàçåðà îíà áûëà ïåðåâåäåíà íà ðóññêèé ÿçûê . Ýòî
óâëåêàòåëüíàÿ êíèãà, åå ñòîèò ïðî÷åñòü.

2. Â êíèãå À.Ã.Äîðôìàíà «Îïòèêà êîíè÷åñêèõ ñå÷åíèé»
(Ïîïóëÿðíûå ëåêöèè ïî ìàòåìàòèêå, âûï. 31) ðàññêàçà íî îá
îïòè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ ýëëèïñà, ãèïåðáîëû è ïàðàáîëû.

3. Òàêæå ðåêîìåíäóåì êíèãó Ã.À.Ãàëüïåðèíà è À.Í. Çå ì-
ëÿêîâà «Ìàòåìàòè÷åñêèå áèëüÿðäû» (Áèáëèîòå÷êà «Êâàí ò»,
âûï. 77).

4. Íåäàâíî âûøåäøàÿ êíèãà Ñ.Ë. Òàáà÷íèêîâà è
Ä.Á.Ôóêñà «Ìàòåìàòè÷åñêèé äèâåðòèñìåíò» îñíîâàíà íà
ñòàòüÿõ, îïóáëèêîâàííûõ àâòîðàìè â æóðíàëå «Êâàíò» â
ïåðèîä ñ 1970 ïî 1990 ãîä, è íà ìíîãî÷èñëåííûõ ïîïó ëÿð-
íûõ ëåêöèÿõ, ïðî÷èòàííûõ èìè â ÑÑÑÐ è â ÑØÀ. Îäíà
èç ëåêöèé â ýòîé êíèãå íàçûâàåòñÿ «Áèëüÿðäû â ýëëèï ñàõ
è ãåîäåçè÷åñêèå íà ýëëèïñîèäàõ».

Äîïîëíèòåëüíûå âîïðîñû è çàäà÷è

1. Îïòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå ýëëèïñà ïðèâîäèò åùå ê îäíî -
ìó ïàðàäîêñó. Ïóñòü M –  ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà, ëåæàùàÿ íà
ýëëèïñå. Ïî îïðåäåëåíèþ ýëëèïñà ñâåòîâîé ëó÷ 1F M , âûõî-
äÿùèé èç îäíîãî ôîêóñà, ïîñëå îòðàæåíèÿ â òî÷êå Ì  äîëæåí
ïîïàñòü â äðóãîé ôîêóñ 2F . Èçìåðèì äëèíó âñåõ äâóçâåííûõ
ëîìàíûõ 1 2F MF . Òîãäà, âî-ïåðâûõ, ïî ïðèíöèïó Ôåðìà
ñâåòîâîé ëó÷ äîëæåí ïîéòè òîëüêî ïî êðàò÷àéøåé èç í èõ è

Ðèñ.13. Äèàãðàììà óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè ëàç åðíî-
ãî ðåçîíàòîðà
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íè ïî êàêèì äðóãèì, è âûõîäèò, ÷òî êðèâûõ, óäîâëåòâ îðÿþ-
ùèõ îïòè÷åñêîìó îïðåäåëåíèþ ýëëèïñà, íå äîëæíî ñóùå -
ñòâîâàòü. Íî, âî-âòîðûõ, âñå íàøè êîìïüþòåðíûå ðèñó íêè ñ
3-ãî è ïî 7-é, íà êîòîðûõ óãëû ïàäåíèÿ â òî÷íîñòè ð àâíû
óãëàì îòðàæåíèÿ è òðàåêòîðèè ïðîõîäÿò ÷åðåç ôîêóñû,
ïîäòâåðæäàþò, ÷òî ýëëèïñû âñå-òàêè ñóùåñòâóþò. Ïîïû òàé-
òåñü ðàçðåøèòü ýòî ÿâíîå ïðîòèâîðå÷èå.

2. Èññëåäóéòå ïîâåäåíèå ñâåòîâîãî ëó÷à âíóòðè ðåçîíàò î-
ðà, îãðàíè÷åííîãî îêðóæíîñòüþ.

3. Ïîêàæèòå, ÷òî â ëàçåðíîì ðåçîíàòîðå ñ ñîïðÿæåííûìè
òî÷êàìè 1x  è 2x , èçîáðàæåííîì íà ðèñóíêå 12, ïðèòÿãèâà-
þùàÿñÿ òðàåêòîðèÿ ïàðàêñèàëüíîãî ñâåòîâîãî ëó÷à ïðè áëè-
æàåòñÿ ê îñè ðåçîíàòîðà ñî ñêîðîñòüþ

1 2

1 2

L x x
k

x L x
-

=
-

.

Çäåñü ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êàæäàÿ ïîñëåäóþùàÿ òî÷êà îò ðàæå-
íèÿ íà îäíîì è òîì æå çåðêàëå îêàçûâàåòñÿ â k ðàç áëèæå ê
îñè, ÷åì ïðåäûäóùàÿ. Êîýôôèöèåíò k ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

1 1

2 2

0
:

0
L x x

k
L x x

- -
=

- -
.

Ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîé ôîðìóëû íàçûâàåòñÿ äâîéíûì îòíîøå íè-
åì òî÷åê 0, 1x , 2x , L . (Äâîéíîå îòíîøåíèå ÷åòûðåõ òî÷åê –
îäíî èç âàæíåéøèõ ïîíÿòèé â ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè.)

4. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó ñôåðè÷åñêîãî çåðêàëà, äîêàæèòå,
÷òî åãî ôîêóñ, ò.å. òî÷êà, ãäå ñõîäÿòñÿ ïîñëå îòðàæ åíèÿ
ïàðàêñèàëüíûå ëó÷è, ïàðàëëåëüíûå îñè çåðêàëà, ðàñïî ëî-
æåí íà ðàññòîÿíèè 2R  îò åãî âåðøèíû.

5. Ñ ïîìîùüþ ðèñóíêà 14 ïîïûòàåìñÿ ðàçîáðàòüñÿ, êàê
ðàñïîëîæåíû ñîïðÿæåííûå òî÷êè íåóñòîé÷èâûõ ëàçåðíûõ
ðåçîíàòîðîâ ñ [ ] [ ]1 2; 40; 70L R RÎ = .

Ðèñ.14. Êîìïüþòåðíûé ýêñïåðèìåíò, ïîäòâåðæäàþùèé ïî ëó÷åííûé êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè

à) Ïóñòü ðàññòîÿíèå ìåæäó çåðêàëàìè ðàâíî ðàäèóñó
îäíîãî èç íèõ, ò.å. L = 40 èëè L = 70. Â îáîèõ ýòèõ ñëó÷àÿõ
íà ðèñóíêå îò÷åòëèâî âèäíû äâå ñîïðÿæåííûå òî÷êè, ð àñïî-
ëîæåííûå íà îäíîì èç çåðêàë. Îíè ñèììåòðè÷íû îòíîñè -
òåëüíî îñè ðåçîíàòîðà. Ãäå íàõîäÿòñÿ ñîïðÿæåííûå äð óã
îòíîñèòåëüíî äðóãà òî÷êè, ëåæàùèå íà ñàìîé îñè ðåçî íàòî-
ðà?

á) Òåïåðü âûäåëèì ôðàãìåíòû ñ L = 45 è ñ L = 65.
Îò÷åòëèâî âèäíà îäíà èç ñîïðÿæåííûõ òî÷åê íà îñè. A  ãäå
íàõîäèòñÿ äðóãàÿ?

â) Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ( )1 2 2 55L R R= + = . Òàêîé ðåçîíà-
òîð íàçûâàåòñÿ ñîôîêóñíûì, ïîòîìó ÷òî â íåì ôîêóñû
çåðêàë ñîâïàäàþò. Ýòîò ðåçîíàòîð íàñ èíòåðåñóåò îñî áî, èáî
â ýòîì ñëó÷àå çíàìåíàòåëü äèñêðèìèíàíòà D , âîçíèêàþùåãî
ïðè íàõîæäåíèè ñîïðÿæåííûõ òî÷åê, ðàâåí 0. Íà ðèñóí êå
âèäíî, ÷òî îäíà èç ñîïðÿæåííûõ òî÷åê êàê ðàç íàõîäè òñÿ â
îáùåì ôîêóñå çåðêàë. Ãäå äðóãàÿ?

6. Ýòà çàäà÷à äëÿ òåõ, êòî ñîáèðàåòñÿ ïðîâîäèòü êîìïü þ-
òåðíûå ýêñïåðèìåíòû ïî ïîñòðîåíèþ òðàåêòîðèé ñâåòîâ îãî
ëó÷à â ýëëèïòè÷åñêîì ðåçîíàòîðå. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ òàê îé
òðàåêòîðèè íóæíî ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñëÿòü è êîîðäè íà-
òû n-é òî÷êè îòðàæåíèÿ ( ),n nx y , è êîîðäèíàòû âåêòîðà
ñêîðîñòè ( ),n nu v  ïîñëå ýòîãî îòðàæåíèÿ (ñ÷èòàåì, ÷òî äëèíà
ýòîãî âåêòîðà ïîñòîÿííà, à ïðè îòðàæåíèè ìåíÿåòñÿ ò îëüêî
íàïðàâëåíèå). Óáåäèòåñü, ÷òî äëÿ ïîñòðîåííîé âàìè ò ðàåê-
òîðèè ñâåòîâîãî ëó÷à â ýëëèïòè÷åñêîì ðåçîíàòîðå âåë è÷èíà

2 2
n n n nu x v y

a b
+  íå çàâèñèò îò íîìåðà îòðàæåíèÿ n. (Òàêèå

ñîõðàíÿþùèåñÿ âåëè÷èíû íàçûâàþòñÿ èíòåãðàëàìè ñîîòâ åò-
ñòâóþùåãî ðåçîíàòîðà èëè áèëüÿðäà.)



Áûñòðåå áûñòðîãî, èëè Ìîæíî ëè
îáîãíàòü áèíàðíûé àëãîðèòì

Â.ÆÓÐÀÂËÅÂ, Ï.ÑÀÌÎÂÎË

×òîáû ïðåîäîëåòü ïóòü, íóæíî ñíà÷àëà ïðåîäîëåòü
ïîëîâèíó ïóòè, à ÷òîáû ïðåîäîëåòü ïîëîâèíó ïóòè,
íóæíî ñíà÷àëà ïðåîäîëåòü ïîëîâèíó ïîëîâèíû, è òàê
äî áåñêîíå÷íîñòè.

Çåíîí Ýëåéñêèé. Àïîðèÿ «Äèõîòîìèÿ»

Ââåäåíèå

Ñîâðåìåííûé ìèð íåìûñëèì áåç êàëüêóëÿòîðîâ è
êîìïüþòåðîâ. Ýòè ñðåäñòâà âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè
ìîãóò áûñòðî ñêëàäûâàòü, óìíîæàòü, âîçâîäèòü â ñòå-
ïåíü è äåëàòü åùå ìàññó ðàçíîîáðàçíåéøèõ îïåðàöèé.
Îäíàêî áûñòðîå âîçâåäåíèå â ñòåïåíü ñâîäèòñÿ ê áûñ-
òðîìó óìíîæåíèþ, à áûñòðîå óìíîæåíèå – ê áûñòðîìó
ñëîæåíèþ. Íåêîòîðûå àëãîðèòìû, êîòîðûå ïîçâîëÿþò
óñêîðÿòü âû÷èñëåíèÿ, áûëè èçâåñòíû åùå äðåâíèì.

Â íàøåé ñòàòüå, íà ïðèìåðå íåñêîëüêèõ çàäà÷, ìû
õîòèì ñðàâíèòü ðàçëè÷íûå àëãîðèòìû è ïîñìîòðåòü,
êàêîé èç íèõ è â êàêèõ ñëó÷àÿõ ðàáîòàåò áûñòðåå.
Íåêîòîðûå èç ýòèõ çàäà÷ ñ ïðîñòûìè ôîðìóëèðîâêàìè
â îáùåì ñëó÷àå îêàçàëèñü äîñòàòî÷íî êðåïêèìè îðåø-
êàìè. Ìû áóäåì ôîðìóëèðîâàòü çàäà÷è òàê, êàê îíè
íàì âñòðå÷àëèñü äëÿ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ, ñ ñîîòâåòñòâóþ -
ùåé ññûëêîé íà èñòî÷íèê, è åñëè â èñòî÷íèêå íå áûëî
îáîáùåíèÿ, òî îòäåëüíûì ïóíêòîì ìû áóäåì ôîðìóëè-
ðîâàòü ñîîòâåòñòâóþùåå îáîáùåíèå. Èíîãäà çàäà÷è
áóäóò î÷åíü ïîõîæè è ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé, îäíàêî âñ å
æå ó íèõ áóäóò îïðåäåëåííûå îòëè÷èÿ. Äëÿ òåõ, êòî í å
õî÷åò îñòàíàâëèâàòüñÿ íà äîñòèãíóòîì, ìû ïðåäëîæèì
íåñêîëüêî íîâûõ çàäà÷ äëÿ èññëåäîâàíèÿ.

Çàäà÷è

Çàäà÷à 1
à) ([1]) Äàí ÿùèê ñàõàðíîãî ïåñêà, ÷àøå÷íûå âåñû è

ãèðüêà â 1 ã. Êàê âîçìîæíî áûñòðåå îòâåñèòü ïîêóïà-
òåëþ 1 êã ñàõàðà? (Óêàæèòå ñõåìó óðàâíîâåøèâàíèé.)

á) Òåì, êòî ïðåäïî÷èòàåò íå ìåòðè÷åñêóþ ñèñòåìó
ìåð è âåñîâ, ìû ïðåäëàãàåì ðåøèòü ýòó çàäà÷ó äëÿ
ãèðüêè â 1 óíöèþ è 100 ôóíòîâ ñàõàðà (1 ôóíò = 12
óíöèé).

â) Êàê ðåøèòü îáùóþ çàäà÷ó ïî âçâåøèâàíèþ n ã
ñàõàðà ñ ïîìîùüþ ÷àøå÷íûõ âåñîâ è ãèðüêè â 1 ã?

Çàäà÷à 2 (Ì1086, Ì.Â.Ñàïèð)
Ñ ÷èñëîì ðàçðåøåíî ïðîèçâîäèòü äâå îïåðàöèè:

«óâåëè÷èòü âäâîå» è «óâåëè÷èòü íà 1». Çà êàêîå
íàèìåíüøåå ÷èñëî îïåðàöèé ìîæíî èç ÷èñëà 0 ïîëó-
÷èòü: à) 100; á) n, åñëè ñóììà öèôð äâîè÷íîé çàïèñè
÷èñëà n ðàâíà s?

Çàäà÷à 3 1  (Ì240, Ý.Ã.Áåëàãà)
Ïî çàäàííîìó x çíà÷åíèå 8x  ìîæíî íàéòè çà òðè

àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèÿ: 2x x x= × , 4 2 2x x x= × ,
8 4 4x x x= × , à 15x  – çà ïÿòü äåéñòâèé: ïåðâûå òðè – òå

æå ñàìûå, çàòåì 8 8 16x x x× =  è 16 15:x x x= . Äîêàæè-
òå, ÷òî:

à) 1000x ìîæíî íàéòè çà 12 äåéñòâèé (óìíîæåíèé è
äåëåíèé);

á) äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n çíà÷åíèå nx  ìîæíî

íàéòè íå áîëåå ÷åì çà 2
3

log 1
2

n +  äåéñòâèé.

Ñëåäóþùàÿ çàäà÷à áûëà îïóáëèêîâàíà â 1894 ãîäó âî
ôðàíöóçñêîì ìàòåìàòè÷åñêîì æóðíàëå è äî ñèõ ïîð
àêòóàëüíà.

Çàäà÷à 4 ([2], Õ.Äåëëàê)
Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî îïåðàöèé óìíîæåíèÿ íåîá-

õîäèìî äëÿ âîçâåäåíèÿ ÷èñëà x â ñòåïåíü n?
Çàäà÷à 5
a) (ôîëüêëîð) Åñòü äâà ñòåêëÿííûõ øàðèêà è

100-ýòàæíûé äîì. Âû áðîñàåòå øàðèê ñ ðàçíûõ ýòàæåé
ýòîãî äîìà, ÷òîáû âûÿñíèòü, íà÷èíàÿ ñ êàêîãî ýòàæà
øàðèê áóäåò ðàçáèâàòüñÿ îò ïàäåíèÿ (íàïðèìåð, ïàäàÿ
ñ ïÿòîãî, óæå ðàçáèâàåòñÿ, à ñ ÷åòâåðòîãî – åùå íåò ).
Âîïðîñ: êàêîå ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî áðîñêîâ ïîíà-
äîáèòñÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû òî÷íî óçíàòü, ñ êàêîãî èìåí íî
ýòàæà øàðèêè íà÷èíàþò ðàçáèâàòüñÿ? Òîò æå âîïðîñ â
ñëó÷àå n-ýòàæíîãî äîìà.

á) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî øàðèêîâ íåîãðàíè÷åííîå êîëè-
÷åñòâî. Êàêîå ìèíèìàëüíîå ÷èñëî èñïûòàíèé (áðîñêîâ
ñ ýòàæåé äîìà) íàâåðíÿêà õâàòèò, ÷òîáû îïðåäåëèòü
êðåïîñòü øàðèêà (ò.å. ýòàæ, íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî øàðè -
êè íà÷èíàþò ðàçáèâàòüñÿ). Òîò æå âîïðîñ â ñëó÷àå n-
ýòàæíîãî äîìà.

Çàäà÷à 6
a) (Òðåòüÿ Ñîðîñîâñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ, çà-

äà÷à 10-II-6, Â.Ïðîòàñîâ)
Èìååòñÿ 76 êàðòî÷åê, íà êîòîðûõ íàïèñàíû ðàçëè÷-

íûå ÷èñëà. Ýòè êàðòî÷êè ðàçëîæåíû íà ñòîëå ïî êðóãó
÷èñëàìè âíèç. Íàäî íàéòè êàêèå-íèáóäü òðè èäóùèå
ïîäðÿä êàðòî÷êè òàêèå, ÷òî ÷èñëî, íàïèñàííîå íà
ñðåäíåé èç ýòèõ òðåõ êàðòî÷åê, áîëüøå, ÷åì íà êàæäî é
èç äâóõ ñîñåäíèõ. Ïåðåâåðíóòü ìîæíî ïîñëåäîâàòåëü-
íî íå áîëåå 10 êàðòî÷åê. Êàê íàäî äåéñòâîâàòü, ÷òîá û
íàâåðíÿêà íàéòè òðè êàðòî÷êè, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿ-
åòñÿ óêàçàííîå óñëîâèå?

1 Â çàäà÷àõ 3 è 4 ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî 0x ¹  è 1x ¹ .
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á) ([3], Â.Ïðîòàñîâ) Ïî êðóãó ðàñòóò 199 äåðåâüåâ,

âñå ðàçíîãî âîçðàñòà. Ìîæíî ëè âûÿñíèòü âîçðàñò 12
äåðåâüåâ òàê, ÷òîáû íàâåðíÿêà íàéòè äåðåâî, ñòàðøåå
îáîèõ ñâîèõ ñîñåäåé (ñëåâà è ñïðàâà)?

â) Ïî êðóãó ðàñòóò n äåðåâüåâ ðàçíîãî âîçðàñòà,
3n ³ . Ó êàêîãî ìèíèìàëüíîãî ÷èñëà äåðåâüåâ íåîá-

õîäèìî âûÿñíèòü âîçðàñò, ÷òîáû íàâåðíÿêà íàéòè
äåðåâî, ñòàðøåå îáîèõ ñâîèõ ñîñåäåé (ñëåâà è ñïðà-
âà)?

Îáñóæäåíèå çàäà÷

Â êàæäîé èç ýòèõ çàäà÷ êàæäîìó íàòóðàëüíîìó ÷èñëó
n ìû ìîæåì ñîïîñòàâèòü ñîîòâåòñòâóþùåå ìèíèìàëü-
íîå ÷èñëî îïåðàöèé (äåéñòâèé, âçâåøèâàíèé), òåì
ñàìûì ïîëó÷èâ äëÿ êàæäîé çàäà÷è ñâîþ ÷èñëîâóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ôàêòè÷åñêè ìû ïîëó÷àåì íåêèå
àëãîðèòìû äëÿ êàæäîé çàäà÷è, ïðè ýòîì n-é ÷ëåí
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â òî÷íîñòè ðàâåí ÷èñëó øàãîâ
ñîîòâåòñòâóþùåãî àëãîðèòìà. Òàê, â óñëîâèè çàäà÷è 3
ïðèâåäåíû àëãîðèòìû ïîëó÷åíèÿ 8x  è 15x , ñîîòâåò-
ñòâåííî, çà 3 è çà 5 øàãîâ, à ïîñêîëüêó ýòè àëãîðèò ìû
ÿâëÿþòñÿ ìèíèìàëüíûìè (ïðîâåðüòå), òî âîñüìîé ÷ëåí
ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàâåí 3, à 15-é ÷ëåí ïîñëåä î-
âàòåëüíîñòè ðàâåí 5.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, êîòî-
ðûå ó íàñ ïîÿâèëèñü:

( )w n  – ìèíèìàëüíîå ÷èñëî âçâåøèâàíèé, íåîáõîäè-
ìîå äëÿ ïîëó÷åíèÿ n  ã ñàõàðà íà ÷àøå÷íûõ âåñàõ ñ
ãèðüêîé â 1 ã (çàäà÷à 1,â);

( )t n  – ìèíèìàëüíîå ÷èñëî îïåðàöèé, íåîáõîäèìîå
äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÷èñëà n (çàäà÷à 2,á);

( )m n  – ìèíèìàëüíîå ÷èñëî äåéñòâèé (óìíîæåíèé è
äåëåíèé), íåîáõîäèìîå äëÿ âîçâåäåíèÿ ÷èñëà õ â
ñòåïåíü n (çàäà÷à 3);

( )l n  – ìèíèìàëüíîå ÷èñëî óìíîæåíèé, íåîáõîäèìîå
äëÿ âîçâåäåíèÿ ÷èñëà x â ñòåïåíü n (çàäà÷à 4);

( )b n  – ìèíèìàëüíîå ÷èñëî áðîñêîâ â çàäà÷å ñ øàðè-
êàìè (çàäà÷à 5,á).

Âûïèøåì â òàáëèöó íåñêîëüêî íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé
ýòèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé:

Êàê âèäíî èç òàáëèöû, ó ïåðâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
åñòü ÿâíàÿ çàêîíîìåðíîñòü: ïðèñìîòðèòåñü ê ÷ëåíàì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñòîÿùèì íà 2-ì, 4-ì, 8-ì, 16-ì
ìåñòàõ. Ýòèõ äàííûõ âïîëíå äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñôîð-
ìóëèðîâàòü ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè.

Çàêîíîìåðíîñòü ñóùåñòâóåò è äëÿ âòîðîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè, õîòÿ îíà è íå òàê çàìåòíà. Ïîñìîòðèòå,
íàïðèìåð, íà çíà÷åíèÿ ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,
ñòîÿùèõ íà íå÷åòíûõ ìåñòàõ, è íà çíà÷åíèÿ ÷ëåíîâ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñòîÿùèõ ïåðåä íèìè. Õîòÿ, êî-

íå÷íî, äëÿ ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè íåîáõîäèìû äî-
ïîëíèòåëüíûå ðàññóæäåíèÿ.

Ñðàâíèâ çàäà÷è 3 è 4, ëîãè÷íî çàêëþ÷èòü, ÷òî
îïåðàöèÿìè óìíîæåíèÿ è äåëåíèÿ ìû äîñòèãíåì ðå-
çóëüòàòà íå ìåäëåííåå, ÷åì òîëüêî îïåðàöèÿìè óìíî-
æåíèÿ, ò.å. ( ) ( )m k l k£ . Êàê íè ñòðàííî, íî ìû âèäèì,
÷òî íà÷àëüíûå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ( )m n  è

( )l n  ñîâïàäàþò. Òåì íå ìåíåå, ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî
ìíîãî ÷èñåë k, äëÿ êîòîðûõ ( ) ( )m k l k< . Òî÷íûå
ôîðìóëû äëÿ ÷ëåíîâ ýòèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íå
íàéäåíû, íî âñå-òàêè ìîæíî îöåíèòü çíà÷åíèÿ ÷ëåíîâ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èëè, êàê ìû ãîâîðèëè, ÷èñëî øà-
ãîâ ñîîòâåòñòâóþùåãî àëãîðèòìà.

×òî æå îáúåäèíÿåò âñå ýòè çàäà÷è? Ïî íàøåìó
ìíåíèþ, êî âñåì ýòèì çàäà÷àì ïðèìåíèì áèíàðíûé
ìåòîä, èëè äèõîòîìèÿ 2 . Âåðîÿòíî, ïðàâèëüíî ãîâîðèòü
î áèíàðíîì ìåòîäå, êîãäà ìû ÷òî-òî óäâàèâàåì, è î
äèõîòîìèè, êîãäà ìû ÷òî-òî äåëèì ïîïîëàì.

Ðàññìîòðèì ïóíêò á) ïåðâîé çàäà÷è. Î÷åâèäíî, ÷òî
ìû ìîæåì âçâåñèòü åùå ñòîëüêî æå ñàõàðà, ñêîëüêî
ëåæèò íà îäíîé èç ÷àøåê âåñîâ. Òàêèì îáðàçîì,
âçâåøèâàåì ñ ïîìîùüþ ãèðüêè 1 óíöèþ ñàõàðà, çàòåì,
óáðàâ ãèðüêó, âçâåøèâàåì íà âåñàõ åùå îäíó óíöèþ
ñàõàðà è ññûïàåì ñàõàð íà îäíó ÷àøó âåñîâ. Ïîëó÷àåì
íà îäíîé ÷àøå âåñîâ 2 óíöèè ñàõàðà, âçâåøèâàåì åùå
äâå óíöèè ñàõàðà, ññûïàåì íà îäíó ÷àøó, ïîëó÷àåì óæ å
÷åòûðå óíöèè ñàõàðà. Ïîâòîðÿåì ýòó ïðîöåäóðó, ïîëó-
÷àÿ ïîñëåäîâàòåëüíî 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512, 1 024
óíöèé ñàõàðà. Ïîñêîëüêó 100 ôóíòîâ = 1200 óíöèé, à
1200 = 1024 + 128 + 32 + 16, òî ìû ìîæåì óïðàâèòüñÿ
íå áîëåå ÷åì çà 30 = 11 + 8 + 6 + 5 âçâåøèâàíèé. À åñëè
áû ìû, èìåÿ 16 óíöèé ñàõàðà, âçâåñèëè îäèí ðàç 16
óíöèé ñàõàðà è îòñûïàëè áû èõ â äðóãóþ åìêîñòü, à
çàòåì, âçâåñèâ âî âòîðîé ðàç 16 óíöèé, ïåðåñûïàëè á û
èõ íà äðóãóþ ÷àøó âåñîâ, òî ïîëó÷èëè áû îïÿòü 32
óíöèè íà ÷àøå âåñîâ ïëþñ óæå îòìåðåííûå 16 óíöèé.
Ïîñòóïàÿ  òî÷íî òàê æå ñ 32 óíöèÿìè, à çàòåì – ñî 1 28
óíöèÿìè, ìû óïðàâèëèñü áû çà 14 = 11 + 1 + 1 + 1
âçâåøèâàíèé. Ïîíÿòíî, ÷òî ýòî äîñòàòî÷íî áûñòðûé,
õîòÿ è íå ìèíèìàëüíûé àëãîðèòì. Âñå äåëî â òîì, ÷òî

ïîñëå ïåðâîãî âçâåøèâàíèÿ ìû óáðàëè ãèðüêó è áîëüøå
åå íå èñïîëüçîâàëè.

Èñïîëüçîâàíèå ãèðüêè â äàëüíåéøèõ âçâåøèâàíèÿõ
ïîçâîëÿåò íàì íå òîëüêî îáîéòèñü áåç äîïîëíèòåëüíîé
åìêîñòè, íî è ïîëó÷èòü ìèíèìàëüíûé àëãîðèòì âçâå-
øèâàíèÿ. Õèòðîñòü çàêëþ÷àåòñÿ åùå è â òîì, ÷òî
ãèðüêó ìû ìîæåì ïîëîæèòü êàê íà îäíó, òàê è íà

2 Äèõîòîìèÿ – îò ãðå÷. dicotomia. Ñëîâî ñîñòàâëåíî èç  dich
– íàäâîå è  tomh – äåëåíèå.



äðóãóþ ÷àøó âåñîâ. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ìû âçâåñèëè
k óíöèé ñàõàðà, òî çà ñëåäóþùåå âçâåøèâàíèå ìû
ìîæåì ïîëó÷èòü íà äðóãîé ÷àøå âåñîâ k –  1, k èëè
k + 1 óíöèé ñàõàðà â çàâèñèìîñòè îò òîãî, èñïîëüçîâàëè
ëè ìû ãèðüêó, è åñëè èñïîëüçîâàëè, òî íà êàêóþ ÷àøó
âåñîâ åå ïîëîæèëè. Ññûïàâ ñàõàð âìåñòå, ìû ïîëó÷èì
íà ýòîì øàãå 2 k – 1, 2 k èëè 2 k + 1 óíöèþ ñàõàðà
ñîîòâåòñòâåííî. Èìåííî èç-çà ýòîé õèòðîñòè çíà÷åíèÿ
÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ( )w n  îò íîìåðà 2q  äî
íîìåðà 12 1q+ -  âñå ðàâíû q + 1. Äðóãèìè ñëîâàìè,

( ) [ ]2log 1w n n= + ,

ãäå [ ]x  – öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà x. Ìû îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ
ïðîâåñòè íåñëîæíîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà ïðè
ïîìîùè ìåòîäà ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Ïîñêîëüêó

10 112 1024 1200 2047 2 1= < < = - , òî ìèíèìàëüíîå ÷èñ-
ëî âçâåøèâàíèé äëÿ 100 ôóíòîâ ñàõàðà ðàâíî 11.

Ïîñìîòðèì íà âòîðóþ çàäà÷ó ÷åðåç ïðèçìó ïåðâîé.
Âî-ïåðâûõ, íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ( )2 1qt q= + . Âî-
âòîðûõ, ïî óñëîâèþ èç ÷èñëà k íà ñëåäóþùåì øàãå ìû
ìîæåì ïîëó÷èòü ëèáî k + 1, ëèáî 2 k. Íà ýòîì ñõîäñòâî
ñ ïåðâîé çàäà÷åé âðîäå áû çàêàí÷èâàåòñÿ.

Ïîïðîáóåì âñå-òàêè ðåøèòü ïðèìåð. Áóäåì äåéñòâî-
âàòü ñ êîíöà. Ïðèìåíèì ê ïîëó÷åííîìó íà êàêîì-òî
øàãå ÷èñëó îïåðàöèè, îáðàòíûå ê èìåþùèìñÿ â óñëî-
âèè, ò.å. áóäåì äåëèòü íà 2 è âû÷èòàòü 1. Ìû ëåãêî
ïîñòðîèì öåïî÷êó:

1 2 1 2 1 1 2

1 2 1 2 1 1 2 1

100 50 25 24

12 6 3 2 1 0

-

- -

¾¾¾® ¾¾¾® ¾¾¾® ¾¾¾®

¾¾¾® ¾¾¾® ¾¾¾® ¾¾¾® ¾¾¾® .
Òåïåðü îñòàåòñÿ âíîâü îáðàòèòü îïåðàöèè, è ìû ïîëó-
÷èì èñêîìóþ ìèíèìàëüíóþ öåïî÷êó:

1 2 1 2 2

2 1 2 2

0 1 2 3 6 12

12 24 25 50 100.

+ ´ + ´ ´

´ + ´ ´

¾¾¾® ¾¾¾® ¾¾¾® ¾¾¾® ¾¾¾®

¾¾¾® ¾¾¾® ¾¾¾® ¾¾¾® ( * )

Âîò îí, áèíàðíûé ìåòîä, â äåéñòâèè!
Ïîíÿòíî, ÷òî åñëè ìû äåéñòâóåì ñ êîíöà è ó íàñ

ïîëó÷àåòñÿ íå÷åòíîå ÷èñëî, òî ìû ìîæåì òîëüêî âû-
÷åñòü 1. Åñëè æå ìû ïîëó÷àåì ÷åòíîå ÷èñëî, òî, ðàç ìû
èùåì ìèíèìàëüíóþ öåïî÷êó, íàì íåîáõîäèìî äåëèòü
íà 2, ïîñêîëüêó ïðè âû÷èòàíèè åäèíèöû ÷èñëî øàãîâ
áóäåò áîëüøå. Ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà
òàêæå ìîæíî ïðîâåñòè ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóê-
öèè.

Îäíàêî âî âòîðîé çàäà÷å íàñ èíòåðåñóåò ïîäñêàçêà,
êîòîðàÿ ôèãóðèðóåò â ñàìîì óñëîâèè çàäà÷è, à èìåííî
ôðàçà «ñóììà öèôð äâîè÷íîé çàïèñè ÷èñëà n». Äåëî â
òîì, ÷òî íå òîëüêî äâîè÷íàÿ çàïèñü ÷èñëà, íî è
ïàðàìåòð «ñóììà öèôð äâîè÷íîé çàïèñè» èãðàþò îäíó
èç êëþ÷åâûõ ðîëåé íå òîëüêî â ýòîé, íî è â ñëåäóþùè õ
çàäà÷àõ. Íî îá ýòîì ÷óòü ïîçæå.

Â ïåðâûõ äâóõ çàäà÷àõ ìû óìíîæàëè íà 2, äîáàâëÿëè
èëè âû÷èòàëè 1, à â òðåòüåé è ÷åòâåðòîé çàäà÷å ìû
âîçâîäèì ÷èñëà â ñòåïåíü. Íåóæåëè ñóùåñòâóåò ñâÿçü
ìåæäó ýòèìè çàäà÷àìè? Äà: äåëî â òîì, ÷òî îñíîâàíèå
ñòåïåíè ìû íèãäå íå èñïîëüçóåì, è âñå îïåðàöèè
ïðîèñõîäÿò ñ ïîêàçàòåëÿìè.

Òàê, ïðèìåð ïîëó÷åíèÿ èç x çíà÷åíèÿ 8x  èç çàäà÷è
3 àíàëîãè÷åí ïîëó÷åíèþ èç 1 ÷èñëà 8 ïðè ïîìîùè

óäâîåíèÿ. Ðàññìîòðèì ïîñòðîåííóþ âûøå öåïî÷êó ( * ),
íà÷èíàÿ ñ 1. Ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùèé áûñòðûé àëãî-
ðèòì âîçâåäåíèÿ â 100-þ ñòåïåíü:

2x x x× = , 2 3x x x× = , 3 3 6x x x× = , 6 6 12x x x× = ,

 12 12 24x x x× = , 24 25x x x× = , 25 25 50x x x× = ,

 50 50 100x x x× = .

Êàçàëîñü áû, çà èñêëþ÷åíèåì «ñäâèãà» (â çàäà÷å 2
îïåðàöèè íà÷èíàþòñÿ ñ 0, à â çàäà÷àõ 3 è 4 îïåðàöèè
íà÷èíàþòñÿ ñ 1), ìû èìååì íóæíûé íàì àëãîðèòì äëÿ
ðåøåíèÿ çàäà÷è 4. ×òîáû óñòðàíèòü «ñäâèã», äîñòàòî÷ -
íî ðàññìîòðåòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ( ) 1t n - , ñîîòâåò-
ñòâóþùèé àëãîðèòì êîòîðîé ðîâíî íà îäèí øàã êîðî÷å,
÷åì ó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ( )t n . Äëÿ íà÷àëüíûõ çíà÷å-
íèé íóæíî âû÷åñòü â ñîîòâåòñòâóþùåé ñòðîêå òàáëèöû
ïî 1 èç êàæäîé êëåòêè ýòîé ñòðîêè. ×òîáû óâèäåòü
ðàçíèöó ìåæäó çàäà÷àìè, ïîñìîòðèì, êàê ïîëó÷èòü èç
x çíà÷åíèå 15x .

Áèíàðíûé ìåòîä íàì äàåò

1 1 2 1 1 215 14 7 6 3- -¾¾¾® ¾¾¾® ¾¾¾® ¾¾¾®

1 1 23 2 1-¾¾¾® ¾¾¾®  è îáðàòíî

2 1 2 1 21 2 3 6 7 14´ + ´ + ´¾¾¾® ¾¾¾® ¾¾¾® ¾¾¾® ¾¾¾®

114 15+¾¾¾®  – âñåãî 6 øàãîâ.

Â òåðìèíàõ âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü èìååì ñëåäóþùèé
áûñòðûé àëãîðèòì:

2x x x× = , 2 3x x x× = , 3 3 6x x x× = , 6 7x x x× = ,

 7 7 14x x x× = , 14 15x x x× = .

Íî ìû ìîæåì ïîéòè è ïî-äðóãîìó, à èìåííî
òàê: 2x x x× = , 2 3x x x× = , 3 3 6x x x× = , 6 6 12x x x× = ,
12 3 15x x x× = ;
èëè òàê: 2x x x× = ,  2 3x x x× = ,  3 2 5x x x× = ,
5 5 10x x x× = , 10 5 15x x x× = .

Ýòè àëãîðèòìû ñîñòîÿò èç 5 øàãîâ! Îòìåòèì, ÷òî ìû
ïîëó÷èëè 15x  çà 5 øàãîâ òîëüêî îäíèìè óìíîæåíèÿìè
áåç äåëåíèÿ (ñðàâíèòå ñ ïðèìåðîì çàäà÷è 3). Ñëåäîâà -
òåëüíî, áèíàðíûé ìåòîä ÿâëÿåòñÿ áûñòðûì , íî íå
âñåãäà ìèíèìàëüíûì  àëãîðèòìîì.

Èñêóøåííûé ÷èòàòåëü îòìåòèò, ÷òî, íåñìîòðÿ íà
ñõîäñòâî çàäà÷è 2 ñ çàäà÷àìè 3 è 4, ìåæäó íèìè åñòü
âàæíîå, õîòÿ è íå çàìåòíîå íà ïåðâûé âçãëÿä îòëè÷èå .
Ýòî îòëè÷èå ëåãêî ïîíÿòü ëþáîìó øêîëüíèêó, çíàêî-
ìîìó ñ ïðîãðàììèðîâàíèåì. Âåäü â çàäà÷å 2 ìû íå
çàïîìèíàåì ïðîìåæóòî÷íûå ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé, à
â çàäà÷àõ 3 è 4 ïðîìåæóòî÷íûå ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé
èñïîëüçóþòñÿ íàìè íåîäíîêðàòíî. Ïîýòîìó ìîæíî ñêà-
çàòü, ÷òî óìåíüøåíèå êîëè÷åñòâà îïåðàöèé ïðè èñïîëü -
çîâàíèè ñîîòâåòñòâóþùèõ àëãîðèòìîâ â çàäà÷àõ 3 è 4
äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò èñïîëüçîâàíèÿ áîëüøåé ïàìÿòè.

Â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå äëÿ áûñòðîãî âîçâåäåíèÿ â
ñòåïåíü ìû ïðèìåíèëè òàê íàçûâàåìûé ìåòîä ìíîæè-
òåëåé. Îáå êîðîòêèå öåïî÷êè èç ïðèìåðà ïîñòðîåíû
èñõîäÿ èç òîãî, ÷òî 3 5 5 3 15× = × = . Åñëè âñïîìíèòü

Á Û Ñ Ò Ð Å Å  Á Û Ñ Ò Ð Î Ã Î ,  È Ë È  Ì Î Æ Í Î  Ë È  Î Á Î Ã Í À Ò Ü  Á È Í À Ð Í Û É  À Ë Ã Î Ð È Ò Ì 9

,
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ñâîéñòâî ñòåïåíåé ( ) ( )k mmk m kx x x= = , òî ñòàíîâèòñÿ
ïîíÿòíûì âòîðîé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ öåïî÷åê. Åñëè
ìû èìååì ðàçëîæåíèå íà îòëè÷íûå îò 1 ìíîæèòåëè n =
= mk, òî ñíà÷àëà ìû íàõîäèì mx , à çàòåì âîçâîäèì
ðåçóëüòàò â ñòåïåíü k. Åñëè æå n – ïðîñòîå ÷èñëî, òî ìû
òàêèì ñïîñîáîì íàõîäèì 1nx -  è íà ïîñëåäíåì øàãå
óìíîæàåì íà x. Â çàâèñèìîñòè îò n, ëó÷øèì îêàçûâà-
åòñÿ òî îäèí, òî äðóãîé ìåòîä. Îáà ýòè àëãîðèòìà ìî ãóò
áûòü «ìîäåðíèçèðîâàíû», è, êîíå÷íî, èõ ìîæíî ñêîì-
áèíèðîâàòü. Èçâåñòåí è åùå îäèí ìåòîä, íî îá ýòîì ÷ óòü
íèæå.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ â îáùåì âèäå çàäà÷à íàõîæäåíèÿ
ìèíèìàëüíîãî àëãîðèòìà äëÿ áûñòðîãî âîçâåäåíèÿ â
ñòåïåíü íå ðåøåíà è âïîëíå ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êà ê
çàäà÷à äëÿ ñåðüåçíîãî èññëåäîâàíèÿ. Â òî æå âðåìÿ,
ðàçíûìè ìàòåìàòèêàìè ïîëó÷åí ðÿä ðåçóëüòàòîâ, êîòî-
ðûå ìû õîòèì ñîîáùèòü è êîòîðûå ìîãóò ðàññìàòðè-
âàòüñÿ êàê ñàìîñòîÿòåëüíûå çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ,
ïîñêîëüêó èõ ðåøåíèå âïîëíå ïî ñèëàì øêîëüíèêàì è
ñòóäåíòàì.

Êàê ìû óæå ãîâîðèëè âûøå, îñíîâàíèå ñòåïåíè íèãäå
íå èñïîëüçóåòñÿ, ïîýòîìó ìû ìîæåì ïåðåôîðìóëèðî-
âàòü çàäà÷è 3 è 4 â òåðìèíàõ ñëîæåíèÿ è âû÷èòàíèÿ
(óìíîæåíèå íà 2 – ýòî ïðèáàâëåíèå ê ÷èñëó ñàìîãî
ñåáÿ). Âîò ÷òî ïîëó÷èòñÿ.

1) Êàëüêóëÿòîð ìîæåò òîëüêî ñêëàäûâàòü ÷èñëà,
èìåþùèåñÿ â åãî ïàìÿòè. Ïåðâîíà÷àëüíî â ïàìÿòè
êàëüêóëÿòîðà çàáèòà 1 (åäèíèöà), êîëè÷åñòâî ÿ÷ååê
ïàìÿòè íå îãðàíè÷åíî. Ñïðàøèâàåòñÿ, çà êàêîå ìèíè-
ìàëüíîå ÷èñëî îïåðàöèé èç 1 ìîæíî ïîëó÷èòü n?

2) Êàëüêóëÿòîð ìîæåò ñêëàäûâàòü èëè âû÷èòàòü
÷èñëà, èìåþùèåñÿ â åãî ïàìÿòè. Ïåðâîíà÷àëüíî â
ïàìÿòè êàëüêóëÿòîðà çàáèòà 1 (åäèíèöà), êîëè÷åñòâî
ÿ÷ååê ïàìÿòè íå îãðàíè÷åíî. Ñïðàøèâàåòñÿ, çà êàêîå
ìèíèìàëüíîå ÷èñëî îïåðàöèé èç 1 ìîæíî ïîëó÷èòü n?

Îòìåòèì, ÷òî åñëè çàäà÷ó 2 òîæå ïåðåôîðìóëèðîâàòü
íà ÿçûêå êàëüêóëÿòîðîâ, òî ó òàêîãî êàëüêóëÿòîðà
áóäåò âñåãî äâå ÿ÷åéêè ïàìÿòè, â îäíó èç êîòîðûõ
âñåãäà çàáèòà 1.

Óïðàæíåíèÿ

1 ([4], Í. Àãàõàíîâ). ×èñëî, íàïèñàííîå íà äîñêå, êàæ äóþ
ìèíóòó ëèáî óäâàèâàåòñÿ, ëèáî èç íåãî âû÷èòàåòñÿ åä èíèöà.
Ïîñëå íåñêîëüêèõ òàêèõ îïåðàöèé èç ÷èñëà 1 áûëî ïîë ó÷åíî
÷èñëî 2002. Äîêàæèòå, ÷òî â íåêîòîðûé ìîìåíò íà äîñ êå
áûëî çàïèñàíî ÷èñëî, ñîäåðæàùåå â ñâîåé çàïèñè öèôð ó 3.

2 [5]. Êîìïüþòåðíàÿ ïðîãðàììà ïðåîáðàçóåò íàáîð èç
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: êàæäîå ÷åò -
íîå ÷èñëî äåëèòñÿ íà äâà, à èç êàæäîãî íå÷åòíîãî ÷è ñëà
âû÷èòàåòñÿ åäèíèöà. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè íà÷àëüíûé íà áîð
ñîñòîÿë èç ïÿòè ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,  òî
ïîñëå äâóõ ïðåîáðàçîâàíèé â íåì ïîÿâÿòñÿ õîòÿ áû äâ à
ðàâíûõ ÷èñëà.

Îäíàêî âåðíåìñÿ ê äâîè÷íîé çàïèñè ÷èñëà n. Ïóñòü
1

1 1 02 2 ... 2q q
q qn b b b b-

-= × + × + + × + ,

ãäå 1qb = , {0,1}ib Î .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ( )n ql =  óìåíüøåííóþ íà 1 äëèíó
äâîè÷íîé çàïèñè ÷èñëà n, à ÷åðåç ( )nn  – ñóììó öèôð,
ò.å. êîëè÷åñòâî òåõ ÷èñåë ib , êîòîðûå ðàâíû 1. Ïîíÿò-

íî, ÷òî ( ) [ ]2logn q nl = = . Òåïåðü ìû ìîæåì ëåãêî
ïîëó÷èòü îòâåò ê çàäà÷å 2 äëÿ ëþáîãî ÷èñëà n, à èìåííî
ñ ó÷åòîì «ñäâèãà»:

( ) ( ) ( ) [ ] ( )2logt n n n n n= l + n = + n .

Êàê ìû îòìå÷àëè, çàäà÷à 4 îêàçàëàñü â îáùåì ñëó÷àå
«êðåïêèì îðåøêîì», è âîêðóã íåå îáðàçîâàëîñü ñåðü-
åçíîå ïîëå äëÿ èññëåäîâàíèé. Ìû ïðèâåäåì áåç äîêà-
çàòåëüñòâà íåñêîëüêî òåîðåì, êîòîðûå ïîêàçûâàþò, êà ê
ðàçâèâàëèñü è óñîâåðøåíñòâîâàëèñü áûñòðûå àëãîðèò-
ìû. Òåîðåìû è èõ äîêàçàòåëüñòâà, à òàêæå íåêîòîðûå
óïðàæíåíèÿ ìîæíî íàéòè â [7]. Äëÿ íà÷àëà âñå æå
ïîñìîòðèì íà íåñêîëüêî ÷àñòíûõ ïðèìåðîâ.

Åñëè ( ) 1nn = , òî n ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ äâîéêè. Ïî-
ñêîëüêó ( )l n  – ýòî ÷èñëî øàãîâ â ìèíèìàëüíîì àëãî-

ðèòìå, òî ( )2ql q= . Ýòî ðàâåíñòâî äîêàçûâàåòñÿ ïî
èíäóêöèè è ñ ó÷åòîì ñäâèãà ñîãëàñóåòñÿ ñ ïðèâåäåííû ì

ðàíåå ðàâåíñòâîì ( )2 1qt q= + . Åñëè ( ) 2nn = , ò.å. n
ÿâëÿåòñÿ ñóììîé äâóõ ðàçëè÷íûõ ñòåïåíåé äâîéêè, òî

( ) ( )2 2 1q rl n l q= + = +  äëÿ q > r .

Åñëè ( ) 3nn = , ò.å. n ÿâëÿåòñÿ ñóììîé òðåõ ðàçëè÷-
íûõ ñòåïåíåé äâîéêè, òî âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1. ( )q r pl 2 2 2 q 2+ + = +  äëÿ q > r > p .

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû íå ëåæèò íà ïîâåðõíî-
ñòè è òðåáóåò äåòàëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ âîçìîæíûõ
âàðèàíòîâ.

Èç ýòèõ ïðèìåðîâ íàãëÿäíî âèäíî, ÷òî áèíàðíûé
ìåòîä ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì, êîãäà ( ) 3nn £ . Áîëåå
òîãî, íåïîñðåäñòâåííîå ðàññìîòðåíèå ñâîéñòâ áèíàðíî -
ãî ìåòîäà ïîçâîëÿåò íàì ïîëó÷èòü îöåíêè íà ( )l n  äëÿ
îáùåãî ñëó÷àÿ. Ýòè îöåíêè ñôîðìóëèðîâàíû â ñëåäó-
þùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 2. Âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà ( )nl £
( ) ( ) ( )l n n n 1£ £ l + n - .

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2 âïîëíå ýëåìåíòàðíî, è ìû
îñòàâëÿåì åãî ÷èòàòåëÿì â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.

Óïðàæíåíèå 3.  Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî ( ) 2logl n n³  è
ïðèâåäèòå ïðèìåðû, êîãäà îíî îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî .

Ìû óæå âèäåëè, ÷òî ïðè ò = 15 áèíàðíûé ìåòîä íå
îïòèìàëåí. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî îí íå îïòèìàëåí
äëÿ ò = 23 èëè ò = 39 (â ýòèõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ

( ) 4nn = ). Èññëåäîâàíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè âîçðà-
ñòàíèè ÷èñëà ( )nn  êîëè÷åñòâî âîçìîæíûõ ñëó÷àåâ
ñóùåñòâåííî óâåëè÷èâàåòñÿ. Ýòî èëëþñòðèðóåò ñëåäó-
þùàÿ òåîðåìà, â êîòîðîé ðàññìîòðåí ñëó÷àé ( ) 4nn = ,
åùå ïîääàþùèéñÿ ðàçóìíîìó îïèñàíèþ.

Òåîðåìà 3  (Ä.Êíóò). Åñëè ( )n 4n ³ ,  òî
( ) ( )n 3 l nl + £  çà èñêëþ÷åíèåì ñëåäóþùèõ ÷åòûðåõ

ñëó÷àåâ a)–ã), äëÿ êîòîðûõ ( )q r p tl 2 2 2 2+ + + =
q 2= + , ãäå q > r > p > t:
à) q r p t- = -  (ïðèìåð: n = 15);
á) q r p t- = - + 1 (ïðèìåð: n = 23);
â) q r 3- = , p t- = 1 (ïðèìåð: n = 39);
ã) q r 5- = , r p p t- = - = 1 (ïðèìåð: n = 135).
Óëó÷øåíèå âåðõíåé îöåíêè, ïîëó÷åííîé â òåîðåìå 2,

äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò ðàññìîòðåíèÿ m-àðíîãî ìåòîäà. Ìû



âñêîëüçü óïîìèíàëè, ÷òî òàêîé àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ
«ìîäåðíèçàöèåé» áèíàðíîãî ìåòîäà.

Òåîðåìà 4 (À.Áðàóýð). Äëÿ âñåõ k 1³  âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî ( ) ( ) ( )( ) kl n 1 +1 k n 1 2£ l + + .

Óïðàæíåíèå 4. Èñïîëüçóÿ îöåíêè, ïîëó÷åííûå â òåîðåìàõ
2 è 4, äîêàæèòå, ÷òî

( )
2

1lim logn

l n

n®¥
= .

Åñëè ðàññìîòðåòü ìåòîä ìíîæèòåëåé, òî ìû ïîëó÷èì
ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 5  (Äå Æîíêèýð). Âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåí-
ñòâî ( ) ( ) ( )l nm l n l m£ + .

Íàäååìñÿ, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû íå ñîñòà-
âèò òðóäà äëÿ ÷èòàòåëåé. Îíî ñëåäóåò èç ïîñòðîåíèÿ
ðàçîáðàííîãî âûøå ïðèìåðà.

Åñëè âçÿòü ÷àñòíûé ñëó÷àé ïðåäûäóùåé òåîðåìû äëÿ

m = 2, òî íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ( ) ( )2 1l n l n£ + . À åñëè
íåìíîãî ïîêîïàòüñÿ ñ ÷èñëàìè, òî êàæåòñÿ, ÷òî çäåñü  íà
ñàìîì äåëå âûïîëíåíî ðàâåíñòâî, âåäü èíòóèòèâíî
ÿñíî, ÷òî áûñòðåå óäâîåíèÿ íè÷åãî áûòü íå ìîæåò. Òå ì
íå ìåíåå, ýòî íå òàê! Ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà, ÷òî

( ) ( )2l n l n= . Áîëåå òîãî, êàê íè ïàðàäîêñàëüíî, íî
ñîâñåì íåäàâíî (ñì. [8]) ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðîâ áûëî
âû÷èñëåíî, ÷òî äëÿ n = 375494703 âûïîëíåíî

( ) ( )34 2 35l n l n= < = . Ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ ÷èñåë n è

m, ÷òî ( ) ( )l nm l n< , âû ìîæåòå ïîïûòàòüñÿ ïðîâåðèòü
ñàìè, ðåøèâ óïðàæíåíèå 5.

Óïðàæíåíèÿ

5. Ïðîâåðüòå, ÷òî äëÿ ÷èñåë 
132 1

2731
3

n
+

= =  è m = 3

âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî ( ) ( )l nm l n< .
6. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû, ïîäòâåðæäàþùèå, ÷òî èíîãäà ìå-

òîä ìíîæèòåëåé ëó÷øå, ÷åì áèíàðíûé ìåòîä, à èíîãäà
íàîáîðîò. Ïîêàæèòå, ÷òî òàêèõ ïðèìåðîâ áåñêîíå÷íî ì íîãî.

Âîçìîæíîñòü ñêîìáèíèðîâàòü áèíàðíûé ìåòîä è ìå-
òîä ìíîæèòåëåé ïðèìåíÿåòñÿ â äîêàçàòåëüñòâå ñëåäóþ-
ùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 6  (Â.Õàíñåí). ( ) ( )ql 2 km q k+ £ + n +

( )m 1+ n - , åñëè ( ) ( )k m ql + l £ .
Ìû óïîìèíàëè åùå îá îäíîì ìåòîäå. Âèçóàëüíî

ýòîò ìåòîä îòëè÷àåòñÿ îò áèíàðíîãî ìåòîäà è ìåòîäà
ìíîæèòåëåé. Ñâÿçàíî ýòî ñ ïîñòðîåíèåì ãðàôîâ, ÿâ-
ëÿþùèõñÿ äåðåâüÿìè. Òåì íå ìåíåå, òàêèå ïîñòðîå-
íèÿ íåòðóäíî ïðîãðàììèðóþòñÿ. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî
ýòè äåðåâüÿ ïðèíîñÿò íåïëîõèå ïëîäû.

Ïîñòðîèì äåðåâî, îñíîâàííîå íà áèíàðíîì àëãîðèò-
ìå. Ïðèíöèï ïîñòðîåíèÿ ýòîãî äåðåâà îáúÿñíèì, êàê
è ðàíåå, «ñ êîíöà». Îòìåòèì ÷èñëàìè îò 1 äî n
ðàçëè÷íûå òî÷êè íà ïëîñêîñòè; îíè áóäóò âåðøèíàìè
ãðàôà. Òåïåðü âîçüìåì ëþáóþ òî÷êó k, k > 1, è
ñîåäèíèì åå ðåáðîì ñ òî÷êîé k – 1, åñëè k íå÷åòíîå,
è ñ òî÷êîé 2k , åñëè k ÷åòíîå. Â ðåçóëüòàòå òàêèõ
ïîñòðîåíèé ìû ïîëó÷àåì ãðàô, ÿâëÿþùèéñÿ äåðåâîì.
Íà ðèñóíêå 1 ïîêàçàíî äåðåâî äëÿ n = 32. Êðàñíûì
öâåòîì ìû ïîêàçàëè ïóòü íà äåðåâå, ñîîòâåòñòâóþ-

ùèé îäíîé èç ðàññìîòðåííûõ âûøå öåïî÷åê:

1 1 2 1 1 2 115 14 7 6 3 2- - -¾¾¾® ¾¾¾® ¾¾¾® ¾¾¾® ¾¾¾®

1 22 1¾¾¾® .

Ïîñòðîèì òàêæå äðóãîå äåðåâî íåìíîãî èíîé ôîðìû
(ðèñ.2). Ïîóðîâíåâûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ýòîãî äå-

ðåâà áóäåò ñëîæíåå. Ïåðâûé óðîâåíü íà÷èíàåòñÿ ñ 1.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû ïîñòðîèëè k-é óðîâåíü äåðåâà,
ïîñòðîèì òåïåðü ( k + 1)-é óðîâåíü. Áóäåì áðàòü
âåðøèíû ïî î÷åðåäè, íà÷èíàÿ ñ âåðøèíû ñ ñàìûì
áîëüøèì  íîìåðîì è äàëåå ïî óáûâàíèþ. Ïóñòü ìû
äîøëè ïî î÷åðåäè äî âåðøèíû ñ íîìåðîì m íà k-ì
óðîâíå, è ïðè ýòîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðøèí

1 2 1,..., , ,1km a a a-=  áóäåò îáîçíà÷àòü ïóòü îò íàøåé
âåðøèíû äî êîðíÿ äåðåâà (âåðøèíû ñ íîìåðîì 1).
Òåïåðü ñ ( )1k + -ãî óðîâíÿ ïðèñîåäèíèì ê âåðøèíå ñ
íîìåðîì m òîëüêî òå âåðøèíû ñ íîìåðàìè

1 2 12 ,..., , , 1km m a m a m a m-= + + + + , êîòîðûõ åùå íåò â
äåðåâå.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ýòî äåðåâî äàåò åùå îäèí
ìåòîä âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü. Çàìåòèì, ÷òî äëèíà öå-
ïî÷êè ïî ýòîìó àëãîðèòìó ñîâïàäàåò ñ äëèíîé öåïî÷-
êè, âû÷èñëåííîé áèíàðíûì ìåòîäîì. Ïîïðîáóéòå äî-
êàçàòü ýòî.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íåáîëüøèå èçìåíåíèÿ â ïîñòðîåíèè
äåðåâà ïðèâîäÿò ê ìåòîäó, êîòîðûé ðàáîòàåò áûñòðåå
áèíàðíîãî ìåòîäà è ìåòîäà ìíîæèòåëåé íà áîëüøîì
ìàññèâå ÷èñåë. Òàê, íàïðèìåð, ïåðâîå çíà÷åíèå, íà
êîòîðîì ìåòîä ìíîæèòåëåé áûñòðåå ìåòîäà äåðåâà
ñòåïåíåé, ýòî n = 19879. Ïîíÿòíî, ÷òî òàêèå âû÷èñëå-
íèÿ ìîãóò áûòü ïðîäåëàíû òîëüêî áëàãîäàðÿ êîìïüþ-
òåðàì.

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2
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Ñôîðìóëèðóåì àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ äåðåâà äëÿ ìå-

òîäà äåðåâà ñòåïåíåé.  Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ýòî äåðå-
âî êàê íàñòîÿùèå ìàòåìàòèêè, ò.å. ïåðåâåðíåì åãî
êîðíåì ââåðõ. Èòàê, êàê è ïðåæäå, ïåðâûé óðîâåíü
íà÷èíàåòñÿ ñ 1. Åñëè k-é óðîâåíü äåðåâà ïîñòðîåí, òî
áóäåì ñòðîèòü ( )1k + -é óðîâåíü äåðåâà. Âåðøèíû ñ k-
ãî óðîâíÿ áåðåì ïî î÷åðåäè, íà÷èíàÿ ñ âåðøèíû ñ
íàèìåíüøèì  íîìåðîì è äàëåå ïî âîçðàñòàíèþ íîìåðîâ.
Ïóñòü ìû äîøëè ïî î÷åðåäè äî âåðøèíû ñ íîìåðîì m
íà k-ì óðîâíå, è ïðè ýòîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðøèí

1 2 1,..., , ,1km a a a-=  áóäåò îáîçíà÷àòü ïóòü îò êîðíÿ
äåðåâà (âåðøèíû ñ íîìåðîì 1) äî íàøåé âåðøèíû.
Òåïåðü ñ ( )1k + -ãî óðîâíÿ ïðèñîåäèíèì ê âåðøèíå ñ
íîìåðîì m òîëüêî òå âåðøèíû ñ íîìåðàìè

1 2 12 ,..., , , 1km m a m a m a m-= + + + + , êîòîðûõ åùå íåò â
äåðåâå. Íà ðèñóíêå 3 ïîñòðîåíî äåðåâî ñòåïåíåé äî 7 -
ãî óðîâíÿ.

Íàëè÷èå òàêèõ ðàçíîîáðàçíûõ àëãîðèòìîâ è ïðèìå-
íåíèå êîìáèíèðîâàííûõ ìåòîäîâ ïîêà íå äàëî îêîí÷à-
òåëüíîãî ðåøåíèÿ ýòîé, êàçàëîñü áû ïðîñòîé, çàäà÷è.  È
äàæå â ÷àñòíîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò íåðåøåííàÿ ãèïîòå-
çà Øîëüöà–Áðàóýðà , óòâåðæäàþùàÿ, ÷òî

( ) ( )2 1 1nl n l n- £ - + .

Ïîñêîëüêó ÷èñëî 2 1n -  èìååò ìàêñèìàëüíîå êîëè÷å-
ñòâî åäèíèö â äâîè÷íîì ïðåäñòàâëåíèè, òî ýòîò ÷àñò-
íûé ñëó÷àé èíòåðåñåí òåì, ÷òî ÿâëÿåòñÿ íàèõóäøèì
ñëó÷àåì äëÿ áèíàðíîãî ìåòîäà. Âû÷èñëåíèÿ íà êîìïü-
þòåðàõ ïîêàçàëè, ÷òî äëÿ 1 64n£ £  èìååò ìåñòî ðàâåí-
ñòâî (ñì. [7]).

Ðàññìîòðåííûå âûøå àëãîðèòìû ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â íàãëÿäíûõ òåðìèíàõ àääèòèâíûõ öåïî÷åê. Îäíàêî
ìû íå áóäåì äåëàòü ýòîãî â ðàìêàõ ýòîé ñòàòüè.
Ïûòëèâûé ÷èòàòåëü íàéäåò èíôîðìàöèþ, îòíîñÿùóþ-
ñÿ ê àääèòèâíûì öåïî÷êàì, â ëèòåðàòóðå, ïðèâåäåííîé
íèæå (ñì. [7–10]).

Â íàøåì îáñóæäåíèè ìû ïðàêòè÷åñêè íå êîñíóëèñü
çàäà÷è 3. Äåëî â òîì, ÷òî â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ïðè
ïîñòðîåíèè îïòèìàëüíîãî àëãîðèòìà íàõîæäåíèÿ ñòå-
ïåíè ïðè ïîìîùè óìíîæåíèé è äåëåíèé ìîæíî ïîñòðî-
èòü àëãîðèòì, êîòîðûé ñïðàâëÿåòñÿ òîëüêî óìíîæåíè-
ÿìè çà òî æå ÷èñëî øàãîâ. Âûøå ìû ïîñòðîèëè ïðèìåð
áåç äåëåíèé äëÿ ïîëó÷åíèÿ 15x  çà 5 øàãîâ. Ïðåäëàãàåì
÷èòàòåëþ ïîñòðîèòü 12-øàãîâûé àëãîðèòì ïîëó÷åíèÿ

1000x  ñ ïîìîùüþ óìíîæåíèÿ è äåëåíèÿ è 12-øàãîâûé
àëãîðèòì ïîëó÷åíèÿ 1000x  òîëüêî ñ ïîìîùüþ óìíîæå-

íèÿ. Îöåíêà, ïðèâåäåííàÿ â ïóíêòå á) ýòîé çàäà÷è,
ãîðàçäî áîëåå ñëàáàÿ, ÷åì îöåíêà â òåîðåìå 4. Ñïðàâ åä-
ëèâîñòè ðàäè, ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ñóùåñòâóþò ïðèìå-
ðû, êîãäà ïðè ïîìîùè óìíîæåíèé è äåëåíèé âîçâåäå-
íèå â ñòåïåíü ïîëó÷àåòñÿ çà ìåíüøåå ÷èñëî øàãîâ, ÷å ì
êîãäà èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî óìíîæåíèÿ. Ýòî, íàïðè-
ìåð, óæå óïîìèíàâøååñÿ â ãèïîòåçå Øîëüöà–Áðàóýðà
÷èñëî 2 1n - . Ñ ïîìîùüþ óìíîæåíèé è äåëåíèé ïîëó-
÷èòü ÷èñëî ìîæíî íå áîëåå ÷åì çà n + 1 øàã.

Óïðàæíåíèÿ

7. Ïðèâåäèòå åùå ïðèìåðû, êîãäà ïðè ïîìîùè óìíîæåíèé
è äåëåíèé âîçâåäåíèå â ñòåïåíü ïîëó÷àåòñÿ çà ìåíüøå å ÷èñëî
øàãîâ, ÷åì êîãäà èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî óìíîæåíèÿ.

8 ([5], Í. Àãàõàíîâ). Íà äîñêå íàïèñàíû ìíîãî÷ëåíû x +
+ 1 è 2 1x + . Ðàçðåøàåòñÿ äîïèñûâàòü íà äîñêó ìíîãî÷ëåí f ,
ðàâíûé ñóììå, ðàçíîñòè èëè ïðîèçâåäåíèþ ëþáûõ äâóõ
ðàçëè÷íûõ èç íàïèñàííûõ ìíîãî÷ëåíîâ, åñëè ìíîãî÷ëåí  f  íå
áûë íàïèñàí íà äîñêå ðàíåå. Ìîæíî ëè íàïèñàòü íà äî ñêå
ìíîãî÷ëåí 2006 1x + ?

Îòâëå÷åìñÿ îò òåìû ñòåïåíåé è ïîñìîòðèì íà çàäà÷ó
5. Íà÷íåì ñ êîíöà, ò.å. ñ ïóíêòà á). Â ýòîì ìåñòå
÷èòàòåëü äîëæåí áûë áû âîñêëèêíóòü: «Áèíàðíûé
ìåòîä!» Ïðåäëàãàåì ÷èòàòåëþ ñïðàâèòüñÿ ñ ðåøåíèåì
ýòîãî ïóíêòà, à òî÷íåå, íàéòè ïîëíóþ àíàëîãèþ ñ
çàäà÷åé 1 ïðî ãèðüêó è ñàõàðíûé ïåñîê.

Ïóíêò a) ãîòîâèò íàì ñþðïðèç. Ìû, êîíå÷íî, ìîæåì
ïðèìåíèòü áèíàðíûé ìåòîä è ñáðîñèòü ñòåêëÿííûé
øàðèê ñ 50-ãî ýòàæà. È â ñëó÷àå åñëè îí ðàçîáüåòñÿ,  ò.å.
ïðè íåáëàãîïðèÿòíîì èñõîäå, ìû áóäåì âûíóæäåíû
ïðîâåñòè åùå 49 ïðîâåðîê. Ìû íå ìîæåì áîëüøå
ðèñêîâàòü îñòàâøèìñÿ øàðèêîì è ïðèìåíÿòü áèíàð-
íûé ìåòîä äàëüøå, ïîýòîìó ïðèäåòñÿ áðîñàòü îñòàâ-
øèéñÿ øàðèê ñ 1-ãî ýòàæà, ñî 2-ãî è òàê äàëåå –
âîçìîæíî, äî 49-ãî ýòàæà. Âûõîäèò, ïðè ñàìîì íåáëà-
ãîïðèÿòíîì èñõîäå ìû âûíóæäåíû çàòðàòèòü 50 ïîïû-
òîê. Åñòåñòâåííî, âîçíèêàþò ïîäîçðåíèÿ â îïòèìàëüíî -
ñòè òàêîãî àëãîðèòìà.

Ëþáèòåëü äåñÿòè÷íîé ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ ïðåäëîæèò
ñáðàñûâàòü ïåðâûé øàðèê ñ 10-ãî, 20-ãî, …, 90-ãî,
100-ãî ýòàæåé, à âòîðûì øàðèêîì ïðîâåðÿòü îñòàâøèé-
ñÿ èíòåðâàë â äåâÿòü ýòàæåé. Òàêîé àëãîðèòì â ñàìîì
íåáëàãîïðèÿòíîì ñëó÷àå ñïðàâèòñÿ ñ ïîñòàâëåííîé
çàäà÷åé óæå çà 19 ïîïûòîê. È õîòÿ ïîëó÷èëñÿ íå
îïòèìàëüíûé àëãîðèòì, íî ñòàëî ïîíÿòíî, ÷òî íåîáõî-
äèìî äåëàòü.

Íà ñàìîì äåëå, îòâåò äëÿ çäàíèÿ â 100 ýòàæåé – 14
ïîïûòîê. Ïðåäîñòàâèì ÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå óïðàæíå-
íèÿ íàéòè ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýòà-
æåé. Îñòàåòñÿ ñäåëàòü íåáîëüøóþ ðåìàðêó: îòâåò,
êîòîðûé ïîëó÷èëñÿ äëÿ çäàíèÿ â 100 ýòàæåé, ïîäîéäåò
è äëÿ çäàíèé âûñîòîé â 101–105 ýòàæåé.

Âàðüèðóÿ ÷èñëî ýòàæåé, ÷èñëî øàðèêîâ è äàæå ÷èñëî
ïîïûòîê, ìû ïîëó÷èì õîðîøóþ çàäà÷ó äëÿ èññëåäîâà-
íèÿ, ÿâëÿþùóþñÿ îáîáùåíèåì çàäà÷è 5.

Óïðàæíåíèÿ

9. Åñòü B îäèíàêîâûõ ñòåêëÿííûõ øàðèêîâ è íåáîñêðåá.
Âû ìîæåòå áðîñàòü øàðèê ñ ðàçíûõ ýòàæåé íåáîñêðåáà,
÷òîáû âûÿñíèòü, íà÷èíàÿ ñ êàêîãî ýòàæà øàðèê íà÷èíà åò
ðàçáèâàòüñÿ îò ïàäåíèÿ (íàïðèìåð, íà÷èíàÿ ñ ïÿòîãî óæå
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ðàçáèâàåòñÿ, à ñ ÷åòâåðòîãî – åùå íåò). Â öåëÿõ ýêî íîìèè
ñðåäñòâ âàì çàðàíåå óñòàíîâëåíî ïîñòîÿííîå ÷èñëî T òàêèõ
òåñòîâ. Óêàæèòå îïòèìàëüíûé àëãîðèòì ïðîâåðêè è íàé äèòå
ìàêñèìàëüíûé íîìåð ýòàæà íåáîñêðåáà, êîòîðûé ìîæíî
íàâåðíÿêà ïðîâåðèòü.

10 ([6], Ñ.Òîêàðåâ). Ìèøåíü «áåãóùèé êàáàí» íàõîäèòñÿ
â îäíîì èç n îêîøåê, ðàñïîëîæåííûõ â ðÿä. Îêîøêè
çàêðûòû çàíàâåñêàìè òàê, ÷òî äëÿ ñòðåëêà ìèøåíü âñå  âðåìÿ
îñòàåòñÿ íåâèäèìîé. ×òîáû ïîðàçèòü ìèøåíü, äîñòàòî÷íî
âûñòðåëèòü â îêîøêî, â êîòîðîì îíà â ìîìåíò âûñòðåëà
íàõîäèòñÿ. Åñëè ìèøåíü íàõîäèòñÿ íå â ñàìîì ïðàâîì
îêîøêå, òî ñðàçó ïîñëå âûñòðåëà îíà ïåðåìåùàåòñÿ íà îäíî
îêîøêî âïðàâî; èç ñàìîãî ïðàâîãî îêîøêà ìèøåíü íèêó äà íå
ïåðåìåùàåòñÿ. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî âûñòðåëîâ íóæí î
ñäåëàòü, ÷òîáû íàâåðíÿêà ïîðàçèòü ìèøåíü?

×òî äåëàåò çàäà÷à 6 âî âñåé ýòîé èñòîðèè, íå ñîâñåì
ïîíÿòíî. Òåì íå ìåíåå, ôîðìóëèðîâêà âîïðîñà «Êàê
íàäî äåéñòâîâàòü, ÷òîáû íàâåðíÿêà íàéòè òðè êàðòî÷-
êè, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ óêàçàííîå óñëîâèå?»
ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî ìû äîëæíû óêàçàòü íåêîòîðûé
àëãîðèòì äåéñòâèé, êîòîðûé ïðèâåäåò çà íåêîòîðîå
êîëè÷åñòâî øàãîâ (íå áîëåå 10 øàãîâ â ïóíêòå à) è í å
áîëåå 12 øàãîâ â ïóíêòå á) ê òðåáóåìîìó ðåçóëüòàòó.

Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî ÷èñëà 76 è 199, îïðåäåëÿþùèå
êîëè÷åñòâî êàðòî÷åê è äåðåâüåâ, áûëè ïîäîáðàíû íå
ñëó÷àéíî. Àâòîð çàäà÷è ïîñòðîèë ñîîòâåòñòâóþùèé
àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ òðîéêè ïðåäìåòîâ ñ òðåáóåìîé
óïîðÿäî÷åííîñòüþ. Òåì íå ìåíåå, ýòè ÷èñëà çàíèæåíû.
Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî äàæå â ñëó÷àå, êîãäà 89 êàðòî÷åê
ðàñïîëîæåíû ïî êðóãó, ìû ñìîæåì íàéòè íå áîëåå ÷åì
çà 10 øàãîâ òðè èäóùèå ïîäðÿä êàðòî÷êè, óäîâëåòâîðÿ -
þùèå óñëîâèÿì. Àíàëîãè÷íî äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ïî
êðóãó ñòîÿò 233 äåðåâà: íå áîëåå ÷åì çà 12 øàãîâ íà ì
óäàñòñÿ íàéòè äåðåâî, ñòàðøåå ñâîèõ ñîñåäåé. ×èòà-
òåëü, çíàêîìûé ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Ôèáîíà÷÷è,
ìîæåò îïðåäåëèòü, ÷òî 89 – ýòî îäèííàäöàòûé ÷ëåí
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ôèáîíà÷÷è, à 233 – ýòî òðèíàäöà-
òûé ÷ëåí ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïóñòü mF  îáîçíà-
÷àåò m-é ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ôèáîíà÷÷è, ãäå

2 1m m mF F F+ += + , 1 2 1F F= = . Âîò íåñêîëüêî íà÷àëü-
íûõ ÷ëåíîâ ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13,
21, 34, 55, 89, 144, 233, … Òåïåðü âèäíî, ÷òî 76 =

8 10 1121 55 89F F F= + = + < =  è 199 = 55 + 144 =

10 12 13 233F F F= + < = .
Îáîçíà÷èì ÷åðåç ( )h n  ìèíèìàëüíîå ÷èñëî øàãîâ

àëãîðèòìà, êîòîðîå íåîáõîäèìî, ÷òîáû íàâåðíÿêà (â
ñàìîé íåáëàãîïðèÿòíîé ñèòóàöèè) íàéòè òðè ðÿäîì
ðàñïîëîæåííûõ ïðåäìåòà (êàðòî÷åê èëè äåðåâüåâ),
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì çàäà÷è 6. ×òîáû ñðàçó
äîêàçàòü ñôîðìóëèðîâàííûå â ïðåäûäóùåì àáçàöå
óòâåðæäåíèÿ, ðåøèì ñëåäóþùåå óïðàæíåíèå.

Óïðàæíåíèå 11.  Ïî êðóãó ðàñòóò mn F=  äåðåâüåâ ðàçíîãî
âîçðàñòà, 3n ³ . Çà îäèí øàã ðàçðåøàåòñÿ óçíàòü âîçðàñò
îäíîãî äåðåâà. Ïîñòðîéòå àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé íàõî äèòü
äåðåâî, êîòîðîå ñòàðøå îáîèõ ñâîèõ ñîñåäåé (ñëåâà è ñïðà-
âà), íå áîëåå ÷åì çà m – 1 øàãîâ. Äðóãèìè ñëîâàìè,
äîêàæèòå, ÷òî ( ) 1mh F m£ - .

Îáñóäèì äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óïðàæíåíèÿ. Ïðåäñòà-
âèì äåðåâüÿ òî÷êàìè, ðàñïîëîæåííûìè íà îêðóæíîñòè
äëèíû mn F=  â âåðøèíàõ íåêîòîðîãî ïðàâèëüíîãî n-

óãîëüíèêà. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî äëèíà äóãè ìåæäó
ñîñåäíèìè òî÷êàìè ðàâíà 1. Óçíàâ âîçðàñò äåðåâà,
áóäåì ïîìå÷àòü ñîîòâåòñòâóþùóþ òî÷êó ÷èñëîì.

Òåïåðü ïîïûòàåìñÿ èçáàâèòüñÿ îò îêðóæíîñòè. Íà
ïåðâîì øàãå óçíàåì âîçðàñò ëþáîãî äåðåâà è îòìåòèì
ñîîòâåòñòâóþùóþ òî÷êó îêðóæíîñòè ýòèì ÷èñëîì. Îáî-
çíà÷èì ýòî ÷èñëî ÷åðåç a. Íà âòîðîì øàãå îò òî÷êè,
ïîìå÷åííîé ÷èñëîì a, ïðîéäåì ïî îêðóæíîñòè ïî
÷àñîâîé ñòðåëêå 3  ðàññòîÿíèå 1mF - . Ìû ïîïàäåì â
òî÷êó, ñîîòâåòñòâóþùóþ íåêîòîðîìó äåðåâó, è óçíàåì
åãî âîçðàñò. Ïîìåòèì ýòó òî÷êó ÷èñëîì b. Äðóãèìè
ñëîâàìè, äëèíà äóãè ìåæäó òî÷êîé, ïîìå÷åííîé ÷èñ-
ëîì a, è òî÷êîé, ïîìå÷åííîé ÷èñëîì b, ðàâíà 1mF - . Â
òî÷êå ñ ìåíüøèì çíà÷åíèåì ðàçðåæåì îêðóæíîñòü è
âûïðÿìèì åå â îòðåçîê äëèíû mF . Îêðóæíîñòü èñ÷åç-
ëà! È ìû ìîæåì ïðîèçâîäèòü íàøè ïîñòðîåíèÿ íà
îòðåçêå öåëî÷èñëåííîé ïðÿìîé.

Íå òåðÿÿ îáùíîñòè, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî a < b . Òàêèì
îáðàçîì, ìû ïðîâîäèì ðàçðåçàíèå îêðóæíîñòè â òî÷êå,
ïîìå÷åííîé ÷èñëîì a. Ïîëó÷àåì îòðåçîê ñ ðàñïîëîæåí-
íûìè íà íåì òî÷êàìè (äåðåâüÿìè) ÷åðåç ðàâíûå ðàññòî -
ÿíèÿ äëèíû 1. Êîíöû îòðåçêà ïîìå÷åíû îäèíàêîâûìè
÷èñëàìè, è îäíà èç òî÷åê âíóòðè îòðåçêà ïîìå÷åíà
÷èñëîì áîëüøèì, ÷åì ÷èñëà íà êîíöàõ îòðåçêà. Ðàññòî -
ÿíèå îò ïîìå÷åííîé òî÷êè äî îäíîãî êîíöà îòðåçêà
ðàâíî 1mF - , à ðàññòîÿíèå äî äðóãîãî êîíöà îòðåçêà
ðàâíî 2 1m m mF F F- -= - .

Òåïåðü íåòðóäíî ïðîâåñòè èíäóêöèîííûå ïîñòðîå-
íèÿ.

Ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè.
Ðàññìîòðèì öåëî÷èñëåííûé îòðåçîê äëèíû kF  ñî

ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
1) êîíöû îòðåçêà ïîìå÷åíû ÷èñëàìè x, y;
2) âíóòðè îòðåçêà åñòü òî÷êà, ïîìå÷åííàÿ ÷èñëîì z,

ïðè ýòîì x < z, y < z;
3) ðàññòîÿíèå îò òî÷êè, ïîìå÷åííîé z, äî îäíîãî

êîíöà îòðåçêà ðàâíî 1kF - , à äî äðóãîãî êîíöà îòðåçêà
ðàâíî 2 1k k kF F F- -= - .

Òîãäà ìîæíî íàéòè äåðåâî, ñòàðøåå îáîèõ ñâîèõ
ñîñåäåé, è ñîîòâåòñòâåííî ïîìå÷åííóþ òî÷êó, çíà÷åíè å
êîòîðîé áîëüøå, ÷åì çíà÷åíèÿ ñîñåäíèõ òî÷åê, íå áîë åå
÷åì çà k – 3 øàãà. (Ñ ó÷åòîì äâóõ ïåðâûõ øàãîâ äëÿ
ðàçðåçàíèÿ, îáùåå ÷èñëî øàãîâ äëÿ îêðóæíîñòè ñîñòà-
âèò k – 1 = k – 3 + 2.)

Îñíîâàíèå èíäóêöèè  äëÿ 43n F= =  âûïîëíåíî. Äåé-
ñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå îñòàåòñÿ ñäåëàòü îäèí øàã ,
óçíàâ çíà÷åíèå îñòàâøåéñÿ íà îòðåçêå òî÷êè w (ðèñ.4),
ïðè ýòîì åñëè w < z , òî
èñêîìîé áóäåò òî÷êà z,
åñëè w > z , òî èñêîìîé
áóäåò òî÷êà w.

Äîïóñòèì òåïåðü,
÷òî èíäóêöèîííîå
ïðåäïîëîæåíèå âûïîëíåíî äëÿ ñëó÷àÿ k = m – 1, ò.å.
÷òîáû îòûñêàòü òðåáóåìîå äåðåâî íà îòðåçêå ñ çàäàí-
íûìè ñâîéñòâàìè äëèíû 1mF - , íàì íóæíî íå áîëåå m
– 4 øàãîâ. Äîêàæåì, ÷òî èíäóêöèîííîå ïðåäïîëîæå-
íèå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ k = m . Ìû èìååì ñèòóàöèþ,

3 Ýòî íàïðàâëåíèå âûáðàíî äëÿ îïðåäåëåííîñòè.
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êîòîðàÿ èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 5. Çà îäèí øàã ìû
ïðîâåðÿåì âîçðàñò äåðåâà è ïîìå÷àåì ÷èñëîì w òî÷-
êó, ðàçáèâàþùóþ îòðåçîê AC äëèíû 1mF -  íà ÷àñòè

äëèíû 2mF -  è 3 1 2m m mF F F- - -= - . Åñëè w < z , òî
îòðåçîê DB  èìååò äëèíó 1mF -  è äëÿ íåãî âûïîëíåíî
èíäóêöèîííîå ïðåäïîëîæåíèå. Åñëè w > z , òî èíäóê-
öèîííîå ïðåäïîëîæåíèå âûïîëíåíî äëÿ îòðåçêà AC,
òàêæå èìåþùåãî äëèíó 1mF - . Ïðè ýòîì ìû çàòðà÷è-
âàåì íå áîëåå m – 3 = m – 4 + 1 øàãîâ.

Èòàê, ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè íàøå óò-
âåðæäåíèå äîêàçàíî.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñ ó÷åòîì äâóõ ïåðâûõ øàãîâ äëÿ
ðàçðåçàíèÿ îêðóæíîñòè, îáùåå ÷èñëî øàãîâ äëÿ îïðå-
äåëåíèÿ äåðåâà, ñòàðøåãî ñâîèõ ñîñåäåé, ñîñòàâèò íå
áîëåå m – 1 = m – 3 + 2 øàãîâ.

Óïðàæíåíèå  12. Ïîñòðîéòå àëãîðèòì, êîòîðûé íàõîäèò
äåðåâî, ñòàðøåå ñâîèõ ñîñåäåé, äëÿ ëþáîãî n, óäîâëåòâîðÿ-
þùåãî óñëîâèÿì 1m mF n F- < £ , íå áîëåå ÷åì çà m – 1 øàã.
Äðóãèìè ñëîâàìè, äîêàæèòå, ÷òî ( ) 1h n m£ - .

Êàê âèäíî èç ïðèâåäåííûõ âûøå ïîñòðîåíèé, íàì
óäàëîñü ïîëó÷èòü îöåíêó ñâåðõó íà ìèíèìàëüíîå ÷èñëî
øàãîâ àëãîðèòìà ( )h n . Ïî âñåé âèäèìîñòè, åñëè

1m mF n F- < £ , òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî ( ) 1h n m= - .
Òåì íå ìåíåå, â íàñòîÿùèé ìîìåíò àâòîðàì ñòàòüè
íåèçâåñòíî äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà.

Êîíå÷íî, êðîìå àëãîðèòìà, îñíîâàííîãî íà ÷èñëàõ
Ôèáîíà÷÷è, ìû ìîæåì ïðåäëîæèòü è äðóãèå àëãîðèò-
ìû äëÿ íàõîæäåíèÿ äåðåâà, êîòîðîå ñòàðøå îáîèõ
ñâîèõ ñîñåäåé.

Åùå ðàç ïîñìîòðèì íà îáùèå ïðèíöèïû ïîñòðîåíèÿ
òàêèõ àëãîðèòìîâ.

Êàê è ðàíåå, íà ïåðâûõ äâóõ øàãàõ ìû óçíàåì
âîçðàñò äâóõ íåêîòîðûõ äåðåâüåâ è ïîìå÷àåì ñîîòâåò-
ñòâóþùèå òî÷êè îêðóæíîñòè ÷èñëàìè. Çàòåì ïðîâîäèì
îïåðàöèþ ðàçðåçàíèÿ îêðóæíîñòè â òî÷êå ñ ìåíüøèì
çíà÷åíèåì è âûïðÿìëÿåì îêðóæíîñòü â îòðåçîê.

Ïóñòü íà êàêîì-òî øàãå ó íàñ ïîëó÷èëñÿ îòðåçîê ñî
ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

– êîíöû îòðåçêà ïîìå÷åíû ÷èñëàìè a, b;
– âíóòðè îòðåçêà åñòü òî÷êà, ïîìå÷åííàÿ ÷èñëîì c,

ïðè ýòîì a < c , b < c .
Åñëè íà ñëåäóþùåì øàãå íàì óäàñòñÿ íàéòè (ïîñòðî-

èòü) îòðåçîê ñ àíàëîãè÷íûìè ñâîéñòâàìè, íî ìåíüøåé
äëèíû, òî ïîíÿòíî, ÷òî ÷åðåç êîíå÷íîå ÷èñëî òàêèõ
øàãîâ ýòîò ïðîöåññ çàâåðøèòñÿ ïîñòðîåíèåì îòðåçêà
äëèíû 2 è íàõîæäåíèåì òðåõ òî÷åê (äåðåâüåâ), óäîâ-
ëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ çàäà÷è.

Îñòàåòñÿ âûïîëíèòü ýòîò øàã. Åñëè äëèíà îòðåçêà
[a;b] áîëüøå 2, òî âîçüìåì îäèí èç îòðåçêîâ [ a;c] èëè
[c;b], óçíàåì âîçðàñò äåðåâà è ïîìåòèì íåêîòîðóþ
òî÷êó ýòèì ÷èñëîì d. Íå òåðÿÿ îáùíîñòè, ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî ýòà òî÷êà ëåæèò íà îòðåçêå [ a;c]. Åñëè d < c ,

òî îòðåçîê [ d;b] ñ ïîìå÷åííîé òî÷êîé c èìååò ìåíüøóþ
äëèíó è îáëàäàåò íåîáõîäèìûìè ñâîéñòâàìè. Åñëè
d > c , òî íåîáõîäèìûìè ñâîéñòâàìè îáëàäàåò îòðåçîê
[a;c] ñ ïîìå÷åííîé òî÷êîé d.

Ïðè òàêîì ïîñòðîåíèè ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü óæå
óïîìèíàâøèéñÿ áèíàðíûé àëãîðèòì. È õîòÿ íàì íå
âñåãäà óäàñòñÿ âûáèðàòü î÷åðåäíóþ òî÷êó ðîâíî ïîñå-
ðåäèíå îòðåçêà, â ñèëó òîãî ÷òî äåðåâüÿ ðàñïîëîæåíû
â öåëî÷èñëåííûõ òî÷êàõ îòðåçêà, ìû ìîæåì âûáèðàòü
ýòó òî÷êó êàê ìîæíî áëèæå ê åãî ñåðåäèíå. Ìû ìîæåì
ïîëó÷èòü è äðóãèå ïðîïîðöèîíàëüíûå àëãîðèòìû, åñëè
áóäåì äåëèòü îòðåçîê íå ïîïîëàì, à ïðèäåðæèâàòüñÿ
êàêîé-òî ïðîïîðöèè. Òàê êàêîé æå èç ýòèõ àëãîðèòìîâ
ñàìûé áûñòðûé? Ïîäðîáíûé îòâåò íà ýòîò âîïðîñ íàì
íåèçâåñòåí.

Íàøè äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ íå áóäóò ñòðîãèì
äîêàçàòåëüñòâîì, à áóäóò ïðåäñòàâëÿòü íåêîòîðóþ ïðè -
áëèçèòåëüíóþ ñõåìó èññëåäîâàíèÿ ýòîãî âîïðîñà. Ïî-
ïûòàåìñÿ îöåíèòü ñêîðîñòü äåéñòâèÿ àëãîðèòìîâ ïðè
ñàìûõ íåáëàãîïðèÿòíûõ óñëîâèÿõ. Îòêóäà çäåñü âîç-
íèêëè íåáëàãîïðèÿòíûå óñëîâèÿ? Äåëî â òîì, ÷òî ïðè
òàêèõ ïîñòðîåíèÿõ, â çàâèñèìîñòè îò ðàñïîëîæåíèÿ
òî÷êè d, äëèíû îòðåçêîâ [ a;c] è [ d;b] ìîãóò áûòü
ðàçíûìè è ïîýòîìó ñêîðîñòü äîñòèæåíèÿ íàøåé öåëè
òàêæå ìîæåò âàðüèðîâàòüñÿ. Ïîíÿòíî, ÷òî çäåñü èìååò -
ñÿ îïðåäåëåííîå ñõîäñòâî ñ çàäà÷åé 5.

Ïîñìîòðèì íà íåñêîëüêî øàãîâ äåéñòâèÿ áèíàðíîãî
àëãîðèòìà è àëãîðèòìà ñ êîýôôèöèåíòîì ïðîïîðöèè k
(ðèñ.6). Ïóñòü äëèíà èñõîäíîãî îòðåçêà ðàâíà l . Äëÿ
ïîñòðîåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíîãî àëãîðèòìà âîçüìåì

k > 1 – k; ïðè ýòîì äîëæíî âûïîëíÿòñÿ íåðàâåíñòâî
( ) ( )1 1kl k k l k l£ - + - . Òàêèå ïîñòðîåíèÿ âîçìîæíû,

åñëè 
1 5 1
2 2

k
-

< £ .

Êàæåòñÿ, ÷òî ïîñëå ïåðâîãî øàãà áèíàðíûé àëãîðèòì
äåéñòâóåò áûñòðåå, îäíàêî ïîñìîòðèì, ÷òî ïðîèñõîäèò
ïîñëå äâóõ øàãîâ. Ïîñëå äâóõ øàãîâ áèíàðíûé àëãî-
ðèòì äàåò îòðåçîê äëèíû 2 4 4l l l= + . Ïðîïîðöèî-
íàëüíûé àëãîðèòì ïîñëå äâóõ øàãîâ äàåò îòðåçîê
äëèíû ( ) ( ) ( )21 1 1k l k k l k l- = - + - . Çàìåòèì, ÷òî

5 1
1

2 2
l

l
æ ö-

- <ç ÷
è ø

. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè çíà÷åíèÿõ k,

áëèçêèõ ê 
5 1
2
-

, ïðîïîðöèîíàëüíûé àëãîðèòì áóäåò

äåéñòâîâàòü áûñòðåå áèíàðíîãî àëãîðèòìà. Ïðè÷åì
ñàìûì áûñòðûì áûë áû ïðîïîðöèîíàëüíûé àëãîðèòì
çîëîòîãî ñå÷åíèÿ. Èçâåñòíî, ÷òî íàèëó÷øåå ðàöèîíàëü -
íîå ïðèáëèæåíèå ê çîëîòîìó ñå÷åíèþ äîñòèãàåòñÿ ïðè
ïîìîùè äðîáåé, ÷èñëèòåëè è çíàìåíàòåëè êîòîðûõ
ÿâëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè ÷èñëàìè Ôèáîíà÷÷è. Åñëè
â ïðèâåäåííûõ ðàññóæäåíèÿõ ìû ñäåëàåì ïîïðàâêè íà
òî, ÷òî èìååì äåëî ñ öåëî÷èñëåííûìè òî÷êàìè, òî
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ðàññìîòðåííûé âûøå àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà ÷èñëàõ
Ôèáîíà÷÷è, âûãëÿäèò âïîëíå çàêîíîìåðíî. Ïîâòîðèì,
÷òî ïðèâåäåííûå âûøå ïîñòðîåíèÿ ñ çîëîòûì ñå÷åíèåì
è ÷èñëàìè Ôèáîíà÷÷è ÿâëÿþòñÿ òîëüêî íåêîòîðîé
ñõåìîé ðàññóæäåíèé è íèêàê íå ïðåòåíäóþò íà ñòðî-
ãîñòü.

Êîíå÷íî, äëÿ íåáîëüøèõ çíà÷åíèé n ìîæíî íàïèñàòü
ñîîòâåòñòâóþùóþ êîìïüþòåðíóþ ïðîãðàììó, êîòîðàÿ
ñ ïîìîùüþ ïåðåáîðà âàðèàíòîâ ïîäòâåðäèò èëè îïðî-
âåðãíåò ðàâåíñòâî ( ) 1h n m= -  ïðè 1m mF n F- < £ .

Óïðàæíåíèÿ

13. Ïðîâåðüòå, ÷òî äëÿ n = 8 áèíàðíûé àëãîðèòì ïðèâîäèò
ê öåëè çà 6 øàãîâ (íåîáõîäèìà ïðîâåðêà âîçðàñòà 6 ä åðåâü-
åâ), â òî âðåìÿ êàê àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà ÷èñëàõ Ôèáî-
íà÷÷è, ïðèâîäèò ê öåëè çà 5 øàãîâ. Äîêàæèòå, ÷òî ïð è
íåáëàãîïðèÿòíîé ñèòóàöèè çíàíèå âîçðàñòà 4 äåðåâüåâ  íåäî-
ñòàòî÷íî.

14. Ó ñêîëüêèõ äåðåâüåâ íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü âîçðàñò
(ñêîëüêî íóæíî øàãîâ) ïî áèíàðíîìó àëãîðèòìó äëÿ 2mn = ?

15 ([6], Ì.Îñòðîâñêèé). Çàãàäàíî ÷èñëî îò 1 äî 144.
Ðàçðåøàåòñÿ âûäåëèòü îäíî ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà ÷è ñåë
îò 1 äî 144 è ñïðîñèòü, ïðèíàäëåæèò ëè åìó çàãàäàíí îå
÷èñëî. Çà îòâåò «äà» íàäî çàïëàòèòü 2 ðóáëÿ, çà îòâ åò «íåò»
– 1 ðóáëü. Êàêàÿ íàèìåíüøàÿ ñóììà äåíåã íåîáõîäèìà äëÿ
òîãî, ÷òîáû íàâåðíÿêà óãàäàòü ÷èñëî? (Ñàìî ÷èñëî íó æíî
íàçâàòü, ò.å. 2 ðóáëÿ â ëþáîì ñëó÷àå ïðèäåòñÿ çàïëà òèòü.)

Çàäà÷è äëÿ èññëåäîâàíèÿ
Ìû ðàññìàòðèâàëè àëãîðèòìû, ñâÿçàííûå ñ ÷èñëîâû-

ìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè. Îäíàêî íà ñîâðåìåííûõ
êîìïüþòåðàõ óñòàíàâëèâàþò è ãðàôè÷åñêèå ðåäàêòî-
ðû. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðåäëàãàåì âàì íîâûå çàäà÷è.

Çàäà÷à 7. Çàäà÷à î ãðàôè÷åñêîì ðåäàêòîðå
Ãðàôè÷åñêèé ðåäàêòîð íà ïëîñêîñòè ìîæåò âûïîë-

íÿòü îïåðàöèè êîïèðîâàíèÿ ñëåäóþùåãî âèäà: 1) cêî-
ïèðîâàòü è îäíîâðåìåííî îòðàçèòü ôèãóðó îòíîñèòåëü-
íî êàêîé-òî âûáðàííîé îñè. 2) cêîïèðîâàòü òåêóùóþ
ôèãóðó èëè ôèãóðó èç ïàìÿòè è ïàðàëëåëüíî åå
ñäâèíóòü. Ïðè òàêèõ îïåðàöèÿõ ñòàðàÿ ôèãóðà îñòàåòñ ÿ
íà ìåñòå. Ïîëó÷åííûå ôèãóðû íà ïëîñêîñòè ìîæíî
ñîõðàíèòü â ïàìÿòè êîìïüþòåðà. Çà êàêîå ìèíèìàëüíîå
÷èñëî îïåðàöèé êîïèðîâàíèÿ èç èñõîäíîé ôèãóðû
ìîæíî ïîëó÷èòü çàäàííóþ, åñëè:

à) èñõîäíàÿ ôèãóðà – êâàäðàò 1 ´ 1, çàäàííàÿ ôèãóðà
– êâàäðàò n n´ ;

á) èñõîäíàÿ ôèãóðà – êâàäðàò 1 ´ 1, çàäàííàÿ ôèãóðà
– ïðÿìîóãîëüíèê n m´ ?

â) èñõîäíàÿ ôèãóðà – ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê
ñî ñòîðîíîé 1, çàäàííàÿ ôèãóðà – òðåóãîëüíèê ñ äëèí îé
ñòîðîíû n;

ã) Èññëåäóéòå ñëó÷àé, êîãäà èñõîäíàÿ ôèãóðà –
ïðàâèëüíûé øåñòèóãîëüíèê ñî ñòîðîíîé 1.

Íàïðèìåð, èç êâàäðàòà 1 1´  êâàäðàò 2 2´  ìîæíî
ïîëó÷èòü çà äâå îïåðàöèè òàê: ñíà÷àëà ñ ïîìîùüþ
ñèììåòðèè èëè ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà ïîëó÷àåì äî-
ìèíîøêó 1 2´ , çàòåì, àíàëîãè÷íî, ëèáî ïàðàëëåëüíûì
ïåðåíîñîì, ëèáî ñèììåòðèåé îòíîñèòåëüíî äëèííîé
ñòîðîíû ïîëó÷àåì êâàäðàò 2 2´ .

Ïîïðîáóéòå èññëåäîâàòü ñëó÷àé, êîãäà ðàçðåøåíà
òîëüêî îïåðàöèÿ 1), à îïåðàöèÿ 2) íåäîñòóïíà.

Â ñëó÷àå, êîãäà èñõîäíàÿ ôèãóðà ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì

1 1´ , ìû ìîæåì ïðèìåíèòü ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå
äëÿ çàäà÷ 1–4.

Óïðàæíåíèå 16. Ðåøèòå çàäà÷è 7 a), á) äëÿ èñõîäíîé
ôèãóðû – êâàäðàòà 1 1´ .

Ñëó÷àè òðåóãîëüíèêà è øåñòèóãîëüíèêà ÿâëÿþòñÿ
áîëåå ñëîæíûìè, è ìû îñòàâëÿåì èõ äëÿ èññëåäîâàíèÿ.

Â ñëåäóþùåé çàäà÷å ìû ïðåäëàãàåì çàìåíèòü óäâîå-
íèå óìíîæåíèåì íà êàêîå-òî çàäàííîå ÷èñëî ð. Êàêîé
àëãîðèòì áóäåò áûñòðåå: ð-àðíûé, ìåòîä ìíîæèòåëåé
èëè ìåòîä äåðåâà ñòåïåíåé? Îòâåò íà ýòó çàäà÷ó
àâòîðàì íåèçâåñòåí.

Çàäà÷à 8. à) Ó Ïåòè è Âàñè åñòü êàëüêóëÿòîðû ñ
äâóìÿ îïåðàöèÿìè. Ïåòèí êàëüêóëÿòîð óìååò:

góìíîæèòü ÷èñëî íà íàòóðàëüíîå ÷èñëî ð;
góâåëè÷èòü ÷èñëî íà 1.

Âàñèí êàëüêóëÿòîð óìååò:
góìíîæèòü ÷èñëî íà íàòóðàëüíîå ÷èñëî q;
góâåëè÷èòü ÷èñëî íà 1.

Èçâåñòíî, ÷òî p è q âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà, ïðè ýòîì
1 < p < q . Â íà÷àëüíûé ìîìåíò íà îáîèõ êàëüêóëÿòîðàõ
íóëè. Ìîæíî ëè óêàçàòü âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà,
êîòîðûå Ïåòÿ ìîæåò ïîñ÷èòàòü çà ìåíüøåå ÷èñëî
îïåðàöèé, ÷åì Âàñÿ?

á) Èññëåäóéòå çàäà÷ó äëÿ p = 2, q = 3.

Óïðàæíåíèå 17. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî
ìíîãî ÷èñåë, êîòîðûå Âàñèí êàëüêóëÿòîð ìîæåò ïîäñ÷è òàòü
çà ìåíüøåå ÷èñëî îïåðàöèé, ÷åì Ïåòèí êàëüêóëÿòîð. Ï ðèâå-
äèòå ïðèìåðû ÷èñåë, êîòîðûå Ïåòèí êàëüêóëÿòîð ìîæåò
ïîäñ÷èòàòü çà ìåíüøåå ÷èñëî îïåðàöèé, ÷åì Âàñèí êàëüêóëÿ-
òîð.
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îòêðûòü çàêîí
âñåìèðíîãî
òÿãîòåíèÿ

Ã.ÃÎÐÅËÈÊ

Ñ íåáåñ íà çåìëþ è îáðàòíî

Â ñîâðåìåííîé ôèçèêå ãîâîðèòñÿ î ÷åòûðåõ ôóíäàìåí-
òàëüíûõ ñèëàõ. Ïåðâîé îòêðûëè ñèëó ãðàâèòàöèè. Èçâå ñò-
íûé çàêîí âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ îïðåäåëÿåò ñèëó ïðèòÿ-
æåíèÿ F ìåæäó ëþáûìè ìàññàìè m è M , ðàçäåëåííûìè
ðàññòîÿíèåì R:

2

mM
F G

R
= .

Ëþáîïûòíî, ÷òî ñàì Íüþòîí òàêóþ ôîðìóëó íå ïèñàë. Î í
ëèøü óòâåðæäàë, ÷òî ïðèòÿæåíèå ïðîïîðöèîíàëüíî êîëè ÷å-
ñòâó âåùåñòâà è îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíî êâàäðàòó ðà ññòî-
ÿíèÿ. Ïðîïîðöèîíàëüíîñòü êîëè÷åñòâó âåùåñòâà íå óäè âè-
òåëüíà, à âîò êàê Íüþòîí äîãàäàëñÿ, ÷òî ñèëà çàâèñè ò îò
ðàññòîÿíèÿ èìåííî â êâàäðàòå, à, ñêàæåì, íå â êóáå?

Îêàçûâàåòñÿ, äîãàäàëñÿ îá ýòîì îí íå ïåðâûì. Îòêðûò èå
Íüþòîíîì çàêîíà ãðàâèòàöèè ìîæíî äàæå íàçâàòü çàêðû òè-

åì. Îí çàêðûë âîïðîñ, ïîäòâåðäèâ äîãàäêó àñòðîíîìè÷åñêè-
ìè íàáëþäåíèÿìè, ïîäûòîæåííûìè Êåïëåðîì â åãî ïëàíå ò-
íûõ çàêîíàõ. Âåëè÷àéøèé óñïåõ Íüþòîíà â ãëàçàõ åãî
ñîâðåìåííèêîâ – â òîì, ÷òî îí âûâåë çàêîíû Êåïëåðà èç
çàêîíà ãðàâèòàöèè. Äëÿ ýòîãî åìó ïðèøëîñü ñäåëàòü ä åëî,
âåëèêîå óæå â ãëàçàõ ìèðîâîé èñòîðèè: ñîçäàòü îáùóþ
òåîðèþ äâèæåíèÿ – ìåõàíèêó, èçîáðåòÿ äëÿ íåå íîâûé
ìàòåìàòè÷åñêèé ÿçûê. Ãëàâíûé çàêîí äâèæåíèÿ ñâÿçàë óñêî-
ðåíèå a ìàññû m ñ äåéñòâóþùåé íà íåå ñèëîé F:

F = ma ,

à èçîáðåòåííûé ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò – äèôôåðåíöèà ëü-
íîå èñ÷èñëåíèå – ïîçâîëèë ðåøàòü ëþáóþ çàäà÷ó î äâè æåíèè
òåë íà íåáå è íà çåìëå.

Ïåðâóþ íåáåñíóþ çàäà÷ó ðåøèë àñòðîíîì Ýäìîíä Ãàëëåé
(Õýëè). Îïèðàÿñü íà çàêîí äâèæåíèÿ è çàêîí ãðàâèòàö èè, îí
ïðåäñêàçàë, ÷òî êîìåòà 1682 ãîäà (èçâåñòíàÿ òåïåðü êàê
êîìåòà Ãàëëåÿ) âåðíåòñÿ ÷åðåç 76 ëåò. È îíà äåéñòâè òåëüíî
ÿâèëàñü â äîëæíîå âðåìÿ! Äî òîãî ìîæíî áûëî åùå ñîì íå-
âàòüñÿ â òåîðèè Íüþòîíà, êîòîðàÿ «âñåãî ëèøü» âûâåë à
ñòàðûå çàêîíû Êåïëåðà èç íîâûõ çàêîíîâ äâèæåíèÿ è
ãðàâèòàöèè. Íî íåáåñíûé òðèóìô ôèçèêè îáåùàë åé ïîá åäû
è â çàäà÷àõ çåìíûõ.

Ïî ýòîìó ïîâîäó îäèí èñòîðèê çàìåòèë: «Ñîâðåìåííàÿ
íàóêà ñïóñòèëàñü ñ íåáåñ íà çåìëþ ïî íàêëîííîé ïëîñ êî-
ñòè Ãàëèëåÿ». Íå ìåíüøå îñíîâàíèé ñêàçàòü, ÷òî – ïî  òîé
æå íàêëîííîé ïëîñêîñòè – çåìíàÿ ôèçèêà ïîäíÿëàñü äî
íåáåñ. Ãàëèëåé ïîëó÷èë ñ íåáà ëèøü îäèí âîïðîñ: ïî÷ åìó
ñòîëü íåîùóòèìî äâèæåíèå Çåìëè ñ îãðîìíûìè ñêîðîñòÿ -
ìè â òûñÿ÷è êèëîìåòðîâ â ÷àñ âîêðóã ñâîåé îñè è âîê ðóã
Ñîëíöà? Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ îí èñêàë – è íàøåë – íà
Çåìëå, èçó÷àÿ äâèæåíèå ñ ïîìîùüþ äâóõ ñâîèõ ãëàâíûõ
èíñòðóìåíòîâ: ýêñïåðèìåíòà è ìàòåìàòè÷åñêè òî÷íîãî ÿçû-
êà. Åãî îòâåò – çàêîí èíåðöèè è ïðèíöèï îòíîñèòåëüí îñòè
– Íüþòîí íàçâàë Ïåðâûì çàêîíîì ìåõàíèêè. À ãàëèëååâ ñ-
êèé çàêîí ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ, îáíàðóæèâ êëþ÷åâóþ ðî ëü
óñêîðåíèÿ, äàë ïîäñêàçêó äëÿ Âòîðîãî çàêîíà – ãëàâí îãî
çàêîíà äâèæåíèÿ.

Ëèøü â çàêîíå ãðàâèòàöèè ðîëè Ãàëèëåÿ íå âèäíî. Èñï ðàâ-
ëÿÿ ýòó íåñïðàâåäëèâîñòü ñïóñòÿ äâà âåêà ïîñëå åãî ñìåðòè,
íåêèé óìåëåö ñ àíòèêâàðíûì óêëîíîì ñìàñòåðèë êîëëåê öèþ
èñòîðè÷åñêèõ äîêóìåíòîâ, êîòîðóþ ïîëó÷èëà Ôðàíöóçñê àÿ
àêàäåìèÿ íàóê. Áóìàãè – ñ èìåíàìè Ãàëèëåÿ, Ïàñêàëÿ,
Íüþòîíà è äðóãèõ âèäíûõ ôèãóð – ðèñîâàëè òàêóþ êàðò èíó.
Â ïîñëåäíèå ãîäû æèçíè (èòàëüÿíåö) Ãàëèëåé ÿêîáû òå îðå-
òè÷åñêè âûâåë èç âòîðîãî çàêîíà Êåïëåðà, ÷òî íåáåñíûå òåëà
ïðèòÿãèâàþòñÿ îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíî êâàäðàòó ðàññ òîÿ-
íèÿ. Îá ýòîì îòêðûòèè îí ñîîáùèë (ôðàíöóçó) Ïàñêàëþ ,
êîòîðûé íà ýòîé îñíîâå ïîñòðîèë Íåáåñíóþ ìåõàíèêó,
âû÷èñëèâ åùå è ìàññû ïëàíåò, î ÷åì ñîîáùèë (àíãëè÷à íèíó)
Íüþòîíó. À óæ òîò, áåç ñòûäà è ñîâåñòè, îïóáëèêîâàë  ÷óæèå
ðåçóëüòàòû êàê ñâîè ñîáñòâåííûå.

Âî Ôðàíöóçñêîé àêàäåìèè, ðåâíîñòíî ñëåäèâøåé çà óñï å-
õàìè àíãëè÷àí, àçàðòíî èçó÷àëè ñåíñàöèîííûå äîêóìåí òû,
ïîêà íå îáíàðóæèëè, ÷òî îäíî èç ïèñåì êîëëåêöèè àäð åñîâà-
íî Íüþòîíó, êîãäà òîìó áûëî âñåãî 10 ëåò îò ðîäó. À âòîð
êîëëåêöèè íå ëàäèë ñ õðîíîëîãèåé. È ñîâñåì íå ëàäèë  ñ
èñòîðèåé íàóêè. Èñòîðèÿ, êîíå÷íî, çàâèñèò îò ñîõðàí èâøèõ-
ñÿ äîêóìåíòàëüíûõ ñâèäåòåëüñòâ – ïèñåì, ðóêîïèñåé, ïóáëè-
êàöèé. Íî êîãäà ñâèäåòåëüñòâ î êàêîì-òî ÷åëîâåêå ñî õðàíè-
ëîñü ìíîãî, ïîääåëàòü ñîâåðøåííî íîâîå ñâèäåòåëüñòâî î÷åíü
íåëåãêî. Ïîâåðèòü, ÷òî 75-ëåòíèé Ãàëèëåé âûâåë çàêî í
ãðàâèòàöèè èç âòîðîãî çàêîíà Êåïëåðà, ìîæåò ëèøü òî ò, êòî
íå ÷èòàë èõ êíèã è ñîâñåì íå ïîíèìàåò, êàê ìîæíî âû âåñòè
îäíî èç äðóãîãî.

Âíèìàíèþ ÷èòàòåëåé ïðåäëàãàåòñÿ îòðûâîê èç êíèãè
Ã.Å.Ãîðåëèêà «Íîâûå ñëîâà íàóêè – îò ìàÿòíèêà Ãàëèë åÿ
äî êâàíòîâîé ãðàâèòàöèè», êîòîðàÿ áóäåò îïóáëèêîâàí à â
îäíîì èç áëèæàéøèõ âûïóñêîâ «Áèáëèîòå÷êè «Êâàíò».

Ãàëèëåî Ãàëèëåé



Ãàëèëåé íå ïðèäàâàë
çíà÷åíèÿ çàêîíàì Êåïëå-
ðà è òåì áîëåå åãî âûñêà-
çûâàíèÿì î Ñîëíöå êàê
èñòî÷íèêå ñèëû, äâèæó-
ùåé ïëàíåòàìè, î òîì, ÷òî
ñèëà ýòà óáûâàåò îáðàòíî
ïðîïîðöèîíàëüíî ðàññòî-
ÿíèþ (à íå åãî êâàäðàòó),
è î ñèëå ïðèòÿæåíèÿ êàê î
«ñèìïàòèè ðîäñòâåííûõ
òåë», èõ «ñòðåìëåíèè ê
ñîåäèíåíèþ». Ýòî «ñòðåì-
ëåíèå» Êåïëåð òî óïîäîá-
ëÿë ìàãíåòèçìó, òî ñ÷èòàë
åãî ïðîÿâëåíèåì. Èç åãî
òåêñòîâ íå ÿñíî, èìåë ëè
îí â âèäó îäíó ñèëó èëè
äâå. ßñíî ëèøü, ÷òî îí

íàäåÿëñÿ íà ôèçèêîâ, ðàç ïèñàë: «ïóñòü ôèçèêè ïðîâå ðÿò…»
Â 1600 ãîäó àíãëè÷àíèí Ãèëüáåðò îïóáëèêîâàë êíèãó « Î

ìàãíèòå, ìàãíèòíûõ òåëàõ è áîëüøîì ìàãíèòå – Çåìëå» , ãäå,
êðîìå ïðî÷åãî, âûñêàçàë èäåþ î òîì, ÷òî çåìíîé øàð –
îãðîìíûé ìàãíèò. Îí ýêñïåðèìåíòàëüíî îáîñíîâàë ýòî ñ
ïîìîùüþ ìîäåëè Çåìëè – øàðîîáðàçíîãî ìàãíèòà, ñëåäÿ  çà
ïîâåäåíèåì ñòðåëêè êîìïàñà íà ïîâåðõíîñòè øàðà. Ïîä
âïå÷àòëåíèåì îò ýòîé êíèãè Êåïëåð è ïèñàë î ìàãíèòíûõ
ñèëàõ â ïëàíåòíîé ñèñòåìå, âíåäðÿÿ ïîñëåäíåå ñëîâî ôèçèêè
â àñòðîíîìèþ. Íî, â îòëè÷èå îò Ãèëüáåðòà, Êåïëåð íå  äàë
íèêàêèõ êîíêðåòíûõ, õîòÿ áû êà÷åñòâåííûõ, äîâîäîâ è
íèêàê íå ñâÿçàë ìàãíèòíóþ ôèçèêó íè ñ åãî ãèïîòåçîé  î
ïëàíåòíûõ ñèëàõ, óáûâàþùèõ îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíî
ðàññòîÿíèþ, íè ñ ñîáñòâåííûìè òî÷íûìè çàêîíàìè ïëàí åò-
íîãî äâèæåíèÿ. Â òàêîì îáðàùåíèè ñ íàóêîé ôèçèê Ãàë èëåé
âèäåë ïðîÿâëåíèå «ñëèøêîì ñâîáîäíîãî» óìà, à ïîïðîñ òó –
ëåãêîìûñëèå. Ïî ïîâîäó æå èññëåäîâàíèé Ãèëüáåðòà îí ,
âûñîêî èõ îöåíèâ, ïîæåëàë, ÷òîáû òîò áûë «íåìíîãî á îëüøå
ìàòåìàòèêîì». Íå ïîòîìó, ÷òî Ãàëèëåé ëþáèë ìàòåìàòè êó,
à ïîòîìó, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêè òî÷íûé ÿçûê îòêðûâàåò ï óòü ê
ýêñïåðèìåíòàëüíîé ïðîâåðêå è, ñòàëî áûòü, ê òî÷íîìó çíà-
íèþ.

Ôóíäàìåíòàëüíûé ôèçèê Ãàëèëåé ìîã ñìîòðåòü íà çàêîí û
Êåïëåðà êàê íà ìàòåìàòè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ, íå ìåíåå
èçÿùíûå, ÷åì êîñìîãðàôèÿ ïëàíåò þíîãî Êåïëåðà, íî è  íå
áîëåå ïðîíèêàþùèå â ôèçè÷åñêóþ ñóòü ïëàíåòíîé ñèñòåìû.
×åðåç äâå òî÷êè ìîæíî ïðîâåñòè òîëüêî îäíó ïðÿìóþ, à ÷åðåç
ìíîæåñòâî òî÷åê ïëàíåòíûõ íàáëþäåíèé – ñêîëüêî óãîä íî
ðàçíûõ êðèâûõ, â òîì ÷èñëå, áûòü ìîæåò, è èçÿùíûõ. Ñ
ïëàíåòàìè íå ïîýêñïåðèìåíòèðóåøü, ìåíÿÿ ïàðàìåòðû è õ
äâèæåíèÿ. Ïîýòîìó Ãàëèëåé ñòàðàëñÿ ïðîíèêíóòü â ôóí äà-
ìåíòàëüíûå çàêîíû ïëàíåòíîé ôèçèêè, îïèðàÿñü íà çåì íîé
ýêñïåðèìåíò, êîòîðûé íàäî ïðèäóìàòü, è èñïîëüçóÿ ïðîñòåé-
øóþ îðáèòó èç âîçìîæíûõ – êðóãîâóþ, òåì áîëåå ÷òî î ðáèòû
Çåìëè è Âåíåðû ïî÷òè òî÷íî êðóãîâûå.

×òîáû âûâåñòè çàêîí ãðàâèòàöèè, íàäî áûëî ñëîâî «ïð è-
òÿæåíèå» ñäåëàòü ôèçè÷åñêèì ïîíÿòèåì, äîñòóïíûì äëÿ
ýêñïåðèìåíòàëüíîãî èññëåäîâàíèÿ. Íàäî áûëî ñâÿçàòü ýòî
ïîíÿòèå ñ èçìåðèìûìè âåëè÷èíàìè, ïðåæäå âñåãî ñ ñàì èì
äâèæåíèåì. Ýòî è ñäåëàë Íüþòîí. À äî òîãî î ïëàíåòí ûõ
ñèëàõ è èõ çàâèñèìîñòè îò ðàññòîÿíèÿ ìîæíî áûëî ëèø ü
ãîâîðèòü.

Ñàìûé ðàííèé «ðàçãîâîð» î ñèëå, ïðîïîðöèîíàëüíîé
21 R , ñîñòîÿëñÿ â êíèãå ôðàíöóçñêîãî àñòðîíîìà Áóéî â

1645 ãîäó. Àâòîð ÷òèë Êîïåðíèêà, Ãàëèëåÿ è Êåïëåðà,  íî
ïëàíåòíóþ ñèëó – íå ïî Êåïëåðó – óïîäîáèë îñâåùåííî ñòè,
óáûâàþùåé ñ ðàññòîÿíèåì îò èñòî÷íèêà ñâåòà èìåííî ê àê

21 R . Íî çàòåì, â òîé æå ñàìîé êíèãå, Áóéî îòâåðã ñàìî
ñóùåñòâîâàíèå äâèæóùåé ñèëû. Óæå îòñþäà ÿñíà íåóáåä è-
òåëüíîñòü ãèïîòåçû Êåïëåðà. Ëåãêî ïðåäñòàâèòü ñåáå,  ÷òî
Ãàëèëåé ðåáÿ÷åñêèìè ñ÷åë áû è ðàçãîâîðû Áóéî: îòêóä à
àíàëîãèÿ ìåæäó ñâåòîì è ïëàíåòíûìè ñèëàìè?! Âïðî÷åì, ê
ìîìåíòó âûõîäà êíèãè ôðàíöóçñêîãî àñòðîíîìà Ãàëèëåé  óæå
òðè ãîäà êàê óøåë â èñòîðèþ. À íåóáåäèòåëüíûå ñëîâà  î ñèëå,
îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíîé êâàäðàòó ðàññòîÿíèÿ, òåì í å
ìåíåå, â èñòîðèþ âîøëè. È äîøëè äî âðåìåí Íüþòîíà.

×òî æå ïîëó÷àåòñÿ? Âàæíåéøàÿ ôèçè÷åñêàÿ èäåÿ ðîäè-
ëàñü íåçàêîííî è äîëãîå âðåìÿ æèëà ïîäêèäûøåì?! À å å
ðîæäåíèþ áîëåå âñåõ ïðîòèâèëñÿ îòåö ñîâðåìåííîé ôèç è-
êè?! Òàê, íî íå ñîâñåì. Âî-ïåðâûõ, è ê íàó÷íûì èäåÿì
ïðèìåíèìû ñëîâà ïîýòà: «Êîãäà á âû çíàëè, èç êàêîãî ñîðà/
Ðàñòóò ñòèõè, íå âåäàÿ ñòûäà…» Ðîæäåíèå íîâîãî – âñåãäà
÷óäî. À, âî-âòîðûõ, èäåÿ 21 R  ñòàëà âàæíîé ëèøü â ñî÷åòà-
íèè ñ äðóãèìè èäåÿìè, êîòîðûå ïîÿâèëèñü ñïóñòÿ äåñÿ òèëå-
òèÿ.

Èñòîðèÿ íàóêè, êàê è âñÿêàÿ èíòåðåñíàÿ èñòîðèÿ, ýòî
íåïîâòîðèìûé õîä ñîáûòèé. Îòñþäà øàáëîííàÿ ôðàçà î òîì,
÷òî èñòîðèÿ íå çíàåò ñîñëàãàòåëüíîãî íàêëîíåíèÿ. Èñ òîðèÿ
íå çíàåò, íî ôèçèê, âãëÿäûâàÿñü â èñòîðèþ, ïðèâû÷íî äåëàåò
ìûñëåííûå ýêñïåðèìåíòû , ìåíÿÿ – â ïðåäåëàõ âîçìîæíîãî
– ïîñòóïêè èñòîðè÷åñêèõ ïåðñîíàæåé è ðàçâîðà÷èâàÿ í îâóþ
öåïü ñîáûòèé, ÷òîáû îöåíèòü âåðîÿòíîñòè è íåâåðîÿòí îñòè
ðåàëüíî ïðîèñøåäøåãî. Çà ýòîò ïðèåì ìûøëåíèÿ íàäî
áëàãîäàðèòü Ãàëèëåÿ, êîòîðûé, ñîçäàâàÿ ñîâðåìåííóþ ôèçè-
êó, ìàñòåðñêè èì ïîëüçîâàëñÿ. Ìûñëåííûé ýêñïåðèìåíò  –
ñõåìà ýêñïåðèìåíòà, äîïóñêàåìàÿ èçâåñòíûìè ôàêòàìè,  íå
ñ÷èòàÿñü ñ çàòðàòàìè. Ñâîáîäíî ìåíÿÿ óñëîâèÿ ýêñïåð èìåí-
òà, ëåã÷å ñòàâèòü âîïðîñû è îòâå÷àòü íà íèõ ñ ïîìîù üþ
èçâåñòíûõ ôàêòîâ è çàêîíîâ ïðèðîäû.

Ïåðåíîñÿ ýòîò ïðèåì èç ôèçèêè â åå èñòîðèþ, çàäàäèì
âîïðîñ: «Ìîã ëè Ãàëèëåé óçíàòü ñêîðîñòü ñâåòà?», ðà çóìååò-
ñÿ, â ïðåäåëàõ åãî èñòîðè÷åñêè ðåàëüíûõ âîçìîæíîñòå é – åãî
çíàíèé, ñïîñîáà ìûøëåíèÿ è åãî ïðåäóáåæäåíèé. Íà ýò îò
âîïðîñ èñòîðèÿ ïîçâîëÿåò îòâåòèòü îòðèöàòåëüíî. Â ý êñïåðè-
ìåíòå ïðèäóìàííîãî èì òèïà, äàæå åñëè äàòü åìó âñå ðåñóðñû
òîãäàøíåé òåõíèêè, çàâåäîìî íå õâàòàëî òî÷íîñòè. À ÷òîáû
ïðèäóìàòü ýêñïåðèìåíò ñ ó÷àñòèåì ñïóòíèêîâ Þïèòåðà,  åìó
íàäî áûëî îñòàâèòü ôèçèêó, ñòàòü àñòðîíîìîì-íàáëþäàòå-
ëåì è íå ìåíåå ãîäà âåñòè íàáëþäåíèÿ, çà÷åì-òî óòî÷ íÿÿ óæå
èçìåðåííûå èì ïåðèîäû ñïóòíèêîâ. Ýòî ïðåäñòàâëÿåòñÿ
íåâåðîÿòíûì. Òàê ÷òî ñêîðîñòü ñâåòà îïðåäåëèòü îí íå ìîã,
õîòü è áûë óáåæäåí, ÷òî îíà êîíå÷íà.

Ãàëèëåé áûë òàêæå óáåæäåí, ÷òî íèêàêîãî ïëàíåòíîãî
ïðèòÿæåíèÿ íåò. Íî ýòî íå çíà÷èò, ÷òî ÿñåí îòâåò íà  âîïðîñ:
«Ìîã ëè Ãàëèëåé îòêðûòü çàêîí âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ? »

Âûäàþùèéñÿ ôèçèê è âåñåëûé ÷åëîâåê Ðè÷àðä Ôåéíìàí
òàê èçëîæèë ïðåäûñòîðèþ çàêîíà ãðàâèòàöèè:

«Âî âðåìåíà Êåïëåðà íåêîòîðûå ñ÷èòàëè, ÷òî ïëàíåòû
äâèæóòñÿ âîêðóã Ñîëíöà, ïîòîìó ÷òî íåâèäèìûå àíãåëû
òîëêàþò èõ âäîëü îðáèòû. Ýòî íå òàê óæ äàëåêî îò èñ òèíû:
àíãåëû òîëêàþò ïëàíåòû, íî íå âäîëü, à ïîïåðåê îðáèòû, â
íàïðàâëåíèè ê åå öåíòðó».

Ñòðåìÿñü ê êðàòêîñòè, Ôåéíìàí îïóñòèë âàæíûé ïðîìå-
æóòî÷íûé ýòàï. Ãàëèëåé îáõîäèëñÿ âîâñå áåç àíãåëîâ,  ñ÷èòàÿ
êðóãîâîå äâèæåíèå ïëàíåòû âîêðóã Ñîëíöà äâèæåíèåì å ñòå-
ñòâåííûì, ñâîáîäíûì. Âîïðîñ î ðàçìåðàõ îðáèò è î ñê îðîñ-
òÿõ ïëàíåò îñòàâàëñÿ îòêðûòûì, íî Ãàëèëåé âèäåë ìàñ ñó
îòêðûòûõ âîïðîñîâ, ÷òî åãî íå îãîð÷àëî è íå ñìóùàëî , à
ëèøü ðàççàäîðèâàëî. Êàê è Êåïëåð, Ãàëèëåé âåðèë, ÷ò î
äðóãèå ïëàíåòû ïî ñâîåé ïðèðîäå ïîäîáíû Çåìëå, è óê ðåïèë
ñâîþ âåðó, óâèäåâ â òåëåñêîï ãîðèñòóþ ïîâåðõíîñòü Ë óíû.
Åãî âåðà äàâàëà íàäåæäó, ÷òî èçó÷åíèå çàêîíîâ ïðèðî äû íà
Çåìëå ïîìîæåò ïîíÿòü è çàêîíû ïëàíåòíûõ äâèæåíèé.
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Íà Çåìëå Ãàëèëåé îòêðûë çàêîí ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ, à

òàêæå çàêîí äâèæåíèÿ òåëà, áðîøåííîãî ïîä óãëîì ê ã îðè-
çîíòó. Òðàåêòîðèÿ òàêîãî äâèæåíèÿ, êàê çíàþò íûíå ø êîëü-
íèêè, – ïàðàáîëà. Ýòî ñâîå îòêðûòèå Ãàëèëåé äîëãî í å
ïóáëèêîâàë. Îí ïîíèìàë, ÷òî ðåçóëüòàò ïîëó÷åí â ïðè áëè-
æåíèè «ïëîñêîé Çåìëè»: ïàðàáîëà òåì òî÷íåå îïèñûâàå ò
òðàåêòîðèþ, ÷åì åå ðàçìåð ìåíüøå ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàä èóñîì
Çåìëè, ò.å. ÷åì ìåíüøå íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü èëè æå ÷åì
ìåíüøóþ ÷àñòü òðàåêòîðèè ðàññìàòðèâàòü. Îí íå çíàë,
êàêîâà ôîðìà òðàåêòîðèè â ñëó÷àå «áîëüøîãî äâèæåíèÿ »,
êîãäà íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü äîñòàòî÷íî âåëèêà è óæå íå ëüçÿ
ïðåíåáðå÷ü ñôåðè÷íîñòüþ Çåìëè.

Òðóäíîñòü áûëà òåîðåòè÷åñêîé, è ýêñïåðèìåíò íå ìîã
ïîìî÷ü: ÷òîáû â ëàáîðàòîðèè çàìåòèòü ñôåðè÷íîñòü Çå ìëè,
ðàçìåðû ëàáîðàòîðèè äîëæíû áûòü ñðàâíèìû ñ ðàäèóñîì
Çåìëè. Ãàëèëåé ìîã, îäíàêî, âîñïîëüçîâàòüñÿ ìûñëåíí ûì
ýêñïåðèìåíòîì, â ÷åì áûë áîëüøîé ìàñòàê. Íàäî áûëî ëèøü
ïðèäóìàòü âîïðîñ äëÿ ìûñëåííîãî ýêñïåðèìåíòàòîðà. Í à-
ïðèìåð, òàêîé.

Åñëè áðîñèòü øàð â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè ñ íåá îëü-
øîé ñêîðîñòüþ, îí óïàäåò íà çåìëþ ïîáëèçîñòè, äâèãàÿñü ïî

êðóòîé ïàðàáîëå
(ðèñ.1). Åñëè íà÷àëü-
íóþ ñêîðîñòü óâåëè-
÷èòü, ïàðàáîëà ñòàíåò
áîëåå ïîëîãîé. À ñ êà-
êîé ñêîðîñòüþ íàäî áðî-
ñèòü øàð, ÷òîáû, ïàäàÿ,
îí îñòàâàëñÿ íà îäíîì è
òîì æå óäàëåíèè îò ïî-
âåðõíîñòè Çåìëè, óõî-
äÿùåé «âíèç» èç-çà ñâî-
åé ñôåðè÷íîñòè?

Ýòó çàäà÷ó Ãàëèëåé
ìîã ðåøèòü, ïîëüçóÿñü
ìàòåìàòèêîé íå ñëîæ-
íåå òåîðåìû Ïèôàãîðà,

çíàÿ ðàäèóñ Çåìëè R è óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ g, èì
èçìåðåííîå. Èñêîìàÿ ñêîðîñòü, êàê ìîæåò óáåäèòüñÿ í ûíåø-
íèé øêîëüíèê, ðàâíà
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Ýòî, êîíå÷íî æå, ïåðâàÿ êîñìè÷åñêàÿ ñêîðîñòü,  ò.å. ñêî-
ðîñòü, ñ êîòîðîé íóæíî áðîñèòü øàð, ÷òîáû îí ñòàë èñêóññò-
âåííûì ñïóòíèêîì Çåìëè. Âïåðâûå ýòî óäàëîñü ñäåëàòü â
Ñîâåòñêîì Ñîþçå â 1957 ãîäó, à â Èòàëèè ñåìíàäöàòîã î âåêà
ñëîâ òàêèõ íå çíàëè è âåëè÷èíó ñêîðîñòè íàçâàëè áû
àñòðîíîìè÷åñêîé. Îíà áûëà, ñêîðåå, àñòðîôèçè÷åñêîé.  Íî
àñòðîôèçèêó Ãàëèëåþ ìûñëåííûé øàð, ëåòÿùèé íà ïîñòî ÿí-
íîì ðàññòîÿíèè îò ïîâåðõíîñòè Çåìëè, êîíå÷íî, íàïîì íèë
áû Ëóíó.

Îí áû ëåãêî óáåäèëñÿ, îäíàêî, ÷òî äëÿ Ëóíû ïîëó÷åíí îå
ñîîòíîøåíèå, óâû, íå âûïîëíÿåòñÿ, è î÷åíü ñèëüíî. Ñ êî-
ðîñòü Ëóíû â 60 ðàç ìåíüøå, «÷åì íàäî». Ïîñêîëüêó ñ êî-
ðîñòü Ëóíû è ðàññòîÿíèå äî íåå áûëè õîðîøî èçâåñòíû ,
Ãàëèëåé ïîäóìàë áû îá óñêîðåíèè ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ g,
êîòîðîå ñàì èçìåðèë. Íî èçìåðèë-òî íà ïîâåðõíîñòè Ç åìëè,
à íå íà âûñîòå Ëóíû. Ñîîòíîøåíèå âûïîëíèëîñü áû, åñ ëè áû
óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ íà âûñîòå Ëóíû áûëî â 3600
ðàç ìåíüøå çåìíîãî. Ðàññòîÿíèå äî Ëóíû â 60 ðàç áîë üøå
ðàäèóñà Çåìëè. Íàïðàøèâàåòñÿ ãèïîòåçà: óñêîðåíèå ñâ îáîä-
íîãî ïàäåíèÿ ìåíÿåòñÿ ñ óäàëåíèåì îò Çåìëè îáðàòíî ïðî-
ïîðöèîíàëüíî êâàäðàòó ðàññòîÿíèÿ. Ýòó ãèïîòåçó Ãàëè ëåé
ìîã ïîäòâåðäèòü è íà ñïóòíèêàõ Þïèòåðà, è íà ñïóòíè êàõ
Ñîëíöà – ïëàíåòàõ. Â ðåçóëüòàòå îí ïîëó÷èë áû íîâûé  çàêîí
ïðèðîäû – îáùèé çàêîí ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ , îïðåäåëÿþùèé

óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ ( )g R  â òî÷êå, óäàëåííîé íà
ðàññòîÿíèå R îò íåáåñíîãî òåëà ìàññîé M :

( ) 2

M
g R G

R
= .

Çäåñü G – êîíñòàíòà, îäèíàêîâàÿ äëÿ ëþáîãî íåáåñíîãî òåëà,
à çíà÷èò, êîíñòàíòà ôóíäàìåíòàëüíàÿ.

Íîâûé çàêîí óæå íàìåêàåò íà ãðàâèòàöèþ Íüþòîíà, äî
êîòîðîé îñòàâàëîñü áîëåå ïîëóâåêà. Íî äëÿ Ãàëèëåÿ â ñåãî
âàæíåå áûëî áû îïðàâäàíèå åãî âåðû â ôèçè÷åñêîå åäè íñòâî
ìèðà – è ìèðà ïîäëóííîãî, è ìèðà íàäëóííîãî. Îí ïîí ÿë áû,
÷òî ïðè÷èíà ïàäåíèÿ òåë íà Çåìëå è ïðè÷èíà, îïðåäåë ÿþùàÿ
îðáèòû ïëàíåò, îäíà è òà æå. À ïîñêîëüêó ïðè÷èíó ïà äåíèÿ
åñòåñòâåííî íàçûâàòü ïðèòÿæåíèåì (ê Çåìëå), òî òàê ìîæíî
íàçâàòü è ïëàíåòíóþ ñèëó. Ìûñëåííûé ñïóòíèê Çåìëè
ïîìîã áû Ãàëèëåþ óâèäåòü, ÷òî ñâîáîäíîå ïàäåíèå è ä âèæå-
íèå ïëàíåò – ÿâëåíèÿ ãëóáîêî ðîäñòâåííûå.

Òàê, îí ïîíÿë áû, ÷òî ñëîâà Êåïëåðà î ïëàíåòíî-ñîëí å÷-
íûõ ïðèòÿæåíèÿõ íå ñòîëü è ðåáÿ÷åñêèå. Íèêàêîé ñîëí å÷íîé
ñèëû, äâèæóùåé ïëàíåòàìè, êîíå÷íî, íåò, íî ïðèòÿæåí èå
åñòü è ïîä÷èíÿåòñÿ âïîëíå îïðåäåëåííîìó çàêîíó. Áîë åå
òîãî, èç ýòîãî çàêîíà ñëåäóåò è (òðåòèé) çàêîí Êåïëåðà,
ñâÿçûâàþùèé âðåìÿ, çà êîòîðîå ïëàíåòà ïðîõîäèò ñâîþ
îðáèòó, ñ åå ðàäèóñîì ( 2 3T R: ). Çíà÷èò, èç çàêîíà ñâîáîä-
íîãî ïàäåíèÿ, óñòàíîâëåííîãî â çåìíûõ ôèçè÷åñêèõ îïûòàõ,
ñëåäóåò àñòðîíîìè÷åñêèé çàêîí, ïîëó÷åííûé Êåïëåðîì â
ðåçóëüòàòå ìíîãîëåòíåãî àíàëèçà ìíîæåñòâà àñòðîíîìè÷åñ-
êèõ íàáëþäåíèé. Ñëåäóåò ïîêà ëèøü äëÿ êðóãîâûõ îðáè ò.
Íî åñëè óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ èçâåñòíî â êàæäîé
òî÷êå ïðîñòðàíñòâà âîêðóã áîëüøîãî íåáåñíîãî òåëà, òî
ìîæíî ñòàâèòü çàäà÷ó è î òîì, êàê èçìåíèòñÿ êðóãîâà ÿ
îðáèòà ñïóòíèêà, åñëè åãî òîëêíóòü. Òðóäíåå, êîíå÷í î, áûëî
çàïîäîçðèòü è òåì áîëåå äîêàçàòü, ÷òî ïðè ýòîì îêðóæíîñòü
ïðåâðàòèòñÿ â ýëëèïñ. Íî çàòî òåïåðü Ãàëèëåé ìîã óæ å
ïðèíÿòü ïîäñêàçêó ïåðâîãî çàêîíà Êåïëåðà îá ýëëèïòè ÷íî-
ñòè ïëàíåòíûõ îðáèò – ê âåëèêîé ðàäîñòè àâòîðà è ê
óñïîêîåíèþ èñòîðèêîâ, ëîìàþùèõ ãîëîâû íàä ìîë÷àíèåì
Ãàëèëåÿ ïî ïîâîäó çàêîíîâ Êåïëåðà.

Èìåÿ â ñâîåì ðàñïîðÿæåíèè ìûñëåííûé ñïóòíèê, Ãàëèëå é
âðÿä ëè áû îñòàíîâèëñÿ íà äîñòèãíóòîì, à ïîíÿë áû ò àêæå,
÷òî çàêîíû Êåïëåðà… ëèøü ïðèáëèæåííûå. Çàïóñêàÿ ìûñ -
ëåííûé ñïóòíèê íà ðàçíûõ ðàññòîÿíèÿõ îò Çåìëè, ëåãê î
äîéòè äî ìåñòà ïîñåðåäèíå ìåæäó Çåìëåé è Ìàðñîì. À òîãäà
âîçíèêíåò âîïðîñ: ìû çàïóñêàåì ñïóòíèê Çåìëè èëè Ìàðñà?
Âëàäåÿ ïîíÿòèåì ñîñòàâíîãî äâèæåíèÿ, Ãàëèëåé «ñëîæè ë»
áû îáà óñêîðåíèÿ ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ ñ ó÷åòîì ðàçíûõ
íàïðàâëåíèé (íûíåøíèìè ñëîâàìè – âåêòîðíî) è ïîëó÷è ë
áû ñóììàðíîå äâèæåíèå, ñîâñåì íå ïîõîæåå íà ýëëèïñ.
Îòñþäà ñëåäîâàëî áû, ÷òî çàêîíû Êåïëåðà – ïðèáëèæåí íûå,
îíè òåì òî÷íåå, ÷åì äàëüøå íàõîäÿòñÿ âñå ìàññèâíûå òåëà îò
îäíîãî, «öåíòðàëüíîãî». È âîçíèêëà áû îáùàÿ çàäà÷à î
äâèæåíèè «ñïóòíèêà» âáëèçè íåñêîëüêèõ ìàññèâíûõ òåë .
Âñå ýòî âåëî áû ê ïðåäñòàâëåíèþ î âñåîáùåì – «âñåìè ðíîì»
– ïðèòÿæåíèè. Íî îíî óæå áûëî áû îñíîâàíî íå íà ñëî âàõ
ïîëóàñòðîëîãè÷åñêîãî ïðîèñõîæäåíèÿ, êàê ó Êåïëåðà, à íà
ôèçè÷åñêîì èññëåäîâàíèè ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ âáëèçè ï î-
âåðõíîñòè Çåìëè.

Êðîìå âñåãî ïðî÷åãî, â èòîãå Ãàëèëåé óáåäèëñÿ áû, ÷ òî áûë
ïðàâ, âçÿâ ôóíäàìåíòàëüíîé ìîäåëüþ ïëàíåòíîãî äâèæå íèÿ
íå ýëëèïñ Êåïëåðà, à êðóãîâóþ îðáèòó. Òîëüêî ýòî ïð îñòîå
äâèæåíèå ïîçâîëèëî íàì – âìåñòå ñ Ãàëèëååì èëè âìåñ òî
íåãî – ïðîéòè ïóòü îò çàêîíà ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ äî çàêîíà
âñåîáùåãî ïðèòÿæåíèÿ, îòêóäà óæå ðóêîé ïîäàòü äî íü þòî-
íîâîé ôèçèêè, åñëè ïîä ðóêîé îêàæåòñÿ ÷åëîâåê óðîâí ÿ
Íüþòîíà.

Ïî÷åìó æå Ãàëèëåé íå ïîøåë ïî ýòîìó ïóòè?

Ðèñ. 1



Âãëÿäûâàÿñü â åãî ìíîãîòðóäíóþ è ìíîãîìåðíóþ æèçíü,
ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ãëàâíàÿ ïðè÷èíà òàêîé íåçàä à÷è
– åãî ðåëèãèîçíàÿ âåðà. Áóäü îí àòåèñòîì, åãî áû óñòðîèëà
ôîðìóëà, ïðåäëîæåííàÿ åìó Ïàïîé Ðèìñêèì äëÿ ñïîêîé-
íîé íàó÷íîé ðàáîòû, – íàçûâàòü ñâîè íàó÷íûå èññëåäî âà-
íèÿ ãèïîòåçàìè. Èðîíè÷íûé Ãàëèëåé âîâñå íå áûë ôàíà òè-
êîì. Îáùåñòâåííûå óñëîâíîñòè åãî ñìåøèëè, íî èñêîðå -
íÿòü èõ – íå åãî çàáîòà. Áóäü îí àòåèñòîì, îí áû âî âñå íå
äóìàë î òîì, ñîîòâåòñòâóþò ëè åãî «ãèïîòåçû» Áèáëèè  –
ñòàðîé íåíàó÷íîé êíèãå, êîòîðóþ ìíîãèå ëþäè ïî÷åìó- òî
ïðèíèìàþò âñåðüåç. Îí áû íå òðàòèë âðåìÿ è ñèëû íà ñâîè
«Äèàëîãè» è «Áåñåäû» ñ ïîäîáíûìè ëþäüìè, à äåëàë áû
÷èñòî íàó÷íûå ðàáîòû, èçëàãàë áû èõ ïðîôåññèîíàëàì,
ïðåäîõðàíÿÿ ñåáÿ ïàðîé ðèòóàëüíûõ ôðàç î ãèïîòåòè÷í îñòè
íàóêè. È òîãäà íå îòíÿëè áû ó íåãî ñòîëüêî âðåìåíè è ñèë
ïðåñëåäîâàíèÿ öåðêâè è ïîæèçíåííîå äîìàøíå-òþðåìíîå
çàêëþ÷åíèå.

Èñòîðèê íàóêè, îäíàêî, â èíòåðåñàõ ñàìîé æå íàóêè
ïîîñòåðåãñÿ áû ñîâåòîâàòü Âñåâûøíåìó ëèøèòü Ãàëèëåÿ
âåðû â Íåãî. À âäðóã ýòà âåðà êàêèì-òî îáðàçîì ïîìî ãëà
Ãàëèëåþ îòêðûòü çàêîí ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ? Íàïðèìåð,
òåì, ÷òî äàëà åìó âåðó â ñóùåñòâîâàíèå ïîäîáíîãî çà êîíà,
âåðó, ñîâåðøåííî íåîáõîäèìóþ äëÿ ïîèñêà … Íî ê ýòîì ó
ñòðàííîìó âîïðîñó âåðíåìñÿ, ïîäîæäàâ, ïîêà Íüþòîí î ò-
êðîåò çàêîí âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ, èçîáðåòåò ìàòåìàò è÷åñ-
êèå èíñòðóìåíòû, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ âûâåäåò èç ýòîãî
ôèçè÷åñêîãî çàêîíà âñå àñòðîíîìè÷åñêèå çàêîíû Êåïëå ðà è
ñîçäàñò ïåðâóþ âñåîáúåìëþùóþ ôèçè÷åñêóþ òåîðèþ, êîò î-
ðóþ òåïåðü íàçûâàþò êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêîé.

Ñäåëàë âñå ýòî Íüþòîí íà îñíîâå òðóäîâ Ãàëèëåÿ, èçó ÷èâ
åãî «Äèàëîãè» è «Áåñåäû», êîòîðûå, ïîìèìî èçëîæåíèÿ
íàéäåííûõ Ãàëèëååì íàó÷íûõ èñòèí, äàëè íîâûé ìåòîä
ïîèñêà èñòèíû. À ìåòîä äîðîæå îòäåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ  – ñ
åãî ïîìîùüþ ìîæíî ïîëó÷èòü è ìíîãèå äðóãèå ðåçóëüòà òû.
Êíèãè Ãàëèëåÿ, ïðî÷èòàííûå â Åâðîïå, ñäåëàëè äëÿ ñî âðå-
ìåííîé íàóêè íå ìåíüøå, ÷åì åãî ðåçóëüòàòû – ÿðêèå
äåìîíñòðàöèè åãî ìåòîäà.

Ðîæäåíèå òåîðèè ãðàâèòàöèè

Âåðíåìñÿ èç ñîñëàãàòåëüíîé èñòîðèè â ðåàëüíóþ, â êî òî-
ðîé çàêîí âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ íîñèò èìÿ Íüþòîíà. Ý òî –
íåïðîñòàÿ è íåâåñåëàÿ èñòîðèÿ, â êîòîðîé íåóñòàííî îáñóæ-
äàþò âîïðîñ, ïî ïðàâó ëè ýòîò çàêîí íîñèò ýòî èìÿ. Ïðè âñåé
ìèðîâîé ñëàâå ñýðà Èñààêà Íüþòîíà, íà÷àâøåéñÿ ïðè å ãî
æèçíè, åìó äàâíî ïðåäúÿâëÿþò ìîðàëüíóþ ïðåòåíçèþ â òîì,
÷òî îí ÿêîáû íå ïîäåëèëñÿ ñëàâîé ñ Ðîáåðòîì Ãóêîì,
âûäàþùèìñÿ ôèçèêîì-ýêñïåðèìåíòàòîðîì. Òîò î÷åíü äàæ å
ïðåòåíäîâàë íà ñîàâòîðñòâî, ñ÷èòàÿ, ÷òî èìåííî îí ñ îîáùèë
Íüþòîíó êëþ÷åâóþ ãèïîòåçó: ïðèòÿæåíèå ïëàíåò ê Ñîëí öó,
îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíîå êâàäðàòó ðàññòîÿíèÿ, îïðåä åëÿ-
åò ýëëèïòè÷åñêóþ ôîðìó îðáèòû. Ñàì îí ýòî äîêàçàòü íå ìîã
è â 1679 ãîäó îáðàòèëñÿ çà ïîìîùüþ ê Íüþòîíó, óæå
èçâåñòíîìó ñâîåé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîùüþ.

Èñòîðèÿ íàäåæíî ïîäòâåðæäàåò è ýòî îáðàùåíèå, è òîò
ôàêò, ÷òî ëèøü ïîñëå íåãî Íüþòîí íàïèñàë ñâîé çíàìå íèòûé
òðóä «Ìàòåìàòè÷åñêèå íà÷àëà íàòóðàëüíîé ôèëîñîôèè»,
èëè ïðîñòî «Íà÷àëà», ãäå èçëîæèë è òåîðèþ ãðàâèòàöè è, è
îáùóþ òåîðèþ äâèæåíèÿ. Îäíàêî Íüþòîí ïðåòåíçèþ Ãóêà
íà ñîàâòîðñòâî îòâåðãàë, óêàçûâàÿ, ÷òî î ïðèòÿæåíèè , îáðàò-
íî ïðîïîðöèîíàëüíîì êâàäðàòó ðàññòîÿíèÿ, ãîâîðèëè ä î
Ãóêà, íà÷èíàÿ ñ Áóéî, ÷òî âîîáùå äåëî íå â ñëîâåñíû õ
ãèïîòåçàõ, à â òî÷íûõ êîëè÷åñòâåííûõ ñîîòíîøåíèÿõ, è,
íàêîíåö, ÷òî ñàì îí – Íüþòîí – îòêðûë çàêîí âñåìèðí îãî
òÿãîòåíèÿ çàäîëãî äî ïèñüìà Ãóêà, íî îá ýòîì íå ñîî áùàë èç-
çà íåïðàâèëüíîãî çíà÷åíèÿ ðàäèóñà Çåìëè, êîòîðîå îí  òîãäà
èñïîëüçîâàë â ñâîèõ âû÷èñëåíèÿõ.

Ýòè äîâîäû Íüþòîíà íå
óáåæäàþò ìíîãèõ èñòîðè-
êîâ, îñîáåííî ëþáèòåëåé,
êîòîðûå ñìîòðÿò íà ôóíäà-
ìåíòàëüíóþ ôèçèêó «ñáî-
êó» – ñî ñòîðîíû ìàòåìà-
òèêè èëè ñóäåáíîé ïñèõî-
ëîãèè. Â ïðèîðèòåòíîì êîí-
ôëèêòå Ãóêà ñ Íüþòîíîì
äåéñòâîâàëè ñîâåðøåííî
ðàçíûå ÷åëîâå÷åñêèå õàðàê-
òåðû è ÷óâñòâà, êîòîðûå
òðóäíî îöåíèòü îäíîçíà÷-
íî. Î÷åâèäíû ðàçäðàæåíèå
è äîñàäà Íüþòîíà, íî ÷òî
çà ýòèì ñòîÿëî: æàäíîñòü ê
ñëàâå, ëè÷íàÿ àíòèïàòèÿ
èëè íåæåëàíèå ïðèçíàòü
ïðàâäîé íåïðàâäó, ïóñòü è
«âî èìÿ ìèðà»? Îòâå÷àÿ íà ýòîò âîïðîñ, îáû÷íî ìåðÿþ ò íà
ñâîé àðøèí, à ýòîò èçìåðèòåëüíûé ïðèáîð ó êàæäîãî ñâîé.
Õàðàêòåð Ãóêà, äàæå ïî ñâèäåòåëüñòâàì åãî äðóçåé, áûë
äàëåêî íå àíãåëüñêèé. Ïëîäîâèòûé è ðàçíîñòîðîííèé ý êñïå-
ðèìåíòàòîð, îí ïðåäúÿâëÿë ñâîè àâòîðñêèå ïðåòåíçèè – â
ñàìîé îñòðîé ôîðìå – äàëåêî íå òîëüêî Íüþòîíó. È ñî ÷óâ-
ñòâèå ê Ãóêó íåðåäêî ïèòàåòñÿ òåì, ÷òî ìàòåðèàëüíî è
ñîöèàëüíî îí áûë ãîðàçäî ìåíåå áëàãîïîëó÷åí, ÷åì Íü þòîí.

Âìåñòî òîãî ÷òîáû ïîãðóæàòüñÿ â ëè÷íîñòíûå äåòàëè ý òîãî
êîíôëèêòà, ñîñðåäîòî÷èìñÿ íà åãî íàó÷íîì äðàìàòèçìå. Îáà
ïðåæäå âñåãî áûëè ëþäüìè íàóêè, äëÿ êàæäîãî íàóêà –  äåëî
åãî æèçíè.

Òå, êòî îïðàâäûâàþò ïðåòåíçèè Ãóêà, îïèðàþòñÿ íà òî, ÷òî
òîò ïîñòàâèë ïåðåä Íüþòîíîì çàäà÷ó îá ýëëèïòè÷åñêèõ
îðáèòàõ , îòâåò íà êîòîðóþ çíàë, íî íå ìîã äîêàçàòü, à
Íüþòîí äîêàçàë, ïðîâåäÿ íåîáõîäèìûå ìàòåìàòè÷åñêèå âûê-
ëàäêè. Ïîýòîìó ïðèíèìàþùèå ñòîðîíó Ãóêà ñ÷èòàþò îòã î-
âîðêàìè ñëîâà Íüþòîíà î òîì, ÷òî îí ÿêîáû îòêðûë çà êîí
âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ åùå âî âðåìÿ çíàìåíèòûõ ÷óìíûõ
êàíèêóë 1665-66 ãîäîâ, êîãäà èç-çà ÷óìû â Ëîíäîíå
23-ëåòíèé Íüþòîí óåõàë íà ðîäèòåëüñêóþ ôåðìó.

Åùå ìåíåå ñåðüåçíî ñòîðîííèêè Ãóêà îòíîñÿòñÿ ê çíàì åíè-
òîé èñòîðèè – èëè ëåãåíäå? – î ïàäàþùåì ÿáëîêå, êîò îðîå
ÿêîáû ïîìîãëî Íüþòîíó â åãî îòêðûòèè. Ýòà èñòîðèÿ ï ðè-
âëåêëà íîâîå âíèìàíèå, êîãäà íåäàâíî Ëîíäîíñêîå Êîð îëåâ-
ñêîå îáùåñòâî îïóáëèêîâàëî ðóêîïèñü îäíîé èç ñàìûõ
ïåðâûõ áèîãðàôèé Íüþòîíà, íàïèñàííóþ ÷åëîâåêîì, ëè÷ íî
çíàêîìûì ñ íèì. Áèîãðàô, êðîìå ïðî÷åãî, ðàññêàçàë î  ñâîåì
âèçèòå ê 83-ëåòíåìó ñýðó Èñààêó â àïðåëå 1726 ãîäà.  Ïîñëå
îáåäà îíè âûøëè â ñàä:

«Ìû ïèëè ÷àé â òåíè ÿáëîíü, áåñåäóÿ íà ðàçíûå òåìû,
êîãäà îí ìíå ðàññêàçàë, êàê â òî÷íî òàêîé îáñòàíîâê å åìó â
ãîëîâó ïðèøëà èäåÿ ãðàâèòàöèè. Îí áûë ïîãðóæåí â ðà ç-
ìûøëåíèÿ, êîãäà óâèäåë ïàäàþùåå ÿáëîêî. È ïîäóìàë:
“Ïî÷åìó ÿáëîêî âñåãäà ïàäàåò îòâåñíî âíèç, ê çåìëå,  à íå â
ñòîðîíó èëè ââåðõ? Êîíå÷íî, ïðè÷èíà â òîì, ÷òî Çåìë ÿ
ïðèòÿãèâàåò åãî. Â âåùåñòâå äîëæíà áûòü êàêàÿ-òî ïð èòÿãè-
âàþùàÿ ñèëà. À ñóììàðíîå ïðèòÿæåíèå âåùåñòâà Çåìëè
äîëæíî áûòü â åå öåíòðå. Ïîòîìó-òî ÿáëîêî ïàäàåò ïî
íàïðàâëåíèþ ê öåíòðó. È ïðèòÿæåíèå äîëæíî áûòü ïðîï îð-
öèîíàëüíî êîëè÷åñòâó âåùåñòâà. ßáëîêî ïðèòÿãèâàåò Ç åìëþ
òàê æå, êàê Çåìëÿ ïðèòÿãèâàåò ÿáëîêî”. Çíà÷èò, ñèëà ,
ïîäîáíàÿ òîé, ÷òî ìû íàçûâàåì òÿæåñòüþ, ïðîñòèðàåòñ ÿ ïî
âñåé Âñåëåííîé. … Òàê ðîäèëîñü ïîðàçèòåëüíîå îòêðûò èå,
êîòîðîå ëåãëî â ôóíäàìåíò ïîñòðîåííîé èì íàóêè – ê
èçóìëåíèþ âñåé Åâðîïû».

Ðàññêàç, íàïèñàííûé ÷åòâåðòü âåêà ñïóñòÿ ïîñëå ñìåð òè
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Íüþòîíà, ñîäåðæèò åãî ïðÿìóþ ðå÷ü è ìûñëè, îòêóäà
ÿñíî, ÷òî ðàññêàç÷èêà áîëåå çàáîòèò ëèòåðàòóðíîå êà÷åñòâî
èñòîðèè, ÷åì íåîáõîäèìîñòü èçëîæèòü ñâîè âîñïîìèíàí èÿ
êàê ìîæíî òî÷íåå. Ðàññêàç÷èê íå áûë íè ôèçèêîì, íè
èñòîðèêîì íàóêè, îí áûë àðõåîëîãîì è îòíîñèë ñåáÿ ê
äðóèäàì (æðåöû êåëüòîâ â äðåâíîñòè). Åñòü âñå îñíîâàíèÿ
ïðèíèìàòü åãî ñâèäåòåëüñòâî ëèøü óñëîâíî. Âî-ïåðâûõ ,
«òî÷íî òàêîé» îáñòàíîâêà áûòü íå ìîãëà – â àïðåëå ÿ áëîêè
åùå íå ïàäàþò. Âî-âòîðûõ, âðÿä ëè Íüþòîí îáúÿñíÿë
ãóìàíèòàðèþ õîä ñâîèõ àñòðîôèçè÷åñêèõ ìûñëåé; åùå ì å-
íåå âåðîÿòíî, ÷òîáû íåôèçèê òî÷íî âîñïðîèçâåë èõ ñï óñòÿ
ìíîãî ëåò. Ñêîðåå, îí ñâîè äàâíèå âîñïîìèíàíèÿ ñêðå ñòèë
ñ íàó÷íî-ïîïóëÿðíûìè îïèñàíèÿìè äîñòèæåíèé Íüþòîíà.

Â ñóõîì îñòàòêå – ïðîñòîå ñâèäåòåëüñòâî: ïàäåíèå ÿá ëî-
êà êàêèì-òî îáðàçîì íàïðàâèëî ìûñëü Íüþòîíà ê èäåå
âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ. Íàäåþñü, ÿ íå åäèíñòâåííûé èñ òî-
ðèê ôèçèêè, äëÿ êîãî îáúÿñíåíèå àðõåîëîãà-äðóèäà íå
ðàáîòàåò: íå âèäíà óáåäèòåëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìûñ-
ëåé Íüþòîíà, â íà÷àëå êîòîðîé «ÿáëîêî ïàäàåò îòâåñí î
âíèç», à â êîíöå – âåëèêèé çàêîí. Ïîýòîìó ÿ áû ðèñê íóë
ïðåäïîëîæèòü, ÷òî òîò ñ÷àñòëèâûé äëÿ Íüþòîíà äåíü á ûë
âåòðåíûé, à âåòåð – ïîðûâèñòûé. Òîãäà Íüþòîí ìîã óâ è-
äåòü, êàê ïîðûâ âåòðà ñîðâàë ÿáëîêî è îíî ïàäàëî íå
îòâåñíî âíèç, à ïî çàêîííîé ãàëèëååâñêîé ïàðàáîëå. Ôè-
çèê-òåîðåòèê âïîëíå ìîã ñïðîñèòü ñåáÿ: à êàê áû îíî ïàäà-
ëî, åñëè áû ïîðûâ âåòðà áûë ñèëüíåé, åùå ñèëüíåé, ã îðàç-
äî ñèëüíåé …? È ýòîò ìûñëåííûé âîïðîñ ïðèâåëè áû åãî ê
îòêðûòèþ çàêîíà âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ òåì ïóòåì, êîò î-
ðûì â ïðåäûäóùåé ãëàâå ïðîøëè «ìû ñ Ãàëèëååì».

Äëÿ òàêîãî ïðåäïîëîæåíèÿ åñòü íåñêîëüêî îñíîâàíèé.
Èç çàïèñíûõ êíèæåê Íüþòîíà, îòíîñÿùèõñÿ ê 1660-ì ãî -
äàì, ÿñíî, ÷òî îí ïðèøåë ê çàâèñèìîñòè 21 R , ðàññìàòðè-
âàÿ èìåííî êðóãîâûå îðáèòû. Î òîì æå ãîâîðèò åãî ññûëêà
íà íåïðàâèëüíîå çíà÷åíèå ðàäèóñà Çåìëè, çàäåðæàâøåå
åãî ìûñëü. È, íàêîíåö, âàæíåéøåå óêàçàíèå ñîäåðæèòñÿ â
ïåðâîé âåðñèè åãî ãëàâíîãî òðóäà, ïðåäøåñòâåííèöå « Íà-
÷àë». Ýòó âåðñèþ Íüþòîí ïèñàë îáùåäîñòóïíî, ôàêòè÷å ñ-
êè òî áûë íàó÷íî-ïîïóëÿðíûé òåêñò. È, ïîäâîäÿ ê èäå å
âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ, îí èñïîëüçîâàë ìûñëåííûé ýêñï å-
ðèìåíò ñ ïóøêîé, âûáðàñûâàþùåé ñíàðÿä â ãîðèçîíòàëü-
íîì íàïðàâëåíèè ñî âñå áîëüøåé ñêîðîñòüþ, ïîêà ñíàð ÿä
íå ïðåâðàòèòñÿ â ñïóòíèê Çåìëè. Çàêîí÷èâ ðóêîïèñü, Íüþ-
òîí, îäíàêî, îòëîæèë åå, ðåøèòåëüíî èçìåíèë æàíð è ñòàë
ïèñàòü ëàêîíè÷íûì ÿçûêîì, ïðåäíàçíà÷åííûì ëèøü êîë-
ëåãàì-ïðîôåññèîíàëàì. Â ñèñòåìàòè÷åñêîì èçëîæåíèè, ïî
ïðèìåðó Åâêëèäà, íå òðåáîâàëîñü îáúÿñíÿòü è îïðàâäû -
âàòü ââåäåíèå íîâûõ ïîíÿòèé.

Óäèâëÿòüñÿ íàäî íå òîìó, ÷òî îí èçìåíèë õàðàêòåð èç ëî-
æåíèÿ, à òîìó, ÷òî íà÷àë ñ íàó÷íî-ïîïóëÿðíîãî. Âîçì îæ-
íî, îí áðàë ïðèìåð ñ «Äèàëîãîâ» Ãàëèëåÿ. Íî óæ î÷åí ü
îíè ñ Ãàëèëååì ðàçëè÷àëèñü è õàðàêòåðàìè, è îáñòîÿò åëü-
ñòâàìè æèçíè. Ãàëèëåé áûë îáùèòåëåí, êðàñíîðå÷èâ, ð âàëñÿ
â áîé, ñòðåìèëñÿ ê ïóáëèêàöèè, Íüþòîí – ìîë÷àëèâ, ó åäè-
íåí, èçáåãàë îòêðûòûõ êîíôëèêòîâ, çàìûêàë ñâîè ðóêî ïè-
ñè íà äåñÿòèëåòèÿ. Ó Ãàëèëåÿ áûëî ìàëî êîëëåã äëÿ î áùå-
íèÿ íà ðàâíûõ, Íüþòîí óæå âõîäèë â íàó÷íîå îáùåñòâî ,
êîòîðîå èçäàâàëî íàó÷íûé æóðíàë. Ãàëèëåé çíàë, ÷òî çà
åãî ñëîâàìè áäèòåëüíî ñëåäèò èíêâèçèöèÿ, Íüþòîí æèë  â
óñëîâèÿõ àêàäåìè÷åñêîé è èçðÿäíîé äóõîâíîé ñâîáîäû.
Òàê ÷òî ó Íüþòîíà íå áûëî ðåçîíîâ, ïîäîáíûõ ãàëèëåå âñ-
êèì, ÷òîáû ïóáëèêîâàòü îáùåäîñòóïíîå èçëîæåíèå ñâîè õ
èäåé. Ê ñ÷àñòüþ, åãî ðóêîïèñü ñîõðàíèëàñü è áûëà èç äàíà
ïîñìåðòíî ïîä íàçâàíèåì «Òðàêòàò î Ñèñòåìå Ìèðà»
(ðèñ.2). Ïåðâàÿ èëëþñòðàöèÿ â ýòîé êíèãå èçîáðàæàåò  òó
ñàìóþ ìûñëåííóþ ïóøêó.

Âîçâðàùàÿñü ê ìàëîïðèÿòíîìó êîíôëèêòó ìåæäó Ãóêîì

è Íüþòîíîì, îòäåëèì çàêîí âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ  îò çà-
äà÷è îá ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòå : ïåðâîå âîçìîæíî áåç âòî-
ðîãî. È òîãäà ëåã÷å ïîíÿòü Íüþòîíà è ïîñî÷óâñòâîâàò ü
åìó. Âåäü îí ïðèøåë ê àñòðîíîìè÷åñêîìó çàêîíó âñåìèð-
íîãî òÿãîòåíèÿ, íà÷àâ ïóòü îò ôèçè÷åñêîãî ÿâëåíèÿ, âïîë-
íå èññëåäîâàííîãî Ãàëèëååì, – ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ âá ëèçè
ïîâåðõíîñòè Çåìëè. À åãî ïîáóæäàëè ïðèçíàòü öåííîñò ü
ôðàç Ãóêà, íå èìåþùèõ ÷åòêîãî ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî
ñìûñëà. Òî, ÷òî Ãóê, áîëåçíåííî ðåâíèâûé, âûäâèãàåò  ñâîè
ïðèîðèòåòíûå ïðåòåíçèè íàïðàâî è íàëåâî, íå äîñòàòî÷íîå
îñíîâàíèå, ÷òîáû èñêàæàòü èñòèíó. Ìàêñèìóì, ÷òî ìîæíî
ñäåëàòü, ýòî ïðîìîë÷àòü. Ïîñëå ïðèîðèòåòíûõ ïðåòåíç èé
Ãóêà íà îïòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû Íüþòîíà òîò çàìîë÷àë äî
ñìåðòè Ãóêà, çàìîë÷àë íà ÷åòâåðòü âåêà, õîòÿ åãî èññëåäî-
âàíèÿ ñâîéñòâ ñâåòà – âòîðàÿ âàæíåéøàÿ îáëàñòü åãî äîñ-
òèæåíèé. Íàêîïëåííûå ðåçóëüòàòû Íüþòîí îïóáëèêîâàë â
ìîíîãðàôèè «Îïòèêà» ëèøü ïîñëå ñìåðòè Ãóêà, ïðèòîì
íåñêîëüêî ðàç óïîìÿíóâ åãî äîáðûì ñëîâîì. Îí áû, âî ç-
ìîæíî, îòëîæèë è ïóáëèêàöèþ ñâîåé òåîðèè òÿãîòåíèÿ,  íî
êíèãà ýòà èçäàâàëàñü ïî èíèöèàòèâå è íà ñðåäñòâà åãî
äðóãà è êîëëåãè. Íüþòîí ïîøåë åìó íàâñòðå÷ó è óïîìÿ íóë
Ãóêà íàðÿäó ñ äðóãèìè, êòî ãîâîðèë î çàêîíå 21 R . Ýòî
áûëî ïðàâäîé, õîòü è íå îáÿçàòåëüíîé äëÿ èçëîæåíèÿ
òåîðèè â íàó÷íîì ñòèëå.

Îòíîøåíèå Íüþòîíà ê ïðåäøåñòâåííèêàì, ïî êíèãàì êî-
òîðûõ îí ó÷èëñÿ, è åãî çäðàâîå îòíîøåíèå ê ñîáñòâåí íûì
ðåçóëüòàòàì íå óêëàäûâàþòñÿ â êàêóþ-òî ìàíèþ âåëè÷è ÿ.
Èçâåñòíûå ñëîâà Íüþòîíà: «Åñëè ÿ âèäåë äàëüøå äðóãè õ,
òî ëèøü ïîòîìó, ÷òî ñòîÿë íà ïëå÷àõ ãèãàíòîâ» ïîÿñí ÿþò-
ñÿ åãî æå çàïèñüþ: «Â íàóêå íåò èíîãî ïðàâèòåëÿ, êð îìå
èñòèíû... Êåïëåðó, Ãàëèëåþ, Äåêàðòó ñëåäóåò ïîñòàâè òü
ïàìÿòíèêè èç çîëîòà, íà êàæäîì íàïèñàâ: “ Ïëàòîí – äðóã,
Àðèñòîòåëü – äðóã, íî ãëàâíûé äðóã – èñòèíà ”…»

Ìèðîâàÿ ñëàâà ïðèøëà ê Íüþòîíó ïðè æèçíè, ÷òî âûðà-
çèë åãî ñîâðåìåííèê-ïîýò ñ áèáëåéñêîé ëàêîíè÷íîñòüþ:
«Ïðèðîäà è åå çàêîíû áûëè ñêðûòû âî òüìå, êîãäà Áîã
ñêàçàë: “Äà áóäåò Íüþòîí ”. È îñâåòèëîñü âñå».

Íî ñàì Íüþòîí âèäåë ñåáÿ èíà÷å: «Ñåáå ÿ êàæóñü ðåáå í-
êîì, êîòîðûé íàøåë ïàðó êàìåøêîâ ïîãëàæå è ðàêóøåê
ïîêðàñèâåå íà áåðåãó îêåàíà íåðàñêðûòûõ èñòèí».  Ýòî
êàñàëîñü è åãî ãëàâíîãî îòêðûòèÿ: «Ïðè÷èíó ñâîéñòâ ãðà-
âèòàöèè ÿ äî ñèõ ïîð íå ìîã âûâåñòè èç ÿâëåíèé…»

Íüþòîí ëåãêî áû ïîíÿë è ïðèíÿë äâà óòî÷íåíèÿ òåîðèè
ãðàâèòàöèè, æäàòü êîòîðûõ ïðèøëîñü öåëûé âåê. Ñíà÷à ëà
áðèòàíñêèé ôèçèê Êàâåíäèø ñóìåë èçìåðèòü â ëàáîðàòî-
ðèè êðîøå÷íóþ ñèëó ãðàâèòàöèîííîãî ïðèòÿæåíèÿ ìåæäó
äâóìÿ òåëàìè èçâåñòíûõ ìàññ. Ìàññû îí âçÿë 350 êèëî -
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ãðàììîâ è 1,5 êèëîãðàììà, à èçìåðåííàÿ ñèëà ïðèòÿæå íèÿ
îêàçàëàñü ðàâíà âåñó ïåñ÷èíêè. Ýòî èçìåðåíèå äàëî â îç-
ìîæíîñòü òî÷íî îïðåäåëèòü ìàññó íàøåé ïëàíåòû, à çí à-
÷èò, è ìàññû äðóãèõ íåáåñíûõ òåë. È ýòî æå èçìåðåíè å
ïîçâîëèëî îïðåäåëèòü ôóíäàìåíòàëüíóþ êîíñòàíòó ãðàâ è-

òàöèè G â ôîðìóëå 2
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ïîÿâèëàñü â íà÷àëå äåâÿòíàäöàòîãî âåêà.
Îäíàêî âðÿä ëè Íüþòîí ìîã ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïðîéäóò

åùå äâà ñòîëåòèÿ, ïðåæäå ÷åì ôèçèêè óçíàþò íå÷òî áî ëåå
ãëóáîêîå î ãðàâèòàöèè. Çà ýòî âðåìÿ ó÷åíûå ðàñøèðèë è
ïðèìåíåíèÿ ôèçèêè Ãàëèëåÿ–Íüþòîíà, íå çðÿ íàçûâàåìî é
íûíå êëàññè÷åñêîé. Òåì òðóäíåå áûëî ïðåäïîëîæèòü ïî ÿâ-
ëåíèå íîâûõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ïîíÿòèé, ñîïîñòàâèìûõ ï î
ãëóáèíå ñ ïåðâûìè ïîíÿòèÿìè ñîâðåìåííîé ôèçèêè. Ìå-
òîä, èçîáðåòåííûé Ãàëèëååì è òðèóìôàëüíî ïðèìåíåííû é
Íüþòîíîì, äàë íîâûå ïëîäû â ðóêàõ Ìàêñâåëëà, Ïëàíêà ,
Ýéíøòåéíà, Áîðà è äðóãèõ ñîâðåìåííûõ ôèçèêîâ.

Êàê Ãàëèëåé ìîã îòêðûòü
îáùèé çàêîí ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ

Èññëåäóÿ ñâîáîäíîå ïàäåíèå, Ãàëèëåé âûÿñíèë, ÷òî øà ð,
áðîøåííûé ãîðèçîíòàëüíî â ïóñòîòå, ïàäàåò ïî ïàðàáî ëå,
ôîðìà êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ v è óñ-
êîðåíèåì ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ g. Ïðè ýòîì ñêîðîñòü äâèæå-
íèÿ ïî ãîðèçîíòàëè ñîõðàíÿåòñÿ: ãv v= , à ïî âåðòèêàëè
ðàñòåò ñî âðåìåíåì: âv gt= .

Ñäåëàåì ìûñëåííûé ýêñïåðèìåíò, ïîäíÿâøèñü âìåñòå ñ
ìûñëåííûì Ãàëèëååì íà
ëåãåíäàðíóþ áàøíþ. Áó-
äåì áðîñàòü øàðû ãîðèçîí-
òàëüíî ñî âñå áîëüøåé ñêî-
ðîñòüþ (ðèñ.3). Åñëè ñêî-
ðîñòü áðîñêà ìàëà, øàð
óïàäåò – ïî êðóòîé ïàðà-
áîëå – íà çåìëþ ïîáëèçîñ-
òè îò áàøíè. À åñëè ñêî-
ðîñòü î÷åíü âåëèêà, ïàðà-
áîëà ñòàíåò î÷åíü ïîëîãîé
è øàð óëåòèò î÷åíü äàëåêî
îò Çåìëè. Ñïðàøèâàåòñÿ,
ñ êàêîé ñêîðîñòüþ íàäî
áðîñèòü øàð, ÷òîáû, ñâî-

áîäíî ïàäàÿ, îí îñòàâàëñÿ íà òîé æå âûñîòå îò çåìíî é
ïîâåðõíîñòè, óõîäÿùåé çàêðóãëåííî «âíèç»? Íà ýòîò â îï-
ðîñ íûíå ìîæåò îòâåòèòü è øêîëüíèê, íàðèñîâàâ óêàçà í-
íóþ ñõåìó, ïðèìåíèâ òåîðåìó Ïèôàãîðà è ó÷òÿ, ÷òî ðà äè-
óñ Çåìëè 6000 êìR » , à óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ

210 ì ñg » . Ýòè âåëè÷èíû, êàê è òåîðåìó Ïèôàãîðà, çíàë
òàêæå è Ãàëèëåé. È ìîã ïîëó÷èòü, ÷òî èñêîìàÿ ñêîðîñ òü
ñâÿçàíà ñ g è R ñîîòíîøåíèåì 2v gR=  è ðàâíà ïðèìåðíî
8 êì/ñ. Ëåòÿ ñ òàêîé ñêîðîñòüþ, øàð îñòàâàëñÿ áû íà
ïîñòîÿííîì óäàëåíèè îò çåìíîé ïîâåðõíîñòè. Ñîâñåì, êàê
Ëóíà.

Îäíàêî Ãàëèëåé ëåãêî îáíàðóæèë áû, ÷òî ëóííûå âåëè-
÷èíû Ë 400000 êìR »  è Ë 1 êì ñv »  íèêàê íå óêëàäûâà-
þòñÿ â ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå. À ÷òîáû óëîæèëèñü, í óæ-
íî çíà÷åíèå Ëg , ïðèìåðíî â 3600 ðàç ìåíüøåå èçìåðåííî-
ãî Ãàëèëååì íà ïîâåðõíîñòè Çåìëè. Ðàññòîÿíèå äî Ëóí û
áîëüøå ðàäèóñà Çåìëè ïðèìåðíî â 60 ðàç, à 60 60 3600´ = .
Òàêèì îáðàçîì, Ãàëèëåé ìîã ïðåäïîëîæèòü, ÷òî óñêîðå íèå
ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ g ìåíÿåòñÿ ñ óäàëåíèåì îò Çåìëè îá-
ðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíî êâàäðàòó ðàññòîÿíèÿ R: 21g R: .
Îòñþäà, ñ ó÷åòîì ïðåäûäóùåãî ñîîòíîøåíèÿ, ñëåäóåò, ÷òî
ñêîðîñòü ñïóòíèêà v ìåíÿåòñÿ ñ ðàññòîÿíèåì R îò íåáåñíî-
ãî òåëà ïî çàêîíó 1v R: . À åñëè íåáåñíîå òåëî èìååò

íåñêîëüêî ñïóòíèêîâ, òî äëÿ íèõ âñåõ âåëè÷èíà v R  îäíà
è òà æå. Ïîäòâåðäèòü ýòî ñâîéñòâî Ãàëèëåé ìîã íà èì æå
îòêðûòûõ ñïóòíèêàõ Þïèòåðà, ÷òî îòðàæåíî â ïðèâåäåí -
íîé çäåñü òàáëèöå. Ïîäòâåðäèëè áû ýòî è ñïóòíèêè Ñî ëí-
öà, ò.å. ïëàíåòû (îðáèòû êîòîðûõ áëèçêè ê êðóãîâûì) .

Òàê çàêîí ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ, óñòàíîâëåííûé â çåìíûõ
ôèçè÷åñêèõ îïûòàõ, ïîäíÿëñÿ áû äî àñòðîíîìè÷åñêèõ â û-
ñîò. È òàê Ãàëèëåé ïðèøåë áû ê íîâîìó çàêîíó ïðèðîä û,
êîòîðûé ìîã íàçâàòü îáùèì çàêîíîì ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ :
óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ íà ðàññòîÿíèè R îò öåíòðà
íåáåñíîãî òåëà ðàâíî

( ) 2

A
g R

R
= ,

ãäå À – íåêàÿ êîíñòàíòà, îïðåäåëÿåìàÿ ñâîéñòâàìè íåáåñ-
íîãî òåëà. Èç íàáëþäàòåëüíûõ äàííûõ Ãàëèëåé ìîã âû÷ èñ-
ëèòü ñîîòíîøåíèÿ òàêèõ êîíñòàíò äëÿ Çåìëè, Þïèòåðà è
Ñîëíöà:

Þ Ç300A A» , C Ç300000A A» .

Ãëÿäÿ íà ýòè òðè âåëè÷èíû, õàðàêòåðèçóþùèå Çåìëþ, Þ ïè-
òåð è Ñîëíöå, åñòåñòâåííî áûëî ñïðîñèòü, êàêèå ðàçë è÷èÿ
íåáåñíûõ òåë âåäóò ê ðàçëè÷èÿì èõ êîíñòàíò A. Èç ÿâíûõ
ðàçëè÷èé â ðàçìåðå, â êîëè÷åñòâå âåùåñòâà (ìàññå) è â
ñîñòîÿíèè ñâåòèìîñòè ëåã÷å âñåãî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî âåëè-
÷èíà A ïðîïîðöèîíàëüíà ìàññå íåáåñíîãî òåëà M  ñ íåêèì
êîýôôèöèåíòîì G (êîòîðûé òîæå ìîæíî ãðóáî îöåíèòü,
ñ÷èòàÿ ñðåäíþþ ïëîòíîñòü Çåìëè áëèçêîé ê ïëîòíîñòè åå
òâåðäûõ ïîðîä):

A = GM.

Â ðåçóëüòàòå Ãàëèëåé ïîëó÷èë áû îáùóþ çàâèñèìîñòü ñ ðà-
çó äëÿ âñåõ òðåõ íåáåñíûõ òåõ – Çåìëè, Þïèòåðà è Ñî ëí-
öà:

( ) 2

M
g R G

R
= .

È çäåñü êîíñòàíòà G – íå ïðîñòàÿ, à ôóíäàìåíòàëüíàÿ,
ïîñêîëüêó îäèíàêîâà äëÿ Çåìëè, Þïèòåðà, Ñîëíöà è, ñ óäÿ
ïî âñåìó, äëÿ ëþáîãî äðóãîãî òåëà.

Ýòî è åñòü îáùèé çàêîí ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ , îòêðûòü
êîòîðûé âïîëíå ìîã Ãàëèëåé íà åãî óðîâíå çíàíèé è ó ìå-
íèé.
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Ýòîò ðàçäåë âåäåòñÿ ó íàñ èç íîìåðà â íîìåð ñ ìîìåí òà îñíîâàíèÿ æóðíàëà. Ïóáëèêóåìûå  â  íåì çàäà÷è
íåñòàíäàðòíû, íî  äëÿ  èõ ðåøåíèÿ íå òðåáóåòñÿ çíàí èé, âûõîäÿùèõ  çà ðàìêè  øêîëüíîé  ïðîãðàììû. Íàèáî ëåå òðóäíûå
çàäà÷è îòìå÷àþòñÿ çâåçäî÷êîé. Ïîñëå ôîðìóëèðîâêè çà äà÷è ìû îáû÷íî óêàçûâàåì, êòî íàì åå ïðåäëîæèë. Ðàç óìååòñÿ,
íå âñå ýòè  çàäà÷è ïóáëèêóþòñÿ âïåðâûå.

Ðåøåíèÿ çàäà÷ èç ýòîãî íîìåðà ñëåäóåò îòïðàâëÿòü  ï î àäðåñó: 119296 Ìîñêâà, Ëåíèíñêèé ïðîñïåêò, 64-À, «Êâàíò».
Ðåøåíèÿ çàäà÷ èç ðàçíûõ íîìåðîâ æóðíàëà èëè ïî ðàçí ûì ïðåäìåòàì (ìàòåìàòèêå è ôèçèêå) ïðèñûëàéòå â ðàç íûõ
êîíâåðòàõ. Íà êîíâåðòå â ãðàôå «Êîìó» íàïèøèòå: «Çà äà÷íèê «Êâàíòà» ¹2–2013» è íîìåðà çàäà÷, ðåøåíèÿ êî òîðûõ
Âû ïîñûëàåòå, íàïðèìåð «Ì2294» èëè «Ô2300». Â ãðàôå  «Îò êîãî» ôàìèëèþ è èìÿ ïðîñèì ïèñàòü ðàçáîð÷èâî. Â ïèñüìî
âëîæèòå êîíâåðò ñ íàïèñàííûì íà íåì Âàøèì àäðåñîì è  íåîáõîäèìûé íàáîð ìàðîê (â ýòîì êîíâåðòå Âû ïîëó÷è òå
ðåçóëüòàòû ïðîâåðêè ðåøåíèé). Ðåøåíèÿ çàäà÷ ïî ìàòå ìàòèêå è ôèçèêå ìîæíî ïðèñûëàòü òàêæå ïî ýëåêòðîííû ì
àäðåñàì math@kvant.ras.ru è phys@kvant.ras.ru ñîîòâ åòñòâåííî.

Óñëîâèÿ êàæäîé îðèãèíàëüíîé çàäà÷è, ïðåäëàãàåìîé äë ÿ ïóáëèêàöèè, ïðèñûëàéòå â îòäåëüíîì êîíâåðòå â äâó õ
ýêçåìïëÿðàõ âìåñòå ñ Âàøèì ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è (íà  êîíâåðòå ïîìåòüòå: «Çàäà÷íèê «Êâàíòà», íîâàÿ çàäà÷ à ïî
ôèçèêå» èëè «Çàäà÷íèê «Êâàíòà», íîâàÿ çàäà÷à ïî ìàò åìàòèêå»).

Â íà÷àëå êàæäîãî ïèñüìà ïðîñèì óêàçûâàòü íîìåð øêîë û è êëàññ, â êîòîðîì Âû ó÷èòåñü.
Çàäà÷è Ì2294á, Ì2296, Ì2298 ïðåäëàãàëèñü íà ðåãèîíà ëüíîì ýòàïå XXXIX Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû øêîëüíèêî â ïî

ìàòåìàòèêå, çàäà÷è Ì2295, Ì2297 – íà VII Þæíîì ìàòå ìàòè÷åñêîì òóðíèðå.
Çàäà÷è Ô2302, Ô2306 ïðåäëàãàëèñü íà Ìîñêîâñêîé ôèçè ÷åñêîé îëèìïèàäå 2013 ãîäà.

Çàäà÷è
ïî ìàòåìàòèêå è ôèçèêå

Çàäà÷è Ì2294–Ì2300, Ô2300–Ô2307

M2294.  Íàòóðàëüíûå a, b, c óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâó
1 1 1
a b c

+ = .

à) Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî a + b  ñîñòàâíîå.
á) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè 2c ³  õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë a +
+ c, b + c ñîñòàâíîå.

Â.Ñåíäåðîâ

M2295.  Äàí òåòðàýäð. Ìîæåò ëè ðàäèóñ âïèñàííîé
îêðóæíîñòè îäíîé èç åãî ãðàíåé áûòü ìåíüøå, ÷åì
ðàäèóñ âïèñàííîé â òåòðàýäð ñôåðû?

Ï.Êîæåâíèêîâ

M2296.  Â êëåòêàõ äîñêè 8 8´  ðàññòàâëåíû ÷èñëà 1 è
–1 (â êàæäîé êëåòêå – ïî îäíîìó ÷èñëó). Ðàññìîòðèì

âñåâîçìîæíûå ðàñïîëîæåíèÿ
ôèãóðêè èç ÷åòûðåõ êëåòîê
(ðèñ.1) íà äîñêå (ôèãóðêó ìîæ-
íî ïîâîðà÷èâàòü, íî åå êëåòêè
íå äîëæíû âûõîäèòü çà ïðåäå-
ëû äîñêè). Íàçîâåì òàêîå ðàñ-
ïîëîæåíèå íåóäà÷íûì , åñëè
ñóììà ÷èñåë, ñòîÿùèõ â ÷åòû-
ðåõ êëåòêàõ ôèãóðêè, íå ðàâíà

0. Íàéäèòå íàèìåíüøåå âîçìîæíîå ÷èñëî íåóäà÷íûõ
ðàñïîëîæåíèé.

Ì.Àíòèïîâ

M2297.  Ñàëîí ñàìîëåòà ñîñòîèò èç 50 ðÿäîâ ïî 6 ìåñò,
ïîìå÷åííûõ  áóêâàìè A, B, C, D , E, F.  Ñâîè ìåñòà â
ñàëîíå çàíÿëè 73 ïàññàæèðà. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäóòñÿ
äâà ðÿäà, êîòîðûå çàíÿòû îäèíàêîâûì îáðàçîì (ò.å. â
ýòèõ ðÿäàõ çàíÿòû ìåñòà, ïîìå÷åííûå îäíèìè è òåìè
æå áóêâàìè).

È.Áîãäàíîâ (ïî ìîòèâàì îëèìïèàäû Ñëîâåíèè)

M2298.  Íà îêðóæíîñòè äëèíû 2013 îòìå÷åíû 2013
òî÷åê, äåëÿùèõ åå íà ðàâíûå äóãè. Â êàæäîé îòìå÷åí-
íîé òî÷êå ñòîèò ôèøêà. Íàçîâåì ðàññòîÿíèåì  ìåæäó
äâóìÿ òî÷êàìè äëèíó ìåíüøåé äóãè ìåæäó ýòèìè
òî÷êàìè. Ïðè êàêîì íàèáîëüøåì n ìîæíî ïåðåñòàâèòü
ôèøêè òàê, ÷òîáû ñíîâà â êàæäîé îòìå÷åííîé òî÷êå
áûëî ïî ôèøêå, à ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ
ôèøêàìè, èçíà÷àëüíî óäàëåííûìè íå áîëåå ÷åì íà n,
óâåëè÷èëîñü?

Ä.Õðàìöîâ

M2299.  Îñòðîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC âïèñàí â
îêðóæíîñòü W . Ïóñòü 0B  è 0C  – ñåðåäèíû ñòîðîí AC
è AB ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü D  – îñíîâàíèå âûñîòû èç
òî÷êè A, à G – òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà
ABC. Îêðóæíîñòü w  ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè 0B , 0C  è
êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè W  â òî÷êå X A¹ . Äîêàæèòå, ÷òî
òî÷êè D , G, X  ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

È.Èñàåâ, Ì.Èñàåâ

M2300.  Ïóñòü p – ïðîñòîå ÷èñëî âèäà 8 n + 1
( n – íàòóðàëüíîå). Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî ÷èñåë
{1, 2, …, p – 1} ìîæíî ðàçáèòü íà äâà ïîäìíîæåñòâà ñ
ðàâíûì êîëè÷åñòâîì ÷èñåë òàê, ÷òîáû ðàçíîñòü ïðîèç-
âåäåíèé ÷èñåë ýòèõ ïîäìíîæåñòâ äåëèëàñü: à) íà p;
á*) íà 2p ; â*) íà 3p .

È.Âàéíøòåéí

Ô2300.  Êàêóþ ìèíèìàëüíóþ ïî âåëè÷èíå ñêîðîñòü
ïî îòíîøåíèþ ê ïîâåðõíîñòè Çåìëè íóæíî ñîîáùèòü
êîñìè÷åñêîìó àïïàðàòó, íàõîäÿùåìóñÿ óæå âíå àò-
ìîñôåðû Çåìëè íà âûñîòå 200 êì íàä åå ýêâàòîðîì,
÷òîáû îí íå òîëüêî íàâñåãäà ïîêèíóë Çåìëþ, íî è
óëåòåë íàâñåãäà îò Ñîëíöà, ïðîëåòåâ äàëåêî îò âñåõ
äðóãèõ ïëàíåò ñîëíå÷íîé ñèñòåìû? Ðàäèóñ Çåìëè

Ðèñ. 1
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R = 6400 êì. Ðàññòîÿíèå îò Çåìëè äî Ñîëíöà
L  = 150 ìëí êì. Îðáèòó Çåìëè ñ÷èòàéòå êðóãîâîé.

Ôîëüêëîð

Ô2301.  Ïðè «ñáðàñûâàíèè» ïîêàçàíèé ìåäèöèíñêîãî
ðòóòíîãî ìàêñèìàëüíîãî òåðìîìåòðà (ðèñ.2) ðåçêèìè
äâèæåíèÿìè ðóêè äîáèâàþòñÿ óñêîðåíèé ïîðÿäêà a =

= 60g. Ïðè òàêîé «ïåðåãðóç-
êå» ðòóòü íà÷èíàåò âûòå-
êàòü èç êàïèëëÿðà ÷åðåç
ìàëîå îòâåðñòèå (ñóæåíèå
âíóòðåííåãî ñå÷åíèÿ òðóá-
êè êàïèëëÿðà) â ðåçåðâóàð
òåðìîìåòðà. Ôîðìà îòâåð-
ñòèÿ – óçêàÿ ùåëü. Îöåíèòå
øèðèíó ùåëè, îáåñïå÷èâà-
þùåé òåðìîìåòðó åãî ñâîé-
ñòâî ìàêñèìàëüíîñòè. Êî-

ýôôèöèåíò ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ ðòóòè s =
= 0,5 2Äæ ì , ïëîòíîñòü ðòóòè 313600 êã ìr = . Îñòà-
òî÷íàÿ äëèíà ñòîëáèêà ðòóòè (îò îòìåòêè øêàëû 35 C°
äî ìåñòà ñóæåíèÿ êàïèëëÿðà) L  = 20 ìì.

Ä.Ïèëþëüêèí

Ô2302.  Íàä èäåàëüíûì îäíîàòîìíûì ãàçîì ñîâåðøà-
þò öèêëè÷åñêèé ïðîöåññ 1–2–3–4–1, ãðàôèê êîòîðîãî

èçîáðàæåí íà pV -äè-
àãðàììå (ðèñ.3). Ìè-
íèìàëüíûé îáúåì ãàçà
ðàâåí 0V , à ìàêñè-
ìàëüíûé – â n ðàç
áîëüøå. Ó÷àñòêè 2–3
è 4–1 – èçîõîðû, ó÷à-
ñòîê 3–4 – àäèàáàòà, à
ó÷àñòîê 1–2 ïîëó÷åí
èç ó÷àñòêà 3–4 ñäâè-
ãîì íà îòðåçîê äëè-
íîé 0p  ââåðõ âäîëü
îñè äàâëåíèÿ. Îïðå-

äåëèòå êîëè÷åñòâà òåïëîòû, ïîëó÷åííûå èëè îòäàííûå
íà ó÷àñòêàõ 1–2, 2–3, 4–1, à òàêæå ÊÏÄ ýòîãî öèêëà.

Î.Øâåäîâ

Ô2303.  Ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ ìîëÿðíàÿ òåïëîåì-
êîñòü òâåðäûõ âåùåñòâ ïðè ïîñòîÿííîì äàâëåíèè çàâè-
ñèò îò àáñîëþòíîé òåìïåðàòóðû T ïî çàêîíó

( )
0

3
0T TC C T T= . Îäèí ìîëü (40 ã) òâåðäîãî àðãîíà ïðè

òåìïåðàòóðå 8Ê ïðèâåëè â òåïëîâîé êîíòàêò ñ äâóìÿ
êèëîãðàììàìè òâåðäîãî àðãîíà ïðè òåìïåðàòóðå 1Ê è
âñå âìåñòå òåïëîèçîëèðîâàëè. Êàêîé áóäåò òåìïåðàòó-
ðà âåùåñòâà, êîãäà óñòàíîâèòñÿ òåïëîâîå ðàâíîâåñèå?

Ñ.Âàðëàìîâ

Ô2304.  Â êîíäåíñàòîðå íàõîäèòñÿ ñâåðíóòàÿ ðóëîíîì
ïà÷êà ÷åðåäóþùèõñÿ ëèñòîâ èç ìåòàëëà è èçîëÿòîðà ñ
äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ 3e =  îäíîé è òîé æå
òîëùèíû d = 0,01 ìì. ×åòíûå ëèñòû ìåòàëëà ñîåäèíå-
íû ýëåêòðè÷åñêèì êîíòàêòîì âìåñòå è îò ìåñòà ñîåäè-
íåíèÿ ñäåëàí âûâîä. Òàê æå ñîåäèíåíû è íå÷åòíûå
ëèñòû. Ìåæäó êàæäîé ïàðîé ÷åòíûé – íå÷åòíûé ëèñò
ìåòàëëà èìååòñÿ ñëîé èçîëÿòîðà. Ðàçìåðû ìåòàëëè÷åñ-
êîãî êîðïóñà êîíäåíñàòîðà 5 5 5 ñìa a a´ ´ = ´ ´ .

Ïðîáîéíàÿ íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â äèý-
ëåêòðèêå 73 10  Â ìE = × . Êàêîâà åìêîñòü òàêîãî êîí-
äåíñàòîðà? Êàêîå ìàêñèìàëüíîå íàïðÿæåíèå âûäåð-
æèâàåò òàêîé êîíäåíñàòîð?

Ä.Ýëåêòðèê

Ô2305.  Â âîçäóõå ïðè íîðìàëüíûõ óñëîâèÿõ ( T =
= 273 K,  510p =  Ïà) ñîçäàíî îäíîðîäíîå ýëåêòðè÷åñ-
êîå ïîëå ñ íàïðÿæåííîñòüþ E. Èîíèçàöèÿ ìîëåêóë
âîçäóõà ïðîèñõîäèò çà ñ÷åò êîñìè÷åñêîãî èçëó÷åíèÿ.
Âîçíèêøèå ïðè èîíèçàöèè ñâîáîäíûå ýëåêòðîíû äîëãî
ïóòåøåñòâóþò, ïðåæäå ÷åì âñòðåòèòü íà ñâîåì ïóòè
ïîëîæèòåëüíî çàðÿæåííûé èîí è ñíîâà îáðàçîâàòü
íåéòðàëüíóþ ìîëåêóëó. Ñ÷èòàÿ óäàðû íåéòðàëüíûõ
ìîëåêóë ñ ýëåêòðîíàìè àáñîëþòíî óïðóãèìè, íàéäèòå
ñðåäíþþ ñêîðîñòü óïîðÿäî÷åííîãî äâèæåíèÿ ýëåêòðî-
íîâ è ñðåäíþþ ñêîðîñòü íåóïîðÿäî÷åííîãî õàîòè÷åñêî-
ãî äâèæåíèÿ ýëåêòðîíîâ. Ðàçìåð (äèàìåòð) ìîëåêóë
âîçäóõà 0,3D »  íì. Ðàññìîòðèòå äâà ñëó÷àÿ: 1E  =
= 100 Â/ì è 6

2 10E =  Â/ì. Ïðè êàêîé âåëè÷èíå
íàïðÿæåííîñòè E âîçíèêàåò ýëåêòðè÷åñêèé ïðîáîé â
âîçäóõå, åñëè äëÿ ãàðàíòèðîâàííîé èîíèçàöèè îäíîé
ìîëåêóëû òðåáóåòñÿ ýíåðãèÿ íå ìåíüøå 0w  = 10 ýÂ è
êàæäûé èç äâóõ ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ ïîñëå èîíèçàöèè
ìîëåêóëû äîëæåí èìåòü ïðèìåðíî òàêóþ æå ýíåðãèþ?

Ñ.Äìèòðèåâ

Ô2306.  Ãëàç íàáëþäàòåëÿ ðàñïîëîæåí òàê, ÷òî ìóðà-
âåé è åãî èçîáðàæåíèå â «êðèâîì» (ñôåðè÷åñêîì)
çåðêàëå äëÿ íàáëþäàòåëÿ èìåþò îäèíàêîâûå óãëîâûå
ðàçìåðû è ïîëíîñòüþ íàêëàäûâàþòñÿ äðóã íà äðóãà.
Íàáëþäàòåëü îòîäâèíóëñÿ îò çåðêàëà íà ðàññòîÿíèå L
âäîëü ëèíèè, íà êîòîðîé íàõîäÿòñÿ ìóðàâåé è åãî
èçîáðàæåíèå, è òåïåðü âèäèò, ÷òî óãëîâîé ðàçìåð
ìóðàâüÿ ñîñòàâëÿåò 75% îò óãëîâîãî ðàçìåðà åãî èçîá -
ðàæåíèÿ. Çàòåì íàáëþäàòåëü îòîäâèíóëñÿ â òîì æå
íàïðàâëåíèè åùå íà L , è óãëîâîé ðàçìåð èçîáðàæåíèÿ
ñòàë â 1,5 ðàçà áîëüøå óãëîâîãî ðàçìåðà ìóðàâüÿ. Âî
ñêîëüêî ðàç èçîáðàæåíèå ìóðàâüÿ áîëüøå åãî ñàìîãî?
Êàêîâ ðàäèóñ êðèâèçíû çåðêàëà?

Ñ.Âàðëàìîâ

Ô2307.  Äâà ðàäèîòåëåñêîïà, ðàáîòàþùèå ñèíõðîííî
íà äëèíå âîëíû 3l =  ñì, ðàñïîëàãàþòñÿ íà ðàññòîÿ-
íèè L  = 1000 êì äðóã îò äðóãà. Ñ ïîìîùüþ ýòèõ
òåëåñêîïîâ îáíàðóæåíû äâå çâåçäû, êîòîðûå èçëó÷àþò
â ðàäèîäèàïàçîíå. Ìàññû çâåçä îäèíàêîâû è ðàâíû
ìàññå Ñîëíöà. Çâåçäû îáðàùàþòñÿ äðóã âîêðóã äðóãà
ñ ïåðèîäîì T = 1 ãîä (äâîéíàÿ ñèñòåìà). Íà êàêîì
ìàêñèìàëüíîì ðàññòîÿíèè îò Çåìëè îíè ìîãóò íàõî-
äèòüñÿ?

Ñ.Âàðëàìîâ

Ðèñ. 2

Ðåøåíèÿ çàäà÷ Ì2276–Ì2285,
Ô2283–Ô2292

M2276.  Íà êëåò÷àòîé äîñêå îòìå÷åíî íåñêîëüêî
êëåòîê. Ëàäüÿ õîäèò òîëüêî ïî îòìå÷åííûì êëåò-
êàì (âîçìîæíî, ïåðåïðûãèâàÿ ÷åðåç íåîòìå÷åííûå).
Èçâåñòíî, ÷òî ýòà ëàäüÿ ìîæåò äîéòè îò ëþáîé
îòìå÷åííîé êëåòêè äî ëþáîé äðóãîé çà äâà õîäà.
Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ãîðèçîíòàëü, íà êîòî-

Ðèñ. 3
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ðóþ ëàäüÿ ìîæåò ïîïàñòü èç ëþáîé îòìå÷åííîé
êëåòêè çà îäèí õîä. (Íàïîìíèì, ÷òî ëàäüÿ õîäèò
ïî ãîðèçîíòàëè èëè âåðòèêàëè íà ëþáîå ÷èñëî êëå-
òîê.)

Äîêàæåì, ÷òî ãîðèçîíòàëü 1h , ñîäåðæàùàÿ íàèáîëü-
øåå êîëè÷åñòâî îòìå÷åííûõ êëåòîê, – èñêîìàÿ. Ïóñòü
( )1 1,v h , ( )2 1,v h , …., ( )1,nv h  – âñå îòìå÷åííûå êëåòêè
ýòîé ãîðèçîíòàëè (çäåñü è äàëåå ÷åðåç ( ),v h  îáîçíà÷àåì
êëåòêó íà ïåðåñå÷åíèè âåðòèêàëè v è ãîðèçîíòàëè h).
Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå íàøåìó óòâåðæäåíèþ, òîãäà
èìååòñÿ õîòÿ áû îäíà îòìå÷åííàÿ êëåòêà, êîòîðàÿ
íàõîäèòñÿ â âåðòèêàëè, îòëè÷íîé îò 1 2, , , nv v vK  (ñì.
ðèñóíîê). Ïóñòü ýòî êëåòêà ( )0 0,v h . Ïî óñëîâèþ èç
êëåòêè ( )0 0,v h  â êëåòêó ( )1 1,v h  ìîæíî ïîïàñòü çà äâà
õîäà ïî îòìå÷åííûì êëåòêàì. Åñòü äâà òàêèõ ïóòè:
( ) ( ) ( )0 0 1 0 1 1, , ,v h v h v h® ®  è ( ) ( )0 0 0 1, ,v h v h® ®

( )1 1,v h® . Íî êëåòêà ( )0 1,v h  – íå îòìå÷åíà, ïîýòîìó
âòîðîé ïóòü íåâîçìîæåí.
Çíà÷èò, âîçìîæåí ïåðâûé ïóòü, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
êëåòêà ( )1 0,v h  îòìå÷åííàÿ. Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî,
äîêàçûâàåì, ÷òî êëåòêè ( )2 0,v h , …, ( )0,nv h  òàêæå
îòìå÷åííûå. Ïîëó÷àåì, ÷òî â ãîðèçîíòàëè 0h  óæå
íàéäåíû n + 1 îòìå÷åííûõ êëåòîê: ( )0 0,v h , ( )1 0,v h , …
..., ( )0,nv h . Ýòî ïðîòèâîðå÷èò íàøåìó ïðåäïîëîæå-
íèþ.

Ñ.Âîë÷¸íêîâ

M2277. Ïóñòü k 2³  – íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Íàéäèòå
âñå íàòóðàëüíûå n òàêèå, ÷òî ÷èñëî n n n1 2 3+ + +

( )nn k4 2 1+ + + -K  äåëèòñÿ íà k2 .

Îòâåò:  âñå íå÷åòíûå 3n ³ .
Ïóñòü n íå÷åòíî. Òîãäà

( )1 2 3 4 2 1
nn n n n k+ + + + + - =K

= ( ) ( )1 2 1 2 2 2
n nn k n kæ ö æ ö+ - + + - +ç ÷ ç ÷

è ø è ø

+ ( ) ( ) ( )1 13 2 3 2 1 2 1
n n nn k k k- -æ ö æ ö+ - + + - + + +ç ÷ ç ÷

è ø è ø
K ( )12

nk- .

Òàê êàê ïðè íå÷åòíîì n èìååì

 ( )( )1 2 1n n n n na b a b a a b b- - -+ = + - + +K ,

â ïîëó÷åííîé ñóììå âñå ñëàãàåìûå, êðîìå ïîñëåäíåãî,
äåëÿòñÿ íà 2k , à ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå, ðàâíîå ( )12 k n- ,
äåëèòñÿ íà 2k  òîëüêî ïðè 2n ³ .
Òåïåðü çàôèêñèðóåì ÷åòíîå n è äîêàæåì èíäóêöèåé ïî

k, ÷òî ( )1 2 3 4 2 1
nn n n n k+ + + + + -K  íå äåëèòñÿ íà 2k .

Áàçà k = 1 î÷åâèäíà. Ïóñòü óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ
íåêîòîðîãî k, äîêàæåì åãî äëÿ k + 1. Òàê êàê

( ) ( )1 12 mod 2
nn k ka a+ +º - , òî

( )11 2 3 4 2 1
nn n n n k++ + + + + - =K

= ( ) ( )1 2 1 2 2 2
n nn k n kæ ö æ ö+ - + + - +ç ÷ ç ÷

è ø è ø

+ ( ) ( ) ( )1 13 2 3 2 1 2 1
n n nn k k k- -æ ö æ ö+ - + + - + + +ç ÷ ç ÷

è ø è ø
K

+ ( ) ( ) ( )12 2 1 2 3 4 2 1 2
n n nk n n n n k k- æ öº + + + + + - + ºç ÷

è ø
K

º  ( ) ( )12 1 2 3 4 2 1 mod 2
nn n n n k k+æ ö+ + + + + -ç ÷

è ø
K .

Íî òàê êàê ( )1 2 3 4 2 1
nn n n n k+ + + + + -K  íå äåëèòñÿ

íà 2k , òî ( )2 1 2 3 4 2 1
nn n n n kæ ö+ + + + + -ç ÷

è ø
K  íå äåëèòñÿ

íà 12k+ .
Ï.Êîæåâíèêîâ

M2278.  Èçíà÷àëüíî íà ñòîëå ëåæàò 111 êóñêîâ ïëà-
ñòèëèíà îäèíàêîâîé ìàññû. Çà îäíó îïåðàöèþ ìîæíî
âûáðàòü íåñêîëüêî ãðóïï ïî îäèíàêîâîìó êîëè÷åñòâó
êóñêîâ è â êàæäîé ãðóïïå âåñü ïëàñòèëèí ñëåïèòü â
îäèí êóñîê. Çà êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî îïåðà-
öèé ìîæíî ïîëó÷èòü ðîâíî 11 êóñêîâ, ëþáûå äâà èç
êîòîðûõ èìåþò ðàçëè÷íûå ìàññû?

Îòâåò:  çà äâå îïåðàöèè.
Ïóñòü ìàññà îäíîãî èñõîäíîãî êóñêà ðàâíà 1. Åñëè ïð è
ïåðâîé îïåðàöèè â êàæäîé ãðóïïå k êóñêîâ, òî ïîñëå
íåå êàæäûé êóñîê áóäåò èìåòü ìàññó 1 èëè k; çíà÷èò,
îäèííàäöàòè êóñêîâ ðàçëè÷íîé ìàññû çà îäíó îïåðà-
öèþ ïîëó÷èòü íå óäàñòñÿ.
Ïîêàæåì, ÷òî çà äâå îïåðàöèè òðåáóåìîå ñäåëàòü
ìîæíî. Íà ïåðâîé îïåðàöèè âûáåðåì 37 ãðóïï ïî 2
êóñêà; ïîñëå îïåðàöèè ïîëó÷àòñÿ ïî 37 êóñêîâ ñ
ìàññàìè 1 è 2. Íà âòîðîé îïåðàöèè âûáåðåì 9 ãðóïï ï î
8 êóñêîâ: â i -é ãðóïïå ( 1 9i£ £ ) áóäåò i  – 1 êóñêîâ
ìàññû 2 è 9 – i  êóñêîâ ìàññû 1. Òîãäà îñòàíóòñÿ
íåèñïîëüçîâàííûìè äâà êóñêà ìàññ 1 è 2, à èç i -é
ãðóïïû ïîëó÷èòñÿ êóñîê ìàññû ( )9 2 1 7i i i- + - = + .
Èòàê, ïîëó÷àòñÿ 11 êóñêîâ ñ ìàññàìè 1, 2, 8, 9, …, 16,
÷òî è òðåáîâàëîñü.
Çàìå÷àíèå . Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðèâåäåííûé ñïîñîá
– åäèíñòâåííûé âîçìîæíûé.

È.Áîãäàíîâ

M2279.  Äàí ïàðàëëåëîãðàìì ABCD ñ òóïûì óãëîì A.
Òî÷êà H – îñíîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç
òî÷êè A íà BC. Ïðîäîëæåíèå ìåäèàíû òðåóãîëüíèêà
ABC, ïðîâåäåííîé èç âåðøèíû C, ïåðåñåêàåò îïèñàí-
íóþ îêîëî íåãî îêðóæíîñòü â òî÷êå K. Äîêàæèòå,
÷òî òî÷êè K, H, C è D ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.
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Ïóñòü E – îñíîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç
òî÷êè B íà AD . Òîãäà ÷åòûðåõóãîëüíèê AHBE  –

ïðÿìîóãîëüíèê. Çíà÷èò, 180HED ABCÐ = Ð = ° -
BCD- Ð , ò.å. òî÷êè D , C, H , E ëåæàò íà íåêîòîðîé

îêðóæíîñòè w  (ñì. ðèñóíîê).
Ïóñòü M  – òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé ïðÿìîóãîëü-
íèêà AHBE , ò.å. MA = MB = MH = ME  (ïî óñëîâèþ
òî÷êà M  ëåæèò íà CK ). Ïîñêîëüêó òî÷êè A, K , B, C
ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè, èìååì MK MC× =

MA MB MH ME= × = × . Ýòî ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî
òî÷êè C, K , H  è E ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè. Ýòà
îêðóæíîñòü ÿâëÿåòñÿ îïèñàííîé îêðóæíîñòüþ òðåó-
ãîëüíèêà CHE , ò.å. ñîâïàäàåò ñ w ; èòîãî, âñå ÷åòûðå
òî÷êè K , H , C, D  ëåæàò íà w .

Ô.Èâëåâ

M2280.  Ëþáûå äâà èç äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë 1a , 2a ,
3a , 4a , 5a  îòëè÷àþòñÿ íå ìåíåå ÷åì íà 1. Îêàçàëîñü,

÷òî äëÿ íåêîòîðîãî äåéñòâèòåëüíîãî k âûïîëíåíû
ðàâåíñòâà 1 2 3 4 5a a a a a+ + + + =2k è 2 2 2

1 2 3a a a+ + +
2 2
4 5a a+ + =2k2. Äîêàæèòå, ÷òî 2k 25 3³ .

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
1 5a a< <K . Ïî óñëîâèþ 1 1i ia a+ - >  ïðè âñåõ i  = 1, 2,

3, 4. Çíà÷èò, j ia a j i- ³ -  ïðè âñåõ 1 5i j£ < £ .
Âîçâåäåì êàæäîå èç ïîëó÷åííûõ íåðàâåíñòâ â êâàäðàò
è ñëîæèì èõ âñå. Ïîëó÷èì

( ) ( )
2 2

1 5 1 5
j i

i j i j

a a j i
£ < £ £ < £

- ³ - =å å
= 2 2 2 24 1 3 2 2 3 4 50× + × + × + = ,

ò.å.
5

2

1 1 5

4 2 50i i j
i i j

a a a
= £ < £

- ³å å .              (1)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî óñëîâèþ èìååì

( )
5

22 2
1 5

1 1 5

2 4i i j
i i j

a a a a a k
= £ < £

+ = + + =å å K .     (2)

Ñêëàäûâàÿ (1) è (2), ïîëó÷àåì
5

2 2 2

1

5 10 50 4i
i

a k k
=

= ³ +å ,

îòêóäà 26 50k ³ , èëè 2 25 3k ³ .
Çàìå÷àíèå . Óñëîâèþ çàäà÷è óäîâëåòâîðÿþò, íàïðè-
ìåð, ÷èñëà ( )3 2 3ia i= - + , 5 3k = . Òàêèì îáðà-
çîì, ÷èñëî 25 3  â óñëîâèè íåëüçÿ çàìåíèòü íà áîëü-
øåå.

È.Áîãäàíîâ

M2281. Íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè íàðèñîâàíû n
ïàðàáîë, ÿâëÿþùèõñÿ ãðàôèêàìè êâàäðàòíûõ òðåõ-
÷ëåíîâ; íèêàêèå äâå èç íèõ íå êàñàþòñÿ. Îíè äåëÿò
ïëîñêîñòü íà íåñêîëüêî îáëàñòåé, îäíà èç êîòîðûõ
ðàñïîëîæåíà íàä âñåìè ïàðàáîëàìè. Äîêàæèòå, ÷òî ó
ãðàíèöû ýòîé îáëàñòè íå áîëåå ( )2 n 1-  óãëîâ (ò.å.
òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ïàðû ïàðàáîë).

Äîêàæåì óòâåðæäåíèå çàäà÷è èíäóêöèåé ïî n. Ïðè n =
= 1 îíî î÷åâèäíî. Ïóñòü òåïåðü ( )1f x , ( )2f x , …, ( )nf x
– äàííûå êâàäðàòíûå òðåõ÷ëåíû ( 2n ³ ), ïðè÷åì ( )nf x
– òðåõ÷ëåí ñ ìèíèìàëüíûì ñòàðøèì ÷ëåíîì (åñëè òàêèõ
íåñêîëüêî, òî ëþáîé èç íèõ). Îáîçíà÷èì ãðàíèöó íàøå é
îáëàñòè ÷åðåç T. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî T ñîäåðæèò
ó÷àñòêè âñåõ ãðàôèêîâ.
Ïóñòü S – ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ÷èñåë a, ÷òî òî÷êà
ìíîæåñòâà T ñ àáñöèññîé a ëåæèò íà ãðàôèêå òðåõ÷ëåíà

( )nf x . Èíà÷å ãîâîðÿ, ÷èñëî a ïðèíàäëåæèò S òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà ( ) ( )n if a f a³
ïðè âñåõ i = 1, 2, …, n – 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç iS
ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé i -ãî íåðàâåíñòâà; òîãäà

1 2 1nS S S S -= I I K I . Ïîñêîëüêó òðåõ÷ëåí ( )nf x -
( )if x-  ëèáî îáëàäàåò îòðèöàòåëüíûì ñòàðøèì êîýô-

ôèöèåíòîì, ëèáî ÿâëÿåòñÿ íà ñàìîì äåëå ëèíåéíûì, iS
– ýòî ëèáî îòðåçîê (âîçìîæíî, âûðîæäåííûé), ëèáî
ëó÷, ëèáî âñÿ ïðÿìàÿ. Çíà÷èò, è S ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì
òàêîãî æå âèäà.
Èòàê, ó T íå áîëåå äâóõ óãëîâ, ïðèíàäëåæàùèõ ãðàôèêó

( )nf x . Åñëè ìû óäàëèì ýòîò ãðàôèê, èñ÷åçíóò ýòè óãëû
(è, âîçìîæíî, ïîÿâÿòñÿ íîâûå). Ïðè ýòîì ïî ïðåäïîëî -
æåíèþ èíäóêöèè íîâàÿ îáëàñòü áóäåò èìåòü íå áîëåå

( )2 2n -  óãëîâ; çíà÷èò, èñõîäíàÿ èìåëà íå áîëåå
( ) ( )2 2 2 2 1n n- + = -  óãëîâ, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Çàìå÷àíèÿ
1. Îöåíêà, óêàçàííàÿ â óñëîâèè çàäà÷è, äîñòèãàåòñÿ. Â
êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî âçÿòü êâàäðàòíûå òðåõ÷ëåíû

22x , ( )( )22 1 2x x x- - - , ( )( )22 3 4x x x- - - , 22x -
( )( )5 6x x- - - , ….

2. Ïðèâåäåì ñõåìó äðóãîãî ïîäõîäà ê çàäà÷å, êîòîðûé
ãîäèòñÿ íå òîëüêî äëÿ êâàäðàòíûõ òðåõ÷ëåíîâ, íî è ä ëÿ
ëþáûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé 1f , 2f , …, nf , ãðàôèêè
ëþáûõ äâóõ èç êîòîðûõ ïåðåñåêàþòñÿ íå áîëåå ÷åì â
äâóõ òî÷êàõ.
Ïóñòü T ðàçáèâàåòñÿ òî÷êàìè ïåðåñå÷åíèÿ ôóíêöèé íà
ó÷àñòêè 0I , 1I , …, kI  ãðàôèêîâ ôóíêöèé 

0mf , 
1mf , …

..., kmf  (ñ÷èòàåì, ÷òî ó÷àñòêè çàíóìåðîâàíû ñëåâà íà-
ïðàâî). Âûïèñàâ ïîäðÿä èíäåêñû, ìû ïîëó÷èì ñëîâî

( )0 1 2, , , , kM m m m m= K  â àëôàâèòå  èç n áóêâ {1, 2, …, n}.
ßñíî, ÷òî â ñëîâå M  íåò äâóõ ïîäðÿä èäóùèõ îäèíàêî-
âûõ áóêâ (óñëîâèå 1). Òàêæå íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî èç
ñëîâà M  íåëüçÿ, âû÷åðêíóâ íåñêîëüêî áóêâ, ïîëó÷èòü
ñëîâî âèäà ( a, b, a, b), ãäå a b¹  (óñëîâèå 2). 1 Óòâåð-
æäåíèå çàäà÷è òåïåðü ìîæíî ïîëó÷èòü, äîêàçàâ, ÷òî
äëèíà ñëîâà, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèÿì 1 è 2, íå
ïðåâîñõîäèò 2 n – 1. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ðàçëè÷íûìè
ìåòîäàìè.

È.Áîãäàíîâ, Ð.Êàðàñåâ, Ï.Êîæåâíèêîâ

1 Ñëîâà, óäîâëåòâîðÿþùèå òàêèì óñëîâèÿì, íàçûâàþòñÿ ï îñëåäî-
âàòåëüíîñòÿìè Äýâåíïîðòà–Øèíöåëÿ.
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M2282.  à) Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå c, äëÿ êîòîðûõ
ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà a è b
òàêèå, ÷òî ab äåëèòñÿ íà a + c è íà b + c.
á) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî c ìíî-
æåñòâî ïàð ÷èñåë (a, b) èç ïóíêòà à) êîíå÷íî.
â) Ïóñòü n 3³ . Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ íàòó-
ðàëüíûõ c è k ñóùåñòâóþò ïîïàðíî ðàçëè÷íûå íàòó-
ðàëüíûå ÷èñëà 1a , 2a , …, na , áîëüøèå k, òàêèå, ÷òî
ïðîèçâåäåíèå 1 2 na a aK  äåëèòñÿ íà êàæäîå èç ÷èñåë

1a c+ , 2a c+ , …, na c+ .

à) Îòâåò : âñå íàòóðàëüíûå 2c ³ .
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ c = 1 èñêîìûå ÷èñëà a è b
ñóùåñòâóþò. Òîãäà ( )1ab a +M , îòñþäà (òàê êàê

( )ÍÎÄ , 1 1a a + = ) ( )1b a b a+ Þ >M . Àíàëîãè÷íî,
a > b  – ïðîòèâîðå÷èå.
Ïóñòü 2c ³ . Òîãäà íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî â êà÷åñòâå
èñêîìîé ïàðû ÷èñåë ïîäîéäóò 4 3 2a c c c c= + - -  è

3 2b c c c= + - . Ñóùåñòâóþò è äðóãèå ïðèìåðû. Ïðèâå-
äåì åùå îäèí ïðèìåð (ïîæàëóé, áîëåå ïðîñòîé):

22a c c= -  è 22 2b c c= - .
á) Ïóñòü íàòóðàëüíûå a è b òàêîâû, ÷òî a b³ , ( )ab a c+M
è ( )ab b c+M . Òîãäà ( )( ) ( )bc b a c ab a c= + - +M . Ïîëî-
æèì ( )bc a c= g + .
Äàëåå,

( ) ( ) ( )2a ac a a c abc ab c b c cg + g = g + = = + =M

= ( )2 2 2bc c a c c a c c+ = g + + = g + g + .

Ïîëîæèì 2P a ac= g + g , 2Q a c c= g + g + . Êàê ìû âè-
äåëè, P QM . Â ñëåäóþùèõ âûêëàäêàõ ìû ôàêòè÷åñêè
ðàçäåëèì «ñòîëáèêîì» P íà Q (êàê ìíîãî÷ëåíû îò
ïåðåìåííîé a). Èìååì 2ac aQ P Q= - M  è 4 3c c+ g =

( )2 2c Q ac Q= - g M . Îòñþäà 4 3c c Q a+ g ³ > g , çíà÷èò,
4 3 4 3a c c c c< g + £ + . Èç ïîëó÷åííîé îöåíêè ñâåðõó 1

íà a âûòåêàåò óòâåðæäåíèå á).
â) Äîñòàòî÷íî ïîäîáðàòü ÷èñëà 1a , 2a , …, na , áîëüøèå
k è òàêèå, ÷òî èõ ïðîèçâåäåíèå p = 1 2 na a aK  äåëèòñÿ íà
ëþáîå èç íèõ, óâåëè÷åííîå íà 1. Óìíîæèâ êàæäîå èç
÷èñåë 1a , 2a , …, na  íà c, ìû ïîëó÷èì òðåáóåìûé
ïðèìåð.
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå t > k . Ïóñòü 1 2a t= , 2a  =

12 1 4 1a t= + = + , 2
3 1 2 1 8 2 1a a a t t= - = + - = ( )(4 1 2t t- +

)1+ , …, 1 2 1 1i ia a a a -= -K  ïðè i  = 4, …, n. Òîãäà

1 2 1 1i ip a a a a- = +M K  ïðè 3i ³ ,  à êðîìå òîãî,
( ) ( )1 3 2 12 1 2 1 2 1p a a t a a+ × = + = +M M . Èòàê, p äåëèòñÿ

íà 1ia +  ïðè âñåõ i  = 1, 2, …, n, ÷òî è òðåáîâàëîñü.
Â.Ñåíäåðîâ

M2283.  Íàáîð äîìèíî ñîñòîèò èç n 4³  äîìèíîøåê.
Êàæäûé êâàäðàòèê ïîìå÷åí ÷èñëîì èç ìíîæåñòâà
{1, 2, …, n}, ïðè÷åì êàæäûì ÷èñëîì ïîìå÷åíî ðîâíî ä âà
êâàäðàòèêà. Ïî ïðàâèëàì èãðû äâå äîìèíîøêè ìîæíî
ïðèñòàâèòü äðóã ê äðóãó êâàäðàòèêàìè, åñëè ýòè
êâàäðàòèêè ïîìå÷åíû ÷èñëàìè, îòëè÷àþùèìèñÿ íà 1
èëè íà n – 1. Äîêàæèòå, ÷òî ïî òàêèì ïðàâèëàì

ìîæíî âûëîæèòü âñå äîìèíîøêè â îäíó çàìêíóòóþ
öåïü.
Îïðåäåëèì ñëåäóþùóþ äèàãðàììó (ãðàô). Âîçüìåì n
âåðøèí, çàíóìåðóåì èõ 1, 2, …, n. Äëÿ êàæäîé
äîìèíîøêè ( k,  l ) èç íàøåãî íàáîðà â ãðàôå ïðîâåäåì
ñèíåå ðåáðî, ñîåäèíÿþùåå òî÷êè ñ íîìåðàìè k è l . Â
ðåçóëüòàòå èç êàæäîé âåðøèíû âûõîäÿò äâà ñèíèõ
ðåáðà. Êðîìå òîãî, êðàñíûìè ðåáðàìè  ñîåäèíèì âåð-
øèíû ñ íîìåðàìè 1 è 2, 2 è 3, …, n è 1. Ïðèìåð òîãî,
êàê ïî íàáîðó äîìèíîøåê âûñòðàèâàåòñÿ ãðàô, ïîêàçàí
íà ðèñóíêå.
Òåïåðü â íàøåé äèàãðàììå äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü çàì-
êíóòûé ìàðøðóò, ïðîõîäÿùèé ïî êàæäîìó ðåáðó ðîâ-
íî îäèí ðàç è â êîòîðîì öâåòà ðåáåð ÷åðåäóþòñÿ.
Äåéñòâèòåëüíî, ïðîõîæäåíèå ñèíåãî ðåáðà ñîîòâåò-
ñòâóåò âûêëàäûâàíèþ äîìèíîøêè. Ïðîõîæäåíèå êðàñ-

íîãî ðåáðà – ïåðåõîä ìåæäó äâóìÿ äîìèíîøêàìè (â
ñîãëàñèè ñ óñëîâèåì ïåðåõîä âîçìîæåí ìåæäó ÷èñëà-
ìè, îòëè÷àþùèìèñÿ íà 1, ëèáî ìåæäó 1 è n).
Äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå çàìêíóòîãî ìàðøðóòà ñ òàêè-
ìè ñâîéñòâàìè ìîæíî ñëåäóþùèì îáðàçîì (àíàëîãè÷-
íî äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà Ýéëåðà îá îáõîäå ðåáåð
ñâÿçíîãî ãðàôà).
Ðàññìîòðèì ìàêñèìàëüíûé (ò.å. ñîäåðæàùèé ìàêñè-
ìàëüíîå ÷èñëî ðåáåð) çàìêíóòûé ìàðøðóò P , ïðîõî-
äÿùèé ïî êàæäîìó ðåáðó íå áîëåå îäíîãî ðàçà è â
êîòîðîì öâåòà ðåáåð ÷åðåäóþòñÿ (â òîì ÷èñëå ïåðâîå è
ïîñëåäíåå ïðîéäåííûå ðåáðà – ðàçíîãî öâåòà). Ðåáðî,
ïðèíàäëåæàùåå ìàðøðóòó P , íàçîâåì ïðîéäåííûì . Â
ñèëó ÷åðåäîâàíèÿ öâåòîâ, äëÿ êàæäîé âåðøèíû êîëè-
÷åñòâà âûõîäÿùèõ èç íåå ïðîéäåííûõ êðàñíûõ è ñèíèõ
ðåáåð ðàâíû.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íå âñå ðåáðà ïðîéäåííûå (èíà÷å P
– òðåáóåìûé îáõîä). Ïóñòü V  – ìíîæåñòâî âåðøèí, â
êîòîðûõ ìû ïîáûâàëè, ïðîõîäÿ ìàðøðóò P . Â ñèëó
ñâÿçíîñòè íàøåãî ãðàôà, òîãäà íàéäåòñÿ âåðøèíà èç V
(íàçîâåì åå A), äëÿ êîòîðîé õîòÿ áû îäíî âûõîäÿùåå
ðåáðî åùå íå ïðîéäåíî. Áóäåì ñòðîèòü ïóòü p, íà÷èíà-
þùèéñÿ â A è ñîñòîÿùèé èç ðàçëè÷íûõ íåïðîéäåííûõ
ðåáåð. Âûéäÿ èç A ïî êðàñíîìó íå ïðîéäåííîìó ðåáðó,
ìû ïðèäåì â íåêîòîðóþ âåðøèíó, èç êîòîðîé ñìîæåì
âûéòè ïî ñèíåìó åùå íå ïðîéäåííîìó ðåáðó. Ïðèäÿ â
âåðøèíó ïî ñèíåìó ðåáðó, ìû ñìîæåì âûéòè èç íåå ïî
êðàñíîìó åùå íå ïðîéäåííîìó ðåáðó è ò.ä. Â ïðîöåññå
ïîñòðîåíèÿ ïóòè p, äëÿ êàæäîé âåðøèíû, êîòîðóþ ìû
ïîñåùàåì (êðîìå âåðøèíû A), êîëè÷åñòâà âûõîäÿùèõ
èç íåå íåïðîéäåííûõ êðàñíûõ è ñèíèõ ðåáåð óìåíüøà-
þòñÿ íà 1 (è, çíà÷èò, îñòàþòñÿ ðàâíûìè), ïîýòîìó

1 Èíòåðåñíî ñðàâíèòü ïîëó÷åííóþ îöåíêó ñ ïåðâûì ïðèìå ðîì èç
ðåøåíèÿ ïóíêòà à).
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ïîñòðîåíèå ïóòè p ìîæíî ïðîäîëæàòü, ïîêà ìû íå
âåðíåìñÿ â A ïî ñèíåìó ðåáðó. Èòàê, p – çàìêíóòûé
ïóòü, íà÷èíàþùèéñÿ è çàêàí÷èâàþùèéñÿ â A, ñîñòîÿ-
ùèé èç ðàçëè÷íûõ ðåáåð, íå ïðîéäåííûõ â P , è â
êîòîðîì öâåòà ÷åðåäóþòñÿ.
Òåïåðü íà÷íåì ïðîõîäèòü ìàðøðóò P , íî òîëüêî äî
ïåðâîãî ïîïàäàíèÿ â âåðøèíó A. Äàëåå, ïðîõîäèì
çàìêíóòûé ïóòü p â ïðÿìîì ëèáî â îáðàòíîì íàïðàâëå-
íèè (â ïðÿìîì – åñëè â A âîøëè ïî ñèíåìó ðåáðó, è â
îáðàòíîì – èíà÷å). Âîçâðàòèâøèñü ïîñëå ïðîõîæäå-
íèÿ ïóòè p â A, ïðîäîëæèì ìàðøðóò P . Ïðîéäåííûé
íàìè ìàðøðóò ( P  è «çàõîä» íà p) ïðîòèâîðå÷èò
ìàêñèìàëüíîñòè ìàðøðóòà P . Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå-
÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî P  ñîäåðæèò âñå ðåáðà ãðàôà.

Ä.Ôîí-Äåð-Ôëààññ

M2284.  Ñóùåñòâóåò ëè áåñêîíå÷íàÿ âîçðàñòàþùàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë 1a , 2a , 3a ,…
òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîé âîçðàñòàþùåé àðèôìåòè÷åñ-
êîé ïðîãðåññèè 1b , 2b , 3b , … ñ íàòóðàëüíûìè ÷ëåíàìè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 1 1a b+ , 2 2a b+ , 3 3a b+ , … ñîäåð-
æèò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ïðîñòûõ ÷èñåë (âîçìîæíî,
íè îäíîãî)?

Îòâåò : ñóùåñòâóåò.
Ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, çàäàííàÿ ôîðìó-

ëîé ( )2 !na n=  (ãäå k! îáîçíà÷àåò ïðîèçâåäåíèå
1 2 k× × ×K ), óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ.
Ïóñòü 1 2, ,b b K  – àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ. Òîãäà
íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà n âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

2
nn b³ . Äåéñòâèòåëüíî, åñëè d – ðàçíîñòü ïðîãðåññèè,

òî

 ( )2 2
1 1nn b n b n d³ Û ³ + - Û ( )2

1 0n dn d b- + - ³ ,

à íåðàâåíñòâî ( )2
1 0x dx d b- + - ³  âåðíî ïðè âñåõ

äîñòàòî÷íî áîëüøèõ x.
Èòàê, íàøåëñÿ íîìåð N òàêîé, ÷òî ïðè n > N  âûïîë-

íåíî 2
nn b³ . Íî òîãäà ÷èñëî ( )2 !n n na b n b+ = +  äåëèò-

ñÿ íà nb  è áîëüøå nb . Òàê êàê nb  > 1 (ïðè n > 1), ìû
ïîëó÷àåì, ÷òî ÷èñëî n na b+  ñîñòàâíîå äëÿ âñÿêîãî
n > N .

À.Ãîëîâàíîâ

M2285 *. Äàíà ïèðàìèäà 1 2 nSA A AK , îñíîâàíèå êîòî-
ðîé – âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê 1 nA AK . Äëÿ êàæäîãî
i = 1, 2, …, n â ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ ïîñòðîèëè
òðåóãîëüíèê 1i i iX A A + , ðàâíûé òðåóãîëüíèêó 1i iSA A +  è
ëåæàùèé ïî òó æå ñòîðîíó îò ïðÿìîé 1i iA A + , ÷òî è
îñíîâàíèå (ìû ïîëàãàåì 1 1nA A+ = ). Äîêàæèòå, ÷òî

ïîñòðîåííûå òðåó-
ãîëüíèêè ïîêðûâà-
þò âñå îñíîâàíèå.

Ðàññìîòðèì ïðîèç-
âîëüíóþ òî÷êó P
îñíîâàíèÿ è äîêà-
æåì, ÷òî îíà ïîêðû-
òà îäíèì èç òðåó-
ãîëüíèêîâ. Ðàññìîò-
ðèì ìàëåíüêóþ ñôå-
ðó, ëåæàùóþ âíóò-

ðè ïèðàìèäû è êàñàþùóþñÿ îñíîâàíèÿ â òî÷êå P
(òàêàÿ, î÷åâèäíî, íàéäåòñÿ). Íà÷íåì óâåëè÷èâàòü åå
ðàäèóñ, ñîõðàíÿÿ óñëîâèå êàñàíèÿ; òîãäà â íåêîòîðûé
ìîìåíò îíà âïåðâûå êîñíåòñÿ áîêîâîé ïîâåðõíîñòè
ïèðàìèäû. Ïóñòü, ñêàæåì, îíà êîñíóëàñü ãðàíè 1 2SA A
â òî÷êå Q (ñì. ðèñóíîê). Òîãäà 1 1PA QA= , 2 2PA QA=
êàê êàñàòåëüíûå èç îäíîé òî÷êè; ñòàëî áûòü, òðåóãîë ü-
íèêè 1 2PA A  è 1 2QA A  ðàâíû. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïðè
ïîâîðîòå ãðàíè 1 2SA A  âîêðóã 1 2A A , ïåðåâîäÿùåì åå â

1 1 2X A A , òî÷êà Q ïåðåõîäèò â P, ò.å. P ëåæèò âíóòðè
1 1 2X A A .

È.Áîãäàíîâ

Ô2283.  Êàìåíü áðîøåí ñî ñêîðîñòüþ v = 10 ì/ñ ïîä
óãëîì 30a = °  ê ãîðèçîíòó ñ âûñîêîé áàøíè. Íàéäèòå
âðåìÿ t, ÷åðåç êîòîðîå ñêîðîñòü êàìíÿ ñòàíåò ïåð-
ïåíäèêóëÿðíà íà÷àëüíîé. Óñêîðåíèå
ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ ïðèíÿòü ðàâíûì

2g 10 ì ñ= , ñîïðîòèâëåíèå âîçäóõà íå
ó÷èòûâàòü.

Èç òðåóãîëüíèêà ñêîðîñòåé 0v v gt
r r r

= +
(ñì. ðèñóíîê) ïðè 0v v

r r
^  íàõîäèì

0 sinv gt a= ,
îòêóäà

0 2 c
sin
v

t
g a

= = .

Ä.Àëåêñàíäðîâ

Ô2284.  Ìàëåíüêèé ìàññèâíûé øàðèê çàêðåïëåí íà
êîíöå ëåãêîãî æåñòêîãî ñòåðæíÿ äëèíîé R, äðóãîé
êîíåö êîòîðîãî ïðèêðåïëåí ê íåïîäâèæíîìó øàðíèðó.
Òðåíèå â øàðíèðå îòñóòñòâóåò. Øàðèê ñî ñòåðæíåì
äâèæóòñÿ ïî èíåðöèè òàê, ÷òî òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ
øàðèêà – ýòî îêðóæíîñòü, ëåæàùàÿ â âåðòèêàëüíîé
ïëîñêîñòè. Íà ïðîõîæäåíèå íèæíåé ïîëîâèíû îê-
ðóæíîñòè øàðèê çàòðà÷èâàåò 49% âðåìåíè îáîðîòà,
à íà ïðîõîæäåíèå âåðõíåé ïîëîâèíû îêðóæíîñòè –
51%. ×åìó ðàâåí ïåðèîä îáðàùåíèÿ?

Ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ïðè òàêîì äâèæåíèè øàðèêà
ñîõðàíÿåòñÿ. Ïóñòü ñêîðîñòü øàðèêà ïðè ïðîõîæäåíèè
ïîëîæåíèÿ, êîãäà ñòåðæåíü ãîðèçîíòàëåí, ðàâíà v.
Òîãäà óãëîâàÿ ñêîðîñòü ñòåðæíÿ â ìîìåíòû âðåìåíè,
êîãäà øàðèê âûøå öåíòðà îêðóæíîñòè, ïî êîòîðîé îí
äâèæåòñÿ, è ñòåðæåíü ñîñòàâëÿåò ñ ãîðèçîíòîì óãîë j ,
ðàâíà

2

â
2 sinv gR

R

j
w

-
= .

Íà ïðîõîæäåíèå âåðõíåé ïîëîâèíû òðàåêòîðèè íóæíî
âðåìÿ

2 2

â 2
â0 0

2 2
2 sin

d R
t d

v gR

p p
j

j
w j

= =
-

ò ò .

Àíàëîãè÷íî, íà ïðîõîæäåíèå íèæíåé ïîëîâèíû òðàåê-
òîðèè íóæíî âðåìÿ

2

í 2
0

2
2 sin

R
t d

v gR

p

j
j

=
+

ò .
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Ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ çàäà÷è ýòè âðåìåíà îòëè÷àþòñÿ
ìàëî, ìîæíî óïðîñòèòü:

â 2

2
1

R gR
t

v v

p

p
æ ö» +ç ÷è ø

,  í 2

2
1

R gR
t
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî 2
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äà ïåðèîä îáðàùåíèÿ øàðèêà áóäåò ðàâåí
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Ñ.Âàðëàìîâ

Ô2285.  Áàðîí Ìþíõãàóçåí âåðõîì íà ïóøêå çàâèñ
íåïîäâèæíî îòíîñèòåëüíî Ñîëíöà ãäå-òî ìåæäó
Ìàðñîì è Þïèòåðîì. Èñïîëüçóÿ çàêîíû Êåïëåðà,
ïîìîãèòå áàðîíó îïðåäåëèòü, â êàêîì íàïðàâëåíèè
åìó íåîáõîäèìî âûñòðåëèòü, ÷òîáû ïåðèîä îáðàùå-
íèÿ ÿäðà âîêðóã Ñîëíöà áûë: à) ìèíèìàëåí; á) ìàêñè-
ìàëåí. ×åìó ðàâíû ýòè ïåðèîäû, åñëè ðàññòîÿíèå 0r
îò áàðîíà äî Ñîëíöà â a  = 4 ðàçà áîëüøå ðàäèóñà
îðáèòû Çåìëè ( 0 Çr Ra= , Ç .R 1 a.e 150 ìëí êì= = ), à
íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü ÿäðà 0v  â b  = 2 ðàçà  ìåíüøå
ñêîðîñòè Çåìëè ( 0 Çv v b= , Çv 30 êì c= )? Ñ÷èòàé-
òå ÿäðî è Ñîëíöå òî÷êàìè, âçàèìîäåéñòâóþùèìè ïî
çàêîíó âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ. ßäðî íà Ñîëíöå íå
ïàäàåò. Âëèÿíèå ïëàíåò íà äâèæåíèå ÿäðà íå ó÷èòû-
âàòü.

Ñîãëàñíî òðåòüåìó çàêîíó Êåïëåðà, êâàäðàò îòíîøå-
íèÿ ïåðèîäîâ îáðàùåíèÿ ïëàíåò ðàâåí êóáó îòíîøåíèÿ
áîëüøèõ ïîëóîñåé. Ïîýòîìó íàõîæäåíèå îðáèòû ñ

ìàêñèìàëüíûì ïåðèî-
äîì ñâîäèòñÿ ê íàõîæ-
äåíèþ îðáèòû ñ ìàê-
ñèìàëüíîé áîëüøîé
ïîëóîñüþ à.
Ïî âòîðîìó çàêîíó
Êåïëåðà ñêîðîñòü çà-
ìåòàíèÿ ïëîùàäè ðà-
äèóñîì-âåêòîðîì ïî-
ñòîÿííà. Çà ìàëîå âðå-
ìÿ tD  ýòà ïëîùàäü

ðàâíà (ñì. ðèñóíîê)
1

sin
2

S v t rD D a= × ,

îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî âåëè÷èíà

sinl vr a=                         (1)

ïðè äâèæåíèè ÿäðà îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé. Â ÷àñòíîñòè,
äëÿ ìîìåíòîâ ìèíèìàëüíîãî (òî÷êà Ð) è ìàêñèìàëüíî-
ãî (òî÷êà À) óäàëåíèÿ ÿäðà îò Ñîëíöà èìååì

1 1 2 2l v r v r= = .

Êðîìå òîãî, ïî çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè
2

const
2

mv mM
E G

r
= - =

îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé âåëè÷èíà
2

2
E v M

G
m r

e = = - ,                  (2)

ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé ïîëíóþ ýíåðãèþ, ïðèõîäÿùóþ-
ñÿ íà åäèíèöó ìàññû ÿäðà. Äëÿ ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòû

0e < .
Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèå (1) â ôîðìóëó (2) è ïîëîæèâ
sin 1a = , ÷òî âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî â òî÷êàõ À è Ð,
ïîëó÷èì óðàâíåíèå, êîðíÿìè êîòîðîãî äîëæíû áûòü 1r
è 2r :

2

22

l M
G

rr
e = - , èëè 

2
2 0

2
GM l

r r
e e

+ - = .

Ïî òåîðåìå Âèåòà ñóììà êîðíåé ýòîãî óðàâíåíèÿ,
1 2 2r r a+ =  ðàâíà GM e- , îòêóäà äëÿ áîëüøîé ïîëó-

îñè ïîëó÷àåì (íàïîìèíàåì, ÷òî 0e < )

2
GM

a
e

= - .                        (3)

Ýòîò ðåçóëüòàò îçíà÷àåò, ÷òî áîëüøàÿ ïîëóîñü îðáèòû ,
à ñ íåé è ïåðèîä, ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþòñÿ ýíåðãèåé
ÿäðà, ïîýòîìó ïåðèîä îáðàùåíèÿ íå çàâèñèò  îò íàïðàâ-
ëåíèÿ íà÷àëüíîé ñêîðîñòè.
Òåïåðü íàéäåì ýòîò ïåðèîä. Ñðàâíèì ïî òðåòüåìó
çàêîíó Êåïëåðà îðáèòû Çåìëè è ÿäðà, äëÿ ÷åãî ïðèðàâ -
íÿåì óäåëüíûå ýíåðãèè e, âûðàæåííûå èç ðàâåíñòâ (2)
è (3):

2

2 2
v GM GM

r a
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Äëÿ Çåìëè:
2
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v GM GM

R R
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Äëÿ îòíîøåíèÿ ïåðèîäîâ ïîëó÷àåì
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Ä.Àëåêñàíäðîâ

Ô2286.  Äåðåâÿííàÿ ëèíåéêà äëèíîé L = 40 ñì, ñ
ïîñòîÿííûì ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì âäîëü âñåé äëèíû,
ïàäàåò, ñîõðàíÿÿ ïîëîæåíèå, ïðè êîòîðîì åå äëèííàÿ
ñòîðîíà îñòàåòñÿ âåðòèêàëüíîé. Íà÷àëüíàÿ ñêî-
ðîñòü ëèíåéêè ðàâíà íóëþ, äî ìîìåíòà óäàðà î
æåñòêóþ ãîðèçîíòàëüíóþ ïîâåðõíîñòü ëèíåéêà óñïå-
âàåò ïðîëåòåòü â âîçäóõå ðàññòîÿíèå d = 5 ñì.
Ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ çâóêà â äåðåâå v =
= 3,6 êì/ñ. Âî ñêîëüêî ðàç âåñ ëèíåéêè âî âðåìÿ óäàð à
áîëüøå ñèëû òÿæåñòè?
Îïðåäåëåíèÿ. Âåñ òåëà ýòî ñóììà âñåõ ñèë íåãðàâè-
òàöèîííîãî ïðîèñõîæäåíèÿ, ñ êîòîðûìè ýòî òåëî
äåéñòâóåò íà äðóãèå òåëà. Ñèëà òÿæåñòè òåëà ýòî
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ñóììà âñåõ ñèë ãðàâèòàöèîííîãî ïðîèñõîæäåíèÿ, ñ
êîòîðûìè äðóãèå òåëà äåéñòâóþò íà ýòî òåëî.

Ñèëà òÿæåñòè ëèíåéêè ðàâíà

òF Mg= ,

ãäå Ì  – ìàññà ëèíåéêè. Âî âðåìÿ óäàðà íà ëèíåéêó
äåéñòâóåò ñèëà ñî ñòîðîíû ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñ-
òè, è îíà îïðåäåëÿåòñÿ ñêîðîñòüþ v ðàñïðîñòðàíåíèÿ
çâóêîâûõ âîëí â ìàòåðèàëå, èç êîòîðîãî èçãîòîâëåíà
ëèíåéêà. Ñêîðîñòü u ëèíåéêè ïåðåä óäàðîì íàïðàâëåíà
âåðòèêàëüíî âíèç è ðàâíà

2 1 ì ñu gd= = ,

è çà âåñüìà êîðîòêîå âðåìÿ
30,1 10  c

L
v

t -= » ×

âñÿ ëèíåéêà îñòàíàâëèâàåòñÿ. Åñëè ðàçäåëèòü èìïóëüñ
ëèíåéêè, êîòîðûé áûë ó íåå çà ìãíîâåíèå äî íà÷àëà
óäàðà, íà âðåìÿ t , òî ïîëó÷èòñÿ ñèëà, ñ êîòîðîé íà
ëèíåéêó äåéñòâîâàëà æåñòêàÿ ãîðèçîíòàëüíàÿ ïîâåðõ-
íîñòü (äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè â ýòîò ïðîìåæóòîê
âðåìåíè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ââèäó åå ìàëîñòè). Ïî
òðåòüåìó çàêîíó Íüþòîíà ëèíåéêà äåéñòâîâàëà íà
ïîâåðõíîñòü ñ òàêîé æå ïî âåëè÷èíå, íî ïðîòèâîïîëîæ -
íî íàïðàâëåííîé ñèëîé. Çíà÷èò, âåñ ëèíåéêè âî âðåìÿ
óäàðà ðàâåí

2Mv gdMu
P

Lt
= = .

Îòíîøåíèå âåñà è ñèëû òÿæåñòè (îíè â ðàññìàòðèâàå-
ìîì ñëó÷àå íàïðàâëåíû â îäíó ñòîðîíó) ðàâíî

ò

2
900

v gdP
F Lg

= = .

Ñ.Âàðëàìîâ

Ô2287.  Ïðè ïîäâåäåíèè êîëè÷åñòâà òåïëîòû Q =
= 600 Äæ ê ñìåñè ãåëèÿ è àçîòà ïðè ïîñòîÿííîì îáúåì å
ñìåñü íàãðåâàåòñÿ íà 1tD  = 15 Ê, à åñëè òî æå
êîëè÷åñòâî òåïëîòû ïîäâåñòè ê òîìó æå êîëè÷åñòâó
òîé æå ñìåñè ïðè ïîñòîÿííîì äàâëåíèè, òåìïåðàòó-
ðà ñìåñè ïîâûñèòñÿ íà 2tD  =10 Ê. Íàéäèòå îòíîøå-
íèå ÷èñëà ìîëåêóë àçîòà ê ÷èñëó ìîëåêóë ãåëèÿ â
ñìåñè.

Ïåðâîå ðåøåíèå.  Òåïëîåìêîñòè âñåé ñìåñè ïðè ïîñòî-
ÿííîì îáúåìå è ïðè ïîñòîÿííîì äàâëåíèè ðàâíû,
ñîîòâåòñòâåííî,

600 Äæ
40 Äæ Ê

15 ÊVC = = ,  600 Äæ
60 Äæ Ê

10 ÊpC = =

è

20 Äæ Êp VC C- = .

Òàê êàê îòíîøåíèå 2V

p V

C
C C

=
-

 íå çàâèñèò îò êîëè÷å-

ñòâà âåùåñòâà è äëÿ îäíîãî ìîëÿ ëþáîãî èäåàëüíîãî
ãàçà p Vc c R- = , ìîëÿðíàÿ òåïëîåìêîñòü ñìåñè ïðè
ïîñòîÿííîì îáúåìå ðàâíà

2Vc R= .

Ïóñòü íà îäíó ìîëåêóëó ãåëèÿ â ñìåñè ïðèõîäèòñÿ õ
ìîëåêóë àçîòà. Òîãäà â îäíîì ìîëå ñìåñè ñîäåðæèòñÿ

1
1 x+

 ìîëåé ãåëèÿ è 
1

x
x+

 ìîëåé àçîòà. Âíóòðåííÿÿ

ýíåðãèÿ ìîëÿ ñìåñè ðàâíà

( )
1 3 5 3 5

1 2 1 2 2 1
x x

U RT RT RT
x x x

+
= × + × =

+ + + ,

îòêóäà íàõîäèì

( )
3 5

2 1V
U x

c R
T x

+
= =

+
.

Ðåøèâ óðàâíåíèå

( )
3 5

2
2 1

x
x

+
=

+
,

ïîëó÷èì
õ = 1.

Ä.Àëåêñàíäðîâ

Âòîðîå ðåøåíèå.  Ïîñêîëüêó p VC C-  = 20 Äæ/Ê,
êîëè÷åñòâî ìîëåé ÷àñòèö â ñìåñè ãàçîâ ðàâíî

2,4 ìîëüp VC C

R

-
n = » .

Åñëè áû âåñü ãàç ñîñòîÿë òîëüêî èç ãåëèÿ, òî òåïëîå ì-
êîñòü ïðè ïîñòîÿííîì îáúåìå áûëà áû ðàâíà

( )3 2 30 Äæ ÊRn × = . À åñëè áû âåñü ãàç áûë òîëüêî
àçîòîì, òî òåïëîåìêîñòü ïðè ïîñòîÿííîì îáúåìå áûëà
áû ðàâíà ( )5 2 50 Äæ ÊRn × = . Íà ñàìîì äåëå ýòà
òåïëîåìêîñòü ðàâíà 40 Äæ/Ê. Ïóñòü ÷èñëî ìîëåé
ãåëèÿ ðàâíî X , à ÷èñëî ìîëåé àçîòà – ñîîòâåòñòâåííî,
(2,4 – X). Óðàâíåíèå

( ) ( )( )3 2 2,4 5 2 4,8X R X R R+ - =

èìååò ðåøåíèå
X = 1,2 ìîëü.

Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìîå îòíîøåíèå ðàâíî 1.
Ñ.Âàðëàìîâ

Ô2288.  Ìóõà-Öîêîòóõà, íàó÷èâøàÿñÿ ëåòàòü ïî
ýêâèïîòåíöèàëüíûì ïîâåðõíîñòÿì (â ýëåêòðîñòàòè-
÷åñêèõ ïîëÿõ), ïðîëåòàåò ÷åðåç óåäèíåííûé ïëîñêèé
êîíäåíñàòîð íà ðàññòîÿíèè 799d/1600 îò îäíîé èç
åãî êðóãëûõ ïëàñòèí, ãäå d – ðàññòîÿíèå ìåæäó
ïëàñòèíàìè, ìíîãî ìåíüøåå èõ ðàäèóñîâ R. Çàðÿäû íà
ïëàñòèíàõ ðàâíû +Q è –Q. Íà êàêîå ìàêñèìàëüíîå
ðàññòîÿíèå r îò êîíäåíñàòîðà ìîæåò óäàëèòüñÿ
Ìóõà-Öîêîòóõà ïðè äàëüíåéøåì äâèæåíèè?

Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî íà áåñêîíå÷íîì óäàëåíèè îò êîíäåí -
ñàòîðà ïîòåíöèàë ïîëÿ ðàâåí íóëþ, à ðàçíîñòü ïîòåí-
öèàëîâ ïëàñòèí ñîñòàâëÿåò

2 2
0

4Qd kQd

R R
Dj = =

p e ,

òî íà îñè êîíäåíñàòîðà (â «öåíòðå») ïîòåíöèàë òîæå
ðàâåí íóëþ, à â òîì ìåñòå, ãäå ÷åðåç êîíäåíñàòîð
ïðîëåòàåò ìóõà, ïîòåíöèàë ðàâåí

1600
Dj

j = ± .
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Ïðè óäàëåíèè íà áîëüøîå ðàññòîÿíèå r îò öåíòðà
êîíäåíñàòîðà â íàïðàâëåíèè, ñîñòàâëÿþùåì óãîë a  ñ
îñüþ êîíäåíñàòîðà, ïîòåíöèàë ïîëÿ êîíäåíñàòîðà (ïîë å
êîíäåíñàòîðà äèïîëüíîå) áóäåò ðàâåí

1 2

cos
cos

kQ kQ kQd
r r d r

a
j = - »

+ a .

Ïðèðàâíÿåì ïîòåíöèàëû j  è 1j :

2 2

4 cos

1600

kQd kQd

R r

a
»

è ó÷òåì, ÷òî ðàññòîÿíèå r áóäåò ìàêñèìàëüíûì, åñëè
êîñèíóñ óãëà áóäåò ðàâåí åäèíèöå, ò.å. ìóõà îêàæåòñ ÿ
íà îñè ñèììåòðèè êîíäåíñàòîðà. Ïîëó÷èì

20r R» .
Â.Ïëèñ

Ô2289.  Êîëüöî ðàäèóñîì R îäíîðîäíî çàðÿæåíî çàðÿ-
äîì Q. Áóñèíêà c òåì æå ïî çíàêó çàðÿäîì q ìîæåò
ñâîáîäíî ñêîëüçèòü ïî òîíêîé ñïèöå, ñîâïàäàþùåé ñ
äèàìåòðîì êîëüöà. Íàéäèòå ïåðèîä T ìàëûõ êîëåáà-
íèé áóñèíêè îòíîñèòåëüíî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ.
Ìàññà áóñèíêè m. Êîëüöî çàêðåïëåíî.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ çàâèñèìîñòè íàïðÿæåííîñòè ýëåêò-
ðè÷åñêîãî ïîëÿ Å îò ðàññòîÿíèÿ r äî öåíòðà êîëüöà
âáëèçè öåíòðà êîëüöà âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé Ãàóññà:
ïîòîê âåêòîðà íàïðÿæåííîñòè E

ur
 ÷åðåç ïîâåðõíîñòü

ñîîñíîãî ñ êîëüöîì öèëèíäðà ñ ðàäèóñîì îñíîâàíèÿ r
è âûñîòîé h ( ,r h R= ) ðàâåí íóëþ. Íàéäåì ïî îòäåëü-
íîñòè âåëè÷èíû ïîòîêîâ ÷åðåç îñíîâàíèÿ è ÷åðåç
áîêîâóþ ïîâåðõíîñòü öèëèíäðà:

2
îñí 2 2

2 2

2
2

4 4

Q h
k r

h hR R

F = p »

+ +

2
22

2

Qh
k r

R R
p =

×

2
3

Q
k r h

R
= p ,  ( )áîê 2 rhE rF = p

(äëÿ îïðåäåëåííîñòè Q, q > 0). Ñóììàðíûé ïîòîê
ðàâåí íóëþ:

îñí áîê 0F + F = .

Îòñþäà ïîëó÷àåì

( ) 32

Q
E r k r

R
= -

– ïðè ñìåùåíèè èç öåíòðà â ïëîñêîñòè êîëüöà íàïðÿ-
æåííîñòü ïîëÿ ïðîïîðöèîíàëüíà ñìåùåíèþ è íàïðàâ-
ëåíà ê îñè êîëüöà.
Òåïåðü çàïèøåì óðàâíåíèå äâèæåíèÿ áóñèíêè:

32

Q
mr k qr

R
¢¢= -

è íàéäåì ÷àñòîòó è ïåðèîä åå ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáà-
íèé:

32

Qq
k

R m
w = ,  

32 2
2

R m
T

kQq
p

= = p
w

.

Â.Ïëèñ

Ô2290.  Â ýëåêòðè÷åñêîé öåïè, èçîáðàæåííîé íà ðè-
ñóíêå, âñå ýëåìåíòû ìîæíî ñ÷èòàòü èäåàëüíûìè. Â

íåêîòîðûé ìîìåíò
ïîñëå çàìûêàíèÿ êëþ-
÷à òåïëîâûå ìîùíîñ-
òè, âûäåëÿþùèåñÿ íà
ðåçèñòîðàõ ñîïðîòèâ-
ëåíèÿìè R è 2R, ðàâ-
íû 9 Âò è 2 Âò ñîîò-
âåòñòâåííî. Ñ êàêîé ñêîðîñòüþ â ýòîò ìîìåíò
ðàñòåò ýíåðãèÿ êîíäåíñàòîðà?

Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé äëÿ ìîùíîñòè 2P I= r, íàõîäèì,
÷òî â ðàññìàòðèâàåìûé ìîìåíò âðåìåíè òîê â ðåçèñòîð å
ñîïðîòèâëåíèåì R â òðè ðàçà áîëüøå òîêà â ðåçèñòîðå
ñîïðîòèâëåíèåì 2 R. Òîãäà òîê ÷åðåç êîíäåíñàòîð â äâà
ðàçà áîëüøå òîêà â ðåçèñòîðå ñîïðîòèâëåíèåì 2 R, à òàê
êàê íàïðÿæåíèÿ íà íèõ ðàâíû, òî èõ ìîùíîñòè îòíî-
ñÿòñÿ êàê òîêè. Çíà÷èò, ýíåðãèÿ êîíäåíñàòîðà èçìåíÿ -
åòñÿ ñî ñêîðîñòüþ 4 Âò.

Ä.Àëåêñàíäðîâ

Ô2291.  Â ñõåìå, ïîêàçàííîé íà ðèñóíêå, âñå ýëåìåíòû
ìîæíî ñ÷èòàòü èäåàëüíûìè, ïàðàìåòðû ýëåìåíòîâ
óêàçàíû íà ðèñóíêå. Äî çàìûêàíèÿ êëþ÷à òîê â öåïè
îòñóòñòâîâàë. Êëþ÷
çàìûêàþò íà íåêîòî-
ðîå âðåìÿ, à çàòåì ðàç-
ìûêàþò. Îêàçàëîñü,
÷òî âåëè÷èíà òîêà ÷å-
ðåç ðåçèñòîð ñîïðîòèâ-
ëåíèåì R íåïîñðåä-
ñòâåííî ïåðåä ðàçìû-
êàíèåì êëþ÷à è ñðàçó
ïîñëå ðàçìûêàíèÿ êëþ÷à îäíà è òà æå. Êàêîå êîëè÷å-
ñòâî òåïëîòû âûäåëèòñÿ â öåïè ïîñëå ðàçìûêàíèÿ
êëþ÷à?

Ïóñòü 0I  – òîê ÷åðåç êàòóøêó ñðàçó ïîñëå ðàçìûêàíèÿ.
Ïåðåä ðàçìûêàíèåì òîê â êàòóøêå áûë òåì æå ïî
íàïðàâëåíèþ è âåëè÷èíå. ×åðåç ðåçèñòîð ñîïðîòèâëå-
íèåì R ïîñëå ðàçìûêàíèÿ òîê òîæå ðàâåí 0I  è èäåò
ââåðõ. Ïåðåä ðàçìûêàíèåì òîê ÷åðåç ýòîò ðåçèñòîð øå ë
âíèç è ïî óñëîâèþ åãî âåëè÷èíà íå èçìåíèëàñü, ò.å.
áûëà 0I . Òîãäà òîê ÷åðåç èñòî÷íèê ðàâåí 0 0 02I I I+ = .
Çàïèøåì âòîðîå ïðàâèëî Êèðõãîôà äëÿ êîíòóðà èç
èñòî÷íèêà è ðåçèñòîðà:

0 02I R I r= +E .

Îòñþäà íàéäåì

0 2
I

R r
=

+
E

.

Êîëè÷åñòâî òåïëîòû, êîòîðîå âûäåëèòñÿ â öåïè ïîñëå
ðàçìûêàíèÿ êëþ÷à, íàéäåì èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåð-
ãèè:
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À.Øåðîíîâ

Ô2292.  Îïòè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç ðàñïîëî-
æåííûõ íà îáùåé îïòè÷åñêîé îñè íà ðàññòîÿíèè l =
= 10 ñì äðóã îò äðóãà ñîáèðàþùåé ëèíçû ñ ôîêóñíûì
ðàññòîÿíèåì 1F  = 15 ñì è ðàññåèâàþùåé ëèíçû ñ



ôîêóñíûì ðàññòîÿíèåì 2F  = 5 ñì, ñîçäàåò èçîáðàæå-
íèå ïðåäìåòà, ðàñïîëîæåííîãî ïåðïåíäèêóëÿðíî îï-
òè÷åñêîé îñè íà íåêîòîðîì ðàññòîÿíèè ïåðåä ñîáèðà-
þùåé ëèíçîé. Âî ñêîëüêî ðàç èçìåíèòñÿ ðàçìåð èçîá-
ðàæåíèÿ, åñëè ëèíçû ïîìåíÿòü ìåñòàìè?

Ðàçóìååòñÿ, íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü òîëüêî ïîïåðå÷íû å
(ò.å. ïåðïåíäèêóëÿðíûå îïòè÷åñêîé îñè) ðàçìåðû èçîá -
ðàæåíèé. Ôîêóñû ëèíç ñîâïàäàþò, ïîýòîìó ïàðàëëåëü-
íûé îïòè÷åñêîé îñè ëó÷ ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ ñèñòåìû
îñòàíåòñÿ ïàðàëëåëüíûì îñè (ñì. ðèñóíîê). Òîãäà èç
ïîäîáèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ òðåóãîëüíèêîâ ïîëó÷àåì,

ÝÊÇÀÌÅÍ

– Ïîçäðàâëÿþ, ÷åòûðå, ïðåðâàë Àíòîíà ïðîôåññîð è
ïðîòÿíóë ðóêó ê ýêçàìåíàöèîííîìó ëèñòó.

Àáèòóðèåíòû ðåäêî áàëîâàëè ýêçàìåíàòîðà ñâîèìè çíàí è-
ÿìè, è ïîýòîìó îí äàâíî âçÿë ñåáå çà ïðàâèëî, íå âñ ëóøèâà-
ÿñü â èõ îòâåòû, ñðàçó ñòàâèòü ÷åòâåðêó. Ïðîôåññîð áûë
î÷åíü äîáðûì è î÷åíü óñòàëûì ÷åëîâåêîì, è áóäóùèå ì åëè-
îðàòîðû, èçìó÷åííûå äîëãèìè ýêçàìåíàìè, ïîêèäàëè àó äè-
òîðèþ, ïðåèñïîëíåííûå ê íåìó ñàìûõ äîáðûõ ÷óâñòâ.

Àíòîí òîæå âïîëíå ìîã áûòü äîâîëåí ðåçóëüòàòîì. Îöå íêà
ãàðàíòèðîâàëà åãî äðóãó Äåíèñó, çà êîòîðîãî îí äåðæ àë
ýêçàìåí ïî ìàòåìàòèêå, ïîñòóïëåíèå íà ìåëèîðàòèâíûé
ôàêóëüòåò. Îäíàêî ïðîôåññîð, ñàì òîãî íå ïîäîçðåâàÿ ,
ñèëüíî çàäåë ñàìîëþáèå Àíòîíà. Êàê-íèêàê â ñâîå âðå ìÿ îí
áûë ïåðâûì ñòóäåíòîì ìåõìàòà, è ÷åòâåðêà â ýòîì íå ñàìîì
ïðåñòèæíîì ó÷åáíîì çàâåäåíèè íåñêîëüêî äèññîíèðîâàëà ñ
åãî óíèâåðñèòåòñêèì äèïëîìîì, ê òîìó æå ñ îòëè÷èåì.

– Èçâèíèòå, à çà ÷òî, ñîáñòâåííî, ÷åòûðå? – ñïðîñèë
Àíòîí, ïðèäàâ ñâîåìó ãîëîñó ìàêñèìàëüíóþ êîððåêòíîñ òü.

Ïðîôåññîð îòîðîïåë è âûðîíèë èç ðóê ýêçàìåíàöèîííûé
ëèñò. Çà ñîðîê ëåò îí íå ñëûøàë íè÷åãî ïîäîáíîãî. Ð àçóìå-
åòñÿ, íè îäíîãî ñëîâà, ïðîèçíåñåííîãî Àíòîíîì, îí í å
ïîìíèë, íî âåäü è ïÿòåðêó íåëüçÿ ñòàâèòü òîëüêî çà òî, ÷òî
÷åëîâåê åå òðåáóåò.

– Âû îøèáëèñü ïðè èññëåäîâàíèè ôóíêöèè íà ìàêñèìóì,
– ñêàçàë ïðîôåññîð êàê ìîæíî ìÿã÷å.

Îí ðàññ÷èòûâàë íà ñâîé àâòîðèòåò è ïîëàãàë, ÷òî òàêèì
îáðàçîì èíöèäåíò áóäåò èñ÷åðïàí. Íàïðàñíûå îæèäàíèÿ !
Èìåííî ýòîé òåìå áûëà ïîñâÿùåíà äèññåðòàöèÿ Àíòîíà,
êîòîðóþ îí çàùèòèë ñîâñåì íåäàâíî. Â èñêóññòâå àíàë èçà
ôóíêöèé Àíòîí íå çíàë ðàâíûõ è, ïî÷óâñòâîâàâ ñåáÿ ó ÿçâ-
ëåííûì, íåñêîëüêî çàïàëü÷èâî çàÿâèë:

– Îøèáêà èñêëþ÷åíà. ß ãîòîâ ïîâòîðèòü äîêàçàòåëüñòâ î
ñëîâî â ñëîâî.

– Èçâîëüòå! – âîñêëèêíóë ïðîôåññîð. Íàñòîé÷èâîñòü
àáèòóðèåíòà ïîçâîëÿëà åìó âûéòè èç ïîëîæåíèÿ.

Àíòîí ñòðåìèòåëüíî âîñïðîèçâîäèë íà áóìàãå ìàòåìàòè -
÷åñêèå çíà÷êè. Ñ îäíîé ñòîðîíû, åãî ïîäõëåñòûâàëî í åäîâå-
ðèå, âûðàæåííîå ïðîôåññîðîì, ñ äðóãîé – åùå íå ïðîø ëî
ñîñòîÿíèå ëåãêîãî ïîõìåëüÿ ïîñëå êóòåæà, êîòîðûé îí è
óñòðîèëè â÷åðà ñ Äåíèñîì. Â øêîëüíûå âðåìåíà â Íîðè ëüñêå
Äåíèñ áûë åãî ëó÷øèì äðóãîì. Ïîòîì èõ ïóòè ðàçîøëèñ ü.
Ïîêà Àíòîí øòóðìîâàë íàóêó, Äåíèñ ïîçíàâàë æèçíü.
Âîçìóæàâøèé, îêðåïøèé è äåíåæíûé, îí âåðíóëñÿ ñ Ñåâ åðà,
âíåçàïíî ðåøèâ ñòàòü ìåëèîðàòîðîì, èíæåíåðîì ñ âûñøèì
îáðàçîâàíèåì. Ïî ñëóõàì, òðåáîâàíèÿ ïðè ïîñòóïëåíèè  íà

ýòîò ôàêóëüòåò áûëè íå ñëèøêîì æåñòêèìè. Âñå ëåòî ï ðèÿòå-
ëè ïðåäàâàëèñü óäîâîëüñòâèÿì, à îñòàâøèåñÿ äåíüãè, ïðèïà-
ñåííûå íà îáðàòíûé áèëåò äî Íîðèëüñêà, èñ÷åçëè ïîñë å
â÷åðàøíåé ãóëÿíêè. Âïðî÷åì, î âîçâðàùåíèè äîìîé íå ìîãëî
áûòü è ðå÷è, âåäü ìàòåìàòèêó çà Äåíèñà ñäàâàë ñàì À íòîí,
íàäåæäà îòå÷åñòâåííîé íàóêè.

Íà ýòîò ðàç ïðîôåññîð âíèìàòåëüíî ñëåäèë çà õîäîì
ìûñëè ñòðàííîãî àáèòóðèåíòà, è ÷åì áîëüøå îí åãî ñë óøàë,
òåì áîëüøå óáåæäàëñÿ, ÷òî þíîøà îáëàäàåò íåçàóðÿäíû ìè
ìàòåìàòè÷åñêèìè ñïîñîáíîñòÿìè. Ïðîôåññîð íàáëþäàë ç à
Àíòîíîì è íåâîëüíî âîçâðàùàëñÿ ê ñâîåé äàëåêîé þíîñ òè,
îòìå÷åííîé íåïîñòèæèìûìè îøèáêàìè è ðàçáèòûìè íàäåæ -
äàìè. Ïîëâåêà íàçàä îí áûë ëó÷øèì ìàòåìàòèêîì øêîëû ,
ó÷èòåëÿ ïðî÷èëè åìó áëåñòÿùåå áóäóùåå, íî, óâû, õàð àêòåð
ìîëîäîãî ÷åëîâåêà îêàçàëñÿ íåäîñòîèí åãî òàëàíòà. Á óäóùèé
ïðîôåññîð íå ðåøèëñÿ ïîéòè íà ìåõìàò è ïîñòóïèë â ý òîò
èíñòèòóò, êîòîðûé è ñòàë åãî ñóäüáîé. Ñêîëüêî âîäû óòåêëî
ñ òåõ ïîð, à ÷óâñòâî íåâûïîëíåííîãî äîëãà ïåðåä íàó êîé ïî-
ïðåæíåìó òåðçàëî ïî íî÷àì åãî ñåðäöå.

È âîò â ëèöå ýòîãî íåèçâåñòíîãî ñàìîðîäêà åìó ïðåäñ òàâèë-
ñÿ ïîñëåäíèé øàíñ – îïðàâäàòü áåññìûñëåííî ïðîæèòóþ
æèçíü. Ïóñòü ñàì îí ïîãèá äëÿ íàóêè, îí ñïàñåò Àíòî íà!

– Ïîñëóøàéòå ìåíÿ, ìîé þíûé äðóã! – òîðæåñòâåííî
ïðîâîçãëàñèë ïðîôåññîð. – ß áûë íåñïðàâåäëèâ ê âàì.
Áåññïîðíî, âû çàñëóæèâàåòå ñàìîé âûñøåé îöåíêè – ïÿòü ñ
ïëþñîì! Îäíàêî âû ñîâåðøàåòå óæàñíóþ îøèáêó. ß ïîíè -
ìàþ, âû õîòèòå èçáåæàòü ðèñêà, âàì íóæåí âåðíûé âûèãðûø
â ýòîé ëîòåðåå. Íî ïîâåðüòå ìíå, ñòàðèêó, ïðèâîëüíà ÿ æèçíü
ñðåäè êîëëåã ìåëèîðàòîðîâ ïîãóáèò âàø òàëàíò, è âñÿ  âàøà
æèçíü ïðîéäåò â ãîðüêèõ óãðûçåíèÿõ ñîâåñòè. Íåò, íå ò, –
ãëàçà ïðîôåññîðà ñâåðêíóëè, – âû íå ñìååòå òàê ðàñï ðàâëÿòü-
ñÿ ñî ñâîèì äàðîì! Âû äîëæíû ïðèíàäëåæàòü ìàòåìàòèê å,
áîæåñòâåííîé ìàòåìàòèêå, è òîëüêî åé! – Ïðîôåññîð ä ðî-
æàë, íå òî êàïëè ïîòà, íå òî ñëåçû ñòåêàëè ïî åãî ï îðîçîâåâ-
øèì ùåêàì. – Çíàéòå, âàøå ìåñòî íà ìåõìàòå!

Çàêîí÷èâ ñâîé ìîíîëîã, ñî âñåé ðåøèìîñòüþ, íà êàêóþ
áûë ñïîñîáåí, îí ñõâàòèë ýêçàìåíàöèîííûé ëèñò Àíòîí à è â
ãðàôå «ìàòåìàòèêà» æèðíûìè ÷åðíèëàìè âûâåë: «Íåóäîâ -
ëåòâîðèòåëüíî».

Àíòîí ñîáðàë ñâîè âåùè è, ãîðäûé ïðèçíàíèåì ìàñòèòî ãî
ó÷åíîãî, íàïðàâèëñÿ ê äâåðè.

– Íó ÷òî? – âîñêëèêíóë Äåíèñ, ãëÿäÿ íà ñèÿþùåå ëèöî
Àíòîíà. – Ïîðÿäîê?!

– Ïîðÿäîê! – ëèêóÿ, îòâåòèë Àíòîí. – Âîò òîëüêî ãäå  ìû
òåïåðü âîçüìåì äåíåã òåáå íà îáðàòíûé áèëåò?

Å.Ãèê (èç êíèãè «Ëþäè è ôèãóðû»)

« Ê Â À Í Ò »  Ó Ë Û Á À Å Ò Ñ ß

÷òî ðàññòîÿíèå äî îñè
óìåíüøèëîñü â 1 2F F =
= 3 ðàçà. Îòñþäà ñëå-
äóåò, ÷òî óâåëè÷åíèå
ñèñòåìû íå çàâèñèò îò
ðàññòîÿíèÿ äî ïðåäìå-
òà è ðàâíî 1/3. Åñëè
ëèíçû ïîìåíÿòü ìåñòàìè, òî àíàëîãè÷íî ïîëó÷èì, ÷òî
óâåëè÷åíèå áóäåò ðàâíî 3. Òàêèì îáðàçîì, ðàçìåð
èçîáðàæåíèÿ èçìåíèòñÿ â 9 ðàç.

Ä.Àëåêñàíäðîâ

« Ê À Â Í Ò »  Ó Ë Û Á À Å Ò Ñ ß 31



Ê êëàññè÷åñêèì ñðåäíèì äâóõ è áîëåå ïîëîæèòåëüíûõ
÷èñåë îáû÷íî îòíîñÿò:

·  ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå 1 2 n
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+ ++
=

K
,

·  ñðåäíåå ãåîìåòðè÷åñêîå 1 2 n
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·  ñðåäíåå êâàäðàòè÷íîå 
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·  ñðåäíåå ãàðìîíè÷åñêîå 
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Ýòè âåëè÷èíû ñâÿçàíû íåðàâåíñòâàìè î ñðåäíèõ :

n n n nG KH A£ £ £ .                (1)
Ðàâåíñòâà çäåñü âîçìîæíû, òîëüêî åñëè âñå ÷èñëà â í àáîðå
ðàâíû äðóã äðóãó: 1 2 naaa = = =K .

Åñëè â íàáîðå âñåãî äâà ÷èñëà a è b, òî íåðàâåíñòâà (1)
ïðåâðàùàþòñÿ â òàêèå:

2 2

1 1
2

2 2a b

a b a b
ab

+

+ +
£ £ £ .         (2)

Óïðàæíåíèÿ

1. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâà (2).
2 (ñëîæíîå!). Äîêàæèòå íåðàâåíñòâà (1).

Ëþáîïûòíî, ÷òî ó ýòèõ íà ïåðâûé âçãëÿä ÷èñòî àëãåáð àè-
÷åñêèõ íåðàâåíñòâ åñòü êðàñèâûå ãåîìåòðè÷åñêèå èíòåð-
ïðåòàöèè. Íàïðèìåð, âñå ÷åòûðå ñðåäíèå âåëè÷èíû ìîæ íî
«óâèäåòü» â òðàïåöèè.

Óïðàæíåíèå 3.  Â òðàïåöèè ñ îñíîâàíèÿìè a è b ïðîâåäåíû
÷åòûðå îòðåçêà, ïàðàëëåëüíûõ îñíîâàíèÿì: ïåðâûé – ý òî
ñðåäíÿÿ ëèíèÿ, âòîðîé äåëèò òðàïåöèþ íà äâå ïîäîáíû å
òðàïåöèè, òðåòèé äåëèò òðàïåöèþ íà äâå òðàïåöèè ðàâ íîé
ïëîùàäè, à ÷åòâåðòûé ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó ïåðåñå÷åí èÿ
äèàãîíàëåé. Íàéäèòå äëèíû ýòèõ îòðåçêîâ è äîêàæèòå íåðà-
âåíñòâà (2).

Ñðåäíèå âåëè÷èíû ìîæíî íàéòè íå òîëüêî â òðàïåöèÿõ,
íî è â òðåóãîëüíèêàõ. Âîò ëèøü îäèí èç îáùåèçâåñòíû õ
ïðèìåðîâ.

Óïðàæíåíèå 4.  Äîêàæèòå, ÷òî â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëü-
íèêå êàæäûé êàòåò ðàâåí ñðåäíåìó ãåîìåòðè÷åñêîìó ãè ïîòå-
íóçû è ñâîåé ïðîåêöèè íà ãèïîòåíóçó.

Íèæå ïðèâåäåíû åùå íåñêîëüêî çàäà÷, â êîòîðûõ èñêî-
ìûé îòðåçîê ðàâåí êàêîìó-ëèáî ñðåäíåìó äðóãèõ îòðåç êîâ.
Íåêîòîðûå èç ýòèõ çàäà÷ ìû ðàçáèðàåì, à íåêîòîðûå
îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ. Íà ÷-
íåì ñî ñðåäíåãî àðèôìåòè÷åñêîãî.

Ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå

Çàäà÷à 1. Áèññåêòðèñà óãëà B òðåóãîëüíèêà ABC ïåðå-
ñåêàåò îïèñàííóþ îêðóæíîñòü â òî÷êå W . Òî÷êà T –
ïðîåêöèÿ òî÷êè W  íà ñòîðîíó AB. Äîêàæèòå, ÷òî

2
AB BC

BT
+

= .

Ðåøåíèå.  Ïðîäëèì îòðå-
çîê WT  äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ
îêðóæíîñòüþ â òî÷êå D (ðèñ.
1). Ïðîâåäåì õîðäó DE , ïà-
ðàëëåëüíóþ AB. Òîãäà òðà-
ïåöèÿ ABED  áóäåò ðàâíîáî-
êîé, à îòðåçîê BT ðàâåí åå
ñðåäíåé ëèíèè. Çíà÷èò,  BT =

2
DE AB+

= .

Äîêàæåì, ÷òî DE = BC , à
ýòî ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó
ñòÿãèâàåìûõ ýòèìè õîðäàìè
äóã. Çíà÷èò, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî BAC DWEÐ = Ð . À
ýòè óãëû ðàâíû, ïîòîìó ÷òî ó íèõ âçàèìíî ïåðïåíäèêó ëÿð-
íûå ñòîðîíû ( AB WD^  è AC WE^ ).

Çàäà÷à 2. Áèññåêòðèñà óãëà B òðåóãîëüíèêà ABC ïåðå-
ñåêàåò îïèñàííóþ îêðóæíîñòü â òî÷êå W . Òî÷êà aI  – öåíòð
âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè, êàñàþùåéñÿ ñòîðîíû AC, òî÷-
êà I  – èíöåíòð (öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè). Äîêàæèòå,

÷òî 
2

aBI BI
BW

+
= .

Ðåøåíèå.  Äîêàæåì, ÷òî
îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåó-
ãîëüíèêà äåëèò ïîïîëàì îòðå-
çîê, ñîåäèíÿþùèé öåíòðû
âïèñàííîé è âíåâïèñàííîé
îêðóæíîñòåé (ýòî óòâåðæäå-
íèå èçâåñòíî êàê òåîðåìà Ìàí-
ñèîíà). Â íàøèõ îáîçíà÷åíè-
ÿõ ýòî çíà÷èò, ÷òî aIW WI=
(ðèñ. 2). Ïî òåîðåìå òðèëèñò-
íèêà IW  = AW  = CW . Ïî-
ñêîëüêó 90aIAIÐ = o, òî AW
– ìåäèàíà â òðåóãîëüíèêå

aIAI , è aIW WI= .
Äàëåå, (aBI BI BI+ = +

) ( )2 2 2IW BI BI IW BW+ + = + = , îòêóäà ñëåäóåò òðåáó-
åìîå.

Òåïåðü íåìíîãî èçìåíèì ïîäõîä è ðàññìîòðèì òðåóãîëü -
íèêè, â êîòîðûõ îäíà èç ñòîðîí ðàâíà ñðåäíåìó àðèôì åòè-
÷åñêîìó äâóõ äðóãèõ ñòîðîí (ýòî óñëîâèå ìîæíî ïåðåô îð-
ìóëèðîâàòü òàê: ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà îáðàçóþò àðèôì å-
òè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ). Òàêèå òðåóãîëüíèêè íàçûâàþò ðàç-
íîñòíûìè . Â çàäà÷àõ 3, 4 è 5 ïåðå÷èñëåíî íåñêîëüêî
ñâîéñòâ ðàçíîñòíûõ òðåóãîëüíèêîâ. Ñ÷èòàåì, ÷òî òðåó -

ãîëüíèê ABC ðàçíîñòíûé, â íåì 
2

AB BC
AC

+
= ; îñòàëü-

íûå îáîçíà÷åíèÿ òå æå, ÷òî è â ïåðâûõ çàäà÷àõ.
Çàäà÷à 3. Äîêàæèòå, ÷òî BI = IW . Âåðíî ëè îáðàòíîå?
Çàäà÷à 4. Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèê ABC ÿâëÿåòñÿ

ðàçíîñòíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà:
à) ïðÿìàÿ IM , ãäå M  – öåíòð òÿæåñòè òðåóãîëüíèêà ABC,

ïàðàëëåëüíà ñòîðîíå AC;
á) ñòîðîíà AC ïåðåñåêàåò îòðåçîê IW  â åãî ñåðåäèíå;

Êëàññè÷åñêèå ñðåäíèå
â òðåóãîëüíèêå

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2



â) âûñîòà, ïðîâåäåííàÿ èç âåðøèíû B, ðàâíà ðàäèóñó
âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè, êàñàþùåéñÿ ñòîðîíû AC.

Çàäà÷à 5. Äîêàæèòå, ÷òî â ðàçíîñòíîì òðåóãîëüíèêå
ABC:

à) âåðøèíà B, öåíòðû îïèñàííîé è âïèñàííîé îêðóæíî-
ñòåé, à òàêæå ñåðåäèíû ñòîðîí AB è BC ëåæàò íà îäíîé
îêðóæíîñòè;

á) ïðÿìàÿ IM  êàñàåòñÿ ýòîé îêðóæíîñòè ( I  – èíöåíòð, M
– öåíòð òÿæåñòè òðåóãîëüíèêà ABC).

Ó ðàçíîñòíûõ òðåóãîëüíèêîâ åñòü åùå ìíîãî ñâîéñòâ.
Ñêîëüêî âû ñìîæåòå ïðèäóìàòü? À ìû òåì âðåìåíåì
ïåðåõîäèì ê ñðåäíåìó ãåîìåòðè÷åñêîìó.

Ñðåäíåå ãåîìåòðè÷åñêîå

Íàâåðíîå, íåäàðîì ýòà âåëè÷èíà íàçâàíà èìåííî ñðåä-
íèì ãåîìåòðè÷åñêèì . Îòðåçêîâ òàêîãî âèäà â òðåóãîëüíè-
êå ïðåäîñòàòî÷íî – íàïðèìåð, âûñîòà â ïðÿìîóãîëüíîì
òðåóãîëüíèêå. À åñëè òðåóãîëüíèê íå ïðÿìîóãîëüíûé?
Ïîæàëóéñòà!

Çàäà÷à 6. Íà ñòîðîíå BC òóïîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà
ABC ( 90AÐ > o) íàéäèòå òàêóþ òî÷êó X, ÷òîáû âûïîëíÿ-
ëîñü ðàâåíñòâî AX BX XC= × .

Ðåøåíèå.  Îïèøåì îêîëî òðåóãîëüíèêà ABC îêðóæíîñòü
ñ öåíòðîì O (ðèñ. 3) è íà ðàäèóñå AO êàê íà äèàìåòðå
ïîñòðîèì îêðóæíîñòü. Îíà ïåðåñå÷åò ñòîðîíó BC  â òî÷êàõ

1X  è 2X . Äîêàæåì, ÷òî íàì ãîäèòñÿ ëþáàÿ èç ýòèõ òî÷åê.
Â ñàìîì äåëå, ïîñêîëüêó 1 90AX OÐ = o, òî õîðäà 1AA
îïèñàííîé îêðóæíîñòè äåëèòñÿ òî÷êîé 1X  ïîïîëàì. Ïî
òåîðåìå î ïðîèçâåäåíèè îòðåçêîâ ïåðåñåêàþùèõñÿ õîðä
ïîëó÷àåì, ÷òî 1 1 1 1 1A AX X BX CX× = × , îòêóäà 2

1AX =

1 1BX CX= × . Ñ òî÷êîé 2X  âñå àíàëîãè÷íî.
Çàäà÷à 7. Ïðîäîëæåíèå áèññåêòðèñû BL  òðåóãîëüíèêà

ABC ïåðåñåêàåò åãî îïèñàííóþ îêðóæíîñòü â òî÷êå W .
Äîêàæèòå, ÷òî AW BW WL= × .

Çàäà÷à 8. Íàéäèòå âûñîòó CH  òðåóãîëüíèêà ABC, åñëè
èçâåñòíî, ÷òî ðàññòîÿíèÿ îò âåðøèí A è B äî êàñàòåëüíîé
â òî÷êå C ê îïèñàííîé îêðóæíîñòè ýòîãî òðåóãîëüíèêà
ðàâíû a è b ñîîòâåòñòâåííî (ðèñ. 4).

Çàäà÷à 9. Ïóñòü H – îðòîöåíòð òðåóãîëüíèêà ABC. Íà
îòðåçêå AH  âûáðàíà òî÷êà K  òàêàÿ, ÷òî 90BKCÐ = o .
Äîêàæèòå, ÷òî ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà BKC  ðàâíà ñðåäíå-
ìó ãåîìåòðè÷åñêîìó ïëîùàäåé òðåóãîëüíèêîâ ABC è HBC .

Ñðåäíåå êâàäðàòè÷íîå

Òðåóãîëüíèê, â êîòîðîì ñòîðîíà ðàâíà ñðåäíåìó êâàäðà-
òè÷íîìó äâóõ äðóãèõ ñòîðîí, íàçûâàþò àâòîìåäèàííûì .

Çàäà÷à 10. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè òðåóãîëüíèê ïîäîáåí
òðåóãîëüíèêó, ñîñòàâëåííîìó èç ñâîèõ ìåäèàí, òî îí
àâòîìåäèàííûé. (Ýòà çàäà÷à ïðîÿñíÿåò òàêîå íàçâàíèå .)

Çàäà÷à 11. Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíà ìåäèàíà 1CC
è îòìå÷åíû òî÷êè 1A  è 1B  – ñåðåäèíû ñòîðîí BC è AC

Ðèñ. 3 Ðèñ. 4

Ðèñ. 5

ñîîòâåòñòâåííî, M  – òî÷êà ïå-
ðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíè-
êà ABC. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè
òî÷êè 1A , 1B , C è M  ëåæàò íà
îäíîé îêðóæíîñòè, òî òðåóãîëü-
íèê ABC àâòîìåäèàííûé.

Ðåøåíèå.  Ïóñòü N – ñåðåäè-
íà ñðåäíåé ëèíèè 1 1A B  (ðèñ.

5). Ïîñêîëüêó 
1
2

CN CM= ,

òî 
2 1 1
3 2 6

NM CM CN CM CM CM= - = - = , è ïî òåîðåìå

î ïðîèçâåäåíèè îòðåçêîâ ïåðåñåêàþùèõñÿ õîðä ïîëó÷àå ì

1 1 2 6
CM CM

N B NA × = × . Îòñþäà 
2 2

4 3
AB CM

= . Îñòàëîñü

èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó äëÿ ìåäèàíû òðåóãîëüíèêà:

( )2 2 2
2

2

4

AC ABBC
CM

+ -
=  è ïîëó÷èòü ðàâåíñòâî

2 2 22 AC CAB B= + .

Âîò åùå ïàðà ñâîéñòâ è ïðèçíàêîâ àâòîìåäèàííîãî
òðåóãîëüíèêà. Ïîïðîáóéòå ïðèäóìàòü åùå ÷òî-íèáóäü ñ à-
ìîñòîÿòåëüíî. Êòî çíàåò, âäðóã ýòî áóäåò ñîâñåì íîâ àÿ
òåîðåìà?

Çàäà÷à 12. Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèê àâòîìåäèàííûé
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà:

à) ìåäèàíû ýòîãî òðåóãîëüíèêà, âçÿòûå â ïîðÿäêå âîç ðà-
ñòàíèÿ, îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíû åãî âûñîòàì, âçÿòûì  â
ïîðÿäêå óáûâàíèÿ;

á) îäíà èç åãî ìåäèàí ÿâëÿåòñÿ ñðåäíèì êâàäðàòè÷íûì
äâóõ äðóãèõ ìåäèàí.

Ñðåäíåå ãàðìîíè÷åñêîå

Çàäà÷à 13. Äîêàæèòå, ÷òî âûñîòà AH  òðåóãîëüíèêà ABC
åñòü ñðåäíåå ãàðìîíè÷åñêîå ðàäèóñîâ âíåâïèñàííûõ îê -
ðóæíîñòåé, êàñàþùèõñÿ ñòîðîí AB è AC.

Çàäà÷à 14. Äèàìåòð êðóãà, êàñàþùåãîñÿ ñòîðîí AB è AC
òðåóãîëüíèêà ABC, ïðèíàäëåæèò ñòîðîíå BC. Äîêàæèòå,
÷òî ðàäèóñ êðóãà ðàâåí ñðåäíåìó ãàðìîíè÷åñêîìó ðàäè óñà
âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê ABC îêðóæíîñòè è ðàäèóñà
âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè, êàñàþùåéñÿ ñòîðîíû BC.

Íàçîâåì òðåóãîëüíèê ãàðìîíè÷åñêèì, åñëè åãî ñòîðîíà
ðàâíà ñðåäíåìó ãåîìåòðè÷åñêîìó äâóõ äðóãèõ åãî ñòîð îí.
Îêàçûâàåòñÿ, åñòü óäèâèòåëüíàÿ ñâÿçü ìåæäó ðàçíîñòí û-
ìè è ãàðìîíè÷åñêèìè òðåóãîëüíèêàìè.

Çàäà÷à 15. Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèê ÿâëÿåòñÿ ãàðìî-
íè÷åñêèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà òðåóãîëüíèê, ñ îñòàâ-
ëåííûé èç åãî âûñîò, ðàçíîñòíûé.

Çàäà÷à 16 (ãàðìîíè÷åñêàÿ ôîðìóëà áèññåêòðèñû). Ïóñòü
AL  – áèññåêòðèñà òðåóãîëüíèêà ABC, I  – èíöåíòð, aI  –
öåíòð âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè, êàñàþùåéñÿ ñòîðîíû

BC. Äîêàæèòå, ÷òî 
1 1

2

aAI AI

AL =
+

.

Ðàçóìååòñÿ, ñþæåòû ñî ñðåäíèìè âåëè÷èíàìè â ãåîìåò-
ðèè è äàæå òîëüêî â òðåóãîëüíèêå âîâñå íå èñ÷åðïûâàþòñÿ
çàäà÷àìè èç ýòîãî êàëåéäîñêîïà. Èçâåñòíî åùå ìíîãî
ôàêòîâ, è, ìîæíî íàäåÿòüñÿ, åùå áîëüøå ôàêòîâ îæèäà þò
ñâîåãî îòêðûòèÿ! ×òîáû ëó÷øå ïîçíàêîìèòüñÿ ñ ýòîé
òåìîé, âû ìîæåòå îáðàòèòüñÿ ê êíèãàì À.Áëèíêîâà «Êë àñ-
ñè÷åñêèå ñðåäíèå â àðèôìåòèêå è ãåîìåòðèè» (Ì: ÌÖÍÌ Î,
2012) è È.Êóøíèðà «Ãåîìåòðèÿ. Ïîèñê è âäîõíîâåíèå»
(Ì: ÌÖÍÌÎ, 2013).

È.Êóøíèð
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Çàäà÷è

Ýòè çàäà÷è ïðåäíàçíà÷åíû ïðåæäå âñåãî ó÷àùèìñÿ 6–8
êëàññîâ.
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1. Ìàãàçèí êóïèë ó ïðîèçâîäèòåëÿ íàáîðû ôëîìàñòå-
ðîâ è ïðîäàåò èõ ïî 100 ðóáëåé. Åñëè ïîêóïàòåëü
ïðèîáðåòàåò ñðàçó äâà íàáîðà ôëîìàñòåðîâ, òî òðåòèé
íàáîð âûäàåòñÿ åìó â ïîäàðîê. Èçâåñòíî, ÷òî ìàãàçèí
ïîëó÷àåò îäíó è òó æå âûãîäó êàê îò ïîêóïêè îäíîãî
íàáîðà, òàê è îò ïîêóïêè äâóõ íàáîðîâ. Ïî êàêîé öåí å
ìàãàçèí êóïèë íàáîðû ôëîìàñòåðîâ ó ïðîèçâîäèòåëÿ?

À.Ñàáëèí

2. Âäîëü ñòåí êâàäðàòíîãî áàñòèîíà òðåáîâàëîñü
ðàññòàâèòü 16 ÷àñîâûõ.  Êîìåíäàíò ðàññòàâèë èõ ïî 5
÷åëîâåê íà ñòåíó, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå. Çàòåì
ïðèøåë ïîëêîâíèê è âåëåë ðàññòàâèòü èõ ïî 6 ÷åëîâåê
íà ñòåíó. À ïîñëå ýòîãî ïðèøåë ãåíåðàë è ïðèêàçàë
ðàññòàâèòü ÷àñîâûõ ïî 7 ÷åëîâåê íà ñòåíó. È, íàêîíå ö,
ÿâèëñÿ ìàðøàë è ïðèêàçàë ðàññòàâèòü ÷àñîâûõ ïî 8
÷åëîâåê íà ñòåíó. Êîìåíäàíòó óäàëîñü âûïîëíèòü âñå
ýòè ïðèêàçû. Ïîïðîáóéòå è âû.

Ôîëüêëîð

3. Ó Ïåòè â êàðìàíå íåñêîëüêî ìîíåò. Åñëè Ïåòÿ
íàóãàä âûòàùèò èç êàðìàíà 3 ìîíåòû, ñðåäè íèõ
îáÿçàòåëüíî íàéäåòñÿ ìîíåòà â 1 ðóáëü. Åñëè Ïåòÿ
íàóãàä âûòàùèò 4 ìîíåòû èç êàðìàíà, ñðåäè íèõ
îáÿçàòåëüíî íàéäåòñÿ ìîíåòà  â 2 ðóáëÿ. Ïåòÿ âûòàùè ë
èç êàðìàíà 5 ìîíåò. Ìîæíî ëè òî÷íî ñêàçàòü, ÷òî ýòî
çà ìîíåòû?

Ñ.Äîðè÷åíêî

4. Âàñÿ ïîäïèëèë âñå íîæêè ó êâàäðàòíîé òàáóðåòêè
è ÷åòûðå îòïèëåííûõ êóñî÷êà ïîòåðÿë. Îêàçàëîñü, ÷òî
äëèíû âñåõ êóñî÷êîâ ðàçëè÷íû è ÷òî òàáóðåòêà ïîñëå
ýòîãî ñòîèò íà ïîëó ïóñòü íàêëîííî, íî ïî-ïðåæíåìó
êàñàÿñü ïîëà âñåìè ÷åòûðüìÿ êîíöàìè íîæåê. Äåäóø-
êà ðåøèë ïî÷èíèòü òàáóðåòêó, îäíàêî íàøåë òîëüêî
òðè êóñî÷êà ñ äëèíàìè 8, 9 è 10 ñì. Êàêîé äëèíû ìîæ åò
áûòü ÷åòâåðòûé êóñî÷åê? (Íîæêè êðåïÿòñÿ ê òàáóðåòêå
ïåðïåíäèêóëÿðíî ñèäåíèþ.)

Ã.Ãàëüïåðèí

5. Íà õîêêåéíîé ïëîùàäêå ëåæàò òðè øàéáû (íå íà
îäíîé ïðÿìîé). Õîêêåèñò áðîñàåò ëþáóþ èç øàéá ïî
ïðÿìîé íà ëþáîå ðàññòîÿíèå, íî òàê, ÷òîáû îíà ïðîëå -
òåëà ìåæäó äâóìÿ äðóãèìè øàéáàìè. Ìîãóò ëè âñå
øàéáû îêàçàòüñÿ íà ñâîèõ íà÷àëüíûõ ìåñòàõ ïîñëå
òðèíàäöàòè áðîñêîâ õîêêåèñòà?

Ôîëüêëîð
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Åæó ïîíÿòíî
È.ÀÊÓËÈ×

Î ÄÈÍ ÌÎÉ  ÇÍÀÊÎÌÛÉ  (ÎÍ ÏÐÎÑÈË ÍÅ ÍÀÇÛ-
âàòü èìåíè) îáëàäàåò óäèâèòåëüíîé ñïîñîáíîñòüþ

áûñòðî äàâàòü îòâåòû íà ðàçëè÷íûå (â òîì ÷èñëå
ìàòåìàòè÷åñêèå) âîïðîñû è ïðè ýòîì äîâîëüíî ðåäêî
îøèáàòüñÿ. Áûâàþò, êîíå÷íî, äîñàäíûå ïðîêîëû, íî â
öåëîì áàëàíñ óâåðåííî ñêëîíÿåòñÿ â åãî ïîëüçó. Ñâîè
ïîÿñíåíèÿ ðàññóæäåíèé, ïðèâåäøèõ ê òîìó èëè èíîìó
âûâîäó, îí, êàê ïðàâèëî, íà÷èíàåò ñëîâàìè: «Òàê ýòî
æå åæó ïîíÿòíî…», çà ÷òî è ïîëó÷èë ñðåäè çíàêîìûõ
çàñëóæåííîå ïðîçâèùå «Åæ».

Êàê-òî ïðåäëîæèë ÿ åìó äàâíþþ ñòèõîòâîðíóþ çàäà-
÷ó Ä.Áîòèíà (áóäåì íàçûâàòü åå Çàäà÷åé 1):

Îäèí ñàïôèð è äâà òîïàçà
Öåííåé, ÷åì èçóìðóä, â òðè ðàçà.
À ñåìü ñàïôèðîâ è òîïàç
Åãî öåííåå â âîñåìü ðàç.
Îïðåäåëèòü ìû ïðîñèì âàñ:
Ñàïôèð öåííåé èëè òîïàç?

Áóìàãè è ðó÷êè ó Åæà íå áûëî, è ÿ ñ ëþáîïûòñòâîì
îæèäàë, êàê îí â óìå áóäåò ðåøàòü ñèñòåìó äâóõ
óðàâíåíèé ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè. È â ñàìîì äåëå –
òàêîå ðåøåíèå áóêâàëüíî ïðîñèòñÿ â ðóêè. Åñëè öåí-
íîñòü èçóìðóäà ïðèíÿòü çà åäèíèöó, à öåííîñòè ñàïôè -
ðà è òîïàçà îáîçíà÷èòü ÷åðåç Ñ è Ò ñîîòâåòñòâåííî, òî
ïîëó÷àåì

2 3,

7 8.

Ñ Ò

Ñ Ò

+ =ì
í + =î

Îñòàëîñü ðåøèòü ñèñòåìó, à çàòåì ñðàâíèòü ïîëó÷åí-
íûå Ñ è Ò. ×òî-ëèáî áîëåå ïðîñòîå âðÿä ëè âîçìîæíî.
Èíîå äåëî ñàì ñïîñîá ðåøåíèÿ ñèñòåìû: òàêîâûõ
ïðèäóìàíî âåëèêîå ìíîæåñòâî – îò ïîñëåäîâàòåëüíîãî
èñêëþ÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ äî «áðîíåáîéíîãî» ìàòðè÷-
íîãî, íî âñå îíè òðåáóþò ïðèëè÷íîãî âðåìåíè è íåïðå -
ìåííîãî íàëè÷èÿ òîãî, ÷åì ïèñàòü è íà ÷åì ïèñàòü.

Ê ìîåìó íåñêàçàííîìó óäèâëåíèþ, Åæ çàäóìàëñÿ
ñåêóíä íà äåñÿòü, íå áîëüøå, ïîñëå ÷åãî çàÿâèë:

– Îäèíàêîâî!
– ×òî îäèíàêîâî? – íå ïîíÿë ÿ.
– Öåííîñòü ó íèõ îäèíàêîâà!
– Ïðàâèëüíî… – ïðîáîðìîòàë ÿ, ïîñêîëüêó çíàë

îòâåò çàðàíåå. – Íî êàê òû îïðåäåëèë?
– Òàê ýòî æå åæó ïîíÿòíî! Çàìåòü: îäèí ñàïôèð è äâà

òîïàçà – âñåãî ïîëó÷àåòñÿ òðè êàìíÿ, âåðíî?
– Âåðíî…
– È îíè öåííåé èçóìðóäà ðîâíî âòðîå! À ñåìü

ñàïôèðîâ è òîïàç – ýòî âñåãî âîñåìü êàìíåé, è îíè
öåííåé èçóìðóäà â âîñåìü ðàç. Êîðî÷å, êàæäûé ðàç
ñêîëüêî êàìíåé – ñòîëüêî è èçóìðóäîâ. Çíà÷èò, è
ñàïôèð, è òîïàç ïî öåíå ðàâíû èçóìðóäó – òîãäà âñå
ñõîäèòñÿ.

À âåäü è âïðÿìü – èç îäíîãî âíåøíåãî âèäà íàøåé

ñèñòåìû ìîæíî áåç òðóäà âûÿâèòü, ïî êðàéíåé ìåðå,
îäíî ðåøåíèå: Ñ = Ò = 1. Ïðàâäà, Åæ ïîñ÷èòàë åãî
åäèíñòâåííûì, ÷òî, ó÷èòûâàÿ çàòðà÷åííîå íà ðåøåíèå
âðåìÿ, âïîëíå ïðèåìëåìî. Ñòðîãî ãîâîðÿ (åñëè îáðà-
òèòüñÿ ê òåîðèè), ìîãëè áû áûòü è äðóãèå ðåøåíèÿ, í î
òîëüêî åñëè áû îäíî èç óðàâíåíèé áûëî ïðÿìûì
ñëåäñòâèåì âòîðîãî (ò.å. ïîëó÷àëîñü áû èç íåãî óìíî -
æåíèåì âñåõ ýëåìåíòîâ íà ëþáîå íåíóëåâîå ÷èñëî).
Òîãäà, ïî ñóòè, èìåëî áû ìåñòî îäíî óðàâíåíèå ñ äâó ìÿ
íåèçâåñòíûìè è áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ðåøåíèé. Â äàí-
íîì ñëó÷àå òàêîãî íåò, âåäü â ïåðâîì ðàâåíñòâå ñàïô è-
ðîâ ìåíüøå, ÷åì òîïàçîâ, à âî âòîðîì – áîëüøå. Òàê ÷òî
ïîëó÷èòü îäíî óðàâíåíèå èç äðóãîãî íåâîçìîæíî.

Îïðàâèâøèñü îò ïîòðÿñåíèÿ, ÿ ðåøèë âçÿòü ðåâàíø
è ïðåäëîæèë Åæó ÷óòü âèäîèçìåíåííûé âàðèàíò çàäà-
÷è Áîòèíà (êîòîðûé íàçîâåì Çàäà÷åé 2), è â íåì âòîðàÿ
ñòðîôà çâó÷àëà òàê:

À øåñòü  ñàïôèðîâ è òîïàç
Åãî öåííåå â âîñåìü ðàç.

Óæ òåïåðü-òî åìó íå âûêðóòèòüñÿ, íàäåÿëñÿ ÿ. È çðÿ!
Ïîòîìó ÷òî ÷åðåç ñ÷èòàííûå ñåêóíäû ïîñëûøàëîñü:

– Ñàïôèð äîðîæå!
– Òû óâåðåí? – ñàì-òî ÿ íå çíàë âåðíîãî îòâåòà,

ïîñêîëüêó âñòàâèë â òåêñò øåñòåðêó âìåñòî ñåìåðêè,
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÷òî íàçûâàåòñÿ, «îò áàëäû», ëèøü áû ñîõðàíèòü ñòè-
õîòâîðíûé ðàçìåð. Ïîýòîìó, ñîñòàâèâ ÷óòü èçìåíåí-
íóþ ñèñòåìó, 1 ÿ ïîñëå î÷åâèäíûõ ìàíèïóëÿöèé âûÿñ-

íèë, ÷òî Ñ = 
13
11

, Ò = 
10
11

. Äà, äåéñòâèòåëüíî Ñ > Ò! Íî

êàê îí óçíàë?
Åñòåñòâåííî, ÿ ïîòðåáîâàë ðàçúÿñíåíèé.
– Òàê ýòî æå åæó ïîíÿòíî! – ðàçäàëñÿ òðàäèöèîííûé

îòâåò. – Â èñõîäíîé ñèñòåìå ñåìü ñàïôèðîâ è òîïàç
óðàâíîâåøèâàëè (ïî öåíå) âîñåìü èçóìðóäîâ, à çäåñü
ìû îäèí ñàïôèð ñíÿëè. ßñíî, ÷òî îñòàâøèìñÿ ñàïôè-
ðàì ïðèäåòñÿ ñòàòü äîðîæå , ÷òîáû ñîõðàíèòü áàëàíñ.

– Íî òîãäà íàðóøèòñÿ ïåðâîå ðàâåíñòâî! – âîçðà-
çèë ÿ.

– Âåðíî, íàðóøèòñÿ. Ïðè íåêîòîðîì ðîñòå öåíû
ñàïôèðà ïîëó÷èòñÿ «ïåðåêîñ», è äëÿ åãî êîìïåíñàöèè
ïðèäåòñÿ ñíèçèòü  öåíó òîïàçà. Òîãäà âî âòîðîì ðàâåí-
ñòâå îïÿòü íàðóøèòñÿ ðàâíîâåñèå, è ïðèäåòñÿ îïÿòü
ñäåëàòü ñàïôèð ïîäîðîæå. À çíà÷èò, â ïåðâîì ðàâåí-
ñòâå âíîâü íàäî óäåøåâèòü òîïàç, à âî âòîðîì – ïîäí ÿòü
öåíó íà ñàïôèð è òàê äàëåå…

– Äî áåñêîíå÷íîñòè, ÷òî ëè?
– À íàñ ýòî íå ïóãàåò! Êàæäàÿ íîâàÿ ïîïðàâêà áóäåò

çàâåäîìî ìåíüøå ïðåäûäóùåé, è ïðîöåññ íàâåðíÿêà
«ñîéäåòñÿ». Íî ãëàâíîå äëÿ íàñ, ÷òî ñàïôèð ñòàíîâèò ñÿ
âñå äîðîæå, à òîïàç – âñå äåøåâëå. Âåäü ñïðàøèâàëîñ ü,
÷òî  öåííåé , à íå êàêîâà öåíà .

Îïÿòü Åæ óòåð ìíå íîñ! Îäíàêî æ, áèòîìó íåéìåòñÿ.
×òî-òî ìíå â åãî ðàññóæäåíèÿõ ïîêàçàëîñü íåêîððåêò-
íûì, íî ÷òî èìåííî? Ïîçæå íà äîñóãå ÿ ïðîâåðèë
ðàññóæäåíèÿ î ïîñòåïåííîì ðîñòå Ñ è óìåíüøåíèè Ò â
áåñêîíå÷íîì ïðîöåññå èõ óòî÷íåíèÿ (òàêèå ïðîöåññû
íàçûâàþòñÿ èòåðàöèîííûìè ).

Èòàê, ïîëîæèì, âî âòîðîì óðàâíåíèè (êîòîðîå òå-
ïåðü âûãëÿäèò òàê: 6Ñ + Ò = 8) ïåðâîíà÷àëüíîå
çíà÷åíèå Ò îñòàëîñü ïðåæíèì: Ò = 1. Òîãäà ëåãêî íàéòè

Ñ = 
7
6

, è èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (ïîäñòàâèâ â íåãî ýòî

çíà÷åíèå Ñ) ïîëó÷èì Ò = 
11
12

. Äàëåå, èç âòîðîãî

óðàâíåíèÿ èìååì Ñ = 
85
72

, è îïÿòü èç ïåðâîãî Ò = 
131
144

.

Äåéñòâèòåëüíî, Ñ õîòÿ è ðàñòåò, íî âñå ìåäëåííåé:

ïîñëå ïåðâîé èòåðàöèè îíî óâåëè÷èëîñü íà 
7
6

 – 1 = 
1
6

,

à ïîñëå âòîðîé – ëèøü íà 
85
72

 – 
7
6

 = 
1
72

. Ñ öåíîé òîïàçà

òà æå èñòîðèÿ. Ñòàëî áûòü, åñòü ðåàëüíàÿ íàäåæäà, ÷òî
èòåðàöèîííûé ïðîöåññ è âïðÿìü ñîéäåòñÿ. Âïðî÷åì,
ìîæíî â ýòîì óáåäèòüñÿ è ñ äîëæíîé ñòðîãîñòüþ,

èñïîëüçóÿ íàéäåííîå âûøå òî÷íîå ðåøåíèå Ñ = 
13
11

,

Ò = 
10
11

. Ïîëîæèì, ïîñëå î÷åðåäíîé èòåðàöèè Ñ îòëè-

÷àåòñÿ îò èñòèííîãî çíà÷åíèÿ íà íåêóþ âåëè÷èíó D ,

ò.å. Ñ = 
13
11

 + D . Òîãäà, íà îñíîâàíèè ïåðâîãî óðàâ-

íåíèÿ,
13

3
3 1011

2 2 11 2
Ñ

T
D

D
æ ö- +ç ÷è ø-

= = = - ,

è ïîñëå ýòîãî, èñïîëüçóÿ âòîðîå óðàâíåíèå, èìååì

10
8

8 1311 2
6 6 11 12

Ò
C

D
D

æ ö- -ç ÷è ø-
= = = + .

Êàê âèäíî, ïîñëå ñëåäóþùåé èòåðàöèè îòêëîíåíèå Ñ îò
èñòèííîãî çíà÷åíèÿ ñíèçèòñÿ àæ â 12 ðàç! Àíàëîãè÷íà ÿ
(ïðîâåðüòå è óáåäèòåñü) ñèòóàöèÿ è ñ Ò. Ïîñåìó
îïèñàííûé Åæîì èòåðàöèîííûé ïðîöåññ íåèçáåæíî
ñîéäåòñÿ (è ïðèòîì î÷åíü äàæå áûñòðî). Ïîâåçëî
ëîâêà÷ó!

È âñå æå – íåóæåëè ïðîöåññ ñîéäåòñÿ âñåãäà, ò.å. è
ïðè äðóãèõ èñõîäíûõ äàííûõ? Êàê-òî íå âåðèòñÿ. Îò
òîñêè ÿ ñòàë òàê è ýäàê «øåâåëèòü» óñëîâèå – è â
ðåçóëüòàòå ðîäèëàñü ñëåäóþùàÿ ðåäàêöèÿ âòîðîé ñòðî-
ôû (ïîëó÷èëàñü óæå Çàäà÷à 3):

À øåñòü  ñàïôèðîâ è äâà òîïàçà
Åãî öåííåå â âîñåìü ðàç.

Ðèôìà, ïðàâäà, íàïðî÷ü èñ÷åçëà, íî çàòî êàêèå óäèâè -
òåëüíûå ïîëó÷èëèñü âûâîäû! Äåéñòâèòåëüíî, ê òàêîìó
ñþæåòó ïðèìåíèìû âñå ïåðâîíà÷àëüíûå ðàññóæäåíèÿ
Åæà èç çàäà÷è 1: ñóììàðíîå ÷èñëî êàìíåé êàæäûé ðàç
ñîîòâåòñòâóåò ÷èñëó èçóìðóäîâ, òàê ÷òî ñàïôèð è òîï àç
èìåþò îäèíàêîâóþ öåííîñòü. Íî äàëåå, åñëè óäàëèòü
òåïåðü èç âòîðîãî ðàâåíñòâà îäèí òîïàç , òî, ñëåäóÿ
èäåå Åæà, ìû ïîëó÷èì, ÷òî óæå òîïàç äîðîæå ñàïôèðà!
Ïî÷òè äîñëîâíî, íî ñ ïîïðàâêîé íà íîâûå ðåàëèè1 Ó ìåíÿ-òî, â îòëè÷èå îò Åæà, ðó÷êà è áóìàãà áûëè.
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ïîâòîðèì åãî àðãóìåíòû (ñâåðÿéòå ñ òåêñòîì, ïðèâå-
äåííûì âûøå). Èòàê, â èñõîäíîé ñèñòåìå øåñòü ñàïôè-
ðîâ è äâà òîïàçà óðàâíîâåøèâàëè âîñåìü èçóìðóäîâ, à
çäåñü ìû îäèí òîïàç ñíÿëè. ßñíî, ÷òî îñòàâøåìóñÿ
òîïàçó ïðèäåòñÿ ñòàòü äîðîæå, ÷òîáû ñîõðàíèòü áà-
ëàíñ. Íî â òàêîì ñëó÷àå íàðóøèòñÿ ïåðâîå ðàâåíñòâî,
ïîñêîëüêó ïðè íåêîòîðîì ðîñòå öåíû òîïàçà ïîëó÷èòñÿ
«ïåðåêîñ», è äëÿ åãî êîìïåíñàöèè ïðèäåòñÿ ñíèçèòü
öåíó ñàïôèðà. Òîãäà âî âòîðîì ðàâåíñòâå îïÿòü íàðó-
øèòñÿ ðàâíîâåñèå, è ïðèäåòñÿ îïÿòü ñäåëàòü òîïàç
ïîäîðîæå. À çíà÷èò, â ïåðâîì ðàâåíñòâå âíîâü íàäî
óäåøåâèòü ñàïôèð, à âî âòîðîì – ïîäíÿòü öåíó íà òîï àç
è òàê äàëåå… Ðåçóëüòàò î÷åâèäåí: òîïàç äîðîæå  ñàï-
ôèðà!

Îäíàêî, óäàëèâ ýòîò ñàìûé òîïàç, ìû ôàêòè÷åñêè
âîçâðàòèëèñü îáðàòíî ê çàäà÷å 2 (ñ øåñòüþ ñàïôèðàìè
è îäíèì òîïàçîì), äëÿ êîòîðîé óäàëîñü óáåäèòåëüíî
äîêàçàòü, ÷òî Ñ > Ò (ìû äàæå íàøëè èõ ÷èñëîâûå
çíà÷åíèÿ). Êàê æå òàê?

Íè÷åãî íå îñòàåòñÿ, êàê ïîïðîáîâàòü íàãëÿäíî ïîíàá-
ëþäàòü èòåðàöèîííûé ïðîöåññ.

Êàê è ïðåæäå, âîçüìåì âòîðîå óðàâíåíèå 6 Ñ + Ò = 8,
íî òåïåðü áóäåì èñõîäèòü èç ïåðâîíà÷àëüíîãî çíà÷åíè ÿ
Ñ = 1. Òîãäà Ò = 2, è èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (ïîäñòàâèâ
â íåãî ýòî çíà÷åíèå Ò) ïîëó÷èì Ñ = –1. Îãî, îòðèöà-
òåëüíîå ÷èñëî! Äàëåå áåññìûñëèöà íàðàñòàåò, ïîòîìó
÷òî èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ èìååì Ò = 14, è ïîòîì èç
ïåðâîãî Ñ = –25. È òàê äàëåå… Ïîíÿòíî, ÷òî òàêàÿ
«áîëòàíêà» íè ê ÷åìó õîðîøåìó íå ïðèâåäåò.

Â ÷åì æå äåëî? Ïî÷åìó èòåðàöèè Åæà äàëè âïîëíå
ðàçóìíûé ðåçóëüòàò, à íàøè – íåò? Èíà÷å ãîâîðÿ,
ïî÷åìó ìîæíî ñòàðòîâàòü îò ïåðâîíà÷àëüíîé åäèíè÷-
íîé ñòîèìîñòè òîïàçà, íî íåëüçÿ «îòòàëêèâàòüñÿ» îò
ñàïôèðà? ×åì îäèí êàìåíü õóæå äðóãîãî?

Äëÿ îòâåòà íà ýòîò âîïðîñ çàïèøåì ñèñòåìó óðàâíå-
íèé â îáùåì âèäå, ñ ïðîèçâîëüíûìè íåíóëåâûìè
êîýôôèöèåíòàìè ïðè íåèçâåñòíûõ (è äàæå ñàìè íåèç-
âåñòíûå îáîçíà÷èì ÷åðåç x è y):

11 12 1

21 22 2

,

.

a x a y b

a x a y b

+ =ì
í + =î

Ïóñòü òî÷íîå åå ðåøåíèå òàêîâî: 0x x= , 0y y= .
×òîáû ïðèìåíèòü èòåðàöèþ, íàäî èç îäíîãî óðàâíåíèÿ
âûðàçèòü õ ÷åðåç ó, à äëÿ äðóãîãî – íàîáîðîò, âûðàçèòü
y ÷åðåç õ. ßñíî, ÷òî òàêîå ìîæíî ñäåëàòü äâóìÿ
ñïîñîáàìè; âîçüìåì íàóãàä îäèí èç íèõ. Òîãäà ïîëó-
÷àåì

1 11

12

2 22

21

,

.

b a x
y

a

b a y
x

a

-ì =ïï
í -ï =
ïî

Ïóñòü â ïðîöåññå èòåðàöèé õ â êàêîé-òî ìîìåíò îòëè-
÷àåòñÿ îò èñòèííîãî çíà÷åíèÿ íà íåêóþ âåëè÷èíó D ,
ò.å. 0x x D= + . Òîãäà, íà îñíîâàíèè ïåðâîãî óðàâíå-
íèÿ,

1 11 0 1 11 0 11

12 12 12

( )b a x b a x a
y

a a a
D

D
- + -

= = - .

Ïîäóìàåì, ÷òî ñîáîé ïðåäñòàâëÿåò 1 11 0

12

b a x
a

-
. Íî òóò è

äóìàòü-òî íå÷åãî – èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ èñõîäíîé
ñèñòåìû ìîìåíòàëüíî ñëåäóåò, ÷òî ýòî åñòü íå ÷òî èí îå,
êàê 0y . Ïîýòîìó

11
0

12

a
y y

a
D= - .

Çàòåì, èñïîëüçóÿ âòîðîå èòåðàöèîííîå óðàâíåíèå, èìå åì

11
2 22 0

12 2 22 0

21 21

a
b a y

a b a y
x

a a

D
æ ö

- -ç ÷è ø -
= = + 11 22

12 21

a a
a a

D .

È ïîñêîëüêó 2 22 0
0

21

b a y
x

a
-

= , òî

11 22
0

12 21

a a
x x

a a
D= + .

Òåïåðü âñå âèäíî êàê íà ëàäîíè. Âåëè÷èíà îòêëîíå-
íèÿ õ îò èñòèííîãî çíà÷åíèÿ ïîñëå î÷åðåäíîé èòåðàöèè

èçìåíèëàñü â 11 22

12 21

a a
a a

 ðàç (è åñëè ðàññ÷èòàòü îòêëîíåíèå

äëÿ ó, òî äëÿ íåãî ïîëó÷èòñÿ òà æå âåëè÷èíà). Ïîýòîìó

åñëè äðîáü 11 22

12 21

a a
a a

 ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ìåíüøå  1,

òî èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ñîéäåòñÿ, åñëè æå  áîëüøå  1,
òî ðàçîéäåòñÿ. Íó, à ïðè ñòðîãî åäèíè÷íîì çíà÷åíèè
ïðîöåññ «çàñòûíåò» (÷òî äëÿ íàñ, ðàçóìååòñÿ, ýêâèâà -
ëåíòíî ðàñõîäèìîñòè – ðåøåíèÿ-òî ìû íå ïîëó÷èì!).

Åñëè æå ìû ïðè èòåðàöèÿõ áóäåì, íàîáîðîò, èç
ïåðâîãî óðàâíåíèÿ âûðàæàòü õ, à èç âòîðîãî – ó, òî

êðèòåðèåì ñõîäèìîñòè ñòàíåò ïåðåâåðíóòàÿ äðîáü 12 21

11 22

a a
a a

(ñ òåìè æå âûâîäàìè).
Òàê ÷òî òåïåðü ÿñíî, ïî÷åìó èòåðàöèÿ Åæà óäàëàñü:

îí èñïîëüçîâàë çàâèñèìîñòè, äëÿ êîòîðûõ äðîáü îêàçà -

ëàñü ðàâíîé 
1 1
2 6

×
×

 = 
1

12
, à ó ìåíÿ ïîòîì âûøëî

íàîáîðîò: 
2 6
1 1

×
×

 = 12, ñî âñåìè âûòåêàþùèìè íåïðèÿò-

íîñòÿìè.
È ïóñòü â òîò ðàç íå óäàëîñü ïîñðàìèòü ñàìîäîâîëü-

íîãî îïïîíåíòà, íî ñàìî ïî ñåáå âûÿñíåíèå èñòèíû
äàæå â ñòîëü ÷àñòíîì âîïðîñå – íåñîìíåííî, äåëî
ïîëåçíîå. Ýòî è åæó ïîíÿòíî.
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Ø àéáà, ìÿ÷
è êîïüe

À.ÑÒÀÑÅÍÊÎ

ÂÎÎÁÐÀÇÈÒÅ ÑÅÁÅ ÊÀÇÀÊÀ ÈËÈ ÄÆÈÃÈÒÀ, ÊÎÒÎÐÛÉ
«áðîñàåò è ëîâèò êîïüå íà ñêàêó». Âñÿêèé çäðàâîìûñë ÿ-

ùèé øêîëüíèê ñêàæåò: íó, ÷òî æå òóò íåîáûêíîâåííîãî ? –
êîïüå îïèøåò ïàðàáîëó è, åñëè ïðåíåáðå÷ü ñîïðîòèâëå íèåì
âîçäóõà è ñ÷èòàòü ãîðèçîíòàëüíóþ ñîñòàâëÿþùóþ ñêîðî ñòè
êîïüÿ è âñàäíèêà íåèçìåííîé, âíîâü ïîïàäåò â ðóêè ä æèãèòà.
Íî êîíü è âñàäíèê äîëæíû æå ÷åì-òî äûøàòü, òàê ÷òî
ñîïðîòèâëåíèå âîçäóõà åñòü. Ñèëà ýòîãî ñîïðîòèâëåíè ÿ çàâè-
ñèò è îò äëèíû è òîëùèíû êîïüÿ, è îò åãî óãëà àòàêè  (ò.å. óãëà
ìåæäó âåêòîðîì ñêîðîñòè è îñüþ êîïüÿ). Ïîýòîìó, ñòð îãî
ãîâîðÿ, öåíòð ìàññ êîïüÿ îïèøåò íå ïàðàáîëó, à ñëîæ íóþ
áàëëèñòè÷åñêóþ òðàåêòîðèþ.

À âîò äâà õîêêåèñòà ñêîëüçÿò ê âîðîòàì ïðîòèâíèêà
ïàðàëëåëüíûìè êóðñàìè ñî ñêîðîñòüþ U  íà ðàññòîÿíèè h
äðóã îò äðóãà. È îäèí èç íèõ ïåðåäàåò øàéáó äðóãîìó ,
ñîîáùèâ åé â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t  = 0 ñêîðîñòü ñ
êîìïîíåíòàìè 0u , 0w  â ñâîåé ñèñòåìå êîîðäèíàò – íàçîâåì
ýòó ñèñòåìó, ñâÿçàííóþ ñ õîêêåèñòàìè, X-ñèñòåìîé (ð èñ.1,a).
Âòîðîé õîêêåèñò äîëæåí ïîëó÷èòü øàéáó â ìîìåíò âðåì åíè
t* , ÷òîáû ïîñëàòü åå â âîðîòà ïðîòèâíèêà. Çíà÷èò, îí äîëæåí
ïîñëå óäàðà ïåðâîãî ïðîñêîëüçèòü íå äàëåå ÷åì íà ðà ññòîÿ-
íèå x*  = l  (ëèíèÿ àòàêè).

Êàê îïèñàòü ñêîëüæåíèå øàéáû ïî ëüäó â X-ñèñòåìå è â
Ë-ñèñòåìå, ñâÿçàííîé ñî ëüäîì? Íàâåðíÿêà ñèëà ñîïðî òèâëå-
íèÿ äâèæåíèþ øàéáû – òîæå ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ ñêîðîñòè
îòíîñèòåëüíî ëüäà è âîçäóõà, òåìïåðàòóðû è øåðîõîâà òîñòè
ïîâåðõíîñòè… È íàâåðíÿêà îá ýòîì íàïèñàíà íå îäíà ä èññåð-
òàöèÿ. Íàïðèìåð, êàêóþ çàâèñèìîñòü ñèëû ñîïðîòèâëåí èÿ
îò ñêîðîñòè øàéáû ìîæíî îæèäàòü? Åñëè òåìïåðàòóðó
ñëèøêîì ïîíèçèòü, òî ìåæäó äâèæóùåéñÿ øàéáîé è ëüäî ì
âîçíèêíåò ñóõîå òðåíèå, òàê ÷òî èñêîìóþ çàâèñèìîñòü  ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðÿìîëèíåéíîé ôóíêöèè ÀÎÂ  (ðèñ.2).
Åñëè øàéáà ñâîáîäíî ëåòèò â âîçäóõå, òî àýðîäèíàìè÷ åñêàÿ

ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ
ïðèáëèçèòåëüíî ïðî-
ïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó
ñêîðîñòè – êðèâàÿ ÑÎD .
À ïîñêîëüêó â ðàññìàò-
ðèâàåìîì íàìè ñëó÷àå
øàéáà è ñêîëüçèò ïî
ëüäó (ëåä ïðè áîëåå
âûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ
ïîêðûò òîí÷àéøèì ñëî-
åì âîäû), è îáòåêàåòñÿ
âîçäóõîì, ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî ýòà ðåçóëüòè-
ðóþùàÿ ñèëà – ïðÿìàÿ
EOJ  – ïðÿìî ïðîïîðöè-
îíàëüíà ñêîðîñòè øàé-
áû â Ë-ñèñòåìå, ãäå åå
êîìïîíåíòû ðàâíû u +
+ U , w (ðèñ.1, á).

Èòàê, êîìïîíåíòû
(îòðèöàòåëüíîãî) óñêî-
ðåíèÿ øàéáû ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

z
w

a = -
t

, x
u U

a
+

= -
t

(â ïîñòîÿííóþ âåëè÷èíó 1 t  âîøëè è êîýôôèöèåíò ïðîïîð-
öèîíàëüíîñòè ìåæäó ñèëîé è ñêîðîñòüþ, è ìàññà øàéáû ).
Î÷åâèäíî, õîòÿ áû èç ñîîáðàæåíèé ðàçìåðíîñòè, ÷òî t
ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûì õàðàêòåðíûì âðåìåíåì, ïðîïîðöèî-
íàëüíûì ìàññå øàéáû. Ó÷òåì äàëåå, ÷òî óñêîðåíèå åñò ü
áûñòðîòà èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè ïî âðåìåíè:

z
w

a
t

D
=

D
, 

( )
x

u U
a

t

D +
=

D
.

Òîãäà ïåðâîå èç óðàâíåíèé äâèæåíèÿ – â íàïðàâëåíèè,
ïåðïåíäèêóëÿðíîì âåêòîðó U

uur
, – ïðèìåò âèä

.
t

w w
D

D = -
t

Åñëè áû â ïðàâîé ÷àñòè ñòîÿë çíàê «ïëþñ», òî óðàâíå íèå
îçíà÷àëî áû ïðèðîñò  «áàíêîâñêîãî âêëàäà»: îí ïðîïîðöèî-
íàëåí ñàìîìó âêëàäó w è âðåìåíè tD . À ïîñêîëüêó òóò ñòîèò
çíàê «ìèíóñ», òî ýòî êàê áû «ïðèðîñò íàîáîðîò», ò.å . óáûëü.
Èíòåðåñíî, ÷òî òàêèì æå óðàâíåíèåì îïèñûâàåòñÿ, íàï ðè-

ìåð, è ðàñïàä ðàäèîàêòèâíîãî âåùåñòâà.
Åãî ðåøåíèå âûãëÿäèò òàê:

0

t

w w e
-

t= ,               (1)

ãäå 0w  – çíà÷åíèå ñêîðîñòè â íà÷àëüíûé
ìîìåíò âðåìåíè. Àíàëîãè÷íûå âûêëàäêè
ìîæíî ñäåëàòü è äëÿ u, ò.å. x-êîìïîíåíòû
ñêîðîñòè øàéáû â X-ñèñòåìå:

( ) ( )t
u u U u U

D
D º D + = - +

t
.

Çàìåòèì, ÷òî çäåñü ê ñêîðîñòè øàéáû u
äîáàâëåíà ñêîðîñòü õîêêåèñòîâ  U.  Ïîñêîëü-
êó îíà ñ÷èòàåòñÿ ïîñòîÿííîé, åå ïðèðàùå-
íèå ðàâíî íóëþ ( 0UD = ), òàê ÷òî ýòî åå
äîáàâëåíèå ê ñêîðîñòè u íè÷åìó íå ìåøàåò,
çàòî ïîçâîëÿåò çàïèñàòü óðàâíåíèå, àíàëî-
ãè÷íîå óðàâíåíèþ äëÿ w. Â òàêîì ñëó÷àå è
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ àíàëîãè÷íî:

( )0

t

u U u U e
-

t+ = + .        (2)

Èñêëþ÷èâ èç óðàâíåíèé (1) è (2) âðåìÿ

Ðèñ.2. Âîçìîæíûå çàâèñèìîñòè ñèëû
ñîïðîòèâëåíèÿ îò ñêîðîñòè äâèæåíèÿ
òåëà ïî ïîâåðõíîñòè è â âîçäóõå: ÀÎÂ
– «ñóõîå» òðåíèå, ñèëà òðåíèÿ 

ur
F  íå

çàâèñèò îò ìîäóëÿ ñêîðîñòè  
ur
V ; ÑÎD

– àýðîäèíàìè÷åñêàÿ ñèëà ñîïðîòèâ-
ëåíèÿ, -

ur ur ur
:F V V ; EOJ – âÿçêîå òðå-

íèå, -
ur

:F
ur
V

Ðèñ.1. Òðàåêòîðèÿ øàéáû: a) â ñèñòåìå êîîðäèíàò, ñâ ÿçàííîé ñ äâèæóùèìèñÿ õîêêåèñòàìè
(X-ñèñòåìà); á) â ñèñòåìå êîîðäèíàò, ñâÿçàííîé ñî ë üäîì (Ë-ñèñòåìà)



(èëè 
t

e
-

t ), ïîëó÷èì ñâÿçü ìåæäó ñîñòàâëÿþùèìè ñêîðîñòåé:

0 0

w u U
w u U

+
=

+
, èëè 0

0

tg
w w

u U u U
= = a

+ +
.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â Ë-ñèñòåìå øàéáà äâèæåòñÿ ïî ïðÿ ìîé
ëèíèè (ñì. ðèñ.1, á), ñîñòàâëÿþùåé óãîë 0a » a  ñ íàïðàâëå-
íèåì äâèæåíèÿ õîêêåèñòîâ, õîòÿ îáå êîìïîíåíòû ñêîðî ñòè è
óáûâàþò ñî âðåìåíåì.

Âïðî÷åì, ýòî ÿñíî è òàê: â Ë-ñèñòåìå êîîðäèíàò äâèæ åíèå
âñåãäà áóäåò ïðîèñõîäèòü ïî ïðÿìîé ëèíèè, èáî äåéñò âóþ-
ùàÿ ñèëà (ñîïðîòèâëåíèÿ) êîëëèíåàðíà ñêîðîñòè.

Îñòàëîñü ñäåëàòü åùå îäíî óñèëèå è íàéòè êîîðäèíàòû
øàéáû â Ë-ñèñòåìå. Ó÷òåì, ÷òî ñîñòàâëÿþùèå ñêîðîñòè  ñóòü
èçìåíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ êîîðäèíàò ïî âðåìåíè:

z
w

t
D

=
D

, 
( )x U t

u U
t

D +
+ =

D
.

Ïîñêîëüêó ëåâûå ÷àñòè ýòèõ óðàâíåíèé óæå èçâåñòíû ê àê
ôóíêöèè âðåìåíè, íóæíî èõ ïðîèíòåãðèðîâàòü, ó÷èòûâà ÿ,
÷òî â ìîìåíò óäàðà ïî øàéáå ( t  = 0) èìååì x = 0, z = 0. À
ïðåëåñòü ýêñïîíåíòû ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñêîëüêî åå í è
èíòåãðèðóé (èëè äèôôåðåíöèðóé), ïîëó÷èòñÿ âíîâü ýêñ ïî-
íåíòà.

Èòàê,

0 1
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z w e
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æ ö
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,    ( )0 1
t

x U t u U e
-

t
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ç ÷
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Îòñþäà âèäíî, ÷òî åñëè áû õîêêåèñòû äâèãàëèñü áåñêî íå÷íî
äîëãî, òî øàéáà îñòàíîâèëàñü áû íà ëüäó â òî÷êå K  (ñì.
ðèñ.1,á) íà ðàññòîÿíèè 0z w¥ = t  îò íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ
óäàðèâøåãî åå õîêêåèñòà, à êîîðäèíàòà x â X-ñèñòåìå óñòðå-
ìèëàñü áû â - ¥  (ñì. ðèñ.1, à). Êîíå÷íî, â ïðåäåëàõ íåáîëü-
øîãî õîêêåéíîãî ïîëÿ ñêîðîñòü øàéáû âî âðåìÿ àòàêè ñòîëü
âûñîêà, ÷òî åå òðàåêòîðèÿ ìàëî îòêëîíÿåòñÿ îò ïðÿìî é â X-
ñèñòåìå.

Íî ãäå æå ìÿ÷, îáåùàííûé â çàãëàâèè? Ïðåäñòàâèì ñåá å

òåïåðü äâóõ áàñêåòáîëèñòîâ, áåãóùèõ âäîëü êðàåâ ïëî ùàäêè
ñ îäíîé è òîé æå ñêîðîñòüþ U  ê êîðçèíå ïðîòèâíèêà, è â
êàêîé-òî ìîìåíò îäèí èç íèõ ïåðåáðàñûâàåò ìÿ÷ äðóãî ìó
÷åðåç ãîëîâû èãðîêîâ. Äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ ìÿ÷à ïî òðå-
áóåòñÿ åùå îäíî óðàâíåíèå – äëÿ âåðòèêàëüíîé ñîñòàâ ëÿþ-
ùåé ñêîðîñòè v. Îäíàêî ïðè âçãëÿäå ñâåðõó ïðîåêöèÿ
òðàåêòîðèè ìÿ÷à áóäåò ïîõîæà íà òðàåêòîðèþ øàéáû, à  ïðè
âçãëÿäå ñáîêó – íà òðàåêòîðèþ öåíòðà ìàññ êîïüÿ (ïî ïðîáóé-
òå íàðèñîâàòü ýòó ïðîñòðàíñòâåííóþ êàðòèíó). Íî òåï åðü è
ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ óæå íå áóäåò ëèíåéíîé ôóíêöèåé ñ êîðî-

ñòè ìÿ÷à â âîçäóõå, îíà áóäåò ïðîïîðöèîíàëüíà | |V V-
uur uur

,
èëè, â ïðîåêöèÿõ íà îñè x, y , z,

( ) ( )2 2 2~ x y zF u U v w e u e v e w- + + + + +
r r r r

,

ãäå xe
r

, ,ye
r

 ze
r

 – îðòû ýòîé äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò.
À êðîìå òîãî, â óðàâíåíèè äëÿ âåðòèêàëüíîãî óñêîðåí èÿ
äîáàâèòñÿ óñêîðåíèå çåìíîãî òÿãîòåíèÿ, òàê ÷òî ñèñò åìà
óðàâíåíèé ñòàíåò äîâîëüíî ñëîæíîé.

Íî êàêàÿ ïîëüçà îò âñåõ ýòèõ ðàññóæäåíèé? Ïîëüçà åñ òü:
êàê óæå áûëî ñêàçàíî, ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ h (ðàññòîÿ-
íèÿ ìåæäó õîêêåèñòàìè èëè âîëåéáîëèñòàìè) è l  (ðàññòîÿ-
íèÿ äî ëèíèè àòàêè) èç ñèñòåìû óðàâíåíèé ìîæíî íàéò è
âåêòîð ñêîðîñòè 0XV

uur
, êîòîðóþ äîëæåí ñîîáùèòü øàéáå èëè

ìÿ÷ó ïåðâûé õîêêåèñò èëè âîëåéáîëèñò, ÷òîáû âòîðîé ïîé-
ìàë ýòè ïðåäìåòû â òî÷êå x l* = , z h* = . Âïðî÷åì, ìîæíî
ïðåäñòàâèòü è äðóãóþ ñèòóàöèþ – íàïðèìåð, äâà ñàìîë åòà
ëåòÿò ïàðàëëåëüíûìè êóðñàìè ñî ñêîðîñòüþ U  è â êàêîé-òî
ìîìåíò èç îäíîãî èç íèõ íà äðóãîé ïåðåáðàñûâàþò íîâ îãîä-
íèé ïîäàðîê (ñêàæåì, øàð ñ êîíôåòàìè)… Òàêóþ çàäà÷ó
ðåøàåò èëè áîðòîâîé êîìïüþòåð, èëè, êàê â ñëó÷àå ñï îðòñìå-
íîâ, îïûò, íàêîïëåííûé â äîëãèõ òðåíèðîâêàõ. Òàê ÷ò î åñëè
âàì íå óäàñòñÿ ýòó ñèñòåìó ðåøèòü â ÿâíîì âèäå (â â èäå
êîíå÷íûõ ôîðìóë, êàê â ñëó÷àå ñ øàéáîé) – ñàäèòåñü çà
êîìïüþòåð èëè ïîñòóïàéòå íà ôàêóëüòåò àýðîìåõàíèêè è
ëåòàòåëüíîé òåõíèêè Ìîñêîâñêîãî ôèçèêî-òåõíè÷åñêîãî
èíñòèòóòà.

Ï Ð Î Ã Ó Ë Ê È  Ñ  Ô È Ç È Ê Î É

Ïî÷åìó õóðìà âÿæåò âî ðòó?

(Íà÷àëî ñì. íà 4-é ñòðàíèöå îáëîæêè)

…Âàæíåéøàÿ õàðàêòåðèñòèêà ñìàçûâàþùåé æèäêîñòè –
åå äèíàìè÷åñêàÿ âÿçêîñòü. Âåëè÷èíó äèíàìè÷åñêîé âÿç êîñòè
(èëè êîýôôèöèåíò âÿçêîñòè) h  ìîæíî îïðåäåëèòü, èçìåðÿÿ
ãîðèçîíòàëüíóþ ñèëó F, êîòîðóþ íåîáõîäèìî ïðèëîæèòü ê
ïëàñòèíêå ïëîùàäüþ S, ïëàâàþùåé íà òîíêîì ñëîå æèäêîñòè
òîëùèíîé h, ÷òîáû îíà äâèãàëàñü ñî ñêîðîñòüþ v (ðèñ.1). Â
ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé, ïðåäëîæåííîé åùå Íüþòîíîì,

F S
v h

h = ,

ãäå âûðàæåíèå, ñòîÿùåå â ÷èñëèòåëå, íàçûâàþò íàïðÿæ åíè-
åì ñäâèãà, à ñòîÿùåå â çíàìåíàòåëå – ñêîðîñòüþ ñäâè ãà. Â

Ìåæäóíàðîäíîé ñèñòåìå åäèíèö (ÑÈ) åäèíèöåé äèíàìè÷å ñ-
êîé âÿçêîñòè ÿâëÿåòñÿ Ïà ñ× . Çíà÷åíèÿ âÿçêîñòè ðàçëè÷íûõ
æèäêîñòåé ïðèâåäåíû â òàáëèöå.

Õóðìà «íå õî÷åò» áûòü ñúåäåííîé, ïîêà åå ñåìåíà íå
ñîçðåþò. Ïîýòîìó â õóðìå, êàê è âî ìíîãèõ äðóãèõ ðà ñòåíèÿõ
(÷åðíîïëîäíàÿ ðÿáèíà, êîôå, ÷àé, ÷åðíûé âèíîãðàä è äð.),
ñîäåðæàòñÿ òàííèíû (ïîëèôåíîëû), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ä ó-
áèëüíûìè âåùåñòâàìè, òàê êàê èçäàâíà ïðèìåíÿëèñü äë ÿ
äóáëåíèÿ êîæè. Òàííèíû îáëàäàþò ñïîñîáíîñòüþ ñâÿçû-
âàòüñÿ ñ áåëêàìè è îáúåäèíÿòü èõ â êîíãëîìåðàòû (ðè ñ.2), â
ðåçóëüòàòå ÷åãî âÿçêîñòü ðàñòâîðà ðåçêî âîçðàñòàåò, à áåëêè
âûïàäàþò â îñàäîê.
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Ðèñ. 1

(Ïðîäîëæåíèå ñì. íà ñ. 54)
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Î äíîé ðóêîé
óçåëîê íå

ðàçâÿæåøü!
À.ÏÎËßÍÑÊÈÉ

Ðèñ. 4

Ðèñ. 5

Ðèñ. 1 Ðèñ. 2

Ðèñ. 3

Î ×ÅÌ ÆÅ ÏÎÉÄÅÒ ÐÅ×Ü? ÄÓÌÀÞ,  ×ÒÎ ÌÍÎÃÈÅ ÑÐÀÇÓ
äîãàäàëèñü, ïðî÷èòàâ íàçâàíèå, ÷òî ìû ïîãîâîðèì îá

óçëàõ, íî íå î òåõ, êîòîðûå îáû÷íî ìû çàâÿçûâàåì ó ñåáÿ íà
êðîññîâêàõ, ôàðòóêå, àëüïèíèñòñêîì ñíàðÿæåíèè è ò.ä ., à î
öåëî÷èñëåííûõ òî÷êàõ íà ïëîñêîñòè. Äàâàéòå íà÷íeì ñ
îïðåäåëåíèé.

Îïðåäåëåíèå 1.  Óçëîì  áóäåì íàçûâàòü òàêóþ òî÷êó íà
ïëîñêîñòè, ó êîòîðîé îáå êîîðäèíàòû (ïî îñè x è ïî îñè y)
öåëûå.

Îïðåäåëåíèå 2.  Öåëûì  áóäåì íàçûâàòü òàêîé ìíîãîóãîëü-
íèê (îòðåçîê èëè âåêòîð) íà ïëîñêîñòè, âåðøèíû (êîí öû)
êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ óçëàìè.

Çàìå÷àíèå.  Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî âñå ðàññóæäåíèÿ, êîòî-
ðûå ìû ïðèâåäåì íèæå, íå áóäóò çàâèñåòü îò òîãî, êà êàÿ ó íàñ
ñèñòåìà êîîðäèíàò – ïðÿìîóãîëüíàÿ èëè êîñîóãîëüíàÿ (ò.å.
êîãäà êîîðäèíàòíûå îñè íå îáÿçàòåëüíî ðàñïîëîæåíû ï îä
ïðÿìûì óãëîì, à åäèíè÷íûå îòðåçêè ïî îñè x è ïî îñè y íå
îáÿçàòåëüíî ðàâíû).

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òðè î÷åíü ïðîñòûõ ôàêòà, êîòîðû å
÷èòàòåëü ñìîæåò ñàìîñòîÿòåëüíî äîêàçàòü.

Ôàêò 1  (ïðàâèëî ïàðàëëåëîãðàììà). Åñëè âåêòîð AB
uuuur

 –
öåëûé, à òî÷êà C ÿâëÿåòñÿ óçëîì, òî òî÷êà D, îïðåäå ëÿå-
ìàÿ ðàâåíñòâîì CD

uuuur
 = AB

uuuur
, òàêæå ÿâëÿåòñÿ óçëîì (ðèñ.1).

Ôàêò 2  (ïðàâèëî îòðåçêà). Åñëè öåëûé îòðåçîê AB
ñîäåðæèò ðîâíî n 0³  óçëîâ (íå ñ÷èòàÿ êîíöû), òî ýòè

óçëû äåëÿò AB íà n + 1 ðàâíûé
îòðåçîê (ðèñ.2).

Ôàêò 3 (ïðàâèëî ïÿòè óç-
ëîâ). Åñëè íà ïëîñêîñòè äàíû
5 óçëîâ, òî ñåðåäèíà õîòÿ áû
îäíîãî èç îòðåçêîâ, ñîåäèíÿþ-
ùèõ äâà èç ýòèõ óçëîâ, òàêæå
ÿâëÿåòñÿ óçëîì (ðèñ.3).

Èòàê, ïðèñòóïèì ê ðåøåíèþ
çàäà÷.

Çàäà÷à 1 (Âñåðîññèéñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ, 1983
ãîä). Äîêàæèòå, ÷òî âíóòðè âûïóêëîãî öåëîãî ïÿòèóãîëü-
íèêà íàéäåòñÿ óçåë.

Ðåøåíèå.  Âûáåðåì ñðåäè âåðøèí ïÿòèóãîëüíèêà ABCDE
äâå ñîñåäíèå òàêèå, ÷òî ñóììà óãëîâ ïðè ýòèõ âåðøèí àõ
áîëüøå 180° . Ìû ìîæåì ýòî ñäåëàòü, òàê êàê åñëè áû òàêèõ
âåðøèí íå áûëî, òî ìû áû ïîëó÷èëè íåâåðíîå íåðàâåíñ òâî

540
2 2 2

A B B C C DÐ + Ð Ð + Ð Ð + Ð
° = + + +

90 5 450
2 2

D E E AÐ + Ð Ð + Ð
+ + £ ° × = °.

Äîïóñòèì, ÷òî ýòî âåð-
øèíû A è B (ðèñ.4).
Âûáåðåì òåïåðü èç âåð-
øèí E è C òó, êîòîðàÿ
íàõîäèòñÿ áëèæå ê ïðÿ-
ìîé AB (åñëè îíè íàõî-
äÿòñÿ íà îäèíàêîâîì
ðàññòîÿíèè, òî âûáåðåì
ëþáóþ). Äîïóñòèì, ÷òî
ýòî âåðøèíà C. Òîãäà
ðàññìîòðèì òî÷êó F òà-
êóþ, ÷òî ÑF BA=

uuur uuur
. Íå-

òðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî
òî÷êà F ÿâëÿåòñÿ óçëîì
è ëåæèò âíóòðè ýòîãî
ïÿòèóãîëüíèêà.

Ïîïðîáóéòå ñàìîñòîÿòåëüíî ðåøèòü ñëåäóþùåå óïðàæíå-
íèå, èñïîëüçóÿ ïðàêòè÷åñêè òå æå ðàññóæäåíèÿ, ÷òî è  â
çàäà÷å 1.

Óïðàæíåíèå 1.  Äîêàæèòå, ÷òî åñëè âíóòðè è íà ãðàíèöå
âûïóêëîãî öåëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà íåò óçëîâ, êðîìå âåðøèí,
òî ýòî ïàðàëëåëîãðàìì.

Ïåðåéäåì ê çàäà÷àì ïîòðóäíåå.
Çàäà÷à 2. Ñòðîãî âíóòðè öåëîãî òðåóãîëüíèêà ðàñïîëî-

æåí öåëûé âûïóêëûé ÷åòûðåõóãîëüíèê. Äîêàæèòå, ÷òî
âíóòðè òðåóãîëüíèêà ðàñïîëîæåí ïî êðàéíåé ìåðå åùå îäèí
óçåë, îòëè÷íûé îò âåðøèí ÷åòûðåõóãîëüíèêà.

Ðåøåíèå.  Åñëè âíóòðè èëè íà ãðàíèöå óêàçàííîãî öåëîãî
÷åòûðåõóãîëüíèêà åñòü óçëû, îòëè÷íûå îò âåðøèí, òî óòâåð-
æäåíèå äàííîé çàäà÷è ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíûì. Ïîýòîìó áó-
äåì ñ÷èòàòü, ÷òî âíóòðè è íà ãðàíèöå äàííîãî ÷åòûðå õóãîëü-
íèêà íåò óçëîâ, êðîìå âåðøèí, òîãäà èç óïðàæíåíèÿ 1
ñëåäóåò, ÷òî ýòî ïàðàëëåëîãðàìì.

Áóäåì äåéñòâîâàòü îò ïðîòèâíîãî: ïðåäïîëîæèì, ÷òî ê ðî-
ìå âåðøèí ïàðàëëåëîãðàììà áîëüøå óçëîâ âíóòðè íåò.
Ðàññìîòðèì âåðøèíû íàøåãî ïàðàëëåëîãðàììà è îäíó èç
âåðøèí òðåóãîëüíèêà. Ïî ïðàâèëó ïÿòè óçëîâ ñåðåäèíà
îäíîãî èç îòðåçêîâ, ñîåäèíÿþùèõ âåðøèíó òðåóãîëüíèê à è
îäíó èç âåðøèí ïàðàëëåëîãðàììà, ÿâëÿåòñÿ óçëîì. Ñëå äîâà-
òåëüíî, ñîãëàñíî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ, ýòà ñåðåäèíà
ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç âåðøèí ïàðàëëåëîãðàììà. Òàêèì îáð à-
çîì, âåðøèíàìè òðåó-
ãîëüíèêà ìîãóò áûòü
òîëüêî òå òî÷êè, êîòî-
ðûå ñèììåòðè÷íû îäíîé
èç âåðøèí ïàðàëëåëîã-
ðàììà îòíîñèòåëüíî äðó-
ãîé âåðøèíû ïàðàëëå-
ëîãðàììà. Çíà÷èò, âåð-
øèíû òðåóãîëüíèêà ðàñ-
ïîëàãàþòñÿ â îäíîé èç
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Ðèñ. 6

Ðèñ. 7

Ðèñ. 8

12 òî÷åê (ðèñ.5). Ðàçîáüåì ýòè 12 òî÷åê íà 4 ãðóïïû  (â ãðóïïó
âõîäÿò òî÷êè, ðàñïîëîæåííûå âîçëå ñîîòâåòñòâóþùåé â åð-
øèíû ïàðàëëåëîãðàììà (ñì. ðàñêðàñêó íà ðèñóíêå 5)).  Ïî
ïðèíöèïó Äèðèõëå ñðåäè òî÷åê îäíîé èç ãðóïï íåò âåð øèí
òðåóãîëüíèêà. Äîïóñòèì, ÷òî èõ íåò ñðåäè êðàñíûõ òî ÷åê.
Íåòðóäíûì ïåðåáîðîì ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî òî÷êà D  ëåæèò
ëèáî ñ òîé æå ñòîðîíû, ÷òî è òî÷êè êðàñíîé ãðóïïû,
îòíîñèòåëüíî ëþáîé èç ñòîðîí òðåóãîëüíèêà, ëèáî íà îäíîé
èç ñòîðîí òðåóãîëüíèêà, ò.å. ëèáî âíå òðåóãîëüíèêà,  ëèáî íà
åãî ãðàíèöå. Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, âíóòðè òðåó-
ãîëüíèêà åñòü åùå îäíà òî÷êà, îòëè÷íàÿ îò âåðøèí ïà ðàëëå-
ëîãðàììà. Óòâåðæäåíèå çàäà÷è äîêàçàíî.

Çàäà÷à 3 (Ìàòåìàòè÷åñêîå ìíîãîáîðüå, 2012 ãîä). Âíóò-
ðè öåëîãî òðåóãîëüíèêà ABC ðàñïîëîæåíû n > 0 óçëîâ.
Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî óçëîâ ìîæåò íàõîäèòüñÿ íà ñò î-
ðîíå BC (íå ñ÷èòàÿ âåðøèíû)?

Îòâåò:  2n + 1 óçåë.
Ðåøåíèå.  Ïóñòü íà ñòîðîíå BC íàõîäÿòñÿ m óçëîâ. Òîãäà

â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëîì îòðåçêà îíè äåëÿò ñòîðîíó  BC íà

m + 1 ðàâíûé îòðåçîê. Îáîçíà÷èì 
1

BC
e

m
=

+

uuuur
r

, ò.å. BC =

( )1m e= + ×
r

. Ðàññìîòðèì ñðåäè âñåõ óçëîâ âíóòðè òðåóãîëü-
íèêà ABC óçëû ñ íàèìåíüøèì ðàññòîÿíèåì äî BC. Ïðîâåäåì

÷åðåç íèõ ïðÿìóþ l , ïà-
ðàëëåëüíóþ ñòîðîíå BC
(ðèñ.6). Ïóñòü ïðÿìàÿ l
ïåðåñåêàåò AB â òî÷êå
B¢, à AC – â òî÷êå C¢.
Áëèæàéøèé óçåë ê B¢
ñðåäè óçëîâ, ðàñïîëî-
æåííûõ âíóòðè òðåó-
ãîëüíèêà ABC è íà ïðÿ-
ìîé l , îáîçíà÷èì ÷åðåç

1B , à áëèæàéøèé óçåë ê
C¢ ñðåäè óçëîâ, ðàñïî-

ëîæåííûõ âíóòðè òðåóãîëüíèêà ABC è íà ïðÿìîé l , îáîçíà-
÷èì ÷åðåç 1C . Òîãäà 1B B e¢ £

r
, ( )1 1 1B C n e£ - ×

r
 è 1C C e¢£

r

(ïî÷åìó âåðíû ýòè íåðàâåíñòâà?). Ïîýòîìó ïîëó÷àåì í åðà-
âåíñòâî

( )1 1 1 1 1B C B B B C C C n e¢ ¢ ¢ ¢£ + + £ + ×
r

.           (1)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ïðÿìàÿ l  äîëæíà ëåæàòü
ìåæäó ñðåäíåé ëèíèåé
(ìîæåò ñîâïàäàòü ñ íåé)
è ñòîðîíîé BC, òàê êàê
åñëè îíà ëåæèò «âûøå
ñðåäíåé ëèíèè», òî, îò-
ðàæàÿ óçåë A ñèììåò-
ðè÷íî îòíîñèòåëüíî óçëà

1B , ìû ïîëó÷èì óçåë,
ëåæàùèé âíóòðè òðåó-
ãîëüíèêà ABC è íàõîäÿ-

ùèéñÿ áëèæå ê ñòîðîíå BC, ÷åì óçåë 1B  (ðèñ.7). Çíà÷èò,
äëèíà B C¢ ¢ íå ìåíüøå äëèíû ñðåäíåé ëèíèè, ò.å.

( )1

2 2

m eBC
B C

+
¢ ¢³ =

r

.                    (2)

Ñîâìåùàÿ íåðàâåíñòâà (1) è (2), ïîëó÷àåì

( )
( )

1
1

2

m e
B C n e

+ ×
¢ ¢£ £ + ×

r
r

.

Çíà÷èò, 2 1m n£ + .
Ïîñòðîèòü ïðèìåð äëÿ m = 2 n + 1 íåñëîæíî, èñõîäÿ èç

ðåøåíèÿ (ãëàâíîå, ÷òîáû âñå óçëû âíóòðè òðåóãîëüíèê à

ëåæàëè íà ñðåäíåé ëèíèè): ( )0; 2A ; ( )0; 0B ; ( )2 2; 0C n + .
Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî íà ñòîðîíå BC ðîâíî 2 n + 1 óçåë,
à âíóòðè òðåóãîëüíèêà ðîâíî n óçëîâ.

Êîíòðîëüíûé âîïðîñ.  Ãäå â ïðåäëîæåííîì ðåøåíèè ìû
èñïîëüçîâàëè óñëîâèå n > 0? ×åì ïëîõ ñëó÷àé n = 0?

Èíòåðåñíûé ñþæåò ïðîãëÿäûâàåòñÿ â çàäà÷å 4 è óïðàæí å-
íèÿõ 2 è 3.

Çàäà÷à 4 (XXXIV Òóðíèð ãîðîäîâ). Âíóòðè öåëîãî òðå-
óãîëüíèêà ðàñïîëîæåíû n óçëîâ. Äîêàæèòå, ÷òî èç ýòè õ n
óçëîâ ìîæíî âûáðàòü äâà ðàçëè÷íûõ óçëà òàêèõ, ÷òî
ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç íèõ, ñîäåðæèò îäíó èç âåðø èí
òðåóãîëüíèêà èëè ïàðàëëåëüíà îäíîé èç ñòîðîí, åñëè:
a) n = 2; á) n > 2.

Ðåøåíèå.   a) Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü ïðÿìàÿ l ,
ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç äâà óçëà P è Q, íå ïàðàëëåëüíà íè îäíîé
èç ñòîðîí òðåóãîëüíèêà è íå ïðîõîäèò íè ÷åðåç îäíó èç
âåðøèí òðåóãîëüíèêà (ðèñ.8). Òîãäà ïðîâåäåì ÷åðåç â åðøè-
íû A, B, C ñîîòâåòñòâåííî òðè ïðÿìûå , ,a b cl l l , ïàðàëëåëü-
íûå l . Òîãäà ýòè ÷åòûðå ïðÿìûå ðàçëè÷íû, ïðÿìàÿ l  è åùå
îäíà èç ïðÿìûõ , ,a b cl l l  ëåæàò ìåæäó äâóõ äðóãèõ ïðÿìûõ
(äîïóñòèì, ÷òî l  è bl  ëåæàò ìåæäó al  è cl ). Ïðåäïîëîæèì
òàêæå, ÷òî ïðÿìàÿ l ëåæèò òàêæå ìåæäó bl  è cl . Òîãäà
îáîçíà÷èì ÷åðåç B¢ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ bl  è ñòîðîíû AC, a
÷åðåç P¢, Q¢ – òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé l  è ñòîðîí AC è
BC  ñîîòâåòñòâåííî.
Íåòðóäíî ïðîâåðèòü,
÷òî PQ P Q BB¢ ¢ ¢< < .
Åñëè ìû îòëîæèì îò
òî÷êè B âåêòîð, ðàâ-
íûé ïî äëèíå PQ è ñî-
íàïðàâëåííûé BB¢

uuuur
, òî

ïî ïðàâèëó ïàðàëëåëîã-
ðàììà ïîëó÷èì òðåòèé
óçåë âíóòðè òðåóãîëü-
íèêà ABC, îòëè÷íûé
îò P è Q. Ïðîòèâîðå-
÷èå ñ óñëîâèåì: îêàçàëîñü, ÷òî âíóòðè òðåóãîëüíèêà íàõîäÿò-
ñÿ òðè óçëà.

Çàäà÷ó á) ïðåäëàãàåì ÷èòàòåëÿì â êà÷åñòâå óïðàæíåíè ÿ.

Óïðàæíåíèÿ

2. Âíóòðè öåëîãî âûïóêëîãî ìíîãîóãîëüíèêà ðàñïîëîæåíû  n
óçëîâ. Äîêàæèòå, ÷òî èç ýòèõ n óçëîâ ìîæíî âûáðàòü äâà
ðàçëè÷íûõ óçëà òàêèõ, ÷òî ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç íèõ,
ñîäåðæèò îäíó èç âåðøèí ìíîãîóãîëüíèêà èëè ïàðàëëåë üíà
îäíîé èç ñòîðîí, åñëè: a) n = 2; á) n > 2.

3. Âíóòðè öåëîãî íåâûïóêëîãî ìíîãîóãîëüíèêà ðàñïîëîæå íî
ðîâíî n > 1 óçëîâ. Âåðíî ëè, ÷òî èç ýòèõ n óçëîâ ìîæíî âûáðàòü
äâà ðàçëè÷íûõ óçëà òàêèõ, ÷òî ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷å ðåç íèõ,
ñîäåðæèò îäíó èç âåðøèí ìíîãîóãîëüíèêà èëè ïàðàëëåë üíà
îäíîé èç ñòîðîí?

È íàïîñëåäîê îñòàëàñü åùå îäíà çàäà÷à.
Çàäà÷à 5. Öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè O íåðàâíîáåä-

ðåííîãî îñòðîóãîëüíîãî öåëîãî òðåóãîëüíèêà ABC ÿâëÿ åòñÿ
óçëîì. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî óçëîâ ìîæåò áûòü âíóò ðè
ýòîãî òðåóãîëüíèêà ABC?

Îòâåò:  3 óçëà.
Ðåøåíèå.  Çàìåòèì, ÷òî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò H  òàêæå

ÿâëÿåòñÿ óçëîì, åñëè öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè O – óçåë.
Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ðîìá AOCO ¢ (ðèñ.9). Ïî ïðà-
âèëó ïàðàëëåëîãðàììà òî÷êà O¢ – óçåë. Íî òîãäà äëÿ öåëîãî
âåêòîðà OO¢

uuuuur
 âåðíî OO BH¢=

uuuuur uuuur
 (ïî÷åìó ýòî âåðíî?). Çíà÷èò,

ïî ïðàâèëó ïàðàëëåëîãðàììà òî÷êà H òîæå óçåë.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âíóòðè òðåóãîëüíèêà ðàñïîëîæåíû

ðîâíî 2 óçëà O è H  (îíè ðàçëè÷íû, òàê êàê èíà÷å òðåóãîëü-
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1 Ýòà çàäà÷à ïðåäëàãàëàñü òàêæå íà Ìåæíàöèîíàëüíîì Â åíãåð-
ñêî-Èçðàèëüñêîì ñîðåâíîâàíèè 1992 ãîäà.

Ðèñ. 9

íèê áûë áû ðàâíîñòî-
ðîííèì). Ñîãëàñíî ïðà-
âèëó ïÿòè óçëîâ äëÿ òî-
÷åê A, B, C, O, H , ñåðå-
äèíà îäíîãî èç îòðåçêîâ
ÿâëÿåòñÿ óçëîì. Íî ýòî
íå ìîæåò áûòü ñåðåäèíà
îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî
òî÷êó âíóòðè ñ âåðøèíà-
ìè òðåóãîëüíèêà, òàê êàê
ýòî áûëà áû âòîðàÿ òî÷-
êà, ëåæàùàÿ âíóòðè, ò.å.
òðåóãîëüíèê áûë áû ðàâ-

íîáåäðåííûì (òàê êàê òîãäà O, H  è âåðøèíà òðåóãîëüíèêà
ëåæàëè áû íà îäíîé ïðÿìîé). Îíà òàêæå íå ìîæåò áûòü
ñåðåäèíîé OH , òàê êàê òîãäà ìû ïîëó÷èëè áû åùå îäíó òî÷êó
âíóòðè òðåóãîëüíèêà. Çíà÷èò, ñåðåäèíà îäíîé èç ñòîð îí
ÿâëÿåòñÿ óçëîì. Äîïóñòèì, ýòî ñåðåäèíà 1B  ñòîðîíû AC.
Òîãäà 1OB

uuuuur
 ÿâëÿåòñÿ öåëûì âåêòîðîì. Çíà÷èò, ïî ïðàâèëó

ïàðàëëåëîãðàììà òî÷êà L  òàêàÿ, ÷òî 1BL OB=
uuur uuuuur

, áóäåò óçëîì
(ñì. ðèñ.9). Ñëåäîâàòåëüíî, ñåðåäèíà îòðåçêà BH  ÿâëÿåòñÿ
óçëîì, è ýòà òî÷êà íå ñîâïàäàåò ñ O, òàê êàê èíà÷å òðåóãîëü-
íèê áûë áû ðàâíîáåäðåííûì. Ïîëó÷èëè òðåòüþ òî÷êó âí óòðè
òðåóãîëüíèêà. Ïðîòèâîðå÷èå.

Ïîñòðîèòü ïðèìåð äëÿ 3 óçëîâ òåïåðü óæå íåñëîæíî. Â
ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ðàññìîòðèì òî÷êè ( )0; 0A ,

( )1; 3B , ( )4; 0C , òîãäà âíóòðè òðåóãîëüíèêà ëåæàò òàêèå
òî÷êè: ( )2; 1O , ( )1; 1H  è ( )1; 2L .

Èòàê, ñ ïîìîùüþ ñîâñåì ïðîñòûõ ïðèåìîâ íàì óäàëîñü
ðåøèòü äîñòàòî÷íî ñëîæíûå çàäà÷è! Íèæå – åùå íåñêîëü êî
çàäà÷, êîòîðûå òàê èëè èíà÷å ñâÿçàíû ñ óçëàìè, íî â  íèõ
èíîãäà òðåáóþòñÿ çíàíèÿ, âûõîäÿùèå çà ðàìêè äàííîé
ñòàòüè.

Óïðàæíåíèÿ

4 (Âñåðîññèéñêàÿ îëèìïèàäà, 2002 ãîä). Â âûïóêëîì ìíî ãî-
óãîëüíèêå (âîçìîæíî íå öåëîì) íà ïëîñêîñòè ñîäåðæèò ñÿ íå
ìåíüøå 2 1m +  óçëîâ. Äîêàæèòå, ÷òî â íåì íàéäóòñÿ m + 1 óçëîâ,
êîòîðûå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

5 (Âñåðîññèéñêàÿ îëèìïèàäà, 2000 ãîä). 1  Äàí öåëûé âûïóê-
ëûé ïÿòèóãîëüíèê ABCDE . Äîêàæèòå, ÷òî âíóòðè èëè íà
ãðàíèöå âûïóêëîãî ïÿòèóãîëüíèêà, îáðàçîâàííîãî äèàã îíàëÿìè
ïÿòèóãîëüíèêà ABCDE , íàõîäèòñÿ óçåë.

6 (Îëèìïèàäà ÔÌË 239, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 1998 ãîä). Äî êà-
æèòå, ÷òî ïëîùàäü âûïóêëîãî öåëîãî 2 n-óãîëüíèêà íå ìåíüøå:

à) 
( )1

2

n n -
; á) 

3

100
n

.

7. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè 9 óçëîâ ìîæíî âûáðàòü 3 òàê, ÷ òîáû
èõ öåíòð ìàññ áûë óçëîì.

Ê ñîæàëåíèþ, ìíîãèå çàäà÷è è äðóãèå âîïðîñû, ñâÿçàí íûå
ñ óçëàìè, íàì íå óäàëîñü ðàçîáðàòü â ðàìêàõ îäíîé ñ òàòüè.
Â ÷àñòíîñòè, â ñòîðîíå îñòàëàñü èçâåñòíàÿ ôîðìóëà Ï èêà.
Ïîýòîìó àâòîð áóäåò î÷åíü ðàä, åñëè ÷èòàòåëü íå ïîë åíèòñÿ
è îáðàòèò âíèìàíèå íà ïðåäëîæåííóþ ëèòåðàòóðó.
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Àëãåáðà. Ðàçíîñòü  êîýôôèöiåíòîâú 3-ãî ÷ëåíîâú ðàçëîæåíiÿ

ïî áèíîìó Íüþòîíà 
3 2

3

1
m

a
a

æ ö
+ç ÷ç ÷

è ø
  ðàâíà 90. Îïðåä‡ëèòü ÷èñëî

÷ëåíîâú àðè¬ìåòè÷åñêîé ïðîãðåññiè, 1-é ÷ëåíú êîòîðî é ðàâåíú
m; ñóììà âñ‡õú ÷ëåíîâú ðàâíà êîýôôèöiåíòó òîãî ÷ëåíà  äàííîãî
ðàçëîæåíiÿ, êîòîðûé ñîäåðæèòú ( )1, 3a  è ðàçíîñòü ïðîãðåññiè
åñòü ÷èñëî, ëîãàðè¬ìú êîòîðàãî ïðè îñíîâàíiè 0,04 ð àâåíú — 12 .

Ãåîìåòðiÿ.  Äàíû äâ‡ îêðóæíîñòè; ïëîùàäü ïðàâèëüíàãî øåñ-
òèóãîëüíèêà, îïèñàííàãî îêîëî ìåíüøàãî êðóãà, ðàâíà  ïëîùàäè
ðàâíîñòîðîííÿãî òðåóãîëüíèêà, âïèñàííàãî âú áîëüøié  êðóãú.
Âû÷èñëèòü, âî ñêîëüêî ðàçú ïåðèìåòðú ïðàâèëüíàãî òðåóãîëüíè-
êà, îïèñàííàãî îêîëî áîëüøàãî êðóãà, áîë‡å ïåðèìåòð à êâàäðà-
òà, âïèñàííàãî âú ìåíüøié êðóãú, à òàêæå íàéòè îòíî øåíiå

ìåæäó ïîâåðõíîñòÿìè øàðîâú, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ îòú âðàùåíiÿ
äàííûõú êðóãîâú îêîëî èõú äiàìåòðîâú.

Òðèãîíîìåòðiÿ.  Êú êðóãó, ðàäióñú êîòîðàãî v = 28,3 äì., ïðîâå-
äåíû èçú âí‡øíåé òî÷êè Ð êàñàòåëüíûÿ, ïðèêàñàþùiÿñÿ  âú
òî÷êàõú R è S. Âû÷èñëèòü ñòîðîíû, óãëû è ïëîùàäü òðåóãîëüíè-
êà PRS, åñëè èçâ‡ñòíî, ÷òî ïåðïåíäèêóëÿðú RT, îïóùå ííûé èçú
R íà ïðÿìóþ PS, ðàâåíú 40,9 äì.

VII (äîïîëíèòåëüíûé) êëàññú.

Àëãåáðà. Ð‡øèòü óðàâíåíiå: ax4 2 0bx c+ + = , ïðè÷åìú:
4 5 3

0,4
1 14 4

a
i i

æ ö= - +ç ÷- +- -è ø
; b ðàâíî íàèìåíüøåìó

çíà÷åíiþ âûðàæåíiÿ: 22 10,125z z- +  è ñ ðàâíî ïðåä‡ëó

âûðàæåíiÿ:

( )2842 2 2 2× × × × ×K .

Ãåîìåòðiÿ.  Âú ïðàâèëüíîé ÷åòûðåóãîëüíîé ïèðàìèä‡ ïëîñêié
óãîëú ïðè âåðøèí‡ ðàâåíú óãëó ìåæäó ðåáðîìú è ïëîñê îñòüþ.
Âû÷èñëèòü äâóãðàííûå óãëû ïðè îñíîâàíiè è ìåæäó áîê îâûìè
ãðàíÿìè ýòîé ïèðàìèäû.

Ïðèëîæåíiå àëãåáðû êú ãåîìåòðiè.  Äàíú êðóãú ðàäióñà R è âí‡
åãî òî÷êà À íà ðàçñòîÿíiè à îòú öåíòðà; ïîñòðîèòü ðàâíîáåäðåí-
íûé òðåóãîëüíèêú òàêú, ÷òîáû âåðøèíà åãî ëåæàëà âú òî÷ê‡ À,
à îñíîâàíiå áûëî õîðäîþ äàííàãî êðóãà è ðàâíÿëîñü â ûñîò‡ 3-êà.

Ïðåïîäàâàòåëü Ã.×èñòÿêîâú

Ë Þ Á Î Ï Û Ò Í Î ,  × Ò Î

Çäàíèå çíàìåíèòîé ìîñêîâñêîé 57-é øêîëû ïðåæäå ïðè-
íàäëåæàëî ÷àñòíîìó ðåàëüíîìó ó÷èëèùó Ê.Ê.Ìàçèíãà.
Èíòåðåñíî óçíàòü, êàêèå çàäà÷è òàì ðåøàëè ëåò 100 í àçàä –
íàïðèìåð, íà èñïûòàíèÿõ çðåëîñòè â 1899 ãîäó. Ïðèâî äèì èõ
â ñòàðîé îðôîãðàôèè. À âû ñìîæåòå èõ ðåøèòü?



Ìíîãîëèêàÿ òåíü
Â.ÏÒÓØÅÍÊÎ

Òåíü – òåìíîå ïÿòíî, ñ î÷åðêîì ïðåäìåòà, îò
êîòîðîãî òåíü ïàäàåò.

Òîëêîâûé ñëîâàðü Äàëÿ

Âîïðîñ

Òåíè ÷àñòî äîâîëüíî òî÷íî ïåðåäàþò ôîðìó ïðåäìåòîâ
(ðèñ.1). Íàïðèìåð, íàáëþäàÿ çà ëóííûìè çàòìåíèÿìè,
Àðèñòîòåëü ïî ôîðìå òåíè íà ïîâåðõíîñòè Ëóíû ñäåëàë

âûâîä, ÷òî Çåìëÿ èìååò ôîðìó øàðà. Áîëåå òîãî, â ÷å ì-òî
òåíè äàæå ëó÷øå, ÷åì òå òåëà, êîòîðûå èõ îòáðàñûâàþ ò. Òàê,
îäèí èç ïåðñîíàæåé óâëåêàòåëüíîé êíèãè Â.À.Ë¸âøèíà
«Íóëèê-ìîðåõîä» ïðèâîäèë òåíè êàê èñêëþ÷èòåëüíûé ïð è-
ìåð èñòèííûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ, òî÷íåå ïëàíèìåòðè÷åñêè õ,
îáúåêòîâ â ðåàëüíîì îêðóæàþùåì ìèðå – îáúåêòîâ, èìå þ-
ùèõ ôîðìó, íî íå èìåþùèõ òîëùèíû.

Íî ñëó÷àåòñÿ, ÷òî òåíü íå ñîâñåì ïîõîæà íà îòáðàñûâ àþ-
ùèé åå îáúåêò. Ê ïðèìåðó, îãðîìíàÿ òåíü íà ñòåíå ìî æåò
ïðèíàäëåæàòü ìåëêîìó íàñåêîìîìó, âüþùåìóñÿ îêîëî ëà ì-
ïû. Íåðîâíîñòè ïîâåðõíîñòè ìîãóò ïðè÷óäëèâî èñêàçèò ü
ôîðìó òåíè – êàê, íàïðèìåð, íà ðèñóíêå 2, ãäå ó òåí è
îáû÷íîãî êîðîáêà ñïè÷åê îêàçàëîñü äâà «ðîãà». Ïîäîá íûå
ïðèìåðû âñåì çíàêîìû è íå âûçûâàþò óäèâëåíèÿ.

Îäíàêî èíîãäà òåíü, îòáðàñûâàåìàÿ ïðåäìåòîì, ïðîñòî
ñòàâèò â òóïèê: íó îòêóäà, ñêàæåì, ìîãëà âçÿòüñÿ ÷å òâåðòàÿ
òåíü íà ðèñóíêå 3? Íå òîðîïèòåñü ÷èòàòü îáúÿñíåíèå,
ïîïðîáóéòå íàéòè îòâåò ñàìè.

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3

Çàìå÷àòåëüíî, ÷òî ïðèâåäåííàÿ ôîòîãðàôèÿ – îòíþäü í å
«ïîñòàíîâî÷íàÿ», òàêàÿ òåíü ïîëó÷èëàñü ñàìà ñîáîé, îò
îáûêíîâåííîé ìåáåëè, áóäíè÷íî ñòîÿùåé â ñàìîì îáûê-
íîâåííîì êîðèäîðå. À çíà÷èò, íå÷òî äîñòîéíîå óäèâëå -
íèÿ – âñåãäà ðÿäîì ñ íàìè, ñòîèò òîëüêî âíèìàòåëüíî
ïðèãëÿäåòüñÿ!

Îáúÿñíåíèå

Ðàçãàäêó ýòîé «ðàçìíîæèâøåéñÿ» òåíè ìîæíî ïîíÿòü,
ãëÿíóâ íà ïîòîëîê êîðèäîðà, â êîòîðîì ñòîÿò êðåñëà (ðèñ.4).
Êàê è âñÿêîå äëèííîå ïîìåùåíèå, êîðèäîð îñâåùàåòñÿ
íåñêîëüêèìè ëàìïàìè. Ëàìïû ðàçìåùåíû ïî ïîòîëêó âäî ëü
êîðèäîðà ïåðèîäè÷åñ-
êè, ïðè÷åì ýòîò ïåðè-
îä íàñòîëüêî óäà÷íî
ñîãëàñóåòñÿ ñ ïåðèî-
äîì ðàñïîëîæåíèÿ
êðåñåë â ñöåïëåííûõ
«òðîéêàõ», ÷òî, â êà-
êîì áû ìåñòå êîðèäî-
ðà ðÿä èç òðåõ êðåñåë
íè îêàçàëñÿ, îò íåãî
âñåãäà ïîëó÷àòñÿ
«ëèøíèå», íî äîñòà-
òî÷íî ÷åòêèå è ïðàê-
òè÷åñêè îäèíàêîâûå
òåíè.

Ïîêàæåì, êàê îáðà-
çóþòñÿ òàêèå òåíè.
Äëÿ ïðîñòîòû íå áó-
äåì ðàññìàòðèâàòü âñå
ëàìïû, âèñÿùèå â êî-
ðèäîðå è âíîñÿùèå íå-
çíà÷èòåëüíûé âêëàä â
ñîçäàíèå ðèñóíêà òåíè è ñâåòà ïîä íàøèìè êðåñëàìè; îãðà-
íè÷èìñÿ òîëüêî áëèæàéøèìè ê èíòåðåñóþùèì íàñ êðåñëà ì
ëàìïàì.

Ðàçáåðåì ñëó÷àé, êîãäà òðè ëàìïû âèñÿò ñèììåòðè÷íî íàä
ðÿäîì èç òðåõ êðåñåë. Íà ðèñóíêå 5 æåëòûìè ïðÿìîóãî ëüíè-
êàìè îáîçíà÷åíû ïîòîëî÷íûå ëàìïû, êîðè÷íåâûìè – ñèä å-
íüÿ êðåñåë, òîëñòîé ÷åðíîé ëèíèåé ïîä íèìè – ïîë; â åðòè-
êàëüíàÿ ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ îòìå÷àåò îñü ñèììåòðèè. Ïî ñìîò-
ðèì ñíà÷àëà, êàêèå òåíè ñîçäàåò öåíòðàëüíàÿ ëàìïà. Ñâåò îò
íåå ñîâñåì íå ïîïàäàåò â îáëàñòü ìåæäó ëó÷àìè 1 è 4 , 2 è 5,
3 è 6. Ýòî – îáëàñòè òåíè. Ó÷àñòêè ìåæäó íèìè ñâåò
çàïîëíÿåò, êîíå÷íî, íåðàâíîìåðíî, íî ïðîôèëåì ÿðêîñ òè
îñâåùåííûõ ó÷àñòêîâ ìû ñåé÷àñ èíòåðåñîâàòüñÿ íå áóä åì è
èçîáðàçèì åãî óñëîâíî, íåáîëüøèìè äóãàìè (ñì. óñëîâ íûé
ãðàôèê èíòåíñèâíîñòè îñâåùåííîñòè ïîëà â ñàìîì íèçó
ðèñóíêà 5).

Ðèñ. 4
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Ðèñ. 1
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×òî èçìåíèò â ýòîé êàðòèíå ïðàâàÿ ëàìïà? Îíà äîáàâè ò â
ïðîñòðàíñòâî ïîä êðåñëàìè ñâîè «ñâåòîâûå ïÿòíà». Ïð îâå-
äåì äëÿ íåå àíàëîãè÷íîå ïîñòðîåíèå (ðèñ.6) è äîáàâè ì íîâûå
«ñâåòîâûå ïÿòíà» íà íàø óñëîâíûé ãðàôèê ðàñïðåäåëåí èÿ
îñâåùåííîñòè; äëÿ íàãëÿäíîñòè ìû îáîçíà÷èì èõ çåëåí ûì
öâåòîì. Âèäíî, ÷òî îíè ðàñïîëàãàþòñÿ ïðàêòè÷åñêè ñè ììåò-
ðè÷íî, ïîýòîìó ñâåò îò ñèììåòðè÷íî ðàñïîëîæåííîé ëå âîé
ëàìïû ëÿæåò òóäà æå, êóäà è ñâåò îò ïðàâîé ëàìïû, ò îëüêî
ðàñøèðèò íå ïðàâóþ, à ëåâóþ ñâåòëóþ îáëàñòü. Íà ðèñ óíêå
7 «âêëàä» ëåâîé ëàìïû ïîêàçàí ðîçîâûìè ëèíèÿìè. Ñîç äàí-
íûå ëàìïàìè ñâåòîâûå óçîðû ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäóò è ä àäóò

÷åòêóþ, êîíòðàñòíóþ êàðòèíó. Â èòîãå ìû óâèäèì ÷åòû ðå
òåíè, ðàñïîëîæåííûå ïî âíóòðåííèì êðàÿì áîêîâûõ êðå ñåë
è ïî îáîèì êðàÿì öåíòðàëüíîãî êðåñëà, êàê ýòî è âèä íî íà
ïðèâåäåííîé íà ðèñóíêå 3 ôîòîãðàôèè.

Âûøå óïîìèíàëîñü, ÷òî â ýòîì «âîëøåáíîì», õîòÿ è ñà ìîì
îáû÷íîì êîðèäîðå ìîãóò ïîëó÷èòüñÿ è ñîâñåì äðóãèå ò åíè,
ñòîëü æå ÷åòêèå è ñòîëü æå «íåïðàâèëüíûå». Âîò íà ô îòîãðà-
ôèè íà ðèñóíêå 8 âû âèäèòå òîò æå ðÿä èç òðåõ êðåñå ë,
ñòîÿùèõ ðÿäîì, íî òåíåé íà ïîëó òåïåðü… ïÿòü. Ýòîò ðÿä
íåñêîëüêî èíà÷å ðàñïîëîæåí îòíîñèòåëüíî ëàìï, è, êà ê
âèäèòå, êàðòèíà òåíåé óæå èíàÿ. Ïîïðîáóåì îáúÿñíèòü  è åå.

Ðèñ. 8

Â ýòîì ñëó÷àå êðåñëà ñäâèíóòû íà «ïîëïåðèîäà», òàê ÷òî
íàä íèìè îêàçûâàþòñÿ äâå ëàìïû (ðèñ.9). Ñâåò îò ïðà âîé
ëàìïû îñòàâëÿåò òåíè â îáëàñòÿõ ìåæäó ëó÷àìè 1 è 4,  2 è 5,

3 è 6. «Ñâåòîâûå ïÿòíà» îò ëåâîé ëàìïû, âèñÿùåé ñèì ìåò-
ðè÷íî, äîðèñóåì íà ãðàôèêå èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè
(ðèñ.10; çäåñü îíè òàêæå îáîçíà÷åíû çåëåíûì öâåòîì) . Ìû

âèäèì, ÷òî ñóììàðíûé «ñâåòîâîé ïðîôèëü» ïðåäñòàâëÿå ò
ñîáîé øåñòü ñâåòëûõ îáëàñòåé, ìåæäó êîòîðûìè îáðàçó þòñÿ
ïÿòü òåíåé ïðàêòè÷åñêè îäèíàêîâîé øèðèíû. Ñâåò îò ä âóõ
ëàìï ðàçäðîáèë òåíè îò òðåõ êðåñåë íà ïÿòü ÷àñòåé. Ïðè÷åì
ñäåëàë ýòî ñòîëü èçÿùíî, ÷òî, çàãëÿäåâøèñü, è íå ñð àçó
äîãàäàåøüñÿ, êàê òàêîå ìîãëî ïîëó÷èòüñÿ!

Àâòîð áëàãîäàðåí À.Ã.Áàçûêèíîé, ÷åé èíòåðåñ ê ìàòåì àòè-
êå ïîçâîëèë åìó óâèäåòü ýòî çàìå÷àòåëüíîå ÿâëåíèå.

Ðèñ. 7

Ðèñ. 9

Ðèñ. 10

Ðèñ. 5

Ðèñ. 6
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Êðèâîëèíåéíîå
äâèæåíèå
â çàäà÷àõ

Â.ÄÐÎÇÄÎÂ

ÐÀÑÑÌÎÒÐÈÌ ÑÅÐÈÞ ÇÀÄÀ× Î ÄÂÈÆÅÍÈÈ ÒÅË ÂÁËÈ-
çè çåìíîé ïîâåðõíîñòè. Ïóñòü èõ ñêîðîñòè îòíîñèòåëü íî

íåâåëèêè – òîãäà ìû âïðàâå ïðåíåáðå÷ü ñîïðîòèâëåíèå ì
âîçäóõà, çàâèñèìîñòüþ óñêîðåíèÿ ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ îò
âûñîòû íàä ïîâåðõíîñòüþ Çåìëè è êðèâèçíîé ýòîé ïîâå ðõ-
íîñòè.

Îäíàêî è ïðè ýòèõ óïðîùàþùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ çàäà÷è
íà êðèâîëèíåéíîå ðàâíîóñêîðåííîå äâèæåíèå ïðåäñòàâ-
ëÿþò äëÿ ìíîãèõ àáèòóðèåíòîâ ñåðüåçíóþ ïðîáëåìó. Äë ÿ
åå ïðåîäîëåíèÿ íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ó÷åñòü ñëåäó þ-
ùåå.

Âî-ïåðâûõ, íå íàäî çàïîìèíàòü ìàññó âòîðîñòåïåííûõ,
÷àñòíûõ êèíåìàòè÷åñêèõ ôîðìóë. Ýòî è òðóäíî, è íåöå ëå-
ñîîáðàçíî. Íàïðèìåð, ìîæíî îøèáî÷íî «âñïîìíèòü» ôîð -
ìóëó, ïåðåïóòàâ, ñêàæåì, ñèíóñ ñ êîñèíóñîì èëè ïëþñ  ñ
ìèíóñîì. Íà ñàìîì äåëå íóæíî çíàòü äâå îñíîâíûå ôîð ìó-
ëû – çàâèñèìîñòè ïåðåìåùåíèÿ s

r  è ìãíîâåííîé ñêîðîñòè
v
r

 îò âðåìåíè:
2

0 2
gt

s v t= +
r

r r
,                          (1)

0v v gt= +
r r r

,                           (2)

ãäå 0v
r

 – íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü òåëà, g
r

 – óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî
ïàäåíèÿ.

Âî-âòîðûõ, íóæíî óìåòü îáðàùàòüñÿ ñ âåêòîðàìè, çíàò ü
ïðîñòåéøèå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôîðìóëû è ñâîéñòâà êâ àä-
ðàòè÷íîé ôóíêöèè. Ïðè ïðîåêòèðîâàíèè âåêòîðà íà îñü  íå
ðàöèîíàëüíî èç åãî êîíöîâ îïóñêàòü ïåðïåíäèêóëÿðû í à íåå.
Ëó÷øå âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé cosxa a= a  – ïðîåêöèÿ
âåêòîðà a

r
 íà îñü õ ðàâíà åãî ìîäóëþ, óìíîæåííîìó íà

êîñèíóñ óãëà ìåæäó ýòèì âåêòîðîì è îñüþ. Íå çàáóäüò å, ÷òî
óãîë a  ìîæåò èçìåíÿòüñÿ îò 0°  äî 180°  âêëþ÷èòåëüíî. Òðè
ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿ: ïàðàëëåëüíîñòü, àíòèïàðàëëåëüíîñ òü è
ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü âåêòîðà è îñè çàïîìèíàþòñÿ ñàìè ñî-
áîé, õîòÿ è ñëåäóþò èç îáùåé ôîðìóëû.

Â-òðåòüèõ, îáÿçàòåëüíà òðåíèðîâêà â ðåøåíèè çàäà÷: è
ðàçáîð ñ êàðàíäàøîì â ðóêàõ ðåøåííûõ çàäà÷, è ñàìîñ òîÿ-
òåëüíîå ðåøåíèå óïðàæíåíèé. Îòìåòèì, ÷òî ñðåäè çàäà ÷
âñòðå÷àåòñÿ íåìàëî îáúåêòèâíî òðóäíûõ.

Äëÿ ïðèìåðà ðàññìîòðèì òåëî, áðîøåííîå èç íà÷àëà
êîîðäèíàò ñ íà÷àëüíîé ñêîðîñòü 0v

r
 ïîä óãëîì a  ê ãîðè-

çîíòó. Ôîðìóëà (1) â ïðîåêöèÿõ íà ãîðèçîíòàëüíóþ è
âåðòèêàëüíóþ îñè õ è ó äàåò ñîîòâåòñòâåííî

0 cosx v t= a × ,

2

0 sin
2

gt
y v t= a × - .                     

( 1¢)

Ïðè ýòîì äàëüíîñòü ïîëåòà òåëà ïî ãîðèçîíòàëè ðàâíà
2
0 sin 2v

L
g

a
= ,                          (3)

ìàêñèìàëüíàÿ âûñîòà ïîäúåìà òåëà ñîñòàâëÿåò
2 2
0 sin

2
v

H
g

a
= ,                           (4)

à âðåìÿ ïîëåòà òåëà ðàâíî

02 sinv
T

g
a

= .                            (5)

Ôîðìóëû ( 1¢), (3), (4), (5) ïðèâåäåíû íå äëÿ çàïîìèíàíèÿ,
à äëÿ êîìïàêòíîñòè çàïèñè ðåøåíèé ðàçîáðàííûõ íèæå
çàäà÷.

Çàäà÷à 1. Äâîå èãðàþò â ìÿ÷, áðîñàÿ åãî äðóã äðóãó. Êàêîé
íàèáîëüøåé âûñîòû äîñòèãàåò ìÿ÷ âî âðåìÿ èãðû, åñëè  îò
îäíîãî èãðîêà ê äðóãîìó îí ëåòèò Ò = 2 ñ?

Ðåøåíèå.  Ôîðìóëû (4) è (5) îáðàçóþò ñèñòåìó äâóõ
óðàâíåíèé ñ òðåìÿ íåèçâåñòíûìè Í , 0v  è a :

2 2
0 sin

2
v

H
g

a
= ,

02 sinv
T

g
a

= .

Ìû íå áóäåì áåñïëîäíî èñêàòü òðåòüå óðàâíåíèå – îíî  íå
íóæíî, èáî âåëè÷èíó 0 sinv a  ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
åäèíóþ. Âûðàçèâ åå èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ, èç ïåðâîãî
óðàâíåíèÿ íàéäåì

( )2 2
0 sin

5 ì
2 8

v gT
H

g

a
= = =

(çäåñü è äàëåå ìû ïîëàãàåì 210 ì cg = ).
Î÷åâèäíî, ÷òî îïðåäåëèòü 0v  è a  îòäåëüíî íåâîçìîæíî.

Íî ýòî è íå òðåáóåòñÿ ïî óñëîâèþ çàäà÷è.
Çàäà÷à 2. Èç øëàíãà, ëåæàùåãî íà çåìëå, áüåò ïîä óãëîì

45a = °  ê ãîðèçîíòó âîäà ñ íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ 0v 10 ì ñ= .
Ïëîùàäü ñå÷åíèÿ îòâåðñòèÿ øëàíãà 2S 5 ñì= . Îïðåäåëè-
òå ìàññó ñòðóè, íàõîäÿùåéñÿ â âîçäóõå.

Ðåøåíèå.  ßñíî, ÷òî ìàññà ñòðóè, âûòåêàåìàÿ â åäèíèöó
âðåìåíè, ðàâíà 0Svr , ãäå 3 310 êã ìr =  – ïëîòíîñòü âîäû.
Òîãäà ìàññà âîäû, íàõîäÿùåéñÿ â âîçäóõå, ñîñòàâëÿåò

( ) 0
0 0

2 sinv
m Sv T Sv

g
a

= r = r =
2
02 sin

7 êã
v S

g
r a

» .

Çàäà÷à 3. Äàëüíîñòü ïîëåòà ñíàðÿäà, ëåòÿùåãî ïî íàâåñ-
íîé òðàåêòîðèè, ðàâíà ìàêñèìàëüíîé âûñîòå ïîäúåìà H  =
= 1200 ì. Íàéäèòå ìàêñèìàëüíóþ âûñîòó h íàñòèëüíîé
òðàåêòîðèè ïðè òîé æå äàëüíîñòè ïîëåòà.

Ðåøåíèå.  Èç ôîðìóëû (3) è èç òîæäåñòâà

sin 2 sin 2
2
pæ öa = - aç ÷

è ø
 ñëåäóåò, ÷òî äàëüíîñòè ïîëåòà òåë,

áðîøåííûõ ñ îäíîé è òîé æå íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ ïîä

óãëàìè a  è 
2
p

- a  ê ãîðèçîíòó, ðàâíû. Íàâåñíîé òðàåêòîðèè

ñîîòâåòñòâóåò óãîë áðîñàíèÿ, áîëüøèé 45° , íàñòèëüíûé –
ìåíüøèé 45° . Â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèåì çàäà÷è çàïèøåì
òàêóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé:

2 2
0 sin

2
v

H
g

a
= ,

2
0 sin 2v

L
g

a
= ,

H = L ,

2 2
0 sin

2
2

v
h

g

pæ ö- aç ÷
è ø= .
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Ýòà ñèñòåìà î÷åâèäíî óïðîùàåòñÿ:

2 2 2
0 0sin 2 sin cos

2
v v

g g
a a a

= ,

2 2
0 cos

2
v

h
g

a
= ,

2 2
0 sin

2
v

H
g

a
= .

Äàëåå èìååì

1
ctg

4
a = ,

2ctg
h
H

= a ,

îòêóäà íàõîäèì

2ctg 75 ì
16
H

h H= a = = .

Çàäà÷à 4 (ÌÃÒÓ èìåíè Í.Ý.Áàóìàíà). Â ïîòîëêå ïîìåùå-
íèÿ ïðîäåëàíû äâå äûðû íà ðàññòîÿíèè L äðóã îò äðóã à

(ðèñ.1). Ìÿ÷ íàõîäèò-
ñÿ íà ðàññòîÿíèè à îò
ïåðâîé äûðû (ïî ãîðè-
çîíòàëè). Ïîä êàêèì
óãëîì a  ê ãîðèçîíòó
íóæíî áðîñèòü ìÿ÷,
÷òîáû îí ïðîëåòåë ÷å-
ðåç îáå äûðû? Âûñîòà
ïîòîëêà ðàâíà h.

Ðåøåíèå.  Èñêëþ÷èâ
èç ôîðìóë ( 1¢) âðåìÿ t ,

ïîëó÷èì óðàâíåíèå òðàåêòîðèè ìÿ÷à
2

2 2
0

tg
2 cos

gx
y x

v
= a -

a
.

Ïîäñòàâèâ ñþäà êîîðäèíàòû òî÷åê ( );A a h  è ( );B a L h+ ,
ïðèäåì ê ñèñòåìå óðàâíåíèé

2

2 2
0

tg
2 cos

ga
h a

v
= a -

a
,

( ) ( )2

2 2
0

tg
2 cos

g a L
h a L

v

+
= + a -

a
.

Ïðèðàâíÿâ ïåðâûå ÷àñòè ýòèõ óðàâíåíèé, èìååì

( )2

2 2
0

2
tg

2 cos

g aL L
L

v

+
a =

a
, èëè ( )2

02 sin cos 2v g a La a = + .

Îáúåäèíèâ ýòî ðàâåíñòâî ñ ïåðâûì óðàâíåíèåì ñèñòåìû ,
ïîëó÷àåì îòíîñèòåëüíî tg a  ëèíåéíîå óðàâíåíèå

( )( )2 tg 2 tga a L a ha = + a - ,

îòêóäà íàõîäèì

2
tg

h a L
a a L

+
a =

+
, è 

2
arctg

h a L
a a L

+æ öa = ç ÷+è ø
.

Çàäà÷à 5 (ÌÃÒÓ èìå-
íè Í.Ý.Áàóìàíà). Íå-
áîëüøîå òåëî ñêîëüçèò
ñî ñêîðîñòüþ 0v 10 ì ñ=
ïî ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñ-
êîñòè, ïðèáëèæàÿñü ê
ùåëè (ðèñ.2). Ùåëü îá-
ðàçîâàíà äâóìÿ îòâåñíû-
ìè ïàðàëëåëüíûìè ñòåí-
êàìè, íàõîäÿùèìèñÿ íà
ðàññòîÿíèè d = 0,05 ì

äðóã îò äðóãà. Ãëóáèíà ùåëè Í = 1 ì. Îïðåäåëèòå, ñê îëüêî
ðàç óäàðèòñÿ òåëî î ñòåíêè, ïðåæäå ÷åì óïàäåò íà äí î.
Óäàðû î ñòåíêè àáñîëþòíî óïðóãèå.

Ðåøåíèå. Ïðè óïðóãèõ óäàðàõ î ñòåíêè ùåëè óãîë îòðàæå-
íèÿ ðàâåí óãëó ïàäåíèÿ, à âðåìÿ ïîëåòà òåëà ìåæäó ñ òåíêàìè
t  ïîñòîÿííî è ðàâíî

0

d
t

v
= .

Ïåðâûé óäàð ïðîèçîéäåò íà ãëóáèíå
2

1 1 2
gt

h v t= + ,

âòîðîé – íà ãëóáèíå
2

2 2 2
gt

h v t= +

îò òî÷êè ïåðâîãî óäàðà, òðåòèé – íà ãëóáèíå
2

3 3 2
gt

h v t= +

îò òî÷êè âòîðîãî óäàðà è ò.ä. Çäåñü

1 0v = , 2v gt= , 3 2v gt= , …, ( )1nv n gt= -

– âåðòèêàëüíûå ñîñòàâëÿþùèå ñêîðîñòè òåëà, n – íîìåð
óäàðà. Î÷åâèäíî, ÷òî

1 2 nh h h H+ + + =K ,

èëè

( )
2

2 3 2n
gt

v v v t n H+ + + + =K .

Äàëåå ïîñëåäîâàòåëüíî èìååì

( )( )
2

2 3 1
2

gt
gt gt gt n gt t n H+ + + + - + =K ,

( )( )
2

2 1 2 3 1
2

gt
gt n n H+ + + + - + =K ,

( )
2 2

1
2 2

gt gt
n n n H- + = .

Îòñþäà ïîëó÷àåì

0
2

2 2H v H
n

d ggt
= = » 89,4.

Òàê êàê n – íàòóðàëüíîå ÷èñëî, òî n = 89. Òåëî óäàðèòñÿ î
ñòåíêè ùåëè 89 ðàç.

Çàäà÷à 6. Óïðóãîå òåëî ïàäàåò ñ âûñîòû h íà íàêëîííóþ
ïëîñêîñòü. Îïðåäåëèòå, ÷åðåç êàêîå âðåìÿ Ò ïîñëå îò ðàæå-
íèÿ òåëî ñíîâà óïàäåò íà íàêëîííóþ ïëîñêîñòü. Êàê â ðåìÿ
Ò çàâèñèò îò óãëà a
íàêëîííîé ïëîñêîñòè?

Ðåøåíèå.  Íà ðèñóí-
êå 3 èçîáðàæåíà âåê-
òîðíàÿ êîíôèãóðàöèÿ,
ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôîð-
ìóëå

2

0 2
gT

l v T= +
rr r

.

Òàê êàê ïðè óïðóãîì
óäàðå ìîäóëü ñêîðîñòè òåëà ñîõðàíÿåòñÿ, òî

0 2v gh= .

Ãåîìåòðè÷åñêè î÷åâèäíî, ÷òî òðåóãîëüíèê ÀÂÑ – ðàâíîáåä-
ðåííûé. Íî òîãäà

2

0 2
gT

v T = ,

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3



îòêóäà

02 2
2

v h
T

g g
= = .

Òàêèì îáðàçîì, âðåìÿ Ò îò óãëà a  íå çàâèñèò.
Îáðàòèòå âíèìàíèå, íàñêîëüêî ãåîìåòðèÿ êèíåìàòè÷åñê èõ

âåêòîðîâ óïðîùàåò ðåøåíèå çàäà÷è, è âîçüìèòå ýòîò ï ðèåì íà
âîîðóæåíèå.

Çàäà÷à 7. Íåáîëüøîé øàðèê ñâîáîäíî ïàäàåò íà íàêëîí-
íóþ ïëîñêîñòü è àáñîëþòíî óïðóãî îòðàæàåòñÿ îò íåå.
Íàéäèòå îòíîøåíèå ðàññòîÿíèé ìåæäó òî÷êàìè ïîñëåäî-
âàòåëüíûõ óäàðîâ øàðèêà î ïëîñêîñòü.

Ðåøåíèå.  Ñ÷èòàåì, ÷òî ðàçìåðû ïëîñêîñòè ïîçâîëÿþò
øàðèêó ìíîãîêðàòíî îòðàæàòüñÿ îò íåå. Ïîñêîëüêó òî÷ êè

óäàðà ðàñïîëîæåíû íà
ïëîñêîñòè, òî ðàçóìíî
îñü õ íàïðàâèòü íå ãî-
ðèçîíòàëüíî, à íàêëîí-
íî – âäîëü ïëîñêîñòè, à
îñü ó – ïåðïåíäèêóëÿð-
íî åé (ðèñ.4). Ïóñòü
óãîë íàêëîíà ïëîñêîñòè
a , ìîäóëü ñêîðîñòè øà-
ðèêà ïðè ïåðâîì óäàðå

0v , à óãîë îòñêîêà
90° - a . Ïðîåêòèðóÿ
óðàâíåíèå (1) íà îñè õ

è ó, èìååì ñîîòâåòñòâåííî
2

0
sin

sin
2

g t
x v t

a ×
= a × + ,

2

0
cos

cos
2

g t
y v t

a ×
= a × - .

Øàðèê áóäåò äâèãàòüñÿ ïî ëþáîé äóãå ïàðàáîëû îäíî è  òî æå
âðåìÿ Ò, îïðåäåëÿåìîå èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ïðè ó = 0,
t = T :

02v
T

g
= .

Íàéäåì àáñöèññû òî÷åê óäàðîâ:
2 2

0
1 0

sin 4
sin sin

2
g T v

x v T
g

a ×
= a × + = a,

( )2 2
0

2 0
sin 2 12

sin 2 sin
2

g T v
x v T

g

a ×
= a × + = a,

. . .

( )2

0
sin

sin
2n

g nT
x v nT

a ×
= a × + = ( )

2
02

1 sin
v

n n
g

+ a .

Îòñþäà ïîëó÷èì
2
0

1 1
4

sin
v

s x
g

= = a ,
2
0

2 2 1
8

sin
v

s x x
g

= - = a ,

. . .
2
0

1
4

sinn n n
v

s x x n
g-= - = a .

Ñëåäîâàòåëüíî,

1 2: : : 1 : 2 : :ns s s n=K K .

Âåñüìà èíòåðåñíî, ÷òî â ôèçè÷åñêîé çàäà÷å âîçíèê íà òó-
ðàëüíûé ðÿä ÷èñåë.

Çàäà÷à 8. Ïðè êàêîé íàèìåíüøåé íà÷àëüíîé ñêîðîñòè
êàìíÿ, áðîøåííîãî ñ ïîâåðõíîñòè Çåìëè, ìîæíî ïîïàñò ü â

öåëü, íàõîäÿùóþñÿ íà ðàñ-
ñòîÿíèè l ïî ãîðèçîíòàëè
è íà âûñîòå h ïî âåðòèêà-
ëè? Ïîä êàêèì óãëîì a  ê
ãîðèçîíòó íàäî áðîñèòü
êàìåíü?

Ðåøåíèå.  Òàê êàê òðà-
åêòîðèÿ òåëà ïðîõîäèò ÷å-
ðåç òî÷êó Ñ ñ êîîðäèíàòà-
ìè ( );l h  (ðèñ.5), òî åå
êîîðäèíàòû óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ òðàåêòîðèè (ñì. çà-
äà÷ó 4). Çàïèøåì åãî êàê êâàäðàòíîå îòíîñèòåëüíî tg a :

2 2
2

2 2
0 0

tg tg 0
2 2

gl gl
l h

v v

æ ö
a - a + + =ç ÷ç ÷

è ø
è ïîòðåáóåì íåîòðèöàòåëüíîñòè åãî äèñêðèìèíàíòà:

2 2
2

2 2
0 0

4 0
2 2

gl gl
l h

v v

æ ö
- + ³ç ÷ç ÷

è ø
.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ëåãêî ïðåîáðàçîâàòü ê êâàäðàò íîìó
îòíîñèòåëüíî 2

0v :
4 2 2 2
0 02 0v ghv g l- - ³ .

Îíî, î÷åâèäíî, âåðíî ïðè

( )2 2 2 2
0v gh g h l³ + + ,

ò.å. ïðè

( )2 2
0v g h h l³ + + .

Ñëåäîâàòåëüíî,

( )2 2
0 minv g h h l= + + ,

÷åìó ñîîòâåòñòâóåò íóëåâîé äèñêðèìèíàíò, è
22

mintg 1
v h h
gl l l

æ öa = = + +ç ÷
è ø

,  
2

arctg 1
h h
l l

a
æ öæ ö= + +ç ÷ç ÷è øç ÷è ø

.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè h = 0 (íàçåìíàÿ öåëü) 45a = °  è

0 minv gl= , êàê è äîëæíî áûòü.
Çàäà÷à 9. Ïîä êàêèì óãëîì a  ê ãîðèçîíòó íàäî áðîñèòü

òåëî ñ áàøíè âûñîòîé Í, ÷òîáû îíî óïàëî êàê ìîæíî
äàëüøå îò îñíîâàíèÿ áàøíè? ×åìó ðàâíà íàèáîëüøàÿ
äàëüíîñòü ïîëåòà òåëà

maxl ? Íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü
òåëà ðàâíà 0v .

Ðåøåíèå.  Ñïðîåöèðóåì
ðàäèóñ-âåêòîð òåëà

2

0 2
gt

r H s H v t= + = + +
ruur uurr r r

íà îñè õ è ó (ðèñ.6):

0 cosx v t= a × ,

2

0 sin
2

gt
y H v t= + a × - .

Èñêëþ÷àÿ îòñþäà âðåìÿ t ,
ïîëó÷èì óðàâíåíèå òðàåê-
òîðèè òåëà

( )
2

2
2
0

tg 1 tg
2

gx
y H x

v
= + a - + a .

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ó = 0 äàëüíîñòü ïîëåòà l = x , è äëÿ tg a
ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:

( )2 2 2 2 2 2 2
0 0tg 2 tg 2 0l g lgv l g gHva - a + - = ,

Ðèñ. 4

Ðèñ. 5

Ðèñ. 6
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( )2 2 2 2 2
0 0 0 2

tg
v v v gH l g

lg

± + -
a = .

Ýòî âûðàæåíèå èìååò ñìûñë òîëüêî ïðè íåîòðèöàòåëüíî ì
äèñêðèìèíàíòå, ñëåäîâàòåëüíî,

2
0 0 2v v gH

l
g

+
£ ,  è 

2
0 0

max
2v v gH

l
g

+
= .

Íàèáîëüøåé äàëüíîñòè ïîëåòà ñîîòâåòñòâóåò óãîë áðîñ àíèÿ
òàêîé, ÷òî

2
0 0

2
max 0

tg
2

v v
gl v gH

a = =
+

, è 0
2
0

arctg
2

v

v gH
a =

+
.

Ïðè Í  = 0 ïîëó÷àåì 45a = ° , êàê è äîëæíî áûòü. Ïðè
H > 0 tg 1a < , çíà÷èò, 45a < .

Çàäà÷à 10 (ÌÔÒÈ, 1994). Ñ âåðõíåé òî÷êè øàðà ðàäèó-
ñîì R = 54 ñì, çàêðåïëåííîãî íà ãîðèçîíòàëüíîé ïîâå ðõíî-
ñòè ñòîëà, ñîñêàëüçûâàåò áåç íà÷àëüíîé ñêîðîñòè è á åç
òðåíèÿ íåáîëüøîé øàðèê. Íà êàêóþ ìàêñèìàëüíóþ âûñîò ó
îò ñòîëà ïîäíèìåòñÿ øàðèê ïîñëå óïðóãîãî óäàðà î ñò îë?

Ðåøåíèå.  Ïðåæäå ÷åì ïðèñòóïèòü ê êèíåìàòèêå, íåîáõî-
äèìî èç äèíàìè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé îïðåäåëèòü ïîëîæåí èå
òî÷êè îòðûâà À øàðèêà îò øàðà (ðèñ.7). Â ýòîé òî÷êå

èñ÷åçàåò ñèëà ðåàêöèè ïîâåðõíîñòè øàðà, è ñ ìîìåíòà  îòðûâà
è äî ïàäåíèÿ íà ñòîë óñêîðåíèå øàðèêà ðàâíî g

r
. Ïðîåêöèÿ

âåêòîðà g
r

 íà ðàäèóñ øàðà ÀÑ ðàâíà íîðìàëüíîé ñîñòàâëÿ-
þùåé óñêîðåíèÿ:

2

sin
v

g
R

a = ,

ãäå v – ñêîðîñòü øàðèêà â òî÷êå À. Ïðèìåíèâ çàêîí ñîõðà-
íåíèÿ ýíåðãèè äëÿ òî÷åê Ð è À, ïîëó÷èì

( )
2

sin
2

mv
mg R R- a = .

Îòñþäà íàõîäèì
2

sin
3

a =  è 
2
3

v gR= .

Âåðòèêàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñêîðîñòè â òî÷êå À ðàâíà

1
2 5 1 10

cos
3 3 3 3

v v gR gR= a = = .

Îíà áóäåò óâåëè÷èâàòüñÿ â ñâîáîäíîì ïàäåíèè è ïðè ó äàðå
î ñòîë ñîñòàâèò

2 1v v gT= + ,

ãäå Ò – âðåìÿ îò îòðûâà äî óäàðà øàðèêà. Åãî íàéäåì èç
êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ

2

1
5

0
2 3

gT
v T R+ - = ,

èáî â ìîìåíò ïàäåíèÿ òåëà åãî îðäèíàòà ðàâíà íóëþ, îòêóäà

ïîëó÷àåì

10 10 1
3 3

R
T

g

æ ö-
= ç ÷ç ÷

è ø
, è 2

10 10
3 3

v Rg= .

Ïîñêîëüêó ìàêñèìàëüíàÿ âûñîòà Í  ïîäúåìà øàðèêà îïðåäå-
ëÿåòñÿ ëèøü åãî âåðòèêàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé 2v , òî ïî

ôîðìóëå 
2
2

2
v

H
g

=  íàéäåì
50

1 ì
27

H R= = .

Óïðàæíåíèÿ

1 (ìåõìàò ÌÃÓ, 1973). Íåáîëüøîå òåëî ñîñêàëüçûâàåò á åç
íà÷àëüíîé ñêîðîñòè ñ ãëàäêîé íàêëîííîé ïëîñêîñòè, ä ëèíà
êîòîðîé l  = 16 ñì, à óãîë íàêëîíà 30a = ° . Çàòåì îíî ïàäàåò íà
ãëàäêóþ ãîðèçîíòàëüíóþ ïëîñêîñòü, íàõîäÿùóþñÿ íà ðà ññòîÿ-
íèè h = 20 ñì îò íèæíåãî êîíöà íàêëîííîé ïëîñêîñòè. Íà ê àêóþ
íàèáîëüøóþ âûñîòó Í  îò ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè ïîäíèìåòñÿ
òåëî ïîñëå óäàðà î íåå, åñëè ýòîò óäàð àáñîëþòíî óï ðóãèé?

2 (ìåõìàò ÌÃÓ, 1975). Òåëî áðîøåíî ïîä óãëîì a  ê ãîðèçîí-
òó. Ïðè êàêîì ìèíèìàëüíîì óãëå mina  êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ
òåëà ìîæåò ñðàâíÿòüñÿ ñ åãî ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé (îòñ÷èòû-
âàåìîé îò òî÷êè áðîñàíèÿ)?

3 (ôèçôàê ÌÃÓ, 1977). Ïîñëå âçðûâà ðàêåòû, ëåòÿùåé
âåðòèêàëüíî, îáðàçîâàëèñü òðè îñêîëêà îäèíàêîâîé ìà ññû,
êîòîðûå óïàëè íà çåìëþ îäíîâðåìåííî. Ðàññòîÿíèÿ îò ìåñòà
ñòàðòà äî ìåñòà ïàäåíèÿ äâóõ èç íèõ ðàâíû 1s  = 3 êì è 2s  =
= 4 êì, ïðè÷åì ëèíèè, ñîåäèíÿþùèå ìåñòà èõ ïàäåíèÿ ñ  ìåñ-
òîì ñòàðòà, ñîñòàâëÿþò ìåæäó ñîáîé ïðÿìîé óãîë. Êàê îâî
ðàññòîÿíèå 3s  îò ìåñòà ñòàðòà äî ìåñòà ïàäåíèÿ òðåòüåãî
îñêîëêà?

4 (ôèçôàê ÌÃÓ, 1978). Çåíèòíîå îðóäèå ìîæåò ïðîèçâîä èòü
âûñòðåëû âî âñåâîçìîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ. Îïðåäåëèòå ã ðàíèöó
îáëàñòè, êîòîðàÿ ïðîñòðåëèâàåòñÿ èç ýòîãî îðóäèÿ, å ñëè ìîäóëü
íà÷àëüíîé ñêîðîñòè ñíàðÿäà ðàâåí 0v .

5 (ìåõìàò ÌÃÓ, 1979). Òåííèñíûé ìÿ÷ óäàðÿþò ðàêåòêîé  ó
ñàìîé çåìëè, ñîîáùàÿ åìó íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü, ðàâíóþ  0v  =
= 20 ì/ñ è íàïðàâëåííóþ ïîä óãëîì 45a = °  ê ãîðèçîíòó. Ìÿ÷
ëåòèò ê âåðòèêàëüíîé ñòåíå, äâèãàÿñü â ïëîñêîñòè, ï åðïåíäèêó-
ëÿðíîé ýòîé ñòåíå, è èñïûòûâàåò ñî ñòåíîé àáñîëþòíî  óïðóãîå
ñîóäàðåíèå. Ñòåíà íàõîäèòñÿ îò ìåñòà óäàðà íà ðàññò îÿíèè l  =
= 15 ì. Íà êàêîì ðàññòîÿíèè îò ìåñòà óäàðà óïàäåò ìÿ ÷?

6. Òåëî, áðîøåííîå ñ âûøêè âûñîòîé h = 10 ì, óïàëî íà çåìëþ
ñî ñêîðîñòüþ, ðàâíîé v = 15 ì/ñ è íàïðàâëåííîé ïîä ïðÿìûì
óãëîì ê íà÷àëüíîé ñêîðîñòè. Îïðåäåëèòå âðåìÿ ïàäåíè ÿ.

7. Êàêóþ ìèíèìàëüíóþ ñêîðîñòü äîëæåí èìåòü êàìåíü, áðî -
øåííûé ìàëü÷èêîì, ÷òîáû îí ïåðåëåòåë äîì âûñîòîé Í  = 25 ì
è øèðèíîé L  = 12,5 ì? Äëÿ áðîñêà ìàëü÷èê ìîæåò âûáðàòü ìåñòî
íà ëþáîì ðàññòîÿíèè îò äîìà. Ðîñòîì ìàëü÷èêà ìîæíî ïðåíåá-
ðå÷ü.

8. Ìàëü÷èê áðîñàåò ìÿ÷ â âåðòèêàëüíóþ ñòåíêó òàê, ÷òî áû îí
ïîñëå îòñêîêà óïàë òî÷íî ê åãî íîãàì. Íàéäèòå íà÷àë üíóþ
ñêîðîñòü ìÿ÷à, åñëè áðîñîê ïðîèçâîäèòñÿ ñ âûñîòû h = 1,5 ì ïîä
óãëîì 45a = °  ê ãîðèçîíòó, à ìàëü÷èê íàõîäèòñÿ îò ñòåíêè íà
ðàññòîÿíèè l  = 6 ì. Óäàð àáñîëþòíî óïðóãèé.

9 (XXXVII Âñåðîññèéñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî ôèçè -
êå). Ìàëü÷èê áðîñèë êàìåíü ïîä íåêîòîðûì óãëîì a  ê ãîðèçîí-
òó. Ïðåíåáðåãàÿ ñîïðîòèâëåíèåì âîçäóõà, îïðåäåëèòå,  ïðè êà-
êèõ çíà÷åíèÿõ óãëà a  êàìåíü âñå âðåìÿ (äî ïàäåíèÿ íà çåìëþ)
áóäåò óäàëÿòüñÿ îò ìàëü÷èêà.

10 (XXXVIII Âñåðîññèéñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî ôèç è-
êå). Ïðè îñàäå äðåâíåé êðåïîñòè îñàæäåííûå âåëè ñòð åëüáó ïî
íàñòóïàþùåìó ïðîòèâíèêó ñ ïîìîùüþ êàòàïóëüò èç-çà ê ðåïîñ-
òíîé ñòåíû âûñîòîé h = 20,4 ì. Íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü ñíàðÿäîâ

0 25 ì ñv = . Íà êàêîì ìàêñèìàëüíîì ðàññòîÿíèè maxs  îò ñòåíû
íàõîäèëèñü öåëè, êîòîðûõ ìîãëè äîñòèãàòü ñíàðÿäû êà òàïóëüò?
Ñðàâíèòå ýòî ðàññòîÿíèå ñ ìàêñèìàëüíîé äàëüíîñòüþ ï îëåòà

maxL  ñíàðÿäà êàòàïóëüòû. Ñîïðîòèâëåíèåì âîçäóõà ìîæíî
ïðåíåáðå÷ü.

Ðèñ. 7
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Ðåãèîíàëüíûé ýòàï
XXXIX Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû

øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå
Òðåòèé (ðåãèîíàëüíûé) ýòàï Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû

ïðîøåë âî âñåõ ðåãèîíàõ íàøåé ñòðàíû 26 è 27 ÿíâàðÿ  2013
ãîäà. Ýòîò ýòàï îëèìïèàäû îäíîâðåìåííî ðåøàåò íåñêî ëüêî
çàäà÷: ïîïóëÿðèçàöèÿ ìàòåìàòèêè è îçíàêîìëåíèå øèðî êî-
ãî êðóãà øêîëüíèêîâ ñ êðàñèâûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè èäå ÿ-
ìè, âûÿâëåíèå ëó÷øèõ þíûõ ìàòåìàòèêîâ â ðåãèîíàõ Ðî ñ-
ñèè, à òàêæå ôîðìèðîâàíèå ñîñòàâà ó÷àñòíèêîâ çàêëþ÷ è-
òåëüíîãî ýòàïà (ôèíàëà) Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû. Áî ëåå
äîñòóïíûìè äëÿ ó÷àñòíèêîâ îëèìïèàäû ñòàëè çàäà÷è 1,  2, 5
äëÿ 9 êëàññà, 1 äëÿ 10 êëàññà è 2 äëÿ 11 êëàññà, à áîëåå
òðóäíûìè (áëèçêèìè ïî ñëîæíîñòè ê çàäàíèÿì ôèíàëà)
ñòàëè çàäà÷è 4 è 7 äëÿ 9 êëàññà, 4 è 8 äëÿ 10 êëàññà è 4 äëÿ
11 êëàññà.

ÇÀÄÀ×È

9 êëàññ

Ïåðâûé äåíü

1. Äàíû íàòóðàëüíûå ÷èñëà M  è N , áîëüøèå äåñÿòè,
ñîñòîÿùèå èç îäèíàêîâîãî êîëè÷åñòâà öèôð è òàêèå, ÷ òî
M  = 3 N. ×òîáû ïîëó÷èòü ÷èñëî M , íàäî â ÷èñëå N ê îäíîé
èç öèôð ïðèáàâèòü 2, à ê êàæäîé èç îñòàëüíûõ öèôð
ïðèáàâèòü ïî íå÷åòíîé öèôðå. Êàêîé öèôðîé ìîæåò îêà í÷è-
âàòüñÿ ÷èñëî N? Íàéäèòå âñå âîçìîæíûå îòâåòû.

Í.Àãàõàíîâ

2. Îêðóæíîñòü, âïèñàííàÿ â ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê
ABC ñ ãèïîòåíóçîé AB, êàñàåòñÿ åãî ñòîðîí BC, CA, AB â
òî÷êàõ 1A , 1B , 1C  ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü 1B H  – âûñîòà
òðåóãîëüíèêà 1 1 1A B C . Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êà H ëåæèò íà
áèññåêòðèñå óãëà CAB .

Í.Àãàõàíîâ

3. Ìîæíî ëè ðàçáèòü êëåò÷àòóþ äîñêó 12 12´  íà óãîëêè èç

òðåõ ñîñåäíèõ êëåòîê  òàê, ÷òîáû êàæäûé ãîðèçîíòàëüíûé
è êàæäûé âåðòèêàëüíûé ðÿä êëåòîê äîñêè ïåðåñåêàë îä íî è
òî æå êîëè÷åñòâî óãîëêîâ? (Ðÿä ïåðåñåêàåò óãîëîê, å ñëè
ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó åãî êëåòêó.)

Ä.Õðàìöîâ

4. Ïî êðóãó âûïèñàíû 1000 ÷èñåë. Ïåòÿ âû÷èñëèë ìîäóëè
ðàçíîñòåé ñîñåäíèõ ÷èñåë, Âàñÿ – ìîäóëè ðàçíîñòåé ÷ èñåë,
ñòîÿùèõ ÷åðåç îäíî, à Òîëÿ – ìîäóëè ðàçíîñòåé ÷èñåë ,
ñòîÿùèõ ÷åðåç äâà. Èçâåñòíî, ÷òî ëþáîå Ïåòèíî ÷èñëî
áîëüøå ëþáîãî Âàñèíîãî õîòÿ áû âäâîå. Äîêàæèòå, ÷òî
ëþáîå Òîëèíî ÷èñëî íå ìåíüøå ëþáîãî Âàñèíîãî.

È.Áîãäàíîâ

Âòîðîé äåíü

5. Íåíóëåâûå ÷èñëà a è b òàêîâû, ÷òî óðàâíåíèå
( ) ( )2 2 0a x a b x b- + - =  èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Äî-

êàæèòå, ÷òî |a| = |b|.
Í.Àãàõàíîâ

6. Òðèäöàòü äåâî÷åê – 13 â êðàñíûõ ïëàòüÿõ è 17 â ñèí èõ
ïëàòüÿõ – âîäèëè õîðîâîä âîêðóã íîâîãîäíåé åëêè. Âï îñëåä-

ñòâèè êàæäóþ èç íèõ ñïðîñèëè, áûëà ëè åå ñîñåäêà ñï ðàâà â
ñèíåì ïëàòüå. Îêàçàëîñü, ÷òî ïðàâèëüíî îòâåòèëè òå è
òîëüêî òå äåâî÷êè, êîòîðûå ñòîÿëè ìåæäó äåâî÷êàìè â
ïëàòüÿõ îäíîãî öâåòà. Ñêîëüêî äåâî÷åê ìîãëè îòâåòèò ü
óòâåðäèòåëüíî?

Ð.Æåíîäàðîâ

7. Ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê ñòîðîíå AC îñòðîóãîëüíî-
ãî òðåóãîëüíèêà ABC ïåðåñåêàåò ïðÿìûå AB è BC â òî÷êàõ

1B  è 2B  ñîîòâåòñòâåííî, à ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê
ñòîðîíå AB ïåðåñåêàåò ïðÿìûå AC è BC â òî÷êàõ 1C  è 2C
ñîîòâåòñòâåííî. Îêðóæíîñòè, îïèñàííûå îêîëî òðåóãîë üíè-
êîâ 1 2BB B  è 1 2CC C , ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ P è Q. Äîêàæèòå,
÷òî öåíòð îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà ABC,
ëåæèò íà ïðÿìîé PQ.

Ë.Åìåëüÿíîâ

8. Ñì. çàäà÷ó Ì2296 «Çàäà÷íèêà «Êâàíòà».

10 êëàññ

Ïåðâûé äåíü

1. Ñì. çàäà÷ó 1 äëÿ 9 êëàññà.
2. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíû âûñîòû

1AA  è 1CC . Îêðóæíîñòü W , îïèñàííàÿ îêîëî òðåóãîëüíèêà
ABC, ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ 1 1A C  â òî÷êàõ A¢ è C¢. Êàñàòåëü-
íûå ê W , ïðîâåäåííûå â òî÷êàõ A¢ è C¢, ïåðåñåêàþòñÿ â
òî÷êå B¢. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ BB¢ ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð
îêðóæíîñòè W .

Ë.Åìåëüÿíîâ

3. Äàíû òðè êâàäðàòíûõ òðåõ÷ëåíà ( )P x , ( )Q x  è ( )R x
ñ ïîëîæèòåëüíûìè ñòàðøèìè êîýôôèöèåíòàìè, èìåþùèå ï î
äâà ðàçëè÷íûõ êîðíÿ. Îêàçàëîñü, ÷òî ïðè ïîäñòàíîâêå
êîðíåé òðåõ÷ëåíà ( )R x  â ìíîãî÷ëåí ( ) ( )P x Q x+  ïîëó÷à-
þòñÿ ðàâíûå çíà÷åíèÿ. Àíàëîãè÷íî, ïðè ïîäñòàíîâêå ê îðíåé
òðåõ÷ëåíà ( )P x  â ìíîãî÷ëåí ( ) ( )Q x R x+  ïîëó÷àþòñÿ
ðàâíûå çíà÷åíèÿ, à òàêæå ïðè ïîäñòàíîâêå êîðíåé òðå õ÷ëåíà

( )Q x  â ìíîãî÷ëåí ( ) ( )P x R x+  ïîëó÷àþòñÿ ðàâíûå çíà÷å-
íèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî òðè ÷èñëà: ñóììà êîðíåé òðåõ÷ëåí à

( )P x , ñóììà êîðíåé òðåõ÷ëåíà ( )Q x  è ñóììà êîðíåé
òðåõ÷ëåíà ( )R x  ðàâíû ìåæäó ñîáîé.

Í.Àãàõàíîâ

4. Ìîæíî ëè ìíîæåñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ðàçáèòü
íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ êîíå÷íûå ïîäìíîæåñòâà 1 2 3, , ,A A A K
òàê, ÷òîáû ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì k ñóììà âñåõ ÷èñåë,
âõîäÿùèõ â ïîäìíîæåñòâî kA , ðàâíÿëàñü k + 2013 ?

Ð.Æåíîäàðîâ

Âòîðîé äåíü

5. Ñì. çàäà÷ó 6 äëÿ 9 êëàññà.

6. Ñì. çàäà÷ó Ì2294,á «Çàäà÷íèêà «Êâàíòà».

7. Ê äâóì íåïåðåñåêàþùèìñÿ îêðóæíîñòÿì 1w  è 2w
ïðîâåäåíû òðè îáùèå êàñàòåëüíûå – äâå âíåøíèå, a è b, è
îäíà âíóòðåííÿÿ, c. Ïðÿìûå a, b è c êàñàþòñÿ îêðóæíîñòè 1w
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â òî÷êàõ 1A , 1B  è 1C  ñîîòâåòñòâåííî, à îêðóæíîñòè 2w  – â
òî÷êàõ 2A , 2B  è 2C  ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî îòíîøå-
íèå ïëîùàäåé òðåóãîëüíèêîâ 1 1 1A B C  è 2 2 2A B C  ðàâíî îòíîøå-
íèþ ðàäèóñîâ îêðóæíîñòåé 1w  è 2w .

Ë.Åìåëüÿíîâ

8. Ñì. çàäà÷ó Ì2298 «Çàäà÷íèêà «Êâàíòà».

11 êëàññ

Ïåðâûé äåíü

1. Òðè íàòóðàëüíûõ ÷èñëà òàêîâû, ÷òî ïîñëåäíÿÿ öèôðà
ñóììû ëþáûõ äâóõ èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäíåé öèôðîé
òðåòüåãî ÷èñëà. Ïðîèçâåäåíèå ýòèõ òðåõ ÷èñåë çàïèñà ëè íà
äîñêå, à çàòåì âñå, êðîìå òðåõ ïîñëåäíèõ öèôð ýòîãî  ïðîèç-
âåäåíèÿ, ñòåðëè. Êàêèå òðè öèôðû ìîãëè îñòàòüñÿ íà äîñêå?
Íàéäèòå âñå âîçìîæíûå îòâåòû.

Í.Àãàõàíîâ

2. Ïóñòü ( )P x  è ( )Q x  – ïðèâåäåííûå êâàäðàòíûå òðåõ-
÷ëåíû, èìåþùèå ïî äâà ðàçëè÷íûõ êîðíÿ. Îêàçàëîñü, ÷ òî
ñóììà äâóõ ÷èñåë, ïîëó÷àåìûõ ïðè ïîäñòàíîâêå êîðíåé
òðåõ÷ëåíà ( )P x  â òðåõ÷ëåí ( )Q x , ðàâíà ñóììå äâóõ ÷èñåë,
ïîëó÷àåìûõ ïðè ïîäñòàíîâêå êîðíåé òðåõ÷ëåíà ( )Q x  â
òðåõ÷ëåí ( )P x . Äîêàæèòå, ÷òî äèñêðèìèíàíòû òðåõ÷ëåíîâ

( )P x  è ( )Q x  ðàâíû.
Í.Àãàõàíîâ

3. Ñì. çàäà÷ó 4 äëÿ 10 êëàññà.

4. Â îêðóæíîñòü W  âïèñàí îñòðîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê
ABC, â êîòîðîì AB > BC . Ïóñòü P è Q – ñåðåäèíû ìåíüøåé
è áîëüøåé äóã AC îêðóæíîñòè W  ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü M
– îñíîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç òî÷êè Q íà

îòðåçîê AB. Äîêàæèòå, ÷òî îêðóæíîñòü, îïèñàííàÿ îêîëî
òðåóãîëüíèêà BMC , äåëèò ïîïîëàì îòðåçîê BP.

Ô.Èâëåâ

Âòîðîé äåíü

5. Ñóùåñòâóþò ëè òàêèå 2013 ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ
÷èñåë, ÷òî ñóììà ëþáûõ 2012 èç íèõ íå ìåíüøå êâàäðà òà
îñòàâøåãîñÿ?

Î.Ïîäëèïñêèé

6. Òðè ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ îêðóæíîñòè xw , yw ,
zw  ðàäèóñîâ xr , yr , zr  ñîîòâåòñòâåííî ëåæàò ïî îäíó

ñòîðîíó îò ïðÿìîé t  è êàñàþòñÿ åå â òî÷êàõ X, Y , Z
ñîîòâåòñòâåííî. Èçâåñòíî, ÷òî Y  – ñåðåäèíà îòðåçêà XZ ,

x zr r r= = , à yr r> . Ïóñòü p – îäíà èç îáùèõ âíóòðåííèõ
êàñàòåëüíûõ ê îêðóæíîñòÿì xw  è yw , à q – îäíà èç îáùèõ
âíóòðåííèõ êàñàòåëüíûõ ê îêðóæíîñòÿì yw  è zw . Â ïåðåñå-
÷åíèè ïðÿìûõ p, q, t  îáðàçîâàëñÿ íåðàâíîáåäðåííûé òðåó-
ãîëüíèê. Äîêàæèòå, ÷òî ðàäèóñ âïèñàííîé â íåãî îêðó æíî-
ñòè ðàâåí r.

Ï.Êîæåâíèêîâ

7. Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå k òàêèå, ÷òî ïðè êàæäîì
íå÷åòíîì n > 100 ÷èñëî 20 13n n+  äåëèòñÿ íà k.

À.Ãîëîâàíîâ

8. Ôèãóðà «ìàìîíò» áüåò êàê ñëîí (ïî äèàãîíàëÿì), íî
òîëüêî â òðåõ íàïðàâëåíèÿõ èç ÷åòûðåõ (îòñóòñòâóþùå å
íàïðàâëåíèå ìîæåò áûòü ðàçíûì äëÿ ðàçíûõ ìàìîíòîâ).
Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî íå áüþùèõ äðóã äðóãà ìàìîíòî â
ìîæíî ðàññòàâèòü íà øàõìàòíîé äîñêå 8 8´ ?

Î.Äìèòðèåâ

Ïóáëèêàöèþ ïîäãîòîâèëè Í.Àãàõàíîâ, È.Áîãäàíîâ,
Ï.Êîæåâíèêîâ, Î.Ïîäëèïñêèé

ÒÅÎÐÅÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÒÓÐ

9 êëàññ

Çàäà÷à 1. Ñêîðîñòü ïîãðóæåíèÿ ñòàêàíà
Â öèëèíäðè÷åñêîì ñîñóäå, âíóò-

ðåííèé äèàìåòð êîòîðîãî D  = 10 ñì,
ïëàâàåò â âåðòèêàëüíîì ïîëîæåíèè
óçêèé äëèííûé òîíêîñòåííûé öèëèí-
äðè÷åñêèé ñòàêàí äèàìåòðîì d = 8 ñì
(ðèñ.1). Â ñòàêàí ÷åðåç ðàñïûëèòåëü
íàëèâàþò âîäó. Åå ìàññîâûé ðàñõîä
m = 14 ã/ñ. Êàêîâà ñêîðîñòü v ñòàêà-
íà îòíîñèòåëüíî äíà öèëèíäðà? Ïëîò-
íîñòü âîäû 31000 êã ìr = .

Ñ.Êàðìàçèí

Çàäà÷à 2
Â ëàáîðàòîðèè ïî ðàáîòå ñ îäàðåí-

íûìè äåòüìè ýêñïåðèìåíòàòîð Ãëþê
îáíàðóæèë äâà îäèíàêîâûõ òåïëî-
èçîëèðîâàííûõ ñîñóäà. Â êàæäûé èç

íèõ áûëî íàëèòî îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî íåèçâåñòíîé æ èäêî-
ñòè. Â ïåðâûé ñîñóä Ãëþê íàëèë ïî÷òè äîâåðõó èç ñòî ÿùåãî
ðÿäîì êóâøèíà âîäó è íàñûïàë íåìíîãî ðàçîãðåòûõ ìåò àë-
ëè÷åñêèõ îïèëîê. Ñîñóä îêàçàëñÿ çàïîëíåííûì äîâåðõó .
Ïîñëå óñòàíîâëåíèÿ òåïëîâîãî ðàâíîâåñèÿ òåìïåðàòóðà  â
ñîñóäå óâåëè÷èëàñü íà 1 2 CtD = ° , à îïèëêè îñòûëè íà

2 60 CtD = ° .
Çàòåì Ãëþê ïðîäåëàë îïûò ñî âòîðûì ñîñóäîì. Â íåãî îí

íàñûïàë îïèëîê â 10 ðàç áîëüøå, ÷åì â ïåðâîì îïûòå,  è ñîñóä
âíîâü îêàçàëñÿ çàïîëíåííûì. Êî âðåìåíè óñòàíîâëåíèÿ
òåïëîâîãî ðàâíîâåñèÿ òåìïåðàòóðà â ñîñóäå ïîâûñèëàñ ü íà
ñòîëüêî æå ãðàäóñîâ, íà ñêîëüêî ïîíèçèëàñü òåìïåðàò óðà
îïèëîê.

Îïðåäåëèòå óäåëüíóþ òåïëîåìêîñòü ìåòàëëè÷åñêèõ îïè-
ëîê, åñëè èõ ïëîòíîñòü 3

ì 1,72 ã ñìr = , à óäåëüíàÿ òåïëîåì-

êîñòü âîäû ( )â 4,20 Äæ ã Ñc = × ° .
Ä.Äîìàðåöêèé

Çàäà÷à 3. ßáëîêî âðåìåíè
Ïîáûâàâ íà êîìïüþòåðíîé âûñòàâêå, Âîâî÷êà â êà÷åñòâ å

ñóâåíèðà ïîëó÷èë ýëåêòðîííûå ÷àñû â ôîðìå ÿáëîêà, ñ ïî-

Ðåãèîíàëüíûé ýòàï
XLVII Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû

øêîëüíèêîâ ïî ôèçèêå

Ðèñ. 1
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ñîáíûå ïîêàçûâàòü âðåìÿ ñ
òî÷íîñòüþ äî ñîòûõ äîëåé
ñåêóíäû. Ñòîÿ íà ýñêàëàòîðå,
äâèæóùåìñÿ âíèç, îí ïîäêè-
íóë ÿáëîêî ââåðõ è çàìåòèë,
÷òî â âåðõíåé òî÷êå òðàåêòî-
ðèè ÷àñû ïîêàçàëè (ðèñ.2)
11 : 32 : 45 : 81. Ìåæäó òåì,
åãî ó÷èòåëüíèöà Ìàðüèâàí-
íà, ïîäíèìàâøàÿñÿ â ýòî âðå-
ìÿ íà ñîñåäíåì ýñêàëàòîðå,
çàìåòèëà, ÷òî â âåðõíåé òî÷êå
ýëåêòðîííûå ÷àñû ïîêàçàëè
11 : 32 : 45 : 74. Îïðåäåëèòå ïî

ýòèì äàííûì ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ýñêàëàòîðîâ u, åñëè èçâåñ-
òíî, ÷òî îíè äâèæóòñÿ ñ îäíîé è òîé æå ñêîðîñòüþ è
íàêëîíåíû ïîä óãëîì 30a = °  ê ãîðèçîíòó. Ñîïðîòèâëåíèåì
âîçäóõà ïðåíåáðå÷ü. Ïðèìèòå 210 ì ñg = .

Â.Áàáèíöåâ

Çàäà÷à 4
Íà ðîâíîì ãëàäêîì ïîëó óñòàíîâëåíû äâà øåñòà âûñîòî é

Í  ñ íåáîëüøèìè êîëüöàìè íàâåðõó (ðèñ.3). Ðàññòîÿíèå
ìåæäó êîëüöàìè d, à èõ
ïëîñêîñòè ïåðïåíäèêó-
ëÿðíû ëèíèè, ñîåäèíÿ-
þùåé âåðøèíû øåñòîâ.
Ïî ïîëó ìîæåò ïåðåìå-
ùàòüñÿ ìàëåíüêèé ðî-
áîò, ôóíêöèÿ êîòîðîãî
– çàïóñêàòü íåáîëüøèå
ìÿ÷èêè ñ ôèêñèðîâàí-
íîé ñêîðîñòüþ 0v  ïîä
óãëîì 45a = °  ê ãîðè-

çîíòó. Ñêîðîñòü 0v  ïîäîáðàíà òàê, ÷òî 2
0 4v gH> . Ïðè

êàêîì ìèíèìàëüíîì 0d ¹  ðîáîò ìîæåò âûïîëíèòü áðîñîê
òàê, ÷òîáû ìÿ÷èê ïðîëåòåë ñêâîçü îáà êîëüöà? Óäàð ì ÿ÷à î
ïîë ñ÷èòàéòå àáñîëþòíî óïðóãèì. Îòäåëüíî ðàññìîòðèò å
ñëó÷àé 2

0gH v= .
Å.Ñàâèíîâ

Çàäà÷à 5. Âîëüòìåòðû è àìïåðìåòðû
Ýëåêòðè÷åñêàÿ öåïü (ðèñ.4) ñîñòîèò èç äâóõ îäèíàêîâ ûõ

âîëüòìåòðîâ è äâóõ àìïåðìåòðîâ. Èõ ïîêàçàíèÿ 1U  =
= 10,0 Â, 2U  = 10,5 Â, 1I  = 50 ìÀ, 2I = 70 ìÀ ñîîòâåò-

ñòâåííî. Îïðåäåëèòå ñîïðîòèâëåíèå ðåçèñòîðà R. (Ïîëó÷è-
òå äëÿ R îáùóþ àëãåáðàè÷åñêóþ ôîðìóëó.)

È.Âîðîáüåâ

10 êëàññ

Çàäà÷à 1. Öèëèíäð â ìåðíîì ñòàêàíå
Äåðåâÿííûé öèëèíäð äèàìåòðîì d ïëàâàåò â ìåðíîì

ñòàêàíå, âíóòðåííèé äèàìåòð êîòîðîãî D  (ðèñ.5). Ïðè ýòîì
íèæíèé êðàé öèëèíäðà íàõîäèòñÿ íà óðîâíå îòìåòêè 0íV  =
= 70 ìë, íàíåñåííîé íà øêàëå ìåðíîãî ñòàêàíà, à óðîâ åíü
âîäû â ñòàêàíå ñîîòâåòñòâóåò îáúåìó 0âV  = 120 ìë. Åñëè
öèëèíäð ïëàâíî ïîãðóæàòü â âîäó òîíêîé ñïèöåé òàê, ÷òîáû

åãî îñü îñòàâàëàñü âåðòèêàëüíîé,
òî óðîâåíü âîäû âV  â ìåðíîì
ñòàêàíå è ïîëîæåíèå íV  íèæíåãî
êðàÿ öèëèíäðà áóäóò èçìåíÿòüñÿ.
Â òàáëèöå ïðèâåäåíû ýêñïåðèìåí-
òàëüíûå äàííûå (îíè, åñòåñòâåí-
íî, ïîëó÷åíû ñ íåêîòîðîé ïîãðåø-
íîñòüþ, íî íå ïðåâûøàþùåé 1 ìë).

Ñ ïîìîùüþ ýòèõ äàííûõ îïðåäå-
ëèòå:

à) ïëîòíîñòü äåðåâà, èç êîòîðîãî
èçãîòîâëåí öèëèíäð;

á) îòíîøåíèå äèàìåòðîâ D/d ;
â) îáúåì âîäû â ñòàêàíå äî ïî-

ãðóæåíèÿ â íåå äåðåâÿííîãî öè-
ëèíäðà.

Ñ.Êàðìàçèí

Çàäà÷à 2. Öåïíàÿ ðåàêöèÿ
Ýêñïåðèìåíòàòîð Ãëþê ðåøèë èññëåäîâàòü ñèëó ðåàêöèè

îïîðû, äåéñòâóþùóþ ñî ñòîðîíû ÷àøè âåñîâ íà ïàäàþùó þ
îäíîðîäíóþ öåïî÷êó. Äëÿ ýòîãî îí ïîäâåñèë öåïî÷êó ç à
âåðõíåå çâåíî òàê, ÷òî íèæíèì çâåíîì îíà ïî÷òè êàñà ëàñü
÷àøè ýëåêòðîííûõ âåñîâ, è çàòåì îòïóñòèë åå. Â ìîìå íò
íà÷àëà ïàäåíèÿ àâòîìàòè÷åñêè çàïóñòèëñÿ ýëåêòðîííûé  ñå-
êóíäîìåð. Ìãíîâåííûå ïîêàçàíèÿ âåñîâ Ð è ñåêóíäîìåðà t
ïåðåäàâàëèñü íà îáðàáîòêó â êîìïüþòåð. Ðåçóëüòàòû è çìåðå-
íèé íåñêîëüêî îçàäà÷èëè ýêñïåðèìåíòàòîðà:

Ïî ýòèì äàííûì îïðåäåëèòå ìàññó öåïî÷êè m, åå äëèíó L
è âðåìÿ ïàäåíèÿ 1t . Ñèëàìè ñîïðîòèâëåíèÿ âîçäóõà ïðåíåá-
ðå÷ü. Ñ÷èòàòü 210 ì ñg = .

Ì.Çàìÿòíèí

Çàäà÷à 3. Âîçäóøíûé øàðèê
Âîçäóøíûé øàðèê ðàäèóñîì r = 12 ñì íàäóò äî äàâëåíèÿ

5
0 1,2 10  Ïàp = × . Ìàññà îáîëî÷êè îáM  = 20 ã. Øàðèê

ïîãðóæàþò â ãëóáîêóþ âîäó íà íåêîòîðóþ ãëóáèíó h. Ïðè
êàêîì çíà÷åíèè h øàðèê íà÷íåò òîíóòü? Ñ÷èòàéòå, ÷òî
òåìïåðàòóðà âîäû 4 Ct = °  è åå ïëîòíîñòü 3 310 êã ìr =  íå
çàâèñÿò îò ãëóáèíû. Âîçäóõ ñ÷èòàéòå èäåàëüíûì ãàçîì .

Ñ.Êîçåë

Çàäà÷à 4. Òåïëîâàÿ ïóøêà
Äèàìåòð âõîäíîãî îòâåðñòèÿ âîçäóõîïðîâîäà òåïëîâîé

ïóøêè (ðèñ.6) 1D  = 20 ñì, âûõîäíîãî – 2D  = 22 ñì. Ïðè
ñòàöèîíàðíîé ðàáîòå âåíòèëÿòîðà è íàãðåâàòåëÿ ñêîðî ñòü
âîçäóõà íà âõîäå è íà âûõîäå îêàçàëàñü îäíîé è òîé æå è
ðàâíîé v = 1,5 ì/ñ ïðè ðàçíûõ äàâëåíèÿõ 5

1 10  Ïàp =  è
5

2 1,05 10  Ïàp = × . Íàéäèòå òåìïåðàòóðó 2t  âîçäóõà íà âû-

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3

Ðèñ. 4

Ðèñ. 6

Ðèñ. 5
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õîäå è ìîùíîñòü N , ïîòðåáëÿåìóþ òåïëîâîé ïóøêîé. Òåì-
ïåðàòóðà âîçäóõà íà âõîäå â ïóøêó 1 7 Ct = ° .

È.Âîðîáüåâ

Çàäà÷à 5. Ýëåêòðè÷åñêàÿ öåïü
Ýëåêòðè÷åñêàÿ öåïü (ðèñ.7) ñîñòîèò èç øåñòè ðåçèñòî ðîâ,

ñîïðîòèâëåíèÿ êîòîðûõ 1R  = 1 êÎì, 2R  = 2 êÎì, 3R  =
= 3 êÎì, 4R  = 4 êÎì, è òðåõ îäèíàêîâûõ àìïåðìåòðîâ,

âíóòðåííåå ñîïðîòèâëåíèå r êàæäîãî èç êîòîðûõ ìàëî
( 1r R= ). Âû÷èñëèòå ïîêàçàíèÿ àìïåðìåòðîâ, åñëè íàïðÿ-
æåíèå áàòàðåéêè U  = 3,3 Â.

Íãóåí Íõàò Ìèí

11 êëàññ

Çàäà÷à 1. Äâà áëîêà
Äâà ëåãêèõ áëîêà ñîåäèíåíû íåðàñòÿæèìîé ëåãêîé íèòü þ

(ðèñ.8). Íà êðàþ íèæíåãî áëîêà ðàäèóñîì R çàêðåïëåíà
òî÷å÷íàÿ ìàññà Ì , ñîåäèíåííàÿ ñ
íèòüþ. Ê äðóãîìó êîíöó íèòè ïðè-
êðåïëåí ãðóç ìàññîé m, ïðè÷åì M >
> m. Íàéäèòå ïåðèîä Ò ìàëûõ êîëå-
áàíèé ñèñòåìû îêîëî ïîëîæåíèÿ ðàâ-
íîâåñèÿ.

Ì.Îñèí

Çàäà÷à 2. Òðåóãîëüíûé öèêë
Ãîâîðÿò, ÷òî â àðõèâå ëîðäà Êåëü-

âèíà íàøëè ðóêîïèñü ñ ðV -äèàãðàì-
ìîé, íà êîòîðîé áûë èçîáðàæåí öèê-
ëè÷åñêèé ïðîöåññ â âèäå ïðÿìîó-
ãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ADB . Ïðè
ýòîì óãîë D  áûë ïðÿìûì, à â òî÷êå

K , ëåæàùåé íà ñåðåäèíå ñòîðîíû ÀÂ, òåïëîåìêîñòü ìíîãî-
àòîìíîãî ãàçà ( 4CH ) îáðàùàëàñü â íîëü. Ãàç ìîæíî ñ÷èòàòü
èäåàëüíûì. Îò âðåìåíè ÷åðíèëà âûöâåëè, è íà ðèñóíêå
îñòàëèñü âèäíû òîëüêî êîîðäèíàòíûå îñè è òî÷êè D  è K
(ðèñ.9). Ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè áåç äåëåíèé âî ññòà-

íîâèòå ïîëîæåíèå òðåóãîëüíèêà ADB . Èçâåñòíî, ÷òî â òî÷êå
À îáúåì áûë ìåíüøå, ÷åì â òî÷êå Â.

Å.Ñàâèíîâ

Çàäà÷à 3. Ïåðåâîðîòû
Â âåðòèêàëüíîì öèëèíäðå ñå÷åíèåì S òÿæåëûé ïîðøåíü

ìàññîé m ëåæèò íà øåðîõîâàòîì äíå ïðè îòêðûòûõ îòâåð-
ñòèÿõ â âåðõíåì è íèæíåì òîðöàõ òàê, ÷òî â öèëèíäðå

Ðèñ. 7

Ðèñ. 8

Ðèñ. 9

íàõîäèòñÿ 0n  ìîëåé âîçäóõà. Îòâåðñòèÿ çàêðûâàþò è ïå-
ðåâîðà÷èâàþò öèëèíäð. Ïîñëå ýòîãî îòêðûâàþò îòâåðñò èå
â âåðõíåì òîðöå è äîæèäàþòñÿ óñòàíîâëåíèÿ ðàâíîâåñè ÿ.
Çàòåì îòâåðñòèå çàêðûâàþò è åùå ðàç ïåðåâîðà÷èâàþò öè-
ëèíäð. Ñíîâà îòêðûâàþò âåðõíåå îòâåðñòèå, äîæèäàþòñ ÿ
óñòàíîâëåíèÿ ðàâíîâåñèÿ è òàê äàëåå. Îïðåäåëèòå ìàê ñè-
ìàëüíîå êîëè÷åñòâî âîçäóõà maxn , îêàçàâøååñÿ â öèëèíä-
ðå. Êàêîå êîëè÷åñòâî âîçäóõà n  îêàæåòñÿ â öèëèíäðå
ïîñëå ìíîãîêðàòíîãî ïîâòîðåíèÿ ïðîöåäóðû ïåðåâîðà÷è âà-
íèÿ? Àòìîñôåðíîå äàâëåíèå 0p , òåìïåðàòóðà ïîñòîÿííà,
òðåíèå ìåæäó ïîðøíåì è öèëèíäðîì îòñóòñòâóåò. Óñêîð å-
íèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ ðàâíî g.

Â.Áàòêèí, È.Âîðîáüåâ

Çàäà÷à 4. Áàðüåð Øîòòêè
Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè êîìíàòíîé òåìïåðàòóðå â ïîëó -

ïðîâîäíèêå n-òèïà (ñ ýëåêòðîííîé ïðîâîäèìîñòüþ) âñå àòî-
ìû äîíîðíîé ïðèìåñè èîíèçèðîâàíû (êàæäûé îòäàë ïî
îäíîìó ýëåêòðîíó). Ýëåêòðîíû ýòèõ àòîìîâ ÿâëÿþòñÿ ñ âî-
áîäíûìè íîñèòåëÿìè çàðÿäà (îñíîâíûå íîñèòåëè), à èî íèçè-
ðîâàííûå äîíîðû «çàêðåïëåíû» â óçëàõ êðèñòàëëè÷åñêî é
ðåøåòêè. Ïðè íàïûëåíèè íà ïîâåðõíîñòü òàêîãî ïîëóïð î-
âîäíèêà ìåòàëëè÷åñêîãî êîíòàêòà âñå îñíîâíûå íîñèòå ëè èç
ïðèëåãàþùåé ê ìåòàëëó îáëàñòè ïîëóïðîâîäíèêà øèðèíî é
D  ïåðåõîäÿò â ìåòàëë, à íåïîñðåäñòâåííî ïîä êîíòàêòî ì
îáðàçóåòñÿ îáëàñòü îáúåìíîãî çàðÿäà èîíèçèðîâàííûõ äîíî-
ðîâ – áàðüåð Øîòòêè. Ìåæäó ìåòàëëè÷åñêèì êîíòàêòîì è
îáúåìîì ïîëóïðîâîäíèêà âîçíèêàåò êîíòàêòíàÿ ðàçíîñò ü
ïîòåíöèàëîâ êU  (ðèñ.10). Âû÷èñëèòå øèðèíó D  áàðüåðà

Øîòòêè, åñëè äîíîðíàÿ ïðèìåñü ðàñïðåäåëåíà â ïîëóïð îâîä-
íèêå îäíîðîäíî ñ êîíöåíòðàöèåé 16 3

ä 10  ñìN -= , êîíòàêò-
íàÿ ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ êU  = 0,7 Â, à äèýëåêòðè÷åñêàÿ
ïðîíèöàåìîñòü ïîëóïðîâîäíèêîâîãî êðèñòàëëà e  = 13. Çà-
ðÿä ýëåêòðîíà 191,6 10 Êëe -= × , ýëåêòðè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ

12
0 8,85 10 Ô ì-e = × .

Ñ.Êàðìàçèí

Çàäà÷à 5. Ýëåêòðè÷åñêàÿ öåïü ñ êëþ÷îì
Ýëåêòðè÷åñêàÿ öåïü (ðèñ.11) ñîñòîèò èç êîíäåíñàòîðà

åìêîñòüþ Ñ = 125 ìêÔ, ðåçèñòîðà, ñîïðîòèâëåíèå êîòîðîãî
R íåèçâåñòíî, èñòî÷íèêà ïîñòîÿííîãî òîêà ñ ÝÄÑ E  = 70 Â
è âíóòðåííèì ñîïðîòèâëåíè-
åì r = R/ 2. Âíà÷àëå êîíäåí-
ñàòîð íå çàðÿæåí, òîê îòñóò-
ñòâóåò. Êëþ÷ K  çàìûêàþò è
÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ ðàçìû-
êàþò. Îêàçàëîñü, ÷òî ñðàçó
ïîñëå ðàçìûêàíèÿ êëþ÷à ñèëà
òîêà, òåêóùåãî ÷åðåç êîíäåí-
ñàòîð, â 2 ðàçà áîëüøå ñèëû
òîêà, òåêóùåãî ÷åðåç êîíäåíñàòîð íåïîñðåäñòâåííî ïå ðåä
ðàçìûêàíèåì êëþ÷à. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî òåïëîòû, êîòî ðîå
âûäåëèëîñü â öåïè ïîñëå ðàçìûêàíèÿ êëþ÷à.

À.Øåðîíîâ

Ïóáëèêàöèþ ïîäãîòîâèëè Ñ.Êîçåë, Â.Ñëîáîäÿíèí

Ðèñ. 10

Ðèñ. 11
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Ìåæäóíàðîäíàÿ îëèìïèàäà «Òóéìààäà» ïî ôèçèêå, ìàòå-
ìàòèêå, èíôîðìàòèêå è õèìèè ïðîâîäèòñÿ â ßêóòñêå êà æäîå
ëåòî íà÷èíàÿ ñ 1994 ãîäà – âîò óæå ïî÷òè 20 ëåò. Äë ÿ âñåõ
ó÷àñòíèêîâ, ðóêîâîäèòåëåé êîìàíä, ÷ëåíîâ æþðè è ãîñ òåé
îëèìïèàäà âñåãäà áûëà ïðàçäíèêîì, íàïîëíåííûì âñòðå ÷à-
ìè ñ îðèãèíàëüíûìè çàäà÷àìè, èçâåñòíûìè ó÷åíûìè è
ñàìîé ßêóòèåé, êîòîðàÿ ïðåäñòàåò êðàåì êîíòðàñòîâ, ãäå
íîâûå òåõíîëîãèè îáðàáîòêè àëìàçîâ ñîñåäñòâóþò ñî ñ òà-
ðèííûìè îáû÷àÿìè, à ëåäíèêè íå òàþò äàæå â ñîðîêàãð àäóñ-
íóþ æàðó.

Â ýòîé ñòàòüå áóäåò ðàññêàçàíî î ôèçè÷åñêîé ÷àñòè î ëèì-
ïèàäû, êîòîðàÿ ïðîâîäèëàñü ñ 12 ïî 21 èþëÿ 2012 ãîä à. Êàê
îáû÷íî, ó÷àñòíèêè ñîðåâíîâàëèñü â äâóõ ëèãàõ: ñòàðø åé è
ìëàäøåé (æþðè ðàñïðåäåëÿåò ó÷àñòíèêîâ ïî ëèãàì â çà âè-
ñèìîñòè îò èõ âîçðàñòà è êëàññà). Îëèìïèàäà â êàæäî é ëèãå
ñîñòîÿëà èç äâóõ òóðîâ – òåîðåòè÷åñêîãî è ýêñïåðèìå íòàëü-
íîãî. Íà òåîðåòè÷åñêîì òóðå ïðåäëàãàëèñü 4 çàäà÷è, êàæäàÿ
èç êîòîðûõ îöåíèâàëàñü èç 10 áàëëîâ, à íà ýêñïåðèìå íòàëü-
íîì òóðå – 2 çàäà÷è ïî 15 áàëëîâ êàæäàÿ. Óñëîâèÿ çà äà÷
âûäàâàëèñü íà ðóññêîì è íà àíãëèéñêîì ÿçûêàõ, à ðåø åíèÿ
ó÷àñòíèêè ïèñàëè íà ðîäíîì ÿçûêå, êîòîðûì äëÿ áîëüø èí-
ñòâà ñòàë ÿçûê ôèçèêè è ìàòåìàòèêè. Ñîãëàñíî ïðîãðà ììå
îëèìïèàäû ïî ôèçèêå, ó÷àñòíèêàì ìîãóò áûòü ïðåäëîæå íû
çàäà÷è íà ëþáûå òåìû, ñîäåðæàùèåñÿ â óãëóáëåííîé øê îëü-
íîé ïðîãðàììå (â ìëàäøåé ëèãå – çà èñêëþ÷åíèåì òåì,
îòíîñÿùèõñÿ ê âûïóñêíîìó êëàññó).

Ðîññèéñêèå è çàðóáåæíûå øêîëüíèêè, æåëàþùèå èñïû-
òàòü ñâîè ñèëû íà îëèìïèàäå «Òóéìààäà» â ñëåäóþùåì
ãîäó, è èõ ïðåïîäàâàòåëè ìîãóò ñîãëàñîâàòü îðãàíèçà öèîí-
íûå âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ ó÷àñòèåì, ñ æþðè îëèìïèàäû  ïî
ôèçèêå (fiztuy@mail.ru). Àâòîðû îðèãèíàëüíûõ çàäà÷ (êàê
òåîðåòè÷åñêèõ, òàê è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ) ìîãóò ïðèñû ëàòü
èõ ìåòîäè÷åñêîé êîìèññèè (a_v_ch@mail.ru) –ëó÷øèå ç àäà-
÷è âîéäóò â èòîãîâûé êîìïëåêò è áóäóò îïóáëèêîâàíû ïîñëå
îëèìïèàäû â îáðàçîâàòåëüíûõ æóðíàëàõ.

Íèæå ïðèâîäÿòñÿ èçáðàííûå çàäà÷è òåîðåòè÷åñêîãî òóð à è
ñïèñîê äèïëîìàíòîâ îëèìïèàäû. Ïåðâûå äâå çàäà÷è ïðå ä-
ëàãàëèñü â ìëàäøåé ëèãå, âòîðûå äâå – â ñòàðøåé.

ÈÇÁÐÀÍÍÛÅ ÇÀÄÀ×È ÒÅÎÐÅÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÒÓÐÀ

Çàäà÷à 1. Àâòîðñêàÿ ìåòîäèêà çàâàðêè ÷àÿ
Ýêñïåðèìåíòàòîð Ãëþê ðåøèë çàâàðèòü õîëîäíûé ÷àé ïî

ñâîåé àâòîðñêîé ìåòîäèêå. Äëÿ ýòîãî îí âçÿë ïóñòóþ êàñòðþ-
ëþ äèàìåòðîì d = 23 ñì è âûñîòîé h = 13 ñì è ñòàë
ïîñëåäîâàòåëüíî íàëèâàòü â íåå ïîðöèè âîäû îáúåìîì

100 ìëVD =  êàæäàÿ, ïðè÷åì ïåðâàÿ ïîðöèÿ èìåëà òåìïåðà-
òóðó 1 1 Ct = ° , à êàæäàÿ ñëåäóþùàÿ – íà 1 CtD = °  âûøå,
÷åì ïðåäûäóùàÿ. Êîãäà êàñòðþëÿ çàïîëíèëàñü, Ãëþê âû ñû-
ïàë â íåå îäèí ãðàìì ñóõîãî ÷àÿ è ïåðåìåøàë. Êàêóþ
òåìïåðàòóðó t  ÷àÿ ïðåäïî÷èòàåò Ãëþê, åñëè ñóäèòü ïî åãî
àâòîðñêîé ìåòîäèêå? Îáùàÿ òåïëîåìêîñòü ñòåíîê êàñòð þëè
C = 420 Äæ/Ê, à åå íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà 0 19 Ct = ° .
Òåïëîîáìåíîì ñ îêðóæàþùåé ñðåäîé ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.
Ïëîòíîñòü âîäû 31000 êã ìr = , óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü âîäû

( )4200 Äæ êã Cc = × ° .
Îòâåò â îáùåì âèäå â äàííîé çàäà÷å íå òðåáóåòñÿ.
P.S. Êàê âû äóìàåòå, ïî÷åìó íàø ïåðñîíàæ ëþáèò ÷àé

èìåííî òàêîé òåìïåðàòóðû? (Âîïðîñ øóòî÷íûé è â áàëë àõ íå
îöåíèâàåòñÿ.)

Çàäà÷à 2. Ïðîñòåíüêàÿ ñõåìêà
Ýêñïåðèìåíòàòîð Ãëþê ñîáðàë öåïü èç îäèíàêîâûõ èäå-

àëüíûõ èñòî÷íèêîâ ïîñòîÿííîãî íàïðÿæåíèÿ, êîíäåíñàò î-
ðîâ ðàçëè÷íûõ åìêîñòåé è ðåçèñòîðîâ, ñîïðîòèâëåíèÿ êîòî-
ðûõ óêàçàíû íà ñõåìå (ðèñ.1). Äàëåå Ãëþê ïîäêëþ÷èë
èäåàëüíûé àìïåðìåòð ïîî÷åðåäíî ê äâóì ïàðàì òî÷åê ö åïè.

Ïîñëå êàæäîãî ïîäêëþ÷åíèÿ àìïåðìåòðà Ãëþê æäàë äîñò à-
òî÷íî äîëãî, ÷òîáû òîê ïåðåñòàë èçìåíÿòüñÿ, è òîëüê î ïîñëå
ýòîãî çàïèñûâàë ïîêàçàíèÿ. Ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé òàê îâû:

A1 20 ìÀI = , A2 720 ìÀI = .
1) Îïðåäåëèòå, ê êàêèì òî÷êàì ñõåìû Ãëþê ïîäêëþ÷àë

àìïåðìåòð â êàæäîì èç îïûòîâ.
2) ×åìó áóäåò ðàâíà óñòàíîâèâøàÿñÿ ñèëà òîêà A3I  ÷åðåç

èäåàëüíûé àìïåðìåòð, åñëè åãî ïîäêëþ÷èòü ê òî÷êàì A è B?

Çàäà÷à 3. Òîíóùèé ñòàêàí
Áîëüøîé íåïîäâèæíûé ãåðìåòè÷íûé ñîñóä ÷àñòè÷íî çà-

ïîëíåí âîäîé è ïîääåðæèâàåòñÿ ïðè ïîñòîÿííîé òåìïåð àòóðå
T. Â âîäó ïóñòèëè ïëàâàòü îòêðûòûé ñâåðõó öèëèíäðè÷å ñ-
êèé òîíêîñòåííûé ñòàêàí ðàäèóñîì r, ïðè÷åì êðàÿ ñòàêàíà
îêàçàëèñü íà h âûøå, à äíî – íà H
íèæå óðîâíÿ âîäû (ðèñ.2). Äíî ñòà-
êàíà óòÿæåëåíî, òàê ÷òî ñòàêàí ïëà-
âàåò âåðòèêàëüíî. Ïðè òåìïåðàòóðå
T äàâëåíèå íàñûùåííûõ ïàðîâ âîäû
ðàâíî p. Ïëîòíîñòü r  è ìîëÿðíàÿ
ìàññà  M  âîäû èçâåñòíû. Êîýôôè-
öèåíò ïðèëèïàíèÿ ìîëåêóë ïàðà ê
ïîâåðõíîñòè âîäû ðàâåí a .

1) Êàêàÿ ìèíèìàëüíàÿ ìàññà m
âîäû äîëæíà íàêîïèòüñÿ â ñòàêàíå,
÷òîáû îí óòîíóë? Ïîâåðõíîñòíûì
íàòÿæåíèåì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

2) Íàéäèòå ïîòîê F  ìîëåêóë, ïî-
êèäàþùèõ ïîâåðõíîñòü âîäû.

3) Íàéäèòå ðàçíîñòü êîíöåíòðàöèé nD  ïàðà íàä ïîâåðõíî-
ñòÿìè âîäû â ñòàêàíå è â ñîñóäå, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ï ðîöåññû
äèôôóçèè ïðîòåêàþò ìíîãî áûñòðåå ïðîöåññîâ èñïàðåíè ÿ.

XIX Ìåæäóíàðîäíàÿ îëèìïèàäà
øêîëüíèêîâ «Òóéìààäà». Ôèçèêà

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2
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4) Îöåíèòå âðåìÿ t  , ÷åðåç êîòîðîå ñòàêàí óòîíåò.
Êîýôôèöèåíò ïðèëèïàíèÿ – ýòî âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî

ìîëåêóëà ïàðà, íàëåòåâøàÿ íà ïîâåðõíîñòü âîäû, ïðèñ îåäè-
íèòñÿ ê âîäå. Ïîòîê ìîëåêóë – ýòî êîëè÷åñòâî ìîëåêó ë,
îòíåñåííîå ê ïëîùàäè è êî âðåìåíè.

Çàäà÷à 4. Ìèêðîýëåêòðîìåõàíè÷åñêîå óñòðîéñòâî
Ìèêðîýëåêòðîìåõàíè÷åñêèå ñèñòåìû (ÌÝÌÑ) – ýòî óñò-

ðîéñòâà, ñî÷åòàþùèå îäíîâðåìåííî ýëåêòðè÷åñêèå è ìå õàíè-
÷åñêèå ôóíêöèè. Îíè íàøëè øèðîêîå ïðèìåíåíèå çà ñ÷å ò
ìèíèàòþðíîñòè è òåõíîëîãèé ïðîèçâîäñòâà, ïîëíîñòüþ ñî-
âìåñòèìûõ ñî ñòàíäàðòíûìè ïîëóïðîâîäíèêîâûìè öèêëà-
ìè. Äàííàÿ çàäà÷à ïîñâÿùåíà îäíîìó èç ñàìûõ ðàñïðîñ òðà-
íåííûõ ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàòåëåé – ýëåêò ðî-
ñòàòè÷åñêîìó.

Â êà÷åñòâå ìîäåëè ðàññìîòðèì ïëîñêèé êîíäåíñàòîð, è ìå-
þùèé ïëàñòèíû ïëîùàäüþ S, îäíà èç êîòîðûõ íåïîäâèæíà,
à äðóãàÿ ïðèêðåïëåíà ê ïðóæèíå æåñòêîñòüþ k è ìîæåò
ïåðåìåùàòüñÿ â âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèè (ðèñ.3). Îá êëàä-
êè êîíäåíñàòîðà ïîäêëþ÷åíû ê èñòî÷íèêó ðåãóëèðóåìîã î
ïîñòîÿííîãî íàïðÿæåíèÿ. Â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè íàïðÿ æå-
íèå èñòî÷íèêà ðàâíî íóëþ, à âåðõíÿÿ ïëàñòèíà ïîêîèò ñÿ íà

¹ Ó÷àñòíèê Êîìàíäà Äèïëîì
1 Èãíàò Èîàí Ðóìûíèÿ I
2 Øàðèïîâ Äèíàé Êàçàõñòàí II
3 Íîâèöêèé Âàñèëèé Ìîñêîâñêàÿ îáëàñòü III
4 Òóðñûíáåê Íóðèñëàì Êàçàõñòàí III
5 Èâàíîâ Àéñèýí Ðåñïóáëèêà ßêóòèÿ III
6 Øåâ÷åíêî Àëåêñàíäð Ïðèìîðñêèé êðàé III
7 Äüÿêîíîâ Ðàäèìèð Ðåñïóáëèêà ßêóòèÿ III
8 Èâàíîâà Ñâåòëàíà Ðåñïóáëèêà ßêóòèÿ III

Äèïëîìàíòû ïî ñòàðøåé ëèãå

¹ Ó÷àñòíèê Êîìàíäà Äèïëîì
1 Ñëîáîäñêîâ Èãîðü Ñáîðíàÿ Ðîññèè I

Ðèñ. 3

ðàññòîÿíèè d îò íèæíåé. Ýëåê-
òðè÷åñêèì ñîïðîòèâëåíèåì
öåïè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü âî âñåõ
ñëó÷àÿõ.

1) Îïðåäåëèòå ýëåêòðîñòà-
òè÷åñêóþ ñèëó 1F , äåéñòâóþ-
ùóþ íà âåðõíþþ ïëàñòèíó êîí-
äåíñàòîðà ñî ñòîðîíû íèæíåé,
ñðàçó ïîñëå ðåçêîé ïîäà÷è íà
êîíäåíñàòîð íàïðÿæåíèÿ 1U .

2) Íàïðÿæåíèå íà êîíäåíñà-
òîðå ïëàâíî è ìåäëåííî óâåëè-
÷èâàþò îò íóëåâîãî çíà÷åíèÿ. Ïðè êàêîì íàïðÿæåíèè 2U
ïëàñòèíû ñõëîïíóòñÿ?

3) Êàêîå ìèíèìàëüíîå íàïðÿæåíèå 3U  íóæíî ðåçêî ïî-
äàòü íà êîíäåíñàòîð, ÷òîáû åãî ïëàñòèíû ñõëîïíóëèñü ,
åñëè ñðàçó ïîñëå çàðÿäêè êîíäåíñàòîðà öåïü áóäåò ðà çîìê-
íóòà?

4) Êàêîå ìèíèìàëüíîå íàïðÿæåíèå 4U  íóæíî ðåçêî ïî-
äàòü íà êîíäåíñàòîð, ÷òîáû åãî ïëàñòèíû ñõëîïíóëèñü , åñëè
ïîäàííîå íàïðÿæåíèå äàëåå áóäåò ïîääåðæèâàòüñÿ ïîñò îÿí-
íûì?

Äèïëîìàíòû ïî ìëàäøåé ëèãå 2 Äåãòÿðåíêî Àíòîí Ïðèìîðñêèé êðàé I
3 Ìàñëîâ Èâàí Ñáîðíàÿ Ðîññèè I
4 Íîãîâèöûí Ïåòð Ðåñïóáëèêà ßêóòèÿ II
5 Ñåäîâ Àëåêñàíäð Ñáîðíàÿ Ðîññèè II
6 Ãàâðèëüåâ Âëàäèìèð Ðåñïóáëèêà ßêóòèÿ II
7 Êèñ Àëåêñ Ðóìûíèÿ II
8 Äåíèñîâ Àðòåì Ïðèìîðñêèé êðàé II
9 Êîíñòàíòèíîâ Ôåäîð Ìîñêîâñêàÿ îáëàñòü III
10 Íîâãîðîäîâ Àéààë Ðåñïóáëèêà ßêóòèÿ III
11 Âèíîêóðîâ Ëåâ Ðåñïóáëèêà ßêóòèÿ III
12 Êëþ÷èêîâ Åâãåíèé Ïðèìîðñêèé êðàé III

Ïóáëèêàöèþ ïîäãîòîâèëè
À.×óäíîâñêèé, Þ.Ãðèãîðüåâ, Â.Ïîòàïîâ

(Íà÷àëî ñì. íà ñ. 39)

Òàêèì æå îáðàçîì òàííèíû õóðìû äåéñòâóþò è íà áåëêè
ñëþíû – åå âÿçêîñòü óâåëè÷èâàåòñÿ, îíà ïðåâðàùàåòñÿ  â
êëåé, âî ðòó ñòàíîâèòñÿ ñóõî, è ñúåñòü íåñîçðåâøèé ïëîä

ïðåäñòàâëÿåòñÿ íåâîçìîæíûì. Êîãäà æå ñåìåíà õóðìû ñ î-
çðåâàþò, êîíöåíòðàöèÿ òàííèíîâ ïàäàåò, è õóðìà óæå íå
âÿæåò âî ðòó. Îäíàêî åå ïëîäû ñòàíîâÿòñÿ òàêèìè ìÿã êèìè
è íåæíûìè, ÷òî äîâåçòè èõ äî æèòåëåé êðóïíûõ ãîðîäî â
î÷åíü íåïðîñòî.

Ê.Áîãäàíîâ

Ïî÷åìó õóðìà âÿæåò âî ðòó?

Ðèñ. 2

Øàõìàòû è ìàòåìàòèêà

  Ïîñòîÿííûé àâòîð æóð-
íàëà «Êâàíò», áîëåå 30 ëåò
âåäóùèé ðóáðèêó «Øàõìàò-
íàÿ ñòðàíè÷êà», Åâãåíèé
Ãèê íàïèñàë íåìàëî êíèã,
ïîñâÿùåííûõ äâóì ðîä-
ñòâåííûì òåìàì – ìàòåìà-
òèêå íà øàõìàòíîé äîñêå è
êîìïüþòåðíûì øàõìàòàì.

Â íîâîì ñîëèäíîì òîìå
«Øàõìàòû. Ìàòåìàòèêà.
Êîìïüþòåðû»(èçäàòåëü
«Àíäðåé Åëüêîâ», Ìîñêâà,
2013) àâòîð ïîäâîäèò èòîãè
ñâîèõ ìíîãîëåòíèõ èññëå-
äîâàíèé â îáîèõ íàïðàâëå-
íèÿõ. Ýòà êíèãà áóäåò èíòå-
ðåñíà êàê ïîêëîííèêàì
øàõìàò, òàê è ëþáèòåëÿì
ìàòåìàòèêè è êîìïüþòåðîâ.
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«ÊÂÀÍÒ» ÄËß ÌËÀÄØÈÕ ØÊÎËÜÍÈÊÎÂ

ÇÀÄÀ×È

(ñì. «Êâàíò» ¹1)

1. Òåïëîïðîâîäíîñòü ìåòàëëà ëó÷øå (âûøå), ÷åì ó ïëàñò ìàñ-
ñû. Çèìîé ìåòàëëè÷åñêèå ïîðó÷íè áûñòðî îòâîäÿò òåïë î îò
ðóê – ðóêè ìåðçíóò. À ëåòîì íàîáîðîò: æåëàòåëüíî êà ê-òî îõ-
ëàäèòüñÿ.
2. Íàçîâåì àïåëüñèíû è áàíàíû ýêçîòè÷åñêèìè ôðóêòàìè.  Ïî
óñëîâèþ çàäà÷è êàæäûé èç  áîãàòûðåé çà îäèí óäàð ñá èâàåò ñ
÷óäî-áåðåçû äâà ýêçîòè÷åñêèõ ôðóêòà (ëèáî 2 + 0, ëè áî 0 + 2,
ëèáî 1 + 1). Âñåãî ñ áåðåçû óïàëî 2000 + 1000 = 300 0 ýêçîòè-
÷åñêèõ ôðóêòîâ, çíà÷èò, âñåãî áîãàòûðè ñäåëàëè 3000 /2 =
= 1500 óäàðîâ. Íî êàæäûé èç óäàðîâ êàæäîãî èç áîãàòû ðåé
äàåò ðîâíî îäíî ÿáëîêî, ïîýòîìó ÿáëîê âñåãî áóäåò 1 500.
3. Ó ñîâðåìåííûõ ëîêîìîòèâîâ – ýëåêòðîâîçîâ è òåïëîâî çîâ
– äâå êàáèíû, ìàøèíèñò ìîæåò óïðàâëÿòü ëîêîìîòèâîì èç
ëþáîé êàáèíû. Íåò íåîáõîäèìîñòè ðàçâîðà÷èâàòü ëîêîì îòèâ.
Ïî ñõîæåìó ïðèíöèïó ðàáîòàþò ïîåçäà ìåòðî è ýëåêòðè ÷êè.
Íî â íåêîòîðûõ äåïî ïîâîðîòíûé êðóã äî ñèõ ïîð ôóíê öèî-

íèðóåò: îò íåãî ëó÷àìè
ðàñõîäÿòñÿ ìíîãî ïóòåé,
è îí èñïîëüçóåòñÿ â êà-
÷åñòâå êîìïàêòíîé ðàç-
âèëêè (íàïðèìåð, äëÿ
ðàñïðåäåëåíèÿ ëîêîìî-
òèâîâ ïî áîêñàì äåïî).
4. Êîíå÷íî, òàêîå ìîãëî
áûòü. Íàïðèìåð, òàê:
Êàðëñîí âèäèò 9699 + 6,
à Ìàëûø âèäèò 9 +
+ 6696. Òîãäà ó Ìàëûøà
ïîëó÷àåòñÿ 6705, à ó
Êàðëñîíà 9705 – ðîâíî
íà 3000 áîëüøå!
5. Ñì. ðèñ. 1.

ÊÎÍÊÓÐÑ «ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 6-8»

(ñì. «Êâàíò» ¹5-6 çà 2012 ã.)

6. Îäèí èç âàðèàíòîâ ðàçðåçà-
íèÿ ïîêàçàí íà ðèñóíêå 2.
7. 10.
Ïóñòü 1 2, , , Naa a¼ – âûïèñàí-
íûå Ïàøåé íàòóðàëüíûå ÷èñ-
ëà. Ïî óñëîâèþ âñå îòíîøåíèÿ

32

1 2 1

, , , N

N

aa a
a a a -

¼  ðàâíû îäíîìó

è òîìó æå ÷èñëó. Îáîçíà÷èì
åãî q. Âèäíî, ÷òî Ïàøèíû
÷èñëà îáðàçóþò ãåîìåòðè÷åñ-
êóþ ïðîãðåññèþ ñî çíàìåíàòå-
ëåì q. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

÷èñëà âûïèñàíû â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ è ÷òî 1q > . À òàê
êàê âñå ýòè ÷èñëà íàòóðàëüíûå, òî q – ðàöèîíàëüíîå è åãî

ìîæíî çàïèñàòü â âèäå q
u
v

= , ãäå u è v – âçàèìíî ïðîñòûå

íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Ïåðåìíîæèì âñå îòíîøåíèÿ:

1 2

1

3

1 12

N N

N

N aa a a
a a a

q
a

-

-

= × × × =K , îòêóäà ïîëó÷èì, ÷òî

1
1

1 1 1

N
N

N N

u
a q a

v
a

-
-

-= × = × . Çíà÷èò, Na  äîëæíî äåëèòüñÿ íà

1Nu -  (à 1a  – íà 1Nv - ). Â ïðåäåëàõ îò 1 äî 1000 ñàìàÿ áîëü-

øàÿ ñòåïåíü äåëèòåëÿ ó ÷èñëà 9512 2= . Ïîýòîìó 1 9N - £ ,

ò.å. 10N £ , à ïðèìåðîì ñ äåñÿòüþ ÷èñëàìè ñëóæèò ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ñòåïåíåé äâîéêè: 1, 2, 4, ..., 512.

8. 
1
2

.

Êóá âìåñòå ñ ìíîãîãðàííèêîì (êðèñòàëëîì) ðàçîáüåì í à âî-
ñåìü ðàâíûõ êóáèêîâ òðåìÿ ïëîñêîñòÿìè, ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç
ñåðåäèíû ïàðàëëåëüíûõ ðåáåð êóáà. Çàìåòèì, ÷òî ÷àñò ü ìíî-
ãîãðàííèêà, ïîïàâøàÿ â êàæäûé êóáèê, ñîñòàâëÿåò ïîë îâèíó
ýòîãî êóáèêà, ïîòîìó ÷òî îíà ñîäåðæèò òðè  èç øåñòè  ðàâíûõ
ïèðàìèä, èç êîòîðûõ ñîñòàâëåí êóáèê. (Âîîáùå, êàæäû é êóá
ñîñòàâëåí èç øåñòè ðàâíûõ ïèðàìèä, îñíîâàíèåì êîòîð ûõ ÿâ-
ëÿþòñÿ ãðàíè êóáà, à âåðøèíîé – öåíòð êóáà.) Ïîýòîì ó
îáúåì èñêîìîãî ìíîãîãðàííèêà ðàâåí ïîëîâèíå îáúåìà êóáà.
9. Âíè÷üþ.
Îáîçíà÷èì ïîáåäó Õîëìñà áóêâîé Õ, ïîáåäó Ìîðèàðòè –
áóêâîé Ì, íè÷åéíûé èñõîä – áóêâîé Í. Òîãäà ïîñëåäîâ àòåëü-
íîñòü ðåçóëüòàòîâ âñåõ «áèòâ» ìîæíî çàïèñàòü â âèäå  «ñëîâà»
èç ýòèõ áóêâ, ïðè÷åì èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî êîëè÷å ñòâî áóêâ
ðàâíî «ïî÷òè ñîòíå», à ñòðîãî ãîâîðÿ – ìåíüøå 100. Òàê êàê
çà êàæäîé ïîáåäîé Õîëìñà ñëåäîâàëè äâå íè÷üè, òî ïî ñëå
êàæäîé áóêâû Õ ýòîãî ñëîâà èäóò áóêâû ÍÍ. Êðîìå òîã î, ïî-
ñêîëüêó ïîñëå êàæäîé ïîáåäû Ìîðèàðòè ñëåäîâàëà ïîáå äà
Õîëìñà, à çà íåé, êàê ìû çíàåì, îïÿòü-òàêè äâå íè÷ü è, òî
ïîñëå êàæäîé áóêâû Ì äîëæíî ñëåäîâàòü ñî÷åòàíèå áóê â
ÕÍÍ. À âîò ïîñëå áóêâû Í ìîæåò áûòü ÷òî óãîäíî – â óñëî-
âèè íà ýòî îãðàíè÷åíèé íåò. Ñëåäîâàòåëüíî, íàøå ñëî âî ñî-
ñòàâëåíî èç «áëîêîâ» òðåõ âèäîâ: ÕÍÍ, ÌÕÍÍ è Í. Ïóñ òü
áëîêîâ ïåðâîãî âèäà áûëî a, âòîðîãî âèäà – b, òðåòüåãî âèäà
– ñ. Òîãäà, êàê âèäíî, Õîëìñ îäåðæàë a + b  ïîáåä, Ìîðèàðòè
– b ïîáåä, à âñåãî ñîñòîÿëîñü 3 a + 4 b + c ïîåäèíêîâ.
Òàê êàê Ìîðèàðòè îäåðæàë â ïîëòîðà ðàçà ìåíüøå ïîáå ä,

÷åì Õîëìñ, òî 
1,5

b
a b

=
+

, îòêóäà b = 2 à. Òîãäà ïîëó÷àåì, ÷òî

Õîëìñ ïîáåäèë â a + b = 3a áîÿõ è âñåãî ñõâàòîê áûëî 3 a +
+ 4b + c = 11a + c. Òàê êàê ýòî ïîñëåäíåå çíà÷åíèå ìåíüøå

100, òî 11 a < 11 a + c < 100, è  
100
11

a < , ò.å. 9a £ .

Äàëåå, Õîëìñ îäåðæàë ïîáåäó áîëåå ÷åì â 27% ñîñòîÿâ øèõñÿ

áîåâ, ò.å. 
3

0,27
11

a
a c

>
+

, îòêóäà ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçî-

âàíèé ïîëó÷àåì 
9

1
9 9
a

c £ =< . Ïîýòîìó ñ = 0. Òàêèì îáðàçîì,

îäíîáóêâåííûõ áëîêîâ òèïà Í â ñëîâå íåò âîîáùå! Ïîý òîìó
ñëîâî íà÷èíàåòñÿ ëèáî ñ áëîêà ÕÍÍ, ëèáî ñ áëîêà ÌÕÍ Í. Â
îáîèõ ñëó÷àÿõ òðåòüÿ áóêâà ñëîâà – Í. À ýòî îçíà÷àå ò, ÷òî
òðåòüÿ ïî ñ÷åòó ñõâàòêà ãåðîÿ-ñûùèêà Øåðëîêà Õîëìñà  ñ
ïðîôåññîðîì ïðåñòóïíîãî ìèðà Ìîðèàðòè çàêîí÷èëàñü â íè-
÷üþ.
10. 90o.
Òðåáóåòñÿ íàéòè ñóììó óãëîâ BAE è ACD (ðèñ. 3). Ïðîäîë-
æèì òðåóãîëüíóþ ñåòêó è îòìåòèì óçåë K . ßñíî, ÷òî

BAE DCKÐ = Ð , òàê êàê ýòî óãëû ìåæäó ñòîðîíîé è äèàãî-

Ðèñ. 1

Ðèñ. 3

Ðèñ. 2



Ê Â À Í T  $ 2 0 1 3 / ¹ 256
íàëüþ â îäèíàêîâûõ ïàðàëëåëîãðàììàõ. Òåïåðü ïîêàæåì , ÷òî
òðåóãîëüíèê ACK ïðÿìîóãîëüíûé. Çàìåòèì, ÷òî îòðåçîê AK
ïðîõîäèò ÷åðåç óçåë M  è äåëèòñÿ èì ïîïîëàì. Äàëåå, CM =
= AM  êàê äèàãîíàëè â îäèíàêîâûõ ïàðàëëåëîãðàììàõ. Òàêèì
îáðàçîì, â òðåóãîëüíèê ACK  ìåäèàíà CM  â äâà ðàçà ìåíüøå
ñòîðîíû AK , ïîýòîìó ACKÐ  – ïðÿìîé.

ÁÛÑÒÐÅÅ ÁÛÑÒÐÎÃÎ, ÈËÈ ÌÎÆÍÎ ËÈ ÎÁÎÃÍÀÒÜ
ÁÈÍÀÐÍÛÉ ÀËÃÎÐÈÒÌ

1. Áóäåì äåéñòâîâàòü ñ êîíöà. Ïðèìåíèì ê ïîëó÷åííîìó í à
êàêîì-òî øàãå ÷èñëó îïåðàöèè, îáðàòíûå ê çàäàííûì â  óñëî-
âèè, ò.å. áóäåì äåëèòü íà 2 (åñëè ÷èñëî ÷åòíîå) è ï ðèáàâëÿòü
1. Ðàññìîòðèì âñåâîçìîæíûå âàðèàíòû öåïî÷åê, êîòîðû å ïî-
ëó÷àþòñÿ òàêèì îáðàçîì. Ïîêàæåì, ÷òî â ëþáîé èç âîç ìîæ-
íûõ öåïî÷åê ïîÿâèòñÿ ÷èñëî, ñîäåðæàùåå 3:

12002 2003+¾¾¾®

1
1/2 1

11/2

1003
2002 1001 1002

502501

+
+

+

¾¾¾®
¾¾¾® ¾¾¾®

¾¾¾®¾¾¾®

1
1

11/2
1/2

503
502 253

252251
126

+
+

+
¾¾¾®

¾¾¾®
¾¾¾®¾¾¾®

¾¾¾®
1/2

1 1
1 1

11/2 1

63

126 129 130
127 128

6664 65

+ +
+ +

++

¾¾¾®

¾¾¾® ¾¾¾®
¾¾¾® ¾¾¾®

¾¾¾®¾¾¾® ¾¾¾®

66 67 68 69 70 71 72 73® ® ® ® ® ® ®

Êàæäîå èç ÷åòíûõ ÷èñåë 64, 66, 68, 70, 72 ïðè äåëåí èè íà 2
äàåò ÷èñëî, ñîäåðæàùåå 3, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàò ü.
2. Ïîêàæèòå, ÷òî ëþáîé íàáîð èç ïÿòè ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷è-
ñåë ñîäåðæèò äâà ñîñåäíèõ ÷èñëà âèäà 4k + 1 è 4 k + 2. Òîãäà
ïîñëå äâóõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì 4 1 4 2k k k+ ® ®  è
4 2 2 1 2k k k+ ® + ® , ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

3. Äëÿ 2qn =  èìååì ( ) ( ) 2 22 log 2 logq ql n l q n= = = = . Åñëè

( ) 2nn ³ , òî ( ) ( )2log 1n n l n< l + £ .

4. Â òåîðåìå 4 âîçüìåì 2 2
1 1

log ( ) log ( )
2 2

k n né ù= l £ lê úë û
. Òîãäà èç

óïðàæíåíèÿ 3 è íåðàâåíñòâà ( ) ( ) ( )( )1 1 1 2kl n k n£ + l + +  ïî-

ëó÷àåì

( ) ( ) ( )( )
( )

2

2 2

1 1 1 2log
1

log log

kk nl nn
n n n

+ l + +
= £ £ £

l

£
( ) ( ) ( )

2

1 1 1
1 1

1
log

2
n nn

æ ö
ç ÷æ ö
ç ÷+ + +ç ÷ç ÷lé ùç ÷ lè ølç ÷ê úë ûè ø

.

Îñòàåòñÿ ïåðåéòè ê ïðåäåëàì è ïðèìåíèòü «ëåììó î äâ óõ ìè-
ëèöèîíåðàõ».

5. Óêàçàíèå. ( )132 1 14l + = . Äîêàæèòå, ÷òî ( )2731 15l = .
6. Óêàçàíèå. Áèíàðíûé ìåòîä îïòèìàëåí äëÿ ñëó÷àÿ

( ) 3nn £ . Ïðîâåðüòå, ÷òî äëÿ ÷èñåë âèäà

( )( )22 1 2 1 2 1q q q- = - +  ìåòîä ìíîæèòåëåé ðàáîòàåò áûñòðåå
áèíàðíîãî ìåòîäà.
7. Óêàçàíèå. Ðàññìîòðèòå ÷èñëà âèäà ( )2 2 1r q - .
8. Ìîæíî.
Äîêàæåì ïî èíäóêöèè, ÷òî ìîæíî ïîëó÷èòü ëþáîé ìíîãî ÷ëåí
âèäà 1n

nf x= + . Îñíîâàíèå èíäóêöèè äëÿ n = 1 è n = 2 âû-
ïîëíåíî ïî óñëîâèþ (íà äîñêå íàïèñàíû ìíîãî÷ëåíû x + 1
è 2 1x + ). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà äîñêå óæå åñòü ìíîãî÷ëå-

íû 2
2 1n

nf x -
- = +  è 1

1 1n
nf x -

- = + . Òîãäà, ïîñêîëüêó

( )( ) ( )1 2 2
1 1 2 21 1 1n n n n

n n n nf x x x x x f f f f- - -
- - -= + = + - + + = - + ,

ïî óñëîâèþ ìû ñìîæåì íàïèñàòü íà äîñêå è ìíîãî÷ëåí
1n

nf x= + , ÷òî è òðåáîâàëîñü.

9. 
min( , )

1

B T

i

T

i=

æ ö
ç ÷è øå , ãäå i

T

T
C

i
æ ö

=ç ÷è ø
 – áèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû.

Óêàçàíèå . Ïóñòü ( ),H B T  – ýòî ìàêñèìàëüíûé íîìåð ýòàæà,
êîòîðûé ìîæíî ïðîâåðèòü ñ ïîìîùüþ B øàðèêîâ ïðè ðàçðå-
øåííûõ T òåñòàõ. ßñíî, ÷òî ( ), 0 0H B =  è ( )1,H T T= . Äëÿ

2B ³  äîêàæèòå ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó

( ) ( )( )
1

, 1, 1
T

k

H B T H B T k
=

= - - +å .

Ýòó ôîðìóëó ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê:

( ) ( ) ( ), 1, 1 1 , 1H B T H B T H B T= - - + + - .

Çàòåì ïðèìåíèòå èíäóêöèþ ïî óïîðÿäî÷åííîé ïàðå ( B, T):
èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ

1 1

1

T T T

k k k

- -æ ö æ ö æ ö
= +ç ÷ ç ÷ ç ÷-è ø è ø è ø

, äîêàæèòå, ÷òî

( )
min( , ) min( 1, 1) min( , 1)

1 1 1

1 1
, 1

B T B T B T

i i i

T T T
H B T

i i i

- - -

= = =

- -æ ö æ ö æ ö
= = + +ç ÷ ç ÷ ç ÷è ø è ø è øå å å .

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ äâóõ øàðèêîâ ïîëó÷àåòñÿ

( ) ( 1)
2, 1 2 ... 1

2
T T

H T T T T
+

= + - + - + + = .

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýòàæåé, ñ êîòîðîé áðîñàåòñÿ ïåðâ ûé øà-
ðèê (ïîêà íå ðàçîáüåòñÿ), áóäåò ñëåäóþùåé: T, 2T – 1 = T +
+ T  – 1, 3 T – 3 = T + T – 1 + T – 2 è ò.ä. Åñëè ïåðâûé øà-
ðèê ðàçáèâàåòñÿ, òî âòîðûì øàðèêîì ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîâå-
ðÿåì ýòàæè ñ ìàêñèìàëüíîãî óðîâíÿ, ñ êîòîðîãî íå ðà çáèâàë-
ñÿ ïåðâûé øàðèê. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ 105-ýòàæíîãî äî ìà
èìååì 14 ïîïûòîê è òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýòàæåé:  14,
27, 39, 50, 60, 69, 77, 84, 90, 95, 99, 102, 104, 1 05. ×òîáû ïî-
ëó÷èòü êîëè÷åñòâî ïîïûòîê äëÿ 100-ýòàæíîãî äîìà, íó æíî ðå-

øèòü íåðàâåíñòâî 
( 1)

100
2

T T +
³ , îòêóäà 14T ³ .

Äëÿ òðåõ øàðèêîâ èìååì ( )
2( 5)

3,
6

T T
H T

+
= .

10. 1
2
né ù+ê úë û

.

Çàíóìåðóåì îêîøêè ñëåâà íàïðàâî ÷èñëàìè îò 1 äî n. Âíà÷à-

ëå ñäåëàåì 
2
né ù

ê úë û
-é âûñòðåë ïî îêîøêó ñ íîìåðîì 

2
né ù

ê úë û
 è ïîñ-

ëåäíèé âûñòðåë ñäåëàåì ïî îêîøêó ñ íîìåðîì n. Ïðè òàêîì
àëãîðèòìå ñòðåëüáû ìèøåíü áóäåò ãàðàíòèðîâàííî ïîðà æåíà.
Äîêàæåì, ÷òî íèêàêàÿ ñåðèÿ èç ìåíüøåãî ÷èñëà âûñòðå ëîâ íå
ãàðàíòèðóåò ïîðàæåíèÿ ìèøåíè. Ïóñòü ik  îáîçíà÷àåò íîìåð
îêîøêà, ïî êîòîðîìó äåëàåòñÿ i -é âûñòðåë. Òîãäà åñëè ñäåëà-

íî íå áîëåå 
2
né ù

ê úë û
 âûñòðåëîâ, òî äëÿ 1, 2, ..., 1

2
n

m é ù= +ê úë û
 óñëî-

âèåì ïîðàæåíèÿ ìèøåíè, íàõîäèâøåéñÿ â ñàìîì íà÷àëå â
îêíå ñ íîìåðîì m, ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî 1ik m i= + -  õîòÿ áû
äëÿ îäíîãî èç çíà÷åíèé i . Íî êàæäûé âûñòðåë îáåñïå÷èâàåò
âûïîëíåíèå íå áîëåå îäíîãî èç ðàâåíñòâ. Ñëåäîâàòåëü íî, ñó-

ùåñòâóåò òàêîå 0 1
2
n

m é ù£ +ê úë û
, ÷òî 0 1ik m i¹ + -  äëÿ

1, 2, ...,
2
n

i é ù= ê úë û
. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñåðèè èç

íå áîëåå ÷åì 
2
né ù

ê úë û
 âûñòðåëîâ ñóùåñòâóåò íà÷àëüíîå ïîðàæå-

íèå ìèøåíè, ïðè êîòîðîì îíà îñòàíåòñÿ íåïîðàæåííîé.
12. Áóäåì ðàññóæäàòü àíàëîãè÷íî óïðàæíåíèþ 11. Èìååì



Î Ò Â Å Ò Û ,  Ó Ê À Ç À Í È ß ,  Ð Å Ø Å Í È ß 57

ÊÐÈÂÎËÈÍÅÉÍÎÅ ÄÂÈÆÅÍÈÅ Â ÇÀÄÀ×ÀÕ

1. 3sin 22 ñìH h l= + a = . 2. min 45a = ° .

3. 2 2
3 1 2 5 êìs s s= + = .

4. Ãðàíèöà îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì 
2

20
2
02 2

v g
y x

g v
= - .

5. 
2
0 sin 2

2 10 ì
v

L l
g

a
= - = . 6. 

( )22
1,6 c

v gh
t

g

-
= = .

7. ( )min 2 25 ì ñv g H L= + = .

8. 0
2

10 ì ñ
cos 2 tg

l g
v

h l
= »

a + a
. 9. 

2 2
arcsin 70,5

3
a < = ° .

10. 
2
0

max 2
0

2
1 38 ì

v gh
s

g v
= - = ; max

2
max 0

2
1 0,6

s gh
L v

= - = .

1m mF n F- < £ . Ñëåäóÿ íàøåìó àëãîðèòìó, ïåðâûé òåñò ïðîâî-
äèì ñ ëþáûì äåðåâîì, çàòåì ïðîâåðÿåì äåðåâî, ðàñïîë îæåí-
íîå íà ðàññòîÿíèè 1mF -  îò íåãî. Ïðîèçâåäåì îïåðàöèþ ðàçðå-
çàíèÿ îêðóæíîñòè â òî÷êå ñ ìåíüøèì çíà÷åíèåì è âûïð ÿìëå-
íèå îêðóæíîñòè â îòðåçîê (ðèñ.4).

Äàëüíåéøèå ïîñòðîåíèÿ ïðîèçâîäèì íà îòðåçêå öåëî÷èñ ëåí-
íîé ïðÿìîé. Íå òåðÿÿ îáùíîñòè, ñ÷èòàåì x < z , y < z .
Èíäóêöèîííîå ïðåäïîëîæåíèå.
Ðàññìîòðèì öåëî÷èñëåííûé îòðåçîê äëèíû n, 1k kF n F- < £  ñî
ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
– êîíöû îòðåçêà ïîìå÷åíû ÷èñëàìè x, y;
– âíóòðè îòðåçêà åñòü òî÷êà, ïîìå÷åííàÿ ÷èñëîì z, ïðè ýòîì
x < z , y < z ;
– ðàññòîÿíèå îò òî÷êè, ïîìå÷åííîé z, äî îäíîãî êîíöà îòðåç-
êà íå áîëüøå 1kF - , à äî äðóãîãî êîíöà îòðåçêà íå áîëüøå

2kF - .
Òîãäà ìîæíî íàéòè äåðåâî, êîòîðîå ñòàðøå îáîèõ ñâîè õ ñîñå-
äåé, è ñîîòâåòñòâåííî ïîìå÷åííóþ òî÷êó, çíà÷åíèå êî òîðîé
áîëüøå, ÷åì çíà÷åíèÿ ñîñåäíèõ òî÷åê, íå áîëåå ÷åì ç à k – 3
øàãà. (Ñ ó÷åòîì äâóõ ïåðâûõ øàãîâ äëÿ ðàçðåçàíèÿ îá ùåå
÷èñëî øàãîâ äëÿ îêðóæíîñòè ñîñòàâèò k – 1 = k – 3 + 2.)
Îñíîâàíèå èíäóêöèè î÷åâèäíî âûïîëíåíî. Äîïóñòèì òåï åðü,
÷òî èíäóêöèîííîå ïðåäïîëîæåíèå âûïîëíåíî äëÿ ñëó÷àÿ  k =
= m – 1, ò.å. ÷òîáû îòûñêàòü òðåáóåìîå äåðåâî íà îòðåçêå ñ
çàäàííûìè ñâîéñòâàìè äëèíû íå áîëüøåé ÷åì 1mF - , íàì íóæ-
íî íå áîëåå m – 4 øàãîâ. Äîêàæåì, ÷òî èíäóêöèîííîå ïðåä-
ïîëîæåíèå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ k = m .
Ïðîòåñòèðóåì äåðåâî ïîä íîìåðîì 2mF - .
Åñëè w < z , òî îòðåçîê DB  ñ ïîìå÷åííîé òî÷êîé c èìååò äëè-
íó 2mn F -- . Ïîñêîëüêó 3 1 2 2m m m m mF F F n F F- - - -= - < - £ -

2 1m mF F- -- = , òî ïðèìåíèìî èíäóêöèîííîå ïðåäïîëîæåíèå.
Ïîýòîìó â ýòîì ñëó÷àå ( ) 4 1 2 1h n m m£ - + + = - .
Åñëè w > z , òî íåîáõîäèìûìè ñâîéñòâàìè îáëàäàåò îòðåçîê
AC ñ ïîìå÷åííîé òî÷êîé d. Ýòîò îòðåçîê èìååò äëèíó 1mF - , è
äëÿ íåãî òàêæå ïðèìåíèìî èíäóêöèîííîå ïðåäïîëîæåíèå . Ïî-
ýòîìó è â ýòîì ñëó÷àå ( ) 4 1 2 1h n m m£ - + + = - .
×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
13. Óêàçàíèå. Ïðîâåäèòå îïåðàöèþ ðàçðåçàíèÿ îêðóæíîñòè è
ðàçáåðèòå âñå âîçìîæíûå âàðèàíòû õîäîâ â òðè âåðøèí û.
14. 2m.
15. 12 ðóáëåé.
Îáîçíà÷èì çàãàäàííîå ÷èñëî ÷åðåç z. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü Ôèáîíà÷÷è 2 1m m mF F F+ += + , 1 2 1F F= = . Îòìåòèì,
÷òî 12 144F = . Äîêàæåì ïî èíäóêöèè, ÷òî, äëÿ òîãî ÷òîáû íà-
âåðíÿêà óãàäàòü çàãàäàííîå ÷èñëî èç íå ìåíåå ÷åì mF  ÷èñåë

2m ³ , íóæíî èìåòü íå ìåíüøå ÷åì m ðóáëåé.
Îñíîâàíèå èíäóêöèè äëÿ m = 2 è m = 3 âûïîëíåíî. Êîãäà ìû
èìååì îäíî ÷èñëî ( m = 2), ìû åãî ïðîñòî íàçûâàåì, óãàäûâà-
åì è ïëàòèì 2 ðóáëÿ. Åñëè m = 3, òî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü
îäíî èç äâóõ ÷èñåë. Ïðè îòâåòå «äà» ìû ïëàòèì 2 ðóá ëÿ.
Åñëè îòâåò «íåò», òî ïëàòèì 1 ðóáëü, çàòåì ñïðàøèâà åì äðó-
ãîå ÷èñëî, óãàäûâàåì è ïëàòèì åùå 2 ðóáëÿ. Âñåãî â ýòîì
ñëó÷àå ìû òðàòèì 3 ðóáëÿ.
Ïóñòü ÷èñåë íå ìåíüøå ÷åì mF . Åñëè ìíîæåñòâî M ÷èñåë,
âûäåëåííûõ â ïåðâîì âîïðîñå, ñîäåðæèò íå ìåíåå ÷åì 2mF -

÷èñåë, òî â ñëó÷àå Mz Î  ìû èìååì îòâåò «äà», ïëàòèì 2 ðóá-
ëÿ è ïî èíäóêöèè íàõîäèì ýòî ÷èñëî, ïîòðàòèâ íå ìåí åå m – 2
ðóáëåé, ò.å. âñåãî íå ìåíåå 2 + m – 2 = m ðóáëåé. Â ñëó÷àå

Mz Ï  îñòàâøååñÿ ïîäìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå z, ñîñòîèò íå
áîëåå ÷åì èç 1mF -  ÷èñëà, è ìû çà îòâåò «íåò» ïëàòèì 1
ðóáëü. ×òîáû íàéòè z, ïî èíäóêöèè ïëàòèì m – 1 ðóáëü, âñå-
ãî îïÿòü íå ìåíåå 1 + m – 1 ðóáëåé. Åñëè ìíîæåñòâî M ÷è-
ñåë, âûäåëåííûõ â ïåðâîì âîïðîñå, ñîäåðæèò ìåíåå ÷å ì 2mF -

÷èñåë, òî â ýòîì ñëó÷àå ìèíèìàëüíàÿ çàòðà÷åííàÿ ñóì ìà äëÿ
óãàäûâàíèÿ ÷èñëà íàâåðíÿêà áóäåò áîëüøå m ðóáëåé.
Àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ çàãàäàííîãî ÷èñëà çà m ðóáëåé èç mF
÷èñåë, 2m ³ , ïîíÿòåí èç ñëåäóþùåãî ïîñòðîåíèÿ. Ðàçîáüåì
ìíîæåñòâî èç mF  ÷èñåë íà äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæå-
ñòâà, ñîäåðæàùèõ 2mF -  è 1mF -  ÷èñåë. Ñïðîñèì, åñòü ëè óêà-
çàííîå ÷èñëî â ìíîæåñòâå èç 2mF -  ÷èñåë. Åñëè îòâåò «äà», òî
ïî èíäóêöèè, ÷òîáû íàéòè çàãàäàííîå ÷èñëî, ïîòðàòèì  íå áî-
ëåå ÷åì 2 + m – 2 = m ðóáëåé. Åñëè îòâåò «íåò», òî èùåì çà-
ãàäàííîå ÷èñëî â ìíîæåñòâå èç 1mF -  ÷èñåë è çàòðàòèì íå
áîëåå ÷åì 1 + m – 1 = m ðóáëåé. ×òî è òðåáîâàëîñü.
16. 2 2 log logn m+é ù é ùê ú ê ú, ãäå  xé ùê ú – áëèæàéøåå öåëîå ÷èñ-
ëî, íå ìåíüøåå õ.
Óêàçàíèå. Ñíà÷àëà ñ ïîìîùüþ ãîðèçîíòàëüíûõ îñåé ñèììåò-
ðèè ïîëó÷àåì äîìèíîøêó 1 2´ , çàòåì ïðÿìîóãîëüíèêè 1 4´ ,

1 8´  è ò.ä., ïîêà íå íàêðîåì ïðÿìîóãîëüíèê 1
2
m

´ . Òåïåðü

ïîäáåðåì îñü ñèììåòðèè òàê, ÷òîáû ïîëó÷èòü ïðÿìîóãî ëüíèê
1 m´ . Èñïîëüçóåì âåðòèêàëüíûå îñè ñèììåòðèè è áóäåì ïîñ -
ëåäîâàòåëüíî ïîëó÷àòü ïðÿìîóãîëüíèêè 2 m´ , 4 m´ ,

8 m´ …, ïîêà íå íàêðîåì ïðÿìîóãîëüíèê 
2
n

m´ . Íà ïîñëåä-

íåì øàãå ñêîïèðóåì ïîëó÷åííûé ïðÿìîóãîëüíèê è ñäâèí åì
åãî ïàðàëëåëüíî òàê, ÷òî â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ïðÿìî óãîëü-
íèê n m´ .
17. Óêàçàíèå. Ðàññìîòðèòå ÷èñëà âèäà rq . Ïîñêîëüêó
1 p q< < , òî äîêàæèòå, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå Âàñèí êàëüêóëÿòîð
ýòè ÷èñëà âû÷èñëÿåò çà ìåíüøåå ÷èñëî îïåðàöèé, ÷åì Ïåòèí
êàëüêóëÿòîð. Åñëè 2p ¹ , òî î÷åâèäíî, ÷òî ÷èñëî p Ïåòèí
êàëüêóëÿòîð ñ÷èòàåò çà 2 îïåðàöèè, à Âàñèí – çà p îïåðàöèé.
Äëÿ p = 2, q = 3 ðàññìîòðèòå ÷èñëî 8. Ñóùåñòâóþò è äðóãèå
ïðèìåðû.

Ðèñ. 4
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9 êëàññ

1. Öèôðîé 6.
Ïî óñëîâèþ, M  = 3N, çíà÷èò, ÷èñëî A = M – N = 2N ÷åòíî.
Íî, ïî óñëîâèþ, ÷èñëî A ñîñòàâëåíî èç íå÷åòíûõ öèôð è
äâîéêè. Çíà÷èò, A îêàí÷èâàåòñÿ íà 2. Ïîýòîìó âäâîå ìåíüøåå
÷èñëî N  îêàí÷èâàåòñÿ ëèáî íà 1, ëèáî íà 6.
Ïîêàæåì, ÷òî N  íå ìîæåò îêàí÷èâàòüñÿ íà 1. Åñëè N îêàí÷è-
âàåòñÿ íà 1, òî ïðè åãî óäâîåíèè íå ïðîèñõîäèò ïåðå íîñà äå-
ñÿòêà èç ïîñëåäíåãî â ïðåäïîñëåäíèé ðàçðÿä. Çíà÷èò,  ïðåä-
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ïîñëåäíÿÿ öèôðà ÷èñëà A = 2 N áóäåò ÷åòíîé, à îíà äîëæíà
áûòü íå÷åòíîé. Ïðîòèâîðå÷èå.
Çàìå÷àíèå.  Ïàðû ÷èñåë N è M , óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ,
ñóùåñòâóþò, íàïðèìåð: N  = 16, M  = 48. Áîëåå òîãî, òàêèõ
ïàð áåñêîíå÷íî ìíîãî. Âñå ïîäõîäÿùèå ÷èñëà N îïèñûâàþòñÿ

òàê: ïåðâàÿ öèôðà – 1
èëè 2, äàëåå íåñêîëü-
êî (âîçìîæíî, íîëü)
öèôð, êàæäàÿ èç êî-
òîðûõ ðàâíà 5 èëè 6,
è ïîñëåäíÿÿ öèôðà 6.
2. Ïîêàæåì, ÷òî

1 1 1 45A C BÐ = °
(ðèñ.5). Èìåííî, èç
ðàâíîáåäðåííûõ òðåó-

ãîëüíèêîâ 1 1AB C  è 1 1BA C  èìååì

1 1
1

90
2

AC B BACÐ = ° - Ð  è 1 1
1

90
2

BC A ABCÐ = ° - Ð ,

à òîãäà

1 1 1 1 1 1 1180A C B AC B BC AÐ = ° - Ð - Ð = ( )1
45

2
BAC ABCÐ + Ð = ° .

Èòàê, îñòðûé óãîë â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå 1 1B HCD  ðà-
âåí 45° ; çíà÷èò, ýòîò òðåóãîëüíèê ðàâíîáåäðåííûé. Ïîýòîìó
òî÷êà H ëåæèò íà ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå ê îòðåçêó

1 1B C . Íî ýòèì æå ñåðåäèííûì ïåðïåíäèêóëÿðîì ÿâëÿåòñÿ
áèññåêòðèñà ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà 1 1AB C . Ýòî è çíà-
÷èò, ÷òî òî÷êà H ëåæèò íà áèññåêòðèñå óãëà CAB.
3. Íåëüçÿ.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêîå ðàçáèåíèå íàøëîñü. Ðàññìîòðè ì ïåð-
âóþ è âòîðóþ ñíèçó ãîðèçîíòàëè äîñêè; îáîçíà÷èì èõ 1H  è

2H . Êàæäûé óãîëîê íà äîñêå ïåðåñåêàåòñÿ ñ äâóìÿ ñîñåä íè-
ìè ãîðèçîíòàëÿìè. Çíà÷èò, åñëè óãîëîê ïåðåñåêàåòñÿ ñ 1H , òî
îí ïåðåñåêàåòñÿ è ñ 2H . Òåïåðü, åñëè ãîðèçîíòàëü 2H  ïåðå-
ñåêàåò êàêîé-òî óãîëîê, íå ïåðåñåêàþùèéñÿ ñ 1H , òî îíà ïå-
ðåñåêàåò áîëüøå óãîëêîâ, ÷åì 1H , ÷òî íåâîçìîæíî. Èòàê, âñå
óãîëêè, ïåðåñåêàþùèåñÿ ñ ïåðâîé èëè âòîðîé ãîðèçîíò àëÿìè,
íå âûõîäÿò çà èõ ïðåäåëû è îáðàçóþò âìåñòå ãîðèçîíò àëüíóþ
ïîëîñó H ðàçìåðà 2 12´ .
Àíàëîãè÷íî, âñå óãîëêè, ïåðåñåêàþùèåñÿ ñ ïåðâîé èëè  âòîðîé
ñëåâà âåðòèêàëÿìè 1V  è 2V , îáðàçóþò âìåñòå âåðòèêàëüíóþ
ïîëîñó V  ðàçìåðà 12 2´ . Â òàêîì ñëó÷àå âñå óãîëêè, ïåðåñå-
êàþùèåñÿ ñ ëåâûì íèæíèì êâàäðàòîì 2 2´ , äîëæíû ëåæàòü
êàê â H , òàê è â V , ò.å. äîëæíû ëåæàòü â ýòîì êâàäðàòå. Íî
òîãäà êâàäðàò 2 2´  äîëæåí ðàçáèòüñÿ íà òðåõêëåòî÷íûå óãîë-
êè, ÷òî íåâîçìîæíî. Ïðîòèâîðå÷èå.
4. Ïóñòü v – íàèáîëüøåå èç Âàñèíûõ ÷èñåë, à t  – êàêîå-òî èç
Òîëèíûõ (ñêàæåì, t  = |a – d |, ãäå a, b, c, d – ÷åòûðå âûïè-
ñàííûõ ïîäðÿä ÷èñëà). Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî t v³ .
Ñðåäè Ïåòèíûõ ÷èñåë âñòðå÷àåòñÿ ÷èñëî |a – b |; çíà÷èò,

2a b v- ³ . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, | b – d | – îäíî èç Âàñèíûõ ÷è-
ñåë; çíà÷èò, b d v- £ . Èòàê,

( ) ( )t a d a b b d= - = - + - ³ 2a b b d v v v- - - ³ - = ,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

5. Ïóñòü b a¹ . Òîãäà 0b a+ ¹ , è äàííîå óðàâíåíèå –

êâàäðàòíîå: ( ) ( ) ( )2 2 2 3 32 0a b x a b x a b+ - + + + = . Ïðè ýòîì

åãî äèñêðèìèíàíò ( ) ( ) ( )22 2 3 3

4
D

a b a b a b= + - + + =

( )2ab a b= - -  íå ðàâåí íóëþ, òàê êàê a, b – íåíóëåâûå è

0a b- ¹ . Çíà÷èò, óðàâíåíèå íå ìîæåò èìåòü ðîâíî îäíî ðå-
øåíèå. Ïðîòèâîðå÷èå.
Çàìå÷àíèå.  Çàìåòèì, ÷òî ïðè b = –a  äàííîå óðàâíåíèå – ëè-
íåéíîå: 24 0a x- = , è îíî èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x = 0.
Åñëè æå a = b , òî äèñêðèìèíàíò îáðàùàåòñÿ â íîëü, è ó óðàâ-
íåíèÿ òàêæå ðîâíî îäíî ðåøåíèå.

6. 17.
Ðàññìîòðèì ëþáóþ äå-
âî÷êó. Öâåòà ïëàòüåâ åå
ñîñåäîê ñëåâà è ñïðàâà
ìîãëè áûòü òàêèìè: ñè-
íèé–ñèíèé, ñèíèé–êðàñ-
íûé, êðàñíûé–ñèíèé,
êðàñíûé–êðàñíûé. Äå-
âî÷êà îòâåòèëà «äà» ðîâ-
íî â ïåðâûõ äâóõ ñëó÷à-
ÿõ; çíà÷èò, îíà ñêàçàëà
«äà» ðîâíî â òîì ñëó÷àå,
êîãäà åå ñîñåäêà ñëåâà
áûëà â ñèíåì ïëàòüå.
Èòàê, ïîñêîëüêó ðîâíî ó 17 äåâî÷åê ñîñåäêà ñëåâà áû ëà â ñè-
íåì ïëàòüå, òî è îòâåò «äà» ïðîçâó÷àë 17 ðàç.
7. Ïóñòü O – öåíòð îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëü-
íèêà ABC (ðèñ.6). Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî ïðÿìàÿ OB êàñàåò-
ñÿ îêðóæíîñòè bw , îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà 1 2BB B .
Ïóñòü AB < BC ; òîãäà ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê ñòîðîíå
AC ïåðåñåêàåò ñòîðîíó BC â òî÷êå 2B , à ïðîäîëæåíèå ñòîðî-
íû AB çà òî÷êó B – â òî÷êå 1B  (ñì. ðèñ.6). Èìååì

2 1 1 90B B A OB A AÐ = Ð = ° - Ð . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç ðàâíî-
áåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà BOC  ïîëó÷àåì

2
1

90 90
2

B BO CBO BOC AÐ = Ð = ° - Ð = ° - Ð .

Òàêèì îáðàçîì, âïèñàííûé óãîë 2 1B B B  ðàâåí óãëó ìåæäó ñå-
êóùåé 2BB  è ïðÿìîé OB. Èç îáðàòíîé òåîðåìû îá óãëå ìåæ-
äó êàñàòåëüíîé è ñåêóùåé ñëåäóåò, ÷òî OB êàñàåòñÿ bw . Åñëè
AB > BC , òî ïðîõîäèò òî æå ðàññóæäåíèå ñ çàìåíîé òî÷êè A
íà C è íàîáîðîò.
Àíàëîãè÷íî, ïðÿìàÿ OC êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè cw , îïèñàííîé
îêîëî òðåóãîëüíèêà 1 2CC C . Òåïåðü íåñëîæíî äîêàçàòü, ÷òî
ïðÿìàÿ OP ïðîõîäèò ÷åðåç Q. Äîïóñòèì, ÷òî ýòî íå òàê è
ïðÿìàÿ OP ïåðåñåêàåò bw  è cw  â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ bQ  è

cQ . Òîãäà ïî òåîðåìå î ïðîèçâåäåíèè îòðåçêîâ ñåêóùèõ èìå-
åì 2 2

b cOQ OP OB OC OQ OP× = = = × , îòêóäà b cOQ OQ= ;
íàêîíåö, ïîñêîëüêó òî÷êè bQ  è cQ  ëåæàò ïî òó æå ñòîðîíó
îò O, ÷òî è P, ïîëó÷àåì b cQ Q= , ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêà-
çàòü.

10 êëàññ

2. Òàê êàê 1 1 90AA C AC CÐ = Ð = ° , òî÷êè A, 1C , 1A  è C ëå-
æàò íà îêðóæíîñòè ñ äèàìåòðîì AC, çíà÷èò, 1 1 180BA CÐ = ° -

1 1CA C BAC- Ð = Ð  (ðèñ.7). Òîãäà 1 1 1BA C BA CÐ = Ð =¢

1
2

BC CA
È Èæ ö

= +¢ ¢ç ÷è ø
 êàê óãîë ìåæäó õîðäàìè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

1
2

BAC BA CA
È Èæ ö

Ð = +¢ ¢ç ÷è ø
 êàê âïèñàííûé óãîë; çíà÷èò, äóãè BA¢

è BC¢ ðàâíû. Ïîýòîìó è îòðåçêè
BA¢ è BC¢ ðàâíû. Íàêîíåö, îò-
ðåçêè êàñàòåëüíûõ B¢A¢ è B C¢ ¢
òàêæå ðàâíû, è, çíà÷èò, òî÷êè
B¢ è B ëåæàò íà ñåðåäèííîì
ïåðïåíäèêóëÿðå ê õîðäå A C¢ ¢
îêðóæíîñòè W. Öåíòð îêðóæíîñ-
òè W òàêæå ëåæèò íà ýòîì ñåðå-
äèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå.
3. Ïóñòü 1a  è 2a , 1b  è 2b , 1c  è

2c  – ïàðû êîðíåé òðåõ÷ëåíîâ
( )P x , ( )Q x  è ( )R x  ñîîòâåò-

ñòâåííî. Ðàññìîòðèì òðåõ÷ëåí
( ) ( ) ( ) ( )S x P x Q x R x= + + . Åãî

çíà÷åíèÿ â òî÷êàõ 1c  è 2c  ñîâïà-
äàþò ñî çíà÷åíèÿìè â ýòèõ æå

Ðèñ. 5
Ðèñ. 6

Ðèñ. 7
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òî÷êàõ òðåõ÷ëåíà ( ) ( )P x Q x+ , òàê êàê ( ) ( )1 2 0R c R c= = .
Çíà÷èò, èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî ( ) ( )1 2S c S c= . Àíàëîãè÷íî,

( ) ( )1 2S a S a=  è ( ) ( )1 2S b S b= . Íî êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ
ïðèíèìàåò ðàâíûå çíà÷åíèÿ â ðàçíûõ òî÷êàõ òîëüêî òî ãäà,
êîãäà ýòè òî÷êè ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî àáñöèññû â åðøè-
íû èçîáðàæàþùåé åå ïàðàáîëû. Çíà÷èò, ïàðû òî÷åê 1a  è 2a ,

1b  è 2b , 1c  è 2c  ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî îäíîé è òîé æå
òî÷êè – àáñöèññû x = d  âåðøèíû ïàðàáîëû ( )y S x= . Ýòî è
îçíà÷àåò, ÷òî 1 2 1 2 1 2 2a a b b c c d+ = + = + = .
4. Íåëüçÿ.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èñêîìîå ðàçáèåíèå ñóùåñòâóåò. Íàçî âåì
ìíîæåñòâî kA  áîëüøèì , åñëè îíî ñîäåðæèò áîëüøå îäíîãî
ýëåìåíòà. Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî n íàéäóòñÿ n áîëüøèõ
ìíîæåñòâ, èíäóêöèåé ïî n. Ïðè n = 1 ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

1kA , ñîäåðæàùåå åäèíèöó; ñóììà ÷èñåë â íåì ðàâíà

1 2013 1k + > , çíà÷èò, îíî ñîäåðæèò åùå õîòÿ áû îäíî ÷èñëî,
ò.å. îíî áîëüøîå. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èíäóêöèîííîãî ïåðåõî-
äà ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû óæå íàøëè áîëüøèå ìíîæåñòâà

1
, ,

nk kA AK , ãäå 1 nk k< <K . Òîãäà ÷èñëî 2013nk +  íå ëåæèò
â ìíîæåñòâå 

nkA  (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ýòî ìíîæåñòâî íå áûëî
áû áîëüøèì). Çíà÷èò, ýòî ÷èñëî ëåæèò â êàêîì-òî äðó ãîì
ìíîæåñòâå 

1nkA
+

, ñóììà ÷èñåë â êîòîðîì ðàâíà 1 2013nk + + >
2013nk> + ; ïîýòîìó îíî òàêæå áîëüøîå è 1n nk k+ > .

Ïóñòü 1 2 2014k k k< < <K  – íîìåðà íåêîòîðûõ 2014 áîëüøèõ
ìíîæåñòâ. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà 

20141 2, , , kA A AK . Â èõ îáúå-
äèíåíèè ñîäåðæèòñÿ íå ìåíåå 2014 2014k +  ðàçëè÷íûõ ÷èñåë,
à çíà÷èò, ñðåäè íèõ åñòü ÷èñëî 2014 2014d k³ + . Íî ýòî ÷èñëî
d íå ìîæåò âõîäèòü íè â îäíî èç ìíîæåñòâ 

1 2014
, ,k kA AK , èáî

ñóììà â êàæäîì èç íèõ ìåíüøå d. Ïðîòèâîðå÷èå.
7. Ïóñòü 1r  è 2r  – ðàäèóñû îêðóæíîñòåé 1w  è 2w  ñîîòâåò-
ñòâåííî, à 1O  è 2O  – èõ öåíòðû (ðèñ.8). Åñëè 1 2r r= , òî òðå-
óãîëüíèêè 1 1 1A B C  è 2 2 2A B C  ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî òî÷-
êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ 1 2O O  è 1 2C C  è èõ ïëîùàäè ðàâíû.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 1 2r r¹ ; ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè 1 2r r< .
Òîãäà ëó÷è 2 1A A  è 2 1B B  ïåðåñåêàþòñÿ â íåêîòîðîé òî÷êå S.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç P è Q òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé c ñ ïðÿìû-

ìè a è b ñîîòâåòñòâåííî. Ìû äîêàæåì, ÷òî: 1) 1 1 1

2 2 2

A B r
A B r

= ,

2) âûñîòû 1h  è 2h  òðåóãîëüíèêîâ 1 1 1A B C  è 2 2 2A B C , ïðîâåäåí-
íûå èç âåðøèí 1C  è 2C  ñîîòâåòñòâåííî, ðàâíû. Îòñþäà áó-

äåò ñëåäîâàòü, ÷òî 1 1 1

2 2 2

1 1 1 1

2 2 2 2

2
2

A B C

A B C

S A B h r
S A B h r

×
= =

×
, ÷òî è òðåáóåòñÿ.

1) Ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè 1 1SA O  è 2 2SA O  ïîäîáíû,

çíà÷èò, 1 1

2 2

SA r
SA r

= . Ñëåäîâàòåëüíî, ðàâíîáåäðåííûå òðåóãîëü-

íèêè 1 1SA B  è 2 2SA B  ïîäîáíû ñ êîýôôèöèåíòîì 1 2r r , îòêó-
äà è ñëåäóåò íóæíîå óòâåðæäåíèå.
2) Îáîçíà÷èì ïðîåêöèè òî÷åê 1B , 1C , 2B , 2C , P è Q íà ëè-
íèþ öåíòðîâ 1 2O O  ÷åðåç 1B¢, 1C¢, 2B¢, 2C¢, P¢ è Q¢ ñîîòâåò-
ñòâåííî (ïðîåêöèÿìè òî÷åê 1A  è 2A  íà 1 2O O  òàêæå ÿâëÿþò-
ñÿ 1B¢ è 2B¢). Çàìåòèì, ÷òî äëèíû îòðåçêîâ 1 1B C¢ ¢ è 2 2B C¢ ¢ ðàâ-
íû 1h  è 2h  ñîîòâåòñòâåííî. Èç ðàâåíñòâà îòðåçêîâ êàñàòåëü-

íûõ ê 1w  èìååì

( ) ( )1 1 1 1SP PQ SQ SA PA PC QC+ - = + + + -

– ( )1 1 1 12 2SB QB PA PC+ = = .

Àíàëîãè÷íî, èç ðàâåíñòâà îòðåçêîâ êàñàòåëüíûõ ê 2w  ïîëó÷à-
åì

( )2 2SP PQ SQ SA PA+ - = - +

+ ( ) ( )2 2 2 2 2 22 2PC QC SB QB QB QC+ - - = = .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî 1 1 2 2PA PC QB QC= = = . Ïóñòü ïðÿìàÿ c
ïåðåñåêàåò 1 2O O  â òî÷êå M . Ïîëîæèì PSM QSMa = Ð = Ð ,

2SMP O MQb = Ð = Ð . Èìååì

1 1 1 1 1 1cos cosB C B P P C A P PC¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢= + = a + b =

= 2 2 2 2 2 2cos cosB Q QC B Q Q C B C¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢a + b = + = ,

ò.å. 1 1 2 2B C B C=¢ ¢ ¢ ¢, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

11 êëàññ

1. 000, 250, 500 èëè 750.
Ïóñòü a, b, c – äàííûå ÷èñëà. Ïî óñëîâèþ, ÷èñëà a + b – c ,
b + c  – a è c + a – b  äåëÿòñÿ íà 10. Çíà÷èò, íà 10 äåëèòñÿ è
ñóììà ýòèõ ÷èñåë, ðàâíàÿ a + b + c . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç ðà-
âåíñòâà a + b + c  = ( a + b – c ) + 2 c è óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò,
÷òî ïîñëåäíÿÿ öèôðà ñóììû âñåõ òðåõ ÷èñåë ðàâíà ïîñ ëåäíåé
öèôðå ÷èñëà 2c. Çíà÷èò, ÷èñëî c îêàí÷èâàåòñÿ íà 5 èëè íà 0.
Àíàëîãè÷íî, íà 0 èëè íà 5 îêàí÷èâàþòñÿ ÷èñëà a è b.
Íàêîíåö, ïîñêîëüêó ñóììà a + b + c  ÷åòíà, òî è îäíî èç ÷è-
ñåë a, b, c òàêæå ÷åòíî. Èòàê, îäíî èç ýòèõ ÷èñåë äåëèòñÿ íà
10, à äâà îñòàëüíûõ – íà 5. Òîãäà ïðîèçâåäåíèå äåëè òñÿ íà
250, à çíà÷èò, ìîæåò îêàí÷èâàòüñÿ ëèøü íà 250, 500,  750 èëè
000. Îñòàëîñü ïðèâåñòè ïðèìåðû òðîåê ÷èñåë, óäîâëåò âîðÿþ-
ùèå óñëîâèÿì, äàþùèå äàííûå ïîñëåäíèå öèôðû:
10 10 10 1000× × = ; 5 5 10 250× × = ; 5 5 20 500× × = ;
5 5 30 750× × = .
2. Ïóñòü 1a  è 2a  – êîðíè òðåõ÷ëåíà ( )P x , à 1b  è 2b  – êîð-
íè òðåõ÷ëåíà ( )Q x ; òîãäà ( ) ( ) ( )1 2P x x a x a= - -  è

( ) ( ) ( )1 2Q x x b x b= - - . Ïîýòîìó óñëîâèå çàäà÷è ïðèíèìàåò
âèä

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 2 2 1 2 2b a b a b a b a- - + - - =

= ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 2 2 1 2 2a b a b a b a b- - + - - .

Ïåðåíîñÿ âñå ñëàãàåìûå â îäíó ÷àñòü, ìû ïîëó÷àåì

( ) ( )1 1 1 2 1 2b a b a a b- - + - + ( ) ( )2 2 2 1 2 1 0b a b a a b- - + - = ,

ò.å. ( ) ( )1 2 1 2 1 1 2 2 0b a a b a b a b+ - - + - - = , èëè

( ) ( )2 2
1 2 1 2 0b b a a- - - = . Ýòî çíà÷èò, ÷òî 1 2 2 1b b a a- = - .

Ìû äîêàçàëè, ÷òî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó êîðíÿìè òðåõ÷ëåíî â
( )P x  è ( )Q x  ðàâíû. Íî êâàäðàòû ýòèõ ðàññòîÿíèé êàê ðàç è

ðàâíû, ñîãëàñíî ôîðìóëå
êîðíåé êâàäðàòíîãî óðàâ-
íåíèÿ, äèñêðèìèíàíòàì
ýòèõ òðåõ÷ëåíîâ.
4. Ïóñòü S – ñåðåäèíà
BP, O – öåíòð îêðóæíîñ-
òè W (ðèñ.9). Òîãäà O –
ñåðåäèíà îòðåçêà PQ, à S
– ïðîåêöèÿ O íà BP. Çà-
ìåòèì, ÷òî QA = QC , òàê
êàê Q – ñåðåäèíà äóãè
AC. Ðàâíîáåäðåííûå òðå-
óãîëüíèêè AQC è POC
ïîäîáíû, òàê êàê QACÐ
è OPCÐ  îïèðàþòñÿ íà
îäíó äóãó QC. Ïðÿìî-

Ðèñ. 8

Ðèñ. 9
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9 êëàññ

1. 
( )2 2

2 2

4
1 ìì ñ

D d
v

D d

m -
= »

rp
.

2. ( )â
ì â

ì

9
1,1 Äæ ã °Ñ

20
c c

r
= = ×

r
, ãäå 3

â 1 ã ñìr =  – ïëîòíîñòü

âîäû.

3.
( )1 2 0,7 ì ñ
2 sin

g t t
u

-
= =

a
.

4. Íà ðèñóíêå 12 èçîáðà-
æåíà òðàåêòîðèÿ ìÿ÷èêà.
Ðàññòîÿíèå d áóäåò ìèíè-
ìàëüíûì, åñëè ìÿ÷èê ïðî-
ëåòèò ÷åðåç êîëüöà ëèáî â
òî÷êàõ òðàåêòîðèè Â è Ñ,
ëèáî â òî÷êàõ Ñ è Å. Ðàñ-
ñòîÿíèÿ ìåæäó ýòèìè òî÷-
êàìè ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî

2
0 1

v
BC

g
= - b  è ( )

2
0 1 1

v
CE

g
= - - b , ãäå 

2
0

4
1

gH

v
b = < .

Òàêèì îáðàçîì,

d = BC  ïðè óñëîâèè 2
0

3
16

gH

v
> ,

d = CE  ïðè óñëîâèè 2
0

3
16

gH

v
£ .

Ðèñ. 12

Ðèñ. 10

Ðèñ. 11

óãîëüíûå òðåóãîëüíèêè AQM  è POS ïîäîáíû, òàê êàê
QAMÐ  è OPSÐ  îïèðàþòñÿ íà îäíó äóãó QB. Èç äîêàçàí-

íûõ ïîäîáèé ñëåäóåò, ÷òî 
AM AQ AC
PS PO PC

= = .

Ïîñêîëüêó MAC SPCÐ = Ð  (îíè îïèðàþòñÿ íà îäíó äóãó
BC), ïîëó÷àåì, ÷òî òðåóãîëüíèêè AMC  è PSC ïîäîáíû. Îò-
ñþäà ñëåäóåò, ÷òî óãëû BMC  è BSC ðàâíû êàê ñìåæíûå ñ ñî-
îòâåòñòâåííûìè óãëàìè â ýòèõ òðåóãîëüíèêàõ. Çíà÷èò,  òî÷êè
B, C, M , S ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.
5. Íå ñóùåñòâóþò.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêèå ÷èñëà íàøëèñü. Ïîñêîëüêó îíè  ðàç-
ëè÷íû è èõ 2013, íàèáîëüøåå èç íèõ íå ìåíüøå 2013; îáîçíà-
÷èì åãî ÷åðåç a. Òîãäà ñóììà âñåõ îñòàëüíûõ íå ïðåâîñõîäèò
2012a, à åãî êâàäðàò ðàâåí 2 2013a a³ , ò.å. îí áîëüøå ýòîé
ñóììû. Ïðîòèâîðå÷èå.
6. Îáîçíà÷èì âåðøèíû äàííîãî òðåóãîëüíèêà ÷åðåç A, B, C,
êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 10. Ïóñòü q¢ – âòîðàÿ îáùàÿ âíóò-

ðåííÿÿ êàñàòåëüíàÿ ê yw  è zw , à t ¢ – âòîðàÿ èõ îáùàÿ
âíåøíÿÿ êàñàòåëüíàÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A¢ è B¢ òî÷êè ïåðå-
ñå÷åíèÿ ïðÿìîé t ¢ ñ q è t  ñîîòâåòñòâåííî, à ÷åðåç M  è N –
òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé q¢ ñ t  è t ¢ ñîîòâåòñòâåííî. Îáî-
çíà÷èì òàêæå öåíòðû îêðóæíîñòåé xw , yw  è zw  ÷åðåç xI ,

yI  è zI  ñîîòâåòñòâåííî.
Ïðÿìàÿ p ïðè ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé yI Y  ïåðåõî-
äèò ëèáî â q, ëèáî â q¢. Íî åñëè îíà ïåðåõîäèò â q, òî òðåó-
ãîëüíèê ABC ðàâíîáåäðåííûé. Çíà÷èò, p è q¢ ñèììåòðè÷íû
îòíîñèòåëüíî yI Y . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðÿìûå q è q¢, à òàê-
æå t  è t ¢ ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ëèíèè öåíòðîâ y zI I .
Çíà÷èò, B A C NMB BACÐ = Ð = Ð¢ ¢ ¢ . Êðîìå òîãî,

ACB A CBÐ = Ð ¢ ¢ êàê âåðòèêàëüíûå. Èòàê, òðåóãîëüíèêè ABC
è A B C¢ ¢ ¢ ïîäîáíû ïî äâóì óãëàì.
Íàêîíåö, yw  – èõ îáùàÿ âíåâïèñàííàÿ îêðóæíîñòü, êàñàþ-
ùàÿñÿ ñîîòâåòñòâåííûõ ñòîðîí AC è A C¢ ; çíà÷èò, êîýôôèöè-
åíò èõ ïîäîáèÿ ðàâåí 1, è ýòè òðåóãîëüíèêè ðàâíû. Ï îýòîìó
ðàäèóñû îêðóæíîñòåé, âïèñàííûõ â òðåóãîëüíèêè ABC è
A B C¢ ¢ , òàêæå ðàâíû. Íî îêðóæíîñòü, âïèñàííàÿ â òðåóãîëü-

íèê A B C¢ ¢ , – ýòî zw , îòêóäà è ñëåäóåò òðåáóåìîå.
7. k = 1, 3, 11, 33.
Çàìåòèì ñðàçó, ÷òî ïðè ëþáîì íå÷åòíîì n ÷èñëî

( ) ( )1 2 120 13 20 13 20 20 13 13n n n n n- - -+ = + - × +K

äåëèòñÿ íà 20 + 13 = 33. Çíà÷èò, åñëè k ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì
÷èñëà 33, òî óñëîâèå çàäà÷è âûïîëíåíî.
Ïîêàæåì, ÷òî âñå îñòàëüíûå k íå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå; òîãäà ÷èñëà 101 10120 13A = +  è
103 10320 13B = +  äåëÿòñÿ íà k. Çíà÷èò, ÷èñëà

( )2 101 10120 400 169 13 231 13A B× - = - × = ×
è

2 10113 231 20B A- × = ×

òàêæå äåëÿòñÿ íà k. Îäíàêî

( )101 101ÍÎÄ 231 20 ,231 13 231 7 33× × = = × ,

òàê ÷òî 231 kM .
Íàêîíåö, ïîêàæåì, ÷òî 20 13n n+  íå äåëèòñÿ íà 7. Äåéñòâè-
òåëüíî,

( )20 13 20 13 2 13n n n n n+ = - + × ,

ãäå ïåðâîå ñëàãàåìîå äåëèòñÿ íà 20 – 13 = 7, à âòîð îå – íåò.
Èòàê, k ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ÷èñëà 231 è íå äåëèòñÿ íà 7; çí à-
÷èò, 33 kM , ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
8. 20.
Èç êàæäîãî ìàìîíòà âûïóñòèì òðè ñòðåëêè â òåõ íàïðà âëåíè-
ÿõ, â êîòîðûõ îí áüåò. Ñîïîñòàâèì ñòðåëêó äèàãîíàëè  (íå
îáÿçàòåëüíî ãëàâíîé), åñëè ìàìîíò, èç êîòîðîãî âåäå ò ñòðåë-
êà, ñòîèò â ýòîé äèàãîíàëè, à ñòðåëêà èäåò âäîëü íå å. Òîãäà
êàæäîé äèàãîíàëè ñîïîñòàâëåíî íå áîëåå äâóõ ñòðåëîê : â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå äâå èç íèõ áóäóò èäòè â îäíîì íàïðàâë åíèè, è
îäèí èç ìàìîíòîâ áóäåò áèòü äðóãîãî. Ïîñêîëüêó äèàã îíàëåé
âñåãî 30 (ïî 15 â êàæäîì íàïðàâëåíèè), ñòðåëîê èì ñ îïîñòàâ-
ëåíî íå áîëåå 60, à çíà÷èò, âñåãî ìàìîíòîâ íå áîëüø å 60/3 =
= 20.
Òðè âîçìîæíûõ ïðèìåðà ðàñïîëîæåíèÿ 20 ìàìîíòîâ, íå áüþ-
ùèõ äðóã äðóãà, ïîêàçàíû íà ðèñóíêå 11. Åñòü è äðóã èå ðàñ-
ïîëîæåíèÿ.
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3. Íà êðèòè÷åñêîé ãëóáèíå h ñèëà Àðõèìåäà ðàâíà ñèëå òÿæå-
ñòè øàðèêà, à òåìïåðàòóðà âîçäóõà â øàðèêå âñå âðåì ÿ îñòà-
åòñÿ ïîñòîÿííîé. Îòñþäà íàõîäèì

3
0

àòì

4
3 2800 ì

p r p
h

gM g

× p
= - »

r
,

ãäå 5
àòì 10  Ïàp =  – àòìîñôåðíîå äàâëåíèå.

4. 
2

2 2
2 1 2

1 1

356 Ê
p D

T T
p D

= = , 2 83 Ct = ° ;

( )2 2
2 2 1 1

7
4,46 êÂò

8
N v p D p D= p - = .

5. ×åðåç àìïåðìåòðû 1A , 2A  è 3A  òåêóò òîêè

1 0,1 ìÀI = , 2I = 0,3 ìÀ  è 3 0,2 ìÀI =

ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ýòîì ÷åðåç ïåðâûé àìïåðìåòð òîê  òå÷åò
ñëåâà íàïðàâî, à ÷åðåç âòîðîé è ÷åðåç òðåòèé àìïåðì åòð òîê
òå÷åò ñïðàâà íàëåâî.

11 êëàññ

1. Ëèíåéíîå óñêîðåíèå ãðóçà à ñâÿçàíî ñ óãëîâûì óñêîðåíèåì
òî÷å÷íîé ìàññû ¢¢a  ñîîòíîøåíèåì a R ¢¢= a , ãäå a  – óãîë, îá-
ðàçîâàííûé ðàäèóñîì, ïðîâåäåííûì èç öåíòðà íèæíåãî áëîêà
ê òî÷å÷íîé ìàññå, ñ âåðòèêàëüþ. Óãîë a  ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â âèäå 0a = a + b , ãäå 1b = , à 0a  îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ
ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû. Çàïèñàâ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ ãðóçà
è òî÷å÷íîé ìàññû, ïîëó÷èì óðàâíåíèå ãàðìîíè÷åñêèõ ê îëåáà-
íèé, èç êîòîðîãî íàéäåì ïåðèîä êîëåáàíèé:

1 2 1 4

2
R M m

T
g M m

æ ö +æ ö= pç ÷ ç ÷-è øè ø
.

2. Òåïëîåìêîñòü â òî÷êå K  ðàâíà íóëþ, ïîýòîìó àäèàáàòà ÿâ-
ëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé ê ïðÿìîé ÀÂ â òî÷êå K . Óðàâíåíèå àäèà-
áàòû constpV g =  ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïî îáúåìó V :

1 0Vp V pVg g-¢ + g =

è íàéäåì óãëîâîé êîýôôèöèåíò ïðÿìîé ÀÂ:

K
V

K

p
k p

V
¢= = -g .

Äëÿ ìíîãîàòîìíîãî ãàçà 4 3g = . Óðàâíåíèå ïðÿìîé ÀÂ èìååò
âèä

( )K
K K

K

p
p p V V

V
= - g - .

Óäîáíî ïîñòðîèòü ýòó ïðÿìóþ, íàéäÿ çíà÷åíèå îáúåìà 1V  ïðè
íóëåâîì äàâëåíèè:

1
7

4
KV

V = .

Èç òî÷êè K  ïðîâåäåì ïåðïåíäèêóëÿð KE  ê îñè V  (ðèñ.15).
Òî÷êå Å ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèå îáúåìà KV . Ðàçäåëèâ îòðåçîê
ÎÅ  ïîïîëàì è åãî ëåâóþ
÷àñòü åùå ïîïîëàì, íàé-
äåì îòðåçîê GE ðàâíûé
3 4KV . Íà îñè V  îò òî÷-
êè Å îòëîæèì îòðåçîê
EF, ðàâíûé GE. Ïî ïîñò-
ðîåíèþ, 1OF V= . Ïðîâå-
äåì ïðÿìóþ ÷åðåç F è K ,
íà êîòîðîé íàõîäÿòñÿ òî÷-
êè À è Â. Òðåóãîëüíèê
ADB  – ïðÿìîóãîëüíûé,
ïîýòîìó DK = KB = KA .
Ïðîâåäåì îêðóæíîñòü ðà-
äèóñîì DK  ñ öåíòðîì â òî÷êå K . Òî÷êè À è Â ëåæàò íà ïðÿ-
ìîé KF.
3. Êîëè÷åñòâî âîçäóõà â öèëèíäðå ìàêñèìàëüíî ïîñëå ïå ðâî-

Ðèñ. 13

Ðèñ. 14

Â ñëó÷àå 2
0gH v= , ò.å.

1b = ,
2
0 2 

2
v

d
g
b

» = H.

Òîò æå îòâåò ìîæíî ïîëó-
÷èòü èç ïðîñòûõ ãåîìåò-
ðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé,
çàìåíèâ ðàññìàòðèâàåìûé
ó÷àñòîê òðàåêòîðèè CDE

äâóìÿ îòðåçêàìè ïðÿìûõ (ðèñ.13).

5. 
( )

1 2

2 1 2 1 1

323 Îì
U U

R
U I I I U

= =
- -

.

10 êëàññ

1. Íà ðèñóíêå 14 ïðåäñòàâëåí ãðàôèê çàâèñèìîñòè âV  îò íV ,
ïîñòðîåííûé ïî äàííûì ýêñïåðèìåíòà. Èç ãðàôèêà âèäí î,

÷òî ïðè âV  = 150 ìì óðîâåíü âîäû ïåðåñòàåò èçìåíÿòüñÿ. Îò-
ñþäà íàõîäèì ïëîòíîñòü äåðåâà:

3
ä 400 êã ìr = ,

îòíîøåíèå äèàìåòðîâ:

1,58
D
d

=

è îáúåì âîäû â ñòàêàíå äî ïîãðóæåíèÿ öèëèíäðà:

0 100 ìëV = .

2. Ñèëà ðåàêöèè îïîðû ðàâíà ñèëå, ñ êîòîðîé öåïî÷êà äå é-
ñòâóåò íà ÷àøó âåñîâ. Îíà âêëþ÷àåò â ñåáÿ äâå ñîñòà âëÿþùèå
– ñòàòè÷åñêóþ è äèíàìè÷åñêóþ:

2 2 2 2 2 2

ñò äèí
3

2 2
mg t mg t mg t

F F F
L L L

= + = + = .

Âðåìÿ ïàäåíèÿ öåïî÷êè íà ÷àøó ðàâíî

1
2L

t
g

= .

Ê ýòîìó ìîìåíòó ñèëà ðåàêöèè äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîã î çíà-
÷åíèÿ max 3F mg= , ïîñëå ÷åãî âåñû áóäóò ïîêàçûâàòü òîëüêî
âåñ öåïî÷êè, ðàâíûé mg. Ñ ïîìîùüþ äàííûõ òàáëèöû íàõî-
äèì ìàññó öåïî÷êè:

m = 100 ã,

åå äëèíó:

L  = 1,2 ì

è âðåìÿ ïàäåíèÿ:

1 0,49 ct = .
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Ê Â À Í T  $ 2 0 1 3 / ¹ 262
ãî ïåðåâîðîòà è ðàâíî

0
max 0

0

2p S mg
p S mg

+
n = n

+
.

Ïîñëå ìíîãîêðàòíîãî ïåðåâîðà÷èâàíèÿ â öèëèíäðå áóäå ò êî-
ëè÷åñòâî âîçäóõà

( )0
0

0

2

2

p S mg

p S mg

+
n = n

+
.

4. 0 ê

ä

2
0,32 ìêì

U
D

eN
e e

= = .

5. Â òåïëî ïåðåõîäèò ýíåðãèÿ, çàïàñåííàÿ â êîíäåíñàòîð å:

( )22 4 7
0,1 Äæ

2 2
C CCU

Q = = =
E

.

XIX ÌÅÆÄÓÍÀÐÎÄÍÀß ÎËÈÌÏÈÀÄÀ
ØÊÎËÜÍÈÊÎÂ «ÒÓÉÌÀÀÄÀ». ÔÈÇÈÊÀ

ÈÇÁÐÀÍÍÛÅ ÇÀÄÀ×È ÒÅÎÐÅÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÒÓÐÀ

1. Èç âåëè÷èíû îáúåìà êàñòðþëè ( )2 4 5401 ìëV d h= p =
ñëåäóåò, ÷òî âñåãî áûëî íàëèòî 54n V V= D =  ïîðöèè âîäû,
à ïîñëåäíèé 1 ìë îáúåìà îñòàëñÿ äëÿ çàâàðêè. Ñðåäíÿ ÿ òåì-
ïåðàòóðà íàëèòîé âîäû ( )ñð 1 2 27 Cnt t t= + = ° . Ïîñêîëüêó
òåïëîåìêîñòü êàñòðþëè ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ òåïëîåìêî ñòüþ
âñåé íàëèòîé âîäû, òî êîíå÷íàÿ òåìïåðàòóðà t  äîëæíà áûòü
áëèçêà ê ñðt , îäíàêî ðàññ÷èòàåì åå «òî÷íî». Ñîãëàñíî óðàâ-
íåíèþ òåïëîâîãî áàëàíñà,

0 ñðCt c n V t Q Ct c n V t+ × rD × = = + × rD × ,

îòêóäà
0 ñð 26 85 C 27 C

Ct cn Vt
t

C cn V

+ rD
= = , » °

+ rD
o

.

Ïîñêîëüêó 0 C 273 15 Ê° = , , òî èñêîìàÿ òåìïåðàòóðà
( )26,85 273,15 Ê 300 00 Êt = + = , . Òîãäà ñòàíîâèòñÿ ÿñíî, ïî-

÷åìó íàøåìó ïåðñîíàæó íðàâèòñÿ èìåííî òàêàÿ òåìïåðà òóðà
÷àÿ – îí ïðîñòî ëþáèò «êðóãëûå» ÷èñëà.
2. Óñòàíîâëåíèå ïîñòîÿííîãî òîêà ÷åðåç àìïåðìåòð îçíà÷ àåò,
÷òî âûçâàííûå åãî ïîäêëþ÷åíèåì ïðîöåññû ïåðåçàðÿäêè  êîí-
äåíñàòîðîâ çàêîí÷èëèñü è òîêè ÷åðåç êîíäåíñàòîðû áî ëüøå íå
òåêóò. Â òàêîì ñëó÷àå ìîæíî óïðîñòèòü ñõåìó, çàìåíè â êàæ-
äûé êîíäåíñàòîð ðàçðûâîì öåïè (ðèñ.16). Äëÿ óäîáñòâ à îáî-
çíà÷åíèÿ óçëîâ íà ñõåìå ââåäåíà ñèñòåìà êîîðäèíàò ( x, y).
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé êîíòóð, ñîñòîÿùèé èç äâóõ è ñòî÷-
íèêîâ è äâóõ îäèíàêîâûõ ðåçèñòîðîâ (îäíó «êëåòî÷êó»  íà
ñõåìå). Îáîçíà÷èâ ÝÄÑ èñòî÷íèêîâ ÷åðåç E , ñîïðîòèâëåíèÿ
ðåçèñòîðîâ ÷åðåç r è íàïðàâèâ âïðàâî òîêè 1i  è 2i  ÷åðåç
âåðõíèé è íèæíèé ðåçèñòîðû, çàïèøåì âòîðîå ïðàâèëî Êèðõ-

ãîôà:

1 2ri ri- = -E E , îòêóäà 1 2i i= .

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñèëû òîêîâ ÷åðåç âñå îäèíàêîâûå ð åçèñòî-
ðû ðàâíû ìåæäó ñîáîé è íàïðàâëåíû â îäíó ñòîðîíó, ï îýòîìó
ìîæíî îáîçíà÷èòü ÷åðåç 1I , 2I , 3I , 4I , 5I  è 6I  ñèëû òîêîâ
÷åðåç ðåçèñòîðû ñîïðîòèâëåíèÿìè R, 2R, 3R, 4R, 5R è 6R
ñîîòâåòñòâåííî. Îòìåòèì, ÷òî îáíàðóæåííîå ðàâåíñòâî  ñèë òî-
êîâ íàáëþäàåòñÿ òîëüêî â ñëó÷àå èäåàëüíûõ èñòî÷íèêî â.
Ïîäêëþ÷èì àìïåðìåòð ê äâóì ïðîèçâîëüíûì óçëàì C( x1, y1)
è D(x2, y2), íå ëåæàùèì íà îäíîé âåðòèêàëè (â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå àìïåðìåòð îêàæåòñÿ ïîäêëþ÷åííûì íàïðÿìóþ ê è äå-
àëüíûì èñòî÷íèêàì è ñèëà òîêà ÷åðåç íåãî óñòðåìèòñÿ  ê áåñ-
êîíå÷íîñòè). Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü , ÷òî
óçåë Ñ ëåæèò ëåâåå óçëà D , ò.å. 1 2x x< , à òîê AI  ÷åðåç àì-
ïåðìåòð íàïðàâëåí îò D  ê C. ×òîáû áûëî ïðîùå ñëåäèòü ïî
ðèñóíêó çà õîäîì ðàññóæäåíèé, óäîáíî âûáðàòü äëÿ ñå áÿ êà-
êèå-íèáóäü êîíêðåòíûå ïîëîæåíèÿ òî÷åê C è D  – íàïðèìåð,
ñ÷èòàòü C ñîâïàäàþùåé ñ B, à D  – ñ A. Âåðòèêàëüíûå ïðÿ-
ìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êè C è D , ðàçäåëÿþò ñõåìó íà òðè
÷àñòè: ëåâåå C, ìåæäó C è D , ïðàâåå D . Â äâóõ êðàéíèõ ÷àñ-
òÿõ öåïè òîêîâ íåò, òàê êàê òîêè ÷åðåç îäèíàêîâûå ð åçèñòîðû
òåêóò â îäíó ñòîðîíó, à íà êðàÿõ öåïè çàðÿäó íåãäå íàêàïëè-
âàòüñÿ è íåîòêóäà âçÿòüñÿ, ïîýòîìó äàëåå áóäåì ðàññ ìàòðè-
âàòü òîëüêî ñðåäíþþ ÷àñòü öåïè – ìåæäó òî÷êàìè C è D .
Ñãðóïïèðóåì óçëû, ëåæàùèå íà îäíîé âåðòèêàëè, â îáî áùåí-
íûå óçëû, òîãäà òîêè ÷åðåç èñòî÷íèêè ñòàíóò äëÿ íèõ  âíóò-
ðåííèìè, à âíóòðåííèå òîêè íå ó÷èòûâàþòñÿ ïðè çàïèñ è ïåð-
âîãî ïðàâèëà Êèðõãîôà. Â îáîáùåííûé óçåë ñ êîîðäèíà òîé

1x  âòåêàåò òîê ñèëîé AI , à âûòåêàþò 1 1x +  òîêîâ ñèëîé

1 1xI + ; â îáîáùåííûé óçåë ñ êîîðäèíàòîé 1 1x +  âòåêàþò òå
æå 1 1x +  òîêîâ ñèëîé 

1 1xI + , à âûòåêàþò 1 2x +  òîêîâ ñèëîé

1 2xI + ; è ò.ä. äî îáîáùåííîãî óçëà ñ êîîðäèíàòîé 2 1x - , â êî-
òîðûé âòåêàþò 2 1x -  òîêîâ ñèëîé 

2 1xI -  è âûòåêàþò 2x  òîêîâ
ñèëîé 

2xI . Òîãäà, ïî ïåðâîìó ïðàâèëó Êèðõãîôà,

( ) ( )
1 1A 1 1 1 21 2x xI x I x I+ += + = + = ... = ( )

2 22 1 21 x xx I x I-- = ,

îòêóäà äëÿ ëþáîãî x îò 1 1x +  äî 2x  íàõîäèì

A
x

I
I

x
= .

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé êîíòóð: íà÷èíàåì èç óçëà D(x2, y2),
ïðîõîäèì ÷åðåç àìïåðìåòð â óçåë C(x1, y1), ïðîõîäèì ÷åðåç
ðåçèñòîðû ñîïðîòèâëåíèÿìè ( )1 1x R+ , ( )1 2x R+ , ..., 2x R
ïî ãîðèçîíòàëè äî óçëà ñ êîîðäèíàòîé 2x , ïðîõîäèì ÷åðåç

2 1y y-  èñòî÷íèêîâ ïî âåðòèêàëè äî óçëà D . Çàïèøåì äëÿ
ýòîãî êîíòóðà âòîðîå ïðàâèëî Êèðõãîôà:

( )2 1y y- × =E ( ) ( )
1 1 21 1 1 2 21 2x x xx R I x R I x R I+ ++ × + + × + ... + × ,

îòêóäà ïîñëå ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿ äëÿ xI  ïîëó÷èì

( ) ( )2 1 2 1 Ay y x x RI- = -E .

Ïîñêîëüêó àìïåðìåòð ïîêàçûâàåò àáñîëþòíóþ âåëè÷èíó ñèëû
òîêà, òî

2 1
A

2 1

y y y
I

R x x R x
- D

= × = ×
- D

E E
,

ãäå xD  è yD  – ìîäóëè ðàçíîñòåé ñîîòâåòñòâóþùèõ êîîðäè-
íàò òî÷åê ïîäêëþ÷åíèÿ àìïåðìåòðà. Èñïîëüçóÿ ÷èñëåíí ûå
äàííûå èç óñëîâèÿ, çàïèøåì

A2 1 2

A1 2 1

36
I x y
I x y

D × D
= =

D × D
.

Ïîñêîëüêó âñå ìîäóëè ðàçíîñòåé êîîðäèíàò ÿâëÿþòñÿ í àòó-
ðàëüíûìè ÷èñëàìè îò 1 äî 6, òî ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ìîæåò
áûòü âûïîëíåíî òîëüêî ïðè 1 2 6x yD = D =  è 2 1 1x yD = D = .Ðèñ. 16
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Ñëåäîâàòåëüíî, â ïåðâîì îïûòå àìïåðìåòð áûë ïîäêëþ÷ åí ê
òî÷êàì A1(6, 1) è B1(0, 0), à âî âòîðîì – ê òî÷êàì A2(6, 6) è
B2(5, 0).
Èñïîëüçóÿ äàííûå ïåðâîãî èëè âòîðîãî îïûòà, èç âûðà æåíèÿ
äëÿ AI  íàõîäèì

1 2
A1 A2

1 2

120 ìÀ
x x

I I
R y y

D D
= × = × =

D D
E

.

Îòñþäà äëÿ ñèëû òîêà, ïðîòåêàþùåãî ÷åðåç àìïåðìåòð,  ïîä-
êëþ÷åííûé ê òî÷êàì A(5, 4) è B(3, 1), ïîëó÷àåì

3
A3

3

180 ìÀ
y

I
R x

D
= × =

D
E

.

3. 1) Â ñèëó çàêîíà Àðõèìåäà,
ðàçíîñòü óðîâíåé âîäû â ñîñóäå è
â ñòàêàíå ïðè ïîãðóæåíèè ñòàêàíà
áóäåò ïîñòîÿííà è ðàâíà H
(ðèñ.17). Ñòàêàí óòîíåò, êîãäà â
íåì íàêîïèòñÿ âîäà ìàññîé

2m r h= rp .
2) Êîãäà æèäêîñòü íàõîäèòñÿ â
òåðìîäèíàìè÷åñêîì ðàâíîâåñèè ñî
ñâîèì ïàðîì, ïîòîê ìîëåêóë, âû-
ëåòàþùèõ èç æèäêîñòè, ðàâåí ïî-
òîêó ìîëåêóë ïàðà, «ïðèëèïàþ-
ùèõ» ê ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè:

1
4

nvF = a × , ãäå n – êîíöåíòðàöèÿ, v – ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü

ìîëåêóë ïàðà. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè p
n

kT
=  è 

8RT
v =

pM
 ïîëó-

÷àåì

2
p R

k T
a

F =
pM

.

Çäåñü ïðèâåäåíà òî÷íàÿ ôîðìóëà äëÿ F , îäíàêî ñëåäóåò ñ÷è-
òàòü ïðàâèëüíûìè îòâåòû ñ íåìíîãî îòëè÷àþùèìèñÿ ÷èñ ëîâû-
ìè êîýôôèöèåíòàìè, êîòîðûå ìîãóò âîçíèêíóòü, íàïðèì åð,
èç-çà ïîäñòàíîâêè â êà÷åñòâå v ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé ñêîðîñòè

ñê 3v RT= M  èëè èç-çà èñïîëüçîâàíèÿ «øêîëüíîé» ôîðìó-
ëû äëÿ ïîòîêà, ñîäåðæàùåé êîýôôèöèåíò 1/6 âìåñòî 1/ 4.
3) Ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ ñîñóä áîëüøîé ïî ñðàâíåíèþ ñî
ñòàêàíîì, òî íàñûùåííûì ïàð áóäåò èìåííî íà óðîâíå  ïî-
âåðõíîñòè âîäû â ñîñóäå. Ïóñòü 0p  è 0n  – ñîîòâåòñòâåííî
äàâëåíèå è êîíöåíòðàöèÿ ïàðà íà óðîâíå ïîâåðõíîñòè âîäû
â ñòàêàíå, òîãäà èç óðàâíåíèÿ Ìåíäåëååâà–Êëàïåéðîíà
íàõîäèì ñðåäíþþ ïëîòíîñòü ïàðà â ïîãðóæåííîé ÷àñòè ñòà-
êàíà:

0
ï

1
2

p p p
RT RT RT
M M Mæ ör = + »ç ÷

è ø
.

Çäåñü 0p p» , òàê êàê â äàííîì ñëó÷àå ó÷åò ðàçíèöû äàâëå-
íèé ïðîÿâèëñÿ áû â äàëüíåéøåì ëèøü êàê ïîïðàâêà âòî ðîãî
ïîðÿäêà ìàëîñòè. Äîáàâî÷íîå ãèäðîñòàòè÷åñêîå äàâëåí èå
ñòîëáà ïàðà â ñòàêàíå ðàâíî

0 ï
pgH

p p p gH
RT

M
D = - = r = ,

à èñêîìàÿ ðàçíîñòü êîíöåíòðàöèé ñîñòàâëÿåò

0
0 2

p p p pgH
n n n

kT kT kT kRT

D M
D = - = - = = .

4) Ñòàêàí ñòàíîâèòñÿ âñå áîëåå òÿæåëûì èç-çà ïîñòåï åííîãî
íàêàïëèâàíèÿ â íåì âîäû, âîçíèêøåé â ðåçóëüòàòå êîí äåíñà-
öèè ïàðà. Ïðè ýòîì ïàð áóäåò êîíäåíñèðîâàòüñÿ íà âí óòðåí-
íåé ïîâåðõíîñòè ïîãðóæåííîé ÷àñòè ñòàêàíà, òàê êàê â ýòîé
îáëàñòè äàâëåíèå ïàðà áóäåò ïðåâûøàòü äàâëåíèå íàñû ùåííî-
ãî ïàðà ïðè äàííîé òåìïåðàòóðå íà âåëè÷èíó ãèäðîñòà òè÷åñ-
êîãî äàâëåíèÿ ñòîëáà ïàðà.

Ïðèâåäåì ðàñ÷åò â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âíóòðåííèå ñòå íêè
ñòàêàíà äî óðîâíÿ ïîâåðõíîñòè âîäû â ñîñóäå âëàæíûå , ò.å.
ïîêðûòû òîíêèì ñëîåì âîäû, îäíàêî ìîæíî ñ÷èòàòü âåð íûìè
ðåøåíèÿ ó÷àñòíèêîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìîäåëè ñóõèõ ñò åíîê.
Îáùåå êîëè÷åñòâî ìîëåêóë, âûëåòàþùèõ ñ ïîëíîé ïîâåð õíîñ-
òè âîäû ïëîùàäüþ S çà âðåìÿ t , ðàâíî

( )2
1 2

4
Z St nv r rH t

a
= F = p + p .

Êîëè÷åñòâî ìîëåêóë, «ïðèëèïàþùèõ» ê âîäå çà òî æå â ðåìÿ,
îïðåäåëÿåòñÿ êîíöåíòðàöèåé ïàðà íà ñîîòâåòñòâóþùåì óðîâíå
è ðàâíî

2
2 0 ñð 2

4 4
Z n v r t n v rHt

a a
= p + × p ,

ãäå ( )ñð 0 2 2n n n n n= + = + D  – ñðåäíÿÿ êîíöåíòðàöèÿ ïàðà â
ïîãðóæåííîé ÷àñòè ñòàêàíà.
Ñòàêàí óòîíåò, êîãäà îáùàÿ ìàññà íàêîïèâøèõñÿ â íåì  ìîëå-
êóë âîäû ñòàíåò ðàâíà m:

( )2 1
A

Z Z m
N
M

- = ,

ãäå ANM  – ìàññà îäíîé ìîëåêóëû. Ïîäñòàâèâ ñþäà ñîîòâåò-
ñòâóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ 2Z , 1Z  è m, ïîëó÷èì èñêîìîå âðå-
ìÿ:

3 22 RT r h
t

pg r H H

/pr æ ö= ç ÷a M +è ø
.

Àíàëîãè÷íî âòîðîìó ïóíêòó, îöåíî÷íûå îòâåòû, îòëè÷à þùèå-
ñÿ òîëüêî ÷èñëîâûìè êîýôôèöèåíòàìè, ñëåäóåò ñ÷èòàòü  ïðà-
âèëüíûìè.
4. Ìàëîå ñîïðîòèâëåíèå öåïè ïîçâîëÿåò ñ÷èòàòü, ÷òî âñ å ïðî-
öåññû ïåðåçàðÿäêè êîíäåíñàòîðà ïðîèñõîäÿò î÷åíü áûñ òðî,
òàê ÷òî ñìåùåíèåì âåðõíåé ïëàñòèíû çà ýòî âðåìÿ ìîæ íî
ïðåíåáðå÷ü.
1) Åìêîñòü ïëîñêîãî êîíäåíñàòîðà 0C S d= e . Çàðÿä âåðõíåé
ïëàñòèíû 1 0 1q CU SU d= = e . Íàïðÿæåííîñòü îäíîðîäíîãî
ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ìåæäó îáêëàäêàìè êîíäåíñàòîðà

1E U d= , ïðè÷åì êàæäàÿ èç ïëàñòèí îáåñïå÷èâàåò ïîëîâèíó
ýòîé âåëè÷èíû. Çíà÷èò, èñêîìàÿ ñèëà ðàâíà

2
0 1

1 22 2

E SU
F q

d

e
= = .

Â ñëåäóþùèõ ïóíêòàõ áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðóæèíà èçíà ÷àëü-
íî íå ðàñòÿíóòà è ñèëà òÿæåñòè íà âåðõíþþ ïëàñòèíó íå äåé-
ñòâóåò. Ýòî óïðîùåíèå íå ïîâëèÿåò íà ðåçóëüòàòû, òà ê êàê
ñèëó óïðóãîñòè ïðóæèíû ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóì ìû åå
íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ è åå èçìåíåíèÿ, à ïîñêîëüêó ñîã ëàñíî
óñëîâèþ ðàâíîâåñèÿ íà÷àëüíàÿ ñèëà óïðóãîñòè ðàâíà ñ èëå òÿ-
æåñòè, òî îíè âçàèìíî óíè÷òîæàòñÿ âî âñåõ óðàâíåíèÿ õ, â
òîì ÷èñëå è ïðè ðàñ÷åòå ðàáîòû.
2) Ïîñêîëüêó íàïðÿæåíèå U  óâåëè÷èâàþò ìåäëåííî, òî ðàñ-
ñòîÿíèå x ìåæäó ïëàñòèíàìè óìåíüøàåòñÿ òîæå ìåäëåííî è
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýëåêòðè÷åñêàÿ ñèëà â êàæäûé ìîìå íò âðå-
ìåíè óðàâíîâåøèâàåòñÿ ñèëîé óïðóãîñòè:

( )
2

0
22

SU
k d x

x

e
= - .

Ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ êóáè÷åñêèì îòíîñèòåëüíî x, ïîýòîìó
äëÿ åãî àíàëèçà ïðèìåíèì ãðàôè÷åñêèé ìåòîä. Ãðàôèêî ì ïðà-
âîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðÿìàÿ, à ëåâîé – ñåìå éñòâî
êâàäðàòè÷íûõ ãèïåðáîë, çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà U . Íà ðè-
ñóíêå 18 ïîêàçàíû ïðÿìàÿ è òðè õàðàêòåðíûå ãèïåðáîë û äëÿ
çíà÷åíèé U , ðàâíûõ 1V , 2V , 3V  è óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëî-
âèþ 1 2 3V V V< < .
Ïðè 1U V=  óðàâíåíèå èìååò äâà êîðíÿ – ãðàôèêè ïåðåñåêà-
þòñÿ ïðè 1x  è 2x , ïðè÷åì 1x  ñîîòâåòñòâóåò óñòîé÷èâîìó ïî-
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ÊÂÀÍÒ

ëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ, à

2x  – íåóñòîé÷èâîìó
(ýòî îïðåäåëÿåòñÿ ïî íà-
ïðàâëåíèþ ðåçóëüòèðóþ-
ùåé ñèëû, âîçíèêàþùåé
ïðè íåáîëüøîì îòêëîíå-
íèè îò ïîëîæåíèÿ ðàâíî-
âåñèÿ). Îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî ïðè ïëàâíîì óìåíü-
øåíèè x îò çíà÷åíèÿ d
ñèñòåìà îêàæåòñÿ ñíà÷à-
ëà â ñîñòîÿíèè 1x  è
óæå íå ïîïàäåò â ñîñòîÿ-
íèå 2x .
Ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ U

îò 1V  äî 2V  òî÷êè 1x  è 2x  ïðèáëèæàþòñÿ äðóã ê äðóãó è
ñõîäÿòñÿ â òî÷êå 0x , ñîîòâåòñòâóþùåé ñëó÷àþ êàñàíèÿ ãèïåð-
áîëû è ïðÿìîé. Ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ 0x  ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷è-
âûì ïðè óâåëè÷åíèè x è íåóñòîé÷èâûì ïðè óìåíüøåíèè x,
ïîýòîìó ïðè 2U V=  ïîäâèæíàÿ ïëàñòèíà êîíäåíñàòîðà íà÷-
íåò äâèãàòüñÿ óñêîðåííî, è ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ ïë àñòèíû
ñõëîïíóòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, èñêîìîå 2 2U V= . Îòìåòèì, ÷òî
ïðè 3U V=  ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ óæå íåò, òàê ÷òî ïëàñòèíû
íà÷íóò äâèãàòüñÿ óñêîðåííî è ñõëîïíóòñÿ ïðè ëþáîì x.
Äëÿ óïðîùåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèé ïåðåïèøåì óñëîâèå ðàâí îâå-
ñèÿ â âèäå
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a
d x

x
= - ,  ãäå 

2
0SU

a
k

e
= .

Â òî÷êå êàñàíèÿ ãðàôèêîâ ôóíêöèé äîëæíû áûòü ðàâíû íå
òîëüêî çíà÷åíèÿ ôóíêöèé, íî è çíà÷åíèÿ èõ ïðîèçâîäí ûõ:

0
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a
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x
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2
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0
SU

a
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Îòñþäà íàõîäèì

3
0 0

2
3

x d a= = , è 
3

2
0

8
27

kd
U

S
=

e
.

3) Ïîñëå ðàçìûêàíèÿ öåïè çàðÿä íà êîíäåíñàòîðå áóäå ò ñî-
õðàíÿòüñÿ, à ïîòîìó íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ è ýëåêòðè÷åñ êàÿ
ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà ïîäâèæíóþ ïëàñòèíó, èçìåíÿòüñÿ  íå
áóäóò. Ïîëüçóÿñü ðåçóëüòàòîì ïåðâîãî ïóíêòà, íàõîäè ì

2
0 3

3 2 const
2

SU
F

d

e
= = .

Ïðè ìèíèìàëüíîì çíà÷åíèè 3U  ïëàñòèíà áóäåò ñíà÷àëà óñêî-
ðÿòüñÿ, à çàòåì çàìåäëÿòüñÿ èç-çà ïîñòåïåííîãî ðàñò ÿæåíèÿ
ïðóæèíû, òàê ÷òî ïëàñòèíû ñõëîïíóòñÿ ñ ïðåíåáðåæèìî  ìà-
ëîé ñêîðîñòüþ. Èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè 2

3 2F d kd=
ïîëó÷àåì

3

3
0

kd
U

S
=

e .

Îòìåòèì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå ïîòðåáîâàëîñü áîëüøåå íàïðÿ-
æåíèå, ÷åì âî âòîðîì ïóíêòå, ÷òî âïîëíå ëîãè÷íî, òà ê êàê â
ïðåäûäóùåì ñëó÷àå ïî ìåðå ñáëèæåíèÿ ïëàñòèí èõ çàðÿ ä, íà-
ïðÿæåííîñòü ïîëÿ è ñèëà âçàèìîäåéñòâèÿ ñóùåñòâåííî âîçðà-
ñòàëè çà ñ÷åò äåéñòâèÿ èñòî÷íèêà.
4) Â ýòîì ïóíêòå ìû, íàîáîðîò, îæèäàåì ïîëó÷èòü ìåí üøåå
íàïðÿæåíèå, ÷åì âî âòîðîì ñëó÷àå, òàê êàê ïëàñòèíà ìîæåò
ïðåîäîëåòü ó÷àñòîê ìåæäó ïîëîæåíèÿìè ðàâíîâåñèÿ 1x  è 2x
çà ñ÷åò êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè, íàêîïëåííîé ïðè ðàçãî íå íà
ó÷àñòêå îò d äî 1x .
Àíàëîãè÷íî ïåðâîìó ïóíêòó, íàõîäèì ýëåêòðè÷åñêóþ ñè ëó,
äåéñòâóþùóþ íà ïîäâèæíóþ ïëàñòèíó, íàõîäÿùóþñÿ íà ð àñ-

ñòîÿíèè x îò íåïîäâèæíîé:
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0 4
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Ðàáîòà ýòîé ñèëû íà ó÷àñòêå îò d äî x ðàâíà

2 2
0 4 0 4
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SU SU
A dx

x dx

æ öe e æ ö= - = -ç ÷ ç ÷ç ÷ è øè ø
ò .

Ñ ïîìîùüþ çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè âûðàçèì êèíåòè÷ åñ-
êóþ ýíåðãèþ:

( ) ( ) ( )2 22
0 4 (

2 2 2

k d x SU d x k d x
W A

xd

- e - -
= - = - .

Ïëàñòèíà íå îñòàíîâèòñÿ, åñëè â êàæäîé òî÷êå ( )0x dÎ ;  áó-
äåò âûïîëíåíî óñëîâèå 0W ³ , îòêóäà ïîñëå óïðîùåíèÿ ïî-
ëó÷àåì íåðàâåíñòâî

2
2 0 4 0

SU
x dx

kd
e

- + ³ .

Ãðàôèêîì ëåâîé ÷àñòè ýòîãî íåðàâåíñòâà ÿâëÿåòñÿ ïàð àáîëà ñ
âåðøèíîé 4 2x d= , ëåæàùåé â ðàññìàòðèâàåìîì ïðîìåæóòêå,
ïîýòîìó äëÿ íàõîæäåíèÿ ìèíèìàëüíîãî 4U  äîñòàòî÷íî íàëî-
æèòü íà äèñêðèìèíàíò óñëîâèå

2
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e
= - = ,

îòêóäà ïîëó÷èì
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