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Ýëëèïñ, ñèììåòðè÷íûé
êàê êâàäðàò

Ä.ÇÂÎÍÊÈÍ

Ââåäåíèå

Ýòà ñòàòüÿ î òîì, ÷òî èç íàëè÷èÿ â çàäà÷å ñèììåòðèè
èíîãäà ìîæíî ñðàçó âûâåñòè îòâåò. Âîò íåñêîëüêî
ñîâñåì ïðîñòûõ ïðèìåðîâ. Åñëè ó ÷èñëà ïîìåíÿëè
çíàê, à îíî ïðè ýòîì íå èçìåíèëîñü, òî ýòî ÷èñëî – íîëü.
À åñëè âåêòîð íà ïëîñêîñòè ïîâåðíóëè íà 120° , íî îí

îñòàëñÿ ïðåæíèì, òî,
çíà÷èò, ýòî áûë íóëå-
âîé âåêòîð. Èëè, äîïó-
ñòèì, ýëëèïñ ïîâåðíó-
ëè íà 90°  è ïîëó÷èëè
òîò æå ñàìûé ýëëèïñ;
âûâîä: ýòîò ýëëèïñ –
îêðóæíîñòü. Äëÿ ðåøå-
íèÿ îäíîé èç ïîñëåäíèõ
çàäà÷ âàì ïîòðåáóåòñÿ
äàæå ýëëèïñîèä, ñèì-
ìåòðè÷íûé êàê êóáèê,
ò.å. ñôåðà. Íî íà÷íåì ñ
ñàìîãî ïðîñòîãî.

Çàäà÷à 1. Íà ïëîñêîñòè íàðèñîâàí ïðàâèëüíûé
ïÿòèóãîëüíèê ñ öåíòðîì O è âåðøèíàìè 1P , 2P , 3P ,

4P  è 5P  (ðèñ.1). Äîêàæèòå, ÷òî

1 2 3 4 5OP OP OP OP OP+ + + + =
uuuur uuuur uuuur uuuur uuuur

0
r

.
Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ñóììó

1 2 3 4 5OP OP OP OP OP+ + + +
uuuur uuuur uuuur uuuur uuuur

÷åðåç u
r

. Åñëè ïîâåðíóòü ïëîñêîñòü íà îäíó ïÿòóþ
îáîðîòà (ò.å. íà 72° ) âîêðóã òî÷êè O, òî âåêòîð u

r
 òîæå

ïîâåðíåòñÿ íà îäíó ïÿòóþ îáîðîòà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ïÿòèóãîëüíèê ïðè òàêîì ïîâîðîòå ïåðåéäåò ñàì â ñåáÿ
(òîëüêî íîìåðà âåðøèí èçìåíÿòñÿ). Ñëåäîâàòåëüíî,
âåêòîð u

r
 îñòàíåòñÿ ïðåæíèì. Èòàê, âåêòîð u

r
 íå

ìåíÿåòñÿ ïðè ïîâîðîòå íà 72° . Çíà÷èò, u
r

 = 0
r

.
Çàäà÷à 2. Ðåøèòå çàäà÷ó 1, çàìåíèâ â íåé ïÿòè-

óãîëüíèê íà ëþáîé ïðàâèëüíûé n-óãîëüíèê.
Çàäà÷à 3. Ïåðåéäåì â òðè èçìåðåíèÿ: ðåøèòå çàäà-

÷ó 1, çàìåíèâ â íåé ïÿòèóãîëüíèê íà êóá.

Çàäà÷è ñ àôôèííûìè ôóíêöèÿìè

Â ïðåäûäóùèõ çàäà÷àõ òðåáîâàëîñü íàéòè íåêîòîðûé
âåêòîð, à ñèììåòðèÿ ïîçâîëèëà äîêàçàòü, ÷òî îí íà ñà -
ìîì äåëå ðàâåí íóëþ. Â ñëåäóþùåé ñåðèè çàäà÷ âìåñòî
âåêòîðîâ áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ àôôèííûå ôóíêöèè,
òàê ÷òî ìû äîëæíû ñíà÷àëà ðàññêàçàòü, ÷òî ýòî òàêîå .

Îá àôôèííûõ ôóíêöèÿõ.  Àôôèííîé ôóíêöèåé  îò
äâóõ ïåðåìåííûõ x è y íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ ôóíêöèÿ

âèäà ( ),f x y  = ax + by + c , ãäå a, b è c – äåéñòâèòåëüíûå
÷èñëà. Â øêîëå òàêèå ôóíêöèè ÷àñòî íàçûâàþò ëèíåé-
íûìè, íî ñðåäè ìàòåìàòèêîâ ëèíåéíûìè ïðèíÿòî íàçû-
âàòü òîëüêî ôóíêöèè âèäà ax by+ , à åñëè ê ëèíåéíîé
ôóíêöèè äîáàâèòü åùe ÷èñëî, òî òàêóþ ôóíêöèþ
íàçûâàþò óæå àôôèííîé.

Î÷åâèäíî, ÷òî ñóììà íåñêîëüêèõ àôôèííûõ ôóíê-
öèé áóäåò ñíîâà àôôèííîé ôóíêöèåé. Ãðàôèêîì àô-
ôèííîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ íåâåðòèêàëüíàÿ ïëîñêîñòü
z = ax + by + c  â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñ êîîðäèíà-
òàìè x, y, z.

Ïîñêîëüêó àôôèííàÿ ôóíêöèÿ çàâèñèò âñåãî îò òðåõ
ïàðàìåòðîâ – a, b è c, – îíà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ
ñâîèìè çíà÷åíèÿìè â ïî÷òè ëþáûõ òðåõ òî÷êàõ: íóæíî
òîëüêî, ÷òîáû ýòè òî÷êè íå ëåæàëè íà îäíîé ïðÿìîé.
Ãåîìåòðè÷åñêè ýòî óòâåðæäåíèå îçíà÷àåò, ÷òî ÷åðåç
ëþáûå òðè òî÷êè â ïðîñòðàíñòâå ïðîõîäèò ðîâíî îäíà
íåâåðòèêàëüíàÿ ïëîñêîñòü, åñëè òîëüêî ýòè òî÷êè íå
ëåæàò íàä îäíîé ïðÿìîé â ïëîñêîñòè Oxy . Íàïðèìåð,
åñëè èçâåñòíî, ÷òî àôôèííàÿ ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò
ðàâíûå çíà÷åíèÿ â òðåx òî÷êàõ, íå ëåæàùèõ íà îäíîé
ïðÿìîé, òî ýòà ôóíêöèÿ ïîñòîÿííà, ò.å. a = b = 0.
Ãðàôèê òàêîé ôóíêöèè – ãîðèçîíòàëüíàÿ ïëîñêîñòü.

Åñëè æå àôôèííàÿ ôóíêöèÿ íåïîñòîÿííà, òî åå
ãðàôèê ïåðåñåêàåò êîîðäèíàòíóþ ïëîñêîñòü Oxy  âäîëü
ïðÿìîé L  ñ óðàâíåíèåì ax + by + c = 0. Ïî ìåðå òîãî
êàê òî÷êà ( ),x y  îòäàëÿåòñÿ îò L , çíà÷åíèå àôôèííîé
ôóíêöèè âîçðàñòàåò (â ïîëîæèòåëüíóþ èëè â îòðèöà-
òåëüíóþ ñòîðîíó) ïðîïîðöèîíàëüíî óäàëåíèþ îò ïðÿ-
ìîé. Óìíîæèâ íàøó àôôèííóþ ôóíêöèþ íà íåíóëå-
âóþ êîíñòàíòó, ìîæíî äîáèòüñÿ, ÷òîáû 2 2a b+  = 1. Â
ýòîì ñëó÷àå âåêòîð ( ),a b  áóäåò åäèíè÷íûì âåêòîðîì,
ïåðïåíäèêóëÿðíûì L , à ðàññòîÿíèå îò òî÷êè ( ),x y  äî
L  áóäåò ðàâíî ïðîñòî | ax + by + c |. Áîëåå òî÷íî, åñëè
òî÷êà ( ),x y  ëåæèò ñ òîé ñòîðîíû îò ïðÿìîé, êóäà
ñìîòðèò âåêòîð ( ),a b , òî ðàññòîÿíèå ðàâíî ax + by + c ,
à åñëè ñ ïðîòèâîïîëîæíîé ñòîðîíû, òî îíî ðàâíî

( )ax by c- + + . Ýòî èçâåñòíàÿ èç øêîëüíîé ïðîãðàììû
ôîðìóëà ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè äî ïðÿìîé.

Òåïåðü ìîæíî ïåðåõîäèòü ê çàäà÷àì.
Çàäà÷à 4. Íà ïëîñêîñòè íàðèñîâàí ïðàâèëüíûé

ñåìèóãîëüíèê. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà ðàññòîÿíèé îò
âíóòðåííåé òî÷êè P ñåìèóãîëüíèêà äî åãî ñòîðîí íå
çàâèñèò îò âíóòðåííåé òî÷êè.

Ðåøåíèå.  Ïóñòü ( ),x y  – êîîðäèíàòû òî÷êè P. Ðàñ-
ñòîÿíèå îò P äî ëþáîé ñòîðîíû ñåìèóãîëüíèêà –
àôôèííàÿ ôóíêöèÿ îò x è y (ïîñêîëüêó âñå âíóòðåííèå
òî÷êè ëåæàò ñ îäíîé è òîé æå ñòîðîíû îò ëþáîé

Ðèñ. 1



ñòîðîíû ñåìèóãîëüíèêà, ìîäóëü â ôîðìóëå ðàññòîÿíèÿ
ìîæíî íå ïèñàòü, à âìåñòî ýòîãî ñðàçó âûáðàòü ïðà-
âèëüíûé çíàê). Ñêëàäûâàÿ ñåìü àôôèííûõ ôóíêöèé
(ïî îäíîé äëÿ êàæäîé ñòîðîíû ñåìèóãîëüíèêà), ìû
ïîëó÷èì ñíîâà àôôèííóþ ôóíêöèþ. Çíà÷èò, ñóììà
ðàññòîÿíèé îò òî÷êè ( ),x y  äî ñòîðîí ñåìèóãîëüíèêà –
àôôèííàÿ ôóíêöèÿ îò x è y. Òåïåðü ìû äâóìÿ ñïîñî-
áàìè äîêàæåì, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ ïîñòîÿííà (âûáèðàéòå
òîò, êîòîðûé âàì áîëüøå íðàâèòñÿ).

Ïåðâûé ñïîñîá . Åñëè áû ôóíêöèÿ íå áûëà ïîñòîÿí-
íîé, åå ãðàôèê ïåðåñåêàë áû ïëîñêîñòü Oxy  âäîëü
íåêîòîðîé ïðÿìîé. Ïðè ïîâîðîòå íà îäíó ñåäüìóþ
îáîðîòà âîêðóã öåíòðà ñåìèóãîëüíèêà ýòà ïðÿìàÿ, ñ
îäíîé ñòîðîíû, ïîâåðíåòñÿ íà îäíó ñåäüìóþ îáîðîòà,
íî, ñ äðóãîé ñòîðîíû, íå èçìåíèòñÿ, òàê êàê íå èçìå íèò-
ñÿ ñàìà àôôèííàÿ ôóíêöèÿ. Ïðîòèâîðå÷èå.

Âòîðîé ñïîñîá . Çíà÷åíèÿ íàøåé àôôèííîé ôóíêöèè
âî âñåõ âåðøèíàõ ñåìèóãîëüíèêà î÷åâèäíî ñîâïàäàþò.
Òàê êàê ýòè âåðøèíû íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé –
ôóíêöèÿ ïîñòîÿííà.

Çàäà÷à 5. Ðåøèòå çàäà÷ó 4, çàìåíèâ â íåé ñåìèóãîëü-
íèê íà ïðîèçâîëüíûé ïðàâèëüíûé n-óãîëüíèê.

Çàäà÷à 6. Âíóòðè ïðàâèëüíîãî øåñòèóãîëüíèêà ïî-
ñòàâèëè òî÷êó P è ñîåäèíèëè åå îòðåçêàìè ñî âñåìè
âåðøèíàìè øåñòèóãîëüíèêà (ðèñ.2). Ïîëó÷èâøèåñÿ

øåñòü òðåóãîëüíèêîâ ïîêðà-
ñèëè â ñèíèé è áåëûé öâåòà
– ÷åðåç îäèí. Äîêàæèòå,
÷òî ñóììà ïëîùàäåé ñèíèõ
òðåóãîëüíèêîâ ñîâïàäàåò ñ
ñóììîé ïëîùàäåé áåëûõ
òðåóãîëüíèêîâ.

Ðåøåíèå.  Ââåäåì íà ïëîñ-
êîñòè ñèñòåìó êîîðäèíàò òàê,
÷òîáû íà÷àëî êîîðäèíàò ïî-
ïàëî â öåíòð øåñòèóãîëüíè-
êà. Ïóñòü ( ),x y  – êîîðäèíà-

òû òî÷êè P. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ( ),f x y  ðàçíîñòü ìåæäó
ñóììàðíîé ïëîùàäüþ ñèíèõ òðåóãîëüíèêîâ è ñóììàð-
íîé ïëîùàäüþ áåëûõ òðåóãîëüíèêîâ. Íàøà öåëü –
äîêàçàòü, ÷òî ( ),f x y  = 0 äëÿ ëþáûõ x, y.

Ïóñòü AB – ôèêñèðîâàííûé îòðåçîê íà ïëîñêîñòè.
Íà÷íeì ñ òîãî, ÷òî (îðèåíòèðîâàííàÿ) ïëîùàäü òðå-
óãîëüíèêà ABP – ýòî ñíîâà àôôèííàÿ ôóíêöèÿ îò x è
y. Äåéñòâèòåëüíî, îíà ïîëó÷àåòñÿ èç àôôèííîé ôóíê-
öèè ðàññòîÿíèÿ äî ïðÿìîé AB óìíîæåíèåì íà ïîñòîÿí-
íûé ìíîæèòåëü – ïîëîâèíó äëèíû îòðåçêà AB.

Ôóíêöèÿ f  – òîæå àôôèííàÿ, ïîñêîëüêó îíà ïîëó÷à-
åòñÿ ñëîæåíèåì è âû÷èòàíèåì øåñòè àôôèííûõ ôóí-
êöèé. Êðîìå òîãî, èç ñèììåòðèè î÷åâèäíî, ÷òî

( )0, 0 0f = . Òåïåðü ìû äâóìÿ ñïîñîáàìè äîêàæåì, ÷òî
ôóíêöèÿ f  òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ.

Ïåðâûé ñïîñîá . Åñëè áû ôóíêöèÿ f  íå áûëà ðàâíà
íóëþ, åå ãðàôèê ïåðåñåêàë áû ïëîñêîñòü Oxy  âäîëü
íåêîòîðîé ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð øåñòè-
óãîëüíèêà. Ïðè ïîâîðîòå íà 120° âîêðóã öåíòðà øåñ-
òèóãîëüíèêà ýòà ïðÿìàÿ, ñ îäíîé ñòîðîíû, ïîâåðíåò-
ñÿ íà 120°, íî, ñ äðóãîé ñòîðîíû, íå èçìåíèòñÿ, òàê
êàê íå èçìåíèòñÿ ñàìà àôôèííàÿ ôóíêöèÿ. Ïðîòèâî-
ðå÷èå.

Âòîðîé ñïîñîá . Çíà÷åíèÿ íàøåé àôôèííîé ôóíêöèè
âî âñåõ âåðøèíàõ øåñòèóãîëüíèêà î÷åâèäíî ñîâïàäàþò
è ðàâíû íóëþ. Òàê êàê ýòè âåðøèíû íå ëåæàò íà îäíîé
ïðÿìîé – ôóíêöèÿ òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ.

Çàäà÷à 7. Äîêàæèòå, ÷òî óòâåðæäåíèå çàäà÷è 6
îñòàíåòñÿ âåðíûì, åñëè çàìåíèòü â íåé 6-óãîëüíèê íà
ïðàâèëüíûé 2n-óãîëüíèê.

Çàìå÷àíèå . Çàäà÷è 4, 5, 6 è 7 ÿâëÿþòñÿ, íà ñàìîì
äåëå, ðàçíûìè èïîñòàñÿìè îäíîé è òîé æå çàäà÷è.
Äåéñòâèòåëüíî, ðàññòîÿíèå îò òî÷êè P äî ñòîðîíû AB
ïðàâèëüíîãî ìíîãîóãîëüíèêà è ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà
ABP îòëè÷àþòñÿ ëèøü ïîñòîÿííûì ìíîæèòåëåì l /2,
ãäå l  – äëèíà ñòîðîíû ìíîãîóãîëüíèêà. Çàäà÷è 4 è 5,
íàïðèìåð, ìîæíî ðåøèòü, çàìåòèâ, ÷òî åñëè óìíîæèòü
íà l /2 ñóììó ðàññòîÿíèé îò P äî ñòîðîí ìíîãîóãîëüíè-
êà, òî ïîëó÷èòñÿ ïëîùàäü ìíîãîóãîëüíèêà. À çàäà÷ó 6
ìîæíî ðåøèòü, çàìåòèâ, ÷òî øåñòèóãîëüíèê ÿâëÿåòñÿ
ïåðåñå÷åíèåì äâóõ òðåóãîëüíèêîâ, äëÿ êàæäîãî èç
êîòîðûõ ñóììà ðàññòîÿíèé îò P äî ñòîðîí ïîñòîÿííà.

Ýòè ñîâïàäåíèÿ íå ñëó÷àéíû: äåëî â òîì, ÷òî äâå
àôôèííûå ôóíêöèè, îáíóëÿþùèåñÿ íà îäíîé è òîé æå
ïðÿìîé, âñåãäà îòëè÷àþòñÿ ëèøü íà ìíîæèòåëü. Â
íàøèõ çàäà÷àõ ìû ðàññìàòðèâàëè àôôèííûå ôóíê-
öèè, îáíóëÿþùèåñÿ íà ñòîðîíàõ ïðàâèëüíîãî ìíîãî-
óãîëüíèêà, à âîò ìíîæèòåëü âûáèðàëè ïî-ðàçíîìó.

Çàäà÷à 8. Âíóòðè ïðàâèëüíîãî îêòàýäðà ïîñòàâèëè
òî÷êó P. Âîñåìü òåòðàýäðîâ ñ âåðøèíîé â òî÷êå P è
ñ îñíîâàíèÿìè íà ãðàíÿõ îêòàýäðà ïîêðàñèëè â ñèíèé
è áåëûé öâåòà â øàõìàòíîì ïîðÿäêå. Äîêàæèòå, ÷òî
ñóììàðíûé îáúåì áåëûõ òåòðàýäðîâ ðàâåí ñóììàðíî-
ìó îáúåìó ñèíèõ òåòðàýäðîâ.

Ïîÿñíåíèå . Ïðàâèëüíûé îêòàýäð  – ýòî ìíîãîãðàí-
íèê, ñîñòîÿùèé èç âîñüìè ïðàâèëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ,
ïðè÷åì â êàæäîé âåðøèíå ñõîäèòñÿ ïî ÷åòûðå òðå-
óãîëüíèêà (ðèñ.3). Íàïðèìåð, åñëè â öåíòðå êàæäîé

ãðàíè êóáà ïîñòàâèòü ïî òî÷êå è ñîåäèíèòü òî÷êè íà
ñîñåäíèõ ãðàíÿõ îòðåçêàìè, òî ïîëó÷èòñÿ îêòàýäð.
Òåòðàýäð – ýòî ìíîãîãðàííèê, îãðàíè÷åííûé ÷åòûðü-
ìÿ òðåóãîëüíèêàìè, èíà÷å ãîâîðÿ, ýòî ïèðàìèäà ñ
òðåóãîëüíûì îñíîâàíèåì. Íà ðèñóíêå 3 ñëåâà èçîáðà-
æåí îêòàýäð, à ñïðàâà åãî âèäèìûå ãðàíè ïîêðàøåíû â
ñèíèé è áåëûé öâåòà â øàõìàòíîì ïîðÿäêå.

Óêàçàíèå. Äîêàæèòå ñíà÷àëà, ÷òî îáúåì òåòðàýäðà ñ
ôèêñèðîâàííûì îñíîâàíèåì è ñ âåðøèíîé â òî÷êå P ñ
êîîðäèíàòàìè ( ), ,x y z  ÿâëÿåòñÿ àôôèííîé ôóíêöèåé
îò òðåõ ïåðåìåííûõ, ò.å. èìååò âèä ax + by + cz + d , ãäå
a, b, c, d – äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî
ôóíêöèÿ ( ), ,f x y z , ðàâíàÿ ðàçíîñòè îáúåìîâ ñèíèõ è
áåëûõ òåòðàýäðîâ, òîæå àôôèííàÿ. Èç ñèììåòðèé
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îêòàýäðà ëåãêî âûâåñòè, ÷òî-
ôóíêöèÿ f  ðàâíà íóëþ âî âñåõ
âåðøèíàõ, à òàêæå â öåíòðå
îêòàýäðà.

Çàäà÷à 9. Â ïðîñòðàíñòâå
íàðèñîâàí ïðàâèëüíûé èêîñà-
ýäð. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà
ðàññòîÿíèé îò âíóòðåííåé
òî÷êè P äî åãî ãðàíåé íå çàâè-
ñèò îò òî÷êè P.

Ïîÿñíåíèå . Ïðàâèëüíûé èêî-
ñàýäð – ýòî ìíîãîãðàííèê, ñîñòîÿùèé èç äâàäöàòè
ïðàâèëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ, ïðè÷åì â êàæäîé âåðøèíå
ñõîäèòñÿ ïî ïÿòü òðåóãîëüíèêîâ (ðèñ.4).

Çàäà÷è íà êâàäðàòè÷íûå ôîðìû

Â ñëåäóþùåé ñåðèè çàäà÷ ðå÷ü ïîéäåò î êâàäðàòè÷-
íûõ ôîðìàõ, ïîýòîìó äëÿ íà÷àëà ðàññêàæåì íåìíîãî
îá èõ ñâîéñòâàõ.

Êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé  îò äâóõ ïåðåìåííûõ x è y
íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåí îò x è y, âñå ÷ëåíû êîòîðîãî
èìåþò ñòåïåíü ðîâíî äâà. Èíûìè ñëîâàìè, êâàäðàòè÷-
íàÿ ôîðìà – ýòî ôóíêöèÿ âèäà ( ) 2 2,f x y ax bxy cy= + +
äëÿ íåêîòîðûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë a, b, c. Î÷åâèä-
íî, ÷òî ñóììà êâàäðàòè÷íûõ ôîðì áóäåò ñíîâà êâàäðà-
òè÷íîé ôîðìîé.

Äëÿ òîãî ÷òîáû êàê-òî ïðåäñòàâèòü ñåáå êâàäðàòè÷-
íóþ ôîðìó f , ÷àñòî áûâàåò óäîáíî íàðèñîâàòü êàêóþ-
íèáóäü åå ëèíèþ óðîâíÿ, ò.å. êðèâóþ ( ),f x y =  c.
Íàïðèìåð, ïðè c = 1 ëèíèÿ óðîâíÿ êâàäðàòè÷íîé
ôîðìû ( ) ( )2 2 2,f x y x y r= +  – îêðóæíîñòü ðàäèóñà

r, ëèíèÿ óðîâíÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ( ),f x y =
2 24x y= +  – ýëëèïñ ñ ïîëóîñÿìè 1 è 2 (ðèñ.5), ëèíèÿ

óðîâíÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ( ) 2 2, 4f x y x y= -  – ãè-
ïåðáîëà (ðèñ. 6).

Âåðîÿòíî, ñàìûì âàæíûì ðåçóëüòàòîì î êâàäðàòè÷-
íûõ ôîðìàõ ÿâëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ  òåîðåìà î ïðè-
âåäåíèè ê íîðìàëüíîìó âèäó : äëÿ ëþáîé êâàäðàòè÷-
íîé ôîðìû f íàéäóòñÿ äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò
u, v è äâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñëà a  è b  òàêèå, ÷òî

2 2f u v= a + b .
Äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè òàêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò,

ðàññìîòðèì çíà÷åíèÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû f  íà òî÷êàõ
åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè. Âûáåðåì íà ýòîé îêðóæíîñòè
åäèíè÷íûé âåêòîð 1e

r
, íà êîòîðîì çíà÷åíèå f  ìàêñè-

ìàëüíî, è åäèíè÷íûé âåêòîð 2e
r

, íà êîòîðîì çíà÷åíèå
f ìèíèìàëüíî. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âåêòîðû 1e

r
 è 2e

r

ïåðïåíäèêóëÿðíû äðóã äðóãó, à â êîîðäèíàòàõ u, v,
ñîîòâåòñòâóþùèõ áàçèñó ( )1 2,e e

r r
, êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà

f  èìååò âèä 2 2u va + b . Ìû íå áóäåì çäåñü ýòîãî
äîêàçûâàòü.

Åñëè îáà ÷èñëà a  è b  îêàçàëèñü ïîëîæèòåëüíûìè,
òî ëèíèÿ óðîâíÿ ïðè c = 1 íàøåé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû
– ýëëèïñ. Åñëè a  è b  ðàçíûõ çíàêîâ, òî ëèíèÿ óðîâíÿ
áóäåò ãèïåðáîëîé. Îñè ýëëèïñà èëè ãèïåðáîëû íàïðàâ-
ëåíû âäîëü âåêòîðîâ 1e

r
 è 2e

r
. Åñëè a  è b  îòðèöàòåëü-

íû, òî ïîëåçíåå ðàññìîòðåòü ëèíèþ óðîâíÿ ( ), 1f x y = - ,
êîòîðàÿ áóäåò ýëëèïñîì.

Óïðàæíåíèå.  Êàêèå ëèíèè óðîâíÿ ïðè c = 1 ó êâàäðàòè÷-
íîé ôîðìû, êîãäà îäíî èç ÷èñåë a , b  ðàâíî íóëþ? ( Îòâåò:
ïàðû ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ.)

Ïóñòü r – êàêîå-íèáóäü ïðåîáðàçîâàíèå ïëîñêîñòè,
íàïðèìåð ïîâîðîò. Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà (êàê è ëþáàÿ
äðóãàÿ ôóíêöèÿ) íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíîé îòíîñè-
òåëüíî r , åñëè åe çíà÷åíèå â ëþáîé òî÷êå P ñîâïàäàåò
ñî çíà÷åíèåì â òî÷êå ( )r P . Èíûìè ñëîâàìè, ïðèìåíå-
íèå ïðåîáðàçîâàíèÿ r íå ìåíÿåò çíà÷åíèé êâàäðàòè÷íîé
ôîðìû.

Ëþáàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà èíâàðèàíòíà îòíîñè-
òåëüíî ïîâîðîòà íà 180° . Â ñàìîì äåëå, ïîâîðîò íà
180°  ïåðåâîäèò êîîðäèíàòû x è y â x-  è y- . Òåïåðü
äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ( )2 2x x- = , ( )2 2y y- = , à

( ) ( )x y xy- - = . Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî èç èíâàðèàíò-
íîñòè êâàäðàòè÷íîé ôîðìû âûòåêàåò èíâàðèàíòíîñòü
åe ëèíèé óðîâíÿ. Äåéñòâèòåëüíî: è ýëëèïñ, è ãèïåðáî ëà
öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷íû.

Åñëè êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëü-
íî êàêîãî-íèáóäü äðóãîãî ïîâîðîòà, èç ýòîãî ñðàçó

ñëåäóåò, ÷òî îíà èìååò âèä ( )2 2x ya + : íè îäíà ãèïåð-
áîëà è íè îäèí ýëëèïñ, êðîìå îêðóæíîñòè, íå ïåðåõî-
äÿò â ñåáÿ ïðè äðóãèõ ïîâîðîòàõ.

Ïðèìåð.  Ðàññìîòðèì êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó
( ),f x y 2 214 24 21x xy y= - + .

Ïåðåéäåì â äåêàðòîâ áàçèñ

1 2
4 3 3 4

, , , .
5 5 5 5

e eæ ö æ ö= = -ç ÷ ç ÷è ø è ø
r r

Êîîðäèíàòû â íîâîì áàçèñå èìåþò âèä
4 3 3 4

,
5 5 5 5

u x y v x y= + = - + .

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî

( ),f x y 2 25 30u v= + .

Ñëåäîâàòåëüíî, ëèíèåé óðîâíÿ ( ),f x y  = 1 ÿâëÿåòñÿ
ýëëèïñ. Åãî áîëüøàÿ ïîëóîñü èäåò âäîëü âåêòîðà 1e

r
 è

ðàâíà 1 5 , à ìàëàÿ ïîëóîñü èäåò âäîëü âåêòîðà 2e
r

 è

ðàâíà 1 30 .
Çàäà÷à 10. Íà ïëîñêîñòè ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò O

îòìå÷åíà òî÷êà A ñ êîîðäèíàòàìè ( ),a b . Êðîìå
òîãî, ïî ïëîñêîñòè áåãàåò òî÷êà P ñ êîîðäèíàòàìè
( ),x y . Ïóñòü s – ðàññòîÿíèå îò A äî OP, à l – äëèíà
OP. Ïîëîæèì ( ) 2 2,f x y s l= . Äîêàæèòå, ÷òî f –
êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà îò x, y.

(Ýòà çàäà÷à, ñàìà ïî ñåáå íå îñîáåííî èíòåðåñíàÿ,
ïîòðåáóåòñÿ íàì äëÿ ðåøåíèÿ ñëåäóþùåé, áîëåå êðàñè-
âîé çàäà÷è.)
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Ðåøåíèå.  Ïóñòü H  – ïðîåêöèÿ òî÷êè A íà ïðÿìóþ OP
(ðèñ.7). Òîãäà

( )2 2 2 2 2 2 2s l AH OP OA OH OP= × = - × =

= ( )22 2OA OP OA OP× - ×
uuur uuur

= ( )( ) ( )22 2 2 2a b x y ax by+ + - + .

Ïðè ôèêñèðîâàííûõ a, b
ýòî êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà
îò x, y.

Çàäà÷à 11. ×åðåç öåíòð
Î ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíè-
êà íà ïëîñêîñòè ïðîâåëè
ïðÿìóþ è âû÷èñëèëè ñóì-
ìó êâàäðàòîâ ðàññòîÿ-
íèé îò âåðøèí n-óãîëüíè-

êà äî ïðÿìîé. Äîêàæèòå, ÷òî ðåçóëüòàò íå çàâèñèò îò
ïðÿìîé.

Ðåøåíèå.  Âûáåðåì íà íàøåé ïðÿìîé òî÷êó P ñ
êîîðäèíàòàìè ( ),x y  è äîìíîæèì ñóììó êâàäðàòîâ
ðàññòîÿíèé íà 2OP . Ñîãëàñíî ïðåäûäóùåé çàäà÷å, ó
íàñ ïîëó÷èòñÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ( ),f x y . Ïðè ïîâî-
ðîòå íà îäíó n-þ îáîðîòà n-óãîëüíèê, à ñëåäîâàòåëüíî,
è êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà íå èçìåíÿòñÿ. Èç ýòîãî âûòåêà-
åò, ÷òî  f  èìååò âèä ( ) ( )2 2,f x y x y= a + , à åå ëèíèåé

óðîâíÿ ( ),f x y  = 1 ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòü.

Âñïîìèíàÿ, ÷òî 2 2 2OP x y= + , ìû âèäèì, ÷òî ñóììà
êâàäðàòîâ ðàññòîÿíèé îò âåðøèí n-óãîëüíèêà äî ïðÿ-
ìîé ðàâíà a , ò.å. íå çàâèñèò îò êîîðäèíàò òî÷êè P.

Äëÿ ðåøåíèÿ ñëåäóþùåé çàäà÷è íàì ïîòðåáóåòñÿ

îäíî çàìå÷àíèå. Ïóñòü ôóíêöèÿ ( ),f x y  – ïðîèçâîëü-
íûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 2. Òîãäà f  åäèíñòâåííûì îáðà-
çîì ðàñêëàäûâàåòñÿ â ñóììó êâàäðàòè÷íîé ôîðìû
(÷ëåíû ñòåïåíè 2), ëèíåéíîé ôóíêöèè (÷ëåíû ñòåïåíè
1) è ÷èñëà (ñâîáîäíûé ÷ëåí). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàøà
ôóíêöèÿ èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî ïîâî-
ðîòà r âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò. Òîãäà ìîæíî óòâåðæ-
äàòü, ÷òî êàæäîå èç òðeõ îïèñàííûõ âûøå ñëàãàåìûõ
èíâàðèàíòíî ñàìî ïî ñåáå. Ýòî ìîæíî äîêàçàòü ðàçíû-
ìè ñïîñîáàìè. Ïðîùå âñåãî ïðîâåðèòü, ÷òî îïåðàöèÿ
ïîâîðîòà íà óãîë a :

( ) ( )
( ) ( )
cos sin ,

sin cos

u x y

v x y

a a

a a

= +

= - +

ïåðåâîäèò ÷ëåíû ñòåïåíè 1 â ÷ëåíû ñòåïåíè 1, à ÷ëåí û
ñòåïåíè 2 â ÷ëåíû ñòåïåíè 2. Íà ñàìîì äåëå, ìû íåÿâ íî
ïîëüçîâàëèñü ýòèì ñâîéñòâîì â ïðåäûäóùèõ çàäà÷àõ,
êîãäà ïðåäïîëàãàëè, ÷òî ïîñëå ïîâîðîòà âîêðóã íà÷àë à
êîîðäèíàò ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ îñòàíåòñÿ ëèíåéíîé, à
êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà îñòàíåòñÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé.

Çàäà÷à 12. Íà ïëîñêîñòè íàðèñîâàí ïðàâèëüíûé n-
óãîëüíèê ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò O. Ïóñòü r –
ðàäèóñ åãî âïèñàííîé îêðóæíîñòè. Âûáåðåì íà ïëîñ-
êîñòè òî÷êó P òàêóþ, ÷òî OP = l. Äîêàæèòå, ÷òî
ñóììà êâàäðàòîâ ðàññòîÿíèé îò P äî ñòîðîí

n-óãîëüíèêà ðàâíà 
2

2

2
l

n r
æ ö

+ç ÷ç ÷
è ø

.

Ðåøåíèå.  Åñëè ïðÿìàÿ L  íà ïëîñêîñòè çàäàíà óðàâ-
íåíèåì ax + by + c = 0, ãäå 2 2 1a b+ = , òî êâàäðàò ðàñ-
ñòîÿíèÿ îò P äî L  ðàâåí ( )2ax by c+ + . Ñóììà n ôóíê-
öèé òàêîãî âèäà áóäåò ìíîãî÷ëåíîì âòîðîé ñòåïåíè

( ) 2 2, x y xx xy yyf x y A B x B y C x C xy C y= + + + + + ,
ãäå A, xB , yB , xxC , xyC , ÑyyB  – íåêèå äåéñòâèòåëüíûå
÷èñëà. Èìåííî òàêîé âèä èìååò ñóììà êâàäðàòîâ ðàñ-
ñòîÿíèé îò P äî ñòîðîí n-óãîëüíèêà. Ðàññìîòðèì
îòäåëüíî ÷ëåíû ñòåïåíè 0, 1 è 2 ìíîãî÷ëåíà f .

Ñâîáîäíûé ÷ëåí – ýòî êîíñòàíòà A.
×ëåíû ñòåïåíè 1 – ýòî ñóììà x yB x B y+ , ò.å. ñêàëÿð-

íîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ ( ),x y  è ( ),x yB B . Èç

ñèììåòðèè ñëåäóåò, ÷òî âåêòîð ( ),x yB B  íå ìåíÿåòñÿ
ïðè ïîâîðîòå íà îäíó n-þ îáîðîòà, ò.å. îí ðàâåí íóëþ.

×ëåíû ñòåïåíè 2 – ýòî êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà 2
xxC x +

2
xy yyC xy C y+ + . Ýòà êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà íå ìåíÿåòñÿ

ïðè ïîâîðîòå íà îäíó n-þ îáîðîòà. Ñëåäîâàòåëüíî, åå
ëèíèÿ óðîâíÿ – îêðóæíîñòü, à çíà÷èò, êâàäðàòè÷íàÿ

ôîðìà èìååò âèä ( )2 2C x y+ .

Èòàê, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ( ) ( )2 2,f x y A C x y= + + .
Îñòàëîñü íàéòè ÷èñëà A è C.

×òîáû íàéòè A, äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü ( )0, 0f , ò.å.
çíà÷åíèå íàøåé ñóììû êâàäðàòîâ ðàññòîÿíèé äëÿ òî÷-
êè P = O . Ýòà ñóììà, î÷åâèäíî, ðàâíà 2nr , ò.å. 2A nr= .

×òîáû íàéòè C, ïîñìîòðèì íà âêëàä êàæäîé ñòîðîíû
n-óãîëüíèêà â êîýôôèöèåíòû xxC  è yyC . Ïóñòü ïðÿ-
ìàÿ, ïðîäîëæàþùàÿ îäíó èç ñòîðîí n-óãîëüíèêà, çàäà-
åòñÿ óðàâíåíèåì ax + by + c = 0, ïðè÷åì 2 2 1a b+ = .
Òîãäà ó ìíîãî÷ëåíà ( )2ax by c+ +  êîýôôèöèåíò ïðè

2x  ðàâåí 2
xxC a= , à êîýôôèöèåíò ïðè 2y  ðàâåí

2
yyC b= . Òàêèì îáðàçîì 1xx yyC C+ = . Ïîëó÷àåòñÿ,

÷òî êàæäàÿ èç n ñòîðîí ìíîãîóãîëüíèêà äàåò âêëàä 1 â
ñóììó xx yyC C+ , à â êîíöå ýòà ñóììà îêàçûâàåòñÿ
ðàâíîé 2 C. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî C = n/2.

Èòàê,

( ) ( )
2

2 2 2 2,
2 2
n l

f x y nr x y n r
æ ö

= + + = +ç ÷ç ÷
è ø

.

Ðåçþìèðóåì åùå ðàç íàøå ðåøåíèå. Ñíà÷àëà ìû
óñòàíîâèëè, ÷òî îòâåò â çàäà÷å – íåêîòîðûé ìíîãî÷ëå í
ñòåïåíè äâà. Ó òàêîãî ìíîãî÷ëåíà 6 êîýôôèöèåíòîâ,
êîòîðûå íàì íóæíî áûëî íàéòè. Èç ñèììåòðèè çàäà÷è
ìû âûâåëè, ÷òî òðè èç øåñòè ïàðàìåòðîâ ðàâíû íóëþ,
à åùå äâà ðàâíû äðóã äðóãó. Îñòàâøèåñÿ äâà ïàðàìåòð à
ìû ÷åñòíî âû÷èñëèëè.

Äëÿ ïîñëåäíèõ äâóõ çàäà÷ âàì ïîòðåáóåòñÿ òåîðåìà
î ïðèâåäåíèè êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ê íîðìàëüíîìó
âèäó â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå: äëÿ ëþáîé êâàäðà-
òè÷íîé ôîðìû

( ) 2 2 2, , xx yy zzf x y z a x a y a z= + + + xy xz yza xy a xz a yz+ +

íàéäóòñÿ äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò u, v, w è òðè
äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñëà a , b , g  òàêèå, ÷òî 2f u= a +

2 2v w+ b + g .
Èç ýòîé òåîðåìû ëåãêî âûâåñòè, ÷òî íàëè÷èå ñèììåò-

ðèé íàêëàäûâàåò íà òðåõìåðíûå êâàäðàòè÷íûå ôîðìû
ñèëüíûå îãðàíè÷åíèÿ:
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g åñëè êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà íå ìåíÿåòñÿ ïðè ïîâîðîòå

âîêðóã îñè z íà óãîë, îòëè÷íûé îò 180° , òî îíà èìååò
âèä ( )2 2 2x y za + + b ;

g åñëè êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà íå ìåíÿåòñÿ ïðè ïîâîðîòå
âîêðóã äâóõ ðàçëè÷íûõ îñåé íà óãëû, îòëè÷íûå îò
180° , òî îíà èìååò âèä ( )2 2 2x y za + + .

Çàäà÷à 13. (Èç êíèãè Â.È.Àðíîëüäà «Ìàòåìàòè÷åñ-
êèå ìåòîäû êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè». Ýòà çàäà÷à îáîá-
ùàåò çàäà÷ó 11 íà òðåõìåðíóþ ñèòóàöèþ.) Ïðîâåäèòå
ïðÿìóþ ÷åðåç öåíòð êóáà òàê, ÷òîáû ñóììà êâàäðàòîâ
ðàññòîÿíèé îò âåðøèí êóáà äî ïðÿìîé áûëà ìèíèìàëü-
íîé. Òà æå çàäà÷à – ïðî ïðàâèëüíûé òåòðàýäð, îêòà-
ýäð, èêîñàýäð, äîäåêàýäð.

Çàäà÷à 14. (Îáîáùåíèå çàäà÷è 12 íà òðåõìåðíóþ
ñèòóàöèþ.) Â ïðîñòðàíñòâå äàí ïðàâèëüíûé äîäåêàýäð
ñ öåíòðîì â òî÷êå O, è âûáðàíà íåêîòîðàÿ òî÷êà P.
Ðàññòîÿíèå îò O äî öåíòðîâ ãðàíåé äîäåêàýäðà (ò.å.
ðàäèóñ âïèñàííîé ñôåðû) îáîçíà÷èì ÷åðåç r; ðàññòîÿ-
íèå îò O äî ñåðåäèí ðåáåð äîäåêàýäðà – ÷åðåç r ; ðàñ-
ñòîÿíèå îò O äî âåðøèí äîäåêàýäðà (ò.å. ðàäèóñ îïè-
ñàííîé ñôåðû) – ÷åðåç R. Íàêîíåö, ïîëîæèì OP = l.
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à) Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà êâàäðàòîâ ðàññòîÿíèé îò
P äî ãðàíåé äîäåêàýäðà ðàâíà 2 212r 4l+ .

á) Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà êâàäðàòîâ ðàññòîÿíèé îò
P äî ðåáåð äîäåêàýäðà ðàâíà 2 230 20lr + .

â) Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà êâàäðàòîâ ðàññòîÿíèé îò
P äî âåðøèí äîäåêàýäðà ðàâíà 2 220R 20l+ .

Âûâåäèòå àíàëîãè÷íûå ôîðìóëû äëÿ ïðàâèëüíîãî
òåòðàýäðà, îêòàýäðà, êóáà è èêîñàýäðà.

Ïîÿñíåíèå.  Ïðàâèëüíûé
äîäåêàýäð ñîñòîèò èç 12-òè
ïðàâèëüíûõ ïÿòèóãîëüíè-
êîâ, ïðè÷åì â êàæäîé âåð-
øèíå ñõîäèòñÿ ïî òðè ïÿòè-
óãîëüíèêà (ðèñ.8). Ó äîäå-
êàýäðà 30 ðåáåð è 20 âåðøèí.

Ïîïðîáóéòå èñïîëüçîâàòü
ìåòîäû ýòîé ñòàòüè äëÿ ðå-
øåíèÿ çàäà÷è Ì2292,á «Çà-
äà÷íèêà «Êâàíòà».

Êàòàñòðîôà çàìå÷àòåëüíîé òî÷êè

Âî âòîðîì íîìåðå «Êâàíòà» çà 2012 ãîä îïóáëèêîâàíà
ñòàòüÿ Â.Ïðîòàñîâà è Â.Òèõîìèðîâà «Ïðîñòðàíñòâî pL  è
çàìå÷àòåëüíûå òî÷êè òðåóãîëüíèêà». Â íåé äàíû îòâåò û íà
íåêîòîðûå èíòåðåñíûå âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ òàê íàçûâ àå-
ìîé pL -íîðìîé. Åñòåñòâåííî, â ñòàòüå äàåòñÿ è îïðåäåëå-
íèå ýòîãî ïîíÿòèÿ (èáî â ó÷åáíèêàõ äëÿ ñðåäíåé øêîë û
îíî âñòðå÷àåòñÿ, ìÿãêî ãîâîðÿ, íå ÷àñòî).

Ïóñòü äàí íåêîòîðûé òðåóãîëüíèê ÀÂÑ è ëþáàÿ òî÷êà Ì
â ïëîñêîñòè ýòîãî òðåóãîëüíèêà. Òîãäà pL -íîðìîé ðàññòîÿ-
íèé îò òî÷êè Ì  äî âåðøèí òðåóãîëüíèêà íàçûâàåòñÿ âåëè-

÷èíà ( )1 pp p pMA MB MC+ + . Àâòîðû ïîñòàâèëè çàäà÷ó: äëÿ
äàííîãî îñòðîóãîëüíîãî 1  òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ è ïðîèçâîëüíî-
ãî 1p ³  íàéòè òî÷êó Ì , äëÿ êîòîðîé pL -íîðìà ðàññòîÿíèé
îò òî÷êè Ì  äî âåðøèí òðåóãîëüíèêà íàèìåíüøàÿ . Îíè æå
äàëè îòâåò äëÿ òðåõ íàèáîëåå èíòåðåñíûõ ñëó÷àåâ, ñî îòâåò-
ñòâóþùèõ ð = 1, 2 è ¥ . Îêàçàëîñü ñëåäóþùåå.

1) Ïðè ð = 1 èñêîìîé ÿâëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ òî÷êà
Òîððè÷åëëè, ò.å. òî÷êà âíóòðè òðåóãîëüíèêà, èç êîòîðîé âñå
ñòîðîíû âèäíû ïîä óãëàìè 120° . Òàêàÿ òî÷êà åäèíñòâåííà
äëÿ ëþáîãî îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà. 2

2) Ïðè ð = 2 èñêîìàÿ òî÷êà – õîðîøî âñåì çíàêîìàÿ òî÷êà
ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí  (à èíà÷å – öåíòð òÿæåñòè òðåóãîëüíèêà).

3) Íàêîíåö, ïðè p = ¥  èñêîìîé òî÷êîé ñòàíîâèòñÿ öåíòð
îïèñàííîé îêðóæíîñòè. 3

Í À Ì  Ï È Ø Ó Ò

Êàê è ïîëàãàåòñÿ âñÿêîé õîðîøåé ñòàòüå, êîëè÷åñòâî â îç-
íèêàþùèõ ïðè åå ïðî÷òåíèè âîïðîñîâ çàìåòíî ïðåâîñõî äèò
÷èñëî ïîëó÷åííûõ îòâåòîâ, ÷òî ñòèìóëèðóåò äàëüíåéøè å
èññëåäîâàíèÿ â ýòîé îáëàñòè. Ïîýòîìó ïðè ïðî÷òåíèè ñòàòüè
ìîìåíòàëüíî ñàìè ñîáîé ñôîðìóëèðîâàëèñü äâà âîïðîñà .

Âîïðîñ 1.  À ÷òî áóäåò ïðè äðóãèõ 1p ³ ?
Âîïðîñ 2.  À ïî÷åìó, ñîáñòâåííî, äîëæíî áûòü 1p ³ ?
Ïîíÿòíî, ÷òî âñåñòîðîííå îòâåòèòü íà íèõ íåèìîâåðíî

òðóäíî. 4 Íî õîòÿ áû ñëåãêà «ïîùóïàòü» ïðîáëåìó, ñäåëàòü
íåñòðîãèå ïðåäâàðèòåëüíûå âûâîäû è (êóäà äåíåøüñÿ?)
çàäàòü íîâûå âîïðîñû óäàëîñü. Î òîì è ïîéäåò ðå÷ü.

Èòàê, çàìå÷àòåëüíàÿ òî÷êà Ì  ñ ðîñòîì ð îò 1 äî ¥
ïåðåìåùàåòñÿ îò òî÷êè Òîððè÷åëëè ÷åðåç öåíòð òÿæåñò è ê
öåíòðó îïèñàííîé îêðóæíîñòè. Íåò ñîìíåíèé, ÷òî ïðè íå-
ïðåðûâíîì âîçðàñòàíèè çíà÷åíèÿ ð åå òðàåêòîðèåé áóäåò
íåêàÿ êðèâàÿ. Êàêàÿ ýòî êðèâàÿ? Ïåðâîå, ÷òî ïðèõîäè ò â
ãîëîâó, – îòðåçîê ïðÿìîé. È äåéñòâèòåëüíî, åñëè òðå óãîëü-
íèê ðàâíîáåäðåííûé, òî ýòîò îòðåçîê ëåæèò íà âûñîòå
òðåóãîëüíèêà, ÿâëÿþùåéñÿ îñüþ åãî ñèììåòðèè. Åùå áî ëåå
ïðîñò îòâåò äëÿ ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ: ïðè ëþáîì

1p ³  íàøà çàìå÷àòåëüíàÿ òî÷êà åñòü öåíòð òðåóãîëüíèêà –
è íè÷åãî áîëüøå.

Îäíàêî â îáùåì ñëó÷àå (åñëè òðåóãîëüíèê ÀÂÑ íå ðàâíî-
áåäðåííûé) êðèâàÿ íèêàê íå ìîæåò áûòü îòðåçêîì ïðÿì îé,
ïîñêîëüêó äëÿ òàêèõ òðåóãîëüíèêîâ òî÷êà Òîððè÷åëëè,  öåíòð
òÿæåñòè è öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè íå ëåæàò íà îäíîé
ïðÿìîé . Óáåäèòüñÿ â ýòîì, â ïðèíöèïå, íåñëîæíî, õîòÿ
âîçíèêàþò âåñüìà ãðîìîçäêèå âû÷èñëåíèÿ.

Íàñ, êîíå÷íî, áîëüøå èíòåðåñóåò îáùèé ñëó÷àé, ñ íåð àâ-
íîáåäðåííûì òðåóãîëüíèêîì ÀÂÑ. Åñëè ìû íå ìîæåì òåîðå-
òè÷åñêè îïðåäåëèòü òðàåêòîðèþ òî÷êè Ì , òî, ìîæåò, õîòÿ áû
ïîñìîòðèì  íà íåå? Çðÿ, ÷òî ëè, íûí÷å êîìïüþòåðû íà
êàæäîì øàãó?

Ïîñëåäíåå ñäåëàòü óäàëîñü. Äëÿ ñàìûõ ðàçíûõ îñòðî-
óãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ, äëèíû ñòîðîí êîòîðûõ èìåëè

1 Ïî÷åìó èìåííî îñòðîóãîëüíîãî? Ïîòîìó ÷òî äëÿ èíûõ òð å-
óãîëüíèêîâ âîçíèêàþò ðàçíûå íåïðèÿòíîñòè ïðè ðàññóæ äåíèÿõ.
Íàñ òîæå íå òÿíåò â íèõ óãëóáëÿòüñÿ, òàê ÷òî çàìíåì  ýòîò âîïðîñ.

2 Äëÿ òðåóãîëüíèêîâ ñ óãëîì, áîëüøèì 120°, òî÷êà Òîððè÷åë-
ëè íå ñóùåñòâóåò. Ìîæåò, ýòî è ñòàëî îäíîé èç ïðè÷è í, ïî êî-
òîðûì àâòîðû îãðàíè÷èëèñü îñòðîóãîëüíûìè òðåóãîëüíè êàìè.

3 Âèäèìî, çäåñü êðîåòñÿ âòîðàÿ ïðè÷èíà «îñòðîóãîëüíîé »
îãðàíè÷åííîñòè. Äåëî â òîì, ÷òî ó òóïîóãîëüíûõ òðåó ãîëüíèêîâ
öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè ëåæèò âíå òðåóãîëüíèêà, è äëÿ íèõ
óêàçàííûé îòâåò íåâåðåí. 4 Â âñÿêîì ñëó÷àå, àâòîðó ýòîé çàìåòêè.
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«ðàçóìíûå» çíà÷åíèÿ (ãäå-òî îò 5 äî 20), áûë îñóùåñ òâëåí
êîìïüþòåðíûé ïîèñê òî÷êè Ì  ïðè ðàçëè÷íûõ ð. Ïîèñê âåëñÿ
÷èñëåííûé, ñòàðûì äîáðûì ìåòîäîì «÷àñòîé ñåòêè» ñ î øèá-
êîé íå áîëåå 0,00001.

Êðèâûå ïîëó÷èëèñü, â îáùåì-òî, îäíîãî âèäà – ñëàáî
èçîãíóòûå, èíîãäà ñ åäâà çàìåòíûì ïåðåãèáîì. Òèïè÷í ûé
âèä òàêîé êðèâîé ïðèâåäåí íà ðèñóíêå 1.

Òàê êàê ïðè ðàñ÷åòàõ èñïîëüçîâàëàñü ïðÿìîóãîëüíàÿ ñèñ-
òåìà êîîðäèíàò, òî è âåðøèíû òðåóãîëüíèêà áûëè çàäàíû
êîîðäèíàòàìè, à èìåííî: äâå âåðøèíû À è Ñ ëåæàò íà îñè
Îõ , ïðè÷åì àáñöèññû èõ èìåþò ðàçíûå çíàêè (äëÿ À –
îòðèöàòåëüíûé, äëÿ Ñ – ïîëîæèòåëüíûé), à âåðøèíà Â
ëåæèò íà ïîëîæèòåëüíîé ÷àñòè îñè îðäèíàò. Ðèñóíîê 1
èëëþñòðèðóåò ñëó÷àé, êîãäà 3Ax = - , 5Cx = , 7By = . Òðà-
åêòîðèÿ òî÷êè Ì  (ïîêàçàíà ñèíèì öâåòîì) äîâîëüíî-òàêè
êîðîòêà, ïîýòîìó íà ðèñóíêå 2 äîïîëíèòåëüíî êðóïíî â ûäå-
ëåíà ÷àñòü òîé æå êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè – êâàäðàò
0 1x£ £ ; 2 3y£ £  (ñàìàÿ ïðàâàÿ òî÷êà ëèíèè – öåíòð
îïèñàííîé îêðóæíîñòè – êàê ðàç èìååò àáñöèññó õ = 1).

Ðàçóìååòñÿ, âîïðîñ «÷òî ýòî çà êðèâàÿ?» íà äàííûé ìîìåíò
îñòàâëåí áåç îòâåòà. Íå çíàþ! Êòî ñóìååò óçíàòü – ï îäåëèòåñü
èíôîðìàöèåé.

Íó, à òåïåðü ïåðåéäåì ê òîìó, ÷òî â çàãîëîâêå ñòàòüè
ïîëó÷èëî ãðîìêîå èìÿ «êàòàñòðîôà». Äàâàéòå íå ñòàíå ì
îãðàíè÷èâàòü ñåáÿ çíà÷åíèÿìè 1p ³ , à íà÷íåì ñíèæàòü p,
óñòðåìèâ åãî ê íóëþ. ßñíî, ÷òî ñîâåðøåííî äî íóëÿ ìû
äîâåñòè åãî íå ñìîæåì – íåïîíÿòíî, ÷òî òîãäà ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé pL -íîðìà (ñì.ôîðìóëó äëÿ åå âû÷èñëåíèÿ). Íî, ïî
êðàéíåé ìåðå, íà èíòåðâàëå (0; 1], ò.å. èñêëþ÷èâ ëèø ü
çíà÷åíèå 0, åñòü íàäåæäà ïîëó÷èòü ïðîäëåíèå òðàåêòîðèè
«âëåâî».

È çäåñü-òî ïðèòàèëàñü áîëüøàÿ íåïðèÿòíîñòü: äëÿ òîã î æå
òðåóãîëüíèêà, ïîêàçàííîãî íà ðèñóíêå 1, ïðîäëèòü ëè íèþ
óäàëîñü òîëüêî äî âåëè÷èíû ð, ïðèìåðíî ðàâíîé 0,785. Ïðè
ìåíüøèõ çíà÷åíèÿõ ð òî÷êà Ì  ìîìåíòàëüíî è ñêà÷êîîáðàçíî
ïåðåìåùàåòñÿ â âåðøèíó À! ×åì íå êàòàñòðîôà?

Íà ðèñóíêå 3 ïîêàçàíî êðàñíûì öâåòîì ïðîäîëæåíèå
òðàåêòîðèè òî÷êè Ì  ïðè ð < 1, à íà ðèñóíêå 4 – åå óêðóïíåíèå
â òîì æå êâàäðàòå 0 1x£ £ ; 2 3y£ £ .

Íåìàëóþ äîëþ ìèñòèêè â çàãàäêó «ñðûâà» âíîñèò òîò
ôàêò, ÷òî 0,785 – ýòî ïî÷òè 4p . Ìîæåò, è âïðÿìü «êðèòè-

÷åñêîå» çíà÷åíèå ð â òî÷íîñòè ðàâíî 4p , à ðàñõîæäåíèå
ñâÿçàíî ñ èñïîëüçîâàíèåì ÷èñòî âû÷èñëèòåëüíûõ ïðèåì îâ
ðàñ÷åòà òðàåêòîðèè?

Ê ñîæàëåíèþ (èëè ê ñ÷àñòüþ – ýòî êàê ïîñìîòðåòü),
ïðè÷àñòíîñòü âåëèêîãî ÷èñëà p  ê âîçíèêøåé ïðîáëåìå,
âèäèìî, íè ïðè ÷åì. Ëàð÷èê îòêðûâàåòñÿ íåñêîëüêî ïðîùå:
ïðè íåêîòîðîì «êðèòè÷åñêîì» çíà÷åíèè ð îäíà èç âåðøèí
òðåóãîëüíèêà òàêæå ñòàíîâèòñÿ èñêîìîé çàìå÷àòåëüíîé  òî÷-
êîé (è, ñêîðåå âñåãî, êàê ïîêàçûâàþò íàáëþäåíèÿ, ýò î âñåãäà
âåðøèíà íàèáîëüøåãî  óãëà òðåóãîëüíèêà).

×òîáû íàãëÿäíåé ïðîÿñíèòü ñèòóàöèþ, ðàññìîòðèì ñàìû é
«âûðîæäåííûé» ñëó÷àé – ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê. Êàê ìû
ïîìíèì, äëÿ âñåõ 1p ³  pL -íîðìà äîñòèãàåò ìèíèìàëüíîãî
çíà÷åíèÿ â öåíòðå òðåóãîëüíèêà. Çàäàäèìñÿ âîïðîñîì:  ïðè
êàêîì 1ð <  pL -íîðìà ñòàíåò îäèíàêîâà äëÿ öåíòðà è äëÿ
âåðøèíû òðåóãîëüíèêà (ïðè÷åì ëþáîé âåðøèíû, èáî òðå ó-
ãîëüíèê – ïðàâèëüíûé)?

Îòâåòèòü íà íåãî íåñëîæíî. Ïóñòü ñòîðîíà òðåóãîëüíè êà
ðàâíà 1, òîãäà ðàññòîÿíèå îò öåíòðà äî êàæäîé èç âå ðøèí
ðàâíî 1 3 . Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

1
3 2 1

3

p
pæ ö

× = ×ç ÷
è ø

,

îòêóäà 32 log 1,5 0,738p = » , ÷òî äîâîëüíî-òàêè äàëåêî îò
4p  è, êîíå÷íî, íå èìååò ê íåìó íèêàêîãî îòíîøåíèÿ.
Òåì íå ìåíåå, çàãàäêà îñòàåòñÿ. Ïîñìîòðèòå åùå ðàç íà

ðèñóíîê 4. Òðóäíî îòäåëàòüñÿ îò âïå÷àòëåíèÿ, ÷òî èç îáðà-
æåííàÿ òàì êðàñíî-ñèíÿÿ êðèâàÿ ñàìà ïðîñèò âûÿñíèòü , êòî
æå îíà òàêàÿ åñòü. Ïîìîãèòå åé, äîðîãèå ÷èòàòåëè!

È.Àêóëè÷

Îò ðåäàêöèè

Ïðèâåäåì ïàðó äîáàâëåíèé ê ýòîé çàìåòêå, êîòîðûå ñî îá-
ùèë íàì îäèí èç àâòîðîâ ñòàòüè «Ïðîñòðàíñòâî pL  è
çàìå÷àòåëüíûå òî÷êè òðåóãîëüíèêà» Â.Ïðîòàñîâ.

1. Êîãäà p ñòðåìèòñÿ ê 0, âåëè÷èíà 

1

3

pp p pa b cæ ö+ +
ç ÷ç ÷
è ø

ñòðåìèòñÿ ê ( )1 3abc , èíà÷å ãîâîðÿ, pL -ñðåäíåå ñòðåìèòñÿ ê
ñðåäíåìó ãåîìåòðè÷åñêîìó. Äëÿ òåõ, êòî çíàêîì ñ îñíîâàìè
ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, ïðèâåäåì èäåþ äîêàçàòåëüñò âà
ýòîãî ôàêòà. Åñëè ÷èñëî p áëèçêî ê 0, òî pa  ðàâíî 1 + plna
ñ òî÷íîñòüþ äî âåëè÷èíû ïîðÿäêà 2p  (êîòîðàÿ î÷åíü ìàëà).

Ïîýòîìó ( ) 3p p pa b c+ +  «ïðèìåðíî ðàâíî»

 ( ) ( )1 ln ln ln 3 1 ln
3
p

p a p b p c abc+ + + = + .

À ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, ñ òî÷íîñòüþ äî ñëàãàåìîãî ïî ðÿäêà
2p  ðàâíÿåòñÿ ( ) 3pabc . Çíà÷èò, ïðè 0p ®  âåëè÷èíà

( )( )13p p p
p

a b c+ +  ñòðåìèòñÿ ê ( )( ) ( )
13 1 3ppabc abc= . Íî

äëÿ êàæäîãî êîíêðåòíîãî p ìèíèìóì pL -íîðìû äîñòèãàåòñÿ
ïðè òåõ æå a, b, c, ÷òî è ìèíèìóì pL -ñðåäíåãî.Ïîýòîìó ïðè
p = 0 çàäà÷à ïðåâðàùàåòñÿ â ïîèñê ìèíèìóìà ñðåäíåãî
ãåîìåòðè÷åñêîãî ðàññòîÿíèé îò òî÷êè äî âåðøèí. Îí, êîíå÷-
íî, äîñòèãàåòñÿ â âåðøèíå òðåóãîëüíèêà. Ïðè÷åì – â ëþáîé.
Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè 0p ®  êàòàñòðîôà îáÿçàòåëüíî
ïðîèçîéäåò, à òî÷êà ìèíèìóìà ìîæåò «ðàçìíîæèòüñÿ».

2. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå p Î (0; 1) è âûðîæäåííûé «òðå-
óãîëüíèê» ñî ñòîðîíàìè AB = AC  = 1, BC = 2. Äëÿ ýòîãî
«òðåóãîëüíèêà» ìèíèìóì pL -íîðìû äîñòèãàåòñÿ ïðè ëþáîì
p â òî÷êå A. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ýòîãî âûðîæäåííîãî
«òðåóãîëüíèêà» ñðûâ ïðîèñõîäèò óæå ïðè p = 1. Çíà÷èò, äëÿ
áëèçêîãî ê íåìó íàñòîÿùåãî òðåóãîëüíèêà êàòàñòðîôà ïðîèñ-
õîäèò î÷åíü áëèçêî ê p = 1.
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Ï î÷åìó â õîðîøóþ ïèööåðèþ
íå íàäî õîäèòü â «÷àñ ïèê»

À.ÂÀÐËÀÌÎÂ

ÑÐÀÂÍÈÒÅËÜÍÎ ÍÅÄÀÂÍÎ ÏÐÈØÅÄØÀß Â ÐÎÑ-
ñèþ ïèööà èìååò äîëãóþ, òðåõòûñÿ÷åëåòíþþ èñ-
òîðèþ. Òàê, åùå â Äðåâíåì Åãèïòå ñóùåñòâîâàëà

òðàäèöèÿ ïðàçäíîâàòü äåíü ðîæäåíèÿ ôàðàîíîâ, ïî-
åäàÿ ïîñûïàííûå àðîìàòè÷åñêèìè òðàâàìè ëåïåøêè.
Äðåâíåãðå÷åñêèé èñòîðèê Ãåðîäîò â ñâîèõ òðóäàõ óïî-
ìèíàåò âàâèëîíñêèå ðåöåïòû ðàçëè÷íîãî ðîäà òàêèõ
ëåïåøåê, âûïå÷åííûõ èç ìóêè. Âåðãèëèé îïèñûâàåò
ïðîöåññ èçãîòîâëåíèÿ êðåñòüÿíàìè âðåìåí Äðåâíåãî
Ðèìà ëåïåøåê â î÷àãå, âåñüìà íàïîìèíàþùèé âûïå÷êó
ñîâðåìåííîé ïèööû. Ïî-âèäèìîìó, ñîâðåìåííîå èòàëü-
ÿíñêîå ñëîâî «ïèööà» èìååò ëàòèíñêóþ ýòèìîëîãèþ:
îíî ñîçâó÷íî ñ pinsa – ïðè÷àñòèåì ïðîøåäøåãî âðåìåí è
îò ãëàãîëà pinsere, îçíà÷àþùåãî ïî-ëàòûíè ðàçäàâëè-
âàòü, ðàñòèðàòü. Óïîìèíàíèÿ î áëþäàõ, ïîäîáíûõ
ñîâðåìåííîé ïèööå, íàõîäÿòñÿ è â èñòîðè÷åñêèõ äîêó-
ìåíòàõ Ñðåäíåâåêîâüÿ è Âîçðîæäåíèÿ ðàçëè÷íûõ ñðå-
äèçåìíîìîðñêèõ ñòðàí. Íî ñâîé èñòèííûé äîì, èç
êîòîðîãî ïèööà îòïðàâèëàñü çàâîåâûâàòü ìèð, îíà
íàøëà â ëàáèðèíòàõ ïåðåóëêîâ Íåàïîëÿ ïåðâîé ïîëî-
âèíû XVIII âåêà.

Â ïîáåäíîì øåñòâèè ïèööû îïðåäåëÿþùèìè îêàçà-
ëèñü äâà åå èíãðåäèåíòà: ñûð «ìîöàðåëëà» è ïîìèäî-
ðû. Ïåðâûé ïîÿâèëñÿ â Íåàïîëå áëàãîäàðÿ ãåðìàíñêî-
ìó ïëåìåíè ëàíãîáàðäîâ, êîòîðûå ïîñëå ïàäåíèÿ Ðèì-
ñêîé èìïåðèè çàâîåâàëè ñåâåðíóþ ÷àñòü Èòàëèè, âïëîò ü
äî Êàìïàíèè, è ïðèâåëè ñ ñîáîé òóäà ñòàäà áóéâîëîâ.
Èìåííî èç æèðíîãî ìîëîêà áóéâîëèö â îêðåñòíîñòÿõ
Íåàïîëÿ è ïðîèçâîäèòñÿ äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè èñòèí-
íàÿ ìîöàðåëëà. Îíà î÷åíü íåæíà íå òîëüêî íà âêóñ –
ìîöàðåëëà áîèòñÿ õîëîäà (ïîáûâàâ â õîëîäèëüíèêå,

ñòàíîâèòñÿ «ðåçèíîâîé») è æèâåò âñåãî íåñêîëüêî
äíåé, ïëàâàÿ â ñâîåé ñîáñòâåííîé ñûâîðîòêå.

Âòîðîé èíãðåäèåíò – ïîìèäîðû – áûë çàâåçåí â
Åâðîïó èç Ïåðó èñïàíöàìè âî âðåìåíà êîëîíèçàöèè
Àìåðèêè. Â XVI âåêå èñïàíöû ãîñïîäñòâîâàëè è â
Íåàïîëå; îäíèì èç ïîëîæèòåëüíûõ ïîñëåäñòâèé èõ
âëàäû÷åñòâà îêàçàëèñü ãîðû ïîìèäîðîâ íà ïðèëàâêàõ
çåëåíùèêîâ â ñòàðîì ãîðîäå. Ñíà÷àëà êîíñåðâàòèâíûå
èòàëüÿíöû îòíåñëèñü ê çàìîðñêîìó îâîùó íåäîâåð÷è-
âî, îäíàêî êëèìàò Êàìïàíèè äëÿ íåãî îêàçàëñÿ áëàãî-
ïðèÿòíûì, è ïîñòåïåííî ïîìèäîð íà÷àë ñâîé òðèóìô â
èòàëüÿíñêîé êóõíå, ñòàâ îñíîâîé ìíîãèõ ñîóñîâ äëÿ
ñïàãåòòè è ïîçäíåå – âàæíåéøèì èíãðåäèåíòîì ïèööû.

Ñ íà÷àëà XVIII âåêà â Íåàïîëå îòêðûâàþòñÿ ìíîãî-
÷èñëåííûå ëàâêè, íàçûâàåìûå «ïèööåðèÿìè», ãäå,
ñðåäè ïðî÷åé ñíåäè, ïåêóò è ïèööó. Ââèäó äåøåâèçíû
è ñâîèõ çàìå÷àòåëüíûõ âêóñîâûõ êà÷åñòâ ïèööà ñòàíî-
âèòñÿ áëþäîì, äîñòóïíûì è áåäíûì, è áîãàòûì. Âñêîðå
ñëàâà ïèööû äîñòèãàåò óøåé êîðîëÿ Êîðîëåâñòâà îáåèõ
Ñèöèëèé (Íåàïîëèòàíñêîãî êîðîëåâñòâà) Ôåðäèíàí-
äà, êîòîðûé, ÷òîáû ïîïðîáîâàòü ýòî áëþäî, ïðåíåáðå-
ãàåò äâîðöîâûì ýòèêåòîì è îòïðàâëÿåòñÿ â îäíó èç
òàêèõ ïèööåðèé. Ñ ýòîãî ìîìåíòà ïèööåðèè âõîäÿò â
ìîäó, ñòàíîâÿòñÿ çàâåäåíèÿìè, ãäå ãîòîâèòñÿ òîëüêî
ïèööà.

Ñàìîé ïîïóëÿðíîé ïèööåé â Íåàïîëå òîãî âðåìåíè
áûëà ïèööà ìîðÿêîâ – «Ìàðèíàðà». Â ñóùåñòâóþùåì
ñåãîäíÿ âèäå îíà âîçíèêëà îêîëî 1730 ãîäà è ïî ñåé
äåíü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïëîñêèé äèñê èç ïðîñòîãî
òåñòà (äðîææè, âîäà, ñîëü è ìóêà), ïîêðûòûé òîíêî
ïîðåçàííûìè ïîìèäîðàìè è ÷åñíîêîì, ïîëèòûé íå-

Äðîâÿíàÿ ïå÷ü äëÿ ïðèãîòîâëåíèÿ ïèööûÑûð «ìîöàðåëëà» – íåîáõîäèìûé êîìïîíåíò ïèööû
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áîëüøèì êîëè÷åñòâîì îëèâ-
êîâîãî ìàñëà è ïîñûïàííûé
äóøèöåé (îðèãàíî). Ïåðåä
òåì êàê ïîïàñòü íà ñòîë,
íåàïîëèòàíñêàÿ ïèööà ïðî-
âîäèò ïàðó ìèíóò â ðàñêà-
ëåííîé ïå÷è ðÿäîì ñ æàðêè-
ìè ïîëåíüÿìè (òåìïåðàòóðà
òàêàÿ, ÷òî íåäàëåêî è äî
ïëàâëåíèÿ àëþìèíèåâîé
ëîïàòû, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé
ïèööàéîëî çàñîâûâàåò ïèö-
öó â ïå÷ü: 450–480  C° ).

Äðóãîé ïîïóëÿðíûé ðå-
öåïò ïèööû òåõ âðåìåí äà-
òèðóåòñÿ 1796–1810 ãîäàìè.
Çäåñü íà îñíîâó èç òîãî æå
ïðåñíîãî òåñòà êëàäóò ïîìè-
äîðû, ìîöàðåëëó è ëèñòî÷êè áàçèëèêà. Ýòè öâåòà
ïîâòîðÿþò öâåòà ïîïóëÿðíîãî â òå âðåìåíà íà ñåâåðå
Èòàëèè òðèêîëîðà (âåðòèêàëüíûå çåëåíàÿ, áåëàÿ è
êðàñíàÿ ïîëîñû), ñòàâøåãî âïîñëåäñòâèè íàöèîíàëüíûì
ñèìâîëîì è îáúåäèíåííîé Èòàëèè.

Â 1889 â Íåàïîëü ïðèåçæàþò êîðîëü Èòàëèè Óìáåð-
òî I è åãî æåíà, êîðîëåâà Ìàðãàðèòà. Ñîãëàñíî ëåãåí äå,
ëó÷øèé ïèööàéîëî ãîðîäà Ðàôôàåëå Ýñïîçèòî âûïåêà-
åò äëÿ íèõ òðè ðàçëè÷íûå ïèööû. Èç âñåõ òðåõ êîðî-
ëåâà îöåíèëà èìåííî ïèööó öâåòîâ ôëàãà Èòàëèè,
îöåíèëà íàñòîëüêî, ÷òî ñ òåõ ïîð ýòà ïèööà íîñèò åå  èìÿ
– «ïèööà Ìàðãàðèòà».

Â 1989 ãîäó àâòîðó ýòîé ñòàòüè ïîñ÷àñòëèâèëîñü
îêàçàòüñÿ â Íåàïîëå âî âðåìÿ ïðàçäíîâàíèÿ ñòîëåòèÿ
ïèööû «Ìàðãàðèòû», êîãäà âåñü ãîðîä îòìå÷àë þáèëåé,
ñòåíû äîìîâ áûëè ðàñêðàøåíû â êðàñíûé, áåëûé è
çåëåíûé öâåòà, à ïèööó ðàçäàâàëè íà óëèöàõ áåñïëàòí î.

Â ïðîöåññå ìàññîâîé ýìèãðàöèè èòàëüÿíöåâ â íà÷àëå
XX âåêà ïèööà ñ þãà Èòàëèè ïåðåáðàëàñü íà ñåâåð
Åâðîïû è çà îêåàí, çàâîåâàâ Ãðåíîáëü è Ãàìáóðã, Íüþ -
Éîðê è ×èêàãî, Òîêèî è Ìåëüáóðí. Îíà íàñòîëüêî òàì
ïðèæèëàñü, ÷òî ñåãîäíÿ ìíîãèå óâåðåíû â àìåðèêàíñ-
êîì ïðîèñõîæäåíèè ïèööû.

Ïåðååõàâ èç Íåàïîëÿ â Ðèì, àâòîð íå ñðàçó óçíàë
ïîëþáèâøååñÿ åìó áëþäî. Â ðèìñêèõ ïèööåðèÿõ âìå-
ñòî ìÿãêîé, ïûøíîé, ñ âîçâûøàþùèìèñÿ çàâåðíóòûìè
êðàÿìè íåàïîëèòàíñêîé ïèööû îáû÷íî ïîäàþò òîíêóþ,
áîëåå ñóõóþ, ðàçìåðîì è òîëùèíîé ñ òîëñòûé áëèí òàê
íàçûâàåìóþ ðèìñêóþ ïèööó. Íà åå ïîâåðõíîñòè, êàê è
â ñëó÷àå íåàïîëèòàíñêîé ïèööû, ìîæåò ëåæàòü âñÿêàÿ
âêóñíàÿ âñÿ÷èíà: è ìîöàðåëëà ñ âåò÷èíîé è ãðèáàìè, è
ñîäåðæèìîå òîé æå «Ìàðãàðèòû», íî åùå óêðàøåííîå
êðóæêàìè íàïåð÷åííîãî ñàëÿìè, è êîëëåêöèÿ ÷åòûðåõ
ðàçíûõ ñûðîâ… Ïîäàþò â Ðèìå è «Íàïîëè» – íåàïî-
ëèòàíñêóþ ïèööó ñ òîìàòîì, ìîöàðåëëîé, êàïåðñàìè è
àí÷îóñàìè. Â Íåàïîëå æå ïèööó òàêîãî ñîäåðæàíèÿ,
íàîáîðîò, íàçûâàþò «Ðîìàíà» – ðèìñêàÿ. Êàæåòñÿ,
÷òî ñî÷åòàòü ìîæíî âñå ÷òî óãîäíî è ñ ÷åì óãîäíî.
Îäíàêî ýòî íå òàê – â èòàëüÿíñêîé êóõíå ñóùåñòâóþò
êëàññè÷åñêèå êîìáèíàöèè, à íà ôàíòàçèè èìåþòñÿ
ñòðîãèå îãðàíè÷åíèÿ. Íàïðèìåð, íèêòî íå ñòàíåò ïîñû -
ïàòü äàðû ìîðÿ ñûðîì «ïàðìåçàí» èëè ñìåøèâàòü

ðûáó è ìÿñî. (Ýòî, âïðî÷åì, íå êàñàåòñÿ àìåðèêàíñêè õ
ïèööåðèé.)

«Íåîôèò ñâÿòåå ïàïû», – ãîâîðèò ñòàðàÿ ïîñëîâèöà.
Ñëåäóÿ åé, àâòîð ñòàë ïðèëåæíî âíèêàòü â ñåêðåòû
ïðèãîòîâëåíèÿ ïèööû. Ïåðâàÿ çàïîâåäü, êîòîðóþ îí
óñëûøàë îò èòàëüÿíöåâ, – ñòàðàòüñÿ âñåãäà õîäèòü â
ïèööåðèþ, îáîðóäîâàííóþ äðîâÿíîé, à íå ýëåêòðè÷åñ-
êîé ïå÷üþ. Õîðîøèå ïèööåðèè ãîðäÿòñÿ ñâîèì «forno»
– òàê íàçûâàåòñÿ ïî-èòàëüÿíñêè ïå÷ü, – ãäå âåñü
ïðîöåññ ïðèãîòîâëåíèÿ ïðîèñõîäèò ó âàñ íà ãëàçàõ.
Ïèööàéîëî âèðòóîçíî «âàÿåò ïèööó», ñàæàåò åå äåðå-
âÿííîé èëè àëþìèíèåâîé ëîïàòîé â ïå÷ü, ìãíîâåíèå –
è îíà óæå àïïåòèòíî ïóçûðèòñÿ êèïÿùèì ñûðîì ïåðåä
âàìè, ïðèçûâàÿ áûòü íåìåäëåííî ñúåäåííîé è çàïèòîé
õîðîøèì ïèâîì.

Ïîñåùàÿ âñÿêèé ðàç îäíó è òó æå ïèööåðèþ «Äâà
ëüâà», ðàñïîëîæåííóþ íåäàëåêî îò ñâîåãî äîìà, àâòîð
âñêîðå ïîëó÷èë öåííûé ñîâåò îò äðóæåëþáíîãî ïèö-
öàéîëëî Àíæåëî: ïðèõîäèòü óæèíàòü íàäî èëè äî
âîñüìè âå÷åðà, èëè ïîñëå äåñÿòè, êîãäà çàâåäåíèå
ïîëóïóñòîå. Ýòî æå ïîäòâåðæäàë ñâîèì ïîâåäåíèåì è
îäèí èç «ëüâîâ» – òîëñòûé äûì÷àòî-ñåðûé êîò, êîðìÿ-
ùèéñÿ ïðè ïèööåðèè «êëèåíò» 1 . Âî âðåìÿ íàïëûâà
íàðîäà îí óõîäèë ãóëÿòü è ñîâåðøåííî íå èíòåðåñîâàë -
ñÿ ñîäåðæèìûì òàðåëîê ñèäÿùèõ çà ñòîëàìè.

Ïðè÷èíà òàêîãî îãðàíè÷åíèÿ îêàçàëàñü î÷åíü ïðî-
ñòîé – â ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè ïå÷è. Êàê ìíå îáúÿñ -
íèë âñå òîò æå Àíæåëî, îïòèìàëüíàÿ òåìïåðàòóðà äëÿ
èçãîòîâëåíèÿ ðèìñêîé ïèööû â äðîâÿííîé ïå÷è ñ äíîì
èç îãíåóïîðíîãî êèðïè÷à ýòî 325–330 C° .2  Ïðè ýòîì
òîíêàÿ ðèìñêàÿ ïèööà «çðååò» â ïå÷è 70–90 ñåêóíä.

1 Âî âðåìåíà Äðåâíåãî Ðèìà êëèåíòàìè íàçûâàëè ñâîáîä-
íûõ ãðàæäàí, íàõîäÿùèõñÿ ïîä ïîêðîâèòåëüñòâîì ïàòðî íà –
çíàòíîãî ãðàæäàíèíà, ÷àñòî ïàòðèöèÿ.

2 Ýòà òåìïåðàòóðà, êîíå÷íî çàâèñèò îò ñïîñîáà ïðèãîò îâëå-
íèÿ è õðàíåíèÿ òåñòà. Ìîé ïðèÿòåëü Àíæåëî, íàïðèìåð ,
òåñòî ãîòîâèò çàðàíåå – çà ñóòêè äî òîãî, êàê ïå÷ü èç íåãî
ïèööó. Õîðîøî âûìåñèâ, îí îñòàâëÿåò òåñòî íà ïàðó ÷ àñîâ
«îòäûõàòü», çàòåì äåëèò åãî íà ïîðöèè (äëÿ íåàïîëèò àíñêîé
ïèööû ýòî 180–250 ã, äëÿ ðèìñêîé – ìåíüøå), ïî îäíî é íà
ïèööó, è â ôîðìå øàðèêîâ êëàäåò â äåðåâÿííûé êîðîá.  Òåñòî
çðååò åùå 4–6 ÷àñîâ, çàòåì åãî ìîæíî óæå ñàæàòü â ï å÷ü.

Êîðîëåâà Ìàðãàðèòà Ïèööà «Ìàðãàðèòà»
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Òàêèì îáðàçîì, äàæå ñàæàÿ â ïå÷ü ïî äâå ïèööû,
ïèööàéîëî ñìîæåò îáñëóæèòü 40–50 ïîñåòèòåëåé â ÷àñ.
À â «÷àñû ïèê» èõ â çàëå ñèäèò íå ìåíåå ñòà, äà åùå
îêîëî êàññû òîë÷åòñÿ äåñÿòîê æåëàþùèõ óíåñòè ïûëà-
þùóþ æàðîì ïèööó äîìîé. Âîò Àíæåëî, â óãîäó
äîõîäàì õîçÿèíà, è ïîâûøàåò òåìïåðàòóðó â ïå÷è äî
390  C° , ïèööû âûëåòàþò èç ïå÷è óæå êàæäûå ïÿòüäå-
ñÿò ñåêóíä, äà òîëüêî êà÷åñòâî ó íèõ íå òî – äíî è êðàÿ
÷óòü ïîäãîðåëè, à ïîìèäîðû îñòàëèñü ñûðîâàòûìè…

Íàéòè (îñîáåííî â Ðîññèè) ïèööåðèþ ñ äðîâÿíîé
ïå÷üþ î÷åíü íåëåãêî – äëÿ òàêîé ïå÷è íóæåí äûìîõîä,
à êàê åãî ñäåëàåøü â ìíîãîýòàæíîì äîìå ñîâðåìåííîé
ïîñòðîéêè? Ïîýòîìó äàâàéòå ðàçáåðåìñÿ, â ÷åì æå åå
ïðåèìóùåñòâà ïåðåä ýëåêòðè÷åñêèì äóõîâûì øêàôîì
è íåëüçÿ ëè ïîñëåäíèé óñîâåðøåíñòâîâàòü òàê, ÷òîáû
îí âñå æå ïðîèçâîäèë ñíîñíóþ ïèööó.

Íà÷íåì èçäàëåêà. Äîïóñòèì, ÷òî ó âàñ ïîâûñèëàñü
òåìïåðàòóðà, à òåðìîìåòð áûë ðàçáèò åùå âî âðåìÿ
ïðîøëîé ïðîñòóäû. Ìàìà ïðèëîæèò ðóêó ê âàøåìó
ëáó, ïîäîæäåò íåìíîãî è ñêàæåò: ïðîñòóäèëñÿ, ó òåáÿ
æàð, çàâòðà â øêîëó íå èäåøü. Â ôèçèêå, ÷òîáû
ðàçîáðàòüñÿ ñ ÿâëåíèåì, âñåãäà äëÿ íà÷àëà çàäà÷ó
ñëåäóåò óïðîñòèòü. Ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî ìàìà èçìåðÿ -
åò òåìïåðàòóðó âàøåãî ëáà íå ïàëüöàìè, à ïðèêàñàÿñü
ëáîì êî ëáó. Ïðè ýòîì åñëè òåìïåðàòóðà âàøåãî ëáà
38 C° , à åå ëáà 36 C° , òî èç ñèììåòðèè çàäà÷è ëåãêî
ïîíÿòü, ÷òî íà ãðàíèöå ìåæäó äâóìÿ ëáàìè òåìïåðàòó-
ðà óñòàíîâèòñÿ â 37  C°  è ìàìà ïî÷óâñòâóåò, êàê ê íåé
ïîòå÷åò ïîòîê òåïëà îò âàøåãî ãîðÿ÷åãî ëáà.

À òåïåðü ïðåäñòàâèì, ÷òî ó ìàìû ãîëîâà ìåäíàÿ , à
òåìïåðàòóðà – âñå òå æå 36 C° . Òîãäà èíòóèòèâíî
ïîíÿòíî, ÷òî òåìïåðàòóðà íà ãðàíèöå ðàçäåëà ïîíèçèò -
ñÿ – ñêàæåì, äî 36,5 C° . Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî õîðîøî
ïðîâîäÿùàÿ òåïëî (ââèäó âûñîêîé òåïëîïðîâîäíîñòè)
ìåäíàÿ ãîëîâà áóäåò îòâîäèòü âàø æàð îò ãðàíèöû
ìåæäó ëáàìè â ãëóáèíó. Ïðè ýòîì î÷åâèäíî, ÷òî îòâîä
áóäåò òåì ýôôåêòèâíåå, ÷åì ìåíüøå òåïëà òðåáóåòñÿ
îñòàâèòü â ïðèãðàíè÷íîé îáëàñòè, ò.å. îí óâåëè÷èâàå ò-
ñÿ (à òåìïåðàòóðà ãðàíèöû ïîíèæàåòñÿ) ñ óìåíüøåíè-
åì óäåëüíîé òåïëîåìêîñòè ìàòåðèàëà.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïåðåéòè ê êîíêðåòíûì îöåíêàì,
íàïîìíèì îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è ðåçóëüòàòû ôèçèêè
òåïëîïåðåäà÷è. Ïîä òåðìèíîì òåïëîòà ( òåïëîâàÿ

ýíåðãèÿ) îáû÷íî ïîäðàçóìåâàþò ÷àñòü ýíåðãèè òåëà,
ñâÿçàííóþ ñ äâèæåíèåì åãî àòîìîâ, ìîëåêóë èëè
äðóãèõ ÷àñòèö, èç êîòîðûõ îíî ñîñòîèò. Ïîíÿòèå òåï-
ëîòû äîñòàëîñü íàì â íàñëåäñòâî èç ïðîøëîãî ôèçèêè.
Òåïëîòà, êàê ãîâîðÿò ó÷åíûå, íå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé
ñîñòîÿíèÿ òåëà, åå âåëè÷èíà çàâèñèò îò òîãî, êàêèì
ïóòåì òåëî â ýòî ñîñòîÿíèå ïðèøëî. Òåïëîòà, êàê è
ðàáîòà, ÿâëÿåòñÿ íå âèäîì ýíåðãèè, à âåëè÷èíîé,
óäîáíîé äëÿ îïèñàíèÿ åå ïåðåäà÷è. Êîëè÷åñòâî òåïëî-
òû QD , íåîáõîäèìîå äëÿ ïîâûøåíèÿ òåìïåðàòóðû
åäèíèöû ìàññû âåùåñòâà íà îäèí ãðàäóñ, íàçûâàåòñÿ
óäåëüíîé òåïëîåìêîñòüþ âåùåñòâà:
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Ïîíÿòíî, ÷òî â åäèíèöàõ ÑÈ óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü
èçìåðÿåòñÿ â ( )Äæ êã Ê× . Ïðè ïðèâåäåíèè äâóõ òåë ñ
ðàçëè÷íûìè òåìïåðàòóðàìè â òåïëîâîé êîíòàêò òåïëî
îò áîëåå íàãðåòîãî óñòðåìëÿåòñÿ ê ìåíåå íàãðåòîìó. Â
ïðîñòåéøåì ñëó÷àå îäíîðîäíîãî íåðàâíîìåðíî íàãðå-
òîãî òåëà ïîòîê òåïëà q, ò.å. êîëè÷åñòâî òåïëîòû,
ïðîòåêàþùåå çà åäèíèöó âðåìåíè â íàïðàâëåíèè èçìå-
íåíèÿ (óìåíüøåíèÿ) òåìïåðàòóðû ÷åðåç åäèíè÷íóþ
ïëîùàäêó, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ ýòîìó íàïðàâëåíèþ,
ðàâíî

Q cM T cM x T
q

S t S t S t x
D D D Dæ ö= = - = - ç ÷D D D Dè ø

.         (1)

Âåëè÷èíà, ñòîÿùàÿ â ñêîáêàõ, íàçûâàåòñÿ ãðàäèåíòîì
òåìïåðàòóðû, îáû÷íî îáîçíà÷àåòñÿ TÑ  è ãîâîðèò î
òîì, êàê ðåçêî èçìåíÿåòñÿ òåìïåðàòóðà â ïðîñòðàíñòâ å.

Â ñëó÷àå êîãäà ðàññìàòðèâàåìîå íåðàâíîìåðíî íà-
ãðåòîå òåëî ÿâëÿåòñÿ ãàçîì, ìû ìîæåì ïðîäîëæèòü
öåïî÷êó íàøèõ ðàâåíñòâ. Äåéñòâèòåëüíî, ìàññà íåêî-
òîðîãî êîëè÷åñòâà ãàçà åñòü ïðîèçâåäåíèå åãî ïëîòíî ñ-
òè íà îáúåì: M V nmSl= r =  (çäåñü r  – ïëîòíîñòü
ãàçà, m è n – ìàññà ìîëåêóë è èõ êîíöåíòðàöèÿ), à
îòíîøåíèå x TD D  åñòü íåêîòîðàÿ ýôôåêòèâíàÿ ñêî-
ðîñòü ýôv  äâèæåíèÿ ìîëåêóë âäîëü íàïðàâëåíèÿ èçìå-
íåíèÿ òåìïåðàòóðû. Òàêèì îáðàçîì,

ýôq cnmlv T= - Ñ .

Ïðîèçâåäåíèå óäåëüíîé òåïëîåìêîñòè íà ìàññó îäíîé

Ïèööà ñ ìîðåïðîäóêòàìè Àâòîð ñòàòüè À.Âàðëàìîâ è ïèööàéîëî Àíæåëî
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ìîëåêóëû ðàâíî òåïëîåìêîñòè ìîëåêóëû mc . (Äëÿ
èäåàëüíîãî ãàçà, ãäå ìîëåêóëû ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê
ìàòåðèàëüíûå òî÷êè, âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ ìîëåêóëû
ðàâíà åå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè.) Â êà÷åñòâå äëèíû
âûáðàííîãî ìàëîãî öèëèíäðà ðàçóìíî âçÿòü äëèíó
ñâîáîäíîãî ïðîáåãà, íà ïðîòÿæåíèè êîòîðîãî ìîëåêóëà
ëåòèò íå ñòàëêèâàÿñü ñ äðóãèìè: ýô ml v= t . Òîãäà

2
ýô ýôm m mq nc v l T nc v T T= - Ñ = - t Ñ = -kÑ ,   (2)

ãäå êîýôôèöèåíò
2

2
ýô 3m m m m

v
nc v nck = t = t

íàçûâàåòñÿ êîýôôèöèåíòîì òåïëîïðîâîäíîñòè. Çàìå-
òèì, ÷òî êâàäðàò ïðîåêöèè ýôôåêòèâíîé ñêîðîñòè
ìîëåêóëû íà íàïðàâëåíèå ãðàäèåíòà òåìïåðàòóðû ìû,
âîñïîëüçîâàâøèñü èçâåñòíûì ðåçóëüòàòîì ìîëåêóëÿð-
íîé ôèçèêè, âûðàçèëè êàê 1/3 ñðåäíåãî êâàäðàòà
ñêîðîñòè ìîëåêóë.

Èíòåðåñíî, ÷òî íàéäåííîå ñîîòíîøåíèå

q T= -kÑ                          (3)

íîñèò îáùèé õàðàêòåð. Ïðè íå î÷åíü ðåçêèõ èçìåíåíè-
ÿõ òåìïåðàòóðû â ïðîñòðàíñòâå îíî îêàçûâàåòñÿ ñïðà-
âåäëèâûì íå òîëüêî äëÿ ãàçîâ, íî è äëÿ æèäêîñòåé è
òâåðäûõ òåë: ìåíÿþòñÿ òîëüêî ñâîéñòâà êîýôôèöèåíòà
òåïëîïðîâîäíîñòè. Òàê, â ãàçå îí ïðîïîðöèîíàëåí T ,
â òî âðåìÿ êàê â ìåòàëëå, ãäå ãëàâíûìè ïåðåíîñ÷èêàì è
òåïëà ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ ÿâëÿþòñÿ ýëåêòðîíû,
êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè îêàçûâàåòñÿ ïðîïîð-
öèîíàëüíûì T.

Îöåíèì òåïåðü, êàê áûñòðî ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ â ñðåäå
«òåïëîâîé ôðîíò». 3  Ïóñòü çà âðåìÿ t  òåìïåðàòóðà â
öèëèíäðå c ïëîùàäüþ îñíîâàíèÿ íà ãðàíèöå ðàçäåëà
òåìïåðàòóð S è äëèíîé ( )L t  èçìåíèëàñü íà TD .
Îáðàòèìñÿ âíîâü ê óðàâíåíèþ (1) è ïåðåïèøåì åãî â
âèäå

( )
( )Q c L t T T

q
St t L t

æ öD r D D
= = = -k ç ÷ç ÷

è ø
.           (4)

Ìû âîñïîëüçîâàëèñü ôîðìóëîé (3) è çàìåíèëè ãðàäè-
åíò òåìïåðàòóðû íà îòíîøåíèå ðàçíîñòè òåìïåðàòóð íà
ãðàíèöå ðàçäåëà ê åå ðàçìåðó. Ðåøàÿ óðàâíåíèå (4)
îòíîñèòåëüíî äëèíû ( )L t , íàõîäèì

( ) t
L t

c
k

=
r

,                         (5)

ò.å. òåìïåðàòóðà «ïðîíèêàåò» â õîëîäíóþ ñðåäó ïî
êîðíåâîìó çàêîíó îò âðå-
ìåíè. Èíûìè ñëîâàìè,
âðåìÿ, çà êîòîðîå òåìïå-
ðàòóðà íà ãëóáèíå L ñðàâ-
íèâàåòñÿ ñ òåìïåðàòóðîé

êîíòàêòà äâóõ òåë, çàâèñèò îò âåëè÷èí k , ñ è r .
Êîýôôèöèåíò ( )cc = k r  íàçûâàåòñÿ êîýôôèöèåíòîì
òåìïåðàòóðîïðîâîäíîñòè è ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé
ìàòåðèàëà. Äëÿ âîäû, íàïðèìåð, îí ðàâåí âîäûc =

7 21,5 10 ì ñ-= × .
Âîîðóæåííûå çíàíèÿìè î ïåðåíîñå òåïëà, âåðíåìñÿ

ê çàäà÷å î âû÷èñëåíèè òåìïåðàòóðû íà ãðàíèöå ìåæäó
äâóìÿ ïîëóïðîñòðàíñòâàìè: ëåâûì – ñ ïàðàìåòðàìè

1k , 1ñ , 1r  è òåìïåðàòóðîé íà áåñêîíå÷íîñòè 1T  è
ïðàâûì – ñ ïàðàìåòðàìè 2k , 2c , 2r  è òåìïåðàòóðîé íà
áåñêîíå÷íîñòè 2T . Ïóñòü òåìïåðàòóðà íà ãðàíèöå ðàç-
äåëà ðàâíà 0T . Íàïèøåì óðàâíåíèå áàëàíñà òåïëîâîãî
ïîòîêà, ò.å. óñëîâèå òîãî, ÷òî âñå òåïëî, ïðèõîäÿùå å èç
«òåïëîãî» ëåâîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà, óõîäèò ÷åðåç ãðà -
íèöó â õîëîäíîå ïðàâîå ïîëóïðîñòðàíñòâî, ñ÷èòàÿ, ÷ò î
âñå èçìåíåíèå òåìïåðàòóðû â ïîëóïðîñòðàíñòâå ïðîèñ-
õîäèò íà ãëóáèíå ïðîíèêíîâåíèÿ â íåãî «òåïëîâîé
âîëíû»:

1 0 0 2
1 2

1 2

T T T T
q

t t

- -
= k = k

c c
.

Ðåøàÿ ýòî óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî 0T , íàõîäèì

1 2
0 1

T T
T

+ n
=

+ n
,                     (6)

ãäå

2 1 2 2 2

1 2 1 1 1

c
c

k c k r
n = =

k c k r .

Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî âðåìÿ â íàøó ôîðìóëó íå
âîøëî, ò.å. â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè òåìïåðàòóðà íà
ãðàíèöå ñî âðåìåíåì íå ìåíÿåòñÿ. Äëÿ ñëó÷àÿ îäèíàêî -

âûõ ñðåä ñ ðàçíûìè òåìïåðàòóðàìè 1 2
0 2

T T
T

+
= . Òà-

êèì îáðàçîì, ìû êîëè÷åñòâåííî îáîñíîâàëè äàííûé â
íà÷àëå ñòàòüè èíòóèòèâíî îòâåò â 37 C°  äëÿ òåìïåðà-
òóðû íà ãðàíèöå ìåæäó äâóìÿ îäèíàêîâûìè ëáàìè.
Åñëè æå õîëîäíûé ëîá – ìåäíûé, òî äëÿ íåãî 1n ?  è

0 2T T»  – òåìïåðàòóðà õîëîäíîãî ìåäíîãî ëáà îò êîí-
òàêòà ñ ãîðÿ÷èì îáû÷íûì ëáîì ïî÷òè íå âîçðàñòàåò.

Âîò òåïåðü ìû ãîòîâû ê îáñóæäåíèþ ïðåèìóùåñòâ
äðîâÿíîé ïå÷è. Ïîñ÷èòàåì òåìïåðàòóðó íà äíå ïèööû,
êîòîðóþ ìû ñàæàåì â äðîâÿíóþ ïå÷ü. Âñå íåîáõîäèìûå
äëÿ íàñ ïàðàìåòðû ïðèâåäåíû íèæå â òàáëèöå. Ïåðâóþ
ñòðîêó òàáëèöû íóæíî âîñïðèíèìàòü êàê îöåíî÷íóþ –
àâòîð íàøåë ýòè öèôðû â èíòåðíåòå, îäíàêî ïîíÿòíî,
÷òî èõ òî÷íûå çíà÷åíèÿ ñóùåñòâåííî çàâèñÿò íå òîëüê î
îò òèïà èñïîëüçóåìîé ìóêè, íî è îò âðåìåíè áðîæåíèÿ
òåñòà (â ïðîöåññå êîòîðîãî òåñòî íàñûùàåòñÿ ãàçîì,

3 Äàëåå àâòîð ñëåäóåò ïðå-
êðàñíîé ñòàòüå À.Áÿëêî «Òåï-
ëî òâîèõ ðóê», îïóáëèêîâàí-
íîé â æóðíàëå «Êâàíò» 25 ëåò
íàçàä (ñì. «Êâàíò» ¹4 çà
1987 ã.).
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÷òî, î÷åâèäíî ìåíÿåò åãî ïëîòíîñòü). Ïðèíèìàÿ íà-
÷àëüíóþ òåìïåðàòóðó òåñòà ïèööû ðàâíîé ï

0 10 CT = ° ,
à òåìïåðàòóðó â ïå÷è, ñî ñëîâ ïèööàéîëî Àíæåëî, – ç à

äð
1 330 CT = ° , äëÿ òåìïåðàòóðû íà ãðàíèöå ìåæäó

äíîì ïå÷è è äíîì ïèööû íàõîäèì

äð
0

330 C 0,7 10 C
200 C

1 0,7
T

° + × °
= » °

+
.

Ìû çíàåì, ÷òî ïðè ýòîì ïèööà ãîòîâèòñÿ, ñêàæåì, çà
80 ñ è ïîëó÷àåòñÿ îòëè÷íîãî êà÷åñòâà.

Ïîâòîðèì íàø ðàñ÷åò äëÿ ýëåêòðè÷åñêîé ïå÷è ñî
ñòàëüíûì äíîì. Äëÿ íåå êîýôôèöèåíò ýë 0,1n = , à ïðè
ðàçîãðåâå äî òåõ æå òåìïåðàòóð äðýë

1 1 330 CT T= = °
òåìïåðàòóðà íà äíå ïèööû îêàæåòñÿ ðàâíîé

ýë
0

330 C 1 C
330 C

1,1
T

° + °
= » ° .

Äà ïðè òàêîé òåìïåðàòóðå ïèööà ïðîñòî ñãîðèò!
Õîðîøî, ïîñòàâèì çàäà÷ó èíà÷å. Ïóñòü ïðàâû ïîêî-

ëåíèÿ ìàñòåðîâ äåðåâÿííîé ëîïàòû è òåñòà – òåìïåðà-
òóðà íà äíå ïèööû äîëæíà áûòü ïðèìåðíî 200 C° .
Êàêóþ ïðè ýòîì òåìïåðàòóðó íóæíî âûñòàâèòü â ýëåê-
òðè÷åñêîé ïå÷è ñî ñòàëüíûì äíîì? Îòâåò ïðÿìî ñëåäó-
åò èç âûðàæåíèÿ (6), âçÿòîãî ñ êîýôôèöèåíòîì ýë 0,1n =
è ðåøåííîãî îòíîñèòåëüíî âåëè÷èíû ýë

1T  ïðè çàäàííîé
òåìïåðàòóðå äðýë

0 0T T= :
ýë

1 220 CT » °
– ýëåêòðè÷åñêàÿ ïå÷ü äîëæíà áûòü ãîðàçäî õîëîäíåå
äðîâÿíîé.

Êàçàëîñü áû, ïðîáëåìà ðåøåíà – óñòàíàâëèâàåì íà
ðåãóëÿòîðå äîìàøíåãî äóõîâîãî øêàôà òåìïåðàòóðó
220 C°  è ÷åðåç ìèíóòó-äâå âûòàñêèâàåì ïðåêðàñíóþ
ïèööó. Âîâñå íåò!

Îöåíèì, êàêîå êîëè÷åñòâî òåïëîòû ïîëó÷èò ïèööà
÷åðåç ñâîå äíî îò ïå÷è ïóòåì ðàññìîòðåííîãî âûøå
ìåõàíèçìà òåïëîïåðåíîñà, åñëè íå ó÷èòûâàòü èíûõ
ìåõàíèçìîâ òåïëîïåðåäà÷è. Äëÿ îòâåòà íà ýòîò âîï-
ðîñ âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (3). Èç òàáëèöû âèäèì,
÷òî êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè äëÿ òåñòà

( )0,5 Âò ì Êk = × . Äëÿ îöåíêè âåëè÷èíû ãðàäèåíòà
òåìïåðàòóðû ôîðìàëüíî ñëåäîâàëî áû ðàçäåëèòü ðàç-
íîñòü òåìïåðàòóð äð ï

00 200 C 10 CT T- = ° - °  íà òîëùè-
íó ïèööû 0,5 ñìd » . Îäíàêî çàìåòèì, ÷òî òåìïåðà-
òóðà äð

0 200 CT = °  ñîîòâåòñòâóåò òåìïåðàòóðå êèðïè÷-
íîãî äíà ïå÷è íåïîñðåäñòâåííî ïîä ïèööåé. Â òåñòå
æå îíà, áëàãîäàðÿ èñïàðåíèþ ñîäåðæàùåéñÿ â íåì
âîäû, î÷åíü áûñòðî ïàäàåò äî òåìïåðàòóðû êèïåíèÿ
âîäû ê 100 ÑT = ° . Ïîýòîìó ãðàäèåíò òåìïåðàòóðû ìî-

æåò áûòü îöåíåí êàê 4100 Ê
2 10 Ê ì

0,005 ì
TÑ » = ×  (çà-

ìåòèì, ÷òî ýòî çàâûøåííàÿ îöåíêà – èç-çà èçëó÷åíèÿ
òåïëà ïîâåðõíîñòü ïèööû áóäåò íåçàâèñèìî ðàçîãðå-
âàòüñÿ). Ñîîòâåòñòâóþùåå êîëè÷åñòâî òåïëîòû, ïîëó-
÷àåìîå 21 ñì  ïèööû çà âðåìÿ, ïðîâåäåííîå â ïå÷è,
ïîñðåäñòâîì òåïëîïåðåíîñà, ñîñòàâèò

1Q S TD = -k Ñ t »

» 4 2 4Âò Ê
0,5 10  ì 2 10 80 c 80 Äæ.

ì Ê ì
-× × × × »

×

Ïðè ýòîì âñå ýòî òåïëî ïîéäåò òîëüêî íà íàãðåâ 21 ñì
ïèööû îò íà÷àëüíîé òåìïåðàòóðû ï

0 10 ÑT = °  äî òåìïå-
ðàòóðû êèïåíèÿ âîäû ê 100 CT = ° :

( )ï
2 ê 0Q c dS T TD = r - =

= 3 3
3

Äæ êã
2,5 10 0,7 10

êã Ê ì
× × ×

×
 ´

´ 4 20,005 ì 10 ì 90 Ê 80 Äæ-× × » .

À êàê æå áûòü ñ î÷åâèäíûì âûïàðèâàíèåì âîäû èç
òåñòà è òîìàòà, ñ ïëàâëåíèåì ñûðà è òîìó ïîäîáíîå?

Òóò ñëåäóåò âñïîìíèòü åùå îá îäíîì, ïîêà îñòàâëåí-
íîì íàìè â ñòîðîíå, ìåõàíèçìå ïåðåäà÷è òåïëà – îá
èçëó÷åíèè.

Äðîâÿíàÿ ïå÷ü ñäåëàíà ñ äâîéíûì ñâîäîì, çàïîëíåí-
íûì ïåñêîì, – îíà íèêîãäà íå îñòûâàåò. Åå ñòåíêè, ê àê
è äíî, òàêæå ðàçîãðåòû äî 330 C 600 Ê° » . Ïðè òàêîé
âûñîêîé òåìïåðàòóðå ñòàíîâèòñÿ ñóùåñòâåííûì èçëó-
÷åíèå ñòåíîê: íà ïèööó «ëüåòñÿ» ïîòîê èíôðàêðàñíîãî
èçëó÷åíèÿ. Åãî èíòåíñèâíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ çàêîíîì
Ñòåôàíà–Áîëüöìàíà:

( )4 8 2 4 4 45,67 10 Âò ì Ê 600  ÊI T -= s = × × × =

= 4 20,74 10 Âò ì× ,

ò.å. íà 21 ñì  ïèööû çà 80 ñ ïîñòóïàåò ýíåðãèÿ èçëó÷å-
íèÿ

3 60QD =  Äæ

– âåëè÷èíà òîãî æå ïîðÿäêà, ÷òî è ïîëó÷åííàÿ îò äíà
ïå÷è. Òàêèì îáðàçîì, íà ðàçîãðåâ 21 ñì  ïèööû äî

ê 100 CT = °  è íà èñïàðåíèå âîäû, ñîäåðæàùåéñÿ â òåñòå
è â òîìàòàõ, ïîéäóò îáå ýòè ïîðöèè ýíåðãèè:

1 3 140 ÄæQ QD + D » .

Â ñëó÷àå æå îòíîñèòåëüíî õîëîäíîé ñòàëüíîé ýëåêò-
ðè÷åñêîé ïå÷è, ãäå òåìïåðàòóðà âñåãî 220 C 490 Ê° » ,
ïîñòóïëåíèå ýíåðãèè ïîñðåäñòâîì èçëó÷åíèÿ áóäåò â
( )4600 490 2»  ðàçà ìåíüøå: 30 Äæ. Ïîëíàÿ ïîëó÷åí-
íàÿ ýíåðãèÿ íà 21 ñì  ïèööû â ýëåêòðè÷åñêîé ïå÷è
ñîñòàâèò 110 Äæ ïðîòèâ 140 Äæ, ïîëó÷åííûõ çà òî æå
âðåìÿ â äðîâÿíîé ïå÷è. Çíà÷èò, ïå÷ü ïèööó çäåñü
ïðèäåòñÿ äîëüøå.

Êîíå÷íî, êàê âñåãäà â ôèçèêå, äëÿ òîãî ÷òîáû ïîíÿòü
ñóòü ÿâëåíèÿ, ìû ðàññìîòðåëè ïðîñòåéøóþ ìîäåëü.
Äàëåêî íå âåçäå ìîæíî óñòàíîâèòü ïðàâèëüíóþ äðîâÿ-
íóþ ïå÷ü, äà è íå âñå ïîñåòèòåëè ïîéìóò ðàçëè÷èå
ìåæäó î÷åíü õîðîøåé è íåïëîõîé ïèööåé. Ïîýòîìó
èíæåíåðû èäóò íà óõèùðåíèÿ: â ñîâðåìåííîé ïðîôåñ-
ñèîíàëüíîé ýëåêòðè÷åñêîé ïå÷è äåëàþò äíî, èçãîòîâ-
ëåííîå èç ñïåöèàëüíîé êåðàìèêè, èìèòèðóþùåé äíî
äðîâÿíîé ïå÷è. À ÷òîáû ïðîæàðèâàòü ïèööó ðàâíîìåð-
íî, äåëàþò ýòî äíî âðàùàþùèìñÿ è ê èçëó÷åíèþ îò ñòå í
ïå÷è äîáàâëÿþò òåðìîâåíòèëÿöèþ.

Íî âñå æå ñóõîé æàð, çàïàõ äðîâ è äðóãèå áëàãîïðè-
ÿíûå ñâîéñòâà ñòàðîé äðîâÿíîé ïå÷è îñòàþòñÿ òåì
èäåàëîì, ê êîòîðîìó ëþáûå èìèòàöèè è óñîâåðøåí-
ñòâîâàíèÿ ìîãóò òîëüêî ñòðåìèòüñÿ.



Ââåäåíèå

Êîãäà ìû òîëüêî íà÷èíàëè ïèñàòü ýòó ñòàòüþ, íàì íà
ãëàçà ïîïàëñÿ ïðåêðàñíûé ñëîãàí â îäíîé ñîöèàëüíîé
ðåêëàìå: «Âû íå çàñòðÿëè â ïðîáêå. Âû è åñòü ïðîáêà ».
Ìàëî êòî èç âîäèòåëåé, ñòîÿùèõ â ïðîáêå, çàäóìûâà-
åòñÿ î òîì, ÷òî îí ñàì ñòàíîâèòñÿ ïðè÷èíîé çàäåðæêè
òåõ ëþäåé, êòî åäåò âñëåä çà íèì, à äàæå åñëè è
çàäóìûâàåòñÿ, òî íå ïðèäàåò ýòîìó áîëüøîãî çíà÷åíèÿ .
Ïðè ýòîì, ïîäðåçàÿ î÷åðåäíóþ ìàøèíó, âîäèòåëè æà-
ëóþòñÿ íà òî, êàê ìàëî ñòðîèòñÿ äîðîã.

Åùå â XVIII âåêå áðèòàíñêèé ýêîíîìèñò Àäàì Ñìèò
ïîñåÿë â óìàõ ó÷åíûõ è îáùåñòâåííûõ äåÿòåëåé óâ-
ëåêàòåëüíûé îáðàç ñîîáùåñòâà íåçàâèñèìûõ ýêîíîìè-
÷åñêèõ àãåíòîâ – ïîòðåáèòåëåé è ïðîèçâîäèòåëåé, êàæ -
äûé èç êîòîðûõ, äåéñòâóÿ â ñâîèõ èíòåðåñàõ, â ðåçóë ü-
òàòå ñîçäàåò ýôôåêòèâíîå îáùåñòâåííîå ïðîèçâîäñòâî.
Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ýòî áûëî ïåðâîé ðåäàêöèåé ëîçóí-
ãà «Àíàðõèÿ – ìàòü ïîðÿäêà!». Îäíàêî åùå ðàíüøå
äðóãèå, íå ìåíåå âûäàþùèåñÿ, óìû ÷åëîâå÷åñòâà ãîðå-
ñòíî îòìåòèëè ïå÷àëüíîå èñêëþ÷åíèå èç ýòîãî ïðàâèëà
– òî, ÷òî ýêîëîã Õàðäèí óäà÷íî îêðåñòèë «òðàãåäèåé
îáùåé ñîáñòâåííîñòè».

Ýòî çíà÷èò ñëåäóþùåå. Åñëè íåêîòîðûé ðåñóðñ íàõî-
äèòñÿ â îáùåé ñîáñòâåííîñòè è äëÿ åãî èñïîëüçîâàíèÿ
íåò íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé, òî îí áóäåò ïîäâåðãàòüñÿ
÷ðåçìåðíîé ýêñïëóàòàöèè è èñ÷åçíåò. Ñòåëëåðîâà êî-
ðîâà èëè ïî÷òè èñ÷åçíóâøåå Àðàëüñêîå ìîðå òîìó
íàãëÿäíûå ïðèìåðû, è ýòîò ãîðåñòíûé ñïèñîê ìîæíî
ïðîäîëæèòü. Ýêîíîìèñòû îïèñûâàþò «òðàãåäèþ îá-
ùåé ñîáñòâåííîñòè» êàê òàêîé âàðèàíò îáùåñòâåííîãî
óñòðîéñòâà, êîãäà ñ òî÷êè çðåíèÿ îòäåëüíîãî ïîòðåáè -
òåëÿ âûãîäû îò ïîòðåáëåíèÿ ðåñóðñà äîñòàþòñÿ åìó
îäíîìó, à íåãàòèâíûå ïîñëåäñòâèÿ äåëÿòñÿ íà âñåõ. Â
ñîâðåìåííîì ìèðå îäíèì èç òàêèõ ðåñóðñîâ ÿâëÿþòñÿ
àâòîìîáèëüíûå äîðîãè, à «ñèíèå ìèãàëêè» – íàèáîëåå
ÿðêîå òîìó ñâèäåòåëüñòâî, óñóãóáëåííîå óçóðïèðîâàí-
íûì ïðåèìóùåñòâåííûì ïðàâîì íåêîòîðûõ ïîëüçîâà-
òåëåé íà ýòîò ðåñóðñ. Íî è íåçàâèñèìî îò íàëè÷èÿ èë è
îòñóòñòâèÿ «ìèãàëêè» êàæäûé íîâûé àâòîìîáèëü íà
äîðîãå ïðèíîñèò ñâîåìó âëàäåëüöó îïðåäåëåííóþ ïîëüç ó
èëè óäîâëåòâîðåíèå, à íåãàòèâíûå ïîñëåäñòâèÿ – âîç-
ðàñòàþùàÿ ïëîòíîñòü àâòîìîáèëåé, çàìåäëåíèå äâèæå-
íèÿ, çàòîðû è ïðîáêè – äåëÿòñÿ íà âñåõ. Äëÿ ïðèíöè-
ïèàëüíîãî âûõîäà èç ýòîé ñèòóàöèè íóæíà öåëàÿ
ñèñòåìà ìåð, êîòîðûå ïðèìèðèëè áû ýãîèñòè÷åñêîå

ïîâåäåíèå âîäèòåëåé è îáùåñòâåííóþ ïîëüçó, íî ýòî
ñëèøêîì îáøèðíàÿ òåìà, äëÿ çíàêîìñòâà ñ êîòîðîé
ìîæíî ïîðåêîìåíäîâàòü îáùåäîñòóïíóþ êíèãó Â.Âó-
÷èêà «Ãîðîä, óäîáíûé äëÿ æèçíè». Íî â ëþáîì ñëó÷àå,
êîãäà ó÷åíûå ñîáèðàþòñÿ ÷òî-òî ñîâåòîâàòü, òî îíè
ïðåæäå âñåãî èçó÷àþò ÿâëåíèå è îïðåäåëÿþò, êàê íà
íåãî ïîâëèÿþò ðàçíûå âîçäåéñòâèÿ. Â äàííîì ñëó÷àå
íàèáîëåå âèäèìûì è îãîð÷èòåëüíûì ÿâëÿþòñÿ óëè÷-
íûå ïðîáêè. Òàê ÷òî æå òàêîå ïðîáêè è êàê ñ íèìè
áîðîòüñÿ?

Îòêóäà áåðóòñÿ ïðîáêè

Âîîáùå ãîâîðÿ, ïðåæäå íóæíî ïîíÿòü, ÷òî òàêîå
ïðîáêà. Íåêîòîðûå âîäèòåëè ãîâîðÿò î ïðîáêå, êîãäà
èì ïðèõîäèòñÿ åõàòü ñî ñêîðîñòüþ 20 êì/÷ èç-çà
ïëîòíîãî äâèæåíèÿ, âìåñòî æåëàåìûõ 100 êì/÷. Äðó-
ãèå æå ïîäðàçóìåâàþò ïîä ïðîáêîé ïî÷òè ãëóõîé çàòîð .
Îáà ýòè ñëó÷àÿ èìåþò îáùóþ ïðèðîäó – ñëèøêîì
ìíîãî àâòîìîáèëèñòîâ ðåøèëè èñïîëüçîâàòü îäíó è òó
æå äîðîãó. Âñå óïèðàåòñÿ â òî, ÷òî ïîíèìàåòñÿ ïîä
«ñëèøêîì ìíîãî».

Ìîæíî áûëî áû óêàçûâàòü íà òî, ÷òî ó êàæäîé
äîðîãè îò ïåðåêðåñòêà äî ïåðåêðåñòêà åñòü âïîëíå
êîíêðåòíûå øèðèíà è äëèíà è òàì «ôèçè÷åñêè» íå
ìîæåò ïîìåñòèòüñÿ ñëèøêîì ìíîãî àâòîìîáèëåé. Íî
ýòîãî àðãóìåíòà íåäîñòàòî÷íî, âåäü âàæíà åùå ñêî-
ðîñòü äâèæåíèÿ. Åñëè áû âîäèòåëè ìîãëè ïðàêòè÷åñ-
êè áåç çàçîðîâ ìåæäó ìàøèíàìè åõàòü íà ñêîðîñòè
1000 êì/÷, òî ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü ëþáîé äîðîãè
áûëà áû ïî÷òè íåîãðàíè÷åííîé. Îòâåò â òîì, ÷òî
äâèæåíèå íà äîðîãå îïðåäåëÿåòñÿ òåì, êàêèå ðåøåíèÿ
ïðèíèìàþò âîäèòåëè. Äëÿ áîëüøèíñòâà èç íèõ «íå-
êîìôîðòíî» åõàòü íà ñêîðîñòè 100 êì/÷ â ðåæèìå
«áàìïåð ê áàìïåðó» – ñëèøêîì âåëèêè ðèñêè ïîâðå-
äèòü àâòîìîáèëü èëè ïîïàñòü â êðóïíóþ àâàðèþ.
Íàïðèìåð, â ÑØÀ åùå â øêîëàõ âîæäåíèÿ ó÷àò
«ïðàâèëó 3 ñåêóíä» – ïîääåðæèâàéòå ìåæäó ñîáîé è
âïåðåäè èäóùåé ìàøèíîé ðàññòîÿíèå, êîòîðîå âû íà
äàííîé ñêîðîñòè ïðîåäåòå çà 3 ñåêóíäû. Â íåïîãîäó
ýòî âðåìÿ ðåêîìåíäóþò óòðàèâàòü. Íå÷åãî è ãîâîðèòü
î òîì, ÷òî ýòî ïðàâèëî íàïèñàíî êðîâüþ òåõ âîäèòå-
ëåé, êîòîðûå åãî íå âûïîëíÿëè… Ëþáîïûòíî, ÷òî
åñëè ïðè ýòîì ïðåíåáðå÷ü ñîáñòâåííûìè ðàçìåðàìè
àâòîìîáèëåé, òî èõ ïîòîê, ò.å. êîëè÷åñòâî àâòîìîáè-
ëåé, ïåðåñåêàþùèõ çà åäèíèöó âðåìåíè íåêîòîðóþ

Àâòîìîáèëüíûå ïðîáêè:
êîãäà ðàöèîíàëüíîñòü âåäåò

ê êîëëàïñó
À.ÃÀÑÍÈÊÎÂ, Þ.ÄÎÐÍ, Å.ÍÓÐÌÈÍÑÊÈÉ, Í.ØÀÌÐÀÉ
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êîíòðîëüíóþ ëèíèþ, íå çàâèñèò îò ñêîðîñòè è ñîñòàâ-
ëÿåò 1200 àâòîìîáèëåé â ÷àñ íà îäíó ïîëîñó äâèæå-
íèÿ, ÷òî ñ÷èòàåòñÿ íîðìàòèâíîé ïðîïóñêíîé ñïîñîáíî-
ñòüþ äîðîãè. Åñëè ó÷åñòü ñîáñòâåííûå ðàçìåðû àâòî-
ìîáèëÿ, òî ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü ñóùåñòâåííî óìåíü -
øàåòñÿ, îñîáåííî ïðè ìàëûõ ñêîðîñòÿõ. Íî ýòî ñëåäó-
åò èç ïðîñòåéøèõ ìîäåëåé äâèæåíèÿ àâòîìîáèëåé, â
ðåàëüíîñòè íóæíî ó÷èòûâàòü ìàññó äðóãèõ ôàêòîðîâ,
îäíî ïåðå÷èñëåíèå êîòîðûõ ìîæåò çàíÿòü íå îäíó
ñòðàíèöó. Ïîýòîìó îãðàíè÷èìñÿ õîðîøî óñòàíîâëåí-
íûì ýêñïåðèìåíòàëüíûì ôàêòîì – ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü
äâèæåíèÿ íà äîðîãå çàâèñèò îò ïëîòíîñòè àâòîìîáè-
ëåé, ò.å. èõ êîëè÷åñòâà íà åäèíèöó äëèíû äîðîãè, â
êà÷åñòâå êîòîðîé îáû÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ êèëîìåòð.
Ïðè ýòîì, ÷åì áîëüøå ïëîòíîñòü, òåì íèæå ñêîðîñòü.
Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ïðåäïîëàãàåòñÿ ëèíåéíàÿ çàâè-
ñèìîñòü ìåæäó ïëîòíîñòüþ R è ñêîðîñòüþ v:

( ) 0R v av R= - + ,

ãäå a – íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà.
Ýòà ìîäåëü áûëà ïðåäëîæåíà àìåðèêàíñêèì èíæåíå-

ðîì-òðàíñïîðòíèêîì Áðþñîì Ãðèíøèëäñîì (Bruce Gre-
enshields) â 1933 ãîäó è äî ñèõ ïîð øèðîêî èñïîëüçó -
åòñÿ â ñèñòåìàõ ìîäåëèðîâàíèÿ äîðîæíîãî äâèæåíèÿ!
Íåäàâíî â åå ÷åñòü áûë äàæå ïðîâåäåí ìåæäóíàðîäíûé
ñèìïîçèóì, îòìåòèâøèé 75-ëåòèå ïåðâîé ïóáëèêàöèè.
Ïðè÷èíà òàêîãî âíèìàíèÿ ê ýòîé ìîäåëè çàêëþ÷àåòñÿ
â òîì, ÷òî îíà âïåðâûå ââåëà ïîíÿòèå ôóíäàìåíòàëü-
íîé äèàãðàììû ïîòîê-ñêîðîñòü  è ïðîäåìîíñòðèðîâà-
ëà íàëè÷èå ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà. Äåéñòâèòåëüíî,
åñëè ìû îïðåäåëèì ïîòîê ( )Q v  àâòîìîáèëåé â åäèíèöó
âðåìåíè êàê ïðîèçâåäåíèå Rv, òî

( ) 2
0Q v av R v= - + ,

è ãðàôèê ýòîé êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè (ðèñ.1) èìååò

ìàêñèìóì â òî÷êå 0

2
R

v
a

= .

Ñ òåõ ïîð ïðåäëîæåíà ìàññà ìîäèôèêàöèé ýòîé
çàâèñèìîñòè, íî ñàìà êîíöåïöèÿ ôóíäàìåíòàëüíîé

çàâèñèìîñòè ïîòîê-
ñêîðîñòü îñòàåòñÿ â
îñíîâå áîëüøèí-
ñòâà ìîäåëåé, êàê è
ïîíÿòèå ìàêñè-
ìàëüíîãî ïîòîêà,
êîòîðûé ìîæåò îá-
ñëóæèòü äîðîãà â
åäèíèöó âðåìåíè.

Êîãäà íà äîðîãó â åäèíèöó âðåìåíè íà÷èíàåò âúåçæàòü
áîëüøå àâòîìîáèëåé, ÷åì åå ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü,
íà÷èíàåò îáðàçîâûâàòüñÿ ïðîáêà. Ñîáñòâåííî ãîâîðÿ,
ïðè ýòîì ìîäåëü Ãðèíøèëüäñà ïåðåñòàåò áûòü ïðèìå-
íèìîé è íà÷èíàåòñÿ íåðàñ÷åòíûé ðåæèì.

Ïðåäñòàâüòå ñåáå ïåðåêðåñòîê 1 (ðèñ.2) è äâà ìàðø-
ðóòà, ïî êîòîðûì ìîæíî äîåõàòü äî ïóíêòà íàçíà÷åíèÿ
â âåðøèíå 3. Ïðè÷åì äîðîãà (1,3) – «êîðîòêàÿ», à ïó òü
÷åðåç âåðøèíó 2 – äëèííûé îáúåçä. Ïóñòü äîðîãà (1,3 )
áóäåò äâóõïîëîñíîé. Â öåíòðå äîðîãè (1,3) îäíà èç
ïîëîñ çàêðûòà íå ðåìîíò. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìå-
íè, êîãäà îáå äîðîãè ïóñòûå (íàïðèìåð, â 5 óòðà), â ñå

âîäèòåëè, æåëàþùèå äîå-
õàòü èç 1 â 3, âîñïîëüçó-
þòñÿ äîðîãîé (1,3). Åñëè
îäíà ïîëîñà ìîæåò îáñëó-
æèòü 1500 àâò./÷, à íà
äîðîãó â êàêîé-òî ìîìåíò
íà÷íåò ïîñòóïàòü ïîòîê
â 2500 àâò./÷, âñòàíåò
âîïðîñ – êóäà äåíóòñÿ
1000 àâò./÷? Êîíå÷íî,
âñòàíóò ïðÿìî ïåðåä óçêèì ìåñòîì. Áîëåå òîãî, èç-çà
íåîáõîäèìîñòè ïåðåñòðàèâàòüñÿ, ïî ðàáîòàþùåé ïîëî-
ñå ïîòîê áóäåò íèæå 1500 àâò./÷. Ñ òå÷åíèåì âðåìåíè
ïðîáêà áóäåò ðàñòè. Âîïðîñ íîìåð äâà – êîãäà ïðîáêà
ðàñòè ïåðåñòàíåò? Ëîãèêà è çàêîíû ñîõðàíåíèÿ íàì
ïîäñêàçûâàþò, ÷òî ýòî ñëó÷èòñÿ, åñëè êîëè÷åñòâî âúå ç-
æàþùèõ íà äîðîãó âîäèòåëåé ñðàâíÿåòñÿ ñ êîëè÷åñòâîì
âûåçæàþùèõ, ò.å. ñòàíåò ïðèìåðíî 1500 àâò./÷. Íî
êóäà äåíóòñÿ ëèøíèå 1000 àâò./÷, ðàíåå èñïîëüçîâàâ-
øèå äàííóþ äîðîãó â ñâîåì ìàðøðóòå? Î÷åâèäíî,
íà÷íóò (èç-çà ïðîáêè) èñïîëüçîâàòü îáúåçä. Ïåðåêëþ-
÷åíèå íà îáúåçäíóþ äîðîãó ïðîèçîéäåò ðîâíî â òîò
ìîìåíò, êîãäà âîäèòåëÿì áóäåò áåçðàçëè÷íî, êàêîé èç
ìàðøðóòîâ (êîðîòêèé èëè îáúåçäíîé) èñïîëüçîâàòü.
Íî âåäü åñëè áû îáúåçä èñïîëüçîâàëñÿ ñ ñàìîãî íà÷àë à,
ïðîáêè áû íå âîçíèêëî! Âîäèòåëåé ìîæíî ïîíÿòü, êîìó
æå çàõî÷åòñÿ åõàòü â äàëåêèé îáúåçä, åñëè ðÿäîì
êîðîòêàÿ äîðîãà, è ïóñòü îíà ðàáîòàåò íà ïðåäåëå, í î
óæ ìû êàê-íèáóäü ïðîðâåìñÿ (à çà íàìè õîòü ïîòîï!).
Âîò òàê è íà÷èíàåòñÿ ïðîáêà.

Ìîäåëü

Â äàëüíåéøåì ìû ðàññìîòðèì ìîäåëü äëÿ îïèñàíèÿ
ïîâåäåíèÿ âîäèòåëåé è òðàíñïîðòíîé ñèñòåìû â öåëîì
íà êîíêðåòíîì ïðèìåðå. Ñåòü, èçîáðàæåííàÿ íà ðèñóí-
êå 3, îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ èëëþñòðàöèè òàê íàçû-
âàåìîãî ïàðàäîêñà Áðàéåñà.

Íà âðåìÿ çàáóäåì î ðèñóíêå 3, á (îí ïîíàäîáèòñÿ
íàì ïîçäíåå) è áóäåì ðàáîòàòü òîëüêî ñ ãðàôîì íà
ðèñóíêå 3, à.

Ãîðîäñêàÿ òðàíñïîðòíàÿ ñåòü çàäàåòñÿ âçâåøåííûì
îðèåíòèðîâàííûì ãðàôîì ( ), ,V E TG , èëè, ãîâîðÿ ïðî-
ùå, äîðîãè ïðåäñòàâëÿþòñÿ ðåáðàìè ãðàôà, îíè èìåþò
çàäàííîå íàïðàâëåíèå (ïîýòîìó ãðàô íàïðàâëåííûé,
ò.å. îðèåíòèðîâàíûé), ïåðåêðåñòêè – âåðøèíû ãðàôà,
ïðè ýòîì êàæäîìó ðåáðó ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåëåííîå
âðåìÿ, êîòîðîå âîäèòåëü äîëæåí ïîòðàòèòü íà ïðîåçä.
Ýòî âðåìÿ è ÿâëÿåòñÿ «âåñîì» ðåáðà (ïîýòîìó ãðàô
âçâåøåííûé). Çäåñü V – ìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà
(ìíîæåñòâî ïåðåêðåñòêîâ), íà ðèñóíêå 3, à îíè îáîçíà-

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3

Ðèñ. 1



÷åíû öèôðàìè 1, 2, 3 è 4, à E – ìíîæåñòâî ðåáåð ãðàôà
(äîðîãè), íà ðèñóíêå 3, à äîðîãè îáîçíà÷åíû áóêâàìè a,
b, c è d. Êàæäîé äîðîãå ñîîòâåòñòâóåò ñâîé «âåñ»,
êîòîðûé, âîîáùå ãîâîðÿ, çàâèñèò îò òîãî, ñêîëüêî
ëþäåé ýòó äîðîãó èñïîëüçóåò. Ïîíÿòíî, ÷òî ÷åì áîëüø å
ìàøèí èñïîëüçóåò êàêóþ-òî êîíêðåòíóþ äîðîãó, òåì
áîëüøå ïðîáêà è òåì áîëüøå âðåìåíè ïîòðåáóåòñÿ íà
ïðîåçä. «Âåñ» äîðîãè îïèñûâàåò çàâèñèìîñòü âðåìåíè
íà ïðîåçä ïî ðåáðó îò òîãî, ñêîëüêî àâòîìîáèëåé åãî
èñïîëüçóåò. Îáîçíà÷èì ôóíêöèè âåñîâ äîðîã ÷åðåç af ,

bf , cf  è df  äëÿ ðåáåð a, b, c è d ñîîòâåòñòâåííî.
Â íàøåì ìîäåëüíîì ïðèìåðå ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

ó âñåõ ðåáåð ôóíêöèè âåñîâ ëèíåéíûå, â ÷àñòíîñòè,
( ) ( ) 50a df t f t t= = + , ( ) ( ) 10b cf t f t= = t . Åùå ðàç ïîÿñ-

íÿåì, ÷òî, íàïðèìåð, çàïèñü ( ) 50df t t= +  ñëåäóåò
ïîíèìàòü ïðèìåðíî òàê: åñëè ïî äîðîãå d åäåò t
âîäèòåëåé â åäèíèöó âðåìåíè, òî ïðîåçä ïî ðåáðó d
çàéìåò 50 + t  ìèíóò.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âîäèòåëè åäóò èç âåðøèíû 1 â
âåðøèíó 4, ïðè÷åì â åäèíèöó âðåìåíè èç 1 â 4
íàïðàâëÿåòñÿ îäíî è òî æå ÷èñëî âîäèòåëåé. Â íàøåì
ïðèìåðå îíî ðàâíî 6. Ïðè ýòîì, êàê ëåãêî ïîêàçàòü, èç
1 â 4 ìîæíî ïîïàñòü ïî îäíîìó èç äâóõ ìàðøðóòîâ:
1-a-3-c-4 è 1-b-2-d-4. Â íàøåé ãðóáîé ìîäåëè âîäèòåëü
íå áóäåò òðàòèòü âðåìÿ íà ïðîåçä ÷åðåç ïåðåêðåñòîê.
Òîãäà âðåìÿ â ïóòè äëÿ ìàðøðóòîâ áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ
êàê ñóììà âåñîâ âõîäÿùèõ â ìàðøðóò ðåáåð. Íàïðè-
ìåð, äëÿ ìàðøðóòà 1 -a-3-c-4 âðåìÿ â ïóòè ñîñòàâèò

a cf f+ , à äëÿ ìàðøðóòà 1 -b-2-d-4 âðåìÿ â ïóòè ñîñòàâèò
b df f+ . Îáîçíà÷èì ÷åðåç x òðàíñïîðòíûé ïîòîê íà

ìàðøðóòå 1 -a-3-c-4, à ÷åðåç y – òðàíñïîðòíûé ïîòîê íà
ìàðøðóòå 1 -b-2-d-4. Ïîä òðàíñïîðòíûì ïîòîêîì íà
ìàðøðóòå ïîäðàçóìåâàåòñÿ êîëè÷åñòâî âîäèòåëåé, âû-
åçæàþùèõ èç 1 â 4 ïî ýòîìó ìàðøðóòó â åäèíèöó
âðåìåíè. Ïðè ýòîì, î÷åâèäíî, x + y = 6.

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ãðàôà íà ðèñóíêå 3, à ïî-
òîê íà ðåáðàõ a è c ðàâåí x, à ïîòîê ïî ðåáðàì b è d
ðàâåí y. Ñîîòâåòñòâåííî, âðåìÿ â ïóòè äëÿ ìàðøðóòà
1-a-3-c-4 áóäåò ðàâíî ( ) ( )a cf x f x+ , à äëÿ ìàðøðóòà

1-b-2-d-4 âðåìÿ â ïóòè áóäåò ðàâíî ( ) ( )b df y f y+ .
Âîäèòåëè, âûáèðàÿ ñâîé ìàðøðóò ñëåäîâàíèÿ, âåäóò

ñåáÿ ýãîèñòè÷íî. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî çíà÷èò, ÷òî îíè
âûáèðàþò ìàðøðóò ñ íàèìåíüøèìè îæèäàåìûìè èç-
äåðæêàìè. Íî ÷åì áîëüøå âîäèòåëåé âûáèðàþò òîò èëè
èíîé ìàðøðóò, òåì âûøå èçäåðæêè íà äàííîì ìàðøðó-
òå. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìû çàôèêñèðîâàëè îáùåå ÷èñëî
ìàøèí, âûåçæàþùèõ èç âåðøèíû 1 â âåðøèíó 4 â
åäèíèöó âðåìåíè, à çíà÷èò, åñëè êàêèì-òî ìàðøðóòîì
ñòàëî ïîëüçîâàòüñÿ áîëüøåå êîëè÷åñòâî àâòîìîáèëèñ-
òîâ, òî åñòü êàêîé-òî ìàðøðóò, êîòîðûé ñòàë èñïîëüç î-
âàòüñÿ ìåíüøå. Âåðîÿòíî, ÷òî íà ýòîì âòîðîì ìàðøðóò å
èçäåðæêè, íàïðîòèâ, óïàäóò. Òàêèì îáðàçîì, ïåðâûé,
ðàíåå ïðèâëåêàòåëüíûé, ìàðøðóò ñòàíîâèòñÿ áîëåå
îáðåìåíèòåëüíûì, à àëüòåðíàòèâíûå ìàðøðóòû ïðè
ýòîì ñòàíîâÿòñÿ áîëåå ïðèâëåêàòåëüíûìè. Ýòî ìîòèâè-
ðóåò âîäèòåëåé âíîâü èçìåíèòü ñâîé ìàðøðóò. Íî òàêà ÿ
«áîëòàíêà» ïðîèñõîäèò íå âñåãäà.

Ââåäåì ïîíÿòèå ðàâíîâåñèÿ (Íýøà–Âàðäðîïà). Íà-
çîâåì ðàñïðåäåëåíèå ïîòîêîâ ïî ìàðøðóòàì ðàâíîâåñ-

íûì, åñëè âðåìÿ ïðîåçäà ïî âñåì èñïîëüçóåìûì  ìàðø-
ðóòàì îäèíàêîâî è íå ïðåâîñõîäèò âðåìåíè â ïóòè íà
íåèñïîëüçóåìûõ ìàðøðóòàõ. 1

Ñìûñë ýòîãî óòâåðæäåíèÿ î÷åíü ïðîñò: ðàâíîâåñíîå
ðàñïðåäåëåíèå ïîòîêîâ ïî ìàðøðóòàì – ýòî êîãäà
âîäèòåëè òàê âûáèðàþò ñâîè ìàðøðóòû, ÷òî íèêîìó â
îòäåëüíîñòè íå âûãîäíî ìåíÿòü ñâîé âûáîð. Åñëè áû,
íàïðèìåð, äëÿ ãðàôà íà ðèñóíêå 3, à ðåàëèçîâàëîñü
ðàâíîâåñèå è ìû áû ðàññìîòðåëè ïðîèçâîëüíîãî âîäè-
òåëÿ, èñïîëüçóþùåãî ìàðøðóò 1 -b-2-d-4, òî ìû ìîãëè
áû ñêàçàòü, ÷òî ýòîìó âîäèòåëþ íå âûãîäíî ìåíÿòü ñâ îé
ìàðøðóò.

Äëÿ íàøåãî ïðèìåðà íàéòè ðàâíîâåñèå î÷åíü ïðîñòî.
Âñåãî âîçìîæíû òðè âàðèàíòà:
1) x = 6, y = 0, ( ) ( ) ( ) ( )6 6 0 0a c b df f f f+ £ + ;

2) x = 0, y = 6, ( ) ( ) ( ) ( )0 0 6 6a c b df f f f+ ³ + ;

3) x + y  = 6, x > 0, y >  0, ( ) ( ) ( )a c bf x f x f y+ = +

( )df y+ .

Çàìåòèì, ÷òî â íàøåì ñëó÷àå ( ) ( ) 11 50a cf t f t t+ = + =

( ) ( )b df t f t= + . Îòñþäà èìååì ( ) ( ) ( )0 0 0a c bf f f+ = +

( )0 50df+ =  è ( ) ( ) ( ) ( )6 6 6 6 116a c b df f f f+ = + = . Ñëå-
äîâàòåëüíî, âàðèàíòû 1) è 2) îòïàäàþò. Äëÿ òîãî ÷òî áû
íàéòè ðàâíîâåñíîå ðàñïðåäåëåíèå ïîòîêîâ, íóæíî ðå-
øèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé 3):

6, 3,

11 50 11 50 3.

x y x

x y y

+ = =ì ì
Ûí í

+ = + =î î
Ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî ïîëó÷åííîå ðåøåíèå óäîâëåòâîðÿ-
åò óñëîâèÿì ðàâíîâåñèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, âðåìÿ â ïóòè
íà èñïîëüçóåìûõ ìàðøðóòàõ ñîâïàäàåò è ðàâíî
11 3 50 83× + = , à íåèñïîëüçóåìûõ ìàðøðóòîâ ïðîñòî
íåò.

Ðåçþìèðóÿ, òåõíèêà ïîèñêà ðàâíîâåñèé ñëåäóþùàÿ.
1. Âñå ìàðøðóòû äåëÿòñÿ íà èñïîëüçóåìûå è íåèñ-

ïîëüçóåìûå â ðàâíîâåñèè. Ïîëó÷àåòñÿ îãðîìíîå êî-
ëè÷åñòâî âàðèàíòîâ ðàçäåëåíèé.

2. Âûáèðàåòñÿ êîíêðåòíîå ðàçäåëåíèå.
3. Èùåòñÿ òàêîå ðàñïðåäåëåíèå ñóììàðíîãî ïîòîêà

ïî èñïîëüçóåìûì ìàðøðóòàì, ÷òîáû âðåìÿ â ïóòè íà
âñåõ èñïîëüçóåìûõ ìàðøðóòàõ áûëî îäèíàêîâûì. Åñëè
òàêîãî íå ñóùåñòâóåò, ðàçäåëåíèå «áðàêóåòñÿ». Åñëè
åñòü, ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåìó ïóíêòó.

1 Ïîíÿòèå ðàâíîâåñèÿ áûëî îïðåäåëåíî Äæîíîì Íýøåì
(òåì ñàìûì, î êîòîðîì ñíÿò èíòåðåñíûé ôèëüì «Èãðû
ðàçóìà») â êîíöå 40-õ ãîäîâ XX âåêà. Êîíöåïöèÿ ðàâí îâåñèÿ
èãðû ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíîé â òåîðèè èãð, ïîçíàêîìèòü ñÿ ñ
íåé ìîæíî â ëþáîì ó÷åáíèêå ïî òåîðèè èãð èëè èññëåä îâà-
íèþ îïåðàöèé. Ïîçäíåå, â 1994 ãîäó, èìåííî çà ýòó ê îíöåï-
öèþ Äæîí Íýø ïîëó÷èë Íîáåëåâñêóþ ïðåìèþ ïî ýêîíîìè-
êå. Ìû òàêæå äîáàâëÿåì ôàìèëèþ Äæ.Ã.Âàðäðîïà, êîòîð îé
÷óòü ïîçæå Íýøà äîáàâèë ê ýòîé êîíöåïöèè óñëîâèå «ê îíêó-
ðåíòíîãî ðûíêà»: èãðîê, ïðèíèìàþùèé ðåøåíèå, ïðåíåá ðå-
ãàåò òåì, ÷òî åãî ðåøåíèå ñêîëüêî-íèáóäü çíà÷èòåëüí î ïîìå-
íÿåò ñèòóàöèþ â òðàíñïîðòíîé ñèñòåìå (â íàøåé ìîäåë è ýòî
è åñòü «ðûíîê»). Êîãäà èãðîêîâ äâîå èëè òðîå (ñèòóà öèè,
ðàññìàòðèâàåìûå Íýøåì), òî î÷åâèäíî, ÷òî òàê äåëàòü
íåëüçÿ. Íî êîãäà èãðîêîâ (âîäèòåëåé) äåñÿòêè è ñîòí è
òûñÿ÷…
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4. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëÿ âñåõ íåèñïîëüçóåìûõ ìàðø-

ðóòîâ âðåìÿ â ïóòè íå íèæå, ÷åì íà èñïîëüçóåìûõ.
Åñëè íàéäåííîå ðàñïðåäåëåíèå ïîòîêîâ ïî ìàðøðó-

òàì óäîâëåòâîðÿåò ýòèì óñëîâèÿì, òî îíî è åñòü èñêî -
ìîå. Âîîáùå ãîâîðÿ, ðàâíîâåñèé ìîæåò áûòü íåñêîëüêî
èëè äàæå áåñêîíå÷íî ìíîãî. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî íà
ïðàêòèêå, êîíå÷íî, ïðèìåíÿþòñÿ íàìíîãî áîëåå ýô-
ôåêòèâíûå àëãîðèòìû ïîèñêà ðàâíîâåñèé. Îïèñàííûé
âûøå ñïîñîá – ñàìûé ïðèìèòèâíûé, ìû ïðèâåëè åãî
èç-çà íàãëÿäíîñòè.

Ïðèìåð âûøå èëëþñòðèðóåò òîò ôàêò, ÷òî â ðàâíîâå-
ñèè íè îäèí èç âîäèòåëåé íå ìîæåò âûèãðàòü, èçìåíèâ
ñâîé ìàðøðóò. Ïîýòîìó, åñëè ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â
ðàâíîâåñèè, òî îíà â ýòîì ðàâíîâåñèè è îñòàíåòñÿ
(âîîáùå ãîâîðÿ, ìû äîëæíû áûëè áû ïîòðåáîâàòü
óñòîé÷èâîñòü ðàâíîâåñèÿ, íî ñåé÷àñ íå õîòåëîñü áû
ãîâîðèòü îá ýòîì). Äàííîå ðàâíîâåñèå íîñèò èìÿ Íýøà
è Âàðäðîïà (îá ýòîì óæå óïîìèíàëîñü ÷óòü âûøå) ïî
ñëåäóþùèì ïðè÷èíàì. Åñëè ðàññìîòðåòü èãðó, â êîòî-
ðîé âîäèòåëè ÿâëÿþòñÿ èãðîêàìè, ìàðøðóòû – ñòðàòå-
ãèÿìè (äðóãèìè ñëîâàìè, âîçìîæíûìè äåéñòâèÿìè
èãðîêîâ), à èçäåðæêè, ñîîòâåòñòâóþùèå ìàðøðóòàì è
âçÿòûå ñî çíàêîì «ìèíóñ», – âûèãðûøàìè, òî âûïèñàí-
íîå îïðåäåëåíèå áóäåò ÿâëÿòüñÿ îïðåäåëåíèåì ðàâíî-
âåñèÿ Íýøà â ïîñòðîåííîé èãðå. Ñîáñòâåííî, ñóùåñòâî -
âàíèå ðàâíîâåñèÿ ãàðàíòèðóåòñÿ òåîðåìîé Íýøà, ñ
êîòîðîé ìîæíî ïîçíàêîìèòüñÿ â ëþáîì ó÷åáíèêå ïî
òåîðèè èãð. Â íåé, â îáùåì, è ïîñòóëèðóåòñÿ ñóùåñòâ î-
âàíèå ðàâíîâåñèÿ â èãðàõ, ïîäîáíûõ ðàññìîòðåííîé
íàìè. Âàðäðîï æå ïðåäëîæèë äâà ïðèíöèïà, îïèñûâà-
þùèõ âîçìîæíîå ïîâåäåíèå âîäèòåëåé. Ïåðâûé èç íèõ
ïðåäïîëàãàåò, ÷òî âñå âîäèòåëè äåéñòâóþò îïïîðòóíè-
ñòè÷åñêè è ñ÷èòàþò ñîáñòâåííîå âëèÿíèå íè÷òîæíûì.
Âòîðîé ïðèíöèï, íàïðîòèâ, ãîâîðèò, ÷òî âîäèòåëè
ìîãóò äåéñòâîâàòü ñîãëàñîâàííî ñ öåëüþ ìèíèìèçèðî-
âàòü îáùåñòâåííûå èçäåðæêè. Ñîáñòâåííî ýòèìè äâóìÿ
ïðèíöèïàìè è èõ êîìáèíàöèÿìè, ïî ìíåíèþ Âàðäðîïà,
è îïèñûâàþòñÿ âñå âîçìîæíûå è ñóùåñòâåííûå äëÿ
àíàëèçà âàðèàíòû ïîâåäåíèÿ.

Ïàðàäîêñ Áðàéåñà è íåýôôåêòèâíûå äîðîãè

Íåìåöêèé ìàòåìàòèê Äèòõàðä Áðàéåñ âîøåë â èñòî-
ðèþ êàê àâòîð ïðîñòåéøåãî ïðèìåðà, äåìîíñòðèðóþ-
ùåãî, ê ÷åìó ïðèâîäèò ýãîèñòè÷íîå ïîâåäåíèå.

Áðàéåñ ðàññìîòðåë ïðîñòåéøóþ òðàíñïîðòíóþ ñåòü,
ñîåäèíÿþùóþ äâóìÿ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ ìàðøðóòàìè
íà÷àëüíûé è êîíå÷íûé ïóíêòû 1 è 4 (ñì. ðèñ.3).

Ìû óæå èñêàëè ðàâíîâåñèå äëÿ ãðàôà íà ðèñóíêå 3, à
è ïîëó÷èëè, ÷òî x = y = 3,

( ) ( ) ( ) ( )3 3 3 3 83a c b df f f f+ = + = .

Îäíàêî Áðàéåñ íà ýòîì íå îñòàíîâèëñÿ è ðàññìîòðåë
ìîäèôèêàöèþ ïåðâîíà÷àëüíîé ñåòè, ãäå ïîñòðîåíà
äîïîëíèòåëüíàÿ äîðîãà, íàïðÿìóþ ñîåäèíÿþùàÿ ïðî-
ìåæóòî÷íûå ïóíêòû (ðèñ.3, á), êîòîðóþ ìû íàçîâåì e.
Äîðîãà ïîëó÷èëàñü ïðèëè÷íîãî êà÷åñòâà è îòíîñèòåëü-
íî êîðîòêàÿ, òàê ÷òî âðåìÿ ïðîåçäà ïî íåé îïðåäåëÿå ò-
ñÿ ôîðìóëîé

( ) 10ef t t= + .

Çàìåòèì, ÷òî ó âîäèòåëåé, êîòîðûå åäóò èç 1 â 4,
ïîÿâèëñÿ íîâûé ìàðøðóò 1 -b-2-e-3-c-4. Êàêèì áóäåò
íîâîå ðàâíîâåñèå è êàêèì áóäåò âðåìÿ ïðîåçäà?

Ìîæíî ñåáå ïðåäñòàâèòü, ÷òî â ïåðâîå âðåìÿ, ïîêà
ýòà äîðîãà åùå ìàëî êîìó èçâåñòíà, ïîòîê ïî íåé ðàâ åí
0 è, ñëåäîâàòåëüíî, ó òîãî âîäèòåëÿ ñ íèæíåãî ìàðøð ó-
òà, êîòîðûé ïåðâûì ñâåðíóë íà íåå, âðåìÿ ïðîåçäà
ñîñòàâèò

( ) ( ) ( )3 0 3 30 10 30 70b e cf f f+ + = + + = .
Ýòî ÿâíî ìåíüøå 83 ìèíóò. Óðà, ñâîðà÷èâàåì! Íî ÷òî
ïðîèñõîäèò äàëüøå? Çà íàìè ñâîðà÷èâàåò íîâûå ìàøè-
íû, âîäèòåëè êîòîðûõ, âèäèìî, ïðîâåëè òå æå ñàìûå
ðàñ÷åòû! Òà æå ñàìàÿ ëîãèêà, êîòîðàÿ ïðèìåíÿëàñü è
äëÿ èñõîäíîé ñåòè, äîëæíà áûòü ïðèìåíåíà è â ýòîì
ñëó÷àå – ïîòîêè ïåðåðàñïðåäåëÿòñÿ òàê, ÷òî âðåìÿ
ïðîåçäà ïî êàæäîìó ìàðøðóòó áóäåò îäèíàêîâî è
íèêîìó èç âîäèòåëåé íå áóäåò ñìûñëà ìåíÿòü ìàðøðóò.
Ìû ïîëó÷èì íîâîå ðàâíîâåñèå.

Äåéñòâóÿ ïî íàøåé ñõåìå, ìû äîëæíû îïðåäåëèòü
âîçìîæíûå ðàçäåëåíèÿ ìàðøðóòîâ íà èñïîëüçóåìûå è
íåèñïîëüçóåìûå. Âñåãî ó íàñ áóäåò 7 âàðèàíòîâ:

1-a-3-c-4 1-b-2-d-4 1-b-2-e-3-c-4
+ 0 0
0 + 0
0 0 +
+ + 0
+ 0 +
0 + +
+ + +

Ïóñòü íàì èçâåñòíî, ÷òî ðàâíîâåñèå ïîëó÷àåòñÿ â
ñëó÷àå, êîãäà âñå ìàðøðóòû èñïîëüçóþòñÿ. Îáîçíà-
÷èì ÷åðåç z òðàíñïîðòíûé ïîòîê íà íîâîì ìàðøðóòå
1-b-2-e-3-c-4. Ðåøèì ñèñòåìó óðàâíåíèé, êîòîðàÿ ïî-
ëó÷àåòñÿ èç óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ:

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

,

,

6.

a c b d

a c b c e

f x f x z f y z f y

f x f x z f y z f x z f z

x y z

+ + = + +ì
ï

+ + = + + + +í
ï + + =î

Â ïåðâîì óðàâíåíèè ìû íàïèñàëè, ÷òî âðåìåíà ïðîåçäà
â ðàâíîâåñèè äëÿ ìàðøðóòîâ 1 -a-3-c-4 è 1-b-2-d-4
ðàâíû. Âî âòîðîì óðàâíåíèè ìû çàïèñàëè òî æå
òðåáîâàíèå äëÿ ìàðøðóòîâ 1- a-3-c-4 è 1-b-2-e-3-c-4.

Ïðåîáðàçóåì ñèñòåìó, ïîäñòàâèâ âìåñòî ôóíêöèé èõ
çíà÷åíèÿ:

( ) ( )
( ) ( ) ( )

50 10 10 50 ,

50 10 10 10 10 ,

6.

x x z y z y

x x z y z x z z

x y z

+ + + = + + +ì
ï

+ + + = + + + + +í
ï + + =î

Ðåøàÿ ñèñòåìó, ïîëó÷àåì õ = 2, y = 2, z = 2, ò.å. â
ðàâíîâåñèè ñóììàðíûé ïîòîê ðàñïðåäåëèòñÿ ïî ìàðø-
ðóòàì â ðàâíûõ äîëÿõ 2x y z= = = , à âðåìÿ â ïóòè äëÿ
âñåõ ìàðøðóòîâ ñîñòàâèò

( ) ( )2 4 50 2 40 92a cf f+ = + + = .

Çàìå÷àíèå . Òî, ÷òî çäåñü è ðàíåå â ðàâíîâåñèè ïîòîêè
ïî ìàðøðóòàì îêàçàëèñü ðàâíû ìåæäó ñîáîé, – ÷èñòàÿ
ñëó÷àéíîñòü è ðåçóëüòàò ïîäáîðà òàêèõ ôóíêöèé âåñîâ ,



÷òîáû «ïîëó÷èëîñü êðàñèâî». Â ðàâíîâåñèè ó ìàðøðó-
òîâ ðàâíû âðåìåíà â ïóòè (!), à íå ïîòîêè.

×òî çàìå÷àòåëüíî (ñ èññëåäîâàòåëüñêîé òî÷êè çðå-
íèÿ, ñ ïðàêòè÷åñêîé æå òî÷êè çðåíèÿ ýòî óæàñíî),
âðåìÿ â ïóòè ïîñëå äîáàâëåíèÿ íîâîãî ðåáðà äëÿ âñåõ
âîäèòåëåé âîçðîñëî. Ýòî óâåëè÷åíèå ÿâëÿåòñÿ ñëåä-
ñòâèåì òîãî, ÷òî ìû ïîçâîëèëè êàæäîìó âîäèòåëþ
ïîñòóïàòü ýãîèñòè÷íî, âûáèðàÿ ìàðøðóòû òàê, ÷òîáû
íèêîìó íå áûëî âûãîäíî îòêëîíèòüñÿ îò ðàâíîâåñèÿ.

Îïèñàííûé âûøå ïàðàäîêñ Áðàéåñà ïðîèçðàñòàåò èç
íåýôôåêòèâíîñòè ðàâíîâåñèÿ Íýøà–Âàðäðîïà ñ òî÷êè
çðåíèÿ îáùåñòâåííîãî áëàãà. Ãîâîðÿ ïðîùå, èç-çà
ýãîèñòè÷íîñòè âîäèòåëåé ñóììàðíûå èçäåðæêè âñåõ
âîäèòåëåé â ðàâíîâåñèè âûøå, ÷åì âîîáùå ìîãëè áû
áûòü ïðè íåêîòîðîì äðóãîì ðàñïðåäåëåíèè.

Îïðåäåëèì òåïåðü ïîíÿòèå ñîöèàëüíîãî îïòèìóìà.
Ñîöèàëüíûé îïòèìóì  – ýòî òàêîå ðàñïðåäåëåíèå ïîòî-
êîâ ïî ìàðøðóòàì, ïðè êîòîðîì ñóììàðíîå âðåìÿ â
ïóòè ó âñåõ âîäèòåëåé ìèíèìàëüíî.

Òåì ñàìûì, äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè ñîöèàëüíûé îïòè-
ìóì â íàøåé ñèñòåìå, íàì íóæíî áûëî áû ðåøèòü
ñëåäóþùóþ çàäà÷ó – íàéòè

( ) ( )( )(min a cx f x f x z× + + +

( ) ( )( )b dy f y z f y+ × + + +

( ) ( ) ( )( ))b c ez f y z f x z f z+ × + + + +

ïðè óñëîâèè 6x y z+ + = , ãäå x, y, z íåîòðèöàòåëüíû,
ò.å. íàéòè

( 2min 50 11 20 50x x xz y× + × + × + × +

)2 211 20 21 10y yz z z+ × + × + × + ×.

Âûðàçèâ z, ñâîäèì çàäà÷ó ê ïîèñêó

( )2 2min 816 92 92 2 12 12x y xy x y- × - × + × + × + × .

 Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî òî÷êîé ìèíèìóìà ïðè óñëîâèè
íåîòðèöàòåëüíîñòè ïåðåìåííûõ áóäåò òðîéêà ( )3, 3, 0 .

Âñå îïèñàííûå ïðîáëåìû ñ ïðîáêàìè ïðîèñòåêàþò
èç-çà òîãî, ÷òî ñîöèàëüíûé îïòèìóì îáû÷íî (êàê â
íàøåì ñëó÷àå) íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâåñèåì.

Êîíå÷íî, âîçìîæíû ñèòóàöèè, êîãäà ðàâíîâåñèå
Íýøà–Âàðäðîïà ÿâëÿåòñÿ ñîöèàëüíûì îïòèìóìîì, íî
â îáùåì ñëó÷àå ýòî íå òàê.

Çàìåòèì, ÷òî â ñîöèàëüíîì îïòèìóìå ðåáðî e íå
èñïîëüçóåòñÿ. Îíî íåýôôåêòèâíî. Ýãîèçì æå âîäèòå-
ëåé ïðèâîäèò ê åãî èñïîëüçîâàíèþ. Ìîæíî ïîêàçàòü,
÷òî ýòî âåðíî äëÿ ëþáûõ íåýôôåêòèâíûõ ðåáåð (ò.å.
òàêèõ, îò ÷üåãî óäàëåíèÿ êòî-òî èç âîäèòåëåé âûèãðû -
âàåò, íî íèêòî íå ïðîèãðûâàåò). Èõ ïîÿâëåíèå ÿâëÿåò -
ñÿ ñëåäñòâèåì íåýôôåêòèâíîñòè ðàâíîâåñèÿ.

Èòàê, ìû ïîêàçàëè, ÷òî èç-çà ýãîèçìà âîäèòåëåé
ìîãóò âîçíèêàòü íåýôôåêòèâíûå ðåáðà è ïðî÷èå ïðî-
áëåìû. Íåâåëèêà çàñëóãà. Âîïðîñ òîëüêî â òîì, íà-
ñêîëüêî (!) ýòî ïëîõî.

×òîáû îòâåòèòü íà íåãî, íàì íóæíî íàéòè íåêîòîðóþ
õàðàêòåðèñòèêó èëè ÷èñëåííóþ ìåðó ýôôåêòèâíîñòè
ðàñïðåäåëåíèÿ òðàíñïîðòíûõ ïîòîêîâ ïðè çàäàííîì
ãðàôå è ÷èñëå âûåçæàþùèõ àâòîìîáèëåé (â åäèíèöó

âðåìåíè). Ïåðâîå, ÷òî ïðèõîäèò â ãîëîâó, – ñîâîêóïí îå
âðåìÿ â ïóòè.

Âëèÿíèå ýãîèñòè÷íîñòè âîäèòåëåé ìîæíî îöåíèòü ïî
ðàçíèöå ìåæäó âðåìåíåì â ïóòè â ðåàëèçîâàâøåìñÿ
ðàñïðåäåëåíèè (ò.å. ðàâíîâåñèåì) è âðåìåíåì â ïóòè
ïðè îïòèìàëüíîì ïîâåäåíèè âîäèòåëåé (ò.å. ñîöèàëü-
íîì îïòèìóìå). Â íàøåì ñëó÷àå ýòà âåëè÷èíà ðàâíà
92 – 83 = 9.

Ìíîãî ýòî èëè ìàëî? Îòâåò çàâèñèò îò ãðàôà è
çàãðóçîê. Òðàäèöèîííî ìåðîé íåýôôåêòèâíîñòè ÿâëÿ-
åòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ «öåíà àíàðõèè» – îòíîøåíèå
âðåìåíè â ïóòè â õóäøåì ðàâíîâåñèè êî âðåìåíè â ïóò è
ïðè îïòèìàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè ïîòîêîâ. Â íàøåì

ñëó÷àå «öåíà àíàðõèè» ðàâíà 
92

1,1084
83

» .

Íàñêîëüêî áîëüøîé ìîæåò áûòü «öåíà àíàðõèè»,
çàâèñèò îò òîãî, êàêèå ôóíêöèè âåñîâ ìû âûáåðåì, è
«íå çàâèñèò» îò ðàçìåðîâ ãðàôà òðàíñïîðòíîé ñåòè.
Íàïðèìåð, äëÿ íàøåé ñåòè, â êîòîðîé âðåìÿ â ïóòè ïî
ðåáðó çàâèñèò îò ïîòîêà ëèíåéíî, ìàêñèìàëüíîå çíà÷å -

íèå «öåíû àíàðõèè» ðàâíî 
4
3

.

Ïëàòíûå äîðîãè

Çàìå÷àòåëüíîå ñâîéñòâî íåýôôåêòèâíûõ ðåáåð çàê-
ëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ñ íèìè ìîæíî ýôôåêòèâíî áîðîòü-
ñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, äîñòàòî÷íî çàïðåòèòü ïðîåçä ïî
íåýôôåêòèâíîìó ðåáðó, êàê òðàíñïîðòíàÿ ñèòóàöèÿ
óëó÷øèòñÿ. Ïîñòàâèë êîðäîí – è äåëî ñäåëàíî!

Â ýòîò ìîìåíò ñàìîå âðåìÿ âñïîìíèòü ââåäåíèå íàøåé
ñòàòüè. Ìû ïîêàçàëè, ÷òî ó÷àñòíèêè äâèæåíèÿ âî
ìíîãîì ñàìè ÿâëÿþòñÿ ïðè÷èíîé âîçíèêíîâåíèÿ ïðî-
áîê. Ïðè ýòîì ðàçãîâîðû î òîì, ÷òî íóæíî ñòðîèòü
áîëüøå äîðîã äëÿ òîãî, ÷òîáû âñå ïîåõàëî, íå ïðèâåä óò
íè ê ÷åìó õîðîøåìó. Èíîãäà, ÷òîáû âñå ïîåõàëî, íàäî
äîðîãè çàêðûâàòü. Áåñïîðÿäî÷íîå ñòðîèòåëüñòâî, íà-
îáîðîò, ìîæåò ïðèâåñòè ê óõóäøåíèþ òðàíñïîðòíîé
ñèòóàöèè.

Òîëüêî ÷òî ìû ñêàçàëè «ïîñòàâèë êîðäîí – è äåëî
ñäåëàíî». Íî íè îäèí ÷èíîâíèê íèêîãäà íå ïîñòàâèò
êîðäîí. Êàê æå òàê: ñíà÷àëà çà 29 ìèëëèàðäîâ ïîñò-
ðîèì äîðîãó, à ïîòîì åå çàêðûâàòü? Íîíñåíñ! Óæ
ëó÷øå ïóñòü ñìîåò (êàê ýòî ïðîèçîøëî âî Âëàäèâîñ-
òîêå â 2012 ãîäó). Òåì áîëåå, ðåáðî ÿâëÿåòñÿ íåýô-
ôåêòèâíûì òîëüêî ïðè îïðåäåëåííûõ çàãðóçêàõ. Âîç-
ìîæíî, ñèòóàöèÿ è çàãðóçêà ñåòè ñî âðåìåíåì èçìå-
íÿòñÿ è íàëè÷èå ðåáðà (ðàíåå íåýôôåêòèâíîãî) áóäåò
ïîëåçíûì. Áûëî áû íåïðèÿòíî çàêðûòü äîðîãó, äàòü
åé ðàçðóøèòüñÿ, à ÷åðåç äåñÿòü ëåò ñòðîèòü íà òîì æå
ìåñòå íîâóþ, òàê êàê îíà ñíîâà ñòàëà íóæíà.

Êóäà áîëåå ïðàãìàòè÷íûì áóäåò ðåøåíèå ñäåëàòü
ïðîåçä ïî íåýôôåêòèâíûì ðåáðàì ïëàòíûì. Ñ îäíîé
ñòîðîíû, óñòàíîâèâ î÷åíü áîëüøóþ ïëàòó, ìû ìîæåì
ñâåñòè ïîòîê ïî íåýôôåêòèâíîìó ðåáðó ê ìèíèìóìó.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìû ïîçâîëÿåì ïëàíèðîâùèêàì
ñîõðàíèòü ëèöî. Äîðîãà æå ðàáîòàåò è èñïðàâíà –
åçæàé íà çäîðîâüå! Íó è íàêîíåö, åñëè âäðóã ñèòóà-
öèÿ ïîìåíÿåòñÿ òàê, ÷òî ðåáðî âíîâü ñòàíåò ýôôåê-
òèâíûì, òî ïëàòó ìîæíî áóäåò ñíèçèòü èëè âîâñå
óáðàòü.
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Ñ òî÷êè çðåíèÿ ìàòåìàòèêè, ýòî áóäåò âûãëÿäåòü òàê.

Íàçíà÷åíèå ïëàòû çà ïðîåçä ïî ðåáðó å â ðàçìåðå a
ñîîòâåòñòâóåò çàìåíå ( )ef x  íà ( )ef x + a . Ýòî ïðèâî-
äèò, âîîáùå ãîâîðÿ, ê ñìåùåíèþ ðàâíîâåñèÿ. Ïðàâèëü-
íîå íàçíà÷åíèå ïëàòû äåëàåò âîçìîæíûì èçìåíåíèå
ðàâíîâåñèÿ â áëàãîïðèÿòíóþ ñòîðîíó. Ïðîäåìîíñòðè-
ðóåì ýòî íà ïðèìåðå.

Íàçíà÷èì ïëàòó çà ïðîåçä ïî ðåáðó e ãðàôà íà
ðèñóíêå 3, á â ðàçìåðå 6,5. Ðåøàÿ çàíîâî ñèñòåìó, ìû

ïîëó÷èì, ÷òî íîâûì ðàâíîâåñèåì áóäåò òî÷êà 
5 5

, ,1
2 2

æ ö
ç ÷
è ø

.

Èçäåðæêè çà ïðîåçä âîäèòåëåé ñíèçèëèñü ñ 92 äî 87,5 .
Îòëè÷íî! Äàâàéòå óâåëè÷èì ïëàòó â 1,5 ðàçà äî 9,75.
Ïîâòîðÿÿ ïðîöåäóðó, íàéäåì íîâîå ðàâíîâåñèå

11 11 1
, ,

4 4 2
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. Èçäåðæêè ñíîâà óïàäóò äî 85,25. Âñïîìè-

íàÿ, ÷òî ìèíèìàëüíûå èçäåðæêè çà ïðîåçä, êîòîðûå
âîîáùå âîçìîæíû (äëÿ ýòîãî ãðàôà è çàãðóçîê), ñîñòà -
âÿò 83, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ìû óæå ñîâñåì áëèçêè ê
öåëè. Äåéñòâèòåëüíî, ëó÷øåå, ÷åãî ìû ìîãëè áû äîñ-
òèãíóòü, – ýòî îïòèìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, ïîýòîìó â
ðàâíîâåñèè ïðè ââåäåííûõ ïëàòàõ èçäåðæêè íå ìîãóò
áûòü íèæå 83. Êîãäà ìû äîéäåì äî ïëàòû â 13, ïî ðåá ðó
e âîäèòåëè åçäèòü ïåðåñòàíóò. Ïðè ýòîì íàì ïîâåçåò, è
íîâîå ðàâíîâåñèå áóäåò ñîöèàëüíûì îïòèìóìîì (÷òî
íàáëþäàåòñÿ íå âñåãäà).

Íî ñàìîå ãëàâíîå ñâîéñòâî ïëàòíûõ äîðîã çàêëþ÷à-
åòñÿ â òîì, ÷òî, óñòàíàâëèâàÿ ïîäõîäÿùóþ ïëàòó, ìû
ìîæåì áîðîòüñÿ íå òîëüêî ñ íåýôôåêòèâíûìè ðåáðàìè,
íî è ñ âîçíèêàþùèìè ïðîáêàìè. Ìû óæå îáñóæäàëè
âûøå, ÷òî ïðîáêè âîçíèêàþò èç-çà òîãî, ÷òî íóæíî
«âûðîâíÿòü» èçäåðæêè çà ïðîåçä ïî áûñòðûì è ìåä-
ëåííûì ìàðøðóòàì, åñëè áûñòðûå ìàðøðóòû íå ìîãóò
îáñëóæèòü ñàìîñòîÿòåëüíî âåñü àâòîìîáèëüíûé ïîòîê.
Ýòîãî òðåáóåò ïðèíöèï Âàðäðîïà. Íî âåäü ïëàòà çà
ïðîåçä òîæå ìîæåò âûðîâíÿòü ýòè èçäåðæêè! Ìåõàíè-
êà òóò áóäåò òî÷íî òàêîé æå, êàê â ïðèìåðå âûøå.

Òåïåðü, êîãäà ìû çíàåì îòêóäà áåðóòñÿ ïðîáêè è êàê
ìîæíî èõ ïîáîðîòü, ñàìîå âðåìÿ îòòî÷èòü íàâûêè.

Çàäà÷è
1. Íàéäèòå ðàâíîâåñíîå ðàñïðåäåëåíèå ïîòîêîâ äëÿ

òðàíñïîðòíîãî ãðàôà íà ðèñóíêå 3, á, åñëè ñóììàðíî èç
1 â 4 â åäèíèöó âðåìåíè íàïðàâëÿþòñÿ 2 àâòîìîáèëÿ.

2. Êàê ìîæíî îáúÿñíèòü ñëåäóþùåå ïðîòèâîðå÷èå: â
îïèñàííîé â ñòàòüå ìîäåëè âðåìÿ â ïóòè ïî äóãå åñòü
ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ îò âåëè÷èíû ïîòîêà íà
äóãå, à ñîãëàñíî ôóíäàìåíòàëüíîé äèàãðàììå Ãðèí-
øèëäñà ýòà çàâèñèìîñòü íå ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íîé – åñ òü
äâå âåòêè, îäíà èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò ìàëûì è
óìåðåííûì ïëîòíîñòÿì è ñîãëàñóåòñÿ ñ îòìå÷åííîé
çàâèñèìîñòüþ, äðóãàÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ áîëüøèì ïëîò-
íîñòÿì, ïðèâîäèò ê óáûâàþùåé çàâèñèìîñòè âðåìåíè â
ïóòè îò âåëè÷èíû ïîòîêà?

3 (äå Ïàëüìà). Èç æèëîãî ðàéîíà â ðàáî÷èé ðàéîí
óòðîì äîëæíû îòïðàâëÿòüñÿ 10000 àâòîìîáèëåé. Âî-
äèòåëü êàæäîãî àâòîìîáèëÿ õî÷åò ïðèåõàòü ðîâíî ê 9
÷àñàì óòðà â ðàáî÷èé ðàéîí. Ïðè ýòîì êàæäàÿ ìèíóòà
îïîçäàíèÿ øòðàôóåòñÿ â 10 ðóáëåé, à êàæäàÿ ïîòå-
ðÿííàÿ ìèíóòà â ïóòè èëè â îæèäàíèè íà÷àëà ðàáî÷å-

ãî äíÿ, åñëè âîäèòåëü ïðèåõàë ðàíüøå âðåìåíè, ñòîèò
3 ðóáëÿ. Âðåìÿ â ïóòè ïî ñâîáîäíîé äîðîãå çàíèìàåò
60 ìèíóò. Íî íà ñåðåäèíå äîðîãè åñòü óçêîå ìåñòî,
ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü êîòîðîãî îãðàíè÷åíà 3000 àâ-
òîìîáèëåé â ÷àñ. Ïîêàæèòå, ÷òî ðàâíîâåñíîå ðàñïðå-
äåëåíèå âîäèòåëåé ïî âðåìåíè âûåçäà èç æèëîãî ðàé-
îíà ( )n t  ïðåäñòàâèìî â âèäå
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1
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Íàéäèòå 1n , 2n , 1t , 2t , 3t .
4. Ðàññìîòðèòå òðàíñïîðòíûé ãðàô íà ðèñóíêå 4.

Ñ÷èòàéòå, ÷òî õàðàêòåðèñòèêè ãðàôîâ, âêëþ÷åííûõ â

îðàíæåâûå ïðÿìîóãîëüíèêè, ñîâïàäàþò ñ õàðàêòåðè-
ñòèêîé òðàíñïîðòíîãî ãðàôà íà ðèñóíêå 3, á. Äîðîãè,
ñîåäèíÿþùèå âåðøèíû 1 è 6 ñ ýòèìè ãðàôàìè, òàêèå,
÷òî ïî íèì ìîæåò ïðîåõàòü ñêîëü óãîäíî ìíîãî àâòî-
ìîáèëåé, ïðè÷åì âðåìÿ â ïóòè áóäåò ïðåíåáðåæèìî
ìàëî. Íàéäèòå ðàâíîâåñíîå ðàñïðåäåëåíèå ïîòîêîâ,
åñëè ñóììàðíûé ïîòîê èç 1 â 4 ðàâåí: à) 2; á) 6;
â) 10; ã) 14.

5. ßâëÿþòñÿ ëè äîðîãè â ãðàôå íà ðèñóíêå 4, ñî-
åäèíÿþùèå âåðøèíû 2 è 3, 4 è 5 ñîîòâåòñòâåííî,
íåýôôåêòèâíûìè, è åñëè äà, òî ïðè êàêîì ñóììàð-
íîì ïîòîêå?

Ðèñ. 4
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Ï ðåìèÿ
çà «ïðîðûâíûå»
ýêñïåðèìåíòû

Ë.ÁÅËÎÏÓÕÎÂ

Î ÁÎÑÍÎÂÀÍÈÅ ÍÎÁÅËÅÂÑÊÎÉ ÏÐÅÌÈÈ ÏÎ ÔÈÇÈ-
êå çà 2012 ãîä, ïðèñóæäåííîé ôðàíöóçó Ñåðæó

Àðîøó è àìåðèêàíöó Äýâèäó Âàéíëåíäó, ñôîðìóëèðîâà-
íî òàê: «çà ïðîðûâíûå ýêñïåðèìåíòàëüíûå ìåòîäû èçìå -
ðåíèÿ îòäåëüíûõ êâàíòîâûõ ñèñòåì è ìàíèïóëèðîâàíèÿ
èìè». Íà àíãëèéñêîì (îôèöèàëüíîì ÿçûêå íîáåëåâñêîãî
öåðåìîíèàëà) ýòî çâó÷èò òàê: «for ground-breaking
experimental methods…» Áóêâàëüíûé ïåðåâîä «ground-
breaking» – «ðàçáèâàþùèå ïðåãðàäû», è ïðèìåíÿåòñÿ ý òî
ñëîâîñî÷åòàíèå îáû÷íî äëÿ îáîçíà÷åíèÿ îêåàíñêèõ âîë í
(öóíàìè), ïðîðûâàþùèõñÿ íà áåðåã ñêâîçü ðàçðóøåííûå
ïðåãðàäû. Òàê êóäà æå ñäåëàí ýòîò ïðîðûâ?

Ïðîðûâ ïðîèçîøåë â èíòåðïðåòàöèè âàæíåéøåãî ïîëî-
æåíèÿ êâàíòîâîé ìåõàíèêè – ïðèíöèïà íåîïðåäåëåííîñ-
òè. Óñòàíîâëåííûé â 20-õ ãîäàõ XX âåêà, ýòîò ïðèíöè ï
îãðàíè÷èâàåò òåîðåòè÷åñêèå è ýêñïåðèìåíòàëüíûå âîç-
ìîæíîñòè ïîäõîäà ê êâàíòîâûì îáúåêòàì (ìèêðî÷àñòè-
öàì è ôîòîíàì) ñ ïîçèöèé ìàêðîñêîïè÷åñêîé ôèçèêè.
Îêàçàëîñü, ÷òî íåâîçìîæíî òî÷íî îïðåäåëèòü ñîñòîÿíè å
÷àñòèöû, âûðàæàÿ åãî ïðèâû÷íûìè ìàêðîñêîïè÷åñêèìè
õàðàêòåðèñòèêàìè. Íàïðèìåð, íåëüçÿ îäíîâðåìåííî óç-
íàòü êîîðäèíàòó è ñêîðîñòü ÷àñòèöû. Åñëè æå ïîïûòàò üñÿ
ñäåëàòü ýòî ýêñïåðèìåíòàëüíî, òî ñàì
àêò èçìåðåíèÿ èçìåíèò ñîñòîÿíèå ÷àñòè-
öû òàê, ÷òî î åå ïðåäûäóùåì ñîñòîÿíèè
íåëüçÿ áóäåò ñäåëàòü òî÷íûõ âûâîäîâ. Â
÷àñòíîñòè, ñòàíîâèòñÿ ëèøåííûì ñìûñ-
ëà ïîíÿòèå òðàåêòîðèè ýëåêòðîíà â àòî-
ìå. Ñîãëàñíî êâàíòîâîé ìåõàíèêå, ýòî
âîâñå íå òå êðóãîâûå èëè ýëëèïòè÷åñêèå
îðáèòû, êîòîðûå äëÿ áîëüøèíñòâà ëþ-
äåé ñèìâîëèçèðóþò àòîì. Ýòî íå÷òî òà-
êîå, ÷òî â ïðèíöèïå íå ïðåäñòàâèìî
çðèòåëüíûì îáðàçîì (â õèìèè ýòî «íå-
÷òî» íàçûâàåòñÿ ñëîâîì «îðáèòàëü»).

Íî êâàíòîâàÿ ôèçèêà íàøëà ñïîñîáû
îòîáðàæåíèÿ æèçíè è ñóäüáû êâàíòîâîé
÷àñòèöû. Îäèí èç ñïîñîáîâ ñâÿçàí ñ
âîëíîâîé êâàíòîâîé ìåõàíèêîé. Îíà
ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ÷àñòèöå ìàòåìàòè-
÷åñêèé îáðàç – âîëíîâóþ ôóíêöèþ, èëè,
êàê åå ÷àñòî íàçûâàþò, ïñè-ôóíêöèþ.
Ñàìà ïñè-ôóíêöèÿ èìååò íåïðîñòîé âå-
ðîÿòíîñòíûé ñìûñë, íî ñ åå ïîìîùüþ
ìîæíî íàéòè ëþáûå âàæíûå äëÿ ïðàê-
òèêè õàðàêòåðèñòèêè, íàïðèìåð ýíåð-

ãèþ ýëåêòðîíà â àòîìå, åãî âðàùàòåëüíûå, à çíà÷èò, è
ìàãíèòíûå ñâîéñòâà, âåðîÿòíîñòè ðàñïîëîæåíèÿ ýëåêòð î-
íà â ðàéîíå àòîìíîãî ÿäðà è ìíîãîå äðóãîå.

Âàæíûìè óñïåõàìè êâàíòîâîé ìåõàíèêè ñòàëè îáîñíî-
âàíèå ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìû ýëåìåíòîâ è ïîñòðîåíèå
ôèçèêè òâåðäîãî òåëà – îñíîâû âñåé ñîâðåìåííîé ýëåê ò-
ðîíèêè. Ñîçäàíèå ñîâðåìåííûõ ýëåêòðîííûõ ñðåäñòâ,
èçìåíèâøèõ ìèð â êîíöå XX âåêà, áûëî áû íåâîçìîæíûì
áåç êâàíòîâîé íàóêè. Åñëè áû ýòî äåëàëîñü ÷èñòî ýêñ ïå-
ðèìåíòàëüíûì ïóòåì, òî íà ýòî óøëè áû ñîòíè ëåò. Âå äü
äàæå ïðè ñîçäàíèè ïðîñòîé ýëåêòðè÷åñêîé ëàìïî÷êè
Ýäèñîíó ïîòðåáîâàëñÿ öåëûé ãîä ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ
ïîäáîðà ïîäõîäÿùåãî ìàòåðèàëà íèòè íàêàëèâàíèÿ. Áåç
êâàíòîâîé íàóêè íå áûëà áû ñîçäàíà Ñòàíäàðòíàÿ ìîäå ëü,
îáúÿñíÿþùàÿ êàê ïî÷òè âñå ÿâëåíèÿ ìèêðîìèðà, òàê è
ïðîèñõîæäåíèå íàøåãî ìåãàìèðà – Âñåëåííîé. Ñåé÷àñ
íàóêà âñå áëèæå ïîäáèðàåòñÿ ê òàéíå ÷åëîâå÷åñêîãî
ñîçíàíèÿ, ãèïîòåòè÷åñêè ðàññìàòðèâàÿ åãî êàê íåîáû÷ àé-
íî ñëîæíûé êîìïüþòåð, ëîãè÷åñêèå ýëåìåíòû êîòîðîãî
èìåþò àòîìíûå ðàçìåðû.

Íî íà ïóòè ìèíèàòþðèçàöèè êîìïüþòåðíûõ òåõíîëîãèé
êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà ñòàâèò áàðüåð. Ýëåìåíòàðíàÿ ÿ÷åé êà
èíôîðìàöèè áèò ïðè óìåíüøåíèè äî àòîìíûõ ðàçìåðîâ
îêàçàëàñü íåíàäåæíîé èç-çà ïðèíöèïà íåîïðåäåëåííîñò è,
çàïðåùàþùåãî ïîëó÷åíèå ÷åòêîé èíôîðìàöèè òèïà «äà –
íåò». Ïðè ïîïûòêå ïîëó÷åíèÿ ýòîé èíôîðìàöèè êâàíòî-
âûé áèò (êóáèò) ðàçðóøàëñÿ. Íà íàó÷íîì ÿçûêå – ïðîè ñ-
õîäèë êîëëàïñ âîëíîâîé ôóíêöèè. Íî òå èññëåäîâàòåëè ,
êîòîðûå ñòàëè çàíèìàòüñÿ êâàíòîâûìè êîìïüþòåðàìè, í å
òåðÿëè íàäåæäû.

Åùå â 1957 ãîäó ìîëîäîé àìåðèêàíñêèé ôèçèê-òåîðåòèê
Õüþ Ýâåðåòò âûäâèíóë ãèïîòåçó î ðîëè â ìèêðîìèðå
ìíîæåñòâà «ïàðàëëåëüíûõ âñåëåííûõ». Â ýòîé òåîðèè
âîçíèêëî ïîíÿòèå êâàíòîâîé ñöåïëåííîñòè, ïðè êîòîðî é
êâàíòîâûå ñîñòîÿíèÿ îáúåêòîâ îñòàþòñÿ ñâÿçàííûìè ìå æ-

Ôðàíöóçñêèé ôèçèê Ñåðæ Àðîø Àìåðèêàíñêèé ôèçèê Äýâèä Âàéíëåíä
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äó ñîáîé íà ëþáîì ðàññòîÿíèè äðóã îò äðóãà. Ïîÿâèëà ñü
íàäåæäà, ÷òî ïðèíöèï íåîïðåäåëåííîñòè ñ åãî çàïðåòà ìè
è êîëëàïñîì âîëíîâîé ôóíêöèè ïðè ïîïûòêàõ òî÷íîãî
îïðåäåëåíèÿ ñîñòîÿíèÿ êâàíòîâîãî îáúåêòà óäàñòñÿ îá îé-
òè â ïîäõîäÿùèõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ óñëîâèÿõ.

È âîò, äâå ãðóïïû ôèçèêîâ-ýêñïåðèìåíòàòîðîâ îêîëî
30 ëåò íàçàä âçÿëèñü çà ðåøåíèå ýòîé êàçàâøåéñÿ ìíî ãèì
áåçíàäåæíîé çàäà÷è, íå çàëåçàÿ â äåáðè àíàëèçà êâàí òî-
âîé ìåõàíèêè. Ðóêîâîäèòåëè ýòèõ ãðóïï è ñòàëè Íîáåë åâ-
ñêèìè ëàóðåàòàìè 2012 ãîäà. Ïðèâåäåì âûäåðæêó èç
îôèöèàëüíîãî ñîîáùåíèÿ î ïðåìèè: «Áëàãîäàðÿ ãåíèàëü -
íûì ëàáîðàòîðíûì ìåòîäàì, íåâåðîÿòíîé ëþáîçíàòåëü-
íîñòè è èíæåíåðíîìó òàëàíòó èì âìåñòå ñî ñâîèìè
èññëåäîâàòåëüñêèìè ãðóïïàìè óäàëîñü èçìåðÿòü è êîíò -
ðîëèðîâàòü î÷åíü õðóïêèå êâàíòîâûå ñîñòîÿíèÿ, êîòîð ûå
ðàíüøå ñ÷èòàëèñü íåäîñòóïíûìè äëÿ íåïîñðåäñòâåííîãî
íàáëþäåíèÿ».

Äâå ãðóïïû øëè ðàçíûìè ïóòÿìè. Ïàðèæñêîé ãðóïïîé
ðóêîâîäèë è ïðîäîëæàåò ðóêîâîäèòü Ñåðæ Àðîø (Serge
Haroche), ïðîôåññîð è çàâåäóþùèé êàôåäðîé êâàíòîâîé
ôèçèêè ïàðèæñêîãî Êîëëåæ äå Ôðàíñ. Ýòà ãðóïïà èçíà-
÷àëüíî ïîñòàâèëà öåëüþ çàïåðåòü ôîòîíû â ëîâóøêó è
íàó÷èòüñÿ òî÷íî îïðåäåëÿòü èõ ÷èñëî è õàðàêòåðèñòèê è.
Ëåãêî ñêàçàòü – çàïåðåòü. Íî âåäü â ëàçåðå ýòî óäàë îñü
ñäåëàòü. È ïî ïîõîæåìó ïóòè ïîøëà ãðóïïà Àðîøà.

«Ñåðäöåì» óñòàíîâêè ñòàë ðåçîíàòîð – ìàëåíüêàÿ êîðî -
áî÷êà ñ äâóìÿ âîãíóòûìè ìåòàëëè÷åñêèìè (íèîáèåâûìè)
çåðêàëàìè, îòñòîÿùèìè íà ðàññòîÿíèå 2,7 ñì. Íàõîäÿ-
ùèéñÿ âíóòðè ðåçîíàòîðà ôîòîí, ìíîãîêðàòíî îòðàæàÿñ ü,
áóäåò ìåòàòüñÿ òóäà-ñþäà. Íèîáèåâûå çåðêàëà òùàòåëüíî
îòïîëèðîâàíû è íàõîäÿòñÿ â ñâåðõïðîâîäÿùåì ñîñòîÿíè è

(ïðè òåìïåðàòóðå íåñêîëüêî êåëüâèíîâ). Â ýòèõ óñëîâ èÿõ
âåðîÿòíîñòü ïîãëîùåíèÿ çåðêàëîì ôîòîíà âî ìíîãî ðàç
ìåíüøå âåðîÿòíîñòè åãî îòðàæåíèÿ, è ôîòîí äî ñâîåé
«ãèáåëè» óñïåâàåò â âîçâðàòíîì äâèæåíèè ïðîéòè îãðî ì-
íûé ïóòü. Íàïðèìåð, ó ôîòîíà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ýëåê ò-
ðîìàãíèòíîìó èçëó÷åíèþ ñ äëèíîé âîëí 3 ìì (î÷åíü
êîðîòêèå ðàäèîâîëíû), ýòîò ïóòü ðàâåí 60000 êì! À
âðåìÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ôîòîíà â ðåçîíàòîðå ñîñòàâëÿåò ïðè
ýòîì 0,2 ñ – âå÷íîñòü ïî ìåðêàì ìèêðîìèðà. Áîëåå
ïðèâû÷íàÿ íàó÷íàÿ ôîðìóëèðîâêà òàêîé ñèòóàöèè ñ
çàïåðòûì ôîòîíàì çâó÷èò òàê: ìåæäó çåðêàëàìè óñòàíà â-
ëèâàåòñÿ ñòîÿ÷àÿ âîëíà, ñóùåñòâóþùàÿ äîñòàòî÷íî äîë ãî.
Òàêèì îáðàçîì, â ýòèõ îïûòàõ ôîòîíû ïåðåøëè â êàòåã î-
ðèþ äîëãîæèâóùèõ ÷àñòèö, ÷òî ïðåäîñòàâëÿåò áîëüøèå
âîçìîæíîñòè äëÿ ìàíèïóëèðîâàíèÿ ñ èõ ðîæäåíèåì è
ïîäñ÷åòîì èõ ÷èñëà.

«Ìàíèïóëÿòîðàìè» â îïûòàõ Àðîøà ñëóæèëè ñèëüíî
âîçáóæäåííûå àòîìû ùåëî÷íûõ ìåòàëëîâ (òàê íàçûâàå-
ìûå ðèäáåðãîâñêèå àòîìû). Â íåäàâíèõ îïûòàõ èñïîëüç î-
âàëèñü àòîìû ðóáèäèÿ (ïîðÿäêîâûé íîìåð 44). Íåâîç-
áóæäåííûé àòîì ðóáèäèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áîëåå èëè
ìåíåå ñèììåòðè÷íûé îñòîâ ñ 43 ýëåêòðîíàìè, íàõîäÿùè -
ìèñÿ â K-, L-, M- è N-îáîëî÷êàõ. Ïîñëåäíèé, 44-é
ýëåêòðîí íàõîäèòñÿ óæå â Î-îáîëî÷êå, íà çíà÷èòåëüíî
áîëüøåì ðàññòîÿíèè îò ÿäðà, ÷åì ýëåêòðîíû îñòîâà. Ï ðè
ñòîëêíîâåíèÿõ âî âðåìÿ õàîòè÷åñêîãî äâèæåíèÿ àòîìû
âîçáóæäàþòñÿ âïëîòü äî èîíèçàöèè – ïîòåðè ýòîãî íàð óæ-
íîãî ýëåêòðîíà. Ýêñïåðèìåíòàòîðû îâëàäåëè þâåëèðíûì
èñêóññòâîì âûäåëÿòü èç îáùåé ìàññû âîçáóæäåííûõ
àòîìîâ ðóáèäèÿ òå, ó êîòîðûõ ýëåêòðîí ñèëüíî âîçáóä èë-
ñÿ, íî åùå íå îòäåëèëñÿ îò àòîìà. Òàêèå àòîìû íàçûâ àþò

Ñõåìà óñòàíîâêè ñ ëîâóøêîé ôîòîíîâ (ýêñïåðèìåíò ãðó ïïû Àðîøà)



ðèäáåðãîâñêèìè – ïî-âèäèìîìó, ïîòîìó, ÷òî îíè ïîõîæ è
íà âîäîðîäîïîäîáíûå èîíû, äëÿ ñïåêòðîâ êîòîðûõ Èîãà í-
íåñîì Ðèäáåðãîì åùå â 1890 ãîäó áûëà íàéäåíà ýìïèðè -
÷åñêàÿ ôîðìóëà, áëåñòÿùå ïîäòâåðæäåííàÿ â 1913 ãîäó
Íèëüñîì Áîðîì â åãî ïîëóêëàññè÷åñêîé òåîðèè àòîìà. Èç
êâàíòîâîé òåîðèè àòîìà ñëåäóåò, ÷òî âîçáóæäåííûé ýë åê-
òðîí ðèäáåðãîâñêîãî àòîìà ìîæåò èìåòü ðàñïðåäåëåíèå ,
ãåîìåòðèÿ êîòîðîãî íàïîìèíàåò ðàñòÿíóòûé è ñïëþùåí-
íûé òîð. Ìàêñèìàëüíîå «ñãóùåíèå» ýòîãî òîðîîáðàçíîã î
ñîñòîÿíèÿ íàõîäèòñÿ îò ÿäðà àòîìà íà ðàññòîÿíèè 60  íà-
íîìåòðîâ, òîãäà êàê ðàçìåð àòîìíîãî îñòîâà âñåãî ëè øü
äîëè íàíîìåòðà. Îáðàçíî ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî àòîì ïðè
ýòîì ïîõîæ íà ðàñïëþùåííûé áóáëèê, â öåíòðå êîòîðîã î
íàõîäèòñÿ ìàëåíüêèé øàðèê (îñòîâ àòîìà).

Îäèíî÷íûé ðèäáåðãîâñêèé àòîì âíå ðåçîíàòîðà æèâåò
ïî ñâîèì ñîáñòâåííûì çàêîíàì è, ñòðåìÿñü óìåíüøèòü
ñâîþ ýíåðãèþ, èçëó÷àåò ôîòîí. Ñðåäíåå âðåìÿ æèçíè
àòîìà â âîçáóæäåííîì ñîñòîÿíèè ïðè ýòîì ñîâåðøåííî íå
çàâèñèò îò âíåøíèõ óñëîâèé. Òàêîå èçëó÷åíèå íàçûâàþ ò
ñàìîïðîèçâîëüíûì. Íî êîãäà àòîì ïîìåñòèëè â ëîâóøêó
è îí î÷óòèëñÿ ìåæäó åå çåðêàëàìè, òî îêàçàëîñü, ÷òî
âðåìÿ æèçíè âîçáóæäåííîãî àòîìà èçìåíÿëîñü – óâåëè÷ è-
âàëîñü èëè óìåíüøàëîñü. Èçëó÷åíèå àòîìà ñòàëî òåïåð ü
íå ñàìîïðîèçâîëüíûì, à âûíóæäåííûì, êàê ýòî ïðîèñõî -
äèò, íàïðèìåð, â ðàáî÷åì âåùåñòâå ëàçåðà. Â îïûòàõ
Àðîøà áûëî ïîëó÷åíî ðåêîðäíîå óìåíüøåíèå âðåìåíè
æèçíè âîçáóæäåííîãî àòîìà – â 500 ðàç!

Êàê æå ýòî ïîíÿòü? Âåäü â ðåçîíàòîðå àòîì íàõîäèòñÿ
â âàêóóìå, çåðêàëà îòñòîÿò îò íåãî íà äîñòàòî÷íî áî ëüøèå
ðàññòîÿíèÿ. Ðîëü ðåçîíàòîðà ïðè ýòîì – âñåãî ëèøü
îãðàíè÷åíèå âàêóóìà âîêðóã àòîìà. Íî ýòîãî îêàçûâàå òñÿ
äîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû àòîì ïåðåñòðîèëñÿ è èçìå íèë
âðåìÿ ñâîåãî âîçáóæäåííîãî ñîñòîÿíèÿ. Ñëîâíî àòîìó
«÷òî-òî» êàêèì-òî íåïîñòèæèìûì ñïîñîáîì áåç âñÿêîãî
ìàòåðèàëüíîãî íîñèòåëÿ ïåðåäàåò èíôîðìàöèþ î òîì, ÷ òî
âàêóóì âîêðóã íåãî òåïåðü óæå íå áåçãðàíè÷åí, à èìå åò
íåêîòîðûé êîíå÷íûé îáúåì.

Íà ñàìîì äåëå ïàðàäîêñ ýòîò – êàæóùèéñÿ. Äåëî â òîì ,
÷òî ðîæäàþùèéñÿ èç àòîìà ôîòîí âîâñå íå ÿâëÿåòñÿ
òî÷å÷íîé ìãíîâåííî âîçíèêàþùåé ÷àñòèöåé. Íåëüçÿ íàéò è
òî÷êó àòîìà, èç êîòîðîé âûëåòàåò ôîòîí. Îí ðîæäàåòñ ÿ êàê
íåêîå ðàñøèðÿþùååñÿ îáúåìíîå îáðàçîâàíèå, ðàçìåð êî -
òîðîãî áûñòðî ñòàíîâèòñÿ áîëüøå ðàçìåðà ñâîåãî ðîäè òåëÿ
è ìîæåò çàíÿòü âñå ïðîñòðàíñòâî ìåæäó çåðêàëàìè. Äð ó-
ãèìè ñëîâàìè, äëÿ îáðàçîâàíèÿ â ðåçîíàòîðå ñòîÿ÷åé
âîëíû íóæíî íåêîòîðîå âðåìÿ, çàâèñÿùåå è îò äëèíû
âîëíû ôîòîíà, è îò ðàçìåðîâ ðåçîíàòîðà. Ýòî âðåìÿ è
èçìåíÿåò ñîáñòâåííîå âðåìÿ æèçíè âîçáóæäåííîãî àòîì à.

Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ýòè ýêñïåðèìåíòû ãðóïïû Àðîøà
îòêðûëè ýðó ìàíèïóëèðîâàíèÿ òåìïàìè âíóòðèàòîìíûõ
ïðîöåññîâ. À ñàìè ïåðâîïðîõîäöû ýòîé ýðû äâèíóëèñü
äàëüøå. Îêàçàëîñü, ÷òî ïðè íàëè÷èè â ðåçîíàòîðå õîòÿ  áû
îäíîãî ôîòîíà ïðîõîäÿùèé ñ îïðåäåëåííîé ñêîðîñòüþ
ðèäáåðãîâñêèé àòîì ìîæåò áåç ïîãëîùåíèÿ ýòîãî ôîòîí à
÷óòü-÷óòü èçìåíèòü ñâîå ñîñòîÿíèå. Ýòî íàäåæíî ôèêñ è-
ðóåìîå èçìåíåíèå çàâèñèò îò ÷èñëà ôîòîíîâ â ðåçîíàò îðå.
Òàêèì îáðàçîì, íå èçìåíÿÿ ñîñòîÿíèÿ ôîòîíîâ âíóòðè
ðåçîíàòîðà, ìîæíî òî÷íî îïðåäåëèòü èõ ÷èñëî. Íà÷àëî ñü
ðîæäåíèå êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèêè íåáîëüøîãî ÷èñëà
ôîòîíîâ. À îíà äàëà çåëåíûé ñâåò öåëîìó ðÿäó ïðàêòè÷ åñ-

êèõ äîñòèæåíèé â êâàíòîâîé êðèïòîãðàôèè (íàäåæíåé-
øåé çàùèòå ïåðåäàâàåìîé èíôîðìàöèè), â óëó÷øåíèè
êîíñòðóêöèé ìàçåðîâ äëÿ êîñìè÷åñêîé ñâÿçè, â ýêñïåð è-
ìåíòàõ ïî ñîçäàíèþ êâàíòîâûõ êîìïüþòåðîâ.

Àìåðèêàíñêîé ãðóïïîé ðóêîâîäèò âòîðîé Íîáåëåâñêèé
ëàóðåàò Äýâèä Âàéíëåíä (David Wineland), âåäóùèé
íàó÷íûé ñîòðóäíèê Íàöèîíàëüíîãî èíñòèòóòà ñòàíäàðòî â
è òåõíîëîãèé ÑØÀ. Âàéíëåíä è Àðîø ðîäèëèñü â îäíîì
è òîì æå 1944 ãîäó. Â îäèíàêîâîì 27-ëåòíåì âîçðàñòå  îíè
ïîëó÷èëè ñòåïåíè äîêòîðîâ ôèëîñîôèè, îäèí – â Ãàðâà ðä-
ñêîì óíèâåðñèòåòå â Áîñòîíå, äðóãîé – â ïàðèæñêîì
óíèâåðñèòåòå Ìàðèè è Ïüåðà Êþðè. È ïî÷òè îäíîâðåìåí -
íî îíè íà÷àëè çàíèìàòüñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîé êâàíòîâî é
ôèçèêîé. Îáìåíèâàÿñü ðåçóëüòàòàìè ñâîèõ ýêñïåðèìåí-
òîâ, îíè áûñòðî ñòàëè äîáðûìè äðóçüÿìè.

Íî åñëè ïàðèæñêàÿ ãðóïïà Àðîøà óëàâëèâàëà â ëîâóø-
êå ôîòîíû è ïîäñ÷èòûâàëà èõ ñ ïîìîùüþ àòîìîâ, òî
àìåðèêàíñêàÿ ãðóïïà Âàéíëåíäà ñ ñàìîãî íà÷àëà ïîøëà
ïî ïðîòèâîïîëîæíîìó ïóòè. Â ëîâóøêó ïîìåùàëèñü
èîíû, ýíåðãåòè÷åñêèì ñîñòîÿíèåì êîòîðûõ íàó÷èëèñü
óïðàâëÿòü è, ãëàâíîå, íàó÷èëèñü ïåðåäàâàòü ñîñåäíèì
èîíàì èíôîðìàöèþ îá ýòîì ñîñòîÿíèè áåç åãî èçìåíåíè ÿ.
Ïîìåñòèòü â ëîâóøêó èîíû è äåðæàòü èõ òàì áûëî ñàìî
ïî ñåáå î÷åíü òðóäíîé çàäà÷åé. Ðåøèòü åå îêàçàëîñü
âîçìîæíûì òîëüêî ïðè î÷åíü íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ (íå-
ñêîëüêî ìèëëèêåëüâèíîâ), êîãäà ñèëüíî ñêàçûâàåòñÿ ê âàí-
òîâàííîñòü ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ èîíîâ â áûñòðîï å-
ðåìåííîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå, óäåðæèâàþùåì èîíû ìåæ-
äó ýëåêòðîäàìè. Èîíû, êðîìå ýíåðãèè ïîñòóïàòåëüíîãî
äâèæåíèÿ, ìîãóò èìåòü ðàçëè÷íûå ýíåðãèè ñâîèõ âîçáó æ-
äåííûõ ñîñòîÿíèé. Â ðåçóëüòàòå íàáëþäàåòñÿ ñëîæíàÿ
êàðòèíà ýíåðãåòè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé èîíà. Ýêñïåðèìåíòà -
òîðû ãðóïïû Âàéíëåíäà ïðåæäå âñåãî íàó÷èëèñü óïðàâ-
ëÿòü ýòèìè ñîñòîÿíèÿìè, ïîñûëàÿ íà èîí ñòðîãî ïîäîá ðàí-
íûå ôîòîíû ñâåðõêîðîòêèõ ëàçåðíûõ èìïóëüñîâ. Âèðòó-
îçíî ìàíèïóëèðóÿ ýòèìè èìïóëüñàìè è äàâàÿ âîçìîæ-
íîñòü ñàìîìó èîíó èçëó÷àòü ôîòîíû, ýêñïåðèìåíòàòîðû
íàó÷èëèñü ñâîäèòü ýíåðãèþ ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ
èîíà ê ðàçðåøåííîìó òåîðèåé ìèíèìóìó – ê òàê íàçûâà -
åìîé íóëåâîé ýíåðãèè ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ â ýëå ê-
òðè÷åñêîì ïîëå. Òåì ñàìûì, áûëà ðåøåíà çàäà÷à ïîëíî é
ëîêàëèçàöèè îòäåëüíîãî èîíà â îñíîâíîì êâàíòîâîì ñî -
ñòîÿíèè. Äîñòèæåíèå ýòîãî ðåçóëüòàòà ïîòðåáîâàëî ìíî -
ãèõ ëåò íàïðÿæåííîé ðàáîòû.

Çàòåì ãðóïïà Âàéíëåíäà ñòàëà ðåàëèçîâûâàòü íåîáû÷-
íûå êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêèå ñèòóàöèè, îñòàâàâøèåñÿ äî
ýòîãî ÷èñòî ãèïîòåòè÷åñêèìè. Íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ
àíàëîãè÷íûõ ìàíèïóëÿöèé ëàçåðíûìè èìïóëüñàìè ó÷å-
íûå íàó÷èëèñü ïîëó÷àòü èîíû â ñîñòîÿíèè êâàíòîâîé
ñóïåðïîçèöèè (ñëîæåíèÿ ýíåðãèé ïî êâàíòîâûì çàêî-
íàì), êîãäà èîí ñ ðàâíîé âåðîÿòíîñòüþ èëè ñòîèò íà ìåñòå,
èëè äâèãàåòñÿ. Ýòà ðàáîòà ñòàëà âàæíåéøèì øàãîì íà
ïóòè ïðåâðàùåíèÿ ôèçèêè êâàíòîâîé èíôîðìàöèè èç
÷èñòî òåîðåòè÷åñêîé â ýêñïåðèìåíòàëüíóþ íàóêó. Îêàç à-
ëîñü, ÷òî ñëîæíîå ýíåðãåòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå êâàíòîâî é
ñóïåðïîçèöèè ìîæåò âîñïðèíèìàòü äðóãîé èîí, íàõîäÿ-
ùèéñÿ íåïîäàëåêó. È òîãäà ñîçäàåòñÿ öåïî÷êà èîíîâ,
«÷óâñòâóþùèõ» äðóã äðóãà íà ðàññòîÿíèè. Òåì ñàìûì,
îñóùåñòâëÿåòñÿ êâàíòîâûé áèò (êóáèò) èíôîðìàöèè. Â
ïîñëåäíèå ïÿòü ëåò ýòè ïèîíåðñêèå ðàáîòû ãðóïïû Âàé í-
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ëåíäà áûëè ðàçâèòû äðóãèìè èññëåäîâàòåëüñêèìè ãðóï-
ïàìè. Ñåãîäíÿ óæå «ðàáîòàþò» öåïî÷êè èç 14 èîíîâ,
ðåàëèçóþùèå ìíîãèå ëîãè÷åñêèå îïåðàöèè êâàíòîâîãî
êîìïüþòåðà. Ïðè ýòîì â êâàíòîâîé òåîðèè îñòàåòñÿ ïîê à
îòêðûòûì âîïðîñ î êîíêðåòíîì âèäå ñâÿçè ýòèõ èîíîâ
ìåæäó ñîáîé. Ïðåäïî÷èòàþò ãîâîðèòü î «çàïóòàííîñòè»
êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé â ïðîñòðàíñòâå.

Íî ïëåíåíèå è êâàíòîâûé êîíòðîëü îòäåëüíûõ èîíîâ
íàøëè è äðóãîå âàæíîå ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå. Èçëó -
÷åíèå âîçáóæäåííûõ, ëîêàëèçîâàííûõ â ýëåêòðè÷åñêîé
ëîâóøêå èîíîâ èìååò î÷åíü òî÷íóþ ÷àñòîòó, ïîñêîëüêó
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî íà èîí, íàõîäÿùèéñÿ â ñîñòîÿíèè
ñòðîãîé íåïîäâèæíîñòè, íåò íèêàêèõ âíåøíèõ âîçäåé-
ñòâèé. Ïîÿâèëñÿ íîâûé ñâåðõñòàáèëüíûé ñòàíäàðò ÷àñò î-
òû, ò.å. îñíîâà ñâåðõòî÷íûõ ÷àñîâ. Äî ýòèõ ðàáîò íà èáî-
ëåå òî÷íûìè áûëè öåçèåâûå ÷àñû (ìåæäóíàðîäíûé ýòà-
ëîí åäèíèöû âðåìåíè). Â ðåçîíàòîðå ýòèõ ÷àñîâ èçëó÷ à-
þùèå èîíû öåçèÿ ïîäâåðãàëèñü âîçäåéñòâèþ âíåøíèõ
ïîëåé, è âðåìÿ èõ æèçíè â âîçáóæäåííîì ñîñòîÿíèè áû ëî
íåîïðåäåëåííûì. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýíåðãåòè÷åñêèì ñîî ò-
íîøåíèåì íåîïðåäåëåííîñòåé, è èçëó÷àåìàÿ ýíåðãèÿ (÷ à-
ñòîòà ôîòîíîâ) áûëà íåîïðåäåëåííîé ñ îòíîñèòåëüíîé
ïîãðåøíîñòüþ 1410- . Â ëîêàëèçîâàííûõ èîíàõ Âàéíëåíäà
íåò âíåøíèõ âîçäåéñòâèé, âðåìÿ æèçíè èîíîâ â âîçáóæ -
äåííîì ñîñòîÿíèè – ýòî èõ ñîáñòâåííàÿ õàðàêòåðèñòèê à,
è ïðèíöèï íåîïðåäåëåííîñòè íå âíîñèò ïîïðàâîê íà
÷àñòîòó èçëó÷àåìûõ ôîòîíîâ. Ñðàâíåíèå ÷àñòîò äâóõ
òàêèõ àíàëîãè÷íûõ èîíîâ îáåñïå÷èâàåò ñòàíäàðò ÷àñòî òû,
â òûñÿ÷è ðàç áîëåå òî÷íûé, ÷åì ó öåçèåâîãî ñòàíäàðò à.

Èëëþñòðàöèåé ýòîé òî÷íîñòè ìîæåò ñëóæèòü òî îáñòî-
ÿòåëüñòâî, ÷òî, èçìåðÿÿ âðåìÿ ñóùåñòâîâàíèÿ íàáëþäà å-
ìîãî ìèðà (ïîðÿäêà 1010  ëåò), ýòè «âàéíëåíäîâñêèå»

÷àñû îøèáëèñü áû âñåãî ëèøü íà îäíó ñåêóíäó. Íî ýòî  –
ýêçîòè÷åñêèé ïðèìåð. Ãîðàçäî èíòåðåñíåå òîò ôàêò, ÷ òî
âûñî÷àéøàÿ òî÷íîñòü ýòèõ ÷àñîâ óæå ñåé÷àñ íàõîäèò
ïðèìåíåíèå â óïðàâëåíèè êîñìè÷åñêèìè àïïàðàòàìè.
Äåëî â òîì, ÷òî õîä âðåìåíè, ñîãëàñíî ýéíøòåéíîâñêî é
òåîðèè òÿãîòåíèÿ (÷àùå íàçûâàåìîé îáùåé òåîðèåé îòí î-
ñèòåëüíîñòè), çàâèñèò îò èíòåíñèâíîñòè ïîëÿ òÿãîòåí èÿ.
À îíà ÷óòü-÷óòü ìåíÿåòñÿ ïî ìåðå óäàëåíèÿ îò Çåìëè.
Íîâûå êâàíòîâûå ÷àñû ïîçâîëÿþò óëîâèòü ðàçíûé õîä
âðåìåíè íà ðàññòîÿíèÿõ îò Çåìëè, îòëè÷àþùèõñÿ âñåãî
ëèøü íà 30 ñì. Åñòü è äðóãîå, ñóãóáî çåìíîå, ïðèìåí åíèå
ýòèõ ÷àñîâ. Ïîëå òÿãîòåíèÿ ìîæåò èçìåíÿòüñÿ è íà
ïîâåðõíîñòè Çåìëè â çàâèñèìîñòè îò ñòðîåíèÿ çåìíîé
êîðû èç-çà åå ðàçëè÷íîãî ñîñòàâà. Ýòîò ôàêò èñïîëüçó åòñÿ
â ãðàâèòàöèîííûõ ãåîôèçè÷åñêèõ ìåòîäàõ èçó÷åíèÿ Çåì -
ëè è ïîèñêîâ ïîëåçíûõ èñêîïàåìûõ.

Íåîæèäàííûé âûõîä íà ïðàêòè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ ðà-
áîò, êàçàëîñü áû, ÷èñòî òåîðåòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ, êà êèìè
ÿâëÿþòñÿ ðàáîòû Àðîøà è Âàéíëåíäà, – ýòî õàðàêòåðíà ÿ
÷åðòà ñîâðåìåííîé íàóêè. Íî, ïðåæäå âñåãî, ðàáîòû
íîâûõ íîáåëåâñêèõ ëàóðåàòîâ ñûãðàëè êëþ÷åâóþ ðîëü â
íîâåéøåì äîñòèæåíèè êâàíòîâîé ýêñïåðèìåíòàëüíîé
ôèçèêè – êîíòðîëå íàä ñîñòîÿíèÿìè îòäåëüíûõ êâàíòî-
âûõ ÷àñòèö. Ýêñïåðèìåíòû îêàçàëèñü äüÿâîëüñêè òðóä-
íûìè è ðàñòÿíóëèñü íà òðåòü âåêà. Èõ óñïåõó íåìàëî
ñïîñîáñòâîâàëî ïîÿâëåíèå íîâûõ ìàòåðèàëîâ è òåõíîëî -
ãèé, è â òîì ÷èñëå íàíîòåõíîëîãèè è ëàçåðíîé òåõíèê è.
Èñïîëüçóÿ ýòè òåõíîëîãèè è ñâîé çàìå÷àòåëüíûé òàëàí ò
ýêñïåðèìåíòàòîðîâ, Àðîø è Âàéíëåíä äîñòèãëè óñïåõà è
ïðîëîæèëè íîâûå ïóòè â êâàíòîâîé ôèçèêå. Îáà Íîáåëå â-
ñêèõ ëàóðåàòà ñâîèìè ðàáîòàìè ïðîäâèíóëè íàóêó äàëå êî
âïåðåä.

Ñõåìà óñòàíîâêè ñ ëîâóøêîé èîíîâ (ýêñïåðèìåíò ãðóïï û Âàéíëåíäà)
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Ýòîò ðàçäåë âåäåòñÿ ó íàñ èç íîìåðà â íîìåð ñ ìîìåí òà îñíîâàíèÿ æóðíàëà. Ïóáëèêóåìûå  â  íåì çàäà÷è
íåñòàíäàðòíû, íî  äëÿ  èõ ðåøåíèÿ íå òðåáóåòñÿ çíàí èé, âûõîäÿùèõ  çà ðàìêè  øêîëüíîé  ïðîãðàììû. Íàèáî ëåå òðóäíûå
çàäà÷è îòìå÷àþòñÿ çâåçäî÷êîé. Ïîñëå ôîðìóëèðîâêè çà äà÷è ìû îáû÷íî óêàçûâàåì, êòî íàì åå ïðåäëîæèë. Ðàç óìååòñÿ,
íå âñå ýòè  çàäà÷è ïóáëèêóþòñÿ âïåðâûå.

Ðåøåíèÿ çàäà÷ èç ýòîãî íîìåðà ñëåäóåò îòïðàâëÿòü  ï î àäðåñó: 119296 Ìîñêâà, Ëåíèíñêèé ïðîñïåêò, 64-À, «Êâàíò».
Ðåøåíèÿ çàäà÷ èç ðàçíûõ íîìåðîâ æóðíàëà èëè ïî ðàçí ûì ïðåäìåòàì (ìàòåìàòèêå è ôèçèêå) ïðèñûëàéòå â ðàç íûõ
êîíâåðòàõ. Íà êîíâåðòå â ãðàôå «Êîìó» íàïèøèòå: «Çà äà÷íèê «Êâàíòà» ¹1–2013» è íîìåðà çàäà÷, ðåøåíèÿ êî òîðûõ Âû
ïîñûëàåòå, íàïðèìåð «Ì2286» èëè «Ô2293». Â ãðàôå «Î ò êîãî» ôàìèëèþ è èìÿ ïðîñèì ïèñàòü ðàçáîð÷èâî. Â ï èñüìî
âëîæèòå êîíâåðò ñ íàïèñàííûì íà íåì Âàøèì àäðåñîì è  íåîáõîäèìûé íàáîð ìàðîê (â ýòîì êîíâåðòå Âû ïîëó÷è òå
ðåçóëüòàòû ïðîâåðêè ðåøåíèé). Ðåøåíèÿ çàäà÷ ïî ìàòå ìàòèêå è ôèçèêå ìîæíî ïðèñûëàòü òàêæå ïî ýëåêòðîííû ì
àäðåñàì math@kvant.ras.ru è phys@kvant.ras.ru ñîîòâ åòñòâåííî.

Óñëîâèÿ êàæäîé îðèãèíàëüíîé çàäà÷è, ïðåäëàãàåìîé äë ÿ ïóáëèêàöèè, ïðèñûëàéòå â îòäåëüíîì êîíâåðòå â äâó õ
ýêçåìïëÿðàõ âìåñòå ñ Âàøèì ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è (íà  êîíâåðòå ïîìåòüòå: «Çàäà÷íèê «Êâàíòà», íîâàÿ çàäà÷ à ïî
ôèçèêå» èëè «Çàäà÷íèê «Êâàíòà», íîâàÿ çàäà÷à ïî ìàò åìàòèêå»).

Â íà÷àëå êàæäîãî ïèñüìà ïðîñèì óêàçûâàòü íîìåð øêîë û è êëàññ, â êîòîðîì Âû ó÷èòåñü.
Çàäà÷è Ì2286, Ì2287, Ì2289, Ì2290, Ì2292 è Ì2293 ïð åäëàãàëèñü íà  XXXIV Òóðíèðå ãîðîäîâ.
Çàäà÷è Ô2295, Ô2297 è Ô2299 ïðåäëàãàëèñü â Ìîñêâå í à ìóíèöèïàëüíîì ýòàïå XLVII Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû

øêîëüíèêîâ ïî ôèçèêå.

Çàäà÷è
ïî ìàòåìàòèêå è ôèçèêå

Çàäà÷è Ì2286–Ì2293, Ô2293–Ô2299

Ì2286.  Â ÷èñëå íå ìåíüøå 10 ðàçðÿäîâ, â åãî çàïèñè
èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî äâå ðàçíûå öèôðû, ïðè÷åì îäè-
íàêîâûå öèôðû íå ñòîÿò ðÿäîì. Íà êàêóþ íàèáîëüøóþ
ñòåïåíü äâîéêè ìîæåò äåëèòüñÿ òàêîå ÷èñëî?

È.Áîãäàíîâ

Ì2287.  Â êëàññå 20 øêîëüíèêîâ. Äëÿ íèõ îðãàíèçîâà-
íî íåñêîëüêî ýêñêóðñèé.

à) Èçâåñòíî, ÷òî â êàæäîé ýêñêóðñèè ó÷àñòâîâàë õîòÿ
áû îäèí øêîëüíèê. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ ýêñêóðñèÿ,
êàæäûé èç ó÷àñòíèêîâ êîòîðîé ïîñåòèë íå ìåíåå 1/20
âñåõ ýêñêóðñèé.

à) Èçâåñòíî, ÷òî â êàæäîé ýêñêóðñèè ó÷àñòâîâàëè
õîòÿ áû ÷åòâåðî. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ ýêñêóðñèÿ,
êàæäûé èç ó÷àñòíèêîâ êîòîðîé ïîñåòèë íå ìåíåå 1/17
âñåõ ýêñêóðñèé.

Í.Âåðåùàãèí

Ì2288.  Íà ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà ABC âçÿòû òî÷êè
A¢, B¢, C¢ òàê, ÷òî îòðåçêè AA¢, BB¢, CC¢ ïåðåñåêà-
þòñÿ â îäíîé òî÷êå P. Èçâåñòíî, ÷òî ïëîùàäè òðåóãîëü-
íèêîâ AB P¢ , BC P¢ , CA P¢  ðàâíû. Äîêàæèòå, ÷òî P
ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà ABC.

Ïî ìîòèâàì Àçèàòñêî-Òèõîîêåàíñêîé îëèìïèàäû

Ì2289.  Â íåêîòîðûõ êëåòêàõ êâàäðàòà 11 11´  ñòîÿò
ïëþñû, ïðè÷åì âñåãî ïëþñîâ ÷åòíîå êîëè÷åñòâî. Â
êàæäîì êâàäðàòèêå 2 2´  òîæå ÷åòíîå ÷èñëî ïëþñîâ.
Äîêàæèòå, ÷òî ÷åòíî è ÷èñëî ïëþñîâ â 11 êëåòêàõ
ãëàâíîé äèàãîíàëè êâàäðàòà.

Å.Áàêàåâ

Ì2290.  Ïóñòü ( )C n  – êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ
äåëèòåëåé ÷èñëà n.
à) Êîíå÷íî èëè áåñêîíå÷íî ÷èñëî òàêèõ ïàð íàòóðàëü-
íûõ ÷èñåë ( ),a b , ÷òî a b¹  è ( ) ( ) ( )C a b C a C b+ = + ?

á) À åñëè ïðè ýòîì äîïîëíèòåëüíî òðåáóåòñÿ, ÷òîáû
( )C a b+  > 1000?

Ã.Æóêîâ

Ì2291.  Ïî îêðóæíîñòè äëèíû 1 íà÷àëè äâèæåíèå n
òî÷å÷íûõ øàðèêîâ. Êàæäûé øàðèê èìååò ñêîðîñòü 1,
ïðè÷åì k øàðèêîâ äâèæóòñÿ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, à
îñòàëüíûå n – k  äâèæóòñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.
Åñëè äâà øàðèêà ñòàëêèâàþòñÿ, òî îíè ðàçëåòàþòñÿ â
ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû òàê, ÷òî èõ ñêîðîñòè îñòà-
þòñÿ ðàâíûìè 1. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ ÷èñëî t
(çàâèñÿùåå òîëüêî îò n è k, íî íå îò íà÷àëüíîãî
ïîëîæåíèÿ) òàêîå, ÷òî ÷åðåç âðåìÿ t  ïîñëå íà÷àëà
äâèæåíèÿ êàæäûé øàðèê çàéìåò ñâîå íà÷àëüíîå ïîëî-
æåíèå, è íàéäèòå íàèìåíüøåå òàêîå t .

Ï.Êîæåâíèêîâ

Ì2292.  à) Âíóòðè îêðóæíîñòè íàõîäèòñÿ ïðàâèëüíûé
2n-óãîëüíèê ( 2n ³ ), åãî öåíòð A íå îáÿçàòåëüíî ñîâïà-
äàåò ñ öåíòðîì îêðóæíîñòè. Ëó÷è, âûïóùåííûå èç A â
âåðøèíû 2 n-óãîëüíèêà, âûñåêàþò 2 n òî÷åê íà îêðóæ-
íîñòè. Çàòåì 2 n-óãîëüíèê ïîâåðíóëè òàê, ÷òî åãî öåíòð
îñòàëñÿ íà ìåñòå. Òåïåðü ëó÷è âûñåêàþò 2 n íîâûõ
òî÷åê. Äîêàæèòå, ÷òî èõ öåíòð ìàññ ñîâïàäàåò ñ öåíò -
ðîì ìàññ ñòàðûõ 2 n òî÷åê.
á*) Âíóòðè ñôåðû íàõîäèòñÿ èêîñàýäð, åãî öåíòð A íå
îáÿçàòåëüíî ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì ñôåðû. Ëó÷è, âûïó-
ùåííûå èç A â âåðøèíû èêîñàýäðà, âûñåêàþò 12 òî÷åê
íà ñôåðå. Èêîñàýäð ïîâåðíóëè òàê, ÷òî åãî öåíòð
îñòàëñÿ íà ìåñòå. Òåïåðü ëó÷è âûñåêàþò 12 íîâûõ
òî÷åê. Äîêàæèòå, ÷òî èõ öåíòð ìàññ ñîâïàäàåò ñ öåíò -
ðîì ìàññ ñòàðûõ 12 òî÷åê.

È.Ìèòðîôàíîâ

Ì2293.  Ïåòÿ è Âàñÿ èãðàþò â èãðó, ïðàâèëà êîòîðîé
òàêîâû. Ïåòÿ çàãàäûâàåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî x ñ ñóì-
ìîé öèôð 2012. Çà îäèí õîä Âàñÿ âûáèðàåò ëþáîå
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Ô2293.  Âíóòðè ñôåðè÷åñêîé êîëáû ñ âíóòðåííèì
äèàìåòðîì D  = 8 ñì íàõîäèòñÿ ðàçðåæåííûé ãàç,
ñîñòîÿùèé èç îäèíàêîâûõ ìîëåêóë. Êàêîâî ñðåäíåå
çíà÷åíèå ðàññòîÿíèÿ îò öåíòðà êîëáû äî ìîëåêóë ãàçà
(ãðàâèòàöèåé ìîæíî ïðåíåáðå÷ü)?

Ôîëüêëîð

Ô2294.  Ê 1 àïðåëÿ ÷àñîâùèê èç äåòàëåé ñòàðûõ ÷àñîâ
ðàçíûõ êîíñòðóêöèé è èç øåñòåðåíîê ðàçíûõ ðàçìåðîâ
ñîáðàë ìåõàíèçì, â êîòîðîì òðè ñòðåëêè – ÷àñîâàÿ,
ìèíóòíàÿ è ñåêóíäíàÿ – âðàùàëèñü «ïî ÷àñîâîé ñòðåë-
êå» ñ ðàçíûìè óãëîâûìè ñêîðîñòÿìè ÷ ì ñw w w< < .
Ïðè óñòàíîâêå âñåõ ñòðåëîê íà 12:00 è çàïóñêå ìåõà-
íèçìà âûÿñíèëîñü ñëåäóþùåå: à) êàæäûé ðàç, êîãäà
÷àñîâàÿ ñòðåëêà ïðîõîäèëà îòìåòêó 12:00, åå îáÿçà-
òåëüíî îáãîíÿëè äâå äðóãèå (ìèíóòíàÿ è ñåêóíäíàÿ)
ñòðåëêè; á) êàæäûé ðàç, êîãäà ÷àñîâóþ ñòðåëêó îáãî-
íÿëà òîëüêî ñåêóíäíàÿ, âñå ñòðåëêè âûòÿãèâàëèñü
âäîëü îäíîé ïðÿìîé ëèíèè; â) ÷àñîâàÿ ñòðåëêà çà 1 ÷ àñ
ñäåëàëà 5 îáîðîòîâ. Êàêîå ìèíèìàëüíîå ÷èñëî îáîðî-
òîâ çà ýòî âðåìÿ ìîãëà ñäåëàòü ìèíóòíàÿ ñòðåëêà è
ñêîëüêî ðàç ïðè ýòîì ïîâåðíóëàñü ñåêóíäíàÿ ñòðåëêà?

Ñ.×àñîâùèê

Ô2295.  Íà ãîðèçîíòàëüíîé øåðîõîâàòîé ïîâåðõíîñòè
íàõîäèòñÿ ìàëåíüêàÿ ïëîñêàÿ øàéáà. Êîýôôèöèåíò
òðåíèÿ øàéáû î ïîâåðõíîñòü m = 0,5. Åñëè ïîäåéñòâî-
âàòü íà ïîêîèâøóþñÿ øàéáó ïîñòîÿííîé ãîðèçîíòàëü-
íîé ñèëîé F = 10 Í, òî øàéáà áóäåò äâèãàòüñÿ ïî
ïîâåðõíîñòè ïðÿìîëèíåéíî è ïîñòóïàòåëüíî ñ óñêîðå-
íèåì 25 ì ña gm= = . Êàêîé ìèíèìàëüíîé ïî ìîäóëþ
ñèëîé ìîæíî çàñòàâèòü ýòó æå øàéáó äâèãàòüñÿ ïîñòó-
ïàòåëüíî ïî òîé æå ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè ñ
óñêîðåíèåì, ðàâíûì ïî ìîäóëþ a?

À.Çèëüáåðìàí

Ô2296.  Æåñòêèé ñòåðæåíü ïîñòîÿííîãî êðóãëîãî ñå-
÷åíèÿ S è äëèíû L S?  ðàñêðóòèëè îòíîñèòåëüíî
åãî ñðåäíåé òî÷êè âîêðóã îñè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé îñè
ñèììåòðèè ñòåðæíÿ. Ïðè êàêîé ëèíåéíîé ñêîðîñòè
äâèæåíèÿ êîíöîâ ñòåðæíÿ ïðè âðàùåíèè îí ïîðâåòñÿ?
Ïðåäåëüíîå íàïðÿæåíèå ðàñòÿæåíèÿ, êîòîðîå âûäåð-

æèâàåò ìàòåðèàë ñòåðæíÿ,
9

max 10  Ïàs = , ïëîòíîñòü ýòîãî
ìàòåðèàëà 38000 êã ìr = .

Ä.Ñîïðîìàòîâ

Ô2297.  Þíûé ôèçèê Ãëåá ðåøèë
èññëåäîâàòü ïðîöåññ òàÿíèÿ ëüäà.
Êî äíó öèëèíäðè÷åñêîãî ñòàêàíà
îí ïðèìîðîçèë öèëèíäðè÷åñêóþ
ñîñóëüêó è íàëèë â ñòàêàí ëåäÿ-
íîé âîäû (ïðè òåìïåðàòóðå 0 Ñ° )
òàê, ÷òî ñîñóëüêà îêàçàëàñü ïîë-
íîñòüþ ïîä âîäîé (ðèñ.1). Ïëî-
ùàäü ïîâåðõíîñòè âîäû â ñòàêàíå

210 ñìS = . Ãëåá ïîñòàâèë ñòàêàí íà ñòîë â êîìíàòå è
ñòàë èçìåðÿòü çàâèñèìîñòü âûñîòû H  óðîâíÿ âîäû â
ñòàêàíå îò âðåìåíè t . Ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé îí àêêó-
ðàòíî çàíîñèë â òàáëèöó. Íî âñêîðå ýêñïåðèìåíòàòîðà
ïîçâàëè îáåäàòü, à êîãäà îí âåðíóëñÿ, ñîñóëüêà ñîâñ åì
ðàñòàÿëà. Ãëåá òî÷íî çíàë, ÷òî â íà÷àëå ýêñïåðèìåíò à
ñîäåðæèìîå ñòàêàíà íàõîäèëîñü â òåïëîâîì ðàâíîâå-
ñèè è èìåëî òåìïåðàòóðó 0 Ñ° , à òåìïåðàòóðà â êîìíàòå
íå èçìåíÿëàñü. Ïëîòíîñòü ëüäà 3

ë 900 êã ìr = , óäåëü-
íàÿ òåïëîòà ïëàâëåíèÿ ëüäà 330 êÄæ êãl = , ïëîò-
íîñòü âîäû 3

â 1000 êã ìr = . Ñîñóëüêà çà âðåìÿ íàáëþ-
äåíèÿ íå âñïëûâàëà. Ïîëüçóÿñü ïîëó÷åííîé òàáëèöåé:
t , ìèí 0 2 15 30 39 45 55 80 105 … 150

H, ìì 153 153 152 151 151 150 150 148 147 ... 145

ñîñóëüêà åñòü åñòü åñòü åñòü åñòü åñòü åñòü åñòü åñòü ... íåò

1) ïîìîãèòå Ãëåáó óñòàíîâèòü, ÷åðåç êàêîå âðåìÿ ïîñ ëå
íà÷àëà ýêñïåðèìåíòà ïðîèçîøëî ïîëíîå òàÿíèå ëüäà;
2) íàéäèòå ìîùíîñòü ïðèòîêà òåïëà èç êîìíàòû ê
ñîäåðæèìîìó ñòàêàíà (ò.å. îïðåäåëèòå, êàêàÿ ýíåðãèÿ
ïîñòóïàåò çà îäíó ñåêóíäó ê ñîäåðæèìîìó ñòàêàíà
÷åðåç åãî ñòåíêè).

Ì.Çàìÿòíèí

Ô2298.  Äàíû âîëüò-àìïåðíûå õàðàêòåðèñòèêè – ÂÀÕ
– äâóõ íåëèíåéíûõ ýëåìåíòîâ ïðè U  > 0 (ðèñ.2). Ó
ïåðâîãî ýëåìåíòà íà ÂÀÕ ëåæàò òî÷êè 1 ( I  = 1À, U  = 0),

2 ( I  = 1A, U  = 1Â), 3 ( I  = 0, U  = 2Â). Ó âòîðîãî ýëåìåíòà
íà ÂÀÕ ëåæàò òî÷êè 1 ( I  = 0, U  = 0), 2 ( I  = 0, U  = 1Â),
3 ( I  = 2À, U  = 2Â), à äàëåå ãðàôèê èäåò âäîëü ïî ïðÿ-
ìîé, ñîäåðæàùåé îòðåçîê 2–3. Êàêèìè áóäóò âîëüò-
àìïåðíûå õàðàêòåðèñòèêè ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì è ïðè
ïàðàëëåëüíîì ñîåäèíåíèè ýòèõ ýëåìåíòîâ?

Â.Àõîâ

Ô2299.  Ìàëüâèíà ðàññìàòðèâàåò ñâîå èçîáðàæåíèå â
çåðêàëå, ïëîñêîñòü êîòîðîãî âåðòèêàëüíà è íàõîäèòñÿ
íà ðàññòîÿíèè L  îò íîñà Ìàëüâèíû. Çåðêàëî èìååò äâå
îòðàæàþùèå ïîâåðõíîñòè è óêðåïëåíî íà âåðòèêàëü-
íîé îñè, âîêðóã êîòîðîé ìîæåò âðàùàòüñÿ. Îñü âðàùå-
íèÿ ëåæèò â ïëîñêîñòè çåðêàëà è òàêæå íàõîäèòñÿ íà
ðàññòîÿíèè L  îò íîñà Ìàëüâèíû. Áóðàòèíî çàêðóòèë
çåðêàëî òàê, ÷òî îíî ïðèîáðåëî íà÷àëüíóþ óãëîâóþ
ñêîðîñòü 0w . Âñëåäñòâèå íàëè÷èÿ òðåíèÿ óãëîâàÿ ñêî-
ðîñòü âðàùåíèÿ çåðêàëà ðàâíîìåðíî óìåíüøèëàñü äî
íóëÿ çà âðåìÿ t .
1) Ïî êàêîé òðàåêòîðèè äâèæåòñÿ èçîáðàæåíèå íîñà
Ìàëüâèíû â çåðêàëå?
2) Ñ êàêîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ äâèæåòñÿ èçîáðàæåíèå
íîñà Ìàëüâèíû â çåðêàëå ÷åðåç âðåìÿ 2t  ïîñëå íà÷àëà
âðàùåíèÿ çåðêàëà?
3) ×åìó ðàâåí ìîäóëü óñêîðåíèÿ, ñ êîòîðûì äâèæåòñÿÐèñ. 1

Ðèñ. 2

íàòóðàëüíîå ÷èñëî a è óçíàåò ó Ïåòè ñóììó öèôð
÷èñëà |x – a|. Êàêîå ìèíèìàëüíîå ÷èñëî õîäîâ íåîá-
õîäèìî ñäåëàòü Âàñå, ÷òîáû ãàðàíòèðîâàííî îïðåäå-
ëèòü x?

Ñ.Ñàôèí
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Ðåøåíèÿ çàäà÷ Ì2269–Ì2275,
Ô2275–Ô2282

M2269.  Äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî n ³ 5. Çà õîä ðàçðå-
øàåòñÿ ïðåäñòàâèòü åãî â âèäå ñóììû íåñêîëüêèõ
íååäèíè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ñëàãàåìûõ è çàìåíèòü íà
èõ ïðîèçâåäåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî èç ÷èñëà n ìîæíî
ïîëó÷èòü ôàêòîðèàë êàêîãî-íèáóäü íàòóðàëüíîãî
÷èñëà: à) íå áîëåå ÷åì çà 4 õîäà; á) íå áîëåå ÷åì ç à
2 õîäà; â) ïðè n > 50 – çà 1 õîä.

Íóæíûå êîíñòðóêöèè ìîæíî ïðèäóìàòü, èñõîäÿ èç
ñëåäóþùåãî íàáëþäåíèÿ: çà îäèí õîä èç ÷èñëà

( )( )2 1
2 3

2

k k
k

+ -
+ + + =K  ìîæíî ïîëó÷èòü k!.

à) Ïðåäñòàâèì ( )3 3n n= + -  è çàìåíèì íà ( )3 3 6n - ³ ;
ïîëó÷åííîå ÷èñëî ðàâíî 3 k ïðè íåêîòîðîì 2k ³ .
Òåïåðü, ïðåäñòàâèâ åãî â âèäå ( ) ( )1 2 1k k+ + - , ìîæíî
çà õîä ïîëó÷èòü ÷èñëî ( )( ) ( )1 2 1 2 1 1k k k k+ - = + - =

2 3 2k= + + +K . Èç ýòîãî æå çà õîä ïîëó÷àåòñÿ ÷èñëî
( )2 3 2 2 !k k× × × =K . Ìû èñïîëüçîâàëè òðè õîäà.

á) Åñëè n äåëèòñÿ íà òðè, òî â àëãîðèòìå èç ïóíêòà à)
ïåðâûõ õîä áûë íå íóæåí, è íàì äîñòàòî÷íî äâóõ
õîäîâ. Çíà÷èò, îñòàëîñü ðàçîáðàòü ñëó÷àé, êîãäà n íå
äåëèòñÿ íà 3.
Ïóñòü n = 3k + 1 (ãäå 2k ³ ). Òîãäà ( )2 1n k k= + + , è
çà õîä èç íåãî ìîæíî ï îëó÷èòü ÷èñëî

( ) ( )2 1 1 2 3 4 2k k k+ = + + + + + =K 6 4 2k+ + +K . Òîã-
äà çà âòîðîé õîä çàìåíÿåì ( )2 1k k +  íà ÷èñëà

( )6 4 2 2 !k k× × × =K .
Àíàëîãè÷íî, èç ÷èñëà âèäà n = 3k – 1 (ãäå 2k ³ ) çà õîä
ìîæíî ïîëó÷èòü ÷èñëî ( )2 1k k - . Ïðè k = 2 ìû óæå
ïîëó÷èëè ÷èñëî 6 = 3!. Åñëè æå k > 2, òî

( ) ( ) ( )2 1 1 2 3 4 2 1k k k- = + + + + + - =K

= ( )6 4 2 1k+ + -K ,
è ýòî ÷èñëî çà îäèí õîä ìîæíî ïðåâðàòèòü â ôàêòîðèà ë

( ) ( )6 4 2 1 2 1 !k k× × × - = -K .
â) Ïóñòü k – ìàêñèìàëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî òàêîå,

÷òî 
( )( )1 2

2 3
2

k k
n k

- +
³ + + + =K . Äàëåå, ïî íàøåìó

âûáîðó ÷èñëî 
( )( )1 2

2

k k
s n

- +
= =  íå ïðåâîñõîäèò k.

Åñëè s = 0, òî, êàê ìû óæå âèäåëè, n ìîæíî çà õîä
çàìåíèòü íà k!.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 1 2s k£ £ - . Òîãäà â ñóììå 2 +
+ 3 + … + k ìîæíî çàìåíèòü ÷èñëà 2 è s + 2 íà ( )2 2s + ;
ïðè ýòîì ñóììà óâåëè÷èòñÿ íà ( ) ( )2 2 2 2s s s+ - - + = ,

ò.å. ñòàíåò ðàâíîé 
( )( )1 2

2

k k
s n

- +
+ = . Ïðîèçâåäåíèå

æå ýòèõ ÷èñåë ïî-ïðåæíåìó áóäåò ðàâíî k!. Çíà÷èò, n
ìîæíî ðàçáèòü íà íåñêîëüêî ñëàãàåìûõ, ñóììà êîòî-
ðûõ ðàâíà k!.
Îñòàëîñü ðàçîáðàòü ñëó÷àé, êîãäà 1k s k- £ £ . Ñäåëà-
åì â ñóììå 2 + 3 + … + k äâå çàìåíû: ÷èñëà 3 è 4 çàìåíèì

íà 12, à ÷èñëà 2 è s – 3 çàìåíèì íà ( )2 3s -  (ïîñëåäíåå
äåéñòâèå ìîæíî ñäåëàòü, òàê êàê 9k ³  (èáî 44n ³ ),
çíà÷èò 3 4 5s k- ³ - ³ ). Îò ýòîãî ñóììà óâåëè÷èòñÿ íà

( ) ( ) ( )( )12 3 4 2 3 2 3s s s- - + - - - - = , ò.å. ñòàíåò ðàâ-
íîé n. Çíà÷èò, ýòó ñóììó ìîæíî çàìåíèòü íà ïðîèçâå-
äåíèå ñëàãàåìûõ, ò.å. íà k!.
Çàìå÷àíèå.  Íà ñàìîì äåëå èìååòñÿ ëèøü 5 çíà÷åíèé

5n ³  ( n = 7, 8, 12, 13, 18), äëÿ êîòîðûõ ôàêòîðèàë
íåâîçìîæíî ïîëó÷èòü çà 1 õîä. 1

Ðàññóæäåíèÿ ïóíêòà â) ìîæíî äîïîëíèòü ñëåäóþùèì
ðàçáîðîì íåñêîëüêèõ ñëó÷àåâ, ÷òîáû äîêàçàòü, ÷òî ïð è

19n ³  ïîëó÷èòü ôàêòîðèàë âîçìîæíî çà 1 õîä.
Åñëè k = 8, òî îñòàëèñü íåðàçîáðàííûìè ñëó÷àè s = 7
èëè s = 8, ò.å. n = 42 è n = 43; â ýòèõ ñëó÷àÿõ ìîæíî
ïðåäñòàâèòü 42 = 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + (2 + 4) + 9
è  43 = 2 + 3 + 4 + 5 + (2 + 3) + 7 + 8 + 9,  ÷òîáû  ïî-
ëó÷èòü 9!.
Åñëè k = 7, òî n = 33 èëè n = 34; â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî
ïðåäñòàâèòü 33 = 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + (2 + 4) è 34 =
= 2 + 3 + 4 + 5 + (2 + 3) + 7 + 8, ÷òîáû ïîëó÷èòü 8! .
Åñëè k = 6, òî n = 26 èëè n = 25; â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî
ïðåäñòàâèòü 26 = 20 + 6 è 25 = 20 + 2 + 3, ÷òîáû
ïîëó÷èòü 5!.
Íàêîíåö, åñëè k = 5, òî n = 19; â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî
ïðåäñòàâèòü 19 = 5 + 4 + 4 + 3 + 3, ÷òîáû ïîëó÷èòü 6!.

È.Áîãäàíîâ

M2270.  Â êëåòêàõ òàáëèöû n n´  ñòîÿò çíàêè «+» è
«–». Çà õîä ðàçðåøàåòñÿ â ëþáîé ñòðîêå èëè â ëþáîì
ñòîëáöå èçìåíèòü âñå çíàêè íà ïðîòèâîïîëîæíûå.
Èçâåñòíî, ÷òî èç íà÷àëüíîé ðàññòàíîâêè ìîæíî çà
ñêîëüêî-òî õîäîâ ñäåëàòü âñå çíàêè â òàáëèöå ïëþñà-
ìè. Äîêàæèòå, ÷òî ýòîãî ìîæíî äîáèòüñÿ, ñäåëàâ íå
áîëåå n õîäîâ.

Çàìåòèì, ÷òî íåâàæíî, â êàêîì ïîðÿäêå ìåíÿòü çíàêè,
âàæíî òîëüêî, â êàêèõ ðÿäàõ è ñêîëüêî ðàç. Åñëè â ð ÿäó
ïîìåíÿòü çíàêè äâàæäû, òî íè÷åãî íå èçìåíèòñÿ.
Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ìåíÿòü çíàê íå áîëåå ðàçà â
êàæäîì ðÿäó. Ïóñòü óäàëîñü ïîëó÷èòü âñå ïëþñû,
ñìåíèâ çíàêè â k âåðòèêàëÿõ è m ãîðèçîíòàëÿõ. Åñëè
k + m > n, îòìåòèì ðÿäû, ãäå ìû ìåíÿëè çíàêè. Çíàê
ñìåíèëñÿ òîëüêî â êëåòêàõ, ïðèíàäëåæàùèõ ðîâíî
îäíîìó  îòìå÷åííîìó ðÿäó. Íî ýòè æå êëåòêè ïðèíàäëå-
æàò ðîâíî îäíîìó íåîòìå÷åííîìó  ðÿäó. Ïîýòîìó ðå-
çóëüòàò áûë áû òàêîé æå, åñëè áû ìû ñìåíèëè çíàêè â
íåîòìå÷åííûõ ðÿäàõ. À èõ ÷èñëî ðàâíî ( n – k) + ( n –
– m) = 2 n – ( k + m) < n – êàê ðàç òî, ÷òî íàäî.

Ë.Ìåäíèêîâ, À.Ñåìåíîâ, À.Øàïîâàëîâ

M2271. à) Íà ïëîñêîñòè îòìå÷åíû 100 òî÷åê, íèêàêèå
òðè èç êîòîðûõ íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Ñàøà
ðàçáèâàåò òî÷êè íà ïàðû è ñîåäèíÿåò òî÷êè â êàæäîé
ïàðå îòðåçêîì. Âñåãäà ëè îí ìîæåò ñäåëàòü ýòî òàê,
÷òîáû êàæäûå äâà îòðåçêà ïåðåñåêàëèñü?
á) Âíóòðè êðóãà îòìå÷åíû 100 òî÷åê, íèêàêèå òðè èç
êîòîðûõ íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Äîêàæèòå, ÷òî
èõ ìîæíî ðàçáèòü íà ïàðû è ïðîâåñòè ïðÿìóþ ÷åðåç

1 Ïðåäëàãàåì ÷èòàòåëÿì ïîêàçàòü, ÷òî èç ýòèõ ÷èñåë äå éñòâèòåëü-
íî íåëüçÿ çà îäèí õîä ïîëó÷èòü ôàêòîðèàë.

èçîáðàæåíèå íîñà Ìàëüâèíû â ìîìåíò âðåìåíè 2t
ïîñëå íà÷àëà âðàùåíèÿ çåðêàëà?

Ê.Áàðàáàñ
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êàæäóþ ïàðó òàê, ÷òîáû âñå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ
ïðÿìûõ ëåæàëè â êðóãå.

à) Îòâåò:  íå âñåãäà.
Ïðèâåäåì îäèí (èç ìíîãèõ âîçìîæíûõ) êîíòðïðèìå-
ðîâ.
Ðàññìîòðèì êâàäðàò ABCD . Îòìåòèì òî÷êó C è 99
òî÷åê íà äóãå BD  îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì A (ðèñ.1). Ñ

êàêîé áû îòìå÷åííîé òî÷êîé ìû íè ñîåäèíèëè òî÷êó
C, ïîëó÷åííûé îòðåçîê íå áóäåò ïåðåñåêàòü íè îäíó  èç
õîðä, ñîåäèíÿþùèõ îñòàëüíûå 98 òî÷åê.
á) Ðàçîáüåì òî÷êè íà ïàðû òàê, ÷òîáû ñóììà äëèí
îòðåçêîâ, ñîåäèíÿþùèõ ýòè ïàðû, áûëà ìàêñèìàëü-
íîé. Äîïóñòèì, äëÿ ïàð òî÷åê ( A, B ) è ( C, D ) ïðÿìûå
AB è CD  ïåðåñåêàþòñÿ âíå êðóãà (ðèñ.2). Òîãäà
÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD  – âûïóêëûé, AC + BD  >
> AB  + CD , ò.å., ðàçáèâ íà ïàðû ïî-äðóãîìó, ìû
ïîëó÷èëè áû áîëüøóþ ñóììó äëèí îòðåçêîâ.

À.Øàïîâàëîâ

M2272.  Äàí òðåóãîëüíèê ABC è ïðÿìàÿ l. Îáîçíà÷èì
÷åðåç al , bl , cl  ïðÿìûå, ñèììåòðè÷íûå l îòíîñèòåëü-
íî ñòîðîí òðåóãîëüíèêà, à ÷åðåç lI  – öåíòð îêðóæ-
íîñòè, âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê, îáðàçîâàííûé ïðÿ-
ìûìè al , bl , cl . Íàéäèòå ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî
òî÷åê lI .

Ïðÿìàÿ l ïåðåñåêàåò ïðÿìûå AB, AC, BC â òî÷êàõ K ,
M , N ñîîòâåòñòâåííî (ðèñ.1). Ïóñòü ïðÿìûå al  è bl
ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå 1C , ïðÿìûå bl  è cl  – â òî÷êå 1A ,
ïðÿìûå al  è cl  – â òî÷êå 1B . Òîãäà AM , AK –
áèññåêòðèñû óãëîâ òðåóãîëüíèêà 1MA K  (îíè ìîãóò
ÿâëÿòüñÿ áèññåêòðèñàìè êàê âíåøíèõ, òàê è âíóòðåí-
íèõ óãëîâ òðåóãîëüíèêà, â çàâèñèìîñòè îò âûáîðà

ïðÿìîé l ). Ñëåäîâà-
òåëüíî, áèññåêòðèñà
óãëà ïðè âåðøèíå 1A
(âíåøíåãî èëè âíóò-
ðåííåãî, â çàâèñèìîñ-
òè îò âûáîðà ïðÿìîé l )
ïðîõîäèò òîæå ÷åðåç
òî÷êó A. Ýòà áèññåêò-
ðèñà â ñâîþ î÷åðåäü
ÿâëÿåòñÿ áèññåêòðèñîé
âíóòðåííåãî óãëà ïðè
âåðøèíå 1A  â 1 1 1A B CD .
Èç àíàëîãè÷íûõ ðàñ-
ñóæäåíèé äëÿ âåðøèí

1B , 1C  ñëåäóåò, ÷òî

áèññåêòðèñû âíóòðåííèõ óãëîâ ïðè âåðøèíàõ 1B , 1C
òðåóãîëüíèêà 1 1 1A B C  ïðîõîäÿò ÷åðåç òî÷êè B, C ñîîòâåò-
ñòâåííî. Ïóñòü O – òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ áèññåêòðèñ.
Çàìåòèì, ÷òî ñïðàâåäëèâû òàêèå ðàâåíñòâà:

190ABC BNK BKN BB KÐ = Ð + Ð = ° - Ð =

1 1 1 1 1 190 OB C OA C OC A AOC= ° - Ð = Ð + Ð = Ð .
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, óãëû ABC, AOC îïèðàþòñÿ íà îäíó
è òó æå äóãó AC îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî ABCD .
Òàê êàê ABCÐ  – âïèñàííûé, òî è AOCÐ  – âïèñàííûé.
Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà O ïðèíàäëåæèò îêðóæíîñòè,
îïèñàííîé îêîëî ABCD . Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî ëþáàÿ
òî÷êà, ëåæàùàÿ íà îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî ABCD ,
ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì âïèñàííîé îêðóæíîñòè â òðåóãîëüíèê

1 1 1A B C , ïîñòðîåííûé óêàçàííûì âûøå ñïîñîáîì äëÿ
íåêîòîðîé ïðÿìîé l . Ïóñòü l – ïðîèçâîëüíàÿ ïðÿìàÿ,
ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó B, 1 1 1A B CD  – ñîîòâåòñòâóþùèé
ýòîé ïðÿìîé òðåóãîëüíèê, îáðàçîâàííûé ïðÿìûìè al ,
bl , cl  (ðèñ.2). Î÷åâèäíî, òî÷êè B è 1B  ñîâïàäàþò.

Ñíîâà îáîçíà÷èì ÷åðåç O öåíòð âïèñàííîé â 1 1 1A B CD

îêðóæíîñòè. Ïóñòü l% – äðóãàÿ ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ
÷åðåç òî÷êó B, ïðè÷åì óãîë ìåæäó ïðÿìûìè l , l% ðàâåí
j . Ïóñòü, êðîìå òîãî, ° ° °

1 1 1A B CD  – ñîîòâåòñòâóþùèé
ýòîé ïðÿìîé òðåóãîëüíèê, îáðàçîâàííûé ïðÿìûìè al

%,

bl
%, cl

%, à °O  – öåíòð âïèñàííîé â ° ° °
1 1 1A B CD  îêðóæíîñòè.

Äîêàæåì, ÷òî °OBOÐ = j . Äåéñòâèòåëüíî, °
1ABAÐ = j ,

°
1CBCÐ = j . Êðîìå òîãî, êàê ìû óæå äîêàçàëè, BO –

áèññåêòðèñà óãëà 1 1A BC , °BO  – áèññåêòðèñà óãëà ° °
1 1A BC .

Ñëåäîâàòåëüíî, óãîë ìåæäó ýòèìè áèññåêòðèñàìè òàêæå
ðàâåí j . Òàêèì îáðàçîì, ïîâîðà÷èâàÿ ïðÿìóþ l âîêðóã
òî÷êè Â íà óãîë j  îò 0 äî 360° , ìû ïîâåðíåì òàêæå è
ïðÿìóþ BO íà òîò æå ñàìûé óãîë. Èíûìè ñëîâàìè, ìû
ñìîæåì ïîëó÷èòü âñåâîçìîæíûå ïîëîæåíèÿ òî÷êè O íà
îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî ABCD .

À.Çàñëàâñêèé

M2273.  Â ðÿä ñòîÿò 100 êîðîáîê. Â ñàìîé ëåâîé ëåæàò
100 ñïè÷åê, îñòàëüíûå êîðîáêè ïóñòû. Çà õîä ðàçðåøà -
åòñÿ âûáðàòü ëþáûå äâå ñîñåäíèå êîðîáêè è ïåðåëî-
æèòü îäíó ñïè÷êó èç ëåâîé êîðîáêè â ïðàâóþ, åñëè
ïîñëå ïåðåêëàäûâàíèÿ â ëåâîé êîðîáêå áóäåò íå ìåíü-
øå ñïè÷åê, ÷åì â ïðàâîé. Õîäû äåëàþòñÿ äî òåõ ïîð,
ïîêà âîçìîæíî. Äîêàæèòå, ÷òî êîíå÷íûé ðåçóëüòàò
íå çàâèñèò îò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè õîäîâ.

Çàíóìåðóåì êîðîáêè ñëåâà íàïðàâî. Õîä, ñîñòîÿùèé â
ïåðåêëàäûâàíèè ñïè÷êè èç êîðîáêè d â êîðîáêó d + 1,
áóäåì îáîçíà÷àòü d%.

Ðèñ. 1 Ðèñ. 2

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî åñòü äâå ðàçíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

õîäîâ ( )1 2, , , kA a a a= % % %K  è ( )1 2, , , lB b b b= % % %K  (çäåñü ia ,

jb  – íîìåðà íåêîòîðûõ êîðîáîê), ïðèâîäÿùèå ê ðàç-
íûì êîíå÷íûì ñèòóàöèÿì. Íàéäåì ïåðâîå ðàçëè÷èå â
ýòèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ: ïóñòü t ta b¹ , â òî âðåìÿ
êàê 1 1a b= , 2 2a b= , …, 1 1t ta b- -= . Ïîëîæèì ta a= ,

tb b= .
Óòâåðæäåíèå 1.  Õîä b îáÿçàòåëüíî âñòðåòèòñÿ â
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè A, ïðè÷åì ïîñëå t-ãî õîäà.
Ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ ïîñëå õîäîâ 1 2 1, ,..., ta a a -% % %. Òàê
êàê â ýòîò ìîìåíò âîçìîæíî ñäåëàòü õîä b% (ñì.
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü B), òî äî ýòîãî õîäà â êîðîáêå
íîìåð b õîòÿ áû íà 2 ñïè÷êè áîëüøå, ÷åì â êîðîáêå
íîìåð b + 1. Ëþáûå äðóãèå õîäû, êðîìå b%, íå
óìåíüøàþò ÷èñëî ñïè÷åê â êîðîáêå b è íå óâåëè÷èâàþò
÷èñëî ñïè÷åê â êîðîáêå b + 1 – çíà÷èò, ïðîöåññ íå
çàêîí÷èòñÿ, åñëè õîä b% â äàëüíåéøåì âîâñå íå áóäåò
ñäåëàí. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
Èòàê, ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 1, íàéäåòñÿ íîìåð m
òàêîé ÷òî m > t  è ma b= . Ñðåäè âñåõ òàêèõ m âûáåðåì
íàèìåíüøåå (òàê ÷òî ta , 1ta + , …, 1ma -  íå ðàâíû b).
Óòâåðæäåíèå 2.  Â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè õîäîâ A õîäû

1, ,...,t t ma a a+% % % ìîæíî ñäåëàòü â äðóãîì ïîðÿäêå:
1 1, , ,...,m t t ma a a a+ -% % % % (ïðè ýòîì êîíå÷íàÿ ñèòóàöèÿ íå

èçìåíèòñÿ).
Äåéñòâèòåëüíî, ï îñëå âûïîëíåíèÿ õîäîâ

1 2 1, ,..., ,t ma a a a-  õîäû 1 1, ,...,t t ma a a+ -  òîæå ìîæíî áóäåò
ñäåëàòü, òàê êàê êàæäûé èç ýòèõ õîäîâ ëèáî íå çàòðà -
ãèâàåò êîðîáêè b, b + 1, ëèáî îñóùåñòâëÿåò ïåðåêëàäû-
âàíèå â êîðîáêó b (è ýòî áóäåò âîçìîæíî, òàê êàê â
êîðîáêå b ïîñëå õîäà ma  ñïè÷åê ñòàëî íà 1 ìåíüøå),
ëèáî îñóùåñòâëÿåò ïåðåêëàäûâàíèå èç êîðîáêè b + 1 (è
ýòî áóäåò âîçìîæíî, òàê êàê â êîðîáêå b + 1 ñòàëî íà
1 ñïè÷êó áîëüøå). Óòâåðæäåíèå 2 äîêàçàíî.
Óòâåðæäåíèå 2 ïîçâîëÿåò çàìåíèòü ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü A íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü A¢ ñ òîé æå êîíå÷íîé
ñèòóàöèåé. Íî íîìåð ïåðâîãî ðàçëè÷àþùåãî õîäà ó
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé A¢ è B áóäåò áîëüøå, ÷åì ó
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé A è B (ëèáî óæå A¢ = B).
Ïîâòîðÿÿ îïèñàííóþ ïðîöåäóðó, çàìåíÿåì A¢ íà A¢¢
(íå ìåíÿÿ êîíå÷íîé ñèòóàöèè) è ò.ä., è â êîíöå êîíö îâ
ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü B. Çíà÷èò, âîïðåêè íàøå-
ìó ïðåäïîëîæåíèþ, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè õîäîâ A è B
ïðèâîäÿò ê îäíîé è òîé æå êîíå÷íîé ñèòóàöèè.

À.Øåíü

M2274.  à) Â áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áóìàæ-
íûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ ïëîùàäü n-ãî ïðÿìîóãîëüíèêà
ðàâíà 2n . Îáÿçàòåëüíî ëè ìîæíî ïîêðûòü èìè ïëîñ-
êîñòü? Íàëîæåíèÿ äîïóñêàþòñÿ.
á*) Äàíà áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áóìàæíûõ
êâàäðàòîâ. Îáÿçàòåëüíî ëè ìîæíî ïîêðûòü èìè
ïëîñêîñòü (íàëîæåíèÿ äîïóñêàþòñÿ), åñëè èçâåñòíî,
÷òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà N íàéäóòñÿ êâàäðàòû ñóììàð-
íîé ïëîùàäè áîëüøå N?

Îòâåò: à) íå îáÿçàòåëüíî; á) îáÿçàòåëüíî.
à) Ïîñòðîèì ïðèìåð, êîãäà íåëüçÿ ïîêðûòü äàæå êðóã
ðàäèóñà 1. Ñäåëàåì øèðèíó n-ãî ïðÿìîóãîëüíèêà ðàâ-
íîé 2 n- . Åãî ïåðåñå÷åíèå ñ åäèíè÷íûì êðóãîì ëåæèò â

ïðÿìîóãîëüíèêå 2 2 n-´ , çíà÷èò, îí ïîêðûâàåò ïëî-
ùàäü, ìåíüøóþ 12 n- + . Â ñîâîêóïíîñòè ïðÿìîóãîëüíè-
êè ïîêðîþò ïëîùàäü, ìåíüøóþ 2, ÷òî ìåíüøå ïëîùàäè
êðóãà.
á) Åñëè ñðåäè êâàäðàòîâ åñòü áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî
ñî ñòîðîíîé áîëüøå íåêîòîðîãî ÷èñëà a, òî óòâåðæäå-
íèå î÷åâèäíî. Ïîýòîìó äàëåå ìû ñ÷èòàåì, ÷òî äëÿ
êàæäîãî N  òàêèõ êâàäðàòîâ – êîíå÷íîå ÷èñëî. Ýòî, â
÷àñòíîñòè, îçíà÷àåò, ÷òî êâàäðàòû ìîæíî óïîðÿäî÷èòü
ïî óáûâàíèþ ïëîùàäè. Ðàçîáüåì ïëîñêîñòü íà åäèíè÷-
íûå êëåòêè è çàíóìåðóåì èõ ïî ñïèðàëè. Çàìåòèì, ÷òî
äîñòàòî÷íî ïîêðûòü êîíå÷íûì ÷èñëîì äàííûõ êâàäðà-
òîâ îäíó êëåòêó. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñëå ýòîãî ó íàñ
ñíîâà îñòàíåòñÿ áåñêî-
íå÷íîå ÷èñëî êâàäðà-
òîâ ñ áåñêîíå÷íîé ñóì-
ìàðíîé ïëîùàäüþ.
Èìè ìîæíî ïîêðûòü
ñëåäóþùóþ êëåòêó è
ò.ä.
Ïðèâåäåì âîçìîæíûé
ñïîñîá ïîêðûòèÿ åäè-
íè÷íîé êëåòêè.
Åñëè åñòü êâàäðàò ñî
ñòîðîíîé íå ìåíüøå 1,
ïðîñòî íàêðîåì èì
êëåòêó. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå áóäåì ðàñïîëàãàòü êâàäðà -
òû â êëåòêå ðÿäàìè, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå. Ñòàâèì
êâàäðàòû íà îñíîâàíèå êëåòêè, ñëåäóþùèé âïëîòíóþ ê
ïðåäûäóùåìó. Ïóñòü ñóììà ïëîùàäåé êâàäðàòîâ ïðå-
âçîøëà 1. Ïîñêîëüêó ïëîùàäü ÷èñëåííî ìåíüøå ñòîðî-
íû êâàäðàòà, òî è ñóììà ñòîðîí áóäåò áîëüøå 1,
ïîýòîìó â êàêîé-òî ìîìåíò âñå îñíîâàíèå êëåòêè áóäå ò
ïîêðûòî, è î÷åðåäíîé êâàäðàò ñî ñòîðîíîé 1b  âûëåçåò,
õîòÿ áû ÷àñòè÷íî, çà ïðàâóþ ñòîðîíó êëåòêè. Îòðåæåì
ïîëîñó âûñîòû 1b . ×àñòü êëåòêè âíå ïîëîñû áóäåì
ñ÷èòàòü ïîëíîñòüþ íå ïîêðûòîé, è íà÷íåì ñòàâèòü
ñëåäóþùèé ðÿä êâàäðàòîâ íà âåðõíþþ ãðàíèöó ïîëî-
ñû, íà÷èíàÿ ñ åå ëåâîãî êîíöà. Ïóñòü ñëåäóþùàÿ
ïîëîñà çàêàí÷èâàåòñÿ êâàäðàòîì ñî ñòîðîíîé 2b  è ò.ä.
Äîêàæåì, ÷òî ñóììà âûñîò ïîëîñ 1b  + 2b  + … ðàíî èëè
ïîçäíî ïðåâçîéäåò 1. Øèðèíà êàæäîé ïîëîñû íå ïðå-
âîñõîäèò 2. Âûñîòà âñåõ êâàäðàòîâ èç ( )1i + -é ïîëîñû
íå áîëüøå ib , ïîýòîìó ñóììà èõ ïëîùàäåé íå ïðåâûøà-
åò 2 ib . Âûêëàäûâàåì ïîëîñû, ïîêà ñóììà ïëîùàäåé
êâàäðàòîâ âî âñåõ çàêîí÷åííûõ ïîëîñàõ, êðîìå ïåðâîé ,
íå ïðåâçîéäåò 2. Â ýòîò ìîìåíò 1 22 2 2 2nb b b+ + + ³K ,
îòêóäà 1 2 1nb b b+ + + ³K . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîëîñû
ïîêðûëè êëåòêó öåëèêîì. Ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåé
êëåòêå è ò.ä.

Ë.Ìåäíèêîâ, À.Ñåìåíîâ, À.Øàïîâàëîâ

M2275 *. Íàçîâåì òåòðàýäð èíòåðåñíûì, åñëè âñå åãî
ãðàíè ÿâëÿþòñÿ ïðÿìîóãîëüíûìè òðåóãîëüíèêàìè, à
äëèíû âñåõ øåñòè ðåáåð ðàâíû íàòóðàëüíûì ÷èñëàì.
Èíòåðåñíûå òåòðàýäðû ñóùåñòâóþò, òàêîâûì ÿâ-
ëÿåòñÿ, íàïðèìåð, òåòðàýäð ABCD, â êîòîðîì AB =
= 153, BC = 104, CD = 672, AC = 185, BD = 680,
AD = 697. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî
ìíîãî èíòåðåñíûõ òåòðàýäðîâ, íèêàêèå äâà èç êîòî-
ðûõ íå ïîäîáíû.
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Áóäåì èñêàòü èíòåðåñíûå òåòðàýäðû ñðåäè òåòðàýäðîâ,
«âïèñàííûõ» â ïðÿìîóãîëüíûå ïàðàëëåëåïèïåäû. Ïóñòü

KLMNK L M N¢ ¢ ¢ ¢ – ïðÿ-
ìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïè-
ïåä ñ ðåáðàìè KK ¢ = x,
KL = y , KN = z . Òîãäà
â òåòðàýäðå K KLM¢  âñå
ãðàíè – ïðÿìîóãîëüíûå
òðåóãîëüíèêè, 2K L¢ =

2 2x y= + , 2 2 2KM y z= + ,
2 2 2 2K M x y z¢ = + +  (ñì. ðèñóíîê).

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü áåñêîíå÷-
íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçëè÷íûõ òðîåê ÷èñåë ( ), ,x y z
òàêèõ, ÷òî ( )ÍÎÄ , , 1x y z = , à ÷èñëà 2 2x y+ , 2 2y z+
è 2 2 2x y z+ +  – òî÷íûå êâàäðàòû. Òàêèå òðîéêè íàçî-
âåì óäà÷íûìè . Ìû áóäåì ñòðîèòü óäà÷íûå òðîéêè
( ), ,x y z  ñ äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì: x íå÷åòíî, à y è
z ÷åòíûå.
Ïðèìåð òåòðàýäðà, óêàçàííîãî â óñëîâèè çàäà÷è, äàåò
îäíó èç óäà÷íûõ òðîåê: ( ), ,x y z  = ( )153, 104, 672 .
Èñõîäÿ èç óäà÷íîé òðîéêè ( ), ,x y z , ìîæíî ïîëó÷èòü
íîâóþ óäà÷íóþ òðîéêó ( ), ,X Y Z  ïî ôîðìóëàì

2 2 , 2 , 2 ,X x z Y xz Z dy= - = =        ( * )

ãäå 2 2 2d x y z= + + . Äåéñòâèòåëüíî,

( )22 2 2 2X Y x z+ = + ,

( )2 2 2 2 2 24Y Z x z d y+ = + =

= ( )2 2 2 2 4 2 24 x z x y y y z+ + + = ( )( )2 2 2 24 x y y z+ + ,

( )22 2 2 2 2 2 24X Y Z x z d y+ + = + + =

= ( ) ( )2 22 2 2 2 2 24d y d y d y- + = + .

Êðîìå òîãî, X  íå÷åòíî, à Y  è Z ÷åòíû.
Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî ( )ÍÎÄ , , 1X Y Z = . Ïóñòü ýòî
íå òàê, è íåêîòîðîå ïðîñòîå ÷èñëî p > 2 ÿâëÿåòñÿ
äåëèòåëåì ÷èñåë X, Y , Z. Òàê êàê Y  = 2xz êðàòíî p, òî
õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë x, z êðàòíî p. Äàëåå, òàê êàê

2 2X x z= -  êðàòíî p, òî îáà ÷èñëà x, z êðàòíû p. Òîãäà
y è d íå äåëÿòñÿ íà p (èíà÷å ( )ÍÎÄ , ,x y z  áûë áû
êðàòåí p), çíà÷èò, Z = 2dy  íå äåëèòñÿ íà p – ïðîòèâî-
ðå÷èå.
Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àÿ èç òåêóùåé óäà÷íîé òðîéêè
( ), ,x y z  íîâóþ òðîéêó ( ), ,X Y Z , ñòðîèì áåñêîíå÷íóþ

öåïî÷êó óäà÷íûõ òðîåê. Òàê êàê 2 2 2D X Y Z= + + =
2 2d y d= + > , â ïîëó÷åííîé öåïî÷êå òðîåê íå áóäåò

ïîâòîðåíèé.
Çàìå÷àíèÿ . Ïðè ïîìîùè êîìïüþòåðà àâòîðîì íàéäåíî
áîëüøîå êîëè÷åñòâî óäà÷íûõ òðîåê, íå âõîäÿùèõ â
öåïî÷êó, ïîñòðîåííóþ â ðåøåíèè çàäà÷è. Èìåþòñÿ
óäà÷íûå òðîéêè ( ), ,x y z , â êîòîðûõ y íå÷åòíî, à x è z
÷åòíû (àâòîðó íåèçâåñòíî, ÿâëÿåòñÿ ëè ìíîæåñòâî
òàêèõ óäà÷íûõ òðîåê áåñêîíå÷íûì). Èç òàêîé óäà÷íîé
òðîéêè ïî ôîðìóëàì ( * ) ïîëó÷àåòñÿ òðîéêà
( ) ( ), , 2 , 2 , 2X Y Z X Y Z¢ ¢ ¢= , ãäå ( ), ,X Y Z¢ ¢ ¢ – óäà÷íàÿ
òðîéêà, â êîòîðîé Z¢ – íå÷åòíîå, à X ¢ è Y ¢ – ÷åòíûå.

Êîíå÷íî, áûëî áû èíòåðåñíî ïîëó÷èòü ïîëíîå îïèñà-
íèå óäà÷íûõ òðîåê, à âìåñòå ñ íèìè – è âñåõ èíòåðåñ íûõ
òåòðàýäðîâ.
Èíòåðåñíûå òåòðàýäðû ìîæíî áûëî áû íàçâàòü ïèôà-
ãîðîâûìè , òàê êàê èõ ãðàíè – ïèôàãîðîâû òðåóãîëüíè-
êè. Îäíàêî íàçâàíèå «ïèôàãîðîâ òåòðàýäð» èñïîëüçó-
åòñÿ äëÿ òåòðàýäðîâ ñ öåëûìè (èëè ðàöèîíàëüíûìè)
äëèíàìè ðåáåð, ó êîòîðûõ âñå òðè ïëîñêèõ óãëà ïðè
îäíîé èç âåðøèí ïðÿìûå. Ïèôàãîðîâû òåòðàýäðû, òàê
æå, êàê è èíòåðåñíûå, âïèñàíû â ïðÿìîóãîëüíûé
ïàðàëëåëåïèïåä ñ öåëûìè äëèíàìè âñåõ ðåáåð è âñåõ
äèàãîíàëåé ãðàíåé. (Òàêîé ïàðàëëåëåïèïåä íàçûâàþò
Ýéëåðîâûì êèðïè÷îì.) Îïèñàíèå ïèôàãîðîâûõ òåòðà-
ýäðîâ ñâîäèòñÿ ê îïèñàíèþ òðîåê íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
( ), ,x y z  òàêèõ, ÷òî 2 2x y+ , 2 2y z+  è 2 2z x+  ÿâëÿþò-
ñÿ òî÷íûìè êâàäðàòàìè. Ýòîé çàäà÷å ïîñâÿùåíà ñòàòüÿ
Â.Ã.Áîëòÿíñêîãî â «Êâàíòå» ¹ 8 çà 1986 ãîä. Â òîé æ å
ñòàòüå ãîâîðèòñÿ î ñëåäóþùåì îòêðûòîì âîïðîñå: ñó-
ùåñòâóþò ëè ïðÿìîóãîëüíûå ïàðàëëåëåïèïåäû, ó êîòî-
ðûõ äëèíû âñåõ ðåáåð, äèàãîíàëåé ãðàíåé è áîëüøîé
åãî äèàãîíàëè ðàâíû öåëûì ÷èñëàì? (Òàêèå ïàðàëëå-
ëåïèïåäû íàçûâàþò ñîâåðøåííûìè.)  Èíà÷å ãîâîðÿ,
ñóùåñòâóþò ëè òðîéêè ( ), ,x y z  íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,
äëÿ êîòîðûõ âñå ÷èñëà 2 2x y+ , 2 2y z+ , 2 2z x+ ,

2 2 2x y z+ +  ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè êâàäðàòàìè?
Ð.Ñàðáàø

Ô2275.  Ñïóòíèê ìàññîé 3 ò ëåòàåò íà âûñîòå 300 êì
íàä ïîâåðõíîñòüþ Çåìëè ïî ïî÷òè êðóãîâîé îðáèòå.
Ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ, äåéñòâóþùàÿ íà ñïóòíèê, ðàâ-
íà 0,01 Í. Íà ñêîëüêî óìåíüøèòñÿ âûñîòà ïîëåòà
ñïóòíèêà çà 1 ìåñÿö ïîëåòà?

Ãîðèçîíòàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ v ñêîðîñòè ïîëåòà ñïóò-
íèêà ìàññîé m ( 33 10  êãm = × ) íà âûñîòå Í
( 3300 10  ìH = × ) íàõîäèòñÿ èç (ïðèáëèçèòåëüíî âåð-
íîãî) óñëîâèÿ

( )

2
Ç

2
Ç Ç

,
mv GM m

R H R H
=

+ +
 îòêóäà Ç

Ç

8 êì ñ
GM

v
R H

= »
+

.

Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âåðòèêàëüíàÿ ñîñòàâëÿ-
þùàÿ ñêîðîñòè ñïóòíèêà çíà÷èòåëüíî ìåíüøå ãîðèçîí-
òàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé. Ñóììàðíàÿ ýíåðãèÿ ñïóòíèêà,
äâèæóùåãîñÿ ïî (ïî÷òè) êðóãîâîé îðáèòå ðàäèóñîì

ÇR H+ , ðàâíà

( )

2
Ç Ç

ï ê
Ç Ç

.
2 2

GM m mv GM m
W W W

R H R H
= + = - + = -

+ +

Ðàáîòà ñèëû òðåíèÿ (îòðèöàòåëüíàÿ) óìåíüøàåò ýòó
ýíåðãèþ. Çà âðåìÿ T ( 30 24 60 60 cT = × × × ) ñïóòíèê
ïðîëåòèò ðàññòîÿíèå (ïðèìåðíî ðàâíîå) Tv, è ðàáîòà
ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ F ( F = 0,01 H) áóäåò ðàâíà – TvF .
Â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè, èçìåíå -
íèå ýíåðãèè ñïóòíèêà ðàâíî ðàáîòå âíåøíèõ ñèë, ò.å.
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Òàêèì îáðàçîì, âûñîòà ïîëåòà óìåíüøèòñÿ ïðèìåðíî
íà 13,8 êì.
Îöåíèì âåðòèêàëüíóþ ñîñòàâëÿþùóþ ñêîðîñòè ñïóò-
íèêà: 35,3 10 ì ñH T -D = × . Ýòî ïîäòâåðæäàåò íàøå
ïðåäïîëîæåíèå î åå ìàëîñòè â ñðàâíåíèè ñ ãîðèçîí-
òàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé.

Þ.Ñïóòíèêîâ

Ô2276.  Òðè íåâåñîìûõ ñòåðæíÿ ñêðåïëåíû øàðíèðíî
äðóã ñ äðóãîì è îáðàçóþò òðåóãîëüíèê, íàõîäÿùèéñÿ
â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè. Îäèí èç ñòåðæíåé ëåæèò
íà ãëàäêîì ãîðèçîíòàëüíîì ïîëó, à äâà äðóãèõ ñòåð-
æíÿ îáðàçóþò ñ ãîðèçîíòîì óãëû a  è b . Ê âåðõíåìó
óãëó òðåóãîëüíèêà íà âåðòèêàëüíîé íèòè ïîäâåñèëè
ãðóç ìàññîé m. Ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñèè,
õîòÿ è â íåóñòîé÷èâîì. Ñ êàêîé ñèëîé ðàñòÿíóò
ãîðèçîíòàëüíûé ñòåðæåíü?

Îáîçíà÷èì ñèëû, ñ êîòîðûìè ñæàòû íåãîðèçîíòàëüíûå
ñòåðæíè, ÷åðåç Fa  è Fb , à ñèëó, ñ êîòîðîé ðàñòÿíóò
ãîðèçîíòàëüíûé ñòåðæåíü, – ÷åðåç F.  Ñóììû ãîðèçîí-
òàëüíûõ ïðîåêöèé ñèë, äåéñòâóþùèõ íà íèæíèå øàð-
íèðû, ðàâíû íóëþ, è âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

cos cosF F Fa ba = b = .

Ñóììà âåðòèêàëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ ñèë, äåéñòâóþ-
ùèõ íà âåðõíèé øàðíèð, òîæå ðàâíà íóëþ, ïîýòîìó
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

sin sinF F mga ba + b = .

Îòñþäà ïîëó÷àåì

tg tg
mg

F =
a + b

.

Ñ.Òàòèêîâ

Ô2277.  Â ñîñòàâ ðû÷àæíûõ âåñîâ âõîäÿò øòàòèâ,
êîðîìûñëî, îïèðàþùååñÿ íà øòàòèâ ÷åðåç ïðèçìó èç
òâåðäîãî ñïëàâà, è äâå ïîäâåøåííûå íà êîðîìûñëå
÷àøêè. Ëåãêèå ðû÷àãè, óäåðæèâàþùèå ÷àøêè íà êîðî-
ìûñëå, òîæå îïèðàþòñÿ íà êîðîìûñëî òâåðäîñïëàâ-
íûìè ïðèçìàìè. Ðàññòîÿíèÿ îò îñè âðàùåíèÿ ïðèçìû
êîðîìûñëà äî ìåñò îïîðû íà êîðîìûñëî ÷àøå÷íûõ
ïðèçì îäèíàêîâû. Îñè âðàùåíèÿ ïðèçìû êîðîìûñëà è
îïîðíûõ óãëîâ ÷àøå÷íûõ ïðèçì ëåæàò â îäíîé ïëîñêî-
ñòè. Ïåðèîä ìàëûõ êîëåáàíèé êîðîìûñëà áåç ÷àøåê
ðàâåí 0T . Ñóììàðíàÿ ìàññà ÷àøåê ðàâíà 1m . Êîãäà íà
÷àøêàõ âåñîâ íè÷åãî íåò, ïåðèîä ìàëûõ êîëåáàíèé
âåñîâ âáëèçè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ðàâåí 1T . Êàêèì
áóäåò ïåðèîä êîëåáàíèé âåñîâ 2T , åñëè íà îáå ÷àøêè
ïîëîæèòü îäèíàêîâûå ãðóçû ìàññîé 2m

 
êàæäûé?

Ââåäåì òàêèå îáîçíà÷åíèÿ: ðàññòîÿíèå îò ìåñò îïîðû
ðû÷àãîâ íà êîðîìûñëî äî îñè âðàùåíèÿ êîðîìûñëà
îáîçíà÷èì ÷åðåç L ; ìîìåíò èíåðöèè êîðîìûñëà îòíîñè-
òåëüíî îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ðàáî÷åå ðåáðî ïðèçìû
êîðîìûñëà, – ÷åðåç I ; ðàññòîÿíèå îò öåíòðà ìàññ
êîðîìûñëà äî ýòîé æå îñè, – ÷åðåç R. Åñëè ðû÷àæíûå
âåñû íàñòðîåíû íà âûñîêóþ ÷óâñòâèòåëüíîñòü ê ðàçíè-
öå ãðóçîâ íà ÷àøêàõ, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïåðèîä ìà ëûõ
êîëåáàíèé âåñîâ ãîðàçäî áîëüøå ïåðèîäîâ êîëåáàíèé
÷àøåê ïðè çàêðåïëåííîì êîðîìûñëå. Ïîýòîìó ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî ÷àøêè ñ ãðóçàìè ïðè ìàëûõ êîëåáàíèÿõ

âåñîâ äâèæóòñÿ ïîñòóïàòåëüíî, à òðàåêòîðèÿ êàæäîé
òî÷êè ÷àøêè è êàæäîé òî÷êè ëþáîãî ãðóçà ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé ÷àñòü îêðóæíîñòè ðàäèóñîì L . Òîãäà èç çàêîíà
ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè ïîëó÷àåì

( ) ( )
( )

2 2

1 cos const
2

xI m L
mgR

¢a +
+ - a = ,

ãäå a  – óãîë ïîâîðîòà êîðîìûñëà, xm  – ñóììàðíàÿ
ìàññà ÷àøåê è ãðóçîâ, m – ìàññà êîðîìûñëà. Îòñþäà
ñëåäóåò óðàâíåíèå ìàëûõ  êîëåáàíèé íàøåé ñèñòåìû:

( )2 0xI m L mgR¢¢a + + a = .

Ïåðèîäû ìàëûõ êîëåáàíèé îäíîãî êîðîìûñëà è êîðî-
ìûñëà ñ ïóñòûìè ÷àøêàìè (äàííûå â óñëîâèè) ðàâíû
ñîîòâåòñòâåííî

0 2
I

T
mgR

= p  è 
2

1
1 2

I m L
T

mgR
+

= p .

Îòñþäà íàõîäèì

( )
2

1
2 2

1 0 1

m L
I

T T
=

-
.

Àíàëîãè÷íî, äëÿ ïåðèîäà ìàëûõ êîëåáàíèé âåñîâ ñ
ãðóçàìè ïîëó÷àåì

( ) 2
1 2

2
2

2
I m m L

T
mgR

+ +
= p ,

èëè îêîí÷àòåëüíî
2

1 2
2 0 2

10

2
1 1 1
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æ öæ ö
= + - +ç ÷ç ÷ç ÷è øè ø
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Â.Ñåðãååâ

Ô2278.  Âíóê, èãðàÿ ñ äåäóøêèíûìè î÷êàìè, ïîëó÷àåò
÷åòêèå (ðåçêèå) èçîáðàæåíèÿ ñîëíöà íà ýêðàíå è íà
òîíêîé ïîëîñêå áåëîé áóìàãè. Ëèíçû î÷êîâ ðàñïîëàãà-
þòñÿ ìåæäó ñîëíöåì è ýêðàíîì, à ïîëîñêà áóìàãè
íàõîäèòñÿ ìåæäó ñîëíöåì è ëèíçàìè. Ðàññòîÿíèå îò
ëèíçû äî ðåçêîãî èçîáðàæåíèÿ ñîëíöà íà ýêðàíå ðàâíî
20 ñì. Íà áåëîé ïîëîñêå áóìàãè ðåçêèå èçîáðàæåíèÿ
ïîëó÷àþòñÿ ïðè äâóõ ðàññòîÿíèÿõ ìåæäó ïîëîñêîé è
ëèíçàìè, à èìåííî: ïðè 2 ñì è ïðè 55 ñì. Êàêîâ
êîýôôèöèåíò ïðåëîìëåíèÿ ñòåêëà, èç êîòîðîãî ñäå-
ëàíû ëèíçû? Ñ÷èòàéòå, ÷òî ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà
ñòåêëî–âîçäóõ äëÿ ëèíç ñôåðè÷åñêèå. Êàêîâû ðàäèó-
ñû êðèâèçíû ýòèõ ïîâåðõíîñòåé?

Åñëè ñóùåñòâóåò èçîáðàæåíèå ñîëíöà çà ëèíçîé, çíà-
÷èò, äåäóøêèíû î÷êè ïîëîæèòåëüíûå, ò.å. ëèíçû î÷êîâ
ñîáèðàþùèå è èõ îïòè÷åñêàÿ ñèëà ðàâíà 5 äïòð.
Íàëè÷èå äâóõ ÿðêèõ èçîáðàæåíèé ñîëíöà íà áåëîé
ïîëîñêå îçíà÷àåò, ÷òî îáå ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà ñòåêë î–
âîçäóõ ñî ñòîðîíû ñîëíöà âîãíóòûå. Áîëüøåìó ðàññòî-
ÿíèþ äî èçîáðàæåíèÿ ñîîòâåòñòâóåò îòðàæåíèå îò
ïåðâîé âîãíóòîé ïîâåðõíîñòè, çíà÷èò, åå ðàäèóñ êðè-
âèçíû ðàâåí

1 2 55 ñì 1,1 ìR = × = .

Îáîçíà÷èì âòîðîé ðàäèóñ êðèâèçíû ÷åðåç 2R , à êîýô-
ôèöèåíò ïðåëîìëåíèÿ ñòåêëà – ÷åðåç n. Ïîñêîëüêó
îïòè÷åñêàÿ ñèëà ëèíçû èçâåñòíà è âòîðîå èçîáðàæåíèå
ïåðåä ëèíçîé ñîîòâåòñòâóåò ñâåòó, êîòîðûé äâàæäû



Ê Â À Í T $ 2 0 1 1 / ¹ 230
ïðîøåë ÷åðåç ëèíçó è îäèí ðàç îòðàçèëñÿ îò âîãíóòîã î
çåðêàëà ñ ðàäèóñîì êðèâèçíû 2R , òî äëÿ íàõîæäåíèÿ
âåëè÷èíû 2R  âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèåì

2

1 2
2 5

0,02 R
= × + ,

îòêóäà íàõîäèì

2 5 ñìR = .
Ñ÷èòàÿ ëèíçó òîíêîé, çàïèøåì âûðàæåíèå äëÿ åå
îïòè÷åñêîé ñèëû ÷åðåç ðàäèóñû êðèâèçíû è êîýôôèöè-
åíò ïðåëîìëåíèÿ:

( )
1 2

1 1
1D n

R R

æ ö
= - - +ç ÷

è ø
, èëè ( ) 1 1

5 1
1,1 0,05

n
æ ö

= - - +ç ÷
è ø

.

Îòñþäà íàõîäèì êîýôôèöèåíò ïðåëîìëåíèÿ ñòåêëà:

n = 1,26.

À.Äåäóøêèí

Ô2279.  Ê ïîòîëêó ïîäâåøåíà òîíêàÿ ãèáêàÿ, íî
íåðàñòÿæèìàÿ öåïî÷êà ñ ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíè-
åì ìàññû M ïî äëèíå L. Â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ
öåïî÷êà âåðòèêàëüíà. Ïî åå íèæíåìó êîíöó ñëåãêà
ùåëêàþò â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè, è âîëíà
âîçìóùåíèÿ ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ââåðõ ê ïîòîëêó, à
ïîñëå îòðàæåíèÿ îò ïîòîëêà – âíèç ê ñâîáîäíîìó
êîíöó. Ñêîëüêî âðåìåíè äëèòñÿ ýòî ïóòåøåñòâèå
âîëíû (ââåðõ – âíèç)?

Èçâåñòíî, ÷òî ñêîðîñòü v ðàñïðî-
ñòðàíåíèÿ ïîïåðå÷íîé âîëíû íå-
áîëüøîé àìïëèòóäû ïî øíóðó
èëè öåïî÷êå ñ íàòÿæåíèåì T è
ëèíåéíîé ïëîòíîñòüþ r  ñâÿçàíà
ñ ýòèìè ïàðàìåòðàìè òàê:

T
v =

r
.

Ýòî ëåãêî ïîêàçàòü, åñëè ðàñ-
ñìîòðåòü äâèæåíèå âîëíû â ñèñ-
òåìå îòñ÷åòà, êîòîðàÿ äâèæåòñÿ
âäîëü öåïî÷êè ñ òîé æå ñêîðîñ-
òüþ, ÷òî è ñàìà âîëíà. Ðàññìîò-

ðèì ó÷àñòîê, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äóãó ñ ìàëû ì
óãëîì j  îêðóæíîñòè ðàäèóñîì R (ñì. ðèñóíîê). Èç
âòîðîãî çàêîíà Íüþòîíà ñëåäóåò òàêàÿ ñâÿçü:

2

2
2

v
m T

R
j

= , èëè 
2v

R T
R

r j = j ,

îòêóäà ïîëó÷àåì

2 T
v =

r
, èëè 

T
v =

r
.

Íàòÿæåíèå Ò öåïî÷êè â íåêîòîðîì ìåñòå ïðîïîðöèî-
íàëüíî ðàññòîÿíèþ ýòîãî ìåñòà îò íèæíåãî åå êîíöà.
Îáîçíà÷èì ýòî ðàññòîÿíèå ÷åðåç x, òîãäà

Mgx
T

L
= .

Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå äâèæåíèÿ áóäåò òàêèì:

dx Mgx L
v gx

dt M L
= = = .

Åñëè ðàçäåëèòü ïåðåìåííûå, òî áóäåò 
dx

gdt
x

= .

Ñóììèðîâàíèå (èíòåãðèðîâàíèå) ïðîìåæóòêîâ âðåìå-
íè ïðè ïðîáåãå âîëíû îò íèæíåé òî÷êè ( x = 0) äî
âåðõíåé ( x = L ) è îáðàòíî äàåò îòâåò:

4
L

t
g

= .

Ö.Ïî÷êèí

Ô2280.  Ïðè ñãîðàíèè 1 êã áåíçèíà âûäåëÿåòñÿ êîëè-
÷åñòâî òåïëîòû 74 10×  Äæ. Ïëîòíîñòü áåíçèíà
0,8 êã/ë. Àâòîìîáèëü «Æèãóëè» ìàññîé 900 êã ïðè
åçäå ïî ïðÿìîé äîðîãå íà êðåéñåðñêîé ñêîðîñòè
90 êì/÷ ðàñõîäóåò 7 ë íà êàæäûå 100 êì â áåçâåòðåí-
íóþ ïîãîäó. ÊÏÄ äâèãàòåëÿ àâòîìîáèëÿ 30%. Ïðè
äâèæåíèè ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ ìîùíîñòü íóæíà
äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðåîäîëåâàòü òðåíèå î âîçäóõ. Íà
ñêîëüêî áîëüøå áåíçèíà áóäåò òðàòèòü àâòîìîáèëü,
åñëè îí áóäåò åõàòü ñ òîé æå ñêîðîñòüþ â ãîðêó ñ
ïîäúåìîì 1 ì íà êàæäûå 100 ì ïóòè ïðè âñòðå÷íîì
âåòðå ñî ñêîðîñòüþ 10 ì/ñ?

Çà îäèí ÷àñ àâòîìîáèëü ïîäíèìåòñÿ â ïîëå òÿæåñòè íà
âûñîòó 900 ì, ïðè ýòîì åãî ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ
óâåëè÷èòñÿ íà UD  = 8,1 ÌÄæ. Íà ýòî ïîòðåáóåòñÿ
äîïîëíèòåëüíî ñæå÷ü

8,1 ÌÄæ 1 êã
0,25 ë

40 ÌÄæ 0,8 êã ë
Um

V
Q

D ×
= = »

r ×

áåíçèíà. Ïðè òîé æå ñêîðîñòè àâòîìîáèëÿ îòíîñèòåëü-
íî äîðîãè åãî ñêîðîñòü îòíîñèòåëüíî âîçäóõà ñòàëà
áîëüøå íà 10 ì/ñ = 36 êì/÷. Â îòíîñèòåëüíîì
âûðàæåíèè ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ âîçäóõà âûðîñëà â

( )( )2
90 36 90 1,96+ =  ðàçà, ò.å. ïîòåðè íà òðåíèå ñòàëè

ïî÷òè â 2 ðàçà áîëüøå. È ïîýòîìó ïîòðåáóåòñÿ åùå
ñæå÷ü 0,96 7 ë 6,72 ë× =  áåíçèíà.
Èòîãî, íóæíî ïîòðàòèòü

(7 + 0,25 + 6,72) ë = 13,97 ë »  14 ë áåíçèíà.

Êîíå÷íî, ñèòóàöèÿ, ïðè êîòîðîé 90 êì ïðÿìîé äîðîãè
èìåþò ñîâåðøåííî îäèíàêîâûé íàêëîí ê ãîðèçîíòó è â
òå÷åíèå îäíîãî ÷àñà âåòåð íå ìåíÿåò íàïðàâëåíèÿ,
âñòðå÷àåòñÿ ðåäêî. Íî ýòî âñå-òàêè çàäà÷à ïî ôèçèêå ,
à íå ïî ãåîãðàôèè.

Æ.Èãóëüñêèé

Ô2281.  Øïðèö áåç èãëû íàïîëîâèíó çàïîëíåí âîäîé,
ïóçûðüêîâ âîçäóõà âíóòðè íåò, à âûõîäíîå îòâåð-
ñòèå çàêðûòî, íàïðèìåð, ïàëüöåì (ñì. ðèñóíîê). Ñ
êàêèìè ñèëàìè íóæíî òÿíóòü â ðàçíûå ñòîðîíû
øïðèö çà êîðïóñ è ïîðøåíü çà ðó÷êó, ÷òîáû âîäà
âíóòðè çàêèïåëà, åñëè åå íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà
24 C° ? Òðåíèåì ïîðøíÿ î ñòåíêè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.
Äàâëåíèå âîçäóõà 0p  = 100 êÏà. Íåäîñòàþùèå äàí-
íûå îòûùèòå ñàìîñòîÿòåëüíî.

Ðÿäîì ñî øïðèöåì íà ôîòîãðàôèè ïîêàçàíà ëèíåéêà ñ
ìèëëèìåòðîâûìè äåëåíèÿìè. Äèàìåòð ïîðøíÿ â òàêîì
øïðèöå ðàâåí D  = 20 ìì. Èç ñïðàâî÷íèêà óçíàåì, ÷òî
äàâëåíèå íàñûùåííîãî ïàðà âîäû ïðè 24 C°  ðàâíî
ïðèìåðíî íàñp  = 3 êÏÀ. Òîãäà íåîáõîäèìàÿ âåëè÷èíà



ñèë ðàâíà

( )
2
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Ñ.Âàðëàìîâ

Ô2282.  Íà ãîðèçîíòàëüíûé ñòîë, ïîêðûòûé ñóêíîì,
ïîñòàâèëè èãðàëüíûé êóáèê ìàññîé 3,5 ã è äëèíîé
ðåáðà 18,5 ìì. Ìàëåíüêèé óçåëîê íà òêàíè, íàõîäÿ-
ùèéñÿ âîçëå ñåðåäèíû ðåáðà êóáèêà, íå äàåò êóáèêó
ñêîëüçèòü â íàïðàâëåíèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîì ýòîìó
ðåáðó. Îöåíèòå ìèíèìàëüíóþ ñêîðîñòü âåòðà, äóþ-
ùåãî íàä ñòîëîì è îáäóâàþùåãî êóáèê, ïðè êîòîðîé
îí îïðîêèíåòñÿ ÷åðåç óçåëîê è ïîêàòèòñÿ ïî ñòîëó.

Ïîä êóáèêîì ìåæäó âîðñèíêàìè ñóêíà âîçäóõ äâèæåò-
ñÿ ñ âåñüìà ìàëîé ñêîðîñòüþ â ñðàâíåíèè ñî ñêîðîñòü þ
âåòðà è, ñîîòâåòñòâåííî, ñî ñêîðîñòüþ íàä âåðõíåé
ãðàíüþ êóáèêà. È ïåðåä êóáèêîì ïðàêòè÷åñêè îñòàíî-
âèâøèéñÿ âîçäóõ òîæå èìååò ìàëóþ ñêîðîñòü. À âîò çà
êóáèêîì âîçäóõ äâèæåòñÿ áûñòðî è òóðáóëåíòíî. Â
ðåçóëüòàòå óñëîâèÿ äëÿ îïðîêèäûâàíèÿ êóáèêà ñîçäà-
þò äâà ãëàâíûõ ôàêòîðà. Ïåðâûé ôàêòîð – ýòî òàê
íàçûâàåìîå ëîáîâîå ñîïðîòèâëåíèå, èëè ñîïðîòèâëå-
íèå ñðåäû, ïðîïîðöèîíàëüíîå äèíàìè÷åñêîìó äàâëå-
íèþ ñðåäû 2 2vr  è ïëîùàäè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ
äâèæóùåãîñÿ â ñðåäå ïðåäìåòà – äëÿ êóáèêà ýòî 2a :

( )22
2

2 2

vav
F k a k

rr
= = .

Ôîðìà êóáèêà íå îáòåêàåìàÿ, ïîýòîìó ÷èñëåííûé
êîýôôèöèåíò k â âûðàæåíèè äëÿ ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ
ðàâåí ïðèìåðíî åäèíèöå. Âòîðîé ôàêòîð – ýòî òàê
íàçûâàåìàÿ ïîäúåìíàÿ ñèëà, ïîÿâëÿþùàÿñÿ ïîòîìó,
÷òî íàä âåðõíåé ïîâåðõíîñòüþ êóáèêà âîçäóõ äâèæåòñÿ
áûñòðî, ïðàêòè÷åñêè ñî ñêîðîñòüþ âåòðà, à ïîä íèæíå é
ïîâåðõíîñòüþ âîçäóõ íå äâèæåòñÿ âîâñå. Â ðåçóëüòàòå ,
â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíîì Áåðíóëëè, ñòàòè÷åñêîå äàâë å-

íèå âîçäóõà âáëè-
çè íèæíåé ïîâåðõ-
íîñòè êóáèêà îêà-
çûâàåòñÿ áîëüøå, è
ðàçíîñòü äàâëåíèé
ñîçäàåò ýòó ñàìóþ
ïîäúåìíóþ ñèëó.
Âûðàæåíèå äëÿ
ïîäúåìíîé ñèëû
âûãëÿäèò òî÷íî òàê æå, êàê è âûðàæåíèå äëÿ ñèëû
ëîáîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ, è ñ òàêèì æå ÷èñëåííûì
êîýôôèöèåíòîì. Êðîìå òîãî, íà êóáèê äåéñòâóþò åùå
äâå ñèëû – ñèëà òÿæåñòè è ñèëà ðåàêöèè ñòîëà. Ïîêà
êóáèê íå äâèæåòñÿ, ñóììà âñåõ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà
íåãî, ðàâíà íóëþ è ðàâåí íóëþ ñóììàðíûé ìîìåíò âñåõ
ñèë îòíîñèòåëüíî ëþáîé îñè âðàùåíèÿ. Êîãäà ñêîðîñòü
âåòðà äîñòèãàåò ïðåäåëüíîé âåëè÷èíû, ìåñòî ïðèëîæå-
íèÿ ñèëû ðåàêöèè ñòîëà ñòàíîâèòñÿ îïðåäåëåííûì –
ýòî ðåáðî êóáèêà, óïèðàþùååñÿ â óçåëîê íà òêàíè.
Ìîìåíò ñèëû ðåàêöèè ñòîëà îòíîñèòåëüíî ðåáðà êóáè-
êà, âîêðóã êîòîðîãî îí áóäåò ïðîâîðà÷èâàòüñÿ, ðàâåí
íóëþ. Îòíîñèòåëüíî ýòîé æå îñè ïëå÷è îñòàëüíûõ ñèë
– òÿæåñòè, ïîäúåìíîé è ëîáîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ –
îäèíàêîâû è ðàâíû à/2. Ñèëà òÿæåñòè ñòðåìèòñÿ
ïîâåðíóòü êóáèê â îäíîì íàïðàâëåíèè, à äâå äðóãèå
ñèëû – â ïðîòèâîïîëîæíîì. Êðèòè÷åñêîå ïîëîæåíèå,
êîãäà êóáèê âîò-âîò îïðîêèíåòñÿ, ñîîòâåòñòâóåò ñîîò -
íîøåíèþ

( )2

2
2

va
Mg

r
= .

Îòñþäà è íàõîäèì ñêîðîñòü âåòðà (ïëîòíîñòü âîçäóõà
ïîëàãàåì ðàâíîé 31,2 êã ìr = ):

1
9 ì ñ

Mg
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a
= »

r
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À.Âåòðîâ
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Åùå îäíà äåòàëü

(Íà÷àëî ñì. íà 2-é ñòðàíèöå îáëîæêè)

Äåëàòü ãîëîâîëîìêó èç äåðåâà èëè ôàíåðû âîâñå íå
îáÿçàòåëüíî. Ìîæíî èñïîëüçîâàòü êàðòîí èëè ïëîòíóþ
áóìàãó – òîãäà ïîëó÷èòñÿ «ïëîñêàÿ» âåðñèÿ. Ñêîðåå â ñåãî,
âûéäåò íå òàê êðàñèâî è äîëãîâå÷íî, íî çàòî âû ãîðàçäî
áûñòðåå ñìîæåòå ðåøèòü ãîëîâîëîìêó. Îáðàòèòå âíèìàí èå,
÷òî â íàáîðå äåòàëåé êðîìå êóáèêà åñòü ÷åòûðå òåòðàìèíî,
÷åòûðå ïåíòàìèíî è ïî ÷åòûðå ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëü íèêà
äâóõ òèïîâ (ñì. ðèñóíîê). Êàòåòû ìåíüøåãî òðåóãîëüí èêà

ðàâíû 
37 1

2,54
2

-
»  è 3, êàòåòû áîëüøåãî ðàâíû 3 è

37 1
3,54

2
+

» . Çà åäèíèöó ïðèíÿòà ñòîðîíà êóáèêà, äëÿ

êîòîðîãî íóæíî íàéòè ìåñòî â ðàìêå. Ñòîðîíà ñàìîé ð àìêè

ðàâíà ñóììå ãèïîòåíóç òðåóãîëüíèêîâ, ò.å. 37 6 37 8,57+ » .
Íàäååìñÿ, ÷òî ýòà ãîëîâîëîìêà âàì ïîíðàâèòñÿ!

Å.Åïèôàíîâ
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– Ñàìî ñîáîé, – ñêàæóò òå, êòî óæå íàó÷èëñÿ îáðà-
ùàòüñÿ ñ êâàäðàòíûì òðåõ÷ëåíîì, ðåøàòü êâàäðàòíûå
óðàâíåíèÿ è ðèñîâàòü ãðàôèê êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè.
Îäíàêî è äëÿ íèõ çà÷àñòóþ íåîæèäàííîé îêàçûâàåòñÿ
âñòðå÷à ñ ïàðàáîëîé, îòêóäà íè âîçüìèñü ïîÿâèâøåéñÿ
â ôèçè÷åñêèõ äåêîðàöèÿõ. Îêàçûâàåòñÿ, ìíîãèå åå
îñîáåííîñòè ðàñêðûâàþòñÿ ïðè èíûõ, íåæåëè â ìàòåìà-
òèêå, îáñòîÿòåëüñòâàõ. À óæ êàê îíà ýòèìè îñîáåííîñ òÿ-
ìè áîãàòà!

Âíèêíèòå â ñîäåðæàíèå ýïèãðàôîâ, â êîòîðûõ èíîé
ðàç òðóäíî îòäåëèòü ôèçèêà îò ìàòåìàòèêà, – âåäü ðå ÷ü
â íèõ èäåò è î áîåâûõ äåéñòâèÿõ, è îá èññëåäîâàíèÿõ
äâèæåíèÿ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö, è îá îïòè÷åñêèõ ïðèáî-
ðàõ. Íå îáîéòèñü áåç ïàðàáîëû è ïðè ðàññìîòðåíèè
òðàåêòîðèé êîñìè÷åñêèõ êîðàáëåé. Ìíîæåñòâî ñïîðòèâ-
íûõ ñîñòÿçàíèé ñâÿçàíî ñ äâèæåíèåì ïî ïàðàáîëå:
ïîëåòû ìÿ÷à ïðè èãðå â òåííèñ, ôóòáîë èëè áàñêåòáîë,
òðàåêòîðèè òåë ïðè ìåòàíèè ÿäåð, êîïèé èëè äèñêîâ…
À îòðàæàòåëè äîìàøíèõ îáîãðåâàòåëåé èëè ëàìï â
ìåäèöèíñêèõ êàáèíåòàõ? À ðàçëåòàþùèåñÿ èñêðàìè
îãíè ñàëþòîâ è ôåéåðâåðêîâ? À ïîâåðõíîñòü ðàçìåøè-
âàåìîãî â ñòàêàíå ÷àÿ?..

Íå ðàç ïàðàáîëà àññèñòèðîâàëà ãëàâíûì ãåðîÿì ïðå-
äûäóùèõ âûïóñêîâ «Êàëåéäîñêîïà». Ïðèøëà ïîðà åé
ñàìîé âûéòè íà àâàíñöåíó íàøåé ðóáðèêè è ïîêàçàòü
ñåáÿ âî âñåé «ôèçè÷åñêîé êðàñå». Âïðî÷åì, è ñåãîäíÿ
îíà ïîðîé ïîñëóæèò íàì ëèøü âû÷èñëèòåëüíûì ïîäñïî-
ðüåì. Íî êàêèì âàæíûì è íàãëÿäíûì!

Âîïðîñû è çàäà÷è

1. Íà ðèñóíêå 1 ïðè-
âåäåí ãðàôèê ïðîåêöèè
óñêîðåíèÿ òåëà, äâèæó-
ùåãîñÿ ïðÿìîëèíåéíî.
Ïîñòðîéòå ãðàôèêè
ïðîåêöèè ïåðåìåùåíèÿ
è ïóòè â çàâèñèìîñòè
îò âðåìåíè, ñ÷èòàÿ íà-
÷àëüíóþ ñêîðîñòü ðàâ-
íîé íóëþ.

2. Èç îêíà àâòîìîáèëÿ ïàäàåò òÿæåëûé ïðåäìåò.
Áóäóò ëè ðàâíû âðåìåíà åãî ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ, åñëè
àâòîìîáèëü: à) íåïîäâèæåí; á) äâèæåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé
ñêîðîñòüþ; â) äâèæåòñÿ ñ ïîñòîÿííûì óñêîðåíèåì?

3. Äëÿ òåëà, áðîøåííîãî ïîä óãëîì a  ê ãîðèçîíòó ñ
íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ 0v , ïîñòðîéòå ãðàôèê çàâèñèìîñ-
òè âåðòèêàëüíîé ïðîåêöèè ñêîðîñòè yv  îò âåðòèêàëü-
íîé êîîðäèíàòû ó.

4. Òåëî áðîøåíî ãîä óãëîì a  ê ãîðèçîíòó ñ íà÷àëüíîé
ñêîðîñòüþ 0v . Íàéäèòå òî÷êó, â êîòîðîé åãî óñêîðåíèå
ìàêñèìàëüíî.

5. Â äàëåêîì êîñìîñå äâèæåòñÿ êîðàáëü, ñêîðîñòü
êîòîðîãî â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè ðàâíà 0v . Ïèëîò
êîðàáëÿ ñîáèðàåòñÿ ñîâåðøèòü ìàíåâð, â ðåçóëüòàòå
êîòîðîãî âåêòîð ñêîðîñòè äîëæåí ïîâåðíóòüñÿ íà 90 °  è
ñòàòü ñíîâà ðàâíûì ïî âåëè÷èíå 0v . Óñêîðåíèå êîðàáëÿ
íå äîëæíî ïðåâûøàòü çàäàííîé âåëè÷èíû à. ×åìó
ðàâíî ìèíèìàëüíîå âðåìÿ ìàíåâðà?

6. Ìûøîíîê ñòðåëÿåò èç ðîãàòêè òî÷íî â êîòà,
ñèäÿùåãî ïîîäàëü íà âåòêå äåðåâà. ×åðåç îäíó ñåêóíä ó
êàìåíü ïàäàåò íà çåìëþ â òî÷êó, íàõîäÿùóþñÿ íà îäíî é
âåðòèêàëè ñ êîòîì. Íà êàêîé âûñîòå íàõîäèëñÿ êîò?

7. Èç òî÷êè À ñâîáîäíî ïàäàåò òåëî (ðèñ.2). Îäíîâðå-
ìåííî èç òî÷êè Â áðîñàþò äðóãîå òåëî òàê, ÷òîáû îáà
òåëà ñòîëêíóëèñü â ïîëå-
òå. Îòíîøåíèå âûñîòû Í
ê ðàññòîÿíèþ s ðàâíî 3 .
Ïîä êàêèì óãëîì ê ãîðè-
çîíòó íàäî áðîñèòü òåëî
èç òî÷êè Â?

8. Ïî÷åìó âîäîñëèâíàÿ
÷àñòü ïëîòèíû êðóïíîé
ãèäðîýëåêòðîñòàíöèè ñî
ñòîðîíû íèæíåãî áüåôà
(÷àñòü ðåêè íèæå ñòàí-
öèè) èìååò ïàðàáîëè÷åñ-
êóþ ïîâåðõíîñòü?

9. Êðàòêîâðåìåííîå ñîñòîÿíèå íåâåñîìîñòè (â òå÷åíèå
30–40 ñåêóíä) ìîæíî ïîëó÷èòü â êàáèíå ñàìîëåòà. Êàê
ýòîãî äîñòè÷ü?

…áðîñàåìûå òåëà èëè ñíàðÿäû îïèñûâàþò íåêîòîðóþ
êðèâóþ ëèíèþ; íî òîãî, ÷òî ëèíèÿ ýòà ÿâëÿåòñÿ ïàðàá îëîé,
íèêòî íå óêàçàë.

Ãàëèëåî Ãàëèëåé

…ñëó÷àåòñÿ, ÷òî òåëà ïðîèçâîäÿò ñëîæíîå äâèæåíèå,
ñîñòàâëåííîå èç ðàâíîìåðíîãî äâèæåíèÿ… è èç äâèæåíè ÿ,
âûçâàííîãî âåñîì è íàïðàâëåííîãî ïî âåðòèêàëè âíèç.

Õðèñòèàí Ãþéãåíñ

…ÿ ðàññìîòðåë êðèâîëèíåéíûå äâèæåíèÿ òåë, êîòîðûå
âîçíèêàþò, êîãäà íàïðàâëåíèå äâèæóùèõ ñèë íå ñîâïàä à-

åò ñ íàïðàâëåíèåì áðîøåííîãî òåëà.
Ëåîíàðä Ýéëåð

Êàçàëîñü, ÷òî, ïîâòîðÿÿ îïûò Ãåðöà ïðè î÷åíü âûñîêî é
ðàçðåæåííîñòè, ìîæíî áóäåò îáíàðóæèòü îòêëîíåíèå êà -
òîäíûõ ëó÷åé ïîä äåéñòâèåì ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé ñèëû.

Äæîçåô Äæîí Òîìñîí

…çåðêàëî òåëåñêîïà è áûëî èçãîòîâëåíî èìåííî â ôîðì å
ïàðàáîëû.

Ðè÷àðä Ôåéíìàí

ïàðàáîëà ?À òàê ëè õîðîøî çíàêîìà âàì

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2



10. Òåëî áðîøåíî ïîä óãëîì ê ãîðèçîíòó. Â êàêèõ
òî÷êàõ åãî òðàåêòîðèè ìîùíîñòü ñèëû òÿæåñòè èìååò
íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ?

11. Êðàé ãëàäêîãî ãîðèçîíòàëüíîãî ñòîëà èìååò çàê-
ðóãëåíèå ðàäèóñîì R. Ñ êàêîé íàèìåíüøåé ñêîðîñòüþ
íóæíî ïóñòèòü ïî ñòîëó íåáîëüøîå òåëî, ÷òîáû îíî,
äîñòèãíóâ çàêðóãëåíèÿ, ñðàçó ïîëåòåëî ïî ïàðàáîëå?

12. Â U-îáðàçíóþ òðóáêó íàëèòà âîäà. Òðóáêà ïðèâî-
äèòñÿ âî âðàùåíèå ñ íåêîòîðîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ
âîêðóã âåðòèêàëüíîé îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç îäíî èç
êîëåí òðóáêè. Êàêóþ ôîðìó ïðèíèìàåò ïîâåðõíîñòü
âîäû â îáîèõ êîëåíàõ òðóáêè?

13. Èçîáðàçèòå â êîîðäèíàòàõ ð, Ò ïðîöåññ, ïðîâîäè-
ìûé ñ èäåàëüíûì ãàçîì è ïðèâåäåííûé íà ðèñóíêå 3.

14. Ïî êàêîìó çàêîíó áóäåò ìåíÿòüñÿ òåìïåðàòóðà
èäåàëüíîãî ãàçà â ïðîöåññå ëèíåéíîãî ïåðåõîäà èç
ñîñòîÿíèÿ 1 â ñîñòîÿíèå 2, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 4?
Â íà÷àëå è â êîíöå ïðîöåññà òåìïåðàòóðà îäíà è òà æ å.

15. Â ïðîñòðàíñòâî âáëèçè áåñêîíå÷íîé ïëîñêîé òîí-
êîé ðàâíîìåðíî çàðÿæåííîé ñåòêè âëåòàåò ýëåêòðîí.
Êàêèìè áóäóò òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ýëåêòðîíà ïðè
èçìåíåíèè âåëè÷èíû åãî íà÷àëüíîé ñêîðîñòè, åñëè
ñåòêà çàðÿæåíà: à) îòðèöàòåëüíî; á) ïîëîæèòåëüíî?

16. Ïîñòðîéòå ãðàôèê çàâèñèìîñòè ìîùíîñòè, âûäå-
ëÿåìîé â ðåîñòàòå, ïîäêëþ÷åííîì ê èñòî÷íèêó òîêà ñ
ÝÄÑ E  è âíóòðåííèì ñîïðîòèâëåíèåì r, îò âåëè÷èíû
ñèëû òîêà.

17. Åñëè ñêâîçü ãîðèçîíòàëüíóþ òðóáêó ñ ïðîòåêàþ-
ùåé âîäîé ïðîïóñòèòü óçêèé ïó÷îê ñâåòà, òî ïðè îïðå -
äåëåííîé ñêîðîñòè èñòå÷åíèÿ âîäû èç òðóáêè îêàçûâà-
åòñÿ îñâåùåííûì òîëüêî ìåñòî ïàäåíèÿ ñòðóè íà çåìëþ .
Êàê ýòî îáúÿñíèòü?

Ìèêðîîïûò

Àáàæóð ëàìïû, èñïóñêàþùåé êîíè÷åñêèé ïó÷îê ñâå-
òà, íàïðàâüòå â çàòåìíåííîé êîìíàòå íà ïîáåëåííóþ
ñòåíó èëè ïîòîëîê – íà «ýêðàí». Ïåðåìåùàÿ è ïîâîðà-
÷èâàÿ ëàìïó, ïîëó÷èòå íà «ýêðàíå» ðàçëè÷íûå êîíòóðû
ñâåòëûõ îáëàñòåé. Êàêóþ îíè áóäóò èìåòü ôîðìó?

Ëþáîïûòíî, ÷òî…

…äðåâíåãðå÷åñêèé ìàòåìàòèê Àïîëëîíèé Ïåðãñêèé â
ñâîåì ñî÷èíåíèè «Êîíè÷åñêèå ñå÷åíèÿ», ðàññìîòðåâ
ïàðàáîëó êàê ñå÷åíèå êîíóñà, îáíàðóæèë, ÷òî ýòà êðè -
âàÿ – ïðåäåëüíûé ñëó÷àé ýëëèïñà. Òàêæå ó÷åíûé ïîëó-
÷èë, ïðàâäà â ñëîâåñíîé ôîðìå, åå óðàâíåíèå è, ñîá-
ñòâåííî, ââåë ñàì òåðìèí «ïàðàáîëà».

…ê èçó÷åíèþ äâèæåíèÿ òåëà, áðîøåííîãî ïîä óãëîì
ê ãîðèçîíòó, ó÷åíûõ ïîäòàëêèâàëè ïîòðåáíîñòè àðòèë-
ëåðèñòîâ. Ðàáîòû ãåíèàëüíîãî ñàìîó÷êè Íèêêîëî Òàð-

òàëüè áûëè ðàçâèòû Ãàëèëåî Ãàëèëååì è åãî ó÷åíèêîì
Ýâàíäæåëèñòà Òîððè÷åëëè, ÷òî ïîçâîëèëî îïðåäåëèòü
ïàðàáîëè÷åñêóþ ôîðìó òðàåêòîðèè ñíàðÿäîâ, âû÷èñ-
ëèòü âûñîòó è äàëüíîñòü èõ ïîëåòà è ñîñòàâèòü «òàáë èöó
äëÿ ñòðåëüáû, èìåþùóþ âàæíîå ïðàêòè÷åñêîå çíà÷å-
íèå».

…ëåãêîàòëåòû – ìåòàòåëè è ïðûãóíû – äîáèâàþòñÿ
ðåêîðäíûõ ðåçóëüòàòîâ, âåñüìà áëèçêèõ ê òåîðåòè÷åñ-
êîìó ïðåäåëó. Òàê, îöåíêà ìàêñèìàëüíîé äàëüíîñòè
ïðè ïðûæêàõ â äëèíó äàåò ïðèìåðíî 9,2 ìåòðà, ìèðîâî é
æå ðåêîðä ñîñòàâëÿåò 8,95 ìåòðà. Â èäåàëå ýòà äàëüíîñòü
äîëæíà â÷åòâåðî ïðåâûøàòü ïîäúåì ñàìîé âûñîêîé
òî÷êè ïàðàáîëè÷åñêîé òðàåêòîðèè.

…Èñààê Íüþòîí íå òîëüêî îáúÿñíèë íàéäåííûå Èîãàí-
íîì Êåïëåðîì çàêîíîìåðíîñòè íåáåñíîé ìåõàíèêè, íî è
äîêàçàë, ÷òî ïëàíåòû ìîãóò äâèãàòüñÿ ëèáî ïî ýëëèïñ àì
– çàìêíóòûì îðáèòàì, ëèáî ïî ãèïåðáîëàì – ðàçîìêíó-
òûì òðàåêòîðèÿì, ëèáî ïî ïàðàáîëàì, îòäåëÿþùèì
ïåðâûå îò âòîðûõ. Îñîáåííîñòü ïàðàáîëè÷åñêîé òðàåê-
òîðèè ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðè óäàëåíèè ïî íåé ëþáîãî
òåëà îò ïðèòÿãèâàþùåãî öåíòðà íà áåñêîíå÷íîñòü åãî
ñêîðîñòü ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Ýòî ïîçâîëÿåò ðàññ÷èòàòü
âòîðóþ êîñìè÷åñêóþ ñêîðîñòü – òàê íàçûâàåìóþ ñêî-
ðîñòü îñâîáîæäåíèÿ  «îò îêîâ òÿãîòåíèÿ».

…íåóäà÷à îïûòîâ Ãåíðèõà Ãåðöà ñ êàòîäíûìè ëó÷àìè
çàêëþ÷àëàñü íå òîëüêî â íåäîñòàòî÷íûõ ðàçðåæåíèÿõ
ãàçà è ñëàáûõ ïîëÿõ â èññëåäîâàòåëüñêèõ òðóáêàõ, íî  è
â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ýòè ëó÷è – íîâûé âèä ýëåêòðîìà ã-
íèòíûõ âîëí. Êîãäà æå Äæîçåô Òîìñîí ñòàë èñïîëüçî-
âàòü áîëåå ñèëüíûå ýëåêòðè÷åñêèå ïîëÿ, ôàêò îòêëîíå -
íèÿ èìè êàòîäíûõ ëó÷åé, ïðè÷åì ïî ïàðàáîëè÷åñêèì
òðàåêòîðèÿì, ñòàë î÷åâèäíûì è ïðèâåë â èòîãå ê îòêð û-
òèþ íå íîâûõ âîëí, à ýëåìåíòàðíîé ÷àñòèöû – ýëåêòðî íà.

…âûõîäÿùèé èç ôîêóñà ïàðàáîëû (òî÷íåå, çåðêàëü-
íîãî ïàðàáîëîèäà) ïó÷îê ñâåòîâûõ ëó÷åé, îòðàçèâøèñü
îò åå ïîâåðõíîñòè, ñòàíîâèòñÿ ïàðàëëåëüíûì. Ñåãîäíÿ
íà ýòîì ïðèíöèïå ðàáîòàþò ïàðàáîëè÷åñêèå àíòåííû,
çåðêàëà ëàçåðîâ è òåëåñêîïîâ-ðåôðàêòîðîâ, åãî èñïîë ü-
çóþò â îòðàæàòåëÿõ àâòîìîáèëüíûõ ôàð, ïðîæåêòîðîâ
è äàæå êàðìàííûõ ôîíàðèêîâ.

…íåäàâíèå èññëåäîâàíèÿ ïðîñòåéøåé è, êàçàëîñü áû,
äîñêîíàëüíî èçó÷åííîé íåëèíåéíîé ôóíêöèè – êâàä-
ðàòíîãî òðåõ÷ëåíà ïîçâîëèëè îáíàðóæèòü íåîæèäàí-
íûå ýôôåêòû, ñâÿçàííûå ñ ïåðåõîäîì ðàçëè÷íûõ ñèñ-
òåì è ïðîöåññîâ èç óïîðÿäî÷åííûõ ðåæèìîâ ïîâåäåíèÿ
â õàîòè÷åñêèå. Íàïðèìåð, îáðàçîâàíèå ñêà÷êîîáðàçíûõ
ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ, âîçíèêíîâåíèå òóðáóëåíòíîñòè èëè
èçìåíåíèå ôèçèîëîãè÷åñêèõ ðèòìîâ ó æèâîòíûõ è ÷åëî-
âåêà.

×òî ÷èòàòü â «Êâàíòå» î ïàðàáîëå
(ïóáëèêàöèè ïîñëåäíèõ ëåò)

1. «Ýëåêòðè÷åñêèå ìàøèíû è âûáîð ðåæèìà» – 2006,
¹5, ñ.29;

2. «Êàëåéäîñêîï «Êâàíòà» – 2009, ¹1, ñ.32;
3. «Î äèíàìèêå êðèâîëèíåéíîãî äâèæåíèÿ» – 2009,

Ïðèëîæåíèå ¹1, ñ.102;
4. «Íåðàâåíñòâî Êîøè â çàäà÷àõ ïî ôèçèêå» – 2010, ¹ 3,

ñ.50;
5. «Ñêîðîñòü è óñêîðåíèå» – 2011, ¹1, ñ.34;
6. «Ðàâíîóñêîðåííîå äâèæåíèå ïî ïðÿìîé» – 2011, ¹1,

ñ.51.
Ìàòåðèàë ïîäãîòîâèë À.Ëåîíîâè÷
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Çàäà÷è

Ýòè çàäà÷è ïðåäíàçíà÷åíû ïðåæäå âñåãî ó÷àùèìñÿ 6–8
êëàññîâ.

Çàäà÷è âçÿòû èç æóðíàëà «Êâàíòèê». È
ëë

þñ
òð

àö
èè
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1. Êîãäà çèìîé Òîëÿ Âòóëêèí åäåò â àâòîáóñå, òî îí
ïðåäïî÷èòàåò äåðæàòüñÿ çà ñïèíêó ïëàñòìàññîâîãî
êðåñëà, à íå çà ìåòàëëè÷åñêèå ïîðó÷íè. À ëåòîì –
íàîáîðîò. Ïî÷åìó îí òàê ïîñòóïàåò?

Ñ.Äâîðÿíèíîâ

2. Åñëè Äîáðûíÿ Íèêèòè÷ ñòóêíåò ïî ÷óäî-áåðåçå, òî
ñ íåå óïàäóò ÿáëîêî è äâà áàíàíà. Åñëè Èëüÿ Ìóðîìåö
– òî ÿáëîêî è äâà àïåëüñèíà. À åñëè Àëåøà Ïîïîâè÷
– òî ÿáëîêî, áàíàí è àïåëüñèí. Ïîñëå òîãî êàê áîãàò û-
ðè ïîñòó÷àëè ïî ÷óäî-áåðåçå, ó íèõ îêàçàëîñü 2000
àïåëüñèíîâ, 1000 áàíàíîâ è íåñêîëüêî ÿáëîê. Ñêîëüêî
èìåííî?

Å.Áàêàåâ

3. Âî âðåìåíà ïàðîâîçîâ íà êðóïíûõ ñòàíöèÿõ è â
ëîêîìîòèâíûõ äåïî óñòðàèâàëè ïîâîðîòíûå êðóãè –
íà ýòèõ êðóãàõ ðàçâîðà÷èâàëè ïàðîâîçû. Ïàðîâîç çà-
åçæàë ñ ïóòåé ïåðåäîì íà ðåëüñîâûé äèàìåòð òàêîãî
êðóãà, äèàìåòð ñîâåðøàë ïîâîðîò íà 180 ãðàäóñîâ, è
ïàðîâîç âîçâðàùàëñÿ íà òîò æå ñàìûé ïóòü. Ïî÷åìó
æå â íàøè äíè îáû÷íî îáõîäÿòñÿ áåç ïîâîðîòíûõ
êðóãîâ?

Ñ.Äâîðÿíèíîâ

4. Ó Ìàëûøà è Êàðëñîíà åñòü ìíîãî ïðÿìîóãîëüíûõ
êàðòî÷åê, íà êàæäîé íàïèñàíî «6» èëè «+». Îíè ñåëè
çà ñòîë äðóã íàïðîòèâ äðóãà è âûëîæèëè íàóãàä øåñòü
êàðòî÷åê â îäèí ðîâíûé ðÿä. Ïîòîì êàæäûé òî÷íî
ïîäñ÷èòàë çíà÷åíèå óâèäåííîãî èì âûðàæåíèÿ. Ìîãëî
ëè ó Êàðëñîíà ïîëó÷èòüñÿ ðîâíî íà 3000 áîëüøå?
Ïåðåâåðíóòûé ïëþñ âûãëÿäèò êàê ïëþñ, ïåðåâåðíóòàÿ
øåñòåðêà – êàê äåâÿòêà. (Íàïðèìåð, åñëè îäèí âèäèò
69 + 9 + 6, òî äðóãîé âèäèò 9 + 6 + 69.)

Å.Áàêàåâ

5. Êîãäà øàðèêîâûõ ðó÷åê åùå íå áûëî, ó÷åíèêè
ïðèíîñèëè â êëàññ è ñòàâèëè íà ïàðòû ÷åðíèëüíèöû-
íåïðîëèâàéêè. Ýòî òàêèå ñîñóäû, â êîòîðûå ëåãêî
áûëî îêóíóòü ïåðî, íî ÷åðíèëà èç íèõ íå âûëèâàëèñü,
êàê áû èõ íè êðóòèëè è íè îïðîêèäûâàëè. À êàê îíè
áûëè óñòðîåíû? Ïðèäóìàéòå è íàðèñóéòå ñõåìó.

Ñ.Äâîðÿíèíîâ
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Ì åíüøå çíàåøü – êðåï÷å ñïèøü
È.ÀÊÓËÈ×

– Ñóäàðü, – ñêàçàë Ïëàíøå, – íàäî âàì çíàòü… õîòÿ,
â ñóùíîñòè, âàì, ïîæàëóé, ýòîãî è çíàòü íå íàäî.

À.Äþìà. Äâàäöàòü ëåò ñïóñòÿ

Ì ÅÆÄÓÍÀÐÎÄÍÛÉ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÊÎÍÊÓÐÑ  «ÊÅÍ -
ãóðó» ïðîâîäèòñÿ íå îäèí äåñÿòîê ëåò, âûçûâàåò

áîëüøîé èíòåðåñ ó øêîëüíèêîâ è ïîëüçóåòñÿ çàñëó-
æåííîé ïîïóëÿðíîñòüþ. Åãî ãëàâíàÿ îñîáåííîñòü –
îòñóòñòâèå íàìåðåííî çàêîâûðèñòûõ, ñïåöèôè÷åñêèõ
çàäà÷, îäîëåòü êîòîðûå ñïîñîáíû, êàê ïðàâèëî, ëèøü

ñïåöèàëüíî îáó÷åííûå «îëèìïèàäíèêè». Èíà÷å ãîâî-
ðÿ, «Êåíãóðó» – ìàññîâûé êîíêóðñ, ïðîâîäèìûé ïîä
ëîçóíãîì «Ìàòåìàòèêà äëÿ âñåõ», â ÷åì åãî íåñîìíåí-
íîå äîñòîèíñòâî (ïîäðîáíîñòè î êîíêóðñå ìîæíî
ïîñìîòðåòü íà ñàéòå mathkang.ru).

Îäíî èç çàäàíèé äëÿ 3–4 êëàññîâ çà 2011 ãîä
ïîñëóæèëî îñíîâîé äëÿ òàêîé çàäà÷è.

Âîñåìü êðóæî÷êîâ (4 áåëûõ è 4 ñåðûõ) ðàñïîëîæåíû
â âèäå êâàäðàòà. Â íèõ âïèñàíû ÷èñëà îò 1 äî 8 (â
êàæäûé êðóæî÷åê – ïî îäíîìó ÷èñëó) òàê, ÷òî íà
êàæäîé ñòîðîíå êâàäðàòà ñóììà ÷èñåë ðàâíà 13. Ïðè
ýòîì ðàñïîëîæåíèå òðåõ ÷èñåë óæå óêàçàíî (ðèñ.1).Îïóáëèêîâàíî â æóðíàëå «Êâàíòèê» ¹1 çà 2013 ãîä.

Ìû ïðîäîëæàåì î÷åðåäíîé êîíêóðñ ïî ðåøåíèþ ìàòåìàòè ÷åñêèõ çàäà÷ äëÿ ó÷àùèõñÿ 6–8 êëàññîâ. Ðåøåíèÿ çàäà ÷
âûñûëàéòå â òå÷åíèå ìåñÿöà ïîñëå ïîëó÷åíèÿ ýòîãî íî ìåðà æóðíàëà ïî àäðåñó: 119296 Ìîñêâà, Ëåíèíñêèé ïð îñïåêò,
64-À, «Êâàíò» èëè ïî ýëåêòðîííîìó àäðåñó: math@kvan t.ras.ru (ñ ïîìåòêîé «Êîíêóðñ «Ìàòåìàòèêà 6–8»). Íå  çàáóäüòå
óêàçàòü èìÿ, êëàññ è äîìàøíèé àäðåñ.

Êàê è ïðåæäå, ìû ïðèâåòñòâóåì ó÷àñòèå â êîíêóðñå íå  òîëüêî îòäåëüíûõ øêîëüíèêîâ, íî è ìàòåìàòè÷åñêèõ ê ðóæêîâ.
Ðóêîâîäèòåëåé êðóæêîâ ïðîñèì óêàçàòü ýëåêòðîííûé àä ðåñ èëè êîíòàêòíûé òåëåôîí. Ïî òðàäèöèè, êðóæêè-ïîá åäèòåëè
çàî÷íîãî êîíêóðñà ïðèãëàøàþòñÿ íà ôèíàëüíûé î÷íûé ò óðíèð.

Êîíêóðñ èìåíè À.Ï.Ñàâèíà
«Ìàòåìàòèêà 6–8»

11. Ïðîñòûå ÷èñëà çàíóìåðîâàëè â ïîðÿäêå èõ âîçðà-
ñòàíèÿ (ïåðâîå – 2, âòîðîå – 3, òðåòüå – 5, ÷åòâåðò îå
– 7, ïÿòîå – 11 è òàê äàëåå). Äîêàæèòå, ÷òî, íà÷èíà ÿ ñ
12-ãî ïðîñòîãî ÷èñëà, êàæäîå èç íèõ áîëüøå ñâîåãî
óòðîåííîãî íîìåðà.

Â.Ñåíäåðîâ

12. Ìàëûø è Êàðëñîí èãðàþò â èãðó. Ñíà÷àëà ó íèõ
åñòü îäíà êó÷à èç 100 êîíôåò. Çà îäèí õîä Ìàëûø ëèá î
äåëèò îäíó èç êó÷ íà äâå, ëèáî ñúåäàåò îäíó êîíôåòó
èç ëþáîé êó÷è. Êàðëñîí çà îäèí õîä ñúåäàåò ëþáóþ
êó÷ó öåëèêîì. Õîäÿò ïî î÷åðåäè, íà÷èíàåò Ìàëûø.
Âûèãðûâàåò òîò, êòî ñúåñò ïîñëåäíþþ êîíôåòó. Êòî èç
èãðîêîâ ìîæåò ãàðàíòèðîâàòü ñåáå âûèãðûø, êàê áû
íè èãðàë åãî ñîïåðíèê?

Å.Åïèôàíîâ

13. Íàéäóòñÿ ëè òðè ÷èñëà A, B è C, áîëüøèå ìèëëè-
îíà è òàêèå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå

(A +  B – C )( B + C – A)( C + A – B)
áîëüøå íóëÿ, íî ìåíüøå îäíîé ìèëëèîííîé?

Ã.Ãàëüïåðèí

14. Èç âåðøèí âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà îïóñòè-
ëè ïåðïåíäèêóëÿðû íà åãî äèàãîíàëè. Îêàçàëîñü, ÷òî
äëèíà ëþáîé äèàãîíàëè íå áîëüøå ñóììû äëèí îïó-

ùåííûõ íà íåå ïåðïåíäèêóëÿðîâ. Íàéäèòå óãîë ìåæäó
îòðåçêàìè, ñîåäèíÿþùèìè ñåðåäèíû ïðîòèâîëåæà-
ùèõ ñòîðîí ÷åòûðåõóãîëüíèêà.

È. Âàéíøòåéí

15. à) Áîðå äàëè äîñêó äëÿ èãðû â ãåêñàãîíàëüíûå
øàõìàòû, ïîëÿìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ïðàâèëüíûå øåñ-
òèóãîëüíèêè (ñì. ðèñóíîê),
è 91 ôèøêó. Çàòåì âçÿëè
åùå 10 ôèøåê, ðàññòàâèëè
èõ íà äîñêå è ðàçðåøèëè
Áîðå äîáàâëÿòü åãî ôèøêè
íà ñâîáîäíûå ïîëÿ ïî òàêî-
ìó ïðàâèëó. Åñëè ó ñâîáîä-
íîãî ïîëÿ íå ìåíåå ÷åì íà
òðåõ ñîñåäíèõ ïîëÿõ ñòîèò
ïî ôèøêå, òî íà ýòî ïîëå
òîæå ìîæíî ïîñòàâèòü ôèø-
êó. Ñîñåäíèìè ñ÷èòàþòñÿ
ïîëÿ, èìåþùèå îáùóþ ñòî-
ðîíó. Ìîæåò ëè ñëó÷èòüñÿ òàê, ÷òî Áîðÿ çàñòàâèò
ôèøêàìè âñå ñâîáîäíûå ïîëÿ äîñêè?

á) Òîò æå âîïðîñ äëÿ ñëó÷àÿ,  êîãäà íà ïîëå ðàññòà-
âèëè 11 ôèøåê.

Â.Æóðàâëåâ
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×åìó ðàâíà ñóììà ÷è-
ñåë â ñåðûõ êðóæî÷êàõ?

Äëÿ ïðîáû ÿ ïðåäëî-
æèë ýòó çàäà÷ó ñâîåìó
ñîñåäó – ñåìèêëàññíè-
êó Îëåãó. Ñïðàâåäëè-
âîñòü òðåáóåò îòìåòèòü,
÷òî îí åå îäîëåë è äàæå
ñóìåë ïîäðîáíî ðàçúÿñ-
íèòü ñâîå ðåøåíèå, ñóòü
êîòîðîãî ìîæíî ïåðå-
ñêàçàòü òàê.

– Ñíà÷àëà ÿ ïðîáîâàë äåéñòâîâàòü ïîäáîðîì, íî
ïîòîì ïîíÿë, ÷òî ýòî ñëèøêîì äîëãî è êàêèå-òî ðåøå-
íèÿ ÿ ìîãó ïðîñòî ïðîïóñòèòü. Äîëãî äóìàë, êàê áûòü ,
ïîêà íå çàäàëñÿ âîïðîñîì: à êóäà ìîæíî ïîñòàâèòü
ïÿòåðêó? Îíà íå ìîæåò áûòü â îäíîé ãîðèçîíòàëè ñ
âîñüìåðêîé, ïîòîìó ÷òî 5 + 8 = 13, è åñëè â òðåòèé
êðóæî÷åê òîé æå ãîðèçîíòàëè ïîñòàâèòü ëþáîå  îñòàâ-
øååñÿ ÷èñëî, òî ñóììà áóäåò ÿâíî áîëüøå 13. Ïî òîé æå
ïðè÷èíå ïÿòåðêà íå ìîæåò ëåæàòü è â îäíîé âåðòèêàëè

ñ âîñüìåðêîé. ×òî æå
îñòàåòñÿ? Òîëüêî òðè
êðóæî÷êà, íî â äâóõ
èç íèõ óæå ïîñòàâëå-
íû ÷èñëà 6 è 7. Ïîýòî-
ìó ÷èñëî 5 ìîæåò çà-
íèìàòü åäèíñòâåííîå
ìåñòî: â ïðàâîì íèæ-
íåì êðóæî÷êå. Íó, à
ïîñëå ýòîãî ÷èñëà â
îñòàëüíûõ êðóæî÷êàõ
îïðåäåëÿþòñÿ áåç òðó-

äà, èñõîäÿ èç òîãî, ÷òî ñóììà ÷èñåë ïî âñåì ñòîðîíà ì
êâàäðàòà ðàâíà 13. Íàïðèìåð, â ëåâîì íèæíåì êðóæî÷-
êå äîëæíî áûòü ÷èñëî 13 – (7 + 5) = 1, â ïðàâîì
âåðõíåì 13 – (6 + 5) = 2 è òàê äàëåå. Èòîãîâîå ðàñ-
ïîëîæåíèå ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 2. Íó, à ñóììà ÷èñåë â
ñåðûõ êðóæî÷êàõ ðàâíà 8 + 2 + 1 + 5 = 16.

– Óìíèöà! – ïîõâàëèë ÿ åãî. – Íå îñðàìèë ÷åñòü
ñåìèêëàññíèêà ïåðåä òðåòüèì è äàæå ÷åòâåðòûì êëàñ-
ñîì!

– Íî, – ìíîãîçíà÷èòåëüíî äîáàâèë Îëåã, – ÿ îáíà-
ðóæèë â óñëîâèè ëèøíèå äàííûå !

– Ýòî êàêèå? – óäèâèëñÿ ÿ.
– Øåñòåðêà è ñåìåðêà! Îêàçûâàåòñÿ, äîñòàòî÷íî

óêàçàòü ðàñïîëîæåíèå òîëüêî âîñüìåðêè, ò.å. èñõîäíà ÿ
êàðòèíêà ìîãëà âûãëÿäåòü, êàê íà ðèñóíêå 3.

– Íó-êà, ïîÿñíè.
– ß ïîäóìàë: åñëè äëÿ

ïÿòåðêè äîïóñòèìû òîëü-
êî òðè êðóæî÷êà, òî ýòî
òåì áîëåå âåðíî äëÿ øå-
ñòåðêè è ñåìåðêè! Çíà-
÷èò, ýòè òðè ÷èñëà äîëæ-
íû ëåæàòü â òåõ æå òðåõ
«ðàçðåøåííûõ» êðóæî÷-
êàõ, íî âîò âîïðîñ: îáÿ-
çàòåëüíî ëè â òîì æå
ïîðÿäêå? Ñðàçó âèäíî,

÷òî øåñòåðêà è ñåìåðêà íå ìîãóò íàõîäèòüñÿ íà îäíîé
ãîðèçîíòàëè – âåäü 6 + 7 = 13 è ñóììà èõ ñ òðåòüèì
÷èñëîì òîé æå ãîðèçîíòàëè ïðåâûñèò 13. Òî÷íî òàê æå
îíè íå ìîãóò áûòü â îäíîé âåðòèêàëè. Çíà÷èò, â ïðàâ îì
íèæíåì óãëó – íåïðåìåííî ïÿòåðêà, à øåñòåðêà è
ñåìåðêà ðàñïîëîæå-
íû ëèáî êàê â óñëî-
âèè èñõîäíîé çàäà-
÷è, ëèáî ñèììåòðè÷-
íî îòíîñèòåëüíî äè-
àãîíàëè. Ïîòîìó èòî-
ãîâîå ðàñïîëîæåíèå
÷èñåë – ëèáî òî, êî-
òîðîå ÿ íàøåë, ëèáî
ñèììåòðè÷íîå åìó
(ðèñ.4).

Íî íàñ-òî èíòåðåñó-
åò íå ðàñïîëîæåíèå ÷èñåë, à òîëüêî ñóììà òåõ èç íèõ ,
÷òî íàõîäÿòñÿ â ñåðûõ êðóæî÷êàõ. Ýòè öèôðû – òå æå
ñàìûå, òàê ÷òî è ñóììà èõ îñòàíåòñÿ íåèçìåííîé – 16 .

×òî òóò ñêàçàòü? Ìîëîäåö ïàðåíü! Îäíàêî îí áûë
âåñüìà óäèâëåí, êîãäà óçíàë, ÷òî è åäèíñòâåííàÿ
âîñüìåðêà – òîæå ëèøíèå äàííûå ! Èíà÷å ãîâîðÿ,
ìîæíî áûëî âîîáùå íå óêàçûâàòü íè îäíîãî  ÷èñëà â
êðóæî÷êàõ. Áîëåå òîãî –
ðåøåíèå ïðè ýòîì åùå è
óïðîùàåòñÿ.

Èòàê, ïóñòü íå óêàçàíî
ïîëîæåíèå íè îäíîãî èç
÷èñåë. Îáîçíà÷èì èõ çíà-
÷åíèÿ (ïîêà íåèçâåñòíûå)
áóêâàìè òàê, êàê ïîêàçàíî
íà ðèñóíêå 5.

Òîãäà, ñîãëàñíî óñëîâèþ,
âûïîëíÿþòñÿ ÷åòûðå òàêèõ
ðàâåíñòâà:

À + Á + Â = 13,  Â + Ã + Ä = 13,

Ä + Å + Æ = 13,   Æ + È + À = 13.

Äàâàéòå èõ ñëîæèì. Â ïðàâîé ÷àñòè áóäåò, ïîíÿòíîå
äåëî, ÷èñëî 13 ×4 = 52. À â ëåâîé? Òàì îêàæåòñÿ ñóììà
çíà÷åíèé âñåõ áóêâ, ïðè÷åì íåêîòîðûå èç íèõ âñòðåòÿ ò-
ñÿ îäèí ðàç, à äðóãèå – äâàæäû. Ïîýòîìó äëÿ óäîáñòâ à
ïðåäñòàâèì ñóììàðíîå âûðàæåíèå â òàêîì âèäå (óáå-
äèòåñü â åãî ñïðàâåäëèâîñòè!):
(À + Á + Â + Ã + Ä + Å + Æ + È) +

 + (À + Â + Ä + Æ) = 52.
Çàìåòèì, ÷òî â ïåðâûõ ñêîáêàõ íàõîäèòñÿ ñóììà âñåõ
èìåþùèõñÿ ÷èñåë (ïðàâäà, íå ÿñíî, â êàêîì ïîðÿäêå,
íî îò ïåðåñòàíîâêè ñëàãàåìûõ ñóììà íå ìåíÿåòñÿ).
Ïîýòîìó îíà ðàâíà 1 + 2 + … + 8 = 36.  Ïîëó÷àåì,
÷òî

36 + (À + Â + Ä + Æ) = 52,

è ïîòîìó

À + Â + Ä + Æ = 52 – 36 = 16.

Íî À + Â + Ä + Æ – ýòî è åñòü ñóììà ÷èñåë â ñåðûõ
êðóæî÷êàõ. Òàê ÷òî îíà ðàâíà 16 â ëþáîì ñëó÷àå.

Ðèñ. 5

Ðèñ. 4

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3



37« Ê Â À Í Ò »  Ä Ë ß  Ì Ë À Ä Ø È Õ  Ø Ê Î Ë Ü Í È Ê Î Â

Ï ÐÅÄËÀÃÀÅÌ ÂÀÌ ÑÀÌÎÑÒÎßÒÅËÜÍÎ ÈÇÃÎÒÎÂÈÒÜ ÏÐÎ-
ãðàììèðóåìûé ìîáèëüíûé ìèíè-ðîáîò-óáîðùèê.

Âû ñìîæåòå ñäåëàòü ýòî çà íåñêîëüêî ìèíóò, åñëè
áóäåòå ñëåäîâàòü íàøèì ïîäðîáíûì èíñòðóêöèÿì.

Íåîáõîäèìûå ýëåìåíòû.  Âîò êîðîòêèé ñïèñîê äå-
òàëåé, êîòîðûå ìû ñàìè èñïîëüçîâàëè ïðè ñáîðêå
ðîáîòà:

gíåáîëüøàÿ ùåòêà (äëÿ ìûòüÿ ïîñóäû, äëÿ âîëîñ,
êîñìåòè÷åñêàÿ è ò.ï.);

gâèáðîìîòîð QX-6A-1, 3V (äëÿ ùåòîê ïîìåíüøå
ïîäîéäåò QX-4B-3V);

gëèòèåâàÿ áàòàðåéêà CR2032, 3V (èëè ìåíüøåãî
ðàçìåðà);

gäâóñòîðîííÿÿ êëåéêàÿ ëåíòà íà ïåííîé îñíîâå.
Ïðîãðàììèðîâàíèå.  Ïðîãðàììèðîâàíèå äîñòàòî÷-

íî ïðîñòîå, è åãî öåëü íàó÷èòü ðîáîòà, ãäå ó íåãî ç àä

Ï ðîñòîé ìèíè-ðîáîò
À.ÀÍÄÐÅÅÂ, À.ÏÀÍÎÂ

è ãäå ïåðåä. Äëÿ ýòîãî íóæíî ïðèæàòü ùåòêó ê ïëîñêî é
ïîâåðõíîñòè, îäíîâðåìåííî ñäâèãàÿ åå âäîëü ýòîé
ïîâåðõíîñòè, ÷òîáû âîëîñêè îòîãíóëèñü íàçàä. Òåïåðü
ñëåäóåò çàêðåïèòü ùåòêó íà íåêîòîðîå âðåìÿ â ýòîì
ïîëîæåíèè, ÷òîáû âîëîñêè “çàïîìíèëè” ýòîò èçãèá.
Âîò ñîáñòâåííî è âñå.

Ñáîðêà.  Ñïåðåäè – òàì, ãäå âîëîñêè çàãíóòû âíóòðü
ùåòêè, – ïðèêëåèâàåì êóñî÷åê ïëåíêè è çàêðåïëÿåì íà
íåé ìîòîð. ×óòü ïîçàäè ïðèêëåèâàåì êóñî÷åê ïëåíêè
äëÿ áàòàðåéêè è êëàäåì íà íåãî çà÷èùåííûé êîí÷èê
ñèíåãî ïðîâîäà. Ìèíóñîì ê ïëåíêå çàêðåïëÿåì áàòà-
ðåéêó, à ñâåðõó, ãäå ïëþñ, ïðèêðåïëÿåì ê ïëåíêå
çà÷èùåííûé êîí÷èê êðàñíîãî ïðîâîäà.

Îòëàäêà.  Ñîáðàííûé ðîáîò áóäåò óâåðåííî äâèãàòü-
ñÿ ïî ïîâåðõíîñòè ñòîëà èëè ïî ïîëó, ðåàãèðóÿ íà
ìàëåéøèå íåðîâíîñòè è îáõîäÿ ïðåïÿòñòâèÿ. Âîò òîëü-
êî åñëè îí áóäåò îïèñûâàòü ñëèøêîì ìàëåíüêèå
îêðóæíîñòè, íóæíî áóäåò ïîïûòàòü èçìåíèòü íàêëîí
âîëîñêîâ èëè ðàñïîëîæåíèå ìîòîðà.

Èñïûòàíèå . Ñäåëàéòå äëÿ ðîáîòà ìàíåæ, ÷òîáû îí
íå óáåãàë îò âàñ, è ðàçìåñòèòå òàì íåñêîëüêî ïðåïÿò -
ñòâèé. Ïîñìîòðèòå, êàê áóäåò îðèåíòèðîâàòüñÿ ðîáîò â
âàøåì ëàáèðèíòå. Çàòåì çàïóñòèòå òóäà íåñêîëüêî
ðîáîòîâ.

×òî íóæíî äëÿ ñáîðêè ìèíè-ðîáîòà

Ìèíè-ðîáîòû

Ðîáîòû â ìàíåæå

Êàê âèäèì, îòñóòñòâèå äàííûõ èçáàâèëî íàñ îò íåîá-
õîäèìîñòè âûïîëíÿòü êàêîé áû òî íè áûëî ïåðåáîð.
Áîëåå òîãî – íå òðåáóåòñÿ äàæå âûÿñíÿòü, ìîæíî ëè
âîîáùå  ðàññòàâèòü ÷èñëà â êðóæî÷êàõ â ñîîòâåòñòâèè
ñ òðåáîâàíèÿìè óñëîâèÿ. Òàê ÷òî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ,
äåéñòâèòåëüíî, ìåíüøå çíàåøü – ëó÷øå ðåøàåøü. È,
ñîîòâåòñòâåííî, êðåï÷å ñïèøü, ïî÷èâàÿ íà ëàâðàõ.

P.S. Õîòÿ çàäà÷à óñïåøíî ðåøåíà, îñòàëñÿ íåïðîÿñ-
íåííûì âîïðîñ: à ñóùåñòâóþò ëè èíûå ðàñïîëîæåíèÿ
â êðóæî÷êàõ ÷èñåë îò 1 äî 8, äàþùèå ñóììó 13 ïî
êàæäîé ñòîðîíå êâàäðàòà, îòëè÷íûå îò íàéäåííîãî
Îëåãîì (ðåøåíèÿ, ïåðåõîäÿùèå äðóã â äðóãà ñ ïîìî-
ùüþ ïîâîðîòîâ è îòðàæåíèé, ñ÷èòàåì îäèíàêîâûìè)?
È åñëè äà, òî ñêîëüêî èõ?
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Äâà ñëîâà
î êîëîäöå

(è íå òîëüêî
î íåì)

Ñ. ÄÂÎÐßÍÈÍÎÂ

Ñïîé ìíå ïåñíþ, êàê ñèíèöà
Òèõî çà ìîðåì æèëà;
Ñïîé ìíå ïåñíþ, êàê äåâèöà
Çà âîäîé ïîóòðó øëà.

À.Ñ.Ïóøêèí

Ñëîâî ïåðâîå – «æóðàâëü»

Â äðåâíèå âðåìåíà ëþäè áðàëè âîäó èç ðåê èëè îçåð. Ïîòîì
ïîÿâèëèñü êîëîäöû. Êîëîäåö – ýòî ïðåæäå âñåãî ãëóáî êàÿ
ÿìà. Ãëóáîêàÿ – ÷òîáû äî âîäîíîñíîãî ñëîÿ äîáðàòüñÿ . Òàê
íàçûâàåìûé âîäîíîñíûé ãîðèçîíò ìîæåò áûòü ëþáûì. Äà -
ëåå, âíóòðè êîëîäöà óñòàíàâëèâàåòñÿ äåðåâÿííûé ñðóá . Îí
ïðåïÿòñòâóåò îñûïàíèþ çåìëè. Íà Ðóñè âîçëå íåãëóáîê èõ
êîëîäöåâ ñòàâèëè «æóðàâëü» (ðèñ.1). Îí ñîñòîèò èç ò ðåõ
÷àñòåé: ýòî âðûòûé â çåìëþ ñòîëá, ðû÷àã-êîðîìûñëî ñ
ãðóçîì-ïðîòèâîâåñîì íà îäíîì êîíöå è øåñò, óêðåïëåí íûé
íà äðóãîì êîíöå. Íà øåñòå èìååòñÿ – êðþ÷îê, íà êîòî ðîì
çàêðåïëåíî âåäðî. Êà÷àåòñÿ êîðîìûñëî òóäà-ñþäà, ñëî âíî
êëàíÿåòñÿ, è ñâîèì äëèííûì «êëþâîì» äîñòàåò íàâåðõ
âîäèöó – è ëþäÿì, è ñêîòèíå äîìàøíåé, è ÷òîáû îãîðî ä
ïîëèòü, è äëÿ áàíè. À èçäàëè ïîñìîòðåòü – òàê è åñò ü ïòèöà-

æóðàâëü, ñòîÿùàÿ íà îäíîé íîãå è ïüþùàÿ âîäó. Ïðåäñ òàâü-
òå: áåñêðàéíÿÿ ñòåïü, è íåò íè÷åãî êðóãîì âûøå ïîäí ÿòîé
øåè æóðàâëÿ-êîëîäöà…

Ïðèøëè ýòè êîëîäöû ê íàì èç ñòðàí Âîñòîêà è Äðåâíåã î
Åãèïòà. Òàì îíè íàðÿäó ñ êàíàëàìè, ïëîòèíàìè è øëþç àìè
áûëè ýëåìåíòàìè èððèãàöèîííîé ñèñòåìû è ïîäíèìàëè â îäó
íà ïîëÿ.

À òåïåðü âîïðîñ: äëÿ ÷åãî íàäî áûëî çàãîòàâëèâàòü ñ òîëá
äëÿ êîëîäöà – ïèëèòü â ëåñó äåðåâî, âåçòè åãî ñòâîë  íà ìåñòî
è âêàïûâàòü ðÿäîì ñ êîëîäöåì? Äà åùå êðåïèòü íàâåðõ ó
êîðîìûñëî, à ê íåìó – øåñò? Ê ÷åìó òàêàÿ ñëîæíàÿ êî íñò-
ðóêöèÿ? Íå ïðîùå ëè ëèøü èìåòü âåðåâêó, íà íåé îïóñ òèòü
â êîëîäåö âåäðî, çà÷åðïíóòü âîäó è ïîäíÿòü åãî íàâå ðõ?

Ëåã÷å îòâåòèòü íà ýòè âîïðîñû òîìó, ó êîãî åñòü õîò ÿ áû
ìèíèìàëüíûé ñîîòâåòñòâóþùèé æèçíåííûé îïûò. Íî ÷àñò î
ëè ñîâðåìåííîìó ãîðîäñêîìó øêîëüíèêó ïðèõîäèòñÿ òÿí óòü
èëè óäåðæèâàòü â ðóêàõ âåðåâêó? Çäåñü ìîæåò ïîìî÷ü
õóäîæåñòâåííàÿ ëèòåðàòóðà, à àëüïèíèñòû íàâåðíÿêà â ñïîì-
íÿò ñëîâà «Ïåñíè î äðóãå» Â.Âûñîöêîãî:

À êîãäà òû óïàë ñî ñêàë,
Îí ñòîíàë, íî äåðæàë...

Àëüïèíèñòû âñåãäà èäóò â ñâÿçêå – êàæäûé â öåïî÷êå ñâÿçàí
ñ äðóãèìè ñïåöèàëüíîé âåðåâêîé. Îíà ñïàñàåò ïðè ïàä åíèè.
Äåðæàòü âåðåâêó, òî÷íåå ãðóç íà âåðåâêå, – òÿæåëî, íåóäîá-
íî, íåêîìôîðòíî. Äà è îïàñíî, îñîáåííî ìàëîìó ðåáåí êó –
ó êîëîäöà òÿæåëîå âåäðî ìîæåò åãî ïåðåòÿíóòü. Òàê ÷ òî è íå
ïîøëåøü ìàëüöà ê òàêîìó êîëîäöó çà âîäîé. À ê òðóäó
ðàíüøå ïðèó÷àëè â íàðîäå ñûçìàëüñòâà.

Ñåé÷àñ ìû óáåäèìñÿ, ÷òî íàáèðàòü âîäó èç êîëîäöà-
æóðàâëÿ è óäîáíî, è áåçîïàñíî, è äàæå ðåáåíêó ïî ñè ëàì.
Îêàçûâàåòñÿ, íàøè ïðåäêè è â ñòàðèíó óæå çíàëè çàêî í
ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè – ïî êðàéíåé ìåðå ýôôåêòèâíî èñï îëü-
çîâàëè åãî íà äåëå.

Èòàê, ìû ïîäõîäèì ê «æóðàâëþ». Ãðóç-ïðîòèâîâåñ ïåðå -
òÿíóë øåñò ñ ïóñòûì âåäðîì, ïîýòîìó îí ëåæèò íà çåì ëå, à
âåäðî íàõîäèòñÿ â âîçäóõå è ÷óòü êà÷àåòñÿ íà âåòðó.  Ìû
íà÷èíàåì ïåðåáèðàòü øåñò ðóêàìè, îïóñêàÿ åãî âíèç. Ôàêòè-
÷åñêè ìû ïîäíèìàåìñÿ íà ýòîì øåñòå, òî÷íåå – ïûòàåì ñÿ

ïîäíÿòüñÿ. Ïîëó÷àåòñÿ, êàê áåã íà ìåñòå –
òàê è ïîäúåì íà ìåñòå. Íàø ñîáñòâåííûé
âåñ áîëüøå âåñà ãðóçà-ïðîòèâîâåñà, è ïî-
òîìó ìû ïîòèõîíüêó ïîäûìàåì åãî ââåðõ.
(Îáðàòèòå âíèìàíèå, íàñêîëüêî ôèçèîëî-
ãè÷íî ýòî ôèçè÷åñêîå óïðàæíåíèå: íèêà-
êîé íàãðóçêè íà ïîçâîíî÷íèê!) Íàêîíåö,
öåëü äîñòèãíóòà: âåäðî îïóñòèëîñü â âîäó.
Â ýòîò ìîìåíò ìû ïåðåñòàåì òÿíóòü øåñò
âíèç. Ãðóç-ïðîòèâîâåñ îêàçàëñÿ íàâåðõó,
è òåïåðü îí ïåðåòÿãèâàåò âåäðî. Ãðóç íà÷è-
íàåò îïóñêàòüñÿ âíèç, à âåäðî – ïîäíè-
ìàòüñÿ ââåðõ. Íà ýòîì ýòàïå íàì ñëåäóåò
äàæå ÷óòü ïðèòîðìàæèâàòü øåñò ðóêàìè,
÷òîá âåäðî íå ñëèøêîì áûñòðî ðàçãîíÿ-
ëîñü. Ìèíóòà, äà ÷òî òàì – âñåãî íåñêîëü-
êî ñåêóíä, è âåäðî îêàçûâàåòñÿ ó íàñ â
ðóêàõ, òî÷íåå – ñòîÿùèì íà êðàþ ñðóáà.
Ïîæàëóéñòà, ìîæíî èñïèòü ñòóäåíîé êî-
ëîäåçíîé âîäû (ëåòîì) èëè æå ïîéòè
ïîñòàâèòü ñàìîâàð (çèìîé).

Â íåêîòîðîé ñòåïåíè «æóðàâëü» íàïî-
ìèíàåò íåïîäâèæíûé âîðîò, êîòîðûé ñëó-
æèò äëÿ èçìåíåíèÿ íàïðàâëåíèÿ äåéñòâèÿ
ñèëû. Íî íåïîäâèæíûé âîðîò íå íàêàïëè-
âàåò ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ, à «æóðàâëü»
– íàêàïëèâàåò, ñîõðàíÿåò. Ýòî, áåçóñëîâ-Ðèñ. 1



íî, áîëåå ñëîæíûé ìåõàíèçì. Çàìåòèì åùå, ÷òî èíîãäà
âìåñòî øåñòà èñïîëüçîâàëè âåðåâêó. Òîãäà ôèçè÷åñêèå  óñè-
ëèÿ ÷åëîâåêà áûëè íàïðàâëåíû íà ïîäòÿãèâàíèå íà ýòî é
âåðåâêå (ïîäîáíî ïîäòÿãèâàíèþ íà êàíàòå â ñïîðòçàëå ).
ßñíî, ÷òî è ýòî ïîäòÿãèâàíèå ïðîèñõîäèò íà ìåñòå. Ò àê ÷òî
êîãäà óâèäèòå êîëîäåö-æóðàâëü – âñïîìíèòå è ïðàâèëî
ðû÷àãà, è çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè!

Ñëîâî âòîðîå – êîëîâîðîò

Îäíàêî åñëè êîëîäåö ãëóáîêèé, òî òðåáóþòñÿ è øåñò
äëèííûé – ÷òîáû ñ çåìëè äî âîäû äîñòàâàë, è ñòîëá
âûñîêèé – ÷òîáû îáåñïå÷èâàë íåîáõîäèìûé ðàçìàõ êîðî -
ìûñëà. Êðîìå òîãî, äëèííûé øåñò, êîòîðûé äâèæåòñÿ í å
ïî âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé, â êîëîäåö ìîæåò è íå âîéòè –
çàñòðÿíåò. Â ýòîì ñëó÷àå èñïîëüçóþò êîëîäåö ñ âîðîò îì,
èëè êîëîâîðîò.

Ñëîâàðè îïðåäåëÿþò ñëîâî «êîëîâîðîò» êàê êðóãîâîðîò ,
êðóãîâîå âðàùåíèå, èíñòðóìåíò äëÿ ñâåðëåíèÿ. Â ïðèð îäå

êîëîâîðîò ïî íàðîäíîìó
ïîâåðüþ ïðîèñõîäèò 21 äå-
êàáðÿ, â äåíü çèìíåãî ñîëí-
öåñòîÿíèÿ, êîãäà ñîëíöå ïî-
âîðà÷èâàåò ñ çèìû íà ëåòî
è äåíü íà÷èíàåò ïðèáûâàòü.

Â êîëîäöàõ ñ êîëîâîðî-
òîì íà êðåïêîå äóáîâîå
áðåâíî – çàêðåïëåííûé ãî-
ðèçîíòàëüíî öèëèíäð ñ ðà-
äèóñîì îñíîâàíèÿ R – íà-
ìàòûâàåòñÿ ìåòàëëè÷åñêàÿ
öåïü (ðèñ.2). Áðåâíî âðà-
ùàþò ñ ïîìîùüþ èçîãíóòîé
ðó÷êè – ñîáñòâåííî êîëîâî-
ðîòà. Íà ðèñóíêå îí èçîá-
ðàæåí îòðåçêîì ÎÀ , äëèíà
êîòîðîãî L . Äëÿ ïîäúåìà
âåäðà ñ âîäîé èç êîëîäöà
êîëîâîðîò ñëåäóåò âðàùàòü
ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå.

Ñèëó ìû ïðèêëàäûâàåì â
òî÷êå À, à êàêèì äîëæíî
áûòü åå íàïðàâëåíèå? Òî÷-
íåå, êàêèì îíî äîëæíî áûòü,

åñëè ìû õîòèì îáîéòèñü ñàìîé ìàëîé ñèëîé è íå òðàòè òü åå
ïîïóñòó – íå ïðèêëàäûâàòü åå ïî òåì íàïðàâëåíèÿì, â äîëü
êîòîðûõ ðàáîòà íå ñîâåðøàåòñÿ?

Îòâåò î÷åâèäåí. Íàïðàâëåíèå ñèëû äîëæíî áûòü ïåðåìå í-
íûì, íî âñÿêèé ðàç ñîâïàäàþùèì ñ êàñàòåëüíîé ê îêðó æíî-
ñòè â ïåðåìåííîé òî÷êå À. Ñòàëî áûòü, ïðè îäíîì ïîëîæåíèè
êîëîâîðîòà ÷åëîâåê äîëæåí «âèñíóòü» íà ðó÷êå, ïðè ä ðóãîì
– òîëêàòü åå îò ñåáÿ ââåðõ, íî â îáîèõ ñëó÷àÿõ ñèëà
íàïðàâëåíà âåðòèêàëüíî. Â äðóãèå ìîìåíòû ñëåäóåò ðó ÷êó
òÿíóòü ê ñåáå èëè òîëêàòü îò ñåáÿ – â ýòè ìîìåíòû ñ èëà
íàïðàâëåíà ïî ãîðèçîíòàëè. Åñòü åùå ìíîãî ïðîìåæóòî ÷íûõ
íàïðàâëåíèé.

Óñòîé÷èâîñòü èäåàëüíîãî âîðîòà.  Ñåé÷àñ ìû ñîñðåäîòî-
÷èìñÿ íà îïèñàíèè èìåííî ýòîãî ÿâëåíèÿ – óñòîé÷èâîñ òè –
ñ ïîìîùüþ èäåàëüíîãî ìîäåëüíîãî óñòðîéñòâà. Èäåàëüí îãî
ïîòîìó, ÷òî áóäåì ñ÷èòàòü öåïü íåâåñîìîé.

Èòàê, ìû ïîäõîäèì ê êîëîäöó. Ñ îäíîé ñòîðîíû âîðîòà  íà
êîðîòêîé öåïè (òåïåðü ëó÷øå ñêàçàòü – íà íèòè) âèñè ò ïóñòîå
âåäðî ìàññîé m. Åãî óðàâíîâåøèâàåò ðó÷êà, ðàñïîëîæåííàÿ
â ýòîò ìîìåíò ñ äðóãîé ñòîðîíû. Ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â  ïîêîå.
Óñëîâèåì ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî ìîìå íòîâ
ñèë:

cosmgR MgL= a ,

ãäå Ì  – ìàññà ðó÷êè, êîòîðàÿ äëÿ ïðîñòîòû âñÿ
ñîñðåäîòî÷åíà â òî÷êå À, a  – óãîë îòêëîíåíèÿ ðó÷êè îò
ãîðèçîíòàëè, cosL a  – ïëå÷î ñèëû òÿæåñòè ðû÷àãà-
ðó÷êè. Ðåøàÿ ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî óãëà

a , ;
2 2
p pæ öa Î -ç ÷

è ø
, íàéäåì äâà çíà÷åíèÿ:

arccos
mR
ML

a = ± .

Îêàçûâàåòñÿ, îíè ñîîòâåòñòâóþò äâóì ïîëîæåíèÿì ðàâí îâå-
ñèÿ ñèñòåìû – íåóñòîé÷èâîìó è óñòîé÷èâîìó.

Ïóñòü ðû÷àã íàõîäèòñÿ â âåðõíåì ïîëîæåíèè +a = a .
Âûâåäåì ðû÷àã èç ýòîãî ïîëîæåíèÿ, íàïðèìåð ïîäíèìåì  åãî
÷óòü ââåðõ. Â ðåçóëüòàòå ïðàâîå ïëå÷î óìåíüøèòñÿ, ï ðàâûé
ìîìåíò ñèë òîæå óìåíüøèòñÿ. Ëåâîå ïëå÷î îñòàåòñÿ íå èçìåí-
íûì – îíî âñåãäà ðàâíî R. Âåäðî áóäåò ïåðåâåøèâàòü ðó÷êó,
è ïîòîìó ðû÷àã íà÷íåò ïîäíèìàòüñÿ ââåðõ, âðàùàÿñü ï ðîòèâ
÷àñîâîé ñòðåëêè. Ñòàëî áûòü, ñèñòåìà áóäåò óäàëÿòüñÿ îò
èñõîäíîãî ïîëîæåíèÿ +a = a . Ýòî ïðèçíàê íåóñòîé÷èâîñòè.
Åñëè æå ðû÷àã èç èñõîäíîãî ïîëîæåíèÿ ÷óòü îïóñòèòü,
âðàùàÿ åãî ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, òî ïðàâûé ìîìåíò ñèë
óâåëè÷èòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ëþáîì îòêëîíåíèè ðû÷ àãà
îò âåðõíåãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïîÿâëÿåòñÿ ñèëà, ñ òðåìÿ-
ùàÿñÿ ýòî îòêëîíåíèå óâåëè÷èòü, ÷òî è îçíà÷àåò íåóñ òîé÷è-
âîñòü âåðõíåãî ïîëîæåíèÿ +a = a .

À âîò ïðè ìàëîì îòêëîíåíèè ðû÷àãà îò íèæíåãî ïîëîæå íèÿ
ðàâíîâåñèÿ -a = a  ïîÿâëÿåòñÿ ñèëà, ñòðåìÿùàÿñÿ ýòî îòêëî-
íåíèå óìåíüøèòü (óáåäèòåñü â ýòîì ñàìîñòîÿòåëüíî) è  âåð-
íóòü ñèñòåìó â èñõîäíîå ñîñòîÿíèå. Ïîýòîìó ýòî ïîëî æåíèå
ðàâíîâåñèÿ óñòîé÷èâî.

Çàìå÷àíèå.  Óñòàíîâèòü óñòîé÷èâîñòü è íåóñòîé÷èâîñòü
ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ ìîæíî è ïî-äðóãîìó. Ïóñòü âíà÷ àëå
ðóêîÿòêà âîðîòà ðàñïîëîæåíà ãîðèçîíòàëüíî, öåïü ïðà êòè-
÷åñêè öåëèêîì íàìîòàíà íà âîðîò, òàê ÷òî âåäðî íàõî äèòñÿ
íà óðîâíå îñè âîðîòà. Òåïåðü îòâåäåì ðóêîÿòêó íà óã îë a  îò
ãîðèçîíòàëè (ñì. ðèñ.2) è çàïèøåì ïîòåíöèàëüíóþ ýíå ðãèþ
ñèñòåìû:

( ) sinW MgL mgRa = a - a .

Âîçüìåì ïðîèçâîäíóþ ïî a :

( ) cosW MgL mgR¢ a = a - .

Óðàâíåíèå äëÿ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ôóíêöèè ( )W a :

( ) 0W ¢ a = , èëè cos 0MgL mgRa - = ,

ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ ïîëó÷åííûì ðàíüøå ðàâåíñòâîì ìî-
ìåíòîâ ñèë. Ïðè ýòîì êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà a = -a  – ýòî òî÷êà
ìèíèìóìà ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè (ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ýòó
òî÷êó ïðîèçâîäíàÿ ìåíÿåò çíàê ñ ìèíóñà íà ïëþñ), à êðèòè-
÷åñêàÿ òî÷êà +a = a  – òî÷êà ìàêñèìóìà. Õîðîøî èçâåñòíî,
÷òî âñÿêàÿ ñèñòåìà ñòðåìèòñÿ ê ñîñòîÿíèþ, îòâå÷àþùå ìó
ìèíèìóìó ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè (íàïðèìåð, øàðèê ñêà òû-
âàåòñÿ ñ ãîðêè âíèç, ðàñòÿíóòàÿ ïðóæèíà ñîêðàùàåòñÿ , à
ñæàòàÿ íàîáîðîò ðàñïðÿìëÿåòñÿ). Ñíîâà ïîëó÷àåì, ÷òî  íèæ-
íåå ïîëîæåíèå ðû÷àãà -a = a  óñòîé÷èâî, à âåðõíåå +a = a
– íåóñòîé÷èâî.

Óñòîé÷èâîñòü ðåàëüíîãî âîðîòà. Òåïåðü  êðàòêî îñòàíî-
âèìñÿ íà îïèñàíèè ðåàëüíîãî âîðîòà è áóäåì ó÷èòûâàò ü
ìàññó öåïè.

Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû â ýòîì ñëó÷àå ðàâíà

( ) ( )sin
2

R
W MgL mgR dR g

aæ öa = a - a - a ç ÷
è ø

.

Ñðàâíèòå ýòî âûðàæåíèå ñ àíàëîãè÷íûì ïðåäûäóùèì –
ïîÿâèëîñü íîâîå ñëàãàåìîå. Çäåñü a  – ïî-ïðåæíåìó óãîë
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ïîâîðîòà ðû÷àãà îò ãîðèçîíòàëè, d – ëèíåéíàÿ ïëîòíîñòü
öåïè, Ra  – äëèíà îïóñòèâøåé ÷àñòè öåïè, dRa  – ìàññà ýòîé

÷àñòè, 
2

Ra
 – ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîå îïóñòèëñÿ öåíòð òÿæå-

ñòè ýòîãî ó÷àñòêà öåïè.  Ïðîèçâîäíàÿ ïî óãëó a  ðàâíà

( ) ( )2cosW g ML mR dR¢ a = a - - a .

Óðàâíåíèå äëÿ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ( ) 0W ¢ a =  òåïåðü òàêîâî:
2cosML mR dRa = + a .

Ïóñòü ýòî óðàâíåíèå èìååò êîðíè (äëÿ ðåàëüíîãî êîëî äöà
ýòî âñåãäà òàê). Íàïîìíèì, ÷òî óñòîé÷èâûå ïîëîæåíèÿ
ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû ñîîòâåòñòâóþò òî÷êàì ìèíèìóìà ïî òåí-
öèàëüíîé ýíåðãèè, íåóñòîé÷èâûå – òî÷êàì ìàêñèìóìà. Ïðè
ïåðåõîäå àðãóìåíòà a  ñëåâà íàïðàâî ÷åðåç êðèòè÷åñêèå
òî÷êè â òî÷êàõ ìèíèìóìà ïðîèçâîäíàÿ ìåíÿåò çíàê ñ ì èíóñà
íà ïëþñ. Íà ðèñóíêå 3 êðèòè÷åñêèå òî÷êè – ýòî àáñöè ññû

òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ñèíóñîèäû è ïðÿìîé ëèíèè. Îáðàòèò å
âíèìàíèå íà ïàðû êðèòè÷åñêèõ òî÷åê, ëåæàùèõ ïî ðàçí ûå
ñòîðîíû îò òî÷åê 2 na = p . Ëåãêî âèäåòü (ñðàâíèâàÿ çíà÷å-
íèÿ ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé óðàâíåíèÿ), ÷òî ìåíüøàÿ ( ëåâàÿ)
èç ýòèõ òî÷åê – òî÷êà ìèíèìóìà ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãè è,
áóëüøàÿ (ïðàâàÿ) – òî÷êà ìàêñèìóìà ïîòåíöèàëüíîé ýíåð -
ãèè.

Áèôóðêàöèÿ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ è êàòàñòðîôû â
ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìå òèïà «âîðîò».  Åñëè ïðè íåêîòîðûõ
çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû  ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ «îò-
äàëåíû» äðóã îò äðóãà, òî äàííóþ ñèñòåìó ìîæíî óñòîé÷èâî
èñïîëüçîâàòü êàê êà÷åëè – ïðè îòêëîíåíèè îò òî÷êè ï îêîÿ
ñèñòåìà ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ îêîëî óñòîé÷èâîãî ïîëîæ åíèÿ
ðàâíîâåñèÿ.

À ÷òî áóäåò ïðîèñõîäèòü â íàøåì ñëó÷àå, åñëè ïðîäîë æàòü
îïóñêàòü ïóñòîå âåäðî â êîëîäåö? Ïîíÿòíî, ÷òî öåïü áóäåò
ñìàòûâàòüñÿ ñ âîðîòà âñå áîëüøå è áîëüøå, ïîýòîìó ì àññà
îïóñòèâøåéñÿ ÷àñòè öåïè áóäåò óâåëè÷èâàòüñÿ. Â ðåçóëüòàòå
âåëè÷èíû -a  è +a  áóäóò ïðèáëèæàòüñÿ ê íóëþ è îäíîâðå-
ìåííî äðóã ê äðóãó. Ñîîòâåòñòâåííî, áóäóò ïðèáëèæàò üñÿ
äðóã ê äðóãó è äâà ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ðû÷àãà-âîðî òà (è
ñèñòåìû â öåëîì). Íàêîíåö, ñèñòåìà ïîòåðÿåò óñòîé÷è âîñòü
è ïðîèçîéäåò êàòàñòðîôà – ñêà÷êîîáðàçíîå èçìåíåíèå,
âîçíèêàþùåå â âèäå âíåçàïíîãî îòâåòà ñèñòåìû íà ïëà âíîå
èçìåíåíèå âíåøíèõ óñëîâèé. Íà äåëå ýòî îçíà÷àåò, ÷ò î
òåïåðü íàì íå òðåáóåòñÿ êðóòèòü âîðîò, ÷òîáû îïóñòè òü
âåäðî. Âåäðî è áîëüøîé êóñîê öåïè ñàìè íà÷íóò âðàùà òü
âîðîò – è òåì ñèëüíåå è áûñòðåå, ÷åì íèæå îïóñêàåòñ ÿ âåäðî.
Åñëè êîëîäåö ãëóáîêèé, òî âîðîò íà÷èíàåò âðàùàòüñÿ î÷åíü
áûñòðî. Åãî öåíòð òÿæåñòè èç-çà íàëè÷èÿ ðû÷àãà íå ë åæèò íà
îñè, è â ñèñòåìå íà÷èíàþòñÿ áèåíèÿ, êîòîðûå ðàñøàòû âàþò
ñòîëáû, óäåðæèâàþùèå âîðîò. Ëó÷øå ñ ñàìîãî íà÷àëà í à÷àòü
òîðìîçèòü âîðîò, ïðèæèìàÿ ê íåìó ëàäîíè. Âîò ïî÷åìó  ÷àñòî
âîðîò îêàçûâàåòñÿ îòïîëèðîâàííûì ìíîãèìè òûñÿ÷àìè ð óê
(ïîäîáíî òîìó, êàê áëåñòèò íîñ ñëóæåáíîé ñîáàêè, êî òîðóþ
äåðæèò íà ïîâîäêå âîèí-ïîãðàíè÷íèê ñêóëüïòóðíîé êîì ïî-
çèöèè íà ìîñêîâñêîé ñòàíöèè ìåòðî «Ïëîùàäü ðåâîëþ-
öèè»).

Ñ ìîìåíòà ñëèÿíèÿ äâóõ òî÷åê ïîêîÿ ñèñòåìû åå óæå
íåëüçÿ èñïîëüçîâàòü êàê êà÷åëè – íèêàêèõ êà÷àíèé òó ò íå

ïîëó÷èòñÿ. Ýòà ýëåìåíòàðíàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ êîíñòðóêöè ÿ è
åå ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðåäñòàâëÿþò ïðîñòåéøóþ îä íî-
ìåðíóþ ìàøèíó êàòàñòðîô ñ îäíèì óïðàâëÿþùèì ïàðàìåò -
ðîì. Îäíîìåðíàÿ ïîòîìó, ÷òî åå ñîñòîÿíèå îïðåäåëÿåò ñÿ
îäíîé âåëè÷èíîé a . Óïðàâëÿþùèì æå ïàðàìåòðîì ÿâëÿåòñÿ
ìàññà öåïè.

Îïèñàííûé ïðîöåññ ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè – ýòî ïðèìåð
ÿâëåíèÿ, íàçûâàåìîãî áèôóðêàöèåé. Òåðìèíîì «áèôóðêà-
öèÿ» îáîçíà÷àþò âñåâîçìîæíûå êà÷åñòâåííûå èçìåíåíèÿ
èëè ìåòàìîðôîçû ðàçëè÷íûõ îáúåêòîâ ïðè èçìåíåíèè ïà ðà-
ìåòðîâ, îò êîòîðûõ îíè çàâèñÿò. Ýòî ïîíÿòèå, êàê è ôðàêòàë
èëè õàîñ, îòíîñèòñÿ ê ðàçðÿäó ìåæäèñöèïëèíàðíûõ. Èì
îïåðèðóþò èíæåíåðû è åñòåñòâîèñïûòàòåëè, ôèçèêè è á èî-
ëîãè, ñîöèîëîãè è äðóãèå ñïåöèàëèñòû ãóìàíèòàðíûõ í àóê.

Áèôóðêöèîííûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà âàæíû â ôèçèêå.
Òàê, åñëè áû òåðìîìåòð áûë èçîáðåòåí â Äðåâíåì Åãèï òå, òî
òî÷êó 100 C° , êîãäà âîäà ïðåâðàùàåòñÿ â ïàð, îòìåòèòü áûëî
áû ìîæíî, à êàê îòìåòèòü íîëü – êîãäà âîäà ïðåâðàùà åòñÿ â
ëåä?

* * *
Â çàêëþ÷åíèå ÷èòàòåëÿì ïðåäëàãàåòñÿ ïðîâåñòè íåáîëü -

øóþ ëàáîðàòîðíóþ ðàáîòó, íàãëÿäíî äåìîíñòðèðóþùóþ
îïèñàííûå ýôôåêòû. Â êà÷åñòâå âîðîòà âîçüìèòå êàòóø êó èç-
ïîä íèòîê, ê êîòîðîé íà ïðîâîëîêå æåñòêî ïðèêðåïëåí
ïðîòèâîâåñ (ðèñ.4). Êàòóøêà âðàùàåòñÿ âîêðóã ãîðèçî íòàëü-
íîé îñè – åå ðîëü âûïîëíÿåò îáû÷íûé ãâîçäü. Ñ êàòóø êîé

ñâÿçàíà íàìîòàííàÿ íà íåå íèòü, íà íèòè çàêðåïëåíà ëåãêàÿ
åìêîñòü äëÿ âîäû. Âíà÷àëå åìêîñòü ïóñòàÿ. Áëàãîäàðÿ  ñèëü-
íîìó òðåíèþ ìû ìîæåì íàáëþäàòü ñèñòåìó íå òîëüêî â
óñòîé÷èâîì ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ (ðèñ.4, á), íî è â íåóñòîé-
÷èâîì (ðèñ.4, à). Îáû÷íî æå íåóñòîé÷èâûå ïîëîæåíèÿ ðàâ-
íîâåñèÿ íàáëþäàòü òðóäíî èëè äàæå ïðàêòè÷åñêè íåâîç ìîæ-
íî (øàðèê íà «âåðøèíå» äðóãîãî øàðà, ñòîÿùèé íà îñò ðèå
çàòî÷åííûé êàðàíäàø). Ìàëåéøåå âíåøíåå âîçäåéñòâèå ìãíî-
âåííî ïåðåâîäèò ñèñòåìó èç íåóñòîé÷èâîãî ïîëîæåíèÿ â
óñòîé÷èâîå.

Òåïåðü ïðîäåëàéòå âîò ÷òî. Ìåäëåííî, ïî÷òè ïî êàïåë ü-
êàì, íà÷èíàéòå íàëèâàòü âîäó â åìêîñòü. Âû çàìåòèòå , êàê â
îòâåò íà ýòî ðû÷àã, âðàùàÿñü ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè , áóäåò
ïîäíèìàòüñÿ ââåðõ è â êîíöå êîíöîâ ïðèáëèçèòñÿ ê ïð åäåëü-
íîìó – ãîðèçîíòàëüíîìó – ïîëîæåíèþ. Äâà ïîëîæåíèÿ
ðàâíîâåñèÿ ñîëüþòñÿ è çàòåì èñ÷åçíóò. Ñðàçó æå íà÷í åòñÿ
î÷åíü áûñòðîå äâèæåíèå åìêîñòè ñ âîäîé âíèç.

Ýòó ìîäåëü ìîæíî èñïîëüçîâàòü è äëÿ äåìîíñòðàöèè
óñòîé÷èâûõ êà÷àíèé êà÷åëåé (èëè êîëåáàíèé) âáëèçè ï îëî-
æåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, è äëÿ äåìîíñòðàöèè ÿâëåíèÿ êàòàñò ðîôû
è áèôóðêàöèè.

Ðèñ. 3

Ðèñ. 4



Êàê íàíîêëàñòåð
ñ ñàìîëåòîì
ñòîëêíóëñÿ

È.ÀÌÅËÞØÊÈÍ, À.ÑÒÀÑÅÍÊÎ

Ïåðâûé êîíòàêò ñî ñòèõèåé íà÷èíàåòñÿ íàä Êîëüñ-
êèì ïîëóîñòðîâîì… Ïîÿâëÿþòñÿ ïåðâûå ïðèçíàêè
îáëåäåíåíèÿ – ñòåêëà ïèëîòñêîé êàáèíû ñòàíîâÿòñÿ
ìàòîâûìè. Íà÷èíàåòñÿ òðÿñêà…

Èç áîðòæóðíàëà ñàìîëåòà ÀÍÒ-25,
ïåðâûé áåñïîñàäî÷íûé ïåðåëåò

Ìîñêâà – ÑØÀ, 1937 ã.

Í Î ÍÀ×ÍÅÌ Ñ ÄÐÅÂÍÈÕ ÃÐÅÊÎÂ. ÒÎÃÄÀ ÁÛË ÈÇÂÅÑÒÅÍ
åäèíñòâåííûé ãàç (õàîñ) – âîçäóõ, è îí âõîäèë â ÷åò âåðêó

ýëåìåíòàðíûõ ñóùíîñòåé: âîäà, çåìëÿ, îãîíü, âîçäóõ.  Âî
âðåìåíà Ëîìîíîñîâà äîáàâèëñÿ åùå îäèí ãàç – óãëåêèñ ëûé
ãàç, èëè äâóîêèñü óãëåðîäà. Ñ òåõ ïîð èíôîðìàöèÿ î íîâûõ
ãàçàõ ïîñòåïåííî íàêàïëèâàëàñü, è, íàïðèìåð, áðàòüÿ  Ìîí-
ãîëüôüå, íàãðåâàÿ âîçäóõ äëÿ ñâîåãî âîçäóøíîãî øàðà  çà
ñ÷åò ãîðåíèÿ âëàæíîé ñîëîìû, ñ÷èòàëè, ÷òî ïîëó÷èëè íåêèé
íîâûé ãàç.

Íà îïðåäåëåííîì ýòàïå ðàçâèòèÿ ôèçèêè ñòàëî èçâåñòí î,
÷òî âîçäóõ, êîòîðûì ìû äûøèì, ýòî íå ïðîñòî ãàç, à ñìåñü
ãàçîâ. Â èõ ÷èñëå – è âîäÿíîé ïàð, êîòîðûé èäåò èç ÷àéíèêîâ
è êàñòðþëü, êîíäåíñèðóåòñÿ ïîóòðó â âèäå êàïåëåê ðî ñû,
âèñèò â âèäå îáëàêîâ, îñòàâëÿåò áåëûå øëåéôû çà ñàì îëåòà-
ìè…

Áîëåå òîãî, îêîëî ïîëóâåêà íàçàä âûÿñíèëîñü, ÷òî ëþ áîé
ãàç ñîñòîèò íå òîëüêî èç ìîëåêóë, íî è ñîäåðæèò íåê îòîðîå
êîëè÷åñòâî ìîëåêóëÿðíûõ àññîöèàöèé, èëè êëàñòåðîâ ( îá-
ëà÷êîâ), îáúåäèíÿþùèõ äâå, òðè, …, N ìîëåêóë. Êîíå÷íî,
÷åì áîëüøå N, òåì ìåíåå âåðîÿòíî âñòðåòèòü òàêîé êëàñòåð
â ãàçå, íî îíè åñòü! Ñ ïîíèæåíèåì òåìïåðàòóðû êîëè÷ åñòâî
è ðàçìåðû êëàñòåðîâ ðàñòóò, è, íàêîíåö, ïðîèñõîäèò ëåãêî
íàáëþäàåìàÿ êîíäåíñàöèÿ. Âîò êàê ïîýòè÷íî ñêàçàë î ôàçî-
âûõ ïåðåõîäàõ äðåâíåãðå÷åñêèé ôèëîñîô Ãåðàêëèò Ýôåñ -
ñêèé, îòîæäåñòâëÿÿ âîçäóõ è âîäÿíûå ïàðû: «…âîäà – æèâà
âîçäóõà ñìåðòüþ… âîäû ñìåðòü – âîçäóõó ðîäèòüñÿ».

À ïî÷åìó, âîîáùå, ìîëåêóëû «õîòÿò» ñêîíäåíñèðîâàòüñ ÿ?
Âåäü åñëè èõ ñ÷èòàòü òâåðäûìè øàðèêàìè ðàäèóñîì mr  ( m
– îò ñëîâà molecule), òî îíè ìîãóò «ïî÷óâñòâîâàòü» äðóã
äðóãà òîëüêî ïðè ñîïðèêîñíîâåíèè. Ýòó ìûñëü ìîæíî â ûðà-
çèòü â òåðìèíàõ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè âçàèìîäåéñòâè ÿ

( )Ï r : íà ðàññòîÿíèÿõ ìåæäó öåíòðàìè ìîëåêóë mr r>  íåò
íèêàêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, à ïðè 2 mr r=  ýíåðãèÿ âçàèìîäåé-
ñòâèÿ ðåçêî âîçðàñòàåò äî áåñêîíå÷íîñòè (ðèñ.1, à). Íà ñàìîì
äåëå ýòî íå òàê: ìîëåêóëû «çíàþò» äðóã î äðóãå åùå çàäîëãî
äî ñîïðèêîñíîâåíèÿ. Áîëåå òîãî, îíè, áóäó÷è ýëåêòðî íåéò-
ðàëüíûìè, èñïûòûâàþò «âëå÷åíèå» äðóã ê äðóãó çà ñ÷å ò òîãî,
÷òî îáëàäàþò äèïîëüíûìè ìîìåíòàìè – öåíòðû «òÿæåñòè »
ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ çàðÿäîâ ÷àñòèö, âõîäÿ ùèõ
â ñîñòàâ ìîëåêóëû, íå ñîâïàäàþò äðóã ñ äðóãîì.

Ýòîò ôàêò «âëå÷åíèÿ» äðóã ê äðóãó (â òåðìèíàõ äðåâí åé
ôèëîñîôèè) âûðàæàåòñÿ â òîì, ÷òî ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåð ãèÿ
âçàèìîäåéñòâèÿ ìîëåêóë óìåíüøàåòñÿ ïðè ñáëèæåíèè (à
âåäü âñå òåëà â ïðèðîäå ñòðåìÿòñÿ ê ìèíèìóìó ïîòåíö èàëü-
íîé ýíåðãèè). Íà ðèñóíêå 1, á êðàñíîé ñòðåëêîé ïîêàçàíî

íàïðàâëåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé ñèëû ïðèòÿæåíèÿ F- . Â òî÷-
êå 0F  ( 2 mr r= ) äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì ïîòåíöèàëüíîé ýíåð-
ãèè, à ïðè ïîïûòêå äàëüíåéøåãî ñáëèæåíèÿ ïîòåíöèàëü íàÿ
ýíåðãèÿ ðåçêî âîçðàñòàåò – âîçíèêàþò ñèëû îòòàëêèâà íèÿ
(êðàñíàÿ ñòðåëêà F+ ).

È âîò, ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî ìîëåêóëû âîäÿíîãî ïàðà óæå
îáúåäèíåíû â íåêèé êëàñòåð, êîòîðûé ñîáèðàåòñÿ ñòîë êíóòü-
ñÿ ñ ïîâåðõíîñòüþ êðûëà ñàìîëåòà è (÷òî íåæåëàòåëüí î)
«ïðèìåðçíóòü» ê íåé. Íî âåäü è ïîâåðõíîñòü êðûëà òî æå
ñîñòîèò èç ìîëåêóë (åñëè òåëî äèýëåêòðè÷åñêîå) èëè èîíîâ
è ýëåêòðîíîâ (åñëè ýòî ìåòàëë). Çíà÷èò, âçàèìîäåéñò âèå
ýòîãî ìíîæåñòâà ìîëåêóë ìîæíî îïèñàòü íà ÿçûêå ïîòå íöè-
àëüíîé ýíåðãèè òîãî æå âèäà, ÷òî è íà ðèñóíêå 1, á. Íèæå
ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû òàêîãî ðàñ÷åòà.

Èç ñïðàâî÷íèêà ïî ôèçèêå áûëè âçÿòû çíà÷åíèÿ mr  è minÏ
äëÿ âîäû è àëþìèíèÿ. Ñ÷èòàåì, ÷òî òåìïåðàòóðà âëàæí îãî
âîçäóõà ñîñòàâëÿåò 10 C- ° , êîíöåíòðàöèÿ ìîëåêóë âîçäóõà
ñîîòâåòñòâóåò àòìîñôåðíîìó äàâëåíèþ è çàäàííîé òåìï åðà-
òóðå, à êîíöåíòðàöèÿ ìîëåêóë âîäÿíîãî ïàðà ñîîòâåòñ òâóåò
îòíîñèòåëüíîé âëàæíîñòè âîçäóõà 10%.

Ïóñòü êëàñòåð, îáðàçîâàâøèéñÿ â òàêèõ óñëîâèÿõ, ñîñ òîèò
èç N »1000 ìîëåêóë âîäû, ñðåäè êîòîðûõ ïðèñóòñòâóþò
ìîëåêóëû âîçäóõà (ýòî ÿâëåíèå â ìàêðîôèçèêå íàçûâàå òñÿ
ðàñòâîðèìîñòüþ ãàçà â æèäêîñòè). Âïðî÷åì, ÷èñëî ìîë åêóë
â êëàñòåðå íå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ïîñòîÿííûì. Íàèáîëåå áûñò-
ðûå ìîëåêóëû, ïðåîäîëåâ ñèëû ìåæìîëåêóëÿðíîãî ïðèòÿ -
æåíèÿ, âûëåòàþò èç íàíîêàïëè. Îñòàþòñÿ ìåäëåííûå ìî ëå-
êóëû: èõ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè íåäîñòàòî÷íî äëÿ îñâî áîæäå-
íèÿ îò âëèÿíèÿ öåïêèõ ñîñåäåé. Ëþáîïûòíî áûëî áû ïð èïè-
ñàòü ýòîìó æèâîìó îáëà÷êó ìàêðîñêîïè÷åñêèå õààêòåðè ñòè-
êè – ðàäèóñ, ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæåíèå, ïëîòíîñòü…

Ïîâåäåíèå ìîëåêóë âîäû â òàêîé êàïëå îïèñûâàåòñÿ ñè ñ-
òåìîé èç 12( N – 1) óðàâíåíèé; ìîëåêóëû âîäû âçàèìîäåé-
ñòâóþò äðóã ñ äðóãîì ÷åðåç ïîñðåäñòâî ñèë ìåæàòîìíî ãî
âçàèìîäåéñòâèÿ àòîìîâ êèñëîðîäà è âîäîðîäà. (×èñëî 12
åñòü ñóììà ïàðàìåòðîâ, îïèñûâàþùèõ ïîâåäåíèå îäíîé ìî-
ëåêóëû: ïî òðè äëÿ ïîñòóïàòåëüíîé ñêîðîñòè, âðàùàòå ëüíîé
ñêîðîñòè, ïîëîæåíèÿ öåíòðà ìàññ è ïðîñòðàíñòâåííûõ óã-
ëîâ.)

Íà ðèñóíêå 2 îòðàæåíû ïîñëåäîâàòåëüíûå ñòàäèè ñòîëê íî-
âåíèÿ âîäÿíîãî êëàñòåðà ñ ïîâåðõíîñòüþ êðûëà äëÿ N »1000.
Ãîëóáûìè êðóæêàìè îòìå÷åíû ìîëåêóëû âîçäóõà, îñòàëü -
íûå – ìîëåêóëû âîäÿíîãî ïàðà. Ñòðåëêàìè ïîêàçàíî íà ïðàâ-

Ðèñ.1. Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ìîëåêóë

Ðèñ.2. Ïîñëåäîâàòåëüíûå ñòàäèè ñòîëêíîâåíèÿ âîäÿíîã î êëàñ-
òåðà ñ ïîâåðõíîñòüþ òâåðäîãî òåëà

41Ø Ê Î Ë À  Â  « Ê Â À Í Ò Å »
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ëåíèå äâèæåíèÿ æèäêîñòè âíóòðè êëàñòåðà è âðàùåíèå
âîêðóã âåðòèêàëüíîé îñè. Òåìïåðàòóðà ïîâåðõíîñòè ïð è
ýòîì ïT  = 0 (î÷åíü õîëîäíàÿ ïîâåðõíîñòü). Âèäíî (ñì.
ïåðâûé êàäð íà ðèñóíêå 2), ÷òî ýòî óæå íå êàïëÿ, íî  åùå è
íå êðèñòàëë, õîòÿ è íå÷òî óãëîâàòîå.

Íà ðèñóíêå 3 âèäíû ïîñëåäîâàòåëüíûå ñòàäèè ñòîëêíîâ å-
íèÿ äëÿ òîãî æå çíà÷åíèÿ N , íî ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ
êëàñòåðà âîäû ñ ïîâåðõíîñòüþ óìåíüøåíà ïî ñðàâíåíèþ  ñ

ïðåäûäóùèì ñëó÷àåì. Â ýòîì ñëó÷àå ñàìîëåòó «ïîâåçëî » –
âîäÿíîé êëàñòåð îòðàçèëñÿ îò åãî ïîâåðõíîñòè.

Îöåíèì òåïåðü àìïëèòóäó è ÷àñòîòó êîëåáàíèé àòîìîâ
êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè òâåðäîãî òåëà. Áóäåì ñ÷èòàòü
àìïëèòóäû îäèíàêîâûìè âî âñåõ íàïðàâëåíèÿõ. Òîãäà, ñî-
ãëàñíî çàêîíó î ðàâíîðàñïðåäåëåíèè ýíåðãèè ïî ñòåïå íÿì
ñâîáîäû â ñëó÷àå òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ, èìå åì

2 2
ï ï ï Á

2 2 2

m v k k Tx
» » .

Çäåñü ïm  – ìàññà àòîìà (èíäåêñ «ï» – îò ñëîâà ïîâåðõ-
íîñòü ), ïv  – åãî ñêîðîñòü, ïk  – æåñòêîñòü ìåæàòîìíûõ
âçàèìîäåéñòâèé, x  – ìàêñèìàëüíîå ñìåùåíèå àòîìà èç
ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, 23

Á 1,4 10 Äæ Êk -» ×  – ïîñòîÿíàÿ

Áîëüöìàíà. Óãëîâûå ñêîáêè  îçíà÷àþò óñðåäíåíèå. Æå-
ñòêîñòü ïk  ñâÿçàíà ñ ìîäóëåì Þíãà E, ìåæàòîìíûì ðàññòî-
ÿíèåì a è õàðàêòåðíîé ïëîùàäüþ ñå÷åíèÿ 2S a= p  çàêîíîì
Ãóêà:

ï
ES

k E a
a

» = p .

Èç ïîñëåäíèõ äâóõ ñîîòíîøåíèé íàõîäèì

2 Á Á

ï

k k T
T

k E a
x » »

p
.

Åñëè ïðèíÿòü T = 263 K ( 10 Ñ- ° ), E = 70 ÃÏà (äëÿ
àëþìèíèÿ), 82 10 ñìa -» × , òî äëÿ àìïëèòóäû êîëåáàíèé
ïîëó÷èì

2 120,64 10-x » ×  ì,

÷òî ñîñòàâëÿåò ïðèáëèçèòåëüíî 0,2% îò a. Ïðè ýòîì ÷àñòîòà
êîëåáàíèé àòîìîâ â ðåøåòêå ïðè ñðåäíåé ñêîðîñòè êîë åáàíèé

2
ï 500 ì ñv »  áóäåò ðàâíà

2
ï 14

2

1
10  Ãö

2 2

vw
n = » »

p p x
.

Ýòè äàííûå áûëè ó÷òåíû ïðè ðàñ÷åòå ïîâåäåíèÿ êëàñòå ðà,
èçîáðàæåííîãî íà ðèñóíêå 4 äëÿ N »150. Áîëüøîé ãîëóáîé

êðóæîê èçîáðàæàåò ìîëåêóëó âîçäóõà. Èç ðèñóíêà âèäí î,
÷òî ïðè óäàðå î ïîâåðõíîñòü ÷àñòü ìîëåêóë âîäû ñòðå ìèòñÿ
ïîêèíóòü êëàñòåð, à ñàì êëàñòåð – «ðàçìàçàòüñÿ» ïî ïîâåðõ-
íîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå è íà÷èíàåòñÿ îáëåäåíåíèå.

Ïî äàííîé òåìå ìîæíî ïîðåêîìåíäîâàòü ïðî÷èòàòü åùå
íåñêîëüêî ñòàòåé À.Ñòàñåíêî, îïóáëèêîâàííûõ â æóðíà ëå
«Êâàíò»: «Ëþáîâü è íåíàâèñòü â ìèðå ìîëåêóë» (1994,  ¹2),
«Êëàäîâûå ýíåðãèè ìîëåêóë» (1995, ¹5), «Õàîñ ìîëåêó ë è
çâåçä» (1998, ¹5), «Ìîëåêóëû, ñîñèñêè è àëìàçû» (20 03,
¹1), «Êàê ìîëåêóëû ñòîëêíóëèñü» (2007, ¹5). (Ïðèì.
ðåä.)

Ðèñ.3. Ñòîëêíîâåíèå òîãî æå êëàñòåðà ñ òîé æå ïîâåð õíîñ-
òüþ, íî ïðè ñèëüíî óìåíüøåííîé ýíåðãèè âçàèìîäåéñòâ èÿ

Ðèñ.4. Êëàñòåð ñòðåìèòñÿ «ðàçìàçàòüñÿ» ïî ïîâåðõíîñ òè òâåð-
äîãî òåëà. Òóò-òî è íà÷èíàåòñÿ îáëåäåíåíèå

Âèõðè
âðàæäåáíûå…

À.ÑÒÀÑÅÍÊÎ

ÈÊÀÊÎÉ ÆÅ ÐÓÑÑÊÈÉ ÍÅ ÇÍÀÅÒ ÝÒÈÕ ÑÒÐÎÊ:

«Áóðÿ ìãëîþ íåáî êðîåò,
Âèõðè ñíåæíûå êðóòÿ….»,
«Ëèøü âèõîðü ÷åðíûé
Íà äðåâî ñìåðòè íàáåæèò…»
                            (À.Ñ. Ïóøêèí)
«Âèõðè âðàæäåáíûå âåþò íàä íàìè»
      (ðåâîëþöèîííàÿ «Âàðøàâÿíêà»).

Óâåðåí, ÷òî íàø ÷èòàòåëü ìîæåò íàïîìíèòü ìíîæåñòâî
äðóãèõ ïðèìåðîâ. Íî åùå â äðåâíîñòè èíòåðåñîâàëèñü ýòîé
ôîðìîé äâèæåíèÿ – ïðè÷åì íå áåññòðàñòíî. Íàïðèìåð,

âåòõîçàâåòíûé Èåçåêèèëü, îïèñûâàÿ àïïàðàò âåðòèêàëü íîãî
âçëåòà è ïîñàäêè, ïðèâèäåâøèéñÿ åìó â Õðàìå, áûë ïî òðÿñåí
«êîëåñàìè», êîòîðûå íå îòñòàþò îò àïïàðàòà: «ýòè êî ëåñà
ïîõîæè áûëè â ñâîåì äâèæåíèè íà… âèõðü îñîáîãî ðîäà ».

À âîò êàê îïèñûâàåò àòìîñôåðíûé âèõðü ðèìñêèé ïîýò è
ôèëîñîô Òèò Ëóêðåöèé Êàð â ïîýìå «Î ïðèðîäå âåùåé» (1
âåê äî í.ý.):

«…ëåãêî òû òåïåðü ðàçáåðåøüñÿ
Â òîì, ÷òî …. ó íàñ íàçûâàåòñÿ ñìåð÷åì …
Ïàäàåò íà ìîðå ñòîëá …
Òóò âñå ñóäà, ÷òî òàêèì çàõâà÷åíû âîäîâîðîòîì,
Âåðòÿòñÿ áåøåíî â íåì, ïîäâåðãàÿñü îãðîìíîìó ðèñêó …»

Î÷åíü èíòåðåñíà òàêæå êíèãà Ï.-À. Ìîëëåíà «Îõîòíèêè
çà òàéôóíàìè», â êîòîðîé îïèñàíû àòìîñôåðíûå âèõðè
òûñÿ÷åêèëîìåòðîâûõ ìàñøòàáîâ, ïðèâîäÿùèå ê êàòàñòðî ôè-
÷åñêèì ðàçðóøåíèÿì.

×òî æå îáùåãî ó âñåõ ýòèõ ÿâëåíèé, êîòîðûå ìîæíî
îòíåñòè ê ïîíÿòèþ «âèõðü»?

Ïðåæäå âñåãî, ýòî íàëè÷èå îñè õ, âîêðóã êîòîðîé ïðîèñõî-
äèò äâèæåíèå ñðåäû, ïðè÷åì âåêòîð ñêîðîñòè èìååò îê ðóæ-
íóþ (àçèìóòàëüíóþ) êîìïîíåíòó vj , ëåæàùóþ â ïëîñêîñòè,



ïåðïåíäèêóëÿðíîé îñè. À åñëè åñòü è îñåâàÿ êîìïîíåí òà
ñêîðîñòè xv , òî äâèæåíèå ÷àñòèö, î÷åâèäíî, áóäåò ñïèðàëü-
íûì. Äàëåå, ýòà îêðóæíàÿ êîìïîíåíòà ñêîðîñòè óáûâàå ò ñ
ðàññòîÿíèåì r îò îñè, ñòðåìÿñü ê íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè
(ðèñ.1). È ìîæíî ñêàçàòü åùå òî÷íåå: îíà óáûâàåò îá ðàòíî

ïðîïîðöèîíàëüíî ýòîìó ðàññòîÿíèþ: 1v rj : . Ïî÷åìó?
Ïîòîìó ÷òî âèõðü õàðàêòåðèçóåòñÿ ñïåöèàëüíîé âåëè÷è íîé
– öèðêóëÿöèåé. À îíà êàê ðàç è ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ îêðóæ-
íîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè ñðåäû íà äëèíó îêðóæíîñòè 2 rp :

2 rv jG = p .                            (1)

Êàê æå òóò íå âñïîìíèòü çàêîí Áèî–Ñàâàðà: èíäóêöèÿ
ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ïîðîæäåííîãî áåñêîíå÷íî äëèííûì ïð ÿ-
ìûì ïðîâîäîì ñ ïîñòîÿííûì òîêîì I , óáûâàåò îáðàòíî
ïðîïîðöèîíàëüíî ðàññòîÿíèþ r îò ýòîãî òîêà:

0

2
I

B
rj

m
=

p
, èëè 02I r B= p m .

Âûõîäèò, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî òîê åñòü öèðêóëÿöèÿ ìàã íèòíî-
ãî ïîëÿ!

Äàëüøå – áîëüøå. Ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî ìàãíèòíîå ïîë å ñ
èíäóêöèåé xB , íàïðàâëåííîå âäîëü îñè õ, èçìåíÿåòñÿ ñî
âðåìåíåì ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ. ×òî ãîâîðèò çàêîí Ôàðà-
äåÿ? À òî, ÷òî âîêðóã îñè õ âîçíèêàåò öèðêóëÿöèîííîå
ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå Ej  òàêîå, ÷òî 2 rE jp  ïðîïîðöèîíàëüíî
ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ xB  ñî âðåìåíåì è ïëîùàäè 2rp . Íî â
ýòîì ñëó÷àå, ñîêðàòèâ íà r îáå ÷àñòè ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ,
ïîëó÷èì

E rj : .                               (2)

(Çàìåòèì, ÷òî ìû óïîðíî ñîõðàíÿåì èíäåêñ j , ïîä÷åðêèâàÿ,
÷òî ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíà èç êîìïîíåíò âåêòîðà r

r
 öèëèíä-

ðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò.)
Èìåííî ââåäåíèå ïîíÿòèé öèðêóëÿöèè è ïîòîêà  ïîçâîëè-

ëî Äæåéìñó Êëåðêó Ìàêñâåëëó çàâåðøèòü ôîðìóëèðîâêó
óðàâíåíèé ýëåêòðîìàãíåòèçìà. Êàê ñ÷èòàåò, íàïðèìåð,  Ðî-
áåðò Ìèëëèêåí, Ìàêñâåëë «îáëåê ïëåáåéñêè îáíàæåííûå
ïðåäñòàâëåíèÿ Ôàðàäåÿ â àðèñòîêðàòè÷åñêèå îäåæäû ìà òå-
ìàòèêè».

Îäíàêî âåðíåìñÿ ê íàøèì âèõðÿì. Óäèâèòåëüíî, íî îáå
çàâèñèìîñòè (1) è (2) õàðàêòåðèçóþò åùå îäèí èíòåðå ñíûé
òèï âèõðåé, êîòîðûé ñòàë øèðîêî ðàñïðîñòðàíåííûì ñî òíþ
ëåò íàçàä. À èìåííî, «îòöîì ðóññêîé àâèàöèè» Íèêîëà åì
Åãîðîâè÷åì Æóêîâñêèì áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïîäúåìíàÿ ñ èëà

yF  êðûëà ñàìîëåòà ñ ðàçìàõîì l  ñâÿçàíà ñ öèðêóëÿöèåé
ñêîðîñòè âîçäóõà âîêðóã íåãî:

yF v lj= Gr

(çäåñü r  – ïëîòíîñòü âîçäóõà). Òî, ÷òî çà êðûëîì äîëæíû
âîçíèêàòü äâà âèõðÿ ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè çíà÷åíèÿìè ö èð-
êóëÿöèè (ò.å. ïðîòèâîïîëîæíûìè íàïðàâëåíèÿìè âðàùåí èÿ
âîçäóõà), î÷åâèäíî. Âåäü ïîäúåìíàÿ ñèëà ñîçäàåòñÿ ç à ñ÷åò
òîãî, ÷òî êðûëî îòáðàñûâàåò âîçäóõ âíèç, ñîçäàâàÿ ï îòîê

èìïóëüñà, ðàâíûé âåñó ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà. À íà ì åñòî
ýòîãî îòáðîøåííîãî âíèç âîçäóõà ïîñòóïàþò ñâåðõó íî âûå
ïîðöèè.

Íî êàê óñòðîåíû ýòè êîíöåâûå âèõðè? Åñëè ïðèíÿòü
çàâèñèìîñòü (1), òî ñ ïðèáëèæåíèåì ê îñè ( 0r ® ) ïîëó÷èì
vj ® ¥ , ÷òî ÿâíî íåëåïî. Ýòî íåäðàçóìåíèå ðàçðåøàåòñÿ,
åñëè ìû âñïîìíèì î òàêîì ïîíÿòèè, êàê âÿçêîñòü âîçä óõà.
Âåäü ñ óìåíüøåíèåì r ðàçíîñòü ñêîðîñòåé äâóõ ñîñåäíèõ
öèëèíäðè÷åñêèõ ñëîåâ âîçäóõà âîçðàñòàåò (à â ñîîòíî øåíèè
(1) ìû åå íèêàê íå ó÷èòûâàëè). Çíà÷èò, âîçíèêíóò ñè ëû,
òîðìîçÿùèå âðàùåíèå âîçäóõà ñ ïðèáëèæåíèåì ê îñè. È , ÷òî
âïîëíå åñòåñòâåííî, íà îñè ñêîðîñòü vj  áóäåò ðàâíà íóëþ. Èç
çàêîíîâ ãèäðîäèíàìèêè ñëåäóåò, ÷òî vj  áóäåò ïðÿìî ïðîïîð-
öèîíàëüíà ðàäèóñó, êàê è â ñîîòíîøåíèè (2).

Íà ðèñóíêå 1 êà÷åñòâåííî èçîáðàæåíà ýòà çàâèñèìîñòü
îêðóæíîé ñêîðîñòè âîçäóõà â åäèíè÷íîì ñïóòíîì âèõðå
ñàìîëåòà, à íà ðèñóíêå 2 ïðåäñòàâëåíà ñóììàðíàÿ ñêî ðîñòü
äâóõ ñïóòíûõ âèõðåé â ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè íà íåêîòîð îì
ðàññòîÿíèè çà ñàìîëåòîì.

Äåéñòâèòåëüíî, ëþáîïûòíûé âèõðü – âíóòðè èç-çà âÿçê î-
ñòè âîçäóõà îí âðàùàåòñÿ êàê òâåðäîå òåëî è ïîõîæ í à
ðåçóëüòàò (2), ñëåäóþùèé èç çàêîíà Ôàðàäåÿ, à ñ óäà ëåíèåì
ñòàíîâèòñÿ òàê íàçûâàåìûì ïîòåíöèàëüíûì  (áåçâÿçêîñò-
íûì) âèõðåì è íàïîìèíàåò ðåçóëüòàò (1). Ïðè÷åì ýòè âèõðè,
íåîáõîäèìûå äëÿ ïîääåðæàíèÿ êðûëàòîãî àïïàðàòà â âî çäó-
õå, â îêðåñòíîñòè àýðîäðîìà ïîðîé ñòàíîâÿòñÿ âðàæäå áíû-
ìè: êðóæàñü íàä âçëåòíî – ïîñàäî÷íîé ïîëîñîé íåêîòî ðîå
âðåìÿ, îíè ñîçäàþò óãðîçó äðóãèì (îñîáåííî ìàëîðàçì åð-
íûì) ñàìîëåòàì.

Â çàêëþ÷åíèå ñîâåòóåì ïðîäåëàòü ñëåäóþùåå: ïîìåøàâ â
÷àøêå (íàïðèìåð, ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå) ÷åðíûé êîôå, ä îáàâü-
òå òóäà êàïëþ ìîëîêà. È åñëè âû óâèäèòå â îáðàçîâàâ øåéñÿ
êàðòèíå àíàëîã ñïèðàëüíîé ãàëàêòèêè, èëè òîðíàäî, è ëè
òàéôóíà, âû ìîæåòå ñìåëî ïîñòóïàòü íà ôàêóëüòåò àýð îìå-
õàíèêè è ëåòàòåëüíîé òåõíèêè Ìîñêîâñêîãî ôèçèêî-òåõ íè-
÷åñêîãî èíñòèòóòà (ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà), ãäå âàì
ñîîáùàò î âèõðÿõ âñå îñòàëüíîå.

×òî åùå ìîæíî ïî÷èòàòü î âèõðÿõ

1. Ï.-À.Ìîëåí . Îõîòíèêè çà òàéôóíàìè (Ì.: Ìèð, 1967).
2. Â.Ð.Äóáåíöîâ , Ì.À.Ïåòðîñÿíö . Öèêëîí (ÁÑÝ, 1957,

ò.46).
3. À.Ñòàñåíêî.  Âèõðè íàä âçëåòíîé ïîëîñîé («Êâàíò»,

1996, ¹ 6).
4. À.Ñòàñåíêî.  Âèõðü â òóìàíå («Êâàíò», 2001, ¹5).
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Í îâûé âçãëÿä
íà òåîðåìó

Øòåéíåðà–Ëåìóñà
Ë. ØÒÅÉÍÃÀÐÖ

Çàãàäî÷íàÿ òåîðåìà î áèññåêòðèñàõ

Â ãåîìåòðèè îäíîé èç ñàìûõ çàãàäî÷íûõ òåîðåì ñ÷èòàå òñÿ
òåîðåìà Øòåéíåðà – Ëåìóñà . Ôîðìóëèðóåòñÿ îíà ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

Äîêàçàòü, ÷òî åñëè â òðåóãîëüíèêå äâå áèññåêòðèñû
ðàâíû, òî ýòîò òðåóãîëüíèê ðàâíîáåäðåííûé.

Çàãàäî÷íîñòü ýòîé òåîðåìû çàêëþ÷àåòñÿ â åå êàæóùåéñ ÿ
ïðîñòîòå. Âåäü ñîâåðøåííî íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî â ðàâíî-
áåäðåííîì òðåóãîëüíèêå äâå áèññåêòðèñû ðàâíû. Áîëåå  òîãî,
àíàëîãè÷íûå òåîðåìû (êàê ïðÿìûå, òàê è îáðàòíûå) íå
ïðåäñòàâëÿþò íèêàêèõ îñîáûõ ïðîáëåì íè äëÿ ìåäèàí, íè
äëÿ âûñîò òðåóãîëüíèêà. Íî âîò ñ îáðàòíîé òåîðåìîé äëÿ
áèññåêòðèñ äåëî îáñòîèò íàìíîãî ñëîæíåå.

Óïðàæíåíèÿ
1. Äîêàæèòå, ÷òî â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå: à) áè ññåê-

òðèñû; á) ìåäèàíû; â) âûñîòû, ïðîâåäåííûå ê áîêîâûì  ñòîðî-
íàì, ðàâíû.

2. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè â òðåóãîëüíèêå ðàâíû: à) äâå ìå äèàíû;
á) äâå âûñîòû, òî ýòîò òðåóãîëüíèê ðàâíîáåäðåííûé.

Èñòîðèÿ îáñóæäàåìîé íàìè òåîðåìû, ñêîðåå âñåãî, íà÷ à-
ëàñü â ïåðâîé ïîëîâèíå XIX âåêà. Â 1840 ãîäó íåìåöê èé
ìàòåìàòèê Êðèñòèàí Ëþäîëüô Ëåìóñ â ïèñüìå ñâîåìó ôð àí-
öóçñêîìó êîëëåãå Øàðëþ Øòóðìó óïîìÿíóë ýòîò âîïðîñ è
ïîïðîñèë åãî ïðèäóìàòü ÷èñòî ãåîìåòðè÷åñêîå äîêàçàò åëü-
ñòâî. Øòóðì â òî âðåìÿ óæå áûë äåéñòâèòåëüíûì ÷ëåíî ì
Ïàðèæñêîé àêàäåìèè íàóê, è ÷åðåç íåãî çàäà÷à ñòàëà èçâåñ-
òíà ìíîãèì ó÷åíûì. Ñðåäè íèõ áûë âåëèêèé øâåéöàðñêè é
ãåîìåòð ßêîá Øòåéíåð. Îí îäíèì èç ïåðâûõ äîêàçàë òå îðå-
ìó, íî åãî äîêàçàòåëüñòâî áûëî ñëîæíûì, è ïîýòîìó ì íîãèå
íå îñòàâëÿëè ïîïûòîê íàéòè áîëåå ïðîñòûå ìåòîäû. Ñå é÷àñ
èçâåñòíî íåñêîëüêî äåñÿòêîâ ðàçëè÷íûõ äîêàçàòåëüñòâ  òåî-
ðåìû Øòåéíåðà – Ëåìóñà.

Íåñêîëüêî ëåò íàçàä íàì óäàëîñü ïðèäóìàòü åùå îäíî
äîêàçàòåëüñòâî, êîòîðîå ìû è õîòèì ïðåäëîæèòü ÷èòàò åëÿì.
Ýòî äîêàçàòåëüñòâî íåñêîëüêî ïîõîæå íà òî, êîòîðîå èìååòñÿ
â êíèãå Ã.Ñ.Ì.Êîêñòåðà è Ñ.Ë.Ãðåéòöåðà «Íîâûå âñòðå ÷è ñ
ãåîìåòðèåé». È âñå æå îíî – äðóãîå.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû

Ââåäåì ïîíÿòèå, êîòîðîå, íà íàø âçãëÿä, çàñëóæèâàåò
òîãî, ÷òîáû åãî ââåëè â øêîëüíóþ ïðîãðàììó ïðè èçó÷ åíèè
ãåîìåòðèè: íàçîâåì äóãó, êîòîðàÿ íå áîëüøå ïîëóîêðó æíîñ-
òè, ìàëîé äóãîé . ßñíî, ÷òî ãðàäóñíàÿ ìåðà ìàëîé äóãè íå
áîëüøå 180°. Òàêæå âïîëíå î÷åâèäíî, ÷òî äâå õîðäû ðàâíû
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàâíû ñîîòâåòñòâóþùèå è ì
ìàëûå äóãè.

Óïðàæíåíèÿ

3. Äîêàæèòå, ÷òî èç äâóõ õîðä îäíîé îêðóæíîñòè, áîëüø åé
ÿâëÿåòñÿ òà, êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò á óëüøàÿ ìàëàÿ  äóãà.

4. Äîêàæèòå, ÷òî èç äâóõ ìàëûõ äóã áîëüøåé ÿâëÿåòñÿ ò à,
êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò á óëüøàÿ õîðäà.

Èòàê, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò íåðàâíîáåäðåííûé
òðåóãîëüíèê ÀÂÑ, ó êîòîðîãî áèññåêòðèñû 1AA  è 1BB  ðàâíû
(ðèñ.1). Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: 2 , 2A BÐ = a Ð = b . Äîïóñ-
òèì, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî óãîë À áîëüøå óãëà Â, ò.å.
a > b . Êðîìå òîãî, 2 2 180a + b < °  (òàê êàê ýòî ñóììà äâóõ
óãëîâ òðåóãîëüíèêà).

Ïðîâåäåì îêðóæíîñòü ÷åðåç òî÷êè À, Â è 1A . Ïðè ýòîì
âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ. Ðàçáåðåì êàæäûé èç íèõ.

Ñëó÷àé 1: òî÷êà 1B  îêàçà-
ëàñü íà îêðóæíîñòè (ðèñ. 2).

Òîãäà 1 1AA B AB BÐ = Ð  (êàê âïèñàííûå óãëû, îïèðàþùèåñÿ
íà îäíó è òó æå äóãó). Íî ýòè óãëû ÿâëÿþòñÿ âíåøíèì è  äëÿ
òðåóãîëüíèêîâ 1AA C  è 1BB C  ñîîòâåòñòâåííî. Èç ýòîãî ñðàçó
ñëåäóåò, ÷òî a = b .

Ñëó÷àé 2: òî÷êà 1B  îêàçàëàñü âíóòðè îêðóæíîñòè (ðèñ. 3).
Ïðè ýòîì 1 1EFA FmAÈ > È . Ñëåäîâàòåëüíî, 1EBAÐ >

1FAA> Ð . Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî b > a , à ýòî ïðîòèâîðå÷èò íàøåìó
ïðåäïîëîæåíèþ.

Ñëó÷àé 3: òî÷êà 1B  îêàçàëàñü âíå îêðóæíîñòè (ðèñ. 4). Â
ýòîì ñëó÷àå õîðäà ÂÅ ìåíüøå õîðäû 1AA , òàê êàê, ïî
óñëîâèþ, îòðåçêè 1AA è 1BB
ðàâíû. Èìååì 1EA BÈ =

1 1 2 2 180EA A B= È + È = b + a < °  è 1 4 2 2AEAÈ = b < b + a <
180< °. Çíà÷èò, äóãè 1EA B  è 1AEA  – ìàëûå. Òåïåðü (òàê êàê

õîðäà ÂÅ ìåíüøå õîðäû 1AA ) ìû ìîæåì çàêëþ÷èòü, ÷òî
äóãà 1EA B  ìåíüøå äóãè 1AEA . Òàêèì îáðàçîì, 2 2 4b + a < b .
À ýòî ñíîâà ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî a > b .

Ñëåäîâàòåëüíî, òðåóãîëüíèê ÀÂÑ – íåïðåìåííî ðàâíîáåä-
ðåííûé, è òåîðåìà Øòåéíåðà – Ëåìóñà äîêàçàíà.

ÎÒ ÐÅÄÀÊÖÈÈ

Òåîðåìå Øòåéíåðà – Ëåìóñà óæå áîëåå ïîëóòîðà âåêîâ.  Çà
ýòî âðåìÿ íàêîïèëîñü ìíîãî ðàçíûõ åå äîêàçàòåëüñòâ,  è, êàê
ìû âèäèì, ðåãóëÿðíî ïîÿâëÿþòñÿ íîâûå. Â íà÷àëå 60-õ  ãîäîâ
XX âåêà Ìàðòèí Ãàðäíåð íàïèñàë ïðî ýòó òåîðåìó â ñâ îåé
êîëîíêå â «Scientific American» è ïîëó÷èë ïîñëå ýòî ãî

Ðèñ. 1 Ðèñ. 2

Ðèñ. 3 Ðèñ. 4



ìíîæåñòâî îòêëèêîâ îò ÷èòàòåëåé. Ìíîãèå ïðåäëàãàëè ñâîè
ñîáñòâåííûå äîêàçàòåëüñòâà, è ñðåäè íèõ áûëî íåìàëî  îðè-
ãèíàëüíûõ. «Êâàíò» óæå ðàññêàçûâàë îá ýòîé òåîðåìå â
ñòàòüå À.Êîðîáîâà «Ñåìü ðåøåíèé çàäà÷è Øòåéíåðà»
(«Êâàíò» ¹4 çà 1996 ã.). Íèæå ìû ïðèâîäèì åùå ÷åòûð å
äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Øòåéíåðà – Ëåìóñà. Ïåðâîå ïð è-
íàäëåæèò ñàìîìó Øòåéíåðó è áûëî îïóáëèêîâàíî â 1844
ãîäó. Âòîðîå äîêàçàòåëüñòâî Ãàðäíåð âûáðàë êàê ñàìî å
èçÿùíîå èç ïðèñëàííûõ åìó ÷èòàòåëÿìè. Åãî àâòîðû –
Ã.Ãèëáåðò è Ä.Ìàêäîíàëüä. Ïîçæå âûÿñíèëîñü, ÷òî Ëåì óñ
ïðèäóìàë ýòîò æå ñïîñîá, íî ëèøü ÷åðåç äåñÿòü ëåò ï îñëå åãî
ïèñüìà Øòóðìó, ñ êîòîðîãî íà÷àëàñü âñÿ èñòîðèÿ. Òðå òüå è
÷åòâåðòîå äîêàçàòåëüñòâà – àëãåáðàè÷åñêèå.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî â ïîñâÿùåííîé ýòîé æå òåîðåìå ñò àòüå
Äæ. Ìàêáðàéäà «The equal internal bisectors theorem , 1840–
1940… Many solutions or none? A centenary account» îïèñàíà
ñòîëåòíÿÿ (íà òîò ìîìåíò) èñòîðèÿ ýòîé çàäà÷è è äàí à
ïîäáîðêà äîêàçàòåëüñòâ.

Äîêàçàòåëüñòâî Øòåéíåðà

Øòåéíåð äîêàçûâàë, ÷òî òðåóãîëüíèê áóäåò ðàâíîáåäðå í-
íûì, åñëè â íåì ðàâíû äâå áèññåêòðèñû ïðè òóïûõ âíå øíèõ
óãëàõ.

Ïóñòü â òðåóãîëüíèêå ABC ðàâíû âíåøíèå áèññåêòðèñû
BY  è CZ ïðè ñòîðîíå BC, à E – öåíòð âíåâïèñàííîé
îêðóæíîñòè (ðèñ.5). Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: CBEÐ = a ,

BCEÐ = b  è ïðåäïîëîæèì, ÷òî a > b . Òîãäà CE > BE. Åñëè

îòìåòèòü òî÷êè H è K  òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ðàâåíñòâà
EH  = EB è EK  = EZ, òî îòðåçêè HC  è KY  áóäóò ðàâíû. Èç
ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ BEZ  è HEK  ïîëó÷èì, ÷òî

ZHKÐ = a . Çíà÷èò, åñëè L  – òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ëó÷åé CY
è HK , òî CLHÐ = a - b . Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå

BEH  óãîë ïðè îñíîâàíèè ðàâåí 
2

a + b
, îòêóäà CBHÐ =

1
2 2 2

CBH CLH
a + b a - b

Ð = a - = = Ð .

Óãîë YBZ  – âíåøíèé äëÿ òðåóãîëüíèêà ABY , ïîýòîìó
BYA YBZ CBYÐ < Ð = a = Ð , ò.å. BC < CY . Ïîýòîìó íà

îòðåçêå CY  íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà D, ÷òî CB = CD . Òîãäà
òðåóãîëüíèêè CBH  è CDH  ðàâíû, à çíà÷èò, CDHÐ =

1
2

CBH CLHÐ == Ð . Ïîëó÷èëîñü, ÷òî âíåøíèé óãîë òðåó-

ãîëüíèêà HDL  ìåíüøå âíóòðåííåãî íå ñìåæíîãî ñ íèì óãëà.
À ýòî, î÷åâèäíî, ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, a = b , ò.å.

ABC ACBÐ = Ð  è òðåóãîëüíèê ABC ðàâíîáåäðåííûé. ×òî è
òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Â ýòîì äîêàçàòåëüñòâå ñóùåñòâåííî, ÷òî îáà âíåøíèõ
óãëà, áèññåêòðèñû êîòîðûõ ðàâíû, òóïûå. Åñëè îäèí è ç

íèõ îñòðûé, òî ðàññóæäåíèÿ Øòåéíåðà óæå íå ðàáîòàþò . Â
ñëåäóþùåì óïðàæíåíèè ïðèâåäåí ïðèìåð òàêîé ñèòóàöèè .

Óïðàæíåíèå 5. Â òðåóãîëüíèêå ABC ñ óãëàìè 12BÐ = °  è
132CÐ = ° ïðîâåäåíû âíåøíèå áèññåêòðèñû BM  è CN  ýòèõ

óãëîâ (òî÷êà M  ëåæèò íà ïðÿìîé AC, òî÷êà N – íà ïðÿìîé AB).
Äîêàæèòå (æåëàòåëüíî áåç èñïîëüçîâàíèÿ òðèãîíîìåòðè è!), ÷òî
BM = CN .

Äîêàçàòåëüñòâî Ãèëáåðòà – Ìàêäîíàëüäà (è Ëåìóñà)

Ïóñòü â òðåóãîëüíèêå ABC ðàâíû áèññåêòðèñû BM  è ÑN
(ðèñ. 6). Ïóñòü óãëû B è C íå ðàâíû. Çíà÷èò, îäèí èç íèõ,

ñêàæåì óãîë C, áîëüøå äðóãîãî. Âîçüìåì íà BM  òî÷êó L ,
÷òîáû óãîë BCL  áûë ðàâåí ïîëîâèíå óãëà B. Òîãäà òî÷êè B,
C, L  è N ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè. Ñ îäíîé ñòîðîíû,
âåðíû íåðàâåíñòâà 90CBN BCLÐ < Ð < ° . Ñ äðóãîé ñòîðî-
íû, BL  < BM  = CN , è óãîë BCL  äîëæåí áûòü ìåíüøå óãëà
CBN , òàê êàê îí îïèðàåòñÿ íà ìåíüøóþ õîðäó. Ïðîòèâîðå-
÷èå.

Àëãåáðàè÷åñêèå äîêàçàòåëüñòâà

Ïðåäñòàâëÿåì èõ â âèäå ñåðèè íåñëîæíûõ óïðàæíåíèé.
Äëÿ ïåðâîãî äîêàçàòåëüñòâà íóæíà ôîðìóëà èç óïðàæíå íèÿ
8, äëÿ âòîðîãî – ôîðìóëà èç óïðàæíåíèÿ 9. Íèæå AL  –
áèññåêòðèñà óãëà A òðåóãîëüíèêà ABC.

Óïðàæíåíèÿ

6. Äîêàæèòå, ÷òî 
BL BA
CL CA

= .

7. Äîêàæèòå, ÷òî 2 AB ACL CA LB L= × - × .
8. Äîêàæèòå, ÷òî

2
2 1

BC
AB AC

AB A
L

C
A

æ öæ ö= × × -ç ÷ç ÷è ø+è ø

è âûâåäèòå îòñþäà òåîðåìó Øòåéíåðà – Ëåìóñà.

9. Äîêàæèòå, ÷òî 
2

cos
2

AB AC BAC
AB AC

AL
× Ð

+
=  è âûâåäèòå îòñþ-

äà òåîðåìó Øòåéíåðà – Ëåìóñà.

Ðèñ. 5

Ðèñ. 6
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Ï î÷åìó ðàäóãè
áûâàþò ðàçíûìè

Ñ.ÂÀÐËÀÌÎÂ

ÊÎÍÅ×ÍÎ, ÊÀÆÄÛÉ ×ÈÒÀÒÅËÜ ÍÅ ÐÀÇ ÂÈÄÅË ÍÀ ÍÅÁÅ
ðàäóãó. Ëó÷øå âñåãî çàìåòíà ñàìàÿ ÿðêàÿ, òàê íàçûâà å-

ìàÿ ïåðâàÿ ðàäóãà. Îíà âèäíà â íàïðàâëåíèÿõ, ñîñòàâ ëÿþ-
ùèõ óãîë 42°  ñ ëèíèåé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð ñîëíöà è
ãëàç íàáëþäàòåëÿ. Ïðè ýòîì ñîëíöå ðàñïîëîæåíî çà ñï èíîé
íàáëþäàòåëÿ. Çíà÷èòåëüíî ìåíåå ÿðêàÿ ðàäóãà âèäíà â
íàïðàâëåíèÿõ, ñîñòàâëÿþùèõ óãîë 51°  ñ òîé æå ëèíèåé.
Ïîðÿäêè ðàñïîëîæåíèÿ öâåòîâ â ýòèõ äâóõ ðàäóãàõ ðàç íûå.
Âíóòðåííÿÿ ÷àñòü (ñ ìåíüøèìè óãëàìè) ïåðâîé ðàäóãè
ôèîëåòîâî-ñèíÿÿ, à âíåøíÿÿ êðàñíàÿ. Ó âòîðîé ðàäóãè  –
íàîáîðîò, âíóòðåííÿÿ ÷àñòü êðàñíàÿ, à âíåøíÿÿ ôèîëå òîâàÿ.
Èíîãäà êðîìå ýòèõ äâóõ ðàäóã âèäíû åùå è ìíîãî÷èñëå ííûå
äîïîëíèòåëüíûå ñâåòëûå äóãè, ðàñïîëîæåííûå âíóòðè ñ à-
ìîé ÿðêîé ïåðâîé ðàäóãè. Îíè åñòü è âíå âòîðîé ðàäó ãè, íî
èõ ÿðêîñòü î÷åíü ìàëà.

Êàê âîçíèêàåò ðàäóãà? Ïî÷åìó íå âñåãäà âèäíû äîïîëí è-
òåëüíûå äóãè? Ïîïðîáóåì îòâåòèòü íà ýòè âîïðîñû.

Êîãäà è êàê áû ðàäóãà íè âîçíèêàëà, îíà âñåãäà îáðà çóåòñÿ
èãðîé ñâåòà íà êàïëÿõ âîäû. Îáû÷íî ýòî äîæäåâûå êàï ëè,
èçðåäêà – ìåëêèå êàïëè òóìàíà. Âçàèìîäåéñòâèå ïàðàë ëåëü-
íîãî ïó÷êà ñîëíå÷íîãî ñâåòà è êðóãëîé äîæäåâîé êàïë è
ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ñâåò ïðåëîìëÿåòñÿ, îòðàæàåòñÿ è î÷åíü

ñëàáî ïîãëîùàåòñÿ êàïëåé. Èñïîëüçîâàííûå â ýòîé ôðà çå
òåðìèíû ïîíÿòíû è øêîëüíèêàì, çàêîí÷èâøèì âîñüìîé
êëàññ è çíàþùèì òîëüêî î ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêå, è ñ òàðøåê-
ëàññíèêàì, çíàêîìûì ñ âîëíîâîé ïðèðîäîé ñâåòà.

Â ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêå ðàññìàòðèâàþòñÿ òðè ãëàâíûõ
çàêîíà, êîòîðûå îïèñûâàþò ïîâåäåíèå ëó÷åé ñâåòà. Ýò î
çàêîí ïðÿìîëèíåéíîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñâåòà â îäíîðî äíîé
ñðåäå è çàêîíû îòðàæåíèÿ è ïðåëîìëåíèÿ ñâåòà íà ãðà íèöå
ðàçäåëà äâóõ ñðåä. Çàêîí îòðàæåíèÿ ñâåòà â óïðîùåíí îé
ôîðìå ôîðìóëèðóåòñÿ òàê: óãîë ïàäåíèÿ ëó÷à ðàâåí óã ëó
îòðàæåíèÿ. À çàêîí ïðåëîìëåíèÿ ëó÷åé ñâåòà íà ãðàíè öå
ðàçäåëà óòâåðæäàåò, ÷òî îòíîøåíèå ñèíóñà óãëà ïàäåí èÿ ê
ñèíóñó óãëà ïðåëîìëåíèÿ ðàâíî îòíîøåíèþ ñêîðîñòè ñâ åòà â
ïåðâîé ñðåäå (èç êîòîðîé ñâåò ïàäàåò íà ãðàíèöó ðàç äåëà) ê
ñêîðîñòè ñâåòà âî âòîðîé ñðåäå (íàõîäÿùåéñÿ çà ãðàí èöåé
ðàçäåëà). Èëè, èíûìè ñëîâàìè, îòíîøåíèå ñèíóñîâ óãë îâ
ïàäåíèÿ è ïðåëîìëåíèÿ ðàâíî îòíîñèòåëüíîìó ïîêàçàòå ëþ
ïðåëîìëåíèÿ âòîðîé è ïåðâîé ñðåä.

Åñëè ïîëüçîâàòüñÿ òîëüêî çàêîíàìè ãåîìåòðè÷åñêîé îï òè-
êè, òî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ëó÷è ñâåòà, ïðîøåäøèå âí óòðü
êàïëè, îòðàçèâøèåñÿ âíóòðè íåå îäèí èëè äâà ðàçà è çàòåì
âûøåäøèå íàðóæó, ñîáèðàþòñÿ (ãðóïïèðóþòñÿ, èëè êîíö åí-
òðèðóþòñÿ) âáëèçè íàïðàâëåíèé, êîòîðûå êàê ðàç ñîîò âåò-
ñòâóþò ïåðâîé è âòîðîé ðàäóãàì (ðèñóíêè 1 è 2 ñîîòâ åòñòâåí-
íî). (Ìîæíî àíàëîãè÷íî íàéòè íàïðàâëåíèå äëÿ òðåòüå é è
ïîñëåäóþùèõ ðàäóã, íî, ïîñêîëüêó îíè íàñòîëüêî ñëàá û, ÷òî
íèêîãäà íå íàáëþäàþòñÿ íà ôîíå ÿðêèõ ïåðâûõ äâóõ ðà äóã,
ìû èõ ðàññìàòðèâàòü íå áóäåì – â ïðÿìîì è â ïåðåíîñ íîì
ñìûñëå!) Óñëîâèÿ êîíöåíòðàöèè ïî íåêîòîðûì íàïðàâëå íè-
ÿì â ïðîñòðàíñòâå ëó÷åé, âûøåäøèõ èç êàïëè, ñîîòâåò ñòâóþò
ýêñòðåìóìàì â çàâèñèìîñòè óãëà ïîâîðîòà ëó÷à – áóäå ì
îáîçíà÷àòü åãî êàê 180 j° -  – îò òàê íàçûâàåìîãî ïðèöåëü-
íîãî óãëà ïàäåíèÿ a . Äëÿ ïåðâîé ðàäóãè 42j = °, à äëÿ
âòîðîé ðàäóãè 51j = °. Â ñëó÷àå ñâåòà ðàçíûõ öâåòîâ (äëèí
âîëí) ñîîòâåòñòâóþùèå óãëû ïîâîðîòà íåìíîãî îòëè÷àþ òñÿ,
òàê êàê êàæäîé äëèíå âîëíû ñâåòà (öâåòó) ñîîòâåòñòâ óåò ñâîé
êîýôôèöèåíò ïðåëîìëåíèÿ n. Ñâÿçü ìåæäó óãëîì ïàäåíèÿ
a , óãëîì ïðåëîìëåíèÿ b  è óãëîì j  äëÿ îäíîãî îòðàæåíèÿ
ñâåòà âíóòðè êàïëè òàêîâà: 4 2j b a= - . Äëÿ äâóõ îòðàæåíèé
ëó÷à ñâåòà âíóòðè êàïëè: 180 2 6j a b= ° - + . Ïî çàêîíó
ïðåëîìëåíèÿ, sin sin na b = . Ó âîäû êîýôôèöèåíò ïðåëîì-
ëåíèÿ äëÿ âñåõ äëèí âîëí âèäèìîãî ñâåòà áëèçîê ê âå ëè÷èíå
n = 4/3.

Ãðàôèêè çàâèñèìîñòè óãëîâ j  îò óãëîâ a  (â ãðàäóñàõ)
ïîêàçàíû íà ðèñóíêå 3. Âèäíî, ÷òî ýêñòðåìóìû ïðèõîä ÿòñÿ
êàê ðàç íà çíà÷åíèÿ óãëîâ 42j = ° è 51j = °. Ïîñêîëüêó
ðàçíûì öâåòàì ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûå êîýôôèöèåíòû ïðå -
ëîìëåíèÿ n – ýòî ñâîéñòâî ñðåäû íàçûâàåòñÿ äèñïåðñèåé, –
íàïðàâëåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå, âáëèçè êîòîðûõ êîíöåíòð èðó-
þòñÿ ëó÷è ñâåòà, äëÿ ðàçíûõ äëèí âîëí íå ñîâïàäàþò,  è ìû
âèäèì ðàäóãó öâåòíîé. Íàïðèìåð, ïåðâàÿ ÿðêàÿ ðàäóãà  èìååò
óãëîâîé «ðàçìàõ» îêîëî 3,5°. Èç ðèñóíêà 3 âèäíî, ÷òî äëÿ
îäíîãî îòðàæåíèÿ âíóòðè êàïëè ýêñòðåìóì ýòî ìàêñèìó ì, à
äëÿ äâóõ îòðàæåíèé âíóòðè êàïëè – ìèíèìóì, ïîýòîìó
ïîíÿòíî, ïî÷åìó ïîðÿäêè öâåòîâ â ïåðâîé è âòîðîé ðà äóãàõ
( 42°  è 51° ) ïðîòèâîïîëîæíûå.

Ëþáîïûòíî, ÷òî åñëè áû êîñìîíàâò îêàçàëñÿ íà îðáèòå
Ìåðêóðèÿ è óñòðîèë âíóòðè êîñìè÷åñêîé ñòàíöèè òóìàí  èç
âîäÿíûõ êàïåëåê, òî îí óâèäåë áû âîâñå íå òàêèå ðàä óãè, ê
êîòîðûì ìû ïðèâûêëè. Äëÿ íåãî è ïåðâàÿ, è âòîðàÿ ðà äóãè
ñîëíå÷íûõ ëó÷åé ïðåäñòàâëÿëèñü áû áåëûìè! È òîëüêî êðàÿ
ýòèõ ðàäóã áûëè áû ñëåãêà îêðàøåíû. Ýòî ñâÿçàíî ñ ò åì, ÷òî
óãëîâîé ðàçìåð Ñîëíöà äëÿ íàáëþäàòåëåé íà Çåìëå ãîð àçäî
ìåíüøå óãëîâîé øèðèíû ðàäóã è ñîñòàâëÿåò îêîëî 0,5°, à äëÿ
íàáëþäàòåëÿ, íàõîäÿùåãîñÿ íà òàêîì æå ðàññòîÿíèè îò



Ñîëíöà, êàê Ìåðêóðèé, óãëîâîé ðàçìåð Ñîëíöà ïðèìåðí î â
2,5 ðàçà áîëüøå.

Îäíàêî è â çåìíûõ óñëîâèÿõ òîæå ìîæíî óâèäåòü áåëóþ
ðàäóãó. Ôîòîãðàôèÿ, ïðèâåäåííàÿ íà ðèñóíêå 4, ñäåëà íà èç
îêíà êàþòû êîðàáëÿ â òóìàíå. Ñëîé òóìàíà îáåñïå÷èë
ñóùåñòâåííîå óãëîâîå ðàñøèðåíèå èñòî÷íèêà ñâåòà – c îëíöå
ñêâîçü òóìàí âûãëÿäåëî îòíþäü íå ìàëåíüêèì ñâåòÿùèì ñÿ
äèñêîì ñ ÷åòêèìè êðàÿìè, à áîëüøèì áåëûì ïÿòíîì. Åñ ëè
âíèìàòåëüíî ïðèñìîòðåòüñÿ ê ôîòîãðàôèè, òî ìîæíî îò ìå-
òèòü, ÷òî âåðõíèé êðàé áåëîé ðàäóãè èìååò êðàñíîâàò ûé
îòòåíîê, à íèæíèé – ôèîëåòîâûé. Åùå îäíà êðàñèâàÿ ô îòî-
ãðàôèÿ áåëîé ðàäóãè ïðèâåäåíà íà ðèñóíêå 5.

Íî âîò äëÿ òîãî ÷òîáû îáúÿñíèòü, ïî÷åìó ïåðâàÿ è âò îðàÿ
ðàäóãè ïîëó÷àþòñÿ ðàçíûìè ïî ÿðêîñòè, çàêîíîâ ãåîìå òðè-
÷åñêîé îïòèêè îêàçûâàåòñÿ íåäîñòàòî÷íî. Íà ëþáîé ãð àíèöå
ðàçäåëà ýíåðãèÿ îòðE  îòðàæåííîãî ñâåòà è ýíåðãèÿ ïðîøE
ñâåòà, ïðîøåäøåãî ÷åðåç ãðàíèöó, â ñóììå ðàâíû ýíåð ãèè

ïàäE  ïàäàþùåãî ñâåòà. Ïðîïîðöèè ìåæäó ýíåðãèÿìè ïðî-
øåäøåãî è îòðàæåííîãî ñâåòà îïðåäåëÿþòñÿ îòíîñèòåëü íûì
ïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ ñðåä ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ã ðàíè-

öû, óãëîì ïàäåíèÿ íà ãðàíèöó, à òàêæå ïîëÿðèçàöèåé
ïàäàþùåãî ñâåòà (êñòàòè, èìåííî ïîýòîìó ñâåò ðàäóãè  ñèëü-
íî ïîëÿðèçîâàí). Ôîðìóëû äëÿ ðàñ÷åòà îòíîøåíèé îòð ïàäE E
è ïðîø ïàäE E  âûâåë åùå â íà÷àëå XIX âåêà Îãþñòåí Ôðå-
íåëü, è çàèíòåðåñîâàâøèåñÿ ÷èòàòåëè ìîãóò îòûñêàòü èõ,

íàïðèìåð, â ó÷åáíèêàõ ïî îïòèêå äëÿ ñòóäåíòîâ. Òàê,  ïðè
ïåðïåíäèêóëÿðíîì ( 0a = ) ïàäåíèè ñâåòà íà ãðàíèöó ðàçäå-
ëà ñðåä ñ îòíîñèòåëüíûì ïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ n äîëþ
ýíåðãèè îòðàæåííîãî ñâåòà ìîæíî âû÷èñëèòü ñ ïîìîùüþ
òàêîé ôîðìóëû:

( )
( )

2
îòð

2
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1

1

E n

E n

-
=

+ .

Ïîñêîëüêó ñâåò, îáðàçóþùèé ïåðâóþ ðàäóãó, îòðàçèëñÿ
âíóòðè êàïëè òîëüêî îäèí ðàç, à ñâåò, îáðàçóþùèé âò îðóþ
ðàäóãó, îòðàçèëñÿ âíóòðè êàïëè äâà ðàçà, òî ïðèáëèæ åííî
ìîæíî îöåíèòü îòíîøåíèå ÿðêîñòåé (èíòåíñèâíîñòåé ñâ åòà)
ýòèõ ðàäóã òàê:
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Íà ñàìîì äåëå ýòî îòíîøåíèå íåñêîëüêî ìåíüøå, òàê ê àê
âíóòðåííèå îòðàæåíèÿ äëÿ á óëüøèõ óãëîâ ïàäåíèÿ õàðàêòå-
ðèçóþòñÿ è áóëüøèì êîýôôèöèåíòîì îòðàæåíèÿ.

Íî îòêóäà áåðóòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ðàäóãè? Åñëè êàêîìó -
òî íàïðàâëåíèþ ðàññåÿíèÿ ñîëíå÷íîãî ñâåòà ñîîòâåòñò âóåò
ýêñòðåìóì ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïî óãëàì äëÿ îäíîé

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3

Ðèñ. 4

Ðèñ. 5
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êàïëè, òî è âñåì êàïëÿì òàêîãî æå ðàçìåðà ñîîòâåòñò âóåò
àíàëîãè÷íîå íàïðàâëåíèå êîíöåíòðàöèè ýíåðãèè ðàññåÿ ííî-
ãî ñâåòà. Ïðè ýòîì íàïðàâëåíèÿì, ðàñïîëîæåííûì ðÿäî ì ñ
ýêñòðåìàëüíûì, îòâå÷àþò äâà ðàçíûõ ïóòè ëó÷åé ñâåòà
âíóòðè êàïëè. Èì ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûå óãëû ïàäåíèÿ íà
êàïëþ è, åñòåñòâåííî, íåìíîãî îòëè÷àþùèåñÿ äëèíû ýò èõ
ïóòåé. Åñëè ðàçíîñòü äëèí òàêèõ ïóòåé äëÿ âûáðàííîã î
íàïðàâëåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà öåëîìó ÷èñëó âîëí ñâåòà  ñ
äëèíîé âîëíû l , èëè ÷åòíîìó ÷èñëó ïîëóâîëí, òî â ýòîì
íàïðàâëåíèè íàáëþäàåòñÿ ìàêñèìóì èíòåíñèâíîñòè ñâåò à íà
ýòîé äëèíå âîëíû. Åñëè æå ðàçíîñòü äëèí ïóòåé ïðîïî ðöè-
îíàëüíà íå÷åòíîìó ÷èñëó ïîëóâîëí, òî â òàêîì íàïðàâ ëåíèè
íàáëþäàåòñÿ ìèíèìóì èíòåíñèâíîñòè ñâåòà íà ýòîé æå äëèíå
âîëíû. Ñàìîì ý ýêñòðåìàëüíîìó íàïðàâëåíèþ, êîíå÷íî æå,
ñîîòâåòñòâóþò ïî÷òè îäèíàêîâûå îïòè÷åñêèå äëèíû ïóò åé
äëÿ ðàçíûõ óãëîâ ïàäåíèÿ âáëèçè ìàêñèìóìà. Òàêîå ïå ðåðàñ-
ïðåäåëåíèå ýíåðãèè ñâåòîâîãî ïîòîêà ïî ðàçíûì íàïðà âëåíè-
ÿì íàçûâàåòñÿ èíòåðôåðåíöèåé. Çàìåòíîé â ïðèðîäå èí òåð-
ôåðåíöèÿ ñòàíîâèòñÿ òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ðàçìå ðû âñåõ
äîæäåâûõ êàïåëü, âî-ïåðâûõ, î÷åíü áëèçêè äðóã ê äðó ãó, à
âî-âòîðûõ, íàñòîëüêî ìàëû, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ òàê íàçû âàå-
ìîå äèôðàêöèîííîå ñîîòíîøåíèå: îòíîøåíèå äëèíû âîëí û
ñâåòà l  ê äèàìåòðó êàïëè D  áîëüøå óãëîâîãî ðàçìåðà
ðàäóãè. Äëÿ êðóïíûõ êàïåëü, ñ äèàìåòðîì áîëüøå 1 ìì ,
óâèäåòü â ïðèðîäå äîïîëíèòåëüíûå ðàäóãè íåëüçÿ, à ä ëÿ
ìàëûõ êàïåëü – ìîæíî. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè ðàçìåðû
êàïåëü ìàëû, òî ðàññ÷èòàòü ÿâëåíèå áåç ó÷åòà äèôðàê öèè
ñâåòà, ò.å. íàðóøåíèÿ ïðÿìîëèíåéíîñòè ðàñïðîñòðàíåí èÿ,
ñâÿçàííîãî ñ âîëíîâîé ïðèðîäîé ñâåòà, íåâîçìîæíî. ( Îòñþ-
äà âîçíèêàåò «âèëêà» â òåðìèíîëîãèè: íåêîòîðûå íàçû âàþò
äîïîëíèòåëüíûå ðàäóãè äèôðàêöèîííûìè, à íåêîòîðûå –
èíòåðôåðåíöèîííûìè.)

À ìîæíî ëè íàáëþäàòü ÿâëåíèÿ, àíàëîãè÷íûå âîçíèêíîâ å-
íèþ äîïîëíèòåëüíûõ ðàäóã, â äîìàøíèõ óñëîâèÿõ? Ìîæí î.
Äëÿ ýòîãî, âî-ïåðâûõ, íóæíî ñîçäàòü óñëîâèÿ äëÿ ðàñ ñåÿíèÿ
ñâåòà íå â ïðîñòðàíñòâåííûé êîíóñ, êàê ýòî èìååò ìå ñòî â
êàïëÿõ, à òîëüêî â íåêîòîðûõ íàïðàâëåíèÿõ. Ýòî âîçì îæíî,
åñëè âìåñòî êðóãëûõ êàïåëü èñïîëüçîâàòü ïî÷òè öèëèí äðè-
÷åñêóþ ñòðóþ âîäû. Âî-âòîðûõ, íóæåí èñòî÷íèê ñâåòà,
êîòîðûé õàðàêòåðèçóåòñÿ çíà÷èòåëüíî ìåíüøèìè, ÷åì Ñ îëí-
öå, óãëîâûìè ðàçìåðàìè. È â-òðåòüèõ, ýòîò èñòî÷íèê äîëæåí
ñîçäàâàòü ñâåò, áëèçêèé ïî ñâîéñòâàì ê ìîíîõðîìàòè÷ åñêî-
ìó. Òàêèì èñòî÷íèêîì ìîæåò áûòü, íàïðèìåð, ëàçåð. Ñ åé÷àñ
äîñòóïíû ëàçåðû ñ ðàçíûìè äëèíàìè âîëí.

Ïðèâåäåì îïèñàíèå ýêñïåðèìåíòîâ, ïðîâåäåííûõ àâòîðî ì
ñòàòüè â äîìàøíèõ óñëîâèÿõ.

Ïðè îäíîì è òîì æå ðàñïîëîæåíèè ëàçåðîâ ðàçíûõ öâåò îâ
– êðàñíîãî ñ äëèíîé âîëíû l = 630–650 íì, çåëåíîãî ñ

532 10l = ±  íì è ñèíåãî ñ l = 405 íì (ýòî – íàäïèñè íà
ýòèêåòêàõ, íàêëååííûõ íà êîðïóñû ëàçåðîâ) – íà ñòåí å
âàííîé êîìíàòû áûëè ïîëó÷åíû êàðòèíêè (ðèñ.6), ñîîò âåò-
ñòâóþùèå «ðàäóãå» ïåðâîãî ïîðÿäêà ( 42° ) îò òîíêîé ñòðóè
âîäû (äèàìåòðîì 1d »  ìì). Ïðè÷åì âî âñåõ òðåõ ñëó÷àÿõ
ñòðóÿ ñîõðàíÿëà ñâîè ïàðàìåòðû, ò.å. âîäà òåêëà èç êðàíà
íåïðåðûâíî è ðàâíîìåðíî è íàñòðîéêà êðàíà ïðè ñìåíå
ëàçåðîâ íå ìåíÿëàñü. Íà ôîòîãðàôèÿõ âèäíî, ÷òî ïîëî æåíèÿ
ãëàâíûõ ìàêñèìóìîâ äëÿ ðàçíûõ öâåòîâ îòëè÷àþòñÿ, íî
ìàêñèìóìû ðàñïîëàãàþòñÿ âñå-òàêè áëèçêî äðóã ê äðóã ó.

Ðàññòîÿíèå îò ñòðóè äî ñòåíû ñîñòàâëÿëî 150 ñì, à ñ ìåùåíèå
ãëàâíîãî êðàñíîãî ïÿòíà ïî îòíîøåíèþ ê ãëàâíîìó ñèí åìó
ïÿòíó îêàçàëîñü ðàâíûì 5 ñì. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ðàçí èöå
óãëîâ îòêëîíåíèÿ ëó÷åé äëÿ ñèíåãî è êðàñíîãî öâåòîâ  ïðè-
ìåðíî 1,9° . Òàêîå îòëè÷èå óãëîâ îáóñëîâëåíî äèñïåðñèåé
ñâåòà â âîäå. À âîò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ìèíèìóìàìè êàð òèíîê,
îòñ÷èòûâàåìûìè îò ãëàâíîãî ìàêñèìóìà, îòëè÷àþòñÿ â êîëè-
÷åñòâî ðàç, ñîîòâåòñòâóþùåå äëèíàì âîëí. Äëÿ ñèíåãî  öâåòà
óãëîâîå ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè ìèíèìóìàì è
ìåíüøå àíàëîãè÷íîãî óãëîâîãî ðàññòîÿíèÿ äëÿ êðàñíîã î
öâåòà ïðèìåðíî â 1,4 ðàçà (630 íì/405 íì = 1,55), à  äëÿ
êðàñíîãî è çåëåíîãî öâåòîâ ýòî îòíîøåíèå ðàâíî ïðèì åðíî
1,2 (630 íì/532 íì = 1,18). Åñëè ïóñòèòü èç êðàíà á îëåå
òîëñòóþ ñòðóþ âîäû, òî ïðè òåõ æå ðàñïîëîæåíèÿõ ãëà âíûõ
ìàêñèìóìîâ ðàçíûõ öâåòîâ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ñîîòâåòñò âóþ-
ùèìè äîïîëíèòåëüíûìè ìàêñèìóìàìè è ìèíèìóìàìè óìåíü -
øàþòñÿ.

Äîáèòüñÿ óñòîé÷èâîãî òå÷åíèÿ ñòðóè ñ äèàìåòðîì ìåíü øå
1 ìì, ê ñîæàëåíèþ, íå óäàåòñÿ, ïîýòîìó ïîëó÷èòü äèô ðàê-
öèîííûå èëè èíòåðôåðåíöèîííûå ðàäóãè íà ñòðóå âîäû ñ
áåëûì ñâåòîì íå ïîëó÷èòñÿ. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ï îëó÷åí-
íûå â ýêñïåðèìåíòå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó äîïîëíèòåëüíûìè
ìèíèìóìàìè è ìàêñèìóìàìè äëÿ âñåõ äëèí âîëí çíà÷èòå ëü-
íî ìåíüøå 3°  – øèðèíû ïåðâîé ðàäóãè.

Íà âîäÿíûõ êàïëÿõ â îáëàêàõ ýòî âîçìîæíî, åñëè âñå
êàïëè èìåþò îäèíàêîâûå ðàçìåðû, çíà÷èòåëüíî ìåíüøèå
0,1 ìì. Òîãäà óãëîâûå ïðîìåæóòêè ìåæäó ñîñåäíèìè ìà êñè-
ìóìàìè ìàëûõ ïîðÿäêîâ (1–10) ìîãóò äîñòèãàòü 2–3 ãð àäó-
ñîâ, è ïîýòîìó ïåðâûå íåñêîëüêî äîïîëíèòåëüíûõ ðàäó ã,
ðàñïîëîæåííûõ â íåïîñðåäñòâåííîé áëèçîñòè îò îñíîâí îé
ðàäóãè, åùå ðàçëè÷àþòñÿ êàê îòäåëüíûå. Äåëî â òîì, ÷òî
íàèáîëåå ÿðêèì âîñïðèíèìàåòñÿ ãëàçîì æåëòûé ó÷àñòîê
ñïåêòðà èçëó÷åíèÿ ñîëíöà. Èìåííî ýòèì äëèíàì âîëí è
ñîîòâåòñòâóþò ìàêñèìóìû èíòåíñèâíîñòè ñâåòà â äîïîë íè-
òåëüíûõ (äèôðàêöèîííûõ/èíòåðôåðåíöèîííûõ) ðàäóãàõ.

Êîãäà óãëîâîå ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîñåäíèìè äîïîëíèòåë ü-
íûìè ðàäóãàìè ñòàíîâèòñÿ ìåíüøå 0,5°, èõ â ïðèíöèïå
íåâîçìîæíî ðàçëè÷èòü, òàê êàê óãëîâîé ðàçìåð Ñîëíöà  êàê
ðàç ðàâåí ýòîé âåëè÷èíå. Óãëîâîå ðàñõîæäåíèå ìîíîõð îìà-
òè÷åñêèõ ëó÷åé ñâåòà ëàçåðà íàìíîãî ìåíüøå 0,5°, ïîýòîìó
ìîæíî óâèäåòü ìíîæåñòâî ìàêñèìóìîâ ðàçíûõ ïîðÿäêîâ
äèôðàêöèè, âîçíèêàþùèõ ïðè ðàññåÿíèè ñâåòà íà òîíêî é
ñòðóå âîäû.

Â êàæäîé «âëîæåííîé» â îñíîâíóþ ðàäóãó ( 42°) äîïîëíè-
òåëüíîé ðàäóãå óãëîâîå ðàñïîëîæåíèå öâåòîâ îïðåäåëÿ åòñÿ
äâóìÿ ôàêòîðàìè, «äåéñòâóþùèìè» â ïðîòèâîïîëîæíûõ
«íàïðàâëåíèÿõ», – ðåôðàêöèîííûì è äèôðàêöèîííûì. Ïð è
ýòîì ðåôðàêöèîííûé ïîâîðîò ëó÷åé íå çàâèñèò  îò íîìåðà
ïîðÿäêà äèôðàêöèè, à äèôðàêöèîííûé ïîâîðîò çàâèñèò.
Âîò ïî÷åìó â äèôðàêöèîííûõ ðàäóãàõ öâåòà íå ðàçëîæå íû
òàê æå îò÷åòëèâî, êàê â îñíîâíîé ðàäóãå. Ñ óâåëè÷åí èåì
íîìåðà ñâåòëûå äóãè ðàçíûõ öâåòîâ è ðàçíûõ ïîðÿäêîâ
äèôðàêöèè íàêðûâàþò äðóã äðóãà, è ðàçëè÷èòü èõ óæå
íåâîçìîæíî — îíè âìåñòå îáðàçóþò ñâåòëûé ôîí íåáà
âíóòðè îñíîâíîé ðàäóãè.

À òåïåðü – èç îáëàñòè ôàíòàñòèêè. Âîò åñëè áû Ñîëíö å
ñâåòèëî ìîíîõðîìàòè÷åñêèì ñâåòîì, òî áûëî áû çàìåòí î
ãîðàçäî áîëüøå äèôðàêöèîííûõ ðàäóã, âëîæåííûõ â îñí îâ-
íóþ ðàäóãó, òàê êàê êàæäàÿ èç íèõ èìåëà áû óãëîâîé ðàçìåð,
ðàâíûé óãëîâîìó ðàçìåðó Ñîëíöà. È íàñêîëüêî âåëè÷åñ òâåí-
íåé âûãëÿäåëà áû ðàäóãà, åñëè áû Ñîëíöå, â äîïîëíåí èå ê
ìîíîõðîìàòè÷íîñòè ñâåòà, õàðàêòåðèçîâàëîñü åùå è î÷ åíü
ìàëåíüêèì óãëîâûì ðàçìåðîì, à âñå êàïåëüêè âîäû â î áëàêå
áûëè áû ñîâåðøåííî îäèíàêîâûõ ðàçìåðîâ. Òàêîå ìîæíî
ñåáå òîëüêî ïðåäñòàâèòü: íà íåáå áûëî áû íåñêîëüêî äåñÿòêîâ
îäíîöâåòíûõ äóã!Ðèñ. 6
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Äâå ôàëüøèâûå
ìîíåòû

Ê.ÊÍÎÏ

ÑÞÆÅÒ  Î  ÍÀÕÎÆÄÅÍÈÈ ÔÀËÜØÈÂÎÉ ÌÎÍÅÒÛ  ÏÐÈ
ïîìîùè äâóõ÷àøå÷íûõ (ðû÷àæíûõ) âåñîâ äàâíî óæå

ñòàë êëàññèêîé ìàòåìàòè÷åñêèõ êðóæêîâ. Çàäà÷ó îá îò ûñêà-
íèè îäíîé ëåãêîé ôàëüøèâîé ìîíåòû èç äåâÿòè çà äâà
âçâåøèâàíèÿ (à èç 27 ìîíåò – çà òðè) îáû÷íî ïðåäëàã àþò
øêîëüíèêàì åùå íà ïåðâîì ãîäó çàíÿòèé êðóæêà. Ìû áó äåì
íàçûâàòü ýòó çàäà÷ó è åå îáîáùåíèÿ ïðîñòî «êëàññè÷å ñêîé».

Îäíàêî ìèíèìàëüíûå îòêëîíåíèÿ îò ýòîãî ñþæåòà ïðèâî -
äÿò óæå ê áîëåå òðóäíûì çàäà÷àì. Òàê, îïðåäåëåíèå ô àëüøè-
âîé ìîíåòû, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü êàê ëåã÷å, òàê è òÿæ åëåå
íàñòîÿùèõ, áûëî òåìîé ñòàòüè Ã.Øåñòîïàëà â «Êâàíòå»  ¹10
çà 1979 ãîä. À ñþæåòó îá îïðåäåëåíèè äâóõ îäèíàêîâû õ
(áîëåå ëåãêèõ, ÷åì íàñòîÿùèå) ôàëüøèâûõ ìîíåò ïîâåç ëî
ñèëüíî ìåíüøå. À âåäü îí íàìíîãî èíòåðåñíåå êëàññè÷ åñêîãî,
à âîçíèêàþùèå â íåì ïîäçàäà÷è – åùå ìåíåå òðèâèàëüí û.

×òî íàì ïðèãîäèòñÿ èç êëàññèêè

Åñòü N ìîíåò, î êîòîðûõ çàðàíåå èçâåñòíî, ÷òî ðîâíî îäíà
èç íèõ (íåèçâåñòíî, êàêàÿ èìåííî) – ôàëüøèâàÿ (ÔÌ),  íà
âèä íåîòëè÷èìàÿ îò íàñòîÿùèõ (ÍÌ), íî áîëåå ëåãêàÿ.
Ïóñòü òàêæå èìååòñÿ àëãîðèòì âçâåøèâàíèé , ïîçâîëÿþùèé
ãàðàíòèðîâàííî íàéòè ýòó ôàëüøèâóþ ìîíåòó çà íåêîòî ðîå
êîëè÷åñòâî âçâåøèâàíèé íà ðû÷àæíûõ âåñàõ. Îáîçíà÷èì  ýòî
êîëè÷åñòâî âçâåøèâàíèé ( )1f N  (ñïåöèàëèñòû ïî èíôîðìà-
òèêå íàçûâàþò ýòó âåëè÷èíó «âðåìåíí óé ñëîæíîñòüþ àëãî-
ðèòìà â õóäøåì ñëó÷àå»).

Òåîðåìà 1.  Äëÿ ëþáîãî àëãîðèòìà âçâåøèâàíèé
( )1 3logf N N³ é ùê ú. Äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ N ñóùåñòâóåò

àëãîðèòì ñ ( )1 3logf N N= é ùê ú. (Òàêèå ñêîáêè îçíà÷àþò îê-

ðóãëåíèå ââåðõ äî áëèæàéøåãî öåëîãî ÷èñëà, ò.å. ( )1k f N=
– íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî 3k N³ .)

Çàìå÷àíèå . Àëãîðèòìû, äëÿ êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ òàêîå
ðàâåíñòâî, áóäåì íàçûâàòü îïòèìàëüíûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ îï-
òèìàëüíûõ àëãîðèòìîâ ìû ïðîñòî ïîñòðîèì îäèí èç íèõ . À
âîò íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç îöåíêè, êîòîðóþ ïðèíÿòî íàçû-
âàòü èíôîðìàöèîííîé ãðàíèöåé . Ðàñøèôðóåì ýòî ïîíÿòèå.

Ïîñêîëüêó ìû àïðèîðè ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ìû óìååì ðàç -
ëè÷àòü ìîíåòû (â ÷àñòíîñòè, ïðè âòîðîì è ïîñëåäóþùè õ
âçâåøèâàíèÿõ ïîíèìàåì, êàêèå èìåííî èç ìîíåò êàê èñ ïîëü-
çîâàëèñü â ïðåäûäóùèõ âçâåøèâàíèÿõ), òî ìîæíî ïîëàã àòü
âñå N ìîíåò ïåðåíóìåðîâàííûìè è ñ÷èòàòü, ÷òî íàøåé öåëüþ
ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå íîìåðà ôàëüøèâîé ìîíåòû – íàòó -
ðàëüíîãî ÷èñëà îò 1 äî N . Êàæäûé èç âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ
âûáîðà ôàëüøèâîé ìîíåòû ìû áóäåì íàçûâàòü ñëó÷àåì.

Ïóñòü ìû êàê-òî ïðîäåëàëè k âçâåøèâàíèé (ïðè÷åì ïðè
ðàçíûõ èñõîäàõ ïåðâîãî, âòîðîãî è ò.ä. âçâåøèâàíèé ìîãëè
ïî-ðàçíîìó âûáèðàòü ìîíåòû äëÿ ñëåäóþùèõ âçâåøèâàíè é).
Çàïèøåì ðåçóëüòàòû äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ  â âèäå ñòðî÷êè èç k
ñèìâîëîâ < , = , >  ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè â ðåçóëüòàòå
âçâåøèâàíèÿ ëåâàÿ ÷àøà âåñîâ îêàçàëàñü ëåã÷å ïðàâîé ,
ïèøåì < , åñëè ïðàâàÿ îêàçàëàñü ëåã÷å ëåâîé, òî ïèøåì >, à
åñëè ÷àøè âåñîâ îêàçàëèñü â ðàâíîâåñèè, ïèøåì =. Äà ëåå,
åñëè ïî ðåçóëüòàòàì âçâåøèâàíèé ìû óñòàíîâèëè íîìåð

ôàëüøèâîé ìîíåòû, òî âïèøåì åãî â êîíåö ñòðî÷êè (åñ ëè
ÔÌ óäàëîñü îïðåäåëèòü áûñòðåå, ÷åì çà k âçâåøèâàíèé, òî
ïîñëåäíèå çíàêè â ñòðî÷êå ìîæíî äîïèñàòü ïðîèçâîëüí î).
Ïîòîì àíàëîãè÷íî îáðàáîòàåì âñå îñòàëüíûå ñëó÷àè. Òàêèì
îáðàçîì, ïîëó÷èì òàáëè÷êó èç ñòðî÷åê äëèíû k, â êîíöå
íåêîòîðûõ èç êîòîðûõ ñòîÿò íîìåðà. Èç òîãî, ÷òî ÔÌ
ãàðàíòèðîâàííî (ò.å. âî âñåõ ñëó÷àÿõ) îïðåäåëåíà, ñëåäóåò,
÷òî â ýòîé òàáëè÷êå âñòðåòèëèñü âñå íîìåðà îò 1 äî N
(íåêîòîðûå, âîçìîæíî, íå îäèí ðàç). Íî ýòî àâòîìàòè ÷åñêè
îçíà÷àåò, ÷òî N  íå áîëüøå, ÷åì ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå
êîëè÷åñòâî ñëó÷àåâ, ò.å. ÷èñëî âñåõ âîçìîæíûõ ñòðî÷åê äëÿ
òàêîé òàáëèöû. Ïîäñ÷åò ýòîãî ÷èñëà – ñòàíäàðòíàÿ êî ìáèíà-
òîðíàÿ çàäà÷à: íà êàæäîé ïîçèöèè âûáðàí îäèí èç òðå õ
ñèìâîëîâ, ïîýòîìó êîëè÷åñòâî ñòðî÷åê äëèíû k ðàâíî 3k .
Èòîãî èìååì îöåíêó 3k N³ , êîòîðàÿ è íàçûâàåòñÿ èíôîðìà-
öèîííîé ãðàíèöåé , ïîòîìó ÷òî îïðåäåëÿåò íèæíþþ ãðàíèöó
÷èñëà âçâåøèâàíèé èìåííî èñõîäÿ èç èìåþùåéñÿ èíôîðì à-
öèè îá èõ ðåçóëüòàòàõ.

Òåïåðü ðàçáåðåìñÿ ñ îïòèìàëüíûì  àëãîðèòìîì âçâåøèâà-
íèé . Ìû äîëæíû óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè 13 3k kN- < £  àëãîðèò-
ìó äîñòàòî÷íî k âçâåøèâàíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ ÔÌ.

Áàçà èíäóêöèè : 1 3N< £ , îäíî âçâåøèâàíèå. Ïîñêîëüêó
1 <  N, òî õîòÿ áû äâå ìîíåòû ó íàñ åñòü. Ñðàâíèì èõ. Åñë è
îäíà èç íèõ ëåã÷å, òî îíà è ÿâëÿåòñÿ ôàëüøèâîé. Åñë è æå
ìîíåòû ðàâíû ïî âåñó, òî îáå îíè íàñòîÿùèå. Ïðè N = 2 òàê
áûòü íå ìîæåò (â óñëîâèè ñêàçàíî, ÷òî ÔÌ òî÷íî åñòü ), à ïðè
N = 3, î÷åâèäíî, ôàëüøèâîé ÿâëÿåòñÿ òðåòüÿ ìîíåòà.

Èíäóêöèîííûé ïåðåõîä . Ïóñòü 13 3k kN- < £ . Ðàçäåëèì N
ìîíåò íà òðè íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâà – ãðóïïû èç

3Né ùê ú, 3Né ùê ú è 2 3N N- é ùê ú ìîíåò. Âçâåñèì ïåðâûå äâå
ãðóïïû. Åñëè îäíà ëåã÷å, òî ÔÌ íàõîäèòñÿ â íåé, è
ïîñêîëüêó 2 13 3 3k kN- -< £é ùê ú , òî ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóê-
öèè äëÿ íàõîæäåíèÿ ÔÌ (ñðåäè ìîíåò ýòîé ãðóïïû) äîñ òà-
òî÷íî k – 1 âçâåøèâàíèé. Åñëè æå ýòè äâå ãðóïïû ðàâíû ïî
âåñó, òî ÔÌ íàõîäèòñÿ â òðåòüåé ãðóïïå, à òàì òîæå íå áîëåå

13k-  ìîíåò, è ìîæíî ïðèìåíèòü ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè.

Äâå ôàëüøèâûå ìîíåòû – ïåðâûé âçãëÿä

Èòàê, âîçâðàùàåìñÿ ê ïîèñêó äâóõ ÔÌ. Ïóñòü ó íàñ åñ òü
ìíîæåñòâî èç N ìîíåò, â êîòîðîì ðîâíî äâå ÔÌ, âåñÿùèå
îäèíàêîâî, ëåã÷å íàñòîÿùèõ. 1  Ìû õîòèì íàéòè àëãîðèòì,
êîòîðûé ãàðàíòèðîâàííî îïðåäåëèò îáå ÔÌ çà ( )2f N  âçâå-
øèâàíèé, è ïûòàåìñÿ ñäåëàòü ( )2f N  êàê ìîæíî ìåíüøèì.

Ñíà÷àëà ðàçáåðåìñÿ ñ èíôîðìàöèîííîé ãðàíèöåé äëÿ ýò îé

çàäà÷è. Âñåãî èìååòñÿ 
( )1

2

N N -
 âàðèàíòîâ âûáîðà ïàðû

ÔÌ. Êàê è â îöåíêå äëÿ ( )1f N , êàæäûé âàðèàíò äîëæåí
áûòü ïîñòàâëåí â ñîîòâåòñòâèå êàêîé-òî ñòðî÷êå äëèí û k,

îòêóäà èìååì îöåíêó 
( )1

3
2

k N N -
³ , èëè, ëîãàðèôìèðóÿ ïî

îñíîâàíèþ 3, äëÿ ëþáîãî àëãîðèòìà âçâåøèâàíèé ïîëó÷ àåì

( ) ( )
2 3

1
log

2

N N
f N

-é ù
³ ê ú

ê ú
. Ðàçóìååòñÿ, ýòà ãðàíèöà íå äàåò

îòâåòà íà âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè îïòèìàëüíîãî àëãîð èòìà
äëÿ êîíêðåòíîãî N  (ò.å. òàêîãî, êîòîðûé íàõîäèò îáå ÔÌ íå

áîëåå ÷åì çà ( ) ( )
3

1
log

2

N N
k N

-é ù
= ê ú

ê ú
 âçâåøèâàíèé).

1 Äëÿ òî÷íîñòè ñëåäóåò äîáàâèòü, ÷òî äâå ôàëüøèâûå ì îíåòû
âåñÿò áîëüøå, ÷åì îäíà íàñòîÿùàÿ.Ýòî óñëîâèå íóæíî äëÿ òîãî,
÷òîáû íå èìåëî ñìûñëà êëàñòü íà ÷àøè âåñîâ íåðàâíîå  ÷èñëî ìîíåò
– ÷àøà ñ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì ìîíåò ïðè ýòîì áóäåò ò ÿæåëåå âñåãäà,
íåçàâèñèìî îò òîãî, íà êàêîé èç ÷àø ëåæàò ôàëüøèâûå  ìîíåòû.
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Óïðàæíåíèÿ

1. ×åìó ðàâíû èíôîðìàöèîííûå ãðàíèöû ( )3k  è ( )4k ?
Ïðèäóìàéòå îïòèìàëüíûå àëãîðèòìû äëÿ N = 3 è N  = 4.

2. Óáåäèòåñü, ÷òî ( ) ( )5 6 3k k= = . Ïðèäóìàéòå îïòèìàëüíûé
àëãîðèòì äëÿ N  = 6. Êàê èç íåãî ïîëó÷èòü îïòèìàëüíûé
àëãîðèòì äëÿ N = 5?

Ò-àëãîðèòì.  Ïóñòü ìû çíàåì îïòèìàëüíûé àëãîðèòì äëÿ
( )1 1 2N N= +  ìîíåò. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé Ò-àëãîðèòì 2

äëÿ N ìîíåò: êëàäåì 1 1N -  ìîíåò íà ëåâóþ ÷àøó âåñîâ,
äðóãèå 1 1N -  – íà ïðàâóþ, à åùå îäíó ìîíåòó îòêëàäûâàåì.
Åñëè îäíà èç ÷àø òÿæåëåå, òî âñå ìîíåòû íà íåé íàñò îÿùèå,
è íàì îñòàëîñü îòûñêàòü äâå ÔÌ èç îñòàëüíûõ 1N  íàøèì
îïòèìàëüíûì àëãîðèòìîì çà ( )1k N  âçâåøèâàíèé. Åñëè æå
÷àøè ðàâíû ïî âåñó, òî íà êàæäîé ÷àøå ëåæèò îäíà ÔÌ  (à
îòëîæåííàÿ ìîíåòà íàñòîÿùàÿ), è îáå ÔÌ ìîæíî íàéòè
ïîñëåäîâàòåëüíî (ñíà÷àëà îäíó – îïðåäåëèâ åå ñðåäè ìîíåò
ëåâîé ÷àøè, ïîòîì äðóãóþ – ñðåäè ìîíåò ïðàâîé ÷àøè) . Íà
ýòî áóäåò çàòðà÷åíî ( )1 12 1f N -  âçâåøèâàíèé. Èòîãî Ò-àë-
ãîðèòì òðåáóåò ( ) ( )( )1 1 11 max 2 1 ,f N k N+ -  âçâåøèâàíèé.
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3. Äîêàæèòå, ÷òî Ò-àëãîðèòì îïòèìàëåí äëÿ N  = 7 è N  = 15.
4. Äîêàæèòå, ÷òî Ò-àëãîðèòì íåîïòèìàëåí äëÿ N = 9 è N = 11.

Ïîèñê: ïîñëåäîâàòåëüíî èëè ïàðàëëåëüíî?

Ïðèñìîòðèìñÿ âíèìàòåëüíåå ê N  = 9. Ò-àëãîðèòì ñïðàâ-
ëÿëñÿ çà ( )9 4k =  âçâåøèâàíèÿ, åñëè â ïåðâîì âçâåøèâàíèè
îäíà èç ÷àø îêàçûâàëàñü ëåã÷å äðóãîé. Îäíàêî ïîñëå ðàâíî-
âåñèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîå îáíàðóæåíèå äâóõ ôàëüøèâûõ ì î-
íåò (îäíîé – ñðåäè ÷åòûðåõ ìîíåò ëåâîé ÷àøè, äðóãîé  – èç
ìîíåò ïðàâîé ÷àøè) òðåáîâàëî åùå 2 + 2 = 4 âçâåøèâà íèÿ,
è â ýòîì ñëó÷àå Ò-àëãîðèòì òðàòèë 5 âçâåøèâàíèé.

Íî âåäü ïàðà ÔÌ èç äâóõ ÷åòâåðîê ìîíåò ìîæåò áûòü
âûáðàíà âñåãî ëèøü 4 4 16´ =  ñïîñîáàìè, è 316 3< . ßñíî,
÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîå íàõîæäåíèå ÔÌ íå âñåãäà îïòèìà ëü-
íî, è õî÷åòñÿ îòûñêàòü àëãîðèòì, êîòîðûé îáå ýòèõ ì îíåòû
âûÿâèò íå áîëåå ÷åì çà 3 âçâåøèâàíèÿ. Î÷åâèäíî, äëÿ  ýòîãî
íóæíî îïðåäåëÿòü îáå ÔÌ êàê-òî èíà÷å – «ïàðàëëåëüíî », à
íå ïîñëåäîâàòåëüíî.

Èìåííî ê «ïàðàëëåëüíûì» çàäà÷àì ìû ñåé÷àñ è ïåðåéäå ì.
Ïóñòü èçâåñòíî, ÷òî ÔÌ óæå ðàçäåëåíû: îäíà íàõîäèòñ ÿ âî
ìíîæåñòâå Au, áóäåì íàçûâàòü ìîíåòû ýòîãî ìíîæåñòâà
«çîëîòûìè», à âòîðàÿ – âî ìíîæåñòâå Ag «ñåðåáðÿíûõ»
ìîíåò. Ïóñòü â ìíîæåñòâå Au – G ìîíåò, à â ìíîæåñòâå Ag
– S: |Au| = G, |Ag| = S. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ( )2 ,g G S  òî
êîëè÷åñòâî âçâåøèâàíèé, êîòîðîå òðåáóåòñÿ àëãîðèòìó  äëÿ
íàõîæäåíèÿ îáåèõ ÔÌ. Ìû ïîíèìàåì, ÷òî èõ ìîæíî èñêà òü
ïîñëåäîâàòåëüíî, ïðè ýòîì ( ) ( ) ( )2 1 1,g G S f G f S= + . Êðîìå
ýòîãî, äëÿ ýòîé çàäà÷è ìû òàêæå ìîæåì äîêàçàòü èíôî ðìà-
öèîííóþ îöåíêó: ( )2 3, logg G S GS³ é ùê ú.
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5. Äîêàæèòå, ÷òî ( ) ( )1 1f G f S+  è 3log GSé ùê ú îòëè÷àþòñÿ íå

áîëåå ÷åì íà 1. (Èíà÷å ãîâîðÿ, ïàðàëëåëüíûé ïîèñê â ûèãðûâàåò
ó ïîñëåäîâàòåëüíîãî íå áîëåå ÷åì îäíî âçâåøèâàíèå.)

6. Äîêàæèòå, ÷òî íåðàâåíñòâî ( ) ( )1 1 3logf G f S GS+ ³ é ùê ú îáðàùà-
åòñÿ â ðàâåíñòâî åñëè è òîëüêî åñëè G è S – ñòåïåíè òðîéêè.

Çàäà÷à 1. Äàíû 2 çîëîòûå ìîíåòû è 4 ñåðåáðÿíûå. Êàê
íàéòè îáå ÔÌ çà 2 âçâåøèâàíèÿ? Èíà÷å ãîâîðÿ, ïðèäóì àé-
òå àëãîðèòì, äëÿ êîòîðîãî ( )2g 2,4 2= .

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì çîëîòûå ìîíåòû öèôðàìè 1 è 2, à
ñåðåáðÿíûå – áóêâàìè A–D. Åñëè ïåðâûì âçâåøèâàíèåì
ïîëîæèòü íà ÷àøè âåñîâ ïî îäíîé çîëîòîé, èëè ïî îäí îé

ñåðåáðÿíîé, èëè ïî äâå ñåðåáðÿíûå ìîíåòû, òî êàêîìó -òî èç
èñõîäîâ âçâåøèâàíèé áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ÷åòûðå ñëó÷àÿ.
À òàê êàê 14 3> , òî çà îñòàâøååñÿ îäíî âçâåøèâàíèå ìû íå
ñïðàâèìñÿ. Ïîýòîìó ïåðâûì âçâåøèâàíèåì ïîëîæèì íà
êàæäóþ ÷àøó âåñîâ ïî îäíîé çîëîòîé è îäíîé ñåðåáðÿí îé
ìîíåòå. Òàêîå âçâåøèâàíèå áóäåì îáîçíà÷àòü 1A 2BÚ , ãäå
ñëåâà îò çíàêà Ú ïåðå÷èñëåíû ìîíåòû ñ ëåâîé ÷àøè âåñîâ, à
ñïðàâà – ìîíåòû ñ ïðàâîé ÷àøè 3  (âñå îñòàëüíûå ìîíåòû
îòëîæåíû, ò.å. âî âçâåøèâàíèè íå ó÷àñòâóþò).

1. 1A > 2B. Òîãäà ôàëüøèâîé ÿâëÿåòñÿ ìîíåòà 2 è îäí à èç
ìîíåò B, C, D. Ïîñêîëüêó ïîäîçðèòåëüíûõ ìîíåò 3, à ÔÌ èç
íèõ ðîâíî îäíà, òî ïåðåä íàìè êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à, ðåøàå-
ìàÿ çà îäíî âçâåøèâàíèå.

2. 1A < 2B. Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ 1. Ôàëüøèâîé ÿâëÿåòñÿ
ìîíåòà 1 è îäíà èç ìîíåò A, C, D.

3. 1A = 2B. Çäåñü ëèáî ôàëüøèâû ìîíåòû 1 è B, ëèáî 2 è
A. Âèäèì, ÷òî çîëîòûå ìîíåòû 1 è 2 «ðàçäåëåíû»: êàæ äàÿ
ñîîòâåòñòâóåò ñâîåé ñåðåáðÿíîé. Ñëåäîâàòåëüíî, ñðàâ íèâ 1 ñ
2, ìû îïðåäåëèì è çîëîòóþ, è ñåðåáðÿíóþ ÔÌ.

Çàäà÷à 2. Ïðèäóìàéòå àëãîðèòì, äëÿ êîòîðîãî
( )2g 2,13 3= .

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì çîëîòûå ìîíåòû öèôðàìè 1 è 2, à
ñåðåáðÿíûå – áóêâàìè A–M. Ïåðâûì âçâåøèâàíèåì ïîëî-
æèì íà êàæäóþ ÷àøó âåñîâ ïî 1 çîëîòîé ìîíåòå è ïî 4
ñåðåáðÿíûõ. Èíà÷å ãîâîðÿ, äåëàåì âçâåøèâàíèå
1ABCD 2EFGHÚ .

1. 1ABCD > 2EFGH. Ôàëüøèâîé ÿâëÿåòñÿ ìîíåòà 2 è îäí à
èç ìîíåò E–M. Ïîñêîëüêó ïîäîçðèòåëüíûõ ìîíåò îñòàëî ñü
ðîâíî 9, à ÔÌ èç íèõ ðîâíî îäíà, òî ïåðåä íàìè êëàñ ñè÷åñ-
êàÿ çàäà÷à, êîòîðóþ ìû óìååì ðåøàòü çà äâà îñòàâøèõ ñÿ
âçâåøèâàíèÿ.

2. 1ABCD < 2EFGH. Àíàëîãè÷íî è ñèììåòðè÷íî ï.1:
ôàëüøèâà ìîíåòà 1 è îäíà èç äåâÿòè ìîíåò A–D, I–M.

3. 1ABCD = 2EFGH. Çäåñü ëèáî ôàëüøèâà ìîíåòà 1 è îä íà
èç ìîíåò E–H, ëèáî ìîíåòà 2 è îäíà èç ìîíåò A–D. Ìû
âèäèì, ÷òî çîëîòûå ìîíåòû 1 è 2 ñíîâà ðàçäåëåíû: êà æäîé
ñîîòâåòñòâóåò ñâîå ïîäìíîæåñòâî ñåðåáðÿíûõ. Íàéäÿ ç à äâà
îñòàâøèõñÿ âçâåøèâàíèÿ ôàëüøèâóþ ñðåäè 8 ñåðåáðÿíûõ
ìîíåò A–H, ìû òåì ñàìûì îïðåäåëèì è çîëîòóþ ÔÌ.

Çàìå÷àíèå îá îáîçíà÷åíèÿõ . Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì
îáîçíà÷àòü Ô ìíîæåñòâî ïàð ìîíåò, êîòîðûå ìîãóò áûò ü
ôàëüøèâûìè (â òåêóùèé ìîìåíò àëãîðèòìà).

Àíàëèç ðåøåíèÿ.  Ïðåæäå âñåãî ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî
â çàäà÷å 2 èìåëèñü 2 13 26´ =  âàðèàíòîâ âûáîðà ïàðû ÔÌ.
Ñëåäîâàòåëüíî, èíôîðìàöèîííàÿ ãðàíèöà ðàâíà 3, à ýò î
çíà÷èò, ÷òî ïðèâåäåííûé àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüí ûì.

Ñëåäóþùèé âàæíåéøèé âîïðîñ: êàê ïîíÿòü, ñêîëüêî èìå í-
íî çîëîòûõ è ñåðåáðÿíûõ ìîíåò äîëæíî ëåæàòü íà âåñà õ â
ïåðâîì âçâåøèâàíèè? Îêàçûâàåòñÿ, çäåñü ðàáîòàþò íå äî-
ãàäêè, à àêêóðàòíûé ðàñ÷åò.

Ïóñòü ìû êëàäåì íà êàæäóþ ÷àøó ïî x çîëîòûõ ( x = 0 èëè
x = 1) è y ñåðåáðÿíûõ ìîíåò ( y = 0,1,...,6). Òîãäà êàæäîìó
èç èñõîäîâ «>» è «<» ñîîòâåòñòâóåò Q =  xy  + x(13 – 2 y) +
+ y(2 – 2 x) âàðèàíòîâ, à èñõîäó «=» ñîîòâåòñòâóþò 26 – 2 Q
âàðèàíòîâ. Ïîñêîëüêó äàëüøå çàäà÷à äîëæíà áûòü ðàçð åøè-
ìîé çà äâà îñòàâøèõñÿ âçâåøèâàíèÿ, òî èíôîðìàöèîííà ÿ
ãðàíèöà òðåáóåò âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâ 9Q £  è 26 2 9Q- £ .
Èç âòîðîãî íåðàâåíñòâà 2 17Q ³ , ò.å. 9Q ³ . Çíà÷èò, Q = 9.
Ðåøèì òåïåðü óðàâíåíèå xy  + x(13 – 2 y) + y(2 – 2 x) = 9.
Çàìåòèì, ÷òî ïðè x = 0 îíî ñâîäèòñÿ ê 2 y = 9, à ýòî
íåâîçìîæíî, òàê êàê y äîëæíî áûòü öåëûì ÷èñëîì. Ñëåäî-
âàòåëüíî, x = 1. Òîãäà y + (13 – 2 y) = 9, îòêóäà y = 4.

2 Çäåñü T – îò ñëîâà «òðèâèàëüíûé»

3 Àâòîð îòäàåò ñåáå îò÷åò â òîì, ÷òî òàêàÿ çàïèñü íå  ÿâëÿåòñÿ
ñòðîãîé – ñëåäîâàëî áû ïèñàòü âìåñòî 1A ÷òî-íèáóäü òèïà {1,A}.
Ñòðîãîñòü áûëà ïðèíåñåíà â æåðòâó êðàòêîñòè ñîçíàòå ëüíî.



Òàêèì îáðàçîì, ìû èñïîëüçîâàëè èíôîðìàöèîííóþ ãðàíè -
öó äëÿ íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî àëãîðèòìà, ò.å. òàêî ãî
ñïîñîáà âçâåøèâàíèé, êîòîðûé äåëàåò ýòó îöåíêó äîñò èæè-
ìîé. Ôàêòè÷åñêè ìû íå òîëüêî ïîëó÷èëè íåîáõîäèìûé
ïåðâûé øàã àëãîðèòìà, íî è äîêàçàëè åãî åäèíñòâåííî ñòü (ñ
òî÷íîñòüþ äî íóìåðàöèè ìîíåò).

Çàäà÷à 3. Ïðèäóìàéòå àëãîðèòì ñ: à) ( )2g 2,40  = 4;

á) ( )( )2
kg 2, 3 1 2 k- = .

Óïðàæíåíèå 7.  Íàéäèòå àëãîðèòì ñ íàèìåíüøèì âîçìîæíûì
çíà÷åíèåì ( )2 18,108g .

Çàäà÷à 4. Ïðèäóìàéòå àëãîðèòìû ñ: à) ( )2g 5,5 = 3 ;
á) ( )2g 15,15 = 5 . Äîêàæèòå èõ îïòèìàëüíîñòü.

Çàäà÷à 5*.  Ïðèäóìàéòå îïòèìàëüíûå àëãîðèòìû äëÿ
( )2g 4,20 , ( )2g 5,16 , ( )2g 8,10 .

Óêàçàíèå. Â êàæäîé èç ýòèõ çàäà÷ èìååòñÿ 80 âàðèàíòîâ, ò.å.
íóæíî îáîéòèñü ÷åòûðüìÿ âçâåøèâàíèÿìè. Ïîñòóïèì òàê  æå, êàê
ìû äåéñòâîâàëè â àíàëèçå ðåøåíèÿ çàäà÷è 2: ñîñ÷èòàå ì âàðèàíòû
ïðè ðàçíûõ ðåçóëüòàòàõ âçâåøèâàíèé â çàâèñèìîñòè îò  ÷èñëà
çîëîòûõ è ñåðåáðÿíûõ ìîíåò, âûëîæåííûõ íà âåñû. Óáå äèìñÿ,
÷òî ïðè äåëåíèè êàæäîãî ìíîæåñòâà ìîíåò íà òðè ïðèì åðíî
ðàâíûå ÷àñòè (äâå âçâåøèâàåìûå ÷àñòè ðàâíû, à òðåòü ÿ ìîæåò
îòëè÷àòüñÿ îò íèõ íå áîëåå ÷åì íà 1) êàæäîìó èç ðåç óëüòàòîâ
âçâåøèâàíèÿ ñîîòâåòñòâóåò íå áîëåå 27 âàðèàíòîâ. Äà ëåå áóäåì
ïîñòóïàòü àíàëîãè÷íî – ò.å. ñòàðàòüñÿ äåëèòü ìíîæåñ òâî îñòàâ-
øèõñÿ âàðèàíòîâ íà òðè ïðèìåðíî ðàâíûå ÷àñòè.

Êîãäà 4 + 5 < 9

Âåðíåìñÿ ê Ò-àëãîðèòìó èç óïðàæíåíèÿ 3, íà ýòîò ðàç  äëÿ
N = 13. Ïîñêîëüêó ( ) 41 2 78 3N N - = £ , òî îïòèìàëüíîìó
àëãîðèòìó äîëæíî õâàòàòü 4 âçâåøèâàíèé. Îäíàêî Ò-àë ãî-
ðèòì èñïîëüçóåò íà îäíî âçâåøèâàíèå áîëüøå. Ïðè ýòî ì
ïàðàëëåëüíîå îïðåäåëåíèå ( )2 6,6g  íå äàåò íèêàêèõ óëó÷øå-
íèé, ïîòîìó ÷òî ÷èñëî ñëó÷àåâ ðàâíî 6 6´ , òàê ÷òî èíôîð-
ìàöèîííàÿ ãðàíèöà – 4. À ÷òî åñëè óìåíüøèòü ÷èñëî ì îíåò,
âûêëàäûâàåìûõ íà êàæäóþ ÷àøó, ñ 6 äî 5? Óâû, ÷èñëî
ñëó÷àåâ âñå ðàâíî áîëüøå 33 : 5 5 3 2 2 28× + × = . À åñëè åùå
óìåíüøèòü – äî 4? Âðîäå áû õîðîøî: 4 4 5 4 2 26× + × = . Ê
ñîæàëåíèþ, «êëþâ âûíóë – õâîñò óâÿç»: òåïåðü ïðîáëå ìíûì
ñòàë èñõîä, â êîòîðîì îäíà èç ÷àø ïåðåâåøèâàåò. Â í åì
ïîäîçðèòåëüíûìè (òåìè, ñðåäè êîòîðûõ ìîæåò îêàçàòüñ ÿ
ôàëüøèâàÿ) îñòàþòñÿ 4 + 5 = 9 ìîíåò, à ( )9 4k = , òàê ÷òî
ñïðàâèòüñÿ çà òðè îñòàâøèõñÿ âçâåøèâàíèÿ âðîäå íå ó äàñòñÿ.

Âïðî÷åì, íå áóäåì òîðîïèòüñÿ ñ âûâîäàìè. Âåäü ïîñëå
ïåðâîãî âçâåøèâàíèÿ óæå íå âñå 9 ìîíåò «ðàâíîïðàâíû ».
×åòûðå èç íèõ ïîáûâàëè íà âåñàõ, è âçâåøèâàíèå ïîêà çàëî,
÷òî ñðåäè íèõ òî÷íî åñòü (õîòÿ áû îäíà) ÔÌ. Çíà÷èò,  ñðåäè
îñòàëüíûõ ïÿòè ìîíåò – íå áîëåå îäíîé ÔÌ. Ýòî îñòàâ ëÿåò
â ðàññìîòðåíèè âñåãî 4 3 2 4 5 26× + × =  ñëó÷àåâ, à 326 3< .
Èíà÷å ãîâîðÿ, øàíñû åñòü. À ÷òîáû ïîíÿòü, êàê èõ èñ ïîëü-
çîâàòü, íàì íóæíî ñôîðìóëèðîâàòü ïîñòàíîâêó íîâîé ç àäà÷è.
Â çàäà÷àõ 1–5 ìû òî÷íî çíàëè, ÷òî åñòü ðîâíî îäíà ô àëüøèâàÿ
ìîíåòà ñðåäè «çîëîòûõ» è ðîâíî îäíà – ñðåäè «ñåðåáð ÿíûõ».
À òåïåðü ìû ñòàðòóåì ñ äðóãîé èíôîðìàöèåé: ñðåäè Y
«æåëòûõ» ìîæåò áûòü îäíà èëè äâå ôàëüøèâûå ìîíåòû, à
ñðåäè W  «áåëûõ» – íå áîëåå îäíîé. Ìû áóäåì èñêàòü
àëãîðèòìû ñ íàèìåíüøèì ÷èñëîì âçâåøèâàíèé ( )2 ,h Y W .

Óïðàæíåíèå 8 . Íàéäèòå àëãîðèòì ñ ( )2 2,4 2h = .
Ðåøåíèå.  Îáîçíà÷èì æåëòûå ìîíåòû öèôðàìè 1 è 2, à áåëûå

– áóêâàìè A–D. Ïåðâîå âçâåøèâàíèå: 1A Ú 2B.
1. 1A = 2B. Ô = {1B, 2A}. Âòîðûì âçâåøèâàíèåì äîñòà òî÷íî

ñðàâíèòü 1 ñ 2.
2. 1A < 2B. Ô = {1A, 1C, 1D}. Âòîðûì âçâåøèâàíèåì í àéäåì

ÔÌ èç 3 ïîäîçðèòåëüíûõ.
3. 1A > 2B. Ô = {2B, 2C, 2D}. Ñèììåòðè÷íî ï.2.

Çàäà÷à 6. Íàéäèòå àëãîðèòì ñ ( )2h 3,2 2= .
Ðåøåíèå.  Îáîçíà÷èì æåëòûå ìîíåòû öèôðàìè 1–3, à

áåëûå – áóêâàìè A è B. Ïåðâîå âçâåøèâàíèå A BÚ , à âòîðîå
– 1 2Ú .

1. A = B. Òîãäà Ô = {12, 13, 23}, è âòîðîå âçâåøèâà íèå
îïðåäåëÿåò, êàêàÿ èç òðåõ æåëòûõ ìîíåò íàñòîÿùàÿ.

2. A > B. Òîãäà Ô = {1B, 2B, 3B}. Âòîðîå âçâåøèâàíè å èùåò
ÔÌ ñðåäè òðåõ æåëòûõ.

3. A < B. Òîãäà Ô = {1A, 2A, 3A}. Ñèììåòðè÷íî ï.2.
Çàäà÷à 7. Íàéäèòå àëãîðèòìû ñ: à) ( )2h 6,2 3= ;

á) ( )2h 3,8 3= .

Óêàçàíèå. Ïðèäóìàéòå ïåðâûå âçâåøèâàíèÿ, êîòîðûå ñâîäÿò
ýòè çàäà÷è ê çàäà÷å 6.

Çàäà÷à 8. Íàéäèòå îïòèìàëüíûå àëãîðèòìû äëÿ:
à) ( )2h 4,5 ; á) ( )2h 6,11 .

Ðåøåíèå.  à) Îáîçíà÷èì æåëòûå ìîíåòû öèôðàìè 1–4, à
áåëûå – áóêâàìè A–E. Ïåðâîå âçâåøèâàíèå 12A 34BÚ .

1. 12A < 34B. Ô = {12, 1A, 1C, 1D, 1E, 2A, 2C, 2D, 2E}.
Ìû ñâåëè çàäà÷ó ê ðåøåííîé â óïðàæíåíèè 8.

2. 12A > 34B. Ô = {34, 3B, 3C, 3D, 3E, 4B, 4C, 4D, 4E}.
Ñèììåòðè÷íî ï.1.

3. 12A = 34B. { } { }Ô 1,2,A Ô 3,4,B 1Ç = Ç = (íà êàæäîé
÷àøå âåñîâ åñòü ðîâíî îäíà ÔÌ), îáå ÔÌ íàéäåì ïîñëå äî-
âàòåëüíî çà 2 âçâåøèâàíèÿ.

á) Îáîçíà÷èì æåëòûå ìîíåòû öèôðàìè 1–6, à áåëûå –
áóêâàìè A–K. Ïåðâîå âçâåøèâàíèå 123ABC 456DEFÚ .

1. 123ABC < 456DEF. Çíà÷èò, { }Ô 1,2,3 1Ç ³ ,
{ }Ô A,B,C,G,H,I,J,K 1Ç £ . Ýòî óñëîâèå çàäà÷è 7á).

2. 123ABC > 456DEF. Àíàëîãè÷íî è ñèììåòðè÷íî ï.1.
3. 123ABC = 456DEF. Âîçìîæíû 3 ãðóïïû ñëó÷àåâ:
à) { } { }Ô 1,2,3 Ô 4,5,6 1Ç = Ç = ;

á) { } { }Ô 4,5,6 Ô A,B,C 1Ç = Ç = ;

â) { } { }Ô 1,2,3 Ô D,E,F 1Ç = Ç = .

Âòîðîå âçâåøèâàíèå ABC DEFÚ  ïðè ëþáîì èñõîäå îñòàâèò
îäíó ãðóïïó, à çàòåì ìîæíî ïîñëåäîâàòåëüíî íàéòè îá å ÔÌ.

Àíàëèç ðåøåíèÿ.  Ñïðàøèâàåòñÿ, à êàê óäàëîñü ïîíÿòü,
÷òî ïåðâûå âçâåøèâàíèÿ äîëæíû áûòü èìåííî òàêèìè?
Çäåñü, êàê è â ðåøåíèè çàäà÷è 2, ñðàáîòàë àêêóðàòíû é
ðàñ÷åò. Íà ïðèìåðå çàäà÷è á) ïîêàæåì, êàê èìåííî ýò î áûëî
ñäåëàíî. Âñåãî èìååòñÿ 6 æåëòûõ è 11 áåëûõ ìîíåò. Ñî ñ÷è-
òàåì ñëó÷àè: 6 5 2 6 11 81× + × = . Çíà÷èò, êàæäûé èç òðåõ
âîçìîæíûõ èñõîäîâ ïåðâîãî âçâåøèâàíèÿ äîëæåí ñîîòâå ò-
ñòâîâàòü ðîâíî 27 ñëó÷àÿì. Ïóñòü ìû â ýòîì âçâåøèâà íèè
ïîëîæèëè íà êàæäóþ ÷àøó ïî x æåëòûõ è y áåëûõ ìîíåò.
Ñîñ÷èòàåì ÷èñëî ñëó÷àåâ, ïðèâîäÿùèõ ê ðàâíîâåñèþ ÷à ø:

( )( ) ( )( )2 6 2 11 2 6 2 5 2 2x xy yz x y x x+ + + - - + - -  (ïåðâûå
òðè ñëàãàåìûõ ñîîòâåòñòâóþò ñëó÷àÿì, êîãäà íà êàæäî é ÷àøå
ïî îäíîé ÔÌ, à ïîñëåäíèå äâà – ñëó÷àÿì, êîãäà îáå Ô Ì
îòëîæåíû). Ðàñêðûâ ñêîáêè è ïðèâåäÿ ïîäîáíûå ñëàãàå ìûå,
ïîëó÷èì óñëîâèå 23 6 81 33 12 27x xy x y+ + - - = , îòêóäà
( )( )2 9 2 0x y x+ - - = .

Îêàçûâàåòñÿ, ïîñëå ýòîãî óæå íå íóæíî âû÷èñëÿòü, ÷ò î
ïðîèñõîäèò ïîñëå äðóãèõ èñõîäîâ ïåðâîãî âçâåøèâàíèÿ .
Áëàãîäàðÿ ñèììåòðè÷íîñòè ïåðâîãî âçâåøèâàíèÿ äâà ýò è
èñõîäà òîæå ñèììåòðè÷íû – è êàæäûé èç íèõ ñîîòâåòñò âóåò
(81 – 27)/2 = 27 ñëó÷àÿì. Èíà÷å ãîâîðÿ, ãîäèòñÿ ëþá îå
âçâåøèâàíèå ñ x  = 2, à òàêæå ëþáîå âçâåøèâàíèå, äëÿ
êîòîðîãî x  + 2 y  = 9. Ìû âûøå ïðèâåëè ðåøåíèå ñ
x  =  y  = 3, ñîîòâåòñòâóþùåå âòîðîìó ðàâåíñòâó.

Çàäà÷à 9.  Íàéäèòå àëãîðèòìû ñ: à) ( )2h 9,5 4= ;
á) ( )2h 18,5 5= ; â) ( )2h 9,23 5= ; ã) ( )2h 27,14 6= .

Óêàçàíèå. Ðàññ÷èòàéòå ïåðâûå âçâåøèâàíèÿ, êîòîðûå ñâîäÿò
çàäà÷ó à) ê çàäà÷å 7á), à çàäà÷è á) è â) – ê çàäà÷å à).
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Ïðèäóìàéòå, êàê ñâåñòè çàäà÷ó ã) ê çàäà÷å à) çà äâà âçâåøèâà-
íèÿ.

Ðåøåíèå. Ïðèâåäåì ðàñ÷åò äëÿ çàäà÷è â). Ïîñêîëüêó
9 8 2 9 23 9 27 243× + × = × = , òî êàæäûé èñõîä äîëæåí ñîîò-
âåòñòâîâàòü 81 ñëó÷àþ:

( )( )2 9 2 23 2x xy yx x y+ + + - - + ( )( )9 2 8 2 2 81x x- - = ,

23 6 162 63 18 0x xy x y+ + - - = ,

( )( )2 18 3 0x x+ - - = .

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåé çàäà÷å, çäåñü ãîäèòñÿ ëþáîå
âçâåøèâàíèå ñ x  = 3 èëè ëþáîå âçâåøèâàíèå ñ x  + 2 y  = 18
(íàïðèìåð, ìîæíî âçÿòü x = 0, y = 9, ÷òî â ñëó÷àå ðàâåí-
ñòâà ïðèâîäèò ê çàäà÷å à), à â ñëó÷àå íåðàâåíñòâà – ê
ïîñëåäîâàòåëüíîìó íàõîæäåíèþ îäíîé ÔÌ ñðåäè 9 áåëûõ
ìîíåò ñ áîëåå ëåãêîé ÷àøè, à äðóãîé – ñðåäè âñåõ 9
æåëòûõ ìîíåò).

Çàäà÷à 10. à)  Ïðèäóìàéòå è äîêàæèòå îáîáùåíèå ðåçóëü-
òàòîâ çàäà÷ 6–9.

á) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè Y > 1 è ñóùåñòâóåò àëãîðèòì ñ
( )2 ,h Y W k= ,  òî ñóùåñòâóåò è àëãîðèòì äëÿ

( )2 ,h Y 1 W 1 k- + = .
Çàäà÷à 11. Ïðèäóìàéòå îïòèìàëüíûé àëãîðèòì äëÿ
( )2h 12,14 .

Ðåøåíèå . Çäåñü óäîáíåå îáîçíà÷èòü áóêâàìè æåëòûå ìîíå-
òû, à öèôðàìè – áåëûå. Ïîëîæèì íà êàæäóþ ÷àøó âåñîâ  ïî
6 æåëòûõ ìîíåò è ïî 3 áåëûõ (îòëîæåííûìè îñòàëèñü 8
áåëûõ ìîíåò), ò.å. âçâåñèì ABCDEF123 Ú GHIJKL456.

1. ABCDEF123 = GHIJKL456. Òàê êàê âñå îòëîæåííûå
ìîíåòû áåëûå è ñðåäè íèõ íå ìîæåò áûòü áîëüøå îäíîé  ÔÌ,
òî íà êàæäîé ÷àøå âåñîâ – ðîâíî îäíà ÔÌ. Òîãäà îáå ÔÌ
ìîæíî íàéòè ïîñëåäîâàòåëüíî çà 4 âçâåøèâàíèÿ (9 ìîí åò
îäíîé ÷àøè òðåáóþò ðîâíî äâóõ âçâåøèâàíèé). 4

2. ABCDEF123 < GHIJKL456. Òîãäà
{ }A,B,C,D,E,F 1F Ç ³ , à âñå ìîíåòû GHIJKL456 – íàñòî-

ÿùèå. Ýòî ( )2 6,11h  (çäåñü 11 = 26 – 6 – 9), ñì. çàäà÷ó 8á).

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 3, 4, 7, 13, 22, …

Âîò òåïåðü ìû âïëîòíóþ ïîäîáðàëèñü ê îáùåìó ñëó÷àþ –
êîãäà ëþáûå äâå ìîíåòû (èç N  èìåþùèõñÿ) ìîãóò îêàçàòüñÿ
ôàëüøèâûìè.

Âûøå áûëî äîêàçàíî íåðàâåíñòâî 
( )1

3
2

k N N -
³ , ñâÿçû-

âàþùåå ÷èñëî ìîíåò N è íåîáõîäèìîå ÷èñëî âçâåøèâàíèé k.
Ïðè ýòîì ìû äëÿ êàæäîãî N èñêàëè íàèìåíüøåå âîçìîæíîå
k. Íî íå ìåíåå àêòóàëüíà îáðàòíàÿ çàäà÷à – äëÿ êàæäî ãî k
íàéòè òî íàèáîëüøåå âîçìîæíîå ( )N N k= , äëÿ êîòîðîãî
èìååò ñìûñë èñêàòü àëãîðèòì âçâåøèâàíèé. Äëÿ ïåðâûõ
çíà÷åíèé k ýòî íåñëîæíî ïðèêèíóòü «íà êîëåíêå»: ( )1 3N = ,

( )2 4N = , à ( )3 7N = . Ñîáñòâåííî, âûøå â óïðàæíåíèÿõ
1–4 ìû óñïåøíî íàøëè ñîîòâåòñòâóþùèå àëãîðèòìû. Îäí à-
êî ÷òî áóäåò äëÿ ñëåäóþùèõ çíà÷åíèé k? Íàéäåì ( )N k  â
îáùåì ñëó÷àå:

( )3 1 2k N N³ - ,

( )28 3 1 2 1k N× + ³ - ,

2 1 8 3 1kN é ù- £ × +ê úë û
.

×èñëà 8 3 1k× + , êàê íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè

êâàäðàòàìè òîëüêî ïðè k = 0 è k = 1. Ïðè k > 1

8 3 1 8 3k ké ù é ù× + = ×ê ú ê úë û ë û
. Èíà÷å ãîâîðÿ, ïðè ÷åòíûõ k ( k = 2m)

èìååì íåðàâåíñòâî 2 1 2 3 2mN - £ × , à ïðè íå÷åòíûõ k ( k =

= 2m + 1) – íåðàâåíñòâî 2 1 2 3 6mN - £ × .
Èòàê, ïåðâàÿ èç åùå íå ðåøàâøèõñÿ çàäà÷ – k = 4. Òîãäà

2 1 18 2 25,45N - £ » , îòêóäà íàõîäèì ( )4 13N = .
Çàäà÷à 12. Ñðåäè 13 ìîíåò – äâå ôàëüøèâûå. Íàéäèòå èõ

çà 4 âçâåøèâàíèÿ.
Ðåøåíèå.  Îáîçíà÷èì ìîíåòû öèôðàìè 1–8 è áóêâàìè

A–E. Ïåðâîå âçâåøèâàíèå – 1234 5678Ú .
1. 1234 > 5678. { }5,6,7,8 1F Ç ³ , { }1,2,3,4 0F Ç = . Ýòî
( )2 4,5h  (ñì. çàäà÷ó 8à)).

2. 1234 < 5678. Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ 1.
3. 1234 = 5678. Âòîðîå âçâåøèâàíèå: 125A 346BÚ .
3.1. 125A = 346B. F =  {16, 26, 35, 45, AB, CD, CE, DE}.

Òðåòüå âçâåøèâàíèå 5C 6DÚ .
3.1.1. 5C = 6D. F =  {AB, CD}. ×åòâåðòîå âçâåøèâàíèå,

íàïðèìåð, AB 78Ú .
3.1.2. 5C < 6D. F =  {35, 45, CE}. Äàëåå 3 4Ú .
3.1.3. 5Ñ > 6D. F =  {16, 26, DE}. Äàëåå 1 2Ú .5

3.2. 125A > 346B. F =  {36, 37, 38, 46. 47, 48, BC, BD, BE}.
Ýòî ôàêòè÷åñêè çàäà÷à î òðåõ çîëîòûõ ìîíåòàõ 3, 4, B è òðåõ
ñåðåáðÿíûõ (6, 7, 8 èëè C, D, E â çàâèñèìîñòè îò òî ãî, êàêàÿ
èç çîëîòûõ ìîíåò îêàæåòñÿ ôàëüøèâîé).

3.3. 125A < 346B. F =  {15, 17, 18, 25, 27, 28, AC, AD, AE}.
Àíàëîãè÷íî ï. 3.2.

Àíàëèç ðåøåíèÿ.  Êàê èìåííî âû÷èñëèòü, ÷òî â ïåðâîì
âçâåøèâàíèè íà ÷àøè âåñîâ íóæíî êëàñòü ïî 4 ìîíåòû,
âäóì÷èâîìó ÷èòàòåëþ ýòîé ñòàòüè äîëæíî áûòü óæå ïîí ÿò-
íî. Äðóãèõ âàðèàíòîâ çäåñü äåéñòâèòåëüíî íåò. À âîò  êàê
âû÷èñëèòü íóæíîå âòîðîå âçâåøèâàíèå ïîñëå ðàâåíñòâà
(ï.3 ðåøåíèÿ)? Äàâàéòå ðàçáèðàòüñÿ. Ðàâåíñòâî â ïåð âîì
âçâåøèâàíèè ñîîòâåòñòâîâàëî 4 4 5 4 2 26× + × =  ñëó÷àÿì.
Ïîñëå ýòîãî âçâåøèâàíèÿ ó íàñ åñòü òðè ãðóïïû ìîíåò  –
òå, êîòîðûå áûëè âûëîæåíû íà ëåâóþ ÷àøó, íà ïðàâóþ
÷àøó è îòëîæåííûå. Ïóñòü âî âòîðîì âçâåøèâàíèè ìû
áåðåì íà êàæäóþ ÷àøó èç ýòèõ ãðóïï x, y, z ìîíåò ñîîòâåò-
ñòâåííî. Òîãäà ðàâåíñòâî â ýòîì âçâåøèâàíèè äîëæíî ñîîò-
âåòñòâîâàòü ðîâíî 8 ñëó÷àÿì (ñîîòâåòñòâåííî, êàæäîå  èç
íåðàâåíñòâ áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü 9 ñëó÷àÿì, 8 + 9 +  9 =
= 26). Ñîñ÷èòàåì ñëó÷àè ðàâåíñòâà:

( )( )2 4 2 4 2xy yx z x y+ + + - - + ( )( )5 2 4 2 2 8z z- - = ,

218 6 8 8 3 9 0xy x y z z+ - - + - = ,

( )( ) ( )23 4 3 4 0,5 3 4,5 7 8 0x y z- - + × - + = .

Ïðè z = 0: ( )( )3 4 3 4 11x y- - = - . Ðåøåíèé íåò.

Ïðè z = 1 è z = 2: ( )( )3 4 3 4 2x y- - = - . Îòñþäà 3 y – 4 =
= –1, 3 x – 4 = 2 (èëè íàîáîðîò), ò.å. y = 1, x = 2. Èìåííî òàêîå
âçâåøèâàíèå (ñ  z = 1) â ðåøåíèè è áûëî ïðåäëîæåíî.

Çàìå÷àíèå . Ðåøåíèå çàäà÷è 12 ñðàçó ïîçâîëÿåò ðåøèòü
( )2 13,12h . Äåéñòâèòåëüíî, ðàçîáüåì 12 «áåëûõ» ìîíåò íà

äâå ãðóïïû ïî 6 è ñðàâíèì ýòè äâå ãðóïïû. Åñëè îíè ðàâíû
ïî âåñó, òî îáå ÔÌ – â 13 æåëòûõ ìîíåòàõ, êîòîðûå ì û
îòûùåì ñîãëàñíî çàäà÷å 12. Åñëè æå îíè íå ðàâíû, òî  ìû
èìååì ( )2 6,13g , îòêóäà çà îäíî âçâåøèâàíèå ïîëó÷àåì

( )2 2,13g  (ñì. çàäà÷ó 2).
Ñëåäóþùàÿ çàäà÷à – ñëåäóþùàÿ ñòóïåíüêà òðóäíîñòè.

Åñëè  k = 5, òî 2 1 18 6 44,09N - £ » , îòêóäà íàõîäèì
N(5) = 22.

4 À òåì, ÷òî íå ëþáàÿ ïàðà ìîíåò ñ ðàçíûõ ÷àø ìîæåò ïðèíàäëå-
æàòü ìíîæåñòâó Ô, ìîæíî ïðåíåáðå÷ü – çäåñü ýòî íå í àðóøàåò
îïòèìàëüíîñòè àëãîðèòìà.

5 Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî ÷åòâåðòîå âçâåøèâàíèå ìîæíî  áûëî
ñäåëàòü îäèíàêîâûì äëÿ âñåõ òðåõ èñõîäîâ òðåòüåãî â çâåøèâàíèÿ.
Íàïðèìåð, 13AB ñðàâíèòü ñ 2478.



Çàäà÷à 13. Ñðåäè 22 ìîíåò – äâå ôàëüøèâûå. Íàéäèòå èõ
çà 5 âçâåøèâàíèé.

Ðåøåíèå.  Ðàçîáüåì ìîíåòû íà òðè ãðóïïû: A–F, I–N
è  0–9 (â ïîñëåäíåé 10 ìîíåò). Ïåðâîå âçâåøèâàíèå:
ABCDEF Ú  IJKLMN.

1. ABCDEF < IJKLMN (èëè ABCDEF > IJKLMN). Ýòî
( )2 6,10h , áîëåå ëåãêàÿ çàäà÷à, ÷åì ðåøåííàÿ âûøå 8á).

2. ABCDEF = IJKLMN. Âòîðîå âçâåøèâàíèå: 012ABIJK Ú
Ú 345CDLMN.

2.1. 012ABIJK < 345CDLMN: Ô = {AI, AJ, AK, BI, BJ, BK,
EI, EJ, EK, FI, FJ, FK, 01, 02, 12, 06, 07, 08, 09, 16, 17, 18,
19, 26, 27, 28, 29}. Òðåòüå âçâåøèâàíèå: AB6 Ú  7EF.

2.1.1. AB6 = 7EF. Ô = {01, 02, 12, 08, 09, 18, 19, 28, 29}.
Ýòî ( )2 3,2h .

2.1.2. AB6 < 7EF. Ô = {AI, AJ, AK, BI, BJ, BK, 06, 16, 26}.
Òîãäà 4-ì âçâåøèâàíèåì íàõîäèì ÔÌ èç A,B,6 à 5-ì –
ïàðíóþ ê íåé ÔÌ èç ñîîòâåòñòâóþùåé òðîéêè ìîíåò.

2.1.3. AB6 > 7EF. Ñèììåòðè÷íî è àíàëîãè÷íî 2.1.2.
2.2. 012ABIJK > 345CDLMN. Ñèììåòðè÷íî è àíàëîãè÷íî

ï.2.1.
2.3. 012ABIJK = 345CDLMN. Ô = {67, 68, 69, 78, 79, 89,

6E, 6F, 7E, 7F, 8E, 8F, 9E, 9F, AL, AM, AN, BL, BM,  BN,
CI, CJ, CK, DI, DJ, DK}. Òðåòüå âçâåøèâàíèå: 67ABE Ú
Ú 89CDF.

2.3.1. 67ABE = 89CDF. Ô = {68, 69, 6F, 78, 79, 7F, E8, E9,
EF}. Äàëüøå îáå ÔÌ îïðåäåëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî.

2.3.2. 67ABE < 89CDF. Ô = {67, 6E, 7E, AL, AM, AN, BL,
BM, BN}. Äàëüøå A Ú  B, à 5-å âçâåøèâàíèå – ëèáî íàéòè
ïàðó ÔÌ èç 6, 7, E, ëèáî îäíó ÔÌ èç L, M, N.

2.3.3. 67ABE > 89CDF. Ñèììåòðè÷íî è àíàëîãè÷íî 2.3. 2.
Àíàëèç ðåøåíèÿ . Êàê è â ïðåäûäóùèõ çàäà÷àõ, îïðå-

äåëåíèå ÷èñëà ìîíåò íà ÷àøàõ â ïåðâîì âçâåøèâàíèè –
ðåçóëüòàò ðàñ÷åòà. Ïóñòü íà êàæäóþ ÷àøó ïîëîæåíû ïî
x ìîíåò. Òîãäà èñõîä «=» ñîîòâåòñòâóåò ( )(2 22 2 21x x+ - -

)2 2x-  ñëó÷àÿì, à êàæäûé èõ èñõîäîâ «<» è «>» ñîîòâåò-
ñòâóåò ( ) ( )1 2 22 2x x x x- + -  ñëó÷àÿì. Ñëåäîâàòåëüíî, äîë-
æíû áûòü âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà ( )( )2 11 21 2x x x+ - - £

81£  è ( ) ( )1 2 22 2 81x x x x- + - £ . Ðàñêðûâàÿ ñêîáêè è
óïðîùàÿ, ïîëó÷àåì 2150 43 3 162x x£ - £ . Ðåøàÿ ýòî äâîé-
íîå íåðàâåíñòâî, íàõîäèì 6 25 3x£ £ , ò.å. íà êàæäóþ ÷àøó
ìîæíî êëàñòü ïî 6, 7 èëè 8 ìîíåò. Ìû âûáðàëè ïåðâóþ  èç
ýòèõ âîçìîæíîñòåé.

Îäíàêî íå ìåíüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò è âûáîð âòîð îãî
âçâåøèâàíèÿ ïîñëå ðàâíîâåñèÿ. Íàïîìíèì àíàëèç ñëó÷à åâ:
ëèáî îáå ÔÌ íà âåñàõ ( 6 6 36× = ), ëèáî îòëîæåíû
( 10 9 2 45× = ). Èòîãî – 81 ñëó÷àé, çíà÷èò, âòîðîå âçâåøèâà-
íèå äîëæíî áûòü ïîäîáðàíî òàê, ÷òîáû êàæäîìó èñõîäó
ñîîòâåòñòâîâàëè ðîâíî 27 èç íèõ.

Ïóñòü ìû âî âòîðîì âçâåøèâàíèè êëàäåì íà êàæäóþ ÷àø ó
âåñîâ ïî x èç ìîíåò A–F, ïî y èç ìîíåò G–N è ïî z èç ìîíåò
0–9 (äâóìÿ ïåðåìåííûìè îáîéòèñü íå ïîëó÷èòñÿ). Ðàññ ÷èòà-
åì èñõîä «=»: îí ñîîòâåòñòâóåò ( )(2 6 2 6xy yx z x+ + + - -

)2y- + ( )( )10 2 9 2 2z z- -  ñëó÷àÿì. Çàïèøåì ðàâåíñòâî

( )( ) ( )( )22 6 2 6 2 5 9 2 27xy z x y z z+ + - - + - - = , èëè

23 19 6 12 12 54 0z z xy x y- + - - + = .

Îòñþäà ÿñíî, ÷òî z äåëèòñÿ íà 3, à òàê êàê 2 z < 9, òî z = 0 èëè
z = 3. Ðàññìîòðèì îáå âîçìîæíîñòè:

1) z = 0. Òîãäà 6 xy  – 12 x – 12 y + 54 = 0, ( x – 2)( y – 2) =
13. Òàê êàê 13 ïðîñòîå, à x è y íå áîëüøå 3, òî ðåøåíèé çäåñü
íåò.

2) z = 3. Òîãäà 6 xy  – 12 x – 12 y + 24 = 0, ( x – 2)( y – 2) =
= 0. Çíà÷èò, ïðè z = 3 äîñòàòî÷íî âçÿòü ëèáî x = 2 (è ëþáîå
y), ëèáî y = = 2 (è ëþáîå x). Â ïðèâåäåííîì âûøå ðåøåíèè
ìû áðàëè x = 2 è y = 3.

×åòûðå òåîðåìû î äâóõ ìîíåòàõ

À òåïåðü ïîïðîáóåì ïîäðîáíî îáúÿñíèòü, çà÷åì íàì áû ëè
íóæíû ýòè ãðîìîçäêèå è äàëåêî íå ñàìûå ïðîñòûå àëãî ðèò-
ìû.

Ïóñòü èìååòñÿ ìíîæåñòâî æåëòûõ ìîíåò A, |A| = 3 N, è
ìíîæåñòâî áåëûõ ìîíåò B, |B| = N . (Ñðåäè æåëòûõ ìîíåò
åñòü õîòÿ áû îäíà ÔÌ, ñðåäè áåëûõ – íå áîëåå îäíîé ÔÌ.)
Ïóñòü 1 2 3A A A A= È È , 1 2 3A A A N= = =  (âñå ìíîæå-
ñòâà 1A , 2A , 3A  íå ïåðåñåêàþòñÿ). Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé
àëãîðèòì èç äâóõ âçâåøèâàíèé: ïåðâîå âçâåøèâàíèå 1 2A AÚ .

1. 1 2A A= . Âòîðîå âçâåøèâàíèå: 1A BÚ .
à. 1A B< . Òîãäà îäíà ÔÌ íàõîäèòñÿ â 1A , à äðóãàÿ â 2A .
b. 1A B> . Îäíà ÔÌ â 3A , äðóãàÿ â B.
c. 1A B= . Îáå ÔÌ â 3A .
2. 1 2A A< . Âòîðîå âçâåøèâàíèå 3A BÚ .
a. 3A B< . Îäíà ÔÌ íàõîäèòñÿ â 1A , äðóãàÿ â 3A .
b. 3A B> . Îäíà ÔÌ â 1A , äðóãàÿ â B.
c. 3A B= . Îáå ÔÌ â 1A .
3. 1 2A A> . Àíàëîãè÷íî è ñèììåòðè÷íî ï.2.
Çà äâà âçâåøèâàíèÿ ýòîò àëãîðèòì ïîçâîëèë îïðåäåëèò ü, â

êàêèõ èç ìíîæåñòâ ðàçìåðà N íàõîäÿòñÿ îáå ÔÌ.
Òåîðåìà 2.  Ïóñòü èìååòñÿ ìíîæåñòâî A æåëòûõ ìîíåò

ðàçìåðà k3  è ìíîæåñòâî áåëûõ ìîíåò B ðàçìåðà íå áîëåå
k0,5 3é ù×ë û. Òîãäà äëÿ îïðåäåëåíèÿ îáåèõ ÔÌ äîñòàòî÷íî 2k

âçâåøèâàíèé.
Äîêàçàòåëüñòâî.  Áàçà èíäóêöèè ( k  = 1) ñâîäèòñÿ ê ïðÿ-

ìîìó ïðèìåíåíèþ îïèñàííîãî âûøå àëãîðèòìà, ïîñêîëüê ó
êàæäîå èç ïîëó÷åííûõ â íåì ìíîæåñòâ ñîñòîèò èç îäíî ãî
ýëåìåíòà. Èíäóêöèîííûé ïåðåõîä òàêæå ñâîäèòñÿ ê ýòî ìó
àëãîðèòìó. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ìû ïðåäñòàâèëè B â âèäå

1 2B BÈ , ïðè÷åì 1
2B 0,5 3k-é ù£ ×ë û. Ïðîäåëàåì äâà âçâåøèâà-

íèÿ ñî ìíîæåñòâàìè 1A , 2A , 3A , 1B  ïî àëãîðèòìó, â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì îäíó èç äâóõ âîçìîæíûõ ñèòóàöèé.

1P : ëèáî îäíà ÔÌ íàõîäèòñÿ â êàêîì-òî èç ýòèõ ÷åòûðåõ
ìíîæåñòâ (âñå ìíîæåñòâà èìåþò ðàçìåð íå áîëåå ÷åì 13k- ),
à äðóãàÿ – â äðóãîì èç íèõ;

2P : ëèáî îáå ÔÌ íàõîäÿòñÿ â îäíîì è òîì æå ìíîæåñòâå
A i , ëèáî îäíà èç íèõ â A i , à äðóãàÿ â 2B .

Â ñèòóàöèè 1P  ìû íàõîäèì îáå ÔÌ ïîñëåäîâàòåëüíî çà
( )2 1k -  âçâåøèâàíèé, à â ñèòóàöèè 2P  ïðèìåíÿåì ïðåäïîëî-

æåíèå èíäóêöèè.
Çàìå÷àíèå . Ýòîò àëãîðèòì ôàêòè÷åñêè èäåíòè÷åí òîìó,

êîòîðûé ìû ïðèìåíÿëè ïðè ïîèñêå ( )2 3,2h  (ñì. çàäà÷ó 6):
â ðîëè ìîíåò 1–3 â íåì âûñòóïàþò ïîäìíîæåñòâà 1 3A A- , à
â ðîëè ìîíåò A è B – ïîäìíîæåñòâà 1B  è 2B . À åùå ýòîò æå
àëãîðèòì ïðèìåíÿëñÿ äëÿ ñâåäåíèÿ ( )2 9,5h  ê ( )2 3,2h  (ñì.
çàäà÷ó 9à) è äëÿ ñâåäåíèÿ ( )2 27,14h  ê ( )2 9,5h  (ñì. çàäà÷ó
9ã).

Òåîðåìà 3.  Ïóñòü èìååòñÿ ìíîæåñòâî ìîíåò A,
A k6.5 3£ × . Òîãäà äëÿ îïðåäåëåíèÿ îáåèõ ÔÌ äîñòàòî÷íî

2k + 3 âçâåøèâàíèé.
Äîêàçàòåëüñòâî.  Ñëó÷àé k = 0 ðàññìîòðåí åùå â óïðàæíå-

íèè 3 (T-àëãîðèòì äëÿ 7 ìîíåò). Ñëó÷àé k > 0 òàêæå
ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðè ïîìîùè ýòîãî àëãîðèòìà. Äåéñòâè òåëü-
íî, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âìåñòî øåñòè ìîíåò ó íàñ åñò ü øåñòü
«ñòàíäàðòíûõ» ìíîæåñòâ 1 6A A- , A 3k

i £ , à âìåñòî ñåäü-
ìîé – «íåñòàíäàðòíîå» ìíîæåñòâî B, B 0,5 3k

i £ × . Ïðîäå-
ëàâ òðè âçâåøèâàíèÿ ïî Ò-àëãîðèòìó, ìû ïðèäåì ê îäí îé èç
äâóõ ñëåäóþùèõ ñèòóàöèé:

1P . Îäíà ÔÌ íàõîäèòñÿ â îäíîì èç ñòàíäàðòíûõ ìíî-
æåñòâ, à äðóãàÿ – â äðóãîì ñòàíäàðòíîì ìíîæåñòâå. Ï îñêîëü-
êó êàæäîå ñòàíäàðòíîå ìíîæåñòâî èìååò ðàçìåð íå áîë åå ÷åì
3k , òî íà îïðåäåëåíèå êàæäîé ÔÌ íàì ïîòðåáóåòñÿ íå áîëå å
k âçâåøèâàíèé. Èòîãî â ýòîì ñëó÷àå åùå ÷åðåç 2 k âçâåøèâà-
íèé îáå ÔÌ áóäóò íàéäåíû.
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Ê Â À Í T  $ 2 0 1 3 / ¹ 154
2P . Îäíà èëè äâå ÔÌ íàõîäÿòñÿ â îäíîì è òîì æå

ñòàíäàðòíîì ìíîæåñòâå, è íå áîëåå îäíîé ÔÌ ìîæåò íà õî-
äèòüñÿ â íåñòàíäàðòíîì ìíîæåñòâå. Ïî òåîðåìå 2, îáå  ÔÌ â
òàêîé ñèòóàöèè ìîæíî îòûñêàòü íå áîëåå ÷åì çà 2 k äîïîëíè-
òåëüíûõ âçâåøèâàíèé. Èòîãî â êàæäîé èç ñèòóàöèé íàì
ïîòðåáîâàëîñü íå áîëåå 2 k + 3 âçâåøèâàíèé.

Àíàëîãè÷íî, íà áàçå àëãîðèòìîâ äëÿ 13 è 22 ìîíåò (ñ ì.
çàäà÷è 12 è 13) äîêàçûâàþòñÿ ñëåäóþùèå äâå òåîðåìû.

Òåîðåìà 4.  Ïóñòü èìååòñÿ ìíîæåñòâî ìîíåò A,
kA 12,5 3£ × . Òîãäà äëÿ îïðåäåëåíèÿ îáåèõ ÔÌ äîñòàòî÷-

íî 2k + 4 âçâåøèâàíèé.
Òåîðåìà 5.  Ïóñòü èìååòñÿ ìíîæåñòâî ìîíåò A,

kA 21,5 3£ × . Òîãäà äëÿ îïðåäåëåíèÿ îáåèõ ÔÌ äîñòàòî÷-
íî 2k + 5 âçâåøèâàíèé.

Íà ñàìîì äåëå îáå ýòèõ òåîðåìû ìîæíî äàæå íåìíîãî
óñèëèòü. Íàïðèìåð, äëÿ 6 âçâåøèâàíèé òåîðåìà 4 äàåò
ðåçóëüòàò [ ]12,5 3 37´ =  ìîíåò, â òî âðåìÿ êàê ìîæíî ðàçîá-
ðàòüñÿ è ñ 38 ìîíåòàìè. Äåéñòâèòåëüíî, ñôîðìèðóåì 1 2
ãðóïï ïî 3 ìîíåòû [è îñòàòîê èç 2 ìîíåò]. Ïðîäåëàåì  4
âçâåøèâàíèÿ ñ ýòèìè ãðóïïàìè, êàê â çàäà÷å 12 (òàê,  êàê
áóäòî êàæäàÿ ãðóïïà ñîñòîèò èç îäíîé ìîíåòû). Ïî ðå çóëü-
òàòàì ïîëó÷èì îäíó èç äâóõ âîçìîæíûõ ñèòóàöèé: 1) í àéäå-
íû äâå ðàçëè÷íûå ãðóïïû, â êàæäîé èç êîòîðûõ åñòü Ô Ì; 2)
íàéäåíà òîëüêî îäíà ãðóïïà ñ ÔÌ; âîçìîæíî, åùå îäíà  ÔÌ
ñîäåðæèòñÿ â îñòàòêå. Â ñèòóàöèè 1 ìû íàéäåì îáå ÔÌ  çà äâà
ïîñëåäîâàòåëüíûõ âçâåøèâàíèÿ, à ñèòóàöèÿ 2 – ýòî ( )2 3,2h ,
êîòîðóþ ìû òàêæå óìååì ðåøàòü çà 2 âçâåøèâàíèÿ.

Ï Ð Î Ã Ó Ë Ê È  Ñ  Ô È Ç È Ê Î É

Àíàëîãè÷íî, ðåçóëüòàò òåîðåìû 5 äëÿ 7 âçâåøèâàíèé
óëó÷øàåòñÿ ñ 64 äî 65 ìîíåò. Íèæå – òàáëè÷êà, â êîò îðîé
ñâåäåíû ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûå (èç èíôîðìàöèîííîé îö åí-
êè) è äîñòèæèìûå (ïî òåîðåìàì 4 è 5) ðåçóëüòàòû:

N 4 5 6 7 8 9 10

Îöåíêà 13 22 38 66 115 198 344

Àëãîðèòì 13 22 38 65 113 194 341

Çàäà÷à 14. à) Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî
ìíîãî çíà÷åíèé N, äëÿ êîòîðûõ àëãîðèòìû èç òåîðåì 4 –5
ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè. á) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñåõ
îñòàëüíûõ çíà÷åíèé N ýòè àëãîðèòìû îòëè÷àþòñÿ îò
îïòèìàëüíûõ íå áîëåå ÷åì íà îäíî âçâåøèâàíèå.

Ïðîáëåìû è êîíòðïðèìåðû

Íåóæåëè â çàäà÷àõ î äâóõ ôàëüøèâûõ ìîíåòàõ âñå è âñ åãäà
îáñòîèò òàê æå ïðîñòî, êàê è â êëàññè÷åñêîé çàäà÷å ñ îäíîé
ôàëüøèâîé ìîíåòîé? Óâû, íåò. Äî ñèõ ïîð íåèçâåñòåí îòâåò
íà ãëàâíûé âîïðîñ : äåéñòâèòåëüíî ëè äëÿ êàæäîãî N
èíôîðìàöèîííàÿ ãðàíèöà òî÷íà  (èíà÷å ãîâîðÿ, âåðíî ëè,
÷òî íèêàêîãî ðàçðûâà ìåæäó âòîðîé è òðåòüåé ñòðî÷êà ìè â
òàáëèöå íå äîëæíî áûòü)? Ãèïîòåçà, ÷òî ýòî â ñàìîì äåëå òàê,
âûäâèíóòà áîëåå 20 ëåò íàçàä, íî äî ñèõ ïîð íèêåì í å
äîêàçàíà è íå îïðîâåðãíóòà.

Îïûò Ýðñòåäà â … ìåòðî

(Íà÷àëî ñì. íà 4-é ñòðàíèöå îáëîæêè)

…Âû óâèäèòå, ÷òî ñòðåëêà êîìïàñà ïðè ðàçãîíå âàãîíà
î÷åíü ðåçêî èçìåíèò ñâîå íàïðàâëåíèå è ñòàíåò ïåðïå íäèêó-
ëÿðíîé íàïðàâëåíèþ äâèæåíèÿ ñîñòàâà, à ïðè ðåçêîì ò îðìî-
æåíèè îíà ïîâåðíåòñÿ íà 180 ãðàäóñîâ. Ñ ÷åì ýòî ñâÿ çàíî?

Ïðåæäå âñåãî íàïîìíèì, â ÷åì ñîñòîÿë îïûò Ýðñòåäà,
ïðîâåäåííûé â 1820 ãîäó. Ýðñòåä ïîìåñòèë íàä ìàãíèò íîé
ñòðåëêîé ïðÿìîëèíåéíûé ïðîâîä, ïàðàëëåëüíûé ñòðåëêå .
Ïðè ïðîïóñêàíèè ïî ïðîâîäó ïîñòîÿííîãî ýëåêòðè÷åñêî ãî
òîêà ñòðåëêà îòêëîíÿëàñü è óñòàíàâëèâàëàñü ïåðïåíäè êó-
ëÿðíî ïðîâîäó. Ïðè èçìåíåíèè íàïðàâëåíèÿ òîêà ñòðåë êà
ïîâîðà÷èâàëàñü íà 180 ãðàäóñîâ. Òàê ýêñïåðèìåíòàëüí î
áûëî äîêàçàíî, ÷òî ýëåêòðè÷åñêèå òîêè äåéñòâóþò íà ìàãíè-
òû, ò.å. áûëà óñòàíîâëåíà ñâÿçü ìåæäó ýëåêòðè÷åñêèì è è
ìàãíèòíûìè ÿâëåíèÿìè.

Âåðíåìñÿ ê íàøåìó îïûòó. Âàãîíû ìåòðî ðàçãîíÿþòñÿ
äâèãàòåëÿìè ïîñòîÿííîãî òîêà, è ñóììàðíàÿ âåëè÷èíà òîêà â
êîíòàêòíîì ðåëüñå ïîä âàãîíîì (ñì. æåëòûå ñòðåëêè í à
ôîòîãðàôèè) ìîæåò ñîñòàâëÿòü íåñêîëüêî òûñÿ÷ àìïåð.
Ïîýòîìó èíäóêöèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ êîíòàêòíîãî ðåëüñà  â
âàãîíå â íåñêîëüêî ðàç ïðåâûøàåò èíäóêöèþ ìàãíèòíîã î
ïîëÿ Çåìëè.

Ìîæíî îöåíèòü ñèëó òîêà I  â êîíòàêòîì ðåëüñå ïðè
óñêîðåíèè âàãîíà ìåòðî. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ èçâ åñò-
íûì âûðàæåíèåì (çàêîíîì Áèî–Ñàâàðà) äëÿ âû÷èñëåíèÿ
èíäóêöèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ñîçäàâàåìîãî äëèííûì ïðÿì ûì

ïðîâîäíèêîì ñ òîêîì: 0

2
I

B
R

m
= ×

p
. ãäå R – ðàññòîÿíèå îò

êîíòàêòíîãî ðåëüñà äî êîìïàñà, à 6
0 1,26 10-m = × Ãí/ì –

ìàãíèòíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ïóñòü ìàãíèòíàÿ èíäóêöèÿ, ñîç äàâà-

åìàÿ êîíòàêòíûì ðåëüñîì, â 10 ðàç áîëüøå èíäóêöèè ì àãíèò-
íîãî ïîëÿ Çåìëè (50 ìêÒë), à ðàññòîÿíèå êîìïàñà îò
êîíòàêòíîãî ðåëüñà R = 1,5 ì. Ïîñëå ïðîñòûõ ïîäñ÷åòîâ
ïîëó÷àåì 3700 AI » .

Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ äåìîíñòðàöèè îïûòà Ýðñòåäà â êëàñ ñå
íåîáõîäèì òîê ñèëîé áîëåå äâóõ àìïåð. Ïðè ìåíüøåé ñ èëå
òîêà ñòðåëêà êîìïàñà, íàõîäÿùåãîñÿ íà ðàññòîÿíèè íå ñêîëü-
êèõ ñàíòèìåòðîâ îò ïðîâîäà, íå ñòàíîâèòñÿ ïåðïåíäèê óëÿðíî
ê íåìó ïðè çàìûêàíèè öåïè. Â êîíòàêòíîì æå ðåëüñå
ïðîõîäèò òîê â òûñÿ÷ó ðàç áîëüøå, à çíà÷èò, êîìïàñ ìîæíî
îòîäâèíóòü îò ïðîâîäà ãîðàçäî äàëüøå.

Ê.Áîãäàíîâ
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Ãåîìåòðèÿ
ñâåòîâûõ ëó÷åé

Â.ÄÐÎÇÄÎÂ

×ÒÎ ÍÓÆÍÎ ÄËß ÓÂÅÐÅÍÍÎÃÎ ÐÅØÅÍÈß ÊÎÍÊÓÐÑÍÛÕ
çàäà÷ ïî ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêå?

Âî-ïåðâûõ, íåîáõîäèìî çíàíèå çàêîíîâ ãåîìåòðè÷åñêîé
îïòèêè, êîòîðûì ïîä÷èíÿåòñÿ ïîâåäåíèå ñâåòîâûõ ëó÷å é.
Îñíîâíûõ çàêîíîâ òðè.

1) Â îäíîðîäíîé ïðîçðà÷íîé  ñðåäå ñâåò ðàñïðîñòðàíÿ åòñÿ
ïðÿìîëèíåéíî.

2) Íà ãðàíèöå ðàçäåëà äâóõ ñðåä ïàäàþùèé ëó÷, ëó÷
îòðàæåííûé è ïåðïåíäèêóëÿð, âîññòàâëåííûé â òî÷êå ï àäå-
íèÿ, ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè, ïðè÷åì óãîë îòðàæåíèÿ  ðàâåí
óãëó ïàäåíèÿ.

3) Ïðè ïåðåõîäå ñâåòà èç îäíîé ñðåäû â äðóãóþ ïàäàþ ùèé
ëó÷, ëó÷ ïðåëîìëåííûé è ïåðïåíäèêóëÿð, âîññòàâëåííû é â
òî÷êå ïàäåíèÿ, ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè, ïðè ýòîì ïð îèç-
âåäåíèå àáñîëþòíîãî ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ ñðåäû íà
ñèíóñ óãëà ìåæäó ëó÷îì ñâåòà è íîðìàëüþ ïîñòîÿííî.

Ó÷èòûâàåì òàêæå, ÷òî ñâåòîâûå ëó÷è îáðàòèìû: åñëè
ïîìåíÿòü ìåñòàìè èñòî÷íèê è ïðèåìíèê ñâåòà, òî òðàå êòîðèÿ
ñâåòîâûõ ëó÷åé îñòàíåòñÿ ïðåæíåé.

Âî-âòîðûõ, ìîæíî è íóæíî îïèðàòüñÿ íà îñíîâíûå ïîëî -
æåíèÿ ãåîìåòðèè è íà ôîðìóëû òðèãîíîìåòðèè – îïòèêà  âåäü
ãåîìåòðè÷åñêàÿ! Ïåðå÷èñëÿòü èõ íåò ñìûñëà. Îòìåòèì ëèøü,
÷òî ãåîìåòðè÷åñêèå è òðèãîíîìåòðè÷åñêèå «èçûñêè» çà âåäî-
ìî íå òðåáóþòñÿ. Îäíàêî íàäî òâåðäî ïîìíèòü, ÷òî ñè íóñ è
òàíãåíñ óãëà a , çíà÷èòåëüíî ìåíüøåãî îäíîãî ðàäèàíà,
ìîæíî çàìåíÿòü çíà÷åíèåì ñàìîãî óãëà â ðàäèàííîé ìå ðå.
Ïðè ýòîì, â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè, cos 1a » . Áîëåå òî÷íî

2
2 2cos 1 sin 1 1

2
a

a = - a » - a » - .

Â-òðåòüèõ, ïî÷òè âñåãäà íàäî äåëàòü àêêóðàòíûé è ðà çáîð-
÷èâûé ÷åðòåæ – íàø íåçàìåíèìûé ïîìîùíèê â ðåøåíèè
çàäà÷. ×åðòåæ äîëæåí áûòü äîñòàòî÷íî êðóïíûì, ÷òîáû
÷åòêî áûëè âèäíû âñå åãî ýëåìåíòû, è ñäåëàí ñ ïðèìå íåíèåì
òðàíñïîðòèðà, öèðêóëÿ è ëèíåéêè. Îò ðóêè ìîæíî ðèñî âàòü
ëèøü âåñüìà ïðîñòûå ñõåìû.

Â-÷åòâåðòûõ, è ýòî ñàìîå ãëàâíîå, íåîáõîäèì íàâûê ð åøå-
íèÿ äîñòàòî÷íîãî ÷èñëà ñðåäíèõ è òðóäíûõ çàäà÷. Ê ÷ åìó è
ïðèñòóïèì.

Çàäà÷à 1 (ÌÏÃÓ). Ïîä êàêèì óãëîì äîëæåí óïàñòü ëó÷
ñâåòà íà ñòåêëî, ÷òîáû ïðåëîìëåííûé ëó÷ îêàçàëñÿ ïå ðïåí-
äèêóëÿðíûì îòðàæåííîìó? Ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ ñòåê -
ëà n = 1,8.

Ðåøåíèå.  Ïóñòü èñêîìûé óãîë ðàâåí a  (ðèñ.1). Òîãäà ïî
çàêîíó ïðåëîìëåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíî èìååì

( )1 sin sin 90n× a = × ° - a ,

sin cosna = a ,

tg na = , arctg na = .

Âû÷èñëåíèÿ äàþò

61a = ° .

Çàäà÷à 2 (ÌÈÝÒ). Ñå-
÷åíèå ñòåêëÿííîé ïðèçìû
èìååò ôîðìó ðàâíîñòî-

ðîííåãî òðåóãîëüíèêà. Ëó÷ ïàäàåò íà îäíó èç ãðàíåé
ïåðïåíäèêóëÿðíî ê íåé. Âû÷èñëèòå óãîë ìåæäó ýòèì ëó ÷îì
è ëó÷îì, âûøåäøèì èç ïðèçìû. Ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ
ñòåêëà n = 1,5.

Ðåøåíèå.  Òàê êàê ëó÷ ïàäàåò íà ïåðâóþ ãðàíü ïðèçìû ïî
íîðìàëè, òî â òî÷êå À (ðèñ.2) îí íå ïðåëîìëÿåòñÿ è ïðÿìî-
ëèíåéíî äîõîäèò äî òî÷êè
Â. Çàïèøåì äëÿ ýòîé òî÷êè
çàêîí ïðåëîìëåíèÿ:

1,5 sin 60 sin× ° = b,

îòêóäà 
27

sin 1
16

b = > ,

÷åãî íå ìîæåò áûòü. Ñëåäî-
âàòåëüíî, â òî÷êå Â áóäåò
ïðîèñõîäèòü ïîëíîå âíóò-
ðåííåå îòðàæåíèå, è ÷åðåç
âòîðóþ ãðàíü ëó÷ èç ïðèç-
ìû íå âûéäåò. Ãåîìåòðè÷åñ-
êè ÿñíî, ÷òî, îòðàçèâøèñü
îò âòîðîé ãðàíè, ëó÷ ïîéäåò ïî íîðìàëè ê òðåòüåé. À  çíà÷èò,
îí âûéäåò èç ïðèçìû ÷åðåç ýòó ãðàíü áåç ïðåëîìëåíèÿ . Òàêèì
îáðàçîì, èñêîìûé óãîë ðàâåí

2 60 120g = × ° = °.

Çàäà÷à 3 (ÌÃÒÓ èì.Í.Ý.Áàóìàíà). Ñòåêëÿííûé øàð, åãî
ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ n, îñâåùàåòñÿ óçêèì ðàñõîäÿù èì-
ñÿ ïó÷êîì ëó÷åé, îñü êîòîðîãî ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð øàðà.
Èñòî÷íèê ñâåòà ðàñïîëîæåí íà ðàññòîÿíèè l îò ïîâåðõ íî-
ñòè øàðà. Íà òàêîì æå ðàññòîÿíèè îò ïîâåðõíîñòè, íî  ïî
äðóãóþ ñòîðîíó îò øàðà, ïîëó÷àåòñÿ èçîáðàæåíèå èñòî ÷-
íèêà. Îïðåäåëèòå ðàäèóñ øàðà.

Ðåøåíèå. Èçîáðàæåíèå èñòî÷íèêà íàõîäèòñÿ, î÷åâèäíî, â
òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ ëþáîãî ëó÷à ïó÷êà è îñåâîãî ëó÷à (ðèñ.3).
Ñàìîå ãëàâíîå â ðåøåíèè ýòîé çàäà÷è ñîîáðàçèòü, ÷òî  â ñèëó
ñèììåòðèè ðàñïîëîæåíèÿ èñòî÷íèêà ñâåòà è åãî èçîáðà æå-
íèÿ îòíîñèòåëüíî öåíòðà øàðà è âñëåäñòâèå îáðàòèìîñ òè
ñâåòîâûõ ëó÷åé ëó÷ âíóòðè øàðà ïîéäåò ãîðèçîíòàëüíî .
×òîáû íå çàãðîìîæäàòü âûêëàäêè, ñðàçó ïðåíåáðåæåì ä ëè-
íîé îòðåçêà ÂÑ ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàäèóñîì øàðà R. Ïî çàêîíó

ïðåëîìëåíèÿ ñâåòà â òî÷êå À è èç î÷åâèäíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ
ñîîáðàæåíèé èìååì ñèñòåìó óðàâíåíèé

( )sin sin ,

tg ,

sin .

n

h
l
h
R

a + b = b

a =

b =

Ïðè çàìåíå ñèíóñîâ è òàíãåíñà ìàëûõ óãëîâ ñàìûìè óã ëàìè
ñèñòåìà ðàäèêàëüíî óïðîùàåòñÿ:

,

,

.

n

h
l
h
R

a + b = b

a =

b =Ðèñ. 1

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3
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Ïîäñòàâëÿÿ èç âòîðîãî è òðåòüåãî óðàâíåíèé çíà÷åíèÿ  óãëîâ
a  è b  â ïåðâîå óðàâíåíèå, ïðèäåì ê ðåçóëüòàòó

( )1R l n= - .

Çàäà÷à 4. Ñå÷åíèå ñòåêëÿííîé ïðèçìû èìååò ôîðìó
ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà. Îäíà èç ãðàíåé ïîñåðå áðå-
íà. Ëó÷ ñâåòà ïàäàåò íîðìàëüíî íà äðóãóþ, íåïîñåðåá ðåí-
íóþ, ãðàíü è ïîñëå äâóõ îòðàæåíèé âûõîäèò ÷åðåç îñí îâà-
íèå ïðèçìû ïåðïåíäèêóëÿðíî åìó. Íàéäèòå óãëû ïðèçìû .

Ðåøåíèå.  Ïîñòðîèì õîä ëó÷à â ïðèçìå, íåèçâåñòíûé óãîë
ïðè âåðøèíå êîòîðîé îáîçíà÷èì ÷åðåç a  (ðèñ.4) Âåëè÷èíû

îñòàëüíûõ óãëîâ ëåãêî âûðàæà-
þòñÿ ÷åðåç a . Ïðèìåíèì ê òðå-
óãîëüíèêó ÀÂÑ òåîðåìó î ñóììå
óãëîâ:

( )90 180
2
a

a + ° + a + = ° ,

îòêóäà íàéäåì 36a = ° . Òîãäà
äðóãèå äâà óãëà áóäóò ïî

90 72
2
a

° - = °  êàæäûé.
Çàäà÷à 5. Íàéäèòå ôîêóñíîå

ðàññòîÿíèå âîãíóòîãî ñôåðè÷åñ-
êîãî çåðêàëà ðàäèóñîì R äëÿ
ëó÷à, ïàäàþùåãî íà çåðêàëî ïà-
ðàëëåëüíî åãî îñè íà ðàññòîÿíèè
à îò íåå.

Ðåøåíèå. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ êîíôèãóðàöèÿ çàäà÷è ÿñíà èç
ðèñóíêà 5. Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå AOF  ëåãêî

âûðàçèòü áîêîâóþ ñòîðîíó OF
÷åðåç îñíîâàíèå OA = R  è óãëû
ïðè íåì, ðàâíûå a :

2cos
R

OF =
a

.

Èç ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíè-
êà OBA èìååì

2 2

cos
AB R a
R R

-
a = = .

Òîãäà
2

2 22

R
OF

R a
=

-
.

Îòñþäà íàõîäèì èñêîìîå ôîêóñíîå ðàññòîÿíèå çåðêàëà,  ò.å.
ðàññòîÿíèå îò òî÷êè F äî ïîëþñà Ð:

2 2
1

2

R
FP R OF R

R a

æ ö
= - = -ç ÷ç ÷-è ø

.

Âèäèì, ÷òî ýòî ðàññòîÿíèå çàâèñèò îò à, ò.å. äëÿ ðàçíûõ
ëó÷åé îíî áóäåò ðàçíûì. Îäíàêî äëÿ ïàðàêñèàëüíûõ ëó ÷åé,
äëÿ êîòîðûõ a R= ,

1
2 2
R R

FP R
R

æ ö» - =ç ÷
è ø

.

Ñëåäîâàòåëüíî, ëó÷è, èäóùèå âáëèçè ãëàâíîé îïòè÷åñê îé
îñè ïàðàëëåëüíî åé, ñîáèðàþòñÿ â îäíó òî÷êó – ôîêóñ
çåðêàëà F.

Çàäà÷à 6. Ñâàÿ äëèíîé 2 ì âûñòóïàåò íàä ïîâåðõíîñòüþ
âîäû íà h = 1 ì. Îïðåäåëèòå äëèíó òåíè îò ñâàè íà ä íå
îçåðà, åñëè óãîë ïàäåíèÿ ëó÷åé ñâåòà ñîñòàâëÿåò 30a = ° .

Ðåøåíèå. Èç ðèñóíêà 6 âèäíî, ÷òî äëèíà òåíè  ÀÂ îò ñâàè
ðàâíà ñóììå äëèí îòðåçêîâ ÂÑ è ÀÑ. Î÷åâèäíî, ÷òî

tgBC h= a  è tgAC h= b . Òîãäà

( )tg tgAB h= a + b .

Ïî çàêîíó ïðåëîìëåíèÿ ñâåòà, sin sinn b = a , ãäå n = 4/3 –

ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ âîäû.
Îòñþäà íàõîäèì

2 2 2

sin sin
tg

1 sin sinn

b a
b = =

- b - a
.

Òàêèì îáðàçîì,

2 2

sin
tg 1ì

sin
AB h

n

æ öa
= a + »ç ÷ç ÷- aè ø

.

Çàäà÷à 7. Íàéäèòå áîêîâîå ñìå-
ùåíèå ñâåòîâîãî ëó÷à, ïàäàþùåãî
íà ïëîñêîïàðàëëåëüíóþ ñòåêëÿí-
íóþ ïëàñòèíêó, ò.å. íà ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä ,
òîëùèíîé d ïîä óãëîì a  ê íîðìàëè, åñëè ïîêàçàòåëü
ïðåëîìëåíèÿ ñòåêëà ðàâåí n.

Ðåøåíèå.  Ñíà÷àëà íåîáõîäèìî óáåäèòüñÿ, ÷òî ëó÷, âûøåä-
øèé èç ïëàñòèíêè, áóäåò ïàðàëëåëåí ïàäàþùåìó – â ïë àíè-
ìåòðèè ìîæíî ãîâîðèòü
î ðàññòîÿíèè ëèøü äëÿ
ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ.
Ïî çàêîíó ïðåëîìëåíèÿ
ñâåòà, çàïèñàííîìó äëÿ
òî÷åê Ì  è N (ðèñ.7):

sin sinna = b  è

 sin sinn b = j ,

ñëåäóåò, ÷òî sin sinj = a , è j = a , èáî óãëû j  è a  –
îñòðûå. Èç òðåóãîëüíèêà MNQ  èìååì

( )sinh MN= a - b ,

à èç òðåóãîëüíèêà MNP –

cosd MN= b .

Îòñþäà íàõîäèì

( )sin sin
sin cos

cos cos
h d d

a - b æ öb
= = a - a =ç ÷b bè ø

= 
2 2

cos
sin 1

sin
d

n

æ öa
a -ç ÷ç ÷- aè ø

.

Çàäà÷à 8 (ÌÃÒÓ èì.Í.Ý.Áàóìàíà). Ëó÷ ñâåòà ïàäàåò íà
òðåõãðàííóþ ïðèçìó ïîä óãëîì a . Ïðèçìà ñäåëàíà èç
ñòåêëà ñ ïîêàçàòåëåì ïðå-
ëîìëåíèÿ n. Ïðåëîìëÿþùèé
óãîë ïðè âåðøèíå ïðèçìû j .
Ïîä êàêèì óãëîì y  ëó÷ âûé-
äåò èç ïðèçìû è êàêîâ óãîë
q  îòêëîíåíèÿ ëó÷à îò ïåð-
âîíà÷àëüíîãî íàïðàâëåíèÿ?

Ðåøåíèå. Ïî çàêîíó ïðå-
ëîìëåíèÿ ñâåòà (ðèñ.8),

sin sinna = b  è

 sin sinny = g .

Ïî òåîðåìàì î ñóììå óãëîâ
òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ è ÷åòû-
ðåõóãîëüíèêà ACBD  èìååì

180b + g + d = ° è 90 90° + ° +
360+ j + d = °  ñîîòâåòñòâåííî, îòêóäà ñëåäóåò g = j - b .

Çíà÷èò,

( ) ( )sin sin sin cos sin cosn ny = j - b = j b - b j =

= 2 2sin sin sin cosnj - a - a j .

×òîáû íå áûëî ïðåòåíçèé íà ýêçàìåíå (ïî ñóòè, ôîðìà ëü-

Ðèñ. 4

Ðèñ. 5

Ðèñ. 6

Ðèñ. 7

Ðèñ. 8



íûõ), ðàçóìíî çàïèñàòü â îòâåòå

( )2 2arcsin sin sin sin cosny = j - a - a j .

Òàê êàê âíåøíèé óãîë òðåóãîëüíèêà ðàâåí ñóììå äâóõ åãî
âíóòðåííèõ óãëîâ, ñ íèì íå ñìåæíûõ, òî

( ) ( )q = a - b + y - g = a - j + y .

Çàäà÷à 9 (ôèçôàê ÌÃÓ, 1994). Øàð ðàäèóñîì R èç
ñòåêëà ñ ïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ n ðàçðåçàí ïî äèàì åòðó.
Íà äèàìåòðàëüíóþ ïëîñêîñòü îäíîé èç ïîëîâèí øàðà íî ð-
ìàëüíî ïàäàåò ïàðàëëåëüíûé ïó÷îê ñâåòà. Íà êàêîì ðà ñ-
ñòîÿíèè îò öåíòðà øàðà ïåðåñåêóò ãëàâíóþ îïòè÷åñêóþ
îñü ëó÷è, ïðîøåäøèå ñôåðè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü íà íàèá îëü-
øåì óäàëåíèè îò ýòîé îñè?

Ðåøåíèå. Õîä ëó÷à, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ çàäà÷è,
èçîáðàæåí íà ðèñóíêå 9. Îòìåòèì, ÷òî ýòîò ëó÷, ïðåë îìëåí-

íûé â òî÷êå À, ïîéäåò ïåðïåí-
äèêóëÿðíî ðàäèóñó ÎÀ  è ïåðå-
ñå÷åò ãëàâíóþ îïòè÷åñêóþ îñü
â òî÷êå Â. Ïî çàêîíó ïðåëîìëå-

íèÿ, 
1

sin
n

a = , òàê ÷òî ëó÷è,

èäóùèå ïàðàëëåëüíî îòìå÷åí-
íîìó ëó÷ó äàëüøå îò ïðÿìîé
ÎÂ , èç ïîëóøàðà íå âûéäóò â
ñèëó ïîëíîãî âíóòðåííåãî îò-
ðàæåíèÿ. Èç òðåóãîëüíèêà

ÎÀÂ  íàõîäèì

2 2cos 1 sin 1

R R nR
OB

n
= = =

a - a -
.

Çàäà÷à 10 (ÂÌÊ ÌÃÓ, 1990). Ëó÷ ñâåòà, ëåæàùèé â
ïëîñêîñòè ðèñóíêà 10, ïàäàåò íà áîêîâóþ ãðàíü ÀÂ ïð èçìû,

èìåþùåé ïðè âåðøè-
íå óãîë 90° . Â êàêèõ
ïðåäåëàõ ëåæàò âîç-
ìîæíûå çíà÷åíèÿ
óãëà ïàäåíèÿ a , åñëè
èçâåñòíî, ÷òî ëó÷
âûõîäèò èç áîêîâîé
ãðàíè ÀÑ? Ïîêàçà-
òåëü ïðåëîìëåíèÿ
ïðèçìû n = 1,25.

Ðåøåíèå.  Ïî çàêîíó ïðåëîìëåíèÿ ëó÷à íà ãðàíÿõ ïðèçìû
ÀÂ è ÀÑ èìååì

sin sinna = b ,

( )sin 90 sinn ° - b = g .

×òîáû ëó÷ íå èñïûòàë ïîëíîãî âíóòðåííåãî îòðàæåíèÿ íà
ãðàíè ÀÑ, íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ

sin 1g < , èëè cos 1n b < .

Îòñþäà ïîëó÷àåì
2

2
sin

1 1n
n

a
- < , èëè 2 1 sinn - < a .

Çíà÷èò,
2arcsin 1 90n - < a < ° , èëè 48 40 90¢° < a < ° .

Çàäà÷à 11 (ÍÃÓ). Ïó÷îê ïàðàëëåëüíûõ ñâåòîâûõ ëó÷åé
ïàäàåò ïî íîðìàëè íà ïëîñêóþ ãðàíü ðàâíîáåäðåííîé ñ òåê-
ëÿííîé ïðèçìû ñ ïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ n è âûõîäèò  èç
ïðèçìû ïîä óãëîì q  ê ïåðâîíà÷àëüíîìó íàïðàâëåíèþ ïàäå-
íèÿ. Óãîë j  ïðè âåðøèíå ïðèçìû âåñüìà ìàë. Íàéäèòå
óãîë j .

Ðåøåíèå.  Ãåîìåòðè÷åñêàÿ
êîíôèãóðàöèÿ, îòâå÷àþùàÿ
óñëîâèÿì çàäà÷è, èçîáðàæå-
íà íà ðèñóíêå 11, ïðè÷åì äëÿ
íàãëÿäíîñòè óãîë j  âûáðàí
íå ñëèøêîì ìàëûì. Îäíàêî
ñ÷èòàåì åãî òàêîâûì è ïðè-
ìåíÿåì ôîðìóëó sin j = j .
Ëó÷, ïðîõîäÿ ÷åðåç òî÷êó À,
íå ïðåëîìëÿåòñÿ, à äëÿ òî÷êè
Â çàïèøåì çàêîí ïðåëîìëå-
íèÿ ñâåòà â âèäå

( )sin sinn j = j + q .

Óãîë q  òîæå ìàë, ïîýòîìó
ìàë è óãîë j + q . Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì

nj = j + q , îòêóäà 
1n

q
j =

-
.

Çàäà÷à 12 (ÌÃÓ). Íà äíå âîäîåìà ãëóáèíîé Í = 1,2 ì
íàõîäèòñÿ òî÷å÷íûé èñòî÷íèê ñâåòà. Íàéäèòå íàèáîëü-
øåå ðàññòîÿíèå îò èñòî÷íèêà äî òîãî ìåñòà íà ïîâåðõ íî-
ñòè âîäû, ãäå ëó÷è âûõîäÿò çà ïðåäåëû âîäû. Ïîêàçàò åëü
ïðåëîìëåíèÿ âîäû n = 1,33.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷åíèÿ îòðåçêîâ è óãëîâ ÿñíû èç ðèñóíêà
12. Î÷åâèäíî, ÷òî ëó÷, èäóùèé ïîä óãëîì áîëüøå a  ê
âåðòèêàëè, íå âûéäåò èç âîäû,
èñïûòàâ ïîëíîå âíóòðåííåå îò-
ðàæåíèå. Ïî çàêîíó ïðåëîìëå-
íèÿ ñâåòà â òî÷êå À,

sin 1n a = .

Èç òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ

cos
H

l =
a

.

Îòñþäà íàõîäèì

2
1,8 ì

1

nH
l

n
= =

-
.

Çàäà÷à 13. Øèðîêèé íåïðîçðà÷íûé ñîñóä äîâåðõó íàïîë-
íåí æèäêîñòüþ ñ ïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ n = 1,25. Ï îâåðõ-
íîñòü æèäêîñòè çàêðûëè òîíêîé íåïðîçðà÷íîé ïëàñòèíî é,
â êîòîðîé èìååòñÿ êðóãëîå îòâåðñòèå ðàäèóñîì r = 2 ñì.
Îïðåäåëèòå äèàìåòð ñâåòëîãî ïÿòíà íà äíå ñîñóäà, åñ ëè îí
îñâåùàåòñÿ ðàññåÿííûì ñâåòîì îáëà÷íîãî íåáà, èäóùèì  ñî
âñåõ íàïðàâëåíèé. Òîëùèíà ñëîÿ æèäêîñòè d = 6 ñì.

Ðåøåíèå.  Ïîñêîëüêó íà êàæäóþ òî÷êó îòêðûòîé ïîâåðõ-
íîñòè æèäêîñòè ïàäàþò ëó÷è ñî âñåõ íàïðàâëåíèé
( 0 90£ a £ ° ), ñèíóñ ïðåëîìëåííîãî ëó÷à

sin 1
sin

n n
a

b = £ .

Ñëåäîâàòåëüíî, èç êàæäîé òî÷êè ïîâåðõíîñòè âíóòðü æ èäêî-
ñòè ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ëó÷è â êîíóñå ñ óãëîì ïîëóðàñò âîðà

Ðèñ. 9

Ðèñ. 10

Ðèñ. 11

Ðèñ. 12

Ðèñ. 13
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ïðb  ( ïð
1

sin
n

b = ). Òîãäà äèàìåòð ñâåòëîãî ïÿòíà íà äíå, êàê

âèäíî èç ðèñóíêà 13, áóäåò ðàâåí

ïð2 2 tg 20 ñìd r h= + b = .

Óïðàæíåíèÿ

1. Ïëîñêîå çåðêàëî ïîâîðà÷èâàåòñÿ íà óãîë a . Íà êàêîé óãîë
ïîâåðíåòñÿ ïðè ýòîì îòðàæåííûé îò çåðêàëà ëó÷?

2. Äâà ïëîñêèõ çåðêàëà ñîñòàâëÿþò äâóãðàííûé óãîë 120° . Â
áèññåêòîðíîé ïëîñêîñòè ðàñïîëîæåí òî÷å÷íûé èñòî÷íèê  ñâåòà.
Ðàññòîÿíèå ìåæäó ïåðâûìè ìíèìûìè èçîáðàæåíèÿìè èñòî ÷íè-
êà ðàâíî l . ×åìó áóäåò ðàâíî ðàññòîÿíèå ìåæäó èçîáðàæåíèÿìè,
åñëè äâóãðàííûé óãîë óìåíüøèòü â äâà ðàçà?

3. Â áëîêå îïòè÷åñêîãî ñòåêëà ñ ïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíè ÿ
3n =  èìååòñÿ íàïîëíåííàÿ âîçäóõîì ïîëîñòü â âèäå ïëîñêî ïà-

ðàëëåëüíîé ïëàñòèíêè òîëùèíîé
d = 0,2 ñì. Ëó÷ ñâåòà ïàäàåò íà
ãðàíèöó ðàçäåëà ñòåêëî–âîçäóõ ïîä
óãëîì 30a = ° . Îïðåäåëèòå ñìåùå-
íèå ëó÷à ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ ÷åðåç
âîçäóøíóþ ïîëîñòü.

4 (ÌÃÓ). Ëó÷ ñâåòà ïàäàåò íîð-
ìàëüíî íà ïåðåäíþþ ãðàíü ïðèç-
ìû, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 14.
Ïðåëîìëÿþùèé óãîë ïðèçìû

30j = ° . Êàêèì äîëæåí áûòü ïîêà-
çàòåëü ïðåëîìëåíèÿ ìàòåðèàëà ïðèç-
ìû, ÷òîáû óãîë îòêëîíåíèÿ ëó÷à
ïðèçìîé áûë ðàâåí j ?

5 (ÌÔÒÈ, 1975). Ïëîñêîâûïóê-
ëàÿ òîëñòàÿ ëèíçà (ðèñ.15)
ñ ðàäèóñîì êðèâèçíû âû-
ïóêëîé ÷àñòè R = 2,5 ñì
èçãîòîâëåíà èç ñòåêëà ñ ïî-
êàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ n =
= 1,5. Ãäå íàõîäèòñÿ ôîêóñ
òàêîé ëèíçû? Óãëû ïðåëîì-
ëåíèÿ ñ÷èòàòü ìàëûìè.

6 (ÌÃÒÓ èì.Í.Ý.Áàóìà-
íà). Íà ïîëîâèíó øàðà ðà-
äèóñîì r = 2 ñì, èçãîòîâëåí-
íîãî èç ñòåêëà ñ ïîêàçàòå-
ëåì ïðåëîìëåíèÿ 2n = , ïà-
äàåò ïàðàëëåëüíûé ïó÷îê
ëó÷åé (ðèñ.16). Îïðåäåëè-
òå ðàäèóñ ñâåòëîãî ïÿòíà íà
ýêðàíå, ðàñïîëîæåííîì íà
ðàññòîÿíèè L  = 4,82 ñì îò
öåíòðà øàðà.

7. Íà êàêîì ðàññòîÿíèè
îò öåíòðà ñòåêëÿííîãî øàðà
ðàäèóñîì R äîëæåí íàõî-
äèòüñÿ ìóðàâåé, ÷òîáû åãî

èçîáðàæåíèå çà øàðîì áûëî íàòóðàëüíîé âåëè÷èíû? Ïîê àçà-
òåëü ïðåëîìëåíèÿ ñòåêëà ðàâåí n.

8 (ÌÃÓ). Ñâåòîâîé ëó÷ ïàäàåò íà ïîâåðõíîñòü ñòåêëÿíí îãî
øàðà. Óãîë ïàäåíèÿ 45a = ° , ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ ñòåêëà

2n = . Íàéäèòå óãîë ìåæ-
äó ïàäàþùèì ëó÷îì è ëó-
÷îì, âûøåäøèì èç øàðà.

9 (õèìôàê  ÌÃÓ). Òîí-
êèé ïó÷îê ñâåòà ïàäàåò íîð-
ìàëüíî íà ñòåêëÿííîå ïîëó-
øàðèå ðàäèóñîì R = 30 ñì ñ
ïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ

4
3

n =  (ðèñ.17). Îïðåäåëè-

òå ðàññòîÿíèå õ îò âûïóê-

Ðèñ. 15

Ðèñ. 16

ëîé ïîâåðõíîñòè ïîëóøàðèÿ
äî òî÷êè, â êîòîðîé ñîáåðåòñÿ
ýòîò ïó÷îê.

10 (õèìôàê  ÌÃÓ). Îïðåäå-
ëèòå, êàêîâà äîëæíà áûòü ñâÿçü
ïðåëîìëÿþùåãî óãëà ñòåêëÿí-
íîé ïðèçìû j  ñ ïîêàçàòåëåì
ïðåëîìëåíèÿ ïðèçìû n, åñëè
óãëû ïàäåíèÿ ëó÷à è âûõîäà
åãî èç ïðèçìû ðàâíû a
(ðèñ.18). Òàêæå èìååò ìåñòî
ñëåäóþùåå óñëîâèå: tg na = .

11. Óçêèé ïó÷îê ñâåòà, ïðîé-
äÿ ÷åðåç ïîëóøàðèå èç ñòåêëà
ñ ïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ n,
ñîáèðàåòñÿ íà ðàññòîÿíèè
õ îò âûïóêëîé ïîâåðõíî-
ñòè (ðèñ. 19). Íà êàêîì
ðàññòîÿíèè îò ïëîñêîé ïî-
âåðõíîñòè ñîáåðóòñÿ
ëó÷è, åñëè ïó÷îê ïóñòèòü
ñ ïðîòèâîïîëîæíîé ñòî-
ðîíû?

12 (ÌÃÒÓ èì.Í.Ý.Áà-
óìàíà). Ðàâíîáåäðåííàÿ
ñòåêëÿííàÿ ïðèçìà ñ ìà-
ëûìè óãëàìè ïðåëîìëå-
íèÿ j  (áèïðèçìà) ïîìå-
ùåíà â ïàðàëëåëüíûé ïó÷îê ëó÷åé, ïàäàþùèõ íîðìàëüíî  ê åå
îñíîâàíèþ (ðèñ.20). Ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ ñòåêëà n = 1,57,
îñíîâàíèå ïðèçìû à = 5 ñì. Íàéäèòå óãîë
j , åñëè â ñåðåäèíå ýêðàíà, ðàñïîëîæåí-
íîãî íà ðàññòîÿíèè l  = 100 ñì îò ïðèçìû,
îáðàçóåòñÿ òåìíàÿ ïîëîñà øèðèíîé d =
= 1 ñì.

13 (ÅÃÝ). Íà ïîâåðõíîñòè âîäû ïëà-
âàåò íàäóâíîé ïëîò øèðèíîé a = 4 ì è
äëèíîé l = 6 ì. Íåáî çàòÿíóòî ñïëîø-
íûì îáëà÷íûì ïîêðîâîì, ïîëíîñòüþ
ðàññåèâàþùèì ñîëíå÷íûé ñâåò. Îïðå-
äåëèòå ãëóáèíó òåíè ïîä ïëîòîì. Ãëó-
áèíîé ïîãðóæåíèÿ ïëîòà è ðàññåèâàíè-
åì ñâåòà âîäîé ïðåíåáðå÷ü Ïîêàçàòåëü
ïðåëîìëåíèÿ âîäû îòíîñèòåëüíî âîçäó-
õà ïðèíÿòü ðàâíûì n = 4/3.

14. Íà ëèñò áóìàãè ñ òåêñòîì ïîëîæèëè ñòåêëÿííûé êóá ñ
çà÷åðíåííîé âåðõíåé ãðàíüþ. Ïðè êàêèõ ïîêàçàòåëÿõ ï ðå-
ëîìëåíèÿ ñòåêëà òåêñò íåëüçÿ óâèäåòü ÷åðåç áîêîâûå ãðàíè
êóáà?

Ðèñ. 17

Ðèñ. 18

Ðèñ. 19

Ðèñ. 20

Ðèñ. 14

Âíèìàíèþ íàøèõ ÷èòàòåëåé

Â ñòàòüå «Íîâûé ïðèåì â øêîëû-èíòåðíàòû ïðè óíèâåðñ è-
òåòàõ» â «Êâàíòå» ¹5-6 çà 2012 ãîä â óñëîâèè çàäà÷è  3
çàäàíèÿ ïî ìàòåìàòèêå äëÿ ïîñòóïàþùèõ â 10 êëàññ ôè çèêî-
ìàòåìàòè÷åñêîãî îòäåëåíèÿ äîïóùåíà îïå÷àòêà. Ïðèâîä èì
ïðàâèëüíîå óñëîâèå ýòîé çàäà÷è.

3. Íàéäèòå âñå íåîòðèöàòåëüíûå ( )0, 0x y³ ³  ðåøåíèÿ

óðàâíåíèÿ ( ) ( ) ( )8 1 1xy x y x y= + + + .
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XXXIV Òóðíèð ãîðîäîâ
ÇÀÄÀ×È ÎÑÅÍÍÅÃÎ ÒÓÐÀ (2012 ÃÎÄ)

Áàçîâûé âàðèàíò

8–9 êëàññû

1. (3) 1  Ïðî ãðóïïó èç ïÿòè ÷åëîâåê èçâåñòíî, ÷òî Àëåøà íà
1 ãîä ñòàðøå Àëåêñååâà, Áîðÿ íà 2 ãîäà ñòàðøå Áîðèñ îâà,
Âàñÿ íà 3 ãîäà ñòàðøå Âàñèëüåâà, Ãðèøà íà 4 ãîäà ñò àðøå
Ãðèãîðüåâà, à åùå â ýòîé ãðóïïå åñòü Äèìà è Äìèòðèå â.
Êòî ñòàðøå è íà ñêîëüêî: Äèìà èëè Äìèòðèåâ?

Å.Áàêàåâ

2. (4) Ñì. çàäà÷ó Ì2290,à «Çàäà÷íèêà «Êâàíòà».

3. (5) Òàáëèöà 10 1´ 10 çàïîëíÿåòñÿ ïî ïðàâèëàì èãðû
«Ñàïåð»: â íåêîòîðûå êëåòêè ñòàâÿò ïî ìèíå, à â êàæ äóþ èç
îñòàëüíûõ êëåòîê çàïèñûâàþò êîëè÷åñòâî ìèí â êëåòêà õ,
ñîñåäíèõ ñ äàííîé êëåòêîé (ïî ñòîðîíå èëè âåðøèíå).  Ìîæåò
ëè óâåëè÷èòüñÿ ñóììà âñåõ ÷èñåë â òàáëèöå, åñëè âñå «ñòàðûå»
ìèíû óáðàòü, âî âñå ðàíåå ñâîáîäíûå îò ìèí êëåòêè ï îñòàâèòü
ìèíû, ïîñëå ÷åãî çàíîâî çàïèñàòü ÷èñëà ïî ïðàâèëàì?

À.Ýâíèí

4. (5) Îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ ñòîðîí AB, BC, CD  ïàðàëëå-
ëîãðàììà ABCD  â òî÷êàõ K , L , M  ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæè-
òå, ÷òî ïðÿìàÿ KL  äåëèò ïîïîëàì âûñîòó ïàðàëëåëîãðàììà,
îïóùåííóþ èç âåðøèíû C íà ïðÿìóþ AB.

Ï.Êîæåâíèêîâ

5. (5) Ñì. çàäà÷ó Ì2287,à «Çàäà÷íèêà «Êâàíòà».

10–11 êëàññû

1. (4) Ñì. çàäà÷ó 3 äëÿ 8–9 êëàññîâ äëÿ òàáëèöû m n´ .

2. Äàíû âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê è ñôåðà, êîòîðàÿ ïåðåñå -
êàåò êàæäîå ðåáðî ìíîãîãðàííèêà â äâóõ òî÷êàõ. Òî÷ê è
ïåðåñå÷åíèÿ ñî ñôåðîé äåëÿò êàæäîå ðåáðî íà òðè ðàâ íûõ
îòðåçêà. Îáÿçàòåëüíî ëè òîãäà âñå ãðàíè ìíîãîãðàííè êà:

à) (2) ðàâíûå ìíîãîóãîëüíèêè;
á) (3) ïðàâèëüíûå ìíîãîóãîëüíèêè?

Ã.Ãàëüïåðèí

3. (5) Ñì. çàäà÷ó Ì2287,á «Çàäà÷íèêà «Êâàíòà».

4. à) (2) Ñì. çàäà÷ó Ì2290,à «Çàäà÷íèêà «Êâàíòà».
á) (3) Ñì. çàäà÷ó Ì2290,á «Çàäà÷íèêà «Êâàíòà».

5. (5) Èç 239 íåîòëè÷èìûõ íà âèä ìîíåò äâå – îäèíàêîâ ûå
ôàëüøèâûå, à îñòàëüíûå – îäèíàêîâûå íàñòîÿùèå, îòëè ÷à-
þùèåñÿ îò ôàëüøèâûõ ïî âåñó. Êàê çà òðè âçâåøèâàíèÿ  íà
÷àøå÷íûõ âåñàõ áåç ãèðü âûÿñíèòü, êàêàÿ ìîíåòà òÿæå ëåå –
ôàëüøèâàÿ èëè íàñòîÿùàÿ? Ñàìè ôàëüøèâûå ìîíåòû íàõî -
äèòü íå íóæíî.

Ê.Êíîï

Ñëîæíûé âàðèàíò

8–9 êëàññû

1. (4) Ñì. çàäà÷ó Ì2286 «Çàäà÷íèêà «Êâàíòà».

2. (5) ×è÷èêîâ èãðàåò ñ Íîçäðåâûì. Ñíà÷àëà Íîçäðåâ
ðàñêëàäûâàåò 222 îðåõà ïî äâóì êîðîáî÷êàì. Ïîñìîòðå â íà
ðàñêëàäêó, ×è÷èêîâ íàçûâàåò ëþáîå öåëîå ÷èñëî N îò 1 äî
222. Äàëåå Íîçäðåâ ïåðåêëàäûâàåò, åñëè íàäî, îäèí è ëè
íåñêîëüêî îðåõîâ â ïóñòóþ òðåòüþ êîðîáî÷êó è ïðåäúÿ âëÿåò
×è÷èêîâó îäíó èëè äâå êîðîáî÷êè, ãäå â ñóììå ðîâíî N
îðåõîâ. Â ðåçóëüòàòå ×è÷èêîâ ïîëó÷àåò ñòîëüêî ìåðòâ ûõ
äóø, ñêîëüêî îðåõîâ ïåðåëîæèë Íîçäðåâ. Êàêîå íàèáîë üøåå
÷èñëî äóø ìîæåò ãàðàíòèðîâàòü ñåáå ×è÷èêîâ, êàê áû íè
èãðàë Íîçäðåâ?

À.Ïîäîëüñêèé

3. (6) Ñì. çàäà÷ó Ì2289 «Çàäà÷íèêà «Êâàíòà».

4. (7) Äàí òðåóãîëüíèê ABC. Ïóñòü I  – öåíòð âïèñàííîé
â íåãî îêðóæíîñòè, X, Y , Z – öåíòðû îêðóæíîñòåé, âïèñàí-
íûõ â òðåóãîëüíèêè AIB , BIC  è AIC  ñîîòâåòñòâåííî. Îêàçà-
ëîñü, ÷òî öåíòð îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê  XYZ ,
ñîâïàäàåò ñ I . Îáÿçàòåëüíî ëè òîãäà òðåóãîëüíèê ABC
ðàâíîñòîðîííèé?

Á.Ôðåíêèí

5. (8) Ìàøèíà åçäèò ïî êîëüöåâîé òðàññå ïî ÷àñîâîé
ñòðåëêå. Â ïîëäåíü â äâå ðàçíûå òî÷êè òðàññû âñòàëè  äâà
íàáëþäàòåëÿ. Ê êàêîìó-òî ìîìåíòó ìàøèíà ïðîåõàëà âî çëå
êàæäîãî íàáëþäàòåëÿ íå ìåíåå 30 ðàç. Ïåðâûé íàáëþäà òåëü
çàìåòèë, ÷òî ìàøèíà ïðîåçæàëà êàæäûé ñëåäóþùèé êðóã
ðîâíî íà ñåêóíäó áûñòðåå, ÷åì ïðåäûäóùèé. Âòîðîé çà ìå-
òèë, ÷òî ìàøèíà ïðîåçæàëà êàæäûé ñëåäóþùèé êðóã ðîâ íî
íà ñåêóíäó ìåäëåííåå, ÷åì ïðåäûäóùèé. Äîêàæèòå, ÷òî
ïðîøëî íå ìåíåå ïîëóòîðà ÷àñîâ.

Â.Áðàãèí

6. à) (4) Âíóòðè îêðóæíîñòè íàõîäèòñÿ íåêîòîðàÿ òî÷êà
A. ×åðåç A ïðîâåëè äâå ïåðïåíäèêóëÿðíûå ïðÿìûå, ïåðåñå-
êàþùèå îêðóæíîñòü â ÷åòûðåõ òî÷êàõ. Äîêàæèòå, ÷òî ö åíòð
ìàññ ýòèõ òî÷åê íå çàâèñèò îò âûáîðà òàêèõ äâóõ ïðÿ ìûõ.

á) (4) Ñì. çàäà÷ó Ì2292,à «Çàäà÷íèêà «Êâàíòà».
È.Ìèòðîôàíîâ

7. (10) Ñì. çàäà÷ó Ì2293 «Çàäà÷íèêà «Êâàíòà».

10–11 êëàññû

1. (4) Äàíà áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë
1 2 3, , ,a a a K  Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî íîìåðà k ìîæíî

óêàçàòü òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî t , ÷òî 2k k t k ta a a+ += = =K
Îáÿçàòåëüíî ëè òîãäà ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðèîäè ÷åñ-
êàÿ, ò.å. ñóùåñòâóåò ëè òàêîå íàòóðàëüíîå T, ÷òî k k Ta a +=
ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì k?

Ë.Øòåéíãàðö

2. (5) ×è÷èêîâ èãðàåò ñ Íîçäðåâûì. Ñíà÷àëà Íîçäðåâ
ðàñêëàäûâàåò 1001 îðåõ ïî òðåì êîðîáî÷êàì. Ïîñìîòðå â íà
ðàñêëàäêó, ×è÷èêîâ íàçûâàåò ëþáîå öåëîå ÷èñëî N îò 1 äî
1001. Äàëåå Íîçäðåâ ïåðåêëàäûâàåò, åñëè íàäî, îäèí èëè
íåñêîëüêî îðåõîâ â ïóñòóþ ÷åòâåðòóþ êîðîáî÷êó è ïðå äúÿâ-
ëÿåò ×è÷èêîâó îäíó èëè íåñêîëüêî êîðîáî÷åê, ãäå â ñ óììå
ðîâíî N  îðåõîâ. Â ðåçóëüòàòå ×è÷èêîâ ïîëó÷àåò ñòîëüêî
ìåðòâûõ äóø, ñêîëüêî îðåõîâ ïåðåëîæèë Íîçäðåâ. Êàêî å
íàèáîëüøåå ÷èñëî äóø ìîæåò ãàðàíòèðîâàòü ñåáå ×è÷èê îâ,
êàê áû íè èãðàë Íîçäðåâ?

À.Ïîäîëüñêèé

1 Â ñêîáêàõ ïîñëå íîìåðà çàäà÷è óêàçàíî ìàêñèìàëüíîå êîëè÷å-
ñòâî áàëëîâ, ïðèñóæäàâøèõñÿ çà ðåøåíèå. Èòîã ïîäâîä èëñÿ ïî òðåì
çàäà÷àì, â êîòîðûõ äîñòèãíóòû íàèëó÷øèå ðåçóëüòàòû.
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3. (6) Ñì. çàäà÷ó 5 äëÿ 8–9 êëàññîâ.

4. (8) Íà ñòîðîíàõ AB è BC òðåóãîëüíèêà ABC âûáðàíû
òî÷êè 1C  è 1A  ñîîòâåòñòâåííî, îòëè÷íûå îò âåðøèí. Ïóñòü
K  – ñåðåäèíà 1 1A C , à I – öåíòð îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â
òðåóãîëüíèê ABC. Îêàçàëîñü, ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê 1 1A BC I
âïèñàííûé. Äîêàæèòå, ÷òî óãîë AKC  òóïîé.

À.Ïîëÿíñêèé

5. (8) Ñì. çàäà÷ó Ì2293 «Çàäà÷íèêà «Êâàíòà».

6. à) (5) Âíóòðè ñôåðû íàõîäèòñÿ íåêîòîðàÿ òî÷êà A.
×åðåç A ïðîâåëè òðè ïîïàðíî ïåðïåíäèêóëÿðíûå ïðÿìûå,
ïåðåñåêàþùèå ñôåðó â øåñòè òî÷êàõ. Äîêàæèòå, ÷òî öå íòð
ìàññ ýòèõ òî÷åê íå çàâèñèò îò âûáîðà òàêîé òðîéêè ï ðÿìûõ.

á) (5) Ñì. çàäà÷ó Ì2292,á «Çàäà÷íèêà «Êâàíòà».

È.Ìèòðîôàíîâ

7. (10) Êëåò÷àòàÿ ïîëîñêà 1 1000000´  ðàçáèòà íà 100
ñåãìåíòîâ. Â êàæäîé êëåòêå çàïèñàíî öåëîå ÷èñëî, ïð è÷åì â
êëåòêàõ, ëåæàùèõ â îäíîì ñåãìåíòå, ÷èñëà ñîâïàäàþò.  Â
êàæäóþ êëåòêó ïîñòàâèëè ïî ôèøêå. Çàòåì ñäåëàëè òàê óþ
îïåðàöèþ: âñå ôèøêè îäíîâðåìåííî ïåðåäâèíóëè, êàæäó þ –
íà òî êîëè÷åñòâî êëåòîê âïðàâî, êîòîðîå óêàçàíî â å å êëåòêå
(åñëè ÷èñëî îòðèöàòåëüíî, òî ôèøêà äâèãàåòñÿ âëåâî) ; ïðè
ýòîì îêàçàëîñü, ÷òî â êàæäóþ êëåòêó ñíîâà ïîïàëî ïî  ôèøêå.
Ýòó îïåðàöèþ ïîâòîðèëè ìíîãî ðàç. Äëÿ êàæäîé ôèøêè
ïåðâîãî ñåãìåíòà ïîñ÷èòàëè, ÷åðåç ñêîëüêî îïåðàöèé îíà
âïåðâûå ñíîâà îêàçàëàñü â ýòîì ñåãìåíòå. Äîêàæèòå, ÷òî
ñðåäè ïîñ÷èòàííûõ ÷èñåë íå áîëåå 100 ðàçëè÷íûõ.

È.Ìèòðîôàíîâ

Ïóáëèêàöèþ ïîäãîòîâèëè
Ñ.Äîðè÷åíêî, Ë.Ìåäíèêîâ, À.Øàïîâàëîâ

21 àïðåëÿ 2012 ãîäà â Ìîñêîâñêîì ãîñóäàðñòâåííîì òå õíè-
÷åñêîì óíèâåðñèòåòå (ÌÃÒÓ) èìåíè Í.Ý.Áàóìàíà ñîñòîÿ ëñÿ II
(Ìîñêîâñêèé) òóð Âñåðîññèéñêîé ñòóäåí÷åñêîé îëèìïèà äû
ïî ôèçèêå â òåõíè÷åñêèõ âóçàõ. Ïî ðåçóëüòàòàì ëè÷íû õ
ñîðåâíîâàíèé è ñîðåâíîâàíèé êîìàíä ïîäâåäåíû èòîãè
îëèìïèàäû. Îíè òàêîâû.

Â ëè÷íîì çà÷åòå ìåñòà ðàñïðåäåëèëèñü ñëåäóþùèì îáðà -
çîì: 1 ìåñòî – Ïåòð Êàðïîâ, 5 êóðñ, Íàöèîíàëüíûé èñ ñëåäî-
âàòåëüñêèé òåõíîëîãè÷åñêèé óíèâåðñèòåò (ÍÈÒÓ) «ÌÈÑè Ñ»;
2 ìåñòî – Ìèõàèë Øèòîâ, 1 êóðñ, Îáíèíñêèé èíñòèòóò
àòîìíîé ýíåðãåòèêè – ôèëèàë Íàöèîíàëüíîãî èññëåäîâà -
òåëüñêîãî ÿäåðíîãî óíèâåðñèòåòà «ÌÈÔÈ»; 3 ìåñòî – È âàí
Íèêèòèí, 1 êóðñ, ÌÃÒÓ èìåíè Í.Ý.Áàóìàíà.

Â êîìàíäíîì çà÷åòå 1 ìåñòî çàíÿë ÌÃÒÓ èìåíè Í.Ý.Áàó ìà-
íà (74 áàëëà); 2 ìåñòî – ÍÈÒÓ «ÌÈÑèÑ» (66 áàëëîâ); 3
ìåñòî – Ìîñêîâñêèé èíñòèòóò ýëåêòðîííîé òåõíèêè (61
áàëë); 4 ìåñòî – Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñ èòåò
íåôòè è ãàçà èìåíè È.Ì.Ãóáêèíà (53 áàëëà); 5 ìåñòî –
Îáíèíñêèé èíñòèòóò àòîìíîé ýíåðãåòèêè (45 áàëëîâ).

Çàäà÷è îëèìïèàäû

1. Äâà òðàêòîðà òàùàò ÿùèê, êîòîðûé âìåñòå ñ íèìè
íàõîäèòñÿ â âåðøèíàõ ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà. Òðè
íàòÿíóòûõ òðîñà îäíèìè êîíöàìè çàêðåïëåíû íà òðàêòî ðàõ
è ÿùèêå, à äðóãèìè êîíöàìè ñâÿçàíû â óçåë, íàõîäÿùè éñÿ â
öåíòðå òðåóãîëüíèêà. Íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ êàæäîãî ò ðàê-
òîðà ñîâïàäàåò ñ ëèíèåé íàòÿæåíèÿ òðîñà, çàêðåïëåíí îãî íà
íåì, à ñêîðîñòè òðàêòîðîâ ðàâíû v è u. Îïðåäåëèòå ñêîðîñòü
ÿùèêà è ñèëó íàòÿæåíèÿ òðîñîâ, åñëè ìàññà ÿùèêà M , à
êîýôôèöèåíò òðåíèÿ ÿùèêà ñ ïîâåðõíîñòüþ çåìëè m.

2. Êîñìè÷åñêèé êîðàáëü ïëàâíî óäàëÿåòñÿ îò Çåìëè ïî
ñïèðàëåîáðàçíîé òðàåêòîðèè ïîä äåéñòâèåì ðåàêòèâíîé  ñèëû
F, ìíîãî ìåíüøåé ñèëû òÿæåñòè è íàïðàâëåííîé âäîëü
âåêòîðà ñêîðîñòè. Îïðåäåëèòå óãîë ìåæäó âåêòîðîì ðå àêòèâ-
íîé ñèëû F

ur
 è âåêòîðîì ñèëû òÿæåñòè òF

ur
.

3. Íà íîñó è íà êîðìå êàòåðà ìàññîé M  óñòàíîâëåíû óïîðû
íà ðàññòîÿíèè L  äðóã îò äðóãà. Ïî ïàëóáå êàòåðà ñêîëüçèò áåç
òðåíèÿ îò êîðìû ê íîñó òÿæåëûé ãðóç ìàññîé m ñî ñêîðîñòüþ

0v . Ãðóç èñïûòûâàåò àáñîëþòíî óïðóãîå âçàèìîäåéñòâèå ñ
óïîðàìè. Îïðåäåëèòå ìàêñèìàëüíîå ñìåùåíèå êàòåðà îò

íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ è ñìåùåíèå êàòåðà äî ïîëíîé îñ òà-
íîâêè, åñëè ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ âîäû cF rv= - , ãäå

( )0 1rL Mv ? , à êàòåð âíà÷àëå ïîêîèëñÿ.
4. Ïðÿìàÿ òðóáêà äëèíîé L  è ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì S

âðàùàåòñÿ îòíîñèòåëüíî îäíîãî èç êîíöîâ â ãîðèçîíòà ëüíîé
ïëîñêîñòè ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ w . ×åðåç òðóáêó â íàïðàâëå-
íèè îò îñè âðàùåíèÿ âûòåêàåò âîäà ñî ñêîðîñòüþ v. Îïðåäå-
ëèòå ìîìåíò ñèëû, êîòîðûé íåîáõîäèìî ïðèêëàäûâàòü ä ëÿ
ïîääåðæàíèÿ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ.

5. Ðåàêòèâíûé äâèãàòåëü ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ñîïëî â âèäå
òðóáêè ïîñòîÿííîãî ñå÷åíèÿ S. Ñòåíêè ñîïëà íàãðåâàþòñÿ
òàêèì îáðàçîì, ÷òî òåìïåðàòóðà ãàçà íà âõîäå è íà â ûõîäå
îäèíàêîâà è ðàâíà T. Íà âõîäå äàâëåíèå ãàçà 1p , ñêîðîñòü

ãàçà ( )1 2v RT= M , ãäå M  – ìîëÿðíàÿ ìàññà ãàçà. Îïðå-
äåëèòå ñêîðîñòü ãàçà íà âûõîäå 2v  è ñèëó òÿãè äâèãàòåëÿ F.

6. Çàðÿä Q ðàñïîëîæåí îêîëî çàçåìëåííîé ìåòàëëè÷åñêîé
ñôåðû ðàäèóñîì R íà ðàññòîÿíèè 2R  îò åå öåíòðà. Îïðå-
äåëèòå çàðÿä q íà ñåãìåíòå ñôåðû, îòñå÷åííîì êîíóñîì ñ
ïîëóóãëîì 4p  ïðè âåðøèíå, íàïðàâëåííîì èç öåíòðà ñôåðû
â ñòîðîíó çàðÿäà.

7. Ìåæäó äâóìÿ êâàäðàòíûìè ïàðàëëåëüíûìè íåçàðÿæåí-
íûìè ìåòàëëè÷åñêèìè ïëàñòèíàìè ñî ñòîðîíîé L , ðàññòîÿ-
íèå ìåæäó êîòîðûìè d, ïîìåñòèëè êâàäðàòíóþ ïëàñòèíó,
ðàâíîìåðíî çàðÿæåííóþ ñ ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòüþ çà ðÿ-
äà s , ñî ñòîðîíîé l < L  íà ðàññòîÿíèè b d l< =  îò íèæíåé
ïëàñòèíû, êîòîðóþ ïðè ýòîì çàçåìëèëè. Îïðåäåëèòå ïî òåí-
öèàë âåðõíåé ïëàñòèíû.

8. Òðàíñôîðìàòîðû èìåþò èíäóêòèâíîñòè ïåðâè÷íûõ îá-
ìîòîê 1L  è 2L  è êîýôôèöèåíòû òðàíñôîðìàöèè 1k  è 2k
ñîîòâåòñòâåííî. Ïåðâè÷íûå îáìîòêè ñîåäèíèëè ïîñëåäî âà-
òåëüíî, è âòîðè÷íûå îáìîòêè ñîåäèíèëè òàê æå. Íà ïå ðâè÷-
íûå îáìîòêè ïîäàëè ïåðåìåííîå íàïðÿæåíèå ñ àìïëèòóä îé

0U . Îïðåäåëèòå íàïðÿæåíèå íà âòîðè÷íûõ îáìîòêàõ.
9. Íà êðóãëîå îòâåðñòèå íîðìàëüíî ïàäàåò ñâåò ñ äëèíî é

âîëíû l  è èíòåíñèâíîñòüþ 0I  îò òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà,
íàõîäÿùåãîñÿ îò íåãî íà ðàññòîÿíèè à. Êàêîâà èíòåíñèâ-
íîñòü ñâåòà â òî÷êå íàáëþäåíèÿ, íàõîäÿùåéñÿ íà îñè ñèñòåìû
íà ðàññòîÿíèè 2 à îò îòâåðñòèÿ, åñëè ðàäèóñ îòâåðñòèÿ
r a= l ?

Ïóáëèêàöèþ ïîäãîòîâèë Â.Øåâ÷óí

Ì îñêîâñêàÿ ñòóäåí÷åñêàÿ îëèìïèàäà
ïî ôèçèêå 2012 ãîäà
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ÌÅÍÜØÅ ÇÍÀÅØÜ – ÊÐÅÏ×Å ÑÏÈØÜ

Òàêîå ðàñïîëîæåíèå ñóùå-
ñòâóåò, è îíî – åäèíñòâåííîå
(ðèñ. 3).
Êàê åãî íàéòè? Âîò êðàòêîå
îïèñàíèå ðàññóæäåíèé.
Òàê êàê ðàñïîëîæåíèÿ, ïåðå-
õîäÿùèå äðóã â äðóãà ïðè
ïîâîðîòàõ è îòðàæåíèÿõ,
ñ÷èòàåì îäèíàêîâûìè, òî
ñëåäóåò îãðàíè÷èòüñÿ òåìè, ó
êîòîðûõ âîñüìåðêà ñòîèò íå
â óãëó (âàðèàíò, êîãäà îíà â
óãëó, èñ÷åðïûâàþùå «ïðîðà-
áîòàë» Îëåã), à â ñåðåäèíå ñòîðîíû, äëÿ îïðåäåëåííî ñòè –
âåðõíåé (ò.å. â îáîçíà÷åíèÿõ, ââåäåííûõ íàìè, Á = 8 ). Â îä-
íîé ñòðîêå ñ âîñüìåðêîé ìîãóò íàõîäèòüñÿ ëèáî åäèíè öà ñ
÷åòâåðêîé, ëèáî äâîéêà ñ òðîéêîé. Ðàññìîòðèì îáà âà ðèàíòà.
1) Ïóñòü ýòî ÷èñëà 1 è 4. Âîçüìåì äëÿ îïðåäåëåííîñò è À = 1
è Â = 4 (à åñëè íàîáîðîò, ïîëó÷èì çåðêàëüíîå îòðàæå íèå, ÷òî
íîâîãî ðåøåíèÿ íå äàåò). Òàê êàê ñóììà ÷èñåë â ëåâî é âåðòè-
êàëè ðàâíà 13, òî Æ + È = 12. Ïîýòîìó Æ = 5, È = 7 èëè íà-
îáîðîò. Åñëè Æ = 5, òî, âñïîìíèâ, ÷òî ñóììà ÷èñåë â  ñåðûõ
êðóæî÷êàõ ðàâíà 16, ïîëó÷àåì Ä = 6. Îñòàëüíûå ÷èñëà  îïðå-
äåëÿþòñÿ àâòîìàòè÷åñêè, è ìû ïîëó÷àåì ïðèâåäåííûé â ûøå
îòâåò. Íó à åñëè Æ = 7, òî Ä = 4, ÷òî íåäîïóñòèìî, ïîñêîëü-
êó Â = 4.
2) Ïóñòü ýòî ÷èñëà 2 è 3. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïîëîæè ì À = 2
è Â = 3. Òàê êàê ñóììà ÷èñåë â ëåâîé âåðòèêàëè ðàâí à 13, òî
Æ + È = 11, ÷òî ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî (èñêëþ÷àÿ è ñïîëü-
çîâàííûå óæå ÷èñëà) êàê 11 = 4 + 7 = 5 + 6. Àíàëîãè ÷íî äëÿ
ïðàâîé âåðòèêàëè Ã + Ä = 10, ÷òî ïðåäñòàâëÿåòñÿ åäè íñòâåí-
íûì ñïîñîáîì: 10 = 4 + 6. Îòñþäà ìîìåíòàëüíî ñëåäóå ò, ÷òî
â ëåâîé è ïðàâîé âåðòèêàëÿõ èìåþòñÿ îäèíàêîâûå ÷èñë à
(ëèáî 4, ëèáî 6), ÷òî íåäîïóñòèìî. Òàê ÷òî ýòîò ñëó ÷àé ðåøå-
íèé íå äàåò.

ÊÎÍÊÓÐÑ «ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 6-8»

(ñì. «Êâàíò» ¹4 çà 2012 ã.)

1. Äîïóñòèì, ÷òî íå âñå òî÷êè ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Òîãäà
êàêèå-òî òðè èç íèõ áóäóò âåðøèíàìè òðåóãîëüíèêà, î äíà èç
ñòîðîí êîòîðîãî ðàâíà 1. Íî òàê êàê âñå äëèíû ñòîðî í – íà-
òóðàëüíûå ÷èñëà, â ýòîì òðåóãîëüíèêå íå ìîæåò áûòü âûïîë-
íåíî íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà: îäíà èç äâóõ äðóãèõ åãî ñòî-
ðîí áîëüøå âòîðîé êàê ìèíèìóì íà 1. Ïîýòîìó âñå òî÷ êè
äîëæíû ëåæàòü íà îäíîé ïðÿìîé. Ïðèìåð ïîäõîäÿùåãî ð àñ-
ïîëîæåíèÿ: òî÷êè A, B, C, D , ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé â
òàêîì ïîðÿäêå, è AB = 1, BC = 3, CD  = 2.
2. à) 12 è 18.
á) Åñëè a è b – ðàçëè÷íûå ïðîñòûå, òî ÷èñëà 2a b è 2ab áóäóò
áëèçíåöàìè. Ó êàæäîãî èç íèõ ïî øåñòü äåëèòåëåé (íà ïðè-
ìåð, ó ÷èñëà 2a b  ýòî 1, a, b, 2a , ab è 2a b ), è ÷åòûðå èç íèõ
îáùèå äëÿ îáîèõ ÷èñåë. Ïîñêîëüêó ïðîñòûõ ÷èñåë áåñê îíå÷íî
ìíîãî, òî è òàêèõ ïàð áëèçíåöîâ ìîæíî ïîñòðîèòü áåñ êîíå÷íî
ìíîãî. Ðàçóìååòñÿ, íå âñå áëèçíåöû ïîëó÷àþòñÿ òàêèì  ñïîñî-
áîì: íàïðèìåð, ÷èñëà 60 è 90 òîæå áëèçíåöû.
3. Íå ìîæåò.
Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñëîí õîäèò ïî áåëûì ïîëÿì,  à
êîíü ñòîèò íà d4. Ñ ýòîãî ïîëÿ êîíü ìîæåò ïîéòè íà ëþáîå èç
áåëûõ ïîëåé ñ2, å2, ñ6, e6. Äîïóñòèì, ÷òî ñëîí áüåò  êàêèå-òî
äâà èç íèõ – áîëüøå îí ïðè âñåì æåëàíèè îäíîâðåìåíí î áèòü
íå ìîæåò. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïîñëå ñëåäóþùåãî õîäà
ñëîí ñìîæåò ïîáèòü òîëüêî îäíî èç äâóõ îñòàâøèõñÿ ï îëåé.
Ïîýòîìó çà ëþáûå äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ õîäà ñëîíà õî òÿ áû
îäíî èç ýòèõ ÷åòûðåõ ïîëåé íå îêàæåòñÿ ïîä áîåì. Çí à÷èò, ó
êîíÿ âñåãäà åñòü øàíñ ñõîäèòü èìåííî íà òî ïîëå èç ÷åòûðåõ,
êîòîðîå ñëîí íå ïîáüåò, à ïîòîì âåðíóòüñÿ íà d4. Åñ ëè ïðåä-
ñòàâèòü, ÷òî êîíü îáëàäàåò òåëåïàòè÷åñêèìè ñïîñîáíî ñòÿìè,
òî îí ñìîæåò îñòàâàòüñÿ íå ïîéìàííûì ñêîëü óãîäíî ä îëãî,
äåéñòâóÿ òàêèì îáðàçîì. Çíà÷èò, ó ñëîíà íåò ãàðàíòè ðîâàí-
íîé ñòðàòåãèè äëÿ ïîèìêè êîíÿ.
4. à) Íåëüçÿ.
Êàìíåì ïðåòêíîâåíèÿ â äàííîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ äåëèìî ñòü
íà 5. Â ñàìîì äåëå, â ïîëó÷èâøåìñÿ ïîñëå âû÷åðêèâàí èÿ ïÿ-
òåðêè ÷èñëå íå îñòàíåòñÿ íè îäíîé ïÿòåðêè è íè îäíî ãî íóëÿ
(íóëåé-òî âîîáùå íå áûëî). Ïîýòîìó ýòî ÷èñëî íå áóä åò äå-
ëèòüñÿ íà 5.
á) Ìîæíî.
Âîïðîñ, êàê òàêîå ÷èñëî íàéòè. Ñ ó÷åòîì ðåøåíèÿ ïóí êòà à)
ÿñíî, ÷òî ÷èñëî äîëæíî îêàí÷èâàòüñÿ íóëåì. Ýòî ñíèì àåò
ïðîáëåìû ñ äåëèìîñòüþ íà 5 è íà 2. Ïðàâäà, ÷òîáû ÷è ñëî äå-
ëèëîñü íà 4, íàäî, ÷òîáû ïðåäïîñëåäíÿÿ öèôðà áûëà ÷ åòíàÿ.
Ïîýòîìó èìååò ñìûñë, ÷òîáû ÷èñëî îêàí÷èâàëîñü öèôðà ìè
…20. Â ýòîì ñëó÷àå âñå áóäåò â ïîðÿäêå è ñ äåëèìîñò üþ íà 4.
À äëÿ äåëèìîñòè íà 8 äîáàâèì åùå è åäèíèöó. Èòàê, å ñëè
÷èñëî îêàí÷èâàåòñÿ öèôðàìè …120, òî âñå áóäåò â ïîð ÿäêå ñ
äåëèìîñòüþ íà 2, 4, 5 è 8.
Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî ñóììà âñåõ öèôð ÷èñëà ðàâíà 1 +  2 + …
... + 9 = 45, è åñëè èç íåå âû÷åñòü 3, òî îíà áóäåò äåëèòüñÿ íà
3, åñëè æå âû÷åñòü 9 – òî íà 9. Ïîýòîìó âîïðîñû ñ ä åëèìîñ-
òüþ íà 3 è íà 9 ðåøåíû, ïî ñóòè, àâòîìàòè÷åñêè. Ïîñ êîëüêó
÷èñëî, îêàí÷èâàþùååñÿ öèôðàìè …120, ïîñëå âû÷åðêèâà íèÿ
øåñòåðêè îñòàíåòñÿ ÷åòíûì è ñóììà öèôð åãî, î÷åâèäí î, áóäåò
äåëèòüñÿ íà 3, òî è ñ äåëèìîñòüþ íà 6 òîæå âîïðîñ ð åøåí.
×òî æå îñòàëîñü? Òîëüêî ñåìåðêà. Çäåñü óæå íè÷åãî í å ïðè-
äóìàåøü, êðîìå ïîäáîðà. Ïîñëå íåñêîëüêèõ ïîïûòîê íå òðóä-
íî âûÿñíèòü, ÷òî, íàïðèìåð, ÷èñëî 345689120 äåëèòñÿ  íà 7,
ïîýòîìó èñêîìûì ìîæåò áûòü, äîïóñòèì, ÷èñëî 3456789 120.
5. Ñòóïåí÷àòàÿ ôèãóðà â ëåâîì âåðõíåì óãëó (ðèñ. 1) ñ îñòîèò
èç øåñòè êâàäðàòèêîâ 2́ 2, ïîýòîìó â íåé cóììà íå áîëüøå
6 12 72× = . Òî æå âåðíî äëÿ ôèãóðû â ïðàâîì íèæíåì óãëó.

Êàæäàÿ èç êëåòîê òàáëèöû âíå äèàãîíàëè ïîêðûòà ýòèì è ôè-
ãóðàìè îäèí ðàç, à êàæäàÿ êëåòêà äèàãîíàëè – 0 èëè 2 ðàçà.
Â êàæäîé èç ÷åòûðåõ íåïîêðûòûõ êëåòîê ÷èñëî íå áîëü øå
äåâÿòè. Ïîýòîìó îáùàÿ ñóììà ÷èñåë òàáëèöû çàâåäîìî íå
áîëüøå 72 2 9 4× + × = 180. ×òîáû ïîëó÷èòü èìåííî òàêóþ ñóì-
ìó, îáÿçàòåëüíî íàäî ïîñòàâèòü íà íåïîêðûòûõ êëåòêà õ äèà-
ãîíàëè äåâÿòêè, à íà äâàæäû ïîêðûòûõ êëåòêàõ – íóëè . Òå-
ïåðü íàäî çàïîëíèòü îñòàëüíûå êëåòêè òàê, ÷òîáû â ê àæäîì
êâàäðàòèêå 2́ 2 îáåèõ ñòóïåí÷àòûõ ôèãóð ñóììà ðàâíÿëàñü
12. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, íàïðèìåð, èñïîëüçóÿ êðîìå íó ëåé è
äåâÿòîê åùå òðîéêè, ðàñïîëîæèâ èõ òàê, êàê ïîêàçàíî  íà ðè-
ñóíêå 2. Âèäíî, ÷òî è âî âñåõ âîîáùå êâàäðàòèêàõ 2 ´ 2 ñóììà
ðàâíà 12.

Ðèñ. 1 Ðèñ. 2

Ðèñ. 3
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Âîïðîñû è çàäà÷è

1. Ñì. ðèñ.4.

2. Äâèæåíèå àâòîìîáèëÿ ñêàçûâàåòñÿ òîëüêî íà âåëè÷èíå  ãî-
ðèçîíòàëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ ñêîðîñòè è óñêîðåíèÿ ïðåä ìåòà
è íå âëèÿåò íà åãî äâèæåíèå ïî âåðòèêàëè, ïîýòîìó â î âñåõ

ñëó÷àÿõ ïðåäìåò áóäåò ïà-
äàòü îäíî è òî æå âðåìÿ.

3. 2 2
0 sin 2yv v gy= ± a -

(ðèñ.5), çíàê «ïëþñ» ñî-
îòâåòñòâóåò ïîäúåìó òåëà,
«ìèíóñ» – ñïóñêó.
4. Óñêîðåíèå îäèíàêîâî
âî âñåõ òî÷êàõ ïàðàáîëè-
÷åñêîé òðàåêòîðèè òåëà è
ðàâíî g.

5. 0 2v
a

t = ; çàäà÷ó ìîæ-

íî ñâåñòè ê âû÷èñëåíèþ èçìåíåíèÿ
ñêîðîñòè ïðè ïîëåòå òåëà, áðîøåííî-
ãî ïîä óãëîì 45°  ê ãîðèçîíòó
(ðèñ.6).

6. Èçîáðàçèâ íà ðèñóíêå 7 âåêòîðû, ñîñòàâëÿþùèå ïåðåì åùå-

íèå êàìíÿ, ïîëó÷èì 
2

5 ì
2

gt
H = = .

7. Â ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñâÿçàííîé ñ òåëîì À, ñêîðîñòü òåëà B
ïîñòîÿííà ïî âåëè÷èíå è íàïðàâëåíèþ. Òåëà âñòðåòÿòñ ÿ, åñëè
âåêòîð íà÷àëüíîé ñêîðîñòè òåëà Â íàïðàâëåí â òî÷êó À, ò.å.

åñëè tg 3
H
s

a = = , îòêóäà 60a = °.

8. Ýòî äåëàåòñÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû âîäà, äâèãàÿñü ïî òðà åêòîðèè
ñâîáîäíî áðîøåííîãî òåëà, íå ïðîèçâîäèëà äàâëåíèÿ í à ïëî-
òèíó.
9. Äëÿ ýòîãî ñàìîëåò äîëæåí äâèãàòüñÿ ñ óñêîðåíèåì, í àïðàâ-
ëåííûì âíèç è ðàâíûì g. Èíûìè ñëîâàìè – äâèãàòüñÿ ïîäîá-
íî òåëó, áðîøåííîìó ïîä óãëîì ê ãîðèçîíòó â âàêóóìå , ò.å.
ïî ïàðàáîëå.
10. Â íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé òî÷êàõ ïàðàáîëè÷åñêîé òðàåê òî-
ðèè ìîùíîñòü èìååò ðàâíûå è íàèáîëüøèå ïî ìîäóëþ çí à÷å-
íèÿ, à â âåðøèíå ïàðàáîëû îíà íàèìåíüøàÿ è ðàâíàÿ í óëþ.
11. minv gR=  (âåëè÷èíà ýòîé ñêîðîñòè ðàññ÷èòûâàåòñÿ èç
óñëîâèÿ ðàâåíñòâà íóëþ ñèëû ðåàêöèè îïîðû â íà÷àëå çàê-
ðóãëåíèÿ).

Ðèñ. 4

Ðèñ. 5

Ðèñ. 6 Ðèñ. 7

12. Ïîâåðõíîñòü âîäû ïðèíèìàåò ôîðìó ÷àñòè ïàðàáîëîèäà
âðàùåíèÿ (ðèñ.8).

13. Ãðàôèê ïðèâåäåí íà ðèñóíêå 9. Íà ó÷àñòêå 1–2 äàâëåíèå
ãàçà ìåíÿåòñÿ ïî çàêîíó p T= a , ãäå a  – íåêîòîðàÿ ïîñòî-
ÿííàÿ.
14. Òåìïåðàòóðà áóäåò ìå-
íÿòüñÿ ïî ïàðàáîëè÷åñêîìó
çàêîíó – òàê, êàê ïîêàçàíî
íà ðèñóíêå 10, äîñòèãàÿ
ìàêñèìóìà â ñåðåäèíå ïðî-
öåññà.
15. Âîçìîæíûå ïàðàáîëè-
÷åñêèå òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ
ýëåêòðîíà èçîáðàæåíû íà
ðèñóíêå 11.
16. Çàâèñèìîñòü ( )P I I= -E

2I r-  ïðèâåäåíà íà ðèñóíêå
12.

17. Ïàäàþùàÿ ïî ïàðàáîëå
ñòðóÿ âîäû ñòàíîâèòñÿ îï-
òè÷åñêèì âîëíîâîäîì. Ëó÷è
ñâåòà èñïûòûâàþò íà ãðàíè-
öå âîäà–âîçäóõ ïîëíîå îò-
ðàæåíèå è âûõîäÿò èç ñòðóè
ëèøü â ìåñòå åå ïàäåíèÿ íà
çåìëþ.

Ìèêðîîïûò

Ñâåòëûå îáëàñòè íà ïîâåðõ-
íîñòè «ýêðàíà» áóäóò èìåòü
êîíòóðû êîíè÷åñêèõ ñå÷å-
íèé. Ïîñëåäîâàòåëüíî ìîæ-
íî ïîëó÷èòü î÷åðòàíèÿ êðóãà, ýëëèïñà, ïàðàáîëû è ãè ïåðáî-
ëû.

Ðèñ. 8 Ðèñ. 9

Ðèñ. 10

Ðèñ. 11

Ðèñ. 12

ÃÅÎÌÅÒÐÈß ÑÂÅÒÎÂÛÕ ËÓ×ÅÉ

1. 2d = a . 2. l l¢= . 3. õ = 0,2 ñì.
4. 2cos 1,73n = j =  ïðè 45j < ° .

5. 
1 5

2 1  ñì
3

l R
n

æ ö= - =ç ÷
è ø

 (îò öåíòðà ñôåðè÷åñêîé ïîâåðõíîñ-

òè).

6. R = L – rn  = 2 ñì. 7. 
1

R
l

n
=

-
.
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ÇÀÄÀ×È ÎÑÅÍÍÅÃÎ ÒÓÐÀ (2012 ÃÎÄ)

Áàçîâûé âàðèàíò

8–9 êëàññû

1. Ñóììà âîçðàñòîâ Àëåøè, Áîðè, Âàñè, Ãðèøè è Äèìû ðà â-
íà ñóììå âîçðàñòîâ Àëåêñååâà, Áîðèñîâà, Âàñèëüåâà, Ãðèãîðü-
åâà è Äìèòðèåâà. Çíà÷èò, Äìèòðèåâ ñòàðøå Äèìû íà 1 + 2 +
+ 3 + 4 = 10 ëåò.
3. Ñóììà âñåõ ÷èñåë òàáëèöû ðàâíà ÷èñëó ïàð, ñîñòîÿùè õ èç
ñîñåäíèõ çàìèíèðîâàííîé è íåçàìèíèðîâàííîé êëåòîê. Ïîñëå
íàøåé îïåðàöèè ýòè ïàðû ñîõðàíÿòñÿ, ò.å. ñóììà íå è çìåíèòñÿ.
4. Ïóñòü CH  – óêàçàííàÿ âûñîòà, N  – åå òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ñ
ïðÿìîé KL . ßñíî, ÷òî KM  – äèàìåòð îêðóæíîñòè, à CHKM
– ïðÿìîóãîëüíèê. Ïóñòü O – öåíòð îêðóæíîñòè. Âûñîòà CH
ðàâíà äèàìåòðó, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ÑN  = OK .
Ïîñêîëüêó CO – áèññåêòðèñà óãëà C ðàâíîáåäðåííîãî òðå-
óãîëüíèêà LCM , òî CO è LM ïåðïåíäèêóëÿðíû. Íî è ïðÿ-
ìàÿ LK  ïåðïåíäèêóëÿðíà LM (óãîë KLM îïèðàåòñÿ íà äèà-
ìåòð, à çíà÷èò, ïðÿìîé). Ñëåäîâàòåëüíî, CNKO  – ïàðàëëå-
ëîãðàìì, îòêóäà ÑN  = OK .

10 – 11 êëàññû

2. à) Íå îáÿçàòåëüíî.
Ðàññìîòðèì ïðàâèëüíóþ òðåóãîëüíóþ ïðèçìó ñ êâàäðàòí ûìè
áîêîâûìè ãðàíÿìè. Îòìåòèì íà êàæäîì ðåáðå òî÷êè, äå ëÿùèå
åãî íà òðè ðàâíûå ÷àñòè. Ýòè òî÷êè ðàâíîóäàëåíû îò öåíòðà
ïðèçìû, ò.å. ëåæàò íà ñôåðå ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàäèóñ à.
á) Îáÿçàòåëüíî.
Ïóñòü 1 nA AK  – îäíà èç ãðàíåé ìíîãîãðàííèêà. Âñå òî÷êè iB ,

iC , äåëÿùèå åãî ñòîðîíû 1i iA A-  íà òðè ðàâíûå ÷àñòè, ëåæàò
íà îäíîé îêðóæíîñòè (ïåðåñå÷åíèè ñôåðû ñ ïëîñêîñòüþ  ãðà-
íè) ñ öåíòðîì O. Ïóñòü 1 3i iA A a- = , 1 3i iA A b+ = . Ïî òåîðåìå î
ñåêóùåé

2 2
1 1 2 2i i i i i i i iA B A C A B AC a b a b+ +× = × Û = Û = .

Çíà÷èò, âñå ñòîðîíû ãðàíè ðàâíû. Ïîýòîìó ðàâíû è âñ å îò-
ðåçêè i iBC  è ðàâíîáåäðåííûå òðåóãîëüíèêè i iB OC . Ñëåäîâà-
òåëüíî, ðàâíû âñå òðåóãîëüíèêè âèäà i iB OA , óãëû i iB A O  è
óãëû 1 1 2i i i i iA A A B A O- +Ð = Ð .
5. Ðàçîáüåì âñå ìîíåòû íà ãðóïïû À, Á, Â è Ã èç ñîîòâ åò-
ñòâåííî 30, 30, 60 è 119 ìîíåò. Ñíà÷àëà ñðàâíèì À ñ  Á, çàòåì
À + Á ñ Â. Âîçìîæíû 4 ñëó÷àÿ.
1) A = Á, À + Á = Â. Ýòî çíà÷èò, ÷òî âñå 120 ìîíåò â A + Á +
+ Â – íàñòîÿùèå. Îòëîæèâ èç A + Á + Â ëþáóþ ìîíåòó è
ñðàâíèâ îñòàëüíîå ñ Ã (ãäå òî÷íî åñòü ôàëüøèâûå ìîí åòû),
óçíàåì òðåáóåìîå.
2) A = Á, À Á Â+ ¹ . Òîãäà ëèáî â À è â Á åñòü ïî ôàëüøè-
âîé ìîíåòå, ëèáî âñå ìîíåòû â À + Á – íàñòîÿùèå, à â Â åñòü
ôàëüøèâûå (îäíà èëè äâå). Îòëîæèâ îäíó ìîíåòó èç À,  ìû
çàâåäîìî îñòàâèì ôàëüøèâóþ ìîíåòó â Á + Â. Ñðàâíèì 119
âçâåøåííûõ ìîíåò (áåç îòëîæåííîé) ñ Ã. Åñëè ðàâíîâå ñèå, òî
ôàëüøèâûå åñòü â Ã è Â, à â À + Á èõ íåò. Ïîýòîìó ð åçóëüòàò
âòîðîãî âçâåøèâàíèÿ îïðåäåëÿåò ñîîòíîøåíèå âåñîâ.
Åñëè ðàâíîâåñèÿ íåò, òî â Ã âñå ìîíåòû íàñòîÿùèå, è  íóæíóþ
èíôîðìàöèþ äàåò ðåçóëüòàò ïîñëåäíåãî âçâåøèâàíèÿ.
3) À Á¹ , À + Á = Â. Çíà÷èò, â À + Á, à ñëåäîâàòåëüíî, è â
Â åñòü ôàëüøèâûå ìîíåòû. Ñðàâíèâ Â ñ 60 ìîíåòàìè èç  Ã
(îíè íàñòîÿùèå), óçíàåì, êàêèå ìîíåòû ëåã÷å.

4) À Á¹ , À Á Â+ ¹ . Â À + Á ôàëüøèâûå ìîíåòû òî÷íî
åñòü, çíà÷èò, â Â – íåò, ò.å. òàì âñå ìîíåòû íàñòîÿ ùèå. Íî
òîãäà óæå ðåçóëüòàò âòîðîãî âçâåøèâàíèÿ äàåò íóæíóþ  èí-
ôîðìàöèþ.

Ñëîæíûé âàðèàíò

8–9 êëàññû

2. 37 äóø.
Îöåíêà ñâåðõó. Ïîëîæèâ â êîðîáî÷êè 74 è 148 îðåõîâ, Íîçä-
ðåâ ìîæåò ïðè ëþáîì N  ïåðåëîæèòü íå áîëåå 37. Äåéñòâè-
òåëüíî, N  ìîæíî çàïèñàòü â âèäå 74 k + r, ãäå k = 0, 1, 2, 3, à

37 37r- £ < . Åñëè r = 0, òî k > 0, è ÷èñëà 74, 148 è 222 ìîæ-
íî íàáðàòü îäíîé èëè äâóìÿ êîðîáî÷êàìè, íè÷åãî íå ï åðåêëà-
äûâàÿ. Åñëè r < 0, òî íàáðàâ ÷èñëî 74 k îäíîé èëè äâóìÿ êî-
ðîáî÷êàìè, îòëîæèì èç ýòèõ êîðîáî÷åê â òðåòüþ r îðåõîâ.
Åñëè r > 0, 74 k = 0, 74 èëè 148. Âçÿâ ïîäõîäÿùóþ êîðîáî÷êó
èëè íå âçÿâ íè îäíîé, äîáàâèì ê íèì òðåòüþ êîðîáî÷ê ó, êóäà
èç íå âçÿòîé ïåðåëîæåíû r îðåõîâ.
Îöåíêà ñíèçó. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîé ðàñêëàäêè åñòü N,
êîòîðîå ïîòðåáóåò ïåðåëîæèòü íå ìåíåå 37 îðåõîâ. Ïó ñòü â
êîðîáî÷êàõ ëåæàò p è q îðåõîâ, q p³ . Åñëè 74p ³ , òî ïðè
N = 37 ïðèäåòñÿ ïåðåëîæèòü íå ìåíåå 37 îðåõîâ. Åñëè p <
< 74, òî q > 148. ×òîáû ïîëó÷èòü N = 111 íàäî ëèáî ê p îðå-
õàì äîáàâèòü áîëåå 37 øòóê, ëèáî îò q îðåõîâ îòíÿòü áîëåå
37 øòóê.
4. Ïóñòü K  – òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îòðåçêîâ XY  è BI , L  – îòðåç-
êîâ YZ  è CI , à M  – îòðåçêîâ XZ  è AI . Ïî óñëîâèþ îòðåçîê
XI  äåëèò ïîïîëàì óãëû KIM  è KXM , ïîýòîìó òðåóãîëüíèêè
IKX  è IMX  ðàâíû. Àíàëîãè÷íî, ðàâíû òðåóãîëüíèêè IKY  è
ILY , ILZ  è IMZ . Ñëåäîâàòåëüíî,

180IKY ILY ILZÐ = Ð = ° - Ð = 180 IMZ IMX IKX° - Ð = Ð + Ð ,

ò.å. BI XY^ .
Â òðåóãîëüíèêå XBY  îòðåçîê BK  ñëóæèò áèññåêòðèñîé è âû-
ñîòîé, à çíà÷èò, è ìåäèàíîé, ò.å. ïðÿìàÿ BI  – ñåðåäèííûé
ïåðïåíäèêóëÿð ê îòðåçêó XY . Ïîýòîìó XIK YIKÐ = Ð . Íî

1 1 1
90

2 2 2
XIK AIB Cæ öÐ = Ð = ° + Ðç ÷è ø

, à 
1 1

90
2 2

YIK Aæ öÐ = ° + Ðç ÷è ø
.

Ñëåäîâàòåëüíî, A CÐ = Ð . Àíàëîãè÷íî, A BÐ = Ð .
5. Êàæäûé íàáëþäàòåëü íàñ÷èòàë íå ìåíåå 29 êðóãîâ. Í àáëþ-
äàòåëÿ, ó êîòîðîãî âðåìÿ ïðîõîæäåíèÿ êðóãà ðàñòåò, íàçîâåì
Ïëþñîì, à äðóãîãî – Ìèíóñîì. Ïóñòü äëÿ Ïëþñà ìàøèíà
ïðîõîäèò êðóãè ñ 1-ãî ïî 29-é çà p – 14, p – 13, ..., p + 14 ñå-
êóíä, à ó Ìèíóñà – çà m + 14, m + 13, ..., m – 14 ñåêóíä.
Ñóììàðíîå âðåìÿ ïðîõîæäåíèÿ 29 êðóãîâ ðàâíî 29 p è 29m
ñîîòâåòñòâåííî.
Ïåðâûå 15 «êðóãîâ Ïëþñà» ïîêðûâàþò 14 «êðóãîâ Ìèíóñ à»:
ëèáî ñ 1-ãî ïî 14-é (åñëè Ïëþñ âïåðâûå âñòðåòèëñÿ ì àøèíå
ðàíüøå Ìèíóñà), ëèáî ñî 2-ãî ïî 15-é (åñëè Ìèíóñ âñ òðåòèë-
ñÿ ðàíüøå). Â ëþáîì ñëó÷àå ( p – 14) + ( p – 13) + … + p >
> ( m + 13) + ( m + 12) + … + m.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñëåäíèå 15 «êðóãîâ Ìèíóñà» ïîêð ûâàþò
14 «êðóãîâ Ïëþñà»: ëèáî ñ 16-ãî ïî 29-é, ëèáî ñ 15- ãî ïî
28-é, îòêóäà ( m – 14) + ( m – 13) + … + m > ( p + 13) +
+ ( p + 12) + … + p.
Ñëîæèâ ýòè íåðàâåíñòâà è ïðèâåäÿ ïîäîáíûå, ïîëó÷èì
p + m > 392, îòêóäà 29 p + 29m > 29 ×392. Òîãäà õîòü îäíî èç
ñóììàðíûõ âðåìåí íå ìåíüøå 29 ×196 = 5684, ÷òî áîëüøå ïî-
ëóòîðà ÷àñîâ (5400 ñ).
6. à) Åñëè òî÷êà A ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì O îêðóæíîñòè, òî óò-
âåðæäåíèå î÷åâèäíî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå äîêàæåì, ÷òî  öåíòð
ìàññ – ýòî  ñåðåäèíà îòðåçêà OA.
Ïðÿìûå âûñåêàþò äâå ïåðïåíäèêóëÿðíûå õîðäû. Ó êàæäî é
õîðäû öåíòð ìàññ åå êîíöîâ – ñåðåäèíà ýòîé õîðäû. Å ñëè
îäíà èç õîðä – äèàìåòð, òî ñåðåäèíà äðóãîé ñîâïàäàå ò ñ A,

8. 
sin
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ïîýòîìó öåíòð ìàññ – ñåðåäèíà OA. Åñëè îáå õîðäû – íå äèà-
ìåòð, òî ïóñòü B è C – èõ ñåðåäèíû. Òîãäà OABC  – ïðÿìîó-
ãîëüíèê, è öåíòð ìàññ – ñåðåäèíà BC, êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ ñå-
ðåäèíîé OA.

10–11 êëàññû

1. Íå îáÿçàòåëüíî.
Ïóñòü na  ðàâíî íàèáîëüøåé ñòåïåíè 2, íà êîòîðóþ äåëèòñÿ n
(â ÷àñòíîñòè, 1 1a = , 2 2a = , 3 1a = , 4 4a = , 5 1a = , 6 2a = ,

7 1a = , 8 8a = ). Ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, î÷åâèäíî, íå ïåðèî-
äè÷íà (â íåé åñòü áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàçíûõ ÷ëåíîâ), îäíàêî
äëÿ êàæäîãî k ìîæíî âçÿòü t  = 2k. Äåéñòâèòåëüíî, ÷èñëà k,
3k, 5k, 7k, … äåëÿòñÿ íà îäíó è òó æå ñòåïåíü äâîéêè.
2. 71 äóøó.
Îöåíêà ñâåðõó. Ïîëîæèâ â êîðîáî÷êè 143, 286 2 143= ×  è
572 4 143= ×  îðåõà, Íîçäðåâ ìîæåò ïðè ëþáîì N  ïåðåëîæèòü
íå áîëåå 71. Äåéñòâèòåëüíî, N  ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
143k + r, ãäå 0 7k£ £ , à 71 71r- £ < . Åñëè r = 0, òî k > 0,
è ÷èñëî 143 k ìîæíî íàáðàòü îäíîé èëè íåñêîëüêèìè êîðîáî÷-
êàìè, íè÷åãî íå ïåðåêëàäûâàÿ. Åñëè r < 0, òî íàáðàâ êîðî-
áî÷êàìè ÷èñëî 143 k, îòëîæèì èç ýòèõ êîðîáî÷åê â ïóñòóþ r
îðåõîâ. Åñëè r > 0, òî 1001 – N  = 143(7 – k) – r. Ïåðåëîæèâ
r îðåõîâ, ïîëó÷èì íåñêîëüêî êîðîáî÷åê ñ 1001 – N  îðåõàìè.
Òîãäà â îñòàëüíûõ êîðîáî÷êàõ N îðåõîâ, èõ è ïðåäúÿâèì.
Îöåíêà ñíèçó. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîé ðàñêëàäêè åñòü N,
êîòîðîå ïîòðåáóåò ïåðåëîæèòü íå ìåíåå 71 îðåõà. Ïóñ òü â êî-
ðîáî÷êàõ ëåæàò x, y è z îðåõîâ. Øåñòü ÷èñåë x, y, z, x + y,
x + z, y + z äåëÿò áîëüøîé îòðåçîê [0; 1001] íà ñåìü ìåíüøèõ
(âîçìîæíî, íåêîòîðûå èç íèõ âûðîæäåíû), ñðåäè íèõ å ñòü

îòðåçîê äëèíû íå ìåíåå 
1001

143
7

= . Íà ýòîì îòðåçêå åñòü öå-

ëîå ÷èñëî, îòñòîÿùåå îò êîíöîâ îòðåçêà íå ìåíåå ÷åì  íà 71.
Áåç ïåðåêëàäûâàíèÿ ìû ìîæåì ïîëó÷àòü òîëüêî íàáîðû,  ãäå
îáùåå ÷èñëî îðåõîâ ëåæèò íà êîíöå îäíîãî èç ñåìè ìà ëûõ îò-
ðåçêîâ. ×òîáû èçìåíèòü ýòî ÷èñëî íà r, íàäî ïåðåëîæèòü íå
ìåíåå r îðåõîâ.
4. Ïóñòü M  – ñåðåäèíà AC, à 2A , 2B è 2C  – òî÷êè êàñàíèÿ
âïèñàííîé îêðóæíîñòè, ñîîòâåòñòâåííî, ñî ñòîðîíàìè BC, AC
è AB. Äàëåå, 1 1 2 2180A IC B A ICÐ = ° - Ð = Ð . Îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè 1 2A A I  è 1 2C C I  ðàâíû (ïî
êàòåòó è îñòðîìó óãëó), ïðè÷åì îäèí èç íèõ íàõîäèòñ ÿ âíóò-
ðè ÷åòûðåõóãîëüíèêà 2 2BA IC , à âòîðîé – ñíàðóæè. Îòñþäà

1 1 2 2 2 2AC CA AC CA AB CB AC+ = + = + = .

Ïîñòðîèì ïàðàëëåëîãðàììû 1AC KD  è 1CA KE . Òîãäà ADCE
– òîæå ïàðàëëåëîãðàìì (âîçìîæíî, âûðîæäåííûé) è M  – åãî
öåíòð, ò.å. ñåðåäèíà îòðåçêà DE . Êàê èçâåñòíî, ìåäèàíà
ìåíüøå ïîëóñóììû ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòîðîí, ò.å.

( ) ( )1 1
1 1 1
2 2 2

KM KD KE AC CA AC< + = + = .

Ýòî çíà÷èò, ÷òî òî÷êà K  ëåæèò âíóòðè îêðóæíîñòè ñ äèàìåò-
ðîì AC, ïîýòîìó óãîë AKC , òóïîé.
6. à) Ïóñòü O – öåíòð ñôåðû, Q – èñêîìûé öåíòð ìàññ. Ïðÿ-
ìûå âûñåêàþò õîðäû, è ÿñíî, ÷òî Q – öåíòð ìàññ ñåðåäèí
ýòèõ õîðä (äëÿ èêîñàýäðà, êàê öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷í îé ôè-
ãóðû, ïàðû ïðîòèâîïîëîæíûõ ëó÷åé òîæå ìîæíî çàìåíèò ü
ïðÿìûìè, ñîäåðæàùèìè áîëüøèå äèàãîíàëè).
Ñåðåäèíû õîðä (îáîçíà÷èì èõ K , L , M ) – ýòî ïðîåêöèè öåíò-
ðà ñôåðû O íà ïðîâåäåííûå ïðÿìûå, ïîýòîìó
AO AK AL AM
uuuur uuuur uuur uuuur

= + +  (âåêòîð ðàâåí ñóììå ñâîèõ ïðîåêöèé

íà òðè ïåðïåíäèêóëÿðíûå îñè), ò.å. 
1
3

AQ AO
uuuur uuuur

= .

7. Îòìåòèì 99 ãðàíèö ìåæäó ñåãìåíòàìè. Íàçîâåì ïàðó ô è-
øåê îñîáîé, åñëè íà ñòàðòå îíè áûëè ñîñåäÿìè â ïåðâ îì ñåã-
ìåíòå, íî âåðíóëèñü òóäà ÷åðåç ðàçíîå ÷èñëî îïåðàöè é. ßñíî,
÷òî â êàêîé-òî ìîìåíò ôèøêè îñîáîé ïàðû âïåðâûå ïîï àëè â

ðàçíûå ñåãìåíòû, ïðè÷åì äî ýòîãî îíè â ïåðâûé ñåãìå íò ïî-
âòîðíî íå ïîïàäàëè. Äî ýòîãî îíè, î÷åâèäíî, îñòàâàë èñü ñîñå-
äÿìè, çíà÷èò, îíè è ñåé÷àñ ñîñåäè ïî ïîëîñêå, íî èõ  ðàçäåëè-
ëà ãðàíèöà. Äîêàæåì, ÷òî äëÿ êàæäîé îñîáîé ïàðû òàê àÿ ãðà-
íèöà – ñâîÿ. Äîïóñòèì, ÷òî íåêîòîðàÿ ãðàíèöà Ã âïåð âûå ðàç-
äåëèëà äâå îñîáûå ïàðû Ï è Ð: Ï ïîñëå k îïåðàöèé, Ð – ïîñ-
ëå m > k îïåðàöèé.
Çàìåòèì, ÷òî îïåðàöèÿ îáðàòèìà: ïîëîæåíèÿ ôèøåê â ï ðåäû-
äóùèé ìîìåíò îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî. Îòêàòàåì íàçàä k îïå-
ðàöèé îò ìîìåíòà ðàçäåëåíèÿ Ï ãðàíèöåé. Òîãäà ôèøêè  èç Ï
âåðíóòñÿ íà ñâîè èñõîäíûå ìåñòà â ïåðâîì ñåãìåíòå. Òåïåðü
îòêàòàåì íàçàä k îïåðàöèé îò ìîìåíòà ðàçäåëåíèÿ Ð ãðàíè-
öåé. Òàê êàê ïàðà Ð çàíèìàëà òå æå ìåñòà, ÷òî Ï ïðè  ïðåäû-
äóùåì îòêàòå, òî îíè è ïîïàäóò íà òå æå ìåñòà, ò.å.  â ïåðâûé
ñåãìåíò. Íî ýòî – ïîëîæåíèå ôèøåê ïîñëå m – k îïåðàöèé îò
ñòàðòà. Çíà÷èò, ôèøêè ïàðû Ð óæå ïîïàäàëè ïîâòîðíî  â ïåð-
âûé ñåãìåíò. Íî òîãäà îíè áûëè ðàçäåëåíû ãðàíèöåé ð àíåå, è
ðàçäåëåíèå èõ ãðàíèöåé Ã – íå ïåðâîå . Ïðîòèâîðå÷èå.
Èòàê, êîëè÷åñòâî îñîáûõ ïàð íå áîëåå 99. Çíà÷èò, ïî äñ÷èòàí-
íûå ÷èñëà ïðè äâèæåíèè ïî ïåðâîìó ñåãìåíòó èçìåíÿòñ ÿ íå
áîëåå 99 ðàç, è òàêèõ ÷èñåë âñåãî íå áîëüøå 100.






