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(Çàìåòèì, ÷òî, êàê ýòî íåðåäêî áûâàåò ïðè ïðåîáðàçî âàíèè
âûðàæåíèé, ñîäåðæàùèõ êâàäðàòíûå ðàäèêàëû, íàì ïîìî ã-
ëî óìíîæåíèå è äåëåíèå ðàçíîñòè êîðíåé íà ñîïðÿæåíí îå
âûðàæåíèå – ñóììó ýòèõ æå êâàäðàòíûõ êîðíåé.)
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Íàêîíåö, îáîçíà÷èâ ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (2), ò.å.
( ) ( )f x g x- , ÷åðåç ( )h x  è ïî÷ëåííî âû÷òÿ èç íåðàâåíñòâà

(2*) íåðàâåíñòâî (2**) 1 , ïîëó÷èì ( ) ( )( ) ( )(1 1 2f x g x f x- - -

( ))2 0g x- > . Íî ýòî çíà÷èò, ÷òî ( ) ( )1 2 0h x h x- > , ò.å. ôóí-
êöèÿ ( )h x  ìîíîòîííî âîçðàñòàåò, ÷òî è óòâåðæäàëîñü â
íàøåì ðåøåíèè çàäà÷è.

Ðåøàÿ ñëåäóþùèå óïðàæíåíèÿ, ïîòðåíèðóéòåñü â óãàäû-
âàíèè êîðíåé.

Óïðàæíåíèÿ

1. Ðåøèòå óðàâíåíèÿ:

à) 32 3 0x x+ - = ; á) 5 33 4 0x x+ + = ;

â) 2 6x x+ = ; ã) lg 1 4x x+ - = .

2. Ðåøèòå óðàâíåíèÿ:

à) 5 1 17 13 12x x+ + + = ;

á) 3 53 3 2 2 14 4 4x x x+ + - + + = ; â) 5 1x x- - = .
3. Èññëåäóéòå íà ìîíîòîííîñòü ôóíêöèè:

à) 
1

y x
x

= +  ïðè x > 1; á) 1y x x= + - ;

â) 2 3x xy = -  ïðè x > 0; ã) 5 3x xy = -  ïðè x > 0;

ä) 3 2log logy x x= -  ïðè x < 0, 0 < x < 1;

å) x xy a b= -  ïðè  x  < 0 è 0 < a < b < 1;

æ) log loga by x x= -  ïðè a > b > 1.

Ñóììà è ðàçíîñòü ìîíîòîííûõ ôóíêöèé

Ñåé÷àñ ìû ñôîðìóëèðóåì äâà âàæíûõ ñâîéñòâà ìîíîòîí-
íûõ ôóíêöèé (ìû èìè, ïî ñóùåñòâó, óæå ïîëüçîâàëèñü) .

(Â) à) Ñóììà âîçðàñòàþùèõ (óáûâàþùèõ) ôóíêöèé –
ôóíêöèÿ, âîçðàñòàþùàÿ (ñîîòâåòñòâåííî, óáûâàþùàÿ)
íà èõ îáùåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.

á) Ðàçíîñòü âîçðàñòàþùåé è óáûâàþùåé (óáûâàþùåé è
âîçðàñòàþùåé) ôóíêöèé – ôóíêöèÿ, âîçðàñòàþùàÿ (ñîîò -
âåòñòâåííî, óáûâàþùàÿ) íà èõ îáùåé îáëàñòè îïðåäåëå íèÿ.

Óïðàæíåíèå 4. Äîêàæèòå îáà óòâåðæäåíèÿ (Â).
Óêàçàíèå.  Ìîæíî èñïîëüçîâàòü èçâåñòíûå âàì ñâîéñòâà ÷èñ-

ëîâûõ íåðàâåíñòâ.

Ïîíÿòíî, ÷òî ïåðâîå èç ñâîéñòâ (Â) âåðíî äëÿ ëþáîãî
êîíå÷íîãî ÷èñëà ñêëàäûâàåìûõ ôóíêöèé.

Çàäà÷à 3. Ðåøèòå óðàâíåíèå
3 3 94 1 1 6 6x x x- + + + - = .

Êîììåíòàðèé. Êîíå÷íî, íåìûñëèìî ðåøèòü ýòî óðàâíå-
íèå ïî÷ëåííûì âîçâåäåíèåì â ñòåïåíü (òðåòüþ, äåâÿòó þ,
ïðè÷åì íåîäíîêðàòíî!). Ýòî, êàê íè ñòðàííî, ñèëüíî îáëåã-
÷àåò çàäà÷ó – ïðåäîñòåðåãàåò îò íåïðàâèëüíîãî ïóòè è
çàñòàâëÿåò èñêàòü äðóãèå ñïîñîáû.

Ðåøåíèå. Ëåâàÿ ÷àñòü äàííîãî óðàâíåíèÿ – âîçðàñòàþùàÿ
ôóíêöèÿ (ñì. óòâåðæäåíèå (Â). Ïîýòîìó, ñîãëàñíî (À* ), ó
íåãî íå áîëåå îäíîãî êîðíÿ. Ðåøåíèå ëåãêî ïðåäúÿâèò ü – ýòî
õ = 7: ïðè ïîäñòàíîâêå åãî â óðàâíåíèå ïîëó÷àåì 3 + 2 + 1 =
= 6, ýòî – âåðíîå ðàâåíñòâî.

Îòâåò : õ = 7.
Òåïåðü ðàññìîòðèì çàäà÷ó, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðîé â óêà çàí-

íîì äóõå óäîáíî ïðèâëå÷ü èäåþ ñèììåòðèè (ýòà çàäà÷à
ïðåäëàãàëàñü íà çàî÷íîì òóðå îäíîé èç Ñîðîñîâñêèõ î ëèì-
ïèàä).

Çàäà÷à 4. Ðåøèòå óðàâíåíèå

( ) ( ) ( )7 7 17x x x x+ + + + +

+ ( ) ( )17 24 12 17 2x x+ + = + . (3)

Ðåøåíèå. Åñëè çàïèñàòü ïåðâîå ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå â
âèäå ( ) ( )0 7x x+ +  è íàíåñòè íà ÷èñëîâóþ îñü ÷åòûðå ÷èñëà,
êîòîðûå ñóììèðóþòñÿ ñ íåèçâåñòíîé âåëè÷èíîé âî âñåõ
ñêîáêàõ ëåâîé ÷àñòè, ìû óâèäèì, ÷òî ýòà ñèñòåìà èç ÷åòûðåõ
òî÷åê èìååò öåíòð ñèììåòðèè – òî÷êó 12 (îòíîñèòåëüí î íåå
ñèììåòðè÷íà ïàðà ÷èñåë 0 è 24, à òàêæå ïàðà 7 è 17) . Ïîýòîìó
çàìåíà ïåðåìåííîé t = x  + 12 (îòêóäà x = t – 12) ñèììåòðèçóåò
ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (3), êîòîðîå ïðèìåò âèä

( ) ( ) ( ) ( )12 5 5 5t t t t- - + - + +

+ ( ) ( )5 12 12 17 2t t+ + = + . (3*)

Îáîçíà÷èì ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (3*) ÷åðåç ( )f t . Çàìå-
òèì, ÷òî ôóíêöèÿ ( )f t  îïðåäåëåíà â ñèììåòðè÷íîé îòíîñè-
òåëüíî íóëÿ îáëàñòè
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12
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è îáëàäàåò ñâîéñòâîì ( ) ( )f t f t- = , ò.å. ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé.
Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ðåøèòü óðàâíåíèå (3*) äëÿ 12t ³ . Íî
ïðè ýòèõ çíà÷åíèÿõ t  êàæäûé èç òðåõ òðåõ÷ëåíîâ, ñòîÿùèõ
ïîä çíàêîì ðàäèêàëà â ëåâîé ÷àñòè (3*), âîçðàñòàåò,  çíà÷èò,
âîçðàñòàþò è êâàäðàòíûå êîðíè èç ýòèõ òðåõ÷ëåíîâ. Ï îýòî-
ìó, ïðèìåíèâ óòâåðæäåíèå (Â), ïîëó÷èì, ÷òî ïðè 12t ³
ëåâàÿ ÷àñòü (3*) – âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ, à çíà÷èò, óðàâ-
íåíèå èìååò íå áîëåå îäíîãî êîðíÿ. Íàõîäèì ïîäáîðîì , ÷òî
t  = 13 – êîðåíü (ïîäñòàâèâ ýòî çíà÷åíèå t  â ëåâóþ ÷àñòü
óðàâíåíèÿ (3*), ïîëó÷èì

8 12 5 18+ + = 2 2 12 15 2 12 17 2+ + = + ,

÷òî ðàâíî ïðàâîé ÷àñòè).
Èòàê, t = 13, îòêóäà õ = 1. Ïîñêîëüêó t = – 13 òîæå ðåøåíèå

óðàâíåíèÿ (3*), ïîëó÷àåì è âòîðîé êîðåíü èñõîäíîãî óðàâ-
íåíèÿ: õ = – 25.

Îòâåò : 1 1x = ; 2 25x = - .
Çàìå÷àíèå. Êîíå÷íî, ìîæíî íå äåëàòü çàìåíó ïåðåìåííîé,

à ðàññóæäàòü î ñèììåòðèè ëåâîé ÷àñòè îòíîñèòåëüíî
õ = 12 è èñïîëüçîâàòü åå ìîíîòîííîñòü ïðè 12x ³ , íî ýòî
âûãëÿäèò ìåíåå èçÿùíî è åñòåñòâåííî.

Ïîíÿòíî, ÷òî ñîîáðàæåíèÿ ìîíîòîííîñòè ìîãóò ïðèìå-
íÿòüñÿ íå òîëüêî ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé, íî è â çàäà ÷àõ ñ
íåðàâåíñòâàìè.

1 Çäåñü ìû èñïîëüçóåì èçâåñòíîå ñâîéñòâî ÷èñëîâûõ íåð à-
âåíñòâ: íåðàâåíñòâà ïðîòèâîïîëîæíîãî ñìûñëà ìîæíî ï î÷ëåííî
âû÷èòàòü, ñîõðàíÿÿ çíàê óìåíüøàåìîãî íåðàâåíñòâà (ò îãî, èç
êîòîðîãî  âû÷èòàþò). Âîîáùå, ìû ñîâåòóåì ïîâòîðèòü ñâîé-
ñòâà íåðàâåíñòâ, ïîñêîëüêó èìè ÷àñòî ïðèõîäèòñÿ ïîë üçîâàòüñÿ
ïðè èññëåäîâàíèè ôóíêöèé (â ÷àñòíîñòè, íà ìîíîòîííî ñòü).


