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âûõ  è  ïðîèçâåäåíèÿ  ïðàâûõ  ÷àñòåé  ïåðâûõ  äâóõ.
Îáîçíà÷èâ ÷åðåç à äëèíó ãîðèçîíòàëüíîé ñòîðîíû ïðÿìî-
óãîëüíèêà KLMN , à ÷åðåç b – äëèíó åãî âåðòèêàëüíîé
ñòîðîíû, çàïèøåì îñíîâíîå ðàâåíñòâî:

LA b KA NA b MA3 1 7 5- + - +c h c h
+ KA a NA MA a LA1 7 5 3- + - =c h c h
= MA b NA KA b MA4 6 8 5– –c h c h+ +

+ LA a MA NA a KA2 4 6 8- + -c h c h.

Ýòî ðàâåíñòâî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç òðåõ âñïîì îãà-
òåëüíûõ ðàâåíñòâ. Îíî îçíà÷àåò, ÷òî ñóììà ïëîùàäåé
÷åòûðåõ ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ LA A1 3 , NA A5 7,
KA A7 1 è MA A3 5 ðàâíà ñóììå ïëîùàäåé òðåóãîëüíèêîâ
MA A6 4 , KA A2 8 , LA A4 2 è NA A8 6 . Íî â òàêîì ñëó÷àå
ïëîùàäè  ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ  A A A A1 3 5 7 è A A A A2 4 6 8
ðàâíû.

Â.Ïðîèçâîëîâ

Ì1710 *.  Ïóñòü x, y, z, p, q, r – ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà
òàêèå, ÷òî p + q + r = 1, x y zp q r  = 1. Äîêàæèòå
íåðàâåíñòâî
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Äîêàæåì âíà÷àëå íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå íåðàâåí-
ñòâà.
Ëåììà 1.
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ãäå x > 0, 0 1< <a .
Äîêàçàòåëüñòâî . Ïðè x > 0 ðàññìîòðèì ôóíêöèþ
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Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò, ïîêà õ èçìåíÿåòñÿ â
ïðîìåæóòêå (0; 1], è óáûâàåò â ïðîìåæóòêå [1; + ¥ ).
Îòñþäà ÿñíî, ÷òî f 1b g = 1 – a  áóäåò íàèáîëüøèì
çíà÷åíèåì ôóíêöèè â ïðîìåæóòêå (0; + ¥ ).
Ëåììà 2.

a b a ba b a b£ + ,                      (2)

ãäå à, b, a , b  > 0, a  + b  = 1 .
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü â (1) õ = 
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îáîçíà÷èòü 1 – a  ÷åðåç b .
Ëåììà 3.

a b c a b ca b g a b g£ + + ,

ãäå a b c 0, , , , , ,a b g >  a b g+ + =  1.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü äâàæäû íåðà -
âåíñòâî (2):
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÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî áûëî áû ñîâåðøèòü è ïåðåõîä îò n ê
n + 1 è äîêàçàòü – ïî ìåòîäó ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè –
îáùåå íåðàâåíñòâî, êîòîðîå (â èçìåíåííûõ îáîçíà÷åíè -
ÿõ) èìååò âèä
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(ãäå a a q qn n1 1 0, , , , , ,K K >  q qn1 1+ + =K ).
Ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ ëèøü òîãäà, êîãäà a1 = … = an.
Ïåðåéäåì òåïåðü ê äîêàçàòåëüñòâó íåðàâåíñòâà çàäà÷è .
Âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì Êîøè—Áóíÿêîâñêîãî
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ãäå ui , v i , w i  ( i  = 1, 2) – äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà. Ïîëàãàÿ
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u qy rz2 = + , v px rz2 = + , w px qy2 = + ,

áóäåì èìåòü íåðàâåíñòâî
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· 2 px qy rz+ +b g,
èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî
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Òàê êàê p + q + r = 1, òî äëÿ îöåíêè ñóììû px + qy + rz
ñíèçó ìîæíî ïðèìåíèòü íåðàâåíñòâî ëåììû 3:

px qy rz x y zp q r+ + ‡ = 1.

Íåðàâåíñòâî çàäà÷è äîêàçàíî.
Çàìå÷àíèå 1 . Ïîëàãàÿ â íåðàâåíñòâå (3) q1= … = qn  = 
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Èç íåðàâåíñòâà (3) íåòðóäíî âûâåñòè òàêæå è íåêîòîð ûå
äðóãèå êëàññè÷åñêèå óòâåðæäåíèÿ. Íàïðèìåð, ëåãêî ïî -
ëó÷èòü òàê íàçûâàåìîå íåðàâåíñòâî Êîøè—Ã¸ëüäåðà:
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à òàêæå íåðàâåíñòâî, íîñÿùåå èìÿ Ìèíêîâñêîãî:
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Çàìå÷àíèå 2.  Ïîëîæèì â íåðàâåíñòâå çàäà÷è p = q = r =
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