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Ñêåéëèíãè â áèîëîãèè
À.ÌÈÍÅÅÂ

ÂÏÎÑËÅÄÍÅÅ   ÂÐÅÌß   ÏÐÎÈÑÕÎÄßÒ
âàæíûå èçìåíåíèÿ â îñìûñëåíèè îã-

ðîìíîé áàçû íàêîïëåííîé áèîëîãè÷åñêîé
èíôîðìàöèè. Ï îñòåïåííî ñòàíîâèòñÿ ïî-
íÿòíîé ïðèðîäà ðÿäà ýìïèðè÷åñêèõ ñîîò-
íîøåíèé (èíà÷å íàçûâàåìûõ ñêåéëèíãà-
ìè) äëÿ æèâûõ îðãàíèçìîâ. Î êàçàëîñü,
÷òî ýòè ñîîòíîøåíèÿ åñòåñòâåííî ñëåäóþò
èç ïðåäñòàâëåíèé î ñîñóäèñòîé ðàçâåòâ-
ëåííîé ñòðóêòóðå êðîâåíîñíîé è äûõà-
òåëüíîé ñèñòåì îðãàíèçìà.

×òî òàêîå ñêåéëèíã

Ñêåéëèíãîì (îò àíãë. scaling – ìàñøòàá-
íîå ïðåîáðàçîâàíèå) íàçûâàþò ñòåïåííóþ
çàâèñèìîñòü êàêîé-ëèáî ôóíêöèè îò ïàðà-
ìåòðîâ. Â áèîëîãèè â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà
÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ìàññà òåëà, ñàìî ìàñø-
òàáèðîâàíèå íàçûâàþò àëëîìåòðèåé, à ñêåé-

ëèíã çàâèñèìîñòè îò ìàññû òåëà çàïèñûâà-
þò â âèäå

0 ò
bY Y M� ,

ãäå òM  – ìàññà òåëà, b è 0Y  – ïàðàìåòðû
ìàñøòàáèðîâàíèÿ.

Ï ðèìåðîì ñêåéëèíãà òàêîãî òèïà ÿâëÿ-
åòñÿ çàâèñèìîñòü èíòåíñèâíîñòè ìåòàáî-
ëèçìà Ð, ò.å. ïîãëîùàåìîé èëè âûäåëÿå-
ìîé îðãàíèçìîì ìîùíîñòè (â âàòòàõ) îò
ìàññû òåëà (â êèëîãðàììàõ):

3 4
ò3P M�| .

Òàêàÿ çàâèñèìîñòü ïðîñëåæèâàåòñÿ äëÿ
âñåõ ìëåêîïèòàþùèõ, ðàçëè÷àþùèõñÿ ïî
ìàññå íà ìíîãî ïîðÿäêîâ. Í à ðèñóíêå 1
ïðèâåäåí ïîäðîáíûé âàðèàíò êðèâîé «îò
ìûøè äî ñëîíà ».

Åñëè òåëî îäíîðîäíî (áåç âíóòðåííåé
ñòðóêòóðû), òî èìååò ìåñòî çàêîí «òðåòü-

Ðèñ. 1. Çàâèñèìîñòü ìîùíîñòè ìåòàáîëèçìà îò ìàññû ò åëà äëÿ ìëåêîïèòàþùèõ
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èõ äîëåé ». Òàê, äëÿ îäíîðîäíîãî  òåëà
îæèäàåòñÿ, ÷òî èíòåíñèâíîñòü  ìåòàáîëèç-
ìà  Ð, à ñ íèì  è òåïëîîòâîä  ïðîïîðöèîíàëü-
íû  ïëîùàäè  òåëà S, â òî  âðåìÿ  êàê ìàññà
òåëà òM  ïðîïîðöèîíàëüíà  îá úåìó  òV .
Îòñþäà  ïîëó÷àåì  ñêåéëèíã äëÿ ìîùíîñòè
ìåòàáîëèçìà  â âèäå

2 3 2 3
ò òP S V M: : : .

Â òî  æå âðåìÿ  ðåàëüíàÿ çàâèñèìîñòü
íåñêîëüêî  îòëè÷àåòñÿ:

3 4
òP M: .

Ýòî  ñîîòíîøåíèå  ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì  çàêî-
íà  «÷åòâåðòûõ äîëåé»,  âûïîëíÿþùåãîñÿ
äëÿ áîëüøèíñòâà  áèîëîãè÷åñêèõ ÿâëåíèé.
Â ýòîì  ñëó÷àå çàêîí  ìàñøòàáèðîâàíèÿ
ìîæíî  ïðåäñòàâèòü â âèäå

�� �� 1
öåëîå ÷èñëî

4
b � �u .

Òàê, èíò åí ñèâí îñ òü ì åòàáîëè çìà  ì åíÿ åòñÿ
ñ ìà ññîé êàê 3 4

òM , ï ëî ùàäü ñåðäå÷í î é
àî ðòû ïð î ï î ðöèî íà ëüíà  3 4

òM , ïð î äîë æè-
òåëüí îñ òü æèçí è î ðãàíèçìà  ïð î ï î ðöèî -
íà ëüíà  1 4

òM , äëèòåëüí îñ òü ñåðäå÷í î ãî
öèêëà ì ëåêî ï èòàþù èõ ìà ñøòàáèðóåòñÿ êàê

1 4
òM ��  è ò.ä.
Î ñî áåíí îñ òü áèîëî ãè÷åñêèõ î áúåêòî â ñî -

ñòîè ò â íà ëè÷èè âíóòðåííåé ñòðóêòóðû .
Îíà  ñâÿçàíà ñ í åî áõî äèì îñ òüþ ðàñïð åäå-
ëåí èÿ âäûõàåì î ãî  êèñëî ðî äà ï î  ðàçëè÷-
íûì  ÷àñòÿì  î ðãàíèçìà,  â êî òî ðûõ  è ïð î òå-
êàþò ðåàêöèè î êèñëåí èÿ ñ âûäåëåí èåì
ýí åðãèè. Ï î ïð î áóåì  âûÿ ñí èòü, êàêî é ïð î -
ñòåéø èé òèï  ñòðóêòóðû ì î æåò ïð èâåñòè ê
çàêî íó  «÷åòâåðòûõ äîëå é».

Ðàçâåòâëÿþùèåñÿ ñòðóêòóðû –
ôðàêòàëû

Ïð èì åì,  ÷òî  ï î äâî ä ýí åðãèè âíóòðè òåëà
ê êëåòêàì  îñ óù åñòâëÿåòñÿ ñ ï î ì î ùüþ  ðàç-
âåòâëÿþù èõñÿ ñòðóêòóð. Òàêèì è ñòðóêòó-
ðàì è â î ðãàíèçì å æèâî òíûõ  ÿâëÿþòñÿ äû-
õàòåëüíàÿ ñèñòåìà  è êðîâåíîñíàÿ ñèñòå-
ìà. Äûõàòåëüíàÿ  ñèñòåìà  î òâå÷àåò, â ÷àñò-
í îñ òè, çà ï îñ òóï ëåí èå êèñëî ðî äà – îñ í î â-
í î ãî  ï îñ òàâùèêà ýí åðãèè ïð è ðåàêöèÿõ
î êèñëåí èÿ. Â êðî âåí îñ í î é ñèñòåì å êèñëî -
ðî ä ñâÿçûâàåòñÿ ýðèòðî öèòàì è è ðàçí îñè ò-
ñÿ ñ êðî âüþ ï î  î ðãàíèçìó.

Áóäåì  ïð î âî äèòü î öåíê è íà  ì î äåëè êðî -
âåí îñ í î é ñèñòåìû,  ñëåäóÿ ðàáî òàì  ãðóïïû
àì åðèêàí ñêèõ ó÷åíûõ  ( G.B .West ,
J.H.Brown, B .J.Enquist; ñì.  ñï èñî ê ëèòå-
ðàòóðû â êî íö å ñòàòüè).  Â í åé ïð îèñ õî äèò
ï îñ òåï åíí îå  ðàçâåòâëåí èå ñåòè êðî âåí îñ -
íûõ  ñîñóäî â – î ò àî ðòû ê êàï èëëÿðàì.  Äëÿ
ïð îñ òî òû áóäåì  ï îë àãàòü, ÷òî  êðî âåí îñ -
íû å ñîñóäû  ÿâëÿþòñÿ æåñòêèìè  òðóáî÷ -
êàì è, êî òî ðû å ïð î õî äÿò N ãåí åðàöèé ðàç-
âåòâëåí èÿ íà  n áîëåå ì åëêèõ òðóáî÷åê
(ð èñ.2; çäåñü n =  2).  Îá î çíà ÷èì  ðàäèóñ
ñîñóäà íà  k-é ãåí åðàöèè ÷åðåç kr , à äëèíó
– ÷åðåç kl . Ïð èì åì  òàêæå, ÷òî  êàê äûõà-

òåëüíàÿ,  òàê è êðî âåí îñ íàÿ  ñèñòåìû  î áëà-
äàþò ôðàêòàëüíûìè  ñâî éñòâàì è, ò.å. ï î -
äî áèåì  ïð è ðàçâåòâëåí èè. À èì åíí î , èì ååò
ì åñòî  ñëåäóþùàÿ  ñâÿçü ì åæäó ðàäèóñàì è
è äëèíàì è ñîñóäî â íà  ñîñåäí èõ ãåí åðà-
öèÿõ:

1 21k

k

r
n

r
���� � , 1 31k

k

l
n

l
���� � .

Ï åðâîå  ñîî òí î ø åí èå ñëåäóåò èç çàêî íà
ñî õðàí åí èÿ ï ëî ùàä è ñîñóäî â:

2 2
1k kr n r ���S � �S ,

à âòî ðîå  – èç áîëåå ñëî æí î ãî  çàêî íà  ñî õðà-
í åí èÿ «çî íû  î áñëóæèâàí èÿ» êðî âåí îñ í î -
ãî  ñîñóäà, ïð î ï î ðöèî íà ëüí î é õàðàêòåðí î -
ìó  î áúåìó  ( åãî  íàçâàþò  «ïð îñ òðàíñòâåíí î
çàï îë í åííûì  ôðàêòàëî ì»):

3 3
1

4 4
3 3k kl n l ���S � �S .

Ï îë ó÷åííûõ  ñîî òí î ø åí èé â ïð èíö èï å
óæå äîñ òàòî÷ í î  äëÿ òî ãî , ÷òî áû  ñäåëàòü
í åêî òî ðû å âûâî äû.  Îäíàê î  â òî  âðåìÿ  êàê

Ðèñ. 2. Ïðîöåññ ðàçâåòâëåíèÿ ñîñóäèñòîé ñèñòå-
ìû (ïîêàçàíû ïåðâûå òðè âåòâëåíèÿ)
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äëÿ ìàò åìàò èêà ïð î öåññ ðàçâåòâëåí èÿ ì î -
æåò áûòü ô î ðìà ëüí î  áåñêî í å÷íûì,  ô èçèê
è áèîëî ã î áÿçàíû  ïð èíÿòü  âî  âí èìàí èå òî ,
÷òî  ó ýòî ãî  ïð î öåññà åñòü íà ÷àëî  è åñòü
êî í åö.

Â ÷àñòí îñ òè, ó áèîëî ãè÷åñêèõ î áúåêòî â
èì ååòñÿ íà èì åíüø èé ðàçì åð, äî  êî òî ðî ãî
âî çì î æí î  âåòâëåí èå, ìà ñøòàáà ðàçì åðà
êëåòêè ñ 10d :  ì èêðî í  ( 510��   ì).  Äåé-
ñòâèòåëüí î , êðî âåí îñ íûõ  ñîñóäî â ñ äèà-
ì åòðî ì,  ñóù åñòâåíí î  ì åíüø èì  ñd , í å ñó-
ù åñòâóåò, à äèàì åòð íà èáîëåå ì åëêèõ ñî -
ñóäî â (êàï èëëÿðî â) ñîñòàâëÿåò 5–10 ì èê-
ðî í.  Ï î äî áíàÿ  î öåíêà  ì èí èìà ëüíûõ  ðàç-
ì åðî â èì ååò ì åñòî  è â ñëó÷àå äûõàòåëüí î é
ñèñòåìû.

Ìàê ñèìà ëüíûé  ðàçì åð, åñòåñòâåíí î , òàê-
æå î ãðàíè÷åí.  Äëÿ êðî âåí îñ í î é ñèñòåìû
î í  ñâÿçàí  ñ ðàçì åðàì è ñåðäöà ì ëåêî ï èòà-
þù åãî , äëÿ äûõàòåëüí î é ñèñòåìû  – ñ ðàç-
ì åðî ì  ãî ðëà.

Èíâàðèàíòû

Îòì åòèì  âàæíåéø èì  ñâî éñòâî ì  âñåãî
æèâî ãî  òî ò ôàêò, ÷òî  íà  ï îñëåäí åì  óðî âí å
âåòâëåí èÿ ïàðàì åòðû ñîñóäèñòî é ñèñòåìû
ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòàìè , ò.å. í å çàâèñÿò
î ò ìà ññû  æèâî ãî  î ðãàíèçìà.

Åñëè î áî çíà ÷èòü ðàäèóñ êðî âåí îñ í î ãî
ñîñóäà ñ ì èí èìà ëüíûì  ðàçì åðî ì  (êàï èë-
ëÿðà)  ÷åðåç cr , åãî  äëèíó  – ÷åðåç cl  è
ñêî ðîñ òü äâèæåí èÿ êðî âè ï î  ýòèì  ñîñóäàì
– ÷åðåç cu , òî  ýòè âåëè÷èíû  î äèíàê î âû  êàê
äëÿ ìûø è, òàê è äëÿ ñëî íà.  Ýòî  ì î æí î
çàï èñàòü òàê:

0 0 0
c ò c ò c ò, ,r M l M u M: : : .

Ïð èâåäåì  (í åñêîë üêî  î êðóãëÿÿ)  çíà ÷åí èÿ
ýòèõ èíâàð èàíòî â:

6
c 5 10  ì 5 ìêìr ���| �˜ � ,

 3
c 10  ì 1 ììl ���| � ,

 3
c 10  ì c 1 ìì cu ���| � .

Êðî ì å òî ãî , èíâàð èàíòî ì  ÿâëÿåòñÿ òàêæå
è ï åðåïàä  äàâëåí èÿ p�'  ï î  êàï èëëÿðó,
êî òî ðûé  âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïàðàì åòðû cr ,

cl  è cu :

3c c
2
c

8
10  Ï à

u l
p

r

�P
�' � : ,

ãäå �� �� 34 5 10  Ï à ñ���P � �� �˜ �  ̃ –  âÿçêîñ òü
êðî âè.

Ïðèìåðû ñêåéëèíãîâ
äëÿ ìëåêîïèòàþùèõ

à) Ïîëíûé îáúåì êðîâè â îðãàíèçìå.  Îí
ñêëàäûâàåòñÿ èç î áúåìà  êðî âè âî  âñåõ
ñîñóäàõ:

2

0

N

k k k
k

V r l N
� 

� �S�¦ ,

ãäå kN  – êîëè÷åñòâî  ñîñóäî â íà  k-ì  ðàç-
âåòâëåí èè. Ëåãêî  ï î êàçàòü, ÷òî  k

kN n� , à
äëÿ ï îñëåäí åãî , N-ãî  ðàçâåòâëåí èÿ êîëè -
÷åñòâî  òàêèõ ñàìûõ  òî íê èõ êàï èëëÿðî â
ñîñòàâëÿåò c

NN n= . Èç  ñîî òí î ø åí èé ì åæ-
äó ðàäèóñàì è è äëèíàì è ñîñóäî â íà  ñîñåä-
í èõ ãåí åðàöèÿõ ì î æí î  ï îë ó÷èòü

0 0
2 3,k kk k

r l
r l

n n
� � ,

ãäå 0r  è 0l  – ðàäèóñ è äëèíà  ìàê ñèìà ëüí î -
ãî  ñîñóäà (àî ðòû),  è âûðàçèòü ï îë íûé
î áúåì  êðî âè ÷åðåç î áúåì  àî ðòû 0V :

0
0

N
k

k

V V s
� 

� �˜�¦ .

Çäåñü 2
0 0 0V r l� �S  – î áúåì  àî ðòû è 1 3s n��� .

Ïð è ñóìì èðî âàí èè âîñ ï îë üçóåì ñÿ òî æäå-
ñòâî ì

�� ���� ��1 21 1 1N Ns s s s s���� � �� �� �� �� ��K

è, ï îñ êîë üêó s < 1, à ï îë í îå  êîëè÷åñòâî
ðàçâåòâëåí èé 1N ?  (ä ëÿ ÷åëî âåêà

30N : ),  ï îë ó÷èì,  ïð åí åáðåãàÿ âåëè÷è-
í î é 1Ns �� ,

0 0
01 3 4,85

1 1

V V
V V

s n��
� � �|

�� ��
,

ò.å. ï îë íûé  î áúåì  êðî âè âñåãî  â í åñêîë üêî
ðàç ïð åâûøà åò î áúåì  êðî âè â àî ðòå. Åñëè
ñâÿçàòü î áúåì  àî ðòû ñ î áúåì î ì  êàï èëëÿðà:

2 4 3 4 3
0 c c c c cV r l N V N� �S � ,

òî  î êàçûâàåòñÿ, ÷òî  ï îë íûé  î áúåì  êðî âè
ì åíÿ åòñÿ êàê êîëè÷åñòâî  êàï èëëÿðî â â
ñòåï åí è 4 3 :

4 3 4 3c
c c c1 3

5
1

V
V N V N

n��
� 

��
: .

á) Ïîëíûé ïîòîê êðîâè ïî ñîñóäàì .
Çàêî í  ñî õðàí åí èÿ ï î òî êà êðî âè dQ dt
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äîë æåí  âûï îë íÿòü ñÿ íà  êàæäî ì  óðî âí å
âåòâëåí èÿ, ï î ýòî ìó  ì î æí î  çàï èñàòü

2 2 2
0 0 ñ ñ ñk k k

dQ
r u r u N r u N

dt
� �S � �S � � �SK .

Ï îñ êîë üêó ñíàáæåí èå î ðãàíèçìà  ýí åðãèåé
îñ óù åñòâëÿåòñÿ çà ñ÷åò ñî äåðæàùåãîñ ÿ â
êðî âè êèñëî ðî äà, òî  ï îë ó÷èì,  ÷òî  ì î ù-
í îñ òü ì åòàáîëè çìà  ïð î ï î ðöèî íà ëüíà  ï î -
òî êó êðî âè, ò.å. ï îë í î ìó  êîëè÷åñòâó êà-
ï èëëÿðî â:

ñ
dQ

P N
dt

: : .

â) Ñâÿçü ìåæäó ìàññîé êðîâè è îáúåìîì
òåëà.  Îá úåì,  à çíà ÷èò è ìà ññà, êðî âè
ïðÿì î  ïð î ï î ðöèî íà ëåí  ìà ññå òåëà:

êð òV M M: : .

Ýòî  ñîî òí î ø åí èå ïðÿì î  ñëåäóåò èç ïð èí-
öèïà  ì èí èìóìà  ýí åðãèè, î äíàê î  âûâî ä åãî
í åñêîë üêî  ñëî æåí  è ï î ýòî ìó  çäåñü í å ïð è-
âî äèòñÿ. Îí î  õî ðî ø î  ñîî òâåòñòâóåò äàí-
íûì  íàá ëþä åí èé: äëÿ âñåõ ì ëåêî ï èòàþ-
ù èõ ìà ññà öèðêóëèðóþù åé êðî âè ñîñòàâ-
ëÿåò 5% î ò ìà ññû  òåëà:

êð

ò

0,05 5%
M

M
� � .

Îòì åòèì,  ÷òî  ï î äî áíàÿ  ïð î ï î ðöèî íà ëü-
í îñ òü èì ååò ì åñòî  è äëÿ äûõàòåëüí î é ñèñ-
òåìû  – ìà ññà ëåãêèõ ïð î ï î ðöèî íà ëüíà
ìà ññå òåëà:

ë

ò

0,011 1,1%
M

M
� � .

Â ðåçóëüòàòå ï îë ó÷àåò î áúÿñí åí èå ïð èðî -
äà áîë üøèí ñòâà çîîëî ãè÷åñêèõ ï îñ òî ÿí-
íûõ.  Â ÷àñòí îñ òè, ï îñ òî ÿí ñòâî  î òí î ø åí èÿ
ìà ññû  êðî âè ê ìà ññå òåëà, ìà ññû  ñåðäöà ê
ìà ññå òåëà è ò.ä.

ã) Ìîùíîñòü ìåòàáîëèçìà.  Òåï åðü ìû
âï ëî òíóþ  ïð èáëèçèëèñü ê ãëàâí î é öåëè –
î ïð åäåëåí èþ  ñâÿçè ì åæäó ì î ùí îñ òüþ ì å-
òàáîëè çìà  è ìà ññîé òåëà æèâî òíûõ,  ò.å. ê
èñêî ì î ìó  çàêî íó  «òðåõ ÷åòâåðòûõ»:

3 4 3 4
c òP N V M: : : .

ä) Äàâëåíèå, íåîáõîäèìîå äëÿ ïðîêà÷êè
êðîâè. Âÿçêîñ òü êðî âè ïð èâî äèò ê ï î òåðÿì
äàâëåí èÿ ïð è ïð î êà÷êå ï î  ñîñóäàì.  Ñî ïð î -
òèâëåí èå kR , ñâÿçàíí îå  ñ âÿçêîñ òüþ, äëÿ
îòäåëüíîé òðóáî÷êè  ì î æåò áûòü âû÷èñ-

ëåí î  ï î  ô î ðìó ëå

4

8 k
k

k

l
R

r

�P
� 

�S
.

À äëÿ ñåòè êðî âåí îñ íûõ  ñîñóäî â, âêëþ ÷à-
þù åé êàê ï îñëåäî âàòåëüíû å, òàê è ïàðà ë-
ëåëüíû å ýëåì åíòû  ( ñì.  ðèñ.2),  ï îë í îå
ñî ïð î òèâëåí èå R�6 ì î æí î  çàï èñàòü â âèäå

4
0 0

8N N
k k

k
kk k k

R l
R

N r n
�6

� � 

�P
� � 

�S
�¦ �¦ .

Ï îñëå í åñëîæíûõ  ïð åî áðàçî âàí èé ñ èñ-
ï îë üçî âàí èåì  ñîî òí î ø åí èé

0 0
c c1 2 1 3

c c

,
r l

r l
N N

� � 

ï îë ó÷èì

c c
2 3

c c

1
2,7

1

R R
R

N Nn
�6 ��

� �|
��

.

Âèäí î , ÷òî  ï î òåðè äàâëåí èÿ íà  ïð î êà÷êó
ñêâî çü ñåòü êðî âåí îñ íûõ  ñîñóäî â í å çàâè-
ñÿò î ò ìà ññû  òåëà: ï îñ êîë üêó cdQ dt N: ,
òî

0
0 ò

dQ
p R M

dt�6�' � : .

È  äåéñòâèòåëüí î , äëÿ âñåõ ì ëåêî ï èòàþ-
ù èõ àðòåðèàëüí îå  äàâëåí èå êðî âè ìà ñø-
òàáà 100  ìì ðò. ñò., èëè 41,3 10�˜   Ïà.

å) Ñîïóòñòâóþùèå ñêåéëèíãè.  Êàçà-
ëîñ ü áû,  èçëî æåííàÿ  âûø å ì î äåëü ñëèø-
êî ì  ïð îñ òà. Òàê, êðî âåí îñ íû å ñîñóäû
ïð åäñòàâëåíû  â âèäå æåñòêèõ òðóáî ê, â
òî  âðåìÿ  êàê êðî âü â ðåàëüíûõ  ñîñóäàõ
ïó ëüñèðóåò, ñîñóäû  ï åðèî äè÷åñêè ðàñø è-
ðÿþòñÿ è ñóæàþòñÿ è ò.ä. Îäíàê î  áîëåå
ï î äðî áíûé  àíà ëèç ï î êàçàë, ÷òî  ó÷åò ýòèõ
ýôô åêòî â í å èçì åíÿ åò êî í å÷íûõ  âûâî -
äî â. Ì î æí î  ñêàçàòü, ÷òî  ó÷èòûâàëèñü
òîë üêî  ëàì èíàðíû å (ñï î êî éíû å)  òå÷åí èÿ,
äëÿ êî òî ðûõ  ñïðàâ åäëèâû  íàï èñàííû å
âûø å ñîî òí î ø åí èÿ. Í î  â ñîñóäèñòî é ñèñ-
òåì å êðî âü è í å äîë æíà ï åðåõî äèòü â
õàî òè÷åñêèé, òóðáóëåíòíûé  ðåæèì  – ýòî
î äí î  èç îñ í î âíûõ  óñëî âèé í î ðìà ëüí î é
ðàáî òû ñåðäöà.

Îêàçà ëîñ ü, ÷òî , êðî ì å ïð åäñêàçàíèÿ âåð-
í î ãî  çàêî íà  äëÿ ì î ùí îñ òè ì åòàáîëè çìà,
ï îñ òî ÿí ñòâà ï åðåïàäà  àðòåðèàëüí î ãî  äàâ-
ëåí èÿ ó ðàçíûõ  æèâî òíûõ  è ïð î ï î ðöèî -
íà ëüí îñ òè ìà ññû  êðî âè è ëåãêèõ ìà ññå
òåëà, âî çì î æíà ô î ðìó ëèðî âêà è í åêî òî -
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ðûõ  äðóãèõ çàêî í î â ìà ñ-
øòàáèðî âàí èÿ, âûï îë íÿ-
þù èõñÿ â ïð èðî äå. Ïð è-
âåäåì  ïð èì åðû  åù å í å-
ñêîë üêèõ ñêåéëèíã î â, êî -
òî ðû å åñòåñòâåíí î  ñëåäó-
þò èç ì î äåëè.

•  Ï îñ êîë üêó ðàäèóñ
àîðòû  0r  ì åíÿ åòñÿ êàê

1 2
0 cr N: , à êîëè÷åñòâî

êàï èëëÿðî â 3 4
c òN M: , òî
3 8

0 òr M: .

•  Ï î òî ê êðî âè
2
0 0dQ dt r u� �S  ïð î ï î ðöè-

î íà ëåí  3 4
òM , à ðàäèóñ

àî ðòû 0r  ïð î ï î ðöèî íà ëåí
3 8
òM , ï î ýòî ìó  ñêîðîñòü

êðîâè ïî àîðòå  ó ðàçíûõ
ì ëåêî ï èòàþù èõ î äèíàê î -
âà:

0
0 òu M: .

•  Âðåìÿ öèðêóëÿöèè
êðîâè  t ì î æí î  î ïð åäå-
ëèòü, ï î äåëèâ î áúåì  êðî -
âè íà  ï î òî ê:

0

0

V l
t

dQ dt u
� � .

Ï îñ êîë üêó 0u  í å çàâèñèò î ò ìà ññû,  òî
1 4

0 òt l M: : .

•  Êîëè÷åñòâî  êàï èëëÿðî â
3 4

c òN M: ,

÷òî  í åï îñ ðåäñòâåíí î  ñëåäóåò èç ï îë ó÷åí-
í î ãî  ðàí åå âûðàæåí èÿ äëÿ ì î ùí îñ òè ì åòà-
áîëè çìà.

Ðåçóëüòàòû ñî ï îñ òàâëåí èÿ ì î äåëè ñ äàí-
íûì è íàá ëþä åí èé ïð èâåäåíû  â òàáëèöå
ñêåéëèíã î â äëÿ æèâî òíûõ.  Êàê âèäí î  èç
ýòî é òàáëèöû,  äëÿ óêàçàííûõ  ïàðàì åòðî â
íàá ëþäàåòñÿ äî âîë üí î  õî ðî ø åå ñîî òâåò-
ñòâèå ïð åäñêàçàíèé ì î äåëè ñ î ïûòíûì è
äàííûì è.

À ÷òî äëÿ äåðåâüåâ?

Ó æèâî òíûõ  äèàì åòð ñîñóäî â óì åíüøà-
åòñÿ î ò àî ðòû ê êàï èëëÿðó (êð î âåí îñ íàÿ

ñèñòåìà)  è î ò òðàõåè ê àëüâåîëå (äûõà-
òåëüíàÿ  ñèñòåìà).  Î ñí î âí îå  î òëè÷èå ñîñó-
äèñòî é ñèñòåìû  äåðåâüåâ (ïð è í åêî òî ðî ì
âí åøí åì  ñõî äñòâå)  ñîñòîè ò â òî ì,  ÷òî
äèàì åòð ñîñóäî â äåðåâà î ò êî ðí åé ï î  ñòâî -
ëó äî  ëèñòüåâ ïð èì åðí î  î äèíàê î â (ð èñ.3).
Äåéñòâèòåëüí î , âî äî ïð î âî äÿùàÿ  ñèñòåìà

Ñêåéëèíãè äëÿ æèâîòíûõ

Ðèñ. 3. Îòëè÷èå â ñòðîåíèè ñîñóäèñòîé ñèñòåìû
ó ìëåêîïèòàþùèõ (ñëåâà) è äåðåâüåâ (ñïðàâà)



äåðåâüåâ èñï îë üçóåò â êà÷åñòâå ñîñóäî â
ï îë û å êàíàëû,  î áðàçî âàííû å èç î äðåâåñ-
í åâøèõ êëåòî ê êàìá èÿ. È  î ò îñ í î âàí èÿ
äåðåâà äî  åãî  âåðø èíû  ñîñóä ôàêòè÷åñêè
î áðàçóåò åäèíûé  òî íê èé êàíàë. Ï î ýòî ìó,  â
÷àñòí îñ òè, óðî âåíü  äàâëåí èé, í åî áõî äè-
ìûõ  äëÿ ï î äúåìà  âî äû  ê ëèñòüÿì,  ñóù å-
ñòâåíí î  áîë üøå, ÷åì  ïð è ïð î êà÷êå êðî âè â
î ðãàíèçì å æèâî òíûõ,  è ñîñòàâëÿåò äåñÿò-
êè àòì îñ ô åð.

Î  êàêî ì  óðî âí å ï åðåïàäà  äàâëåí èé èäåò
ðå÷ü? Ï åðåïàä  äàâëåí èé ó âûñî êèõ äåðå-
âüåâ, âûñî òî é 100 150 ìh ��: , ñîñòàâëÿåò

ä 20 30 àòìp�' �| �� . Òàêî é æå óðî âåíü  äàâ-
ëåí èé â êëåòêàõ ðàñòåí èé áîëî ò, à íà
çàñîëåííûõ  ï î÷ âàõ î í  ì î æåò äîñ òè÷ü è
100  àòì.  Òàêèì  î áðàçî ì,  â ñîñóäèñòî é
ñèñòåì å âûñî êèõ äåðåâüåâ ï åðåïàä  äàâëå-
í èé ì î æåò áûòü â ñî òí è ðàç áîë üøå, ÷åì  â
ñèñòåì å ñîñóäî â æèâî òíûõ.

Íà ÷í åì  ñ î áñóæäåí èÿ òàêî ãî  âî ïð îñ à:
ì î ãóò ëè î áåñï å÷èòü òàêî é ï åðåïàä  êàï èë-
ëÿðíû å ÿâëåí èÿ èëè îñ ì îñ ?

Ñ êàï èëëÿðíûì è ÿâëåí èÿì è êàæäûé èç
âàñ, êî í å÷í î , âñòðå÷àëñÿ. Ïð îñ òåéø èì
ïð èì åðî ì  ÿâëÿåòñÿ âï èòûâàí èå òðÿïê î é
âî äû  ïð è óáî ðêå ï î ì åù åí èé. Ïð î âåäåì
òàêî é î ïûò:  äåðæà ïð î ì î êàøêó â ðóêàõ,
î ïó ñòèì  åå êî í ÷èê â âî äó èëè ÷åðí èëà è
ïð îñëåäèì  çà ðàñïð îñ òðàíåí èåì  âîë íû
íàì î êàí èÿ. Äîñ òèãíóâ î ïð åäåëåíí î é âû-
ñî òû ï î äúåìà  æèäêîñ òè, ýòî ò ïð î öåññ îñ òà-
í î âèòñÿ. Âû ñî òà ï î äúåìà  æèäêîñ òè ñâÿçà-
íà  ñ åå ñâî éñòâàì è è ñ õàðàêòåðíûì  ðàçì å-
ðî ì  ñòðóêòóðû âîëî êî í  ïð î ì î êàòåëüí î é
áóìàãè.

Êîëè÷åñòâåííóþ  î öåíêó  êàï èëëÿðíûõ
ñèë, èëè, èíà ÷å, ñèë ï î âåðõí îñ òí î ãî  íàòÿ-
æåí èÿ, ì î æí î  ï îë ó÷èòü, î ïð åäåëèâ âûñî -
òó ï î äúåìà  âî äû  h â êàï èëëÿðå äèàì åòðî ì
d ñ õî ðî ø î  ñìà ÷èâàåìûì è ñòåíêàì è. Ïð è-
ðàâíÿâ  ñèëó ï î âåðõí îñ òí î ãî  íàòÿæåí èÿ

d�S �V ñèëå òÿæåñòè ñòîë áà âî äû  2 4g d h�U �S ,
ï îë ó÷èì

4
h

gd
�V

�|
�U

.

Ïð è çíà ÷åí èè êî ýôô èöèåíòà ï î âåðõí îñ ò-
í î ãî  íàòÿæåí èÿ äëÿ âî äû  0,07 Í ì�V �|  è
äèàì åòðå ñîñóäà 510d ���|   ì  (ýòî  ì èí è-
ìà ëüíûé  ìà ñøòàá ðàçì åðî â ñîñóäî â â òåëå

æèâî òíûõ  è â ðàñòåí èÿõ)  ýòî  äàåò h 3�| ì.
Ñîî òâåòñòâóþù åå äàâëåí èå ñîñòàâëÿåò

pêàï
4 23 10 Í ì 0,3gh� �U �| �˜ �   àòì.

Âèäí î , ÷òî  ï îñ êîë üêó âåëè÷èíà  êàï èëëÿð-
í î ãî  ï î äúåìà  âî äû  ñóù åñòâåíí î  í èæå âû-
ñî òû áîë üøèõ äåðåâüåâ, 3 ì 100= ì,  òî
êàï èëëÿðíû å ñèëû  í å ì î ãóò èãðàòü îñ í î â-
í î é ðîëè  â ï î äúåì å âî äû  íàâ åðõ äåðåâà.

Î ñì î òè÷åñêèå ñèëû  ïð î ÿâëÿþòñÿ â ñëó-
÷àå, êî ãäà äâå ðàçíû å æèäêîñ òè ðàçäåëåíû
ï îë óí åïð î í èöàåì î é ï åðåãî ðî äêî é, êî òî -
ðàÿ õî ðî ø î  ïð î ïó ñêàåò ì îëå êóëû  î äí î é
èç æèäêîñ òåé, ñêàæåì  âî äû,  è í åïð î í èöà-
åìà  äëÿ ì îëå êóë äðóãî é æèäêîñ òè, íàïð è-
ì åð ï î âàðåíí î é ñîëè  NaCl.  Â ýòî ì  ñëó÷àå
ñïó ñòÿ í åêî òî ðîå  âðåìÿ  äàâëåí èå ì îëå êóë
âî äû  ï î  î áå ñòî ðî íû  ï åðåãî ðî äêè óðàâí î -
âåñèòñÿ, à ñî óäàðåí èÿ ñ ï åðåãî ðî äêî é ì î -
ëåêóë NaCl  ñî çäàäóò èçáûòî÷ í îå  äàâëå-
í èå, íàçûâà åì îå  îñ ì î òè÷åñêèì  äàâëåí èåì

îñìp .
Åñëè èñï îë üçî âàòü ýòó èíô î ðìàö èþ  ïð è-

ì åí èòåëüí î  ê äåðåâüÿì,  òî  â í èõ ýëåì åí-
òàðí î é îñ ì î òè÷åñêî é ÿ÷åéêî é ÿâëÿåòñÿ
êëåòêà, êî òî ðàÿ ì î æåò î áì åí èâàòüñÿ ñ
äðóãèì è êëåòêàì è è ï î÷ âî é. Êî íö åíòð è-
ðî âàííûé  êëåòî÷ íûé  ñî ê ñî äåðæèòñÿ â
âàêóîë ÿõ, çàí èìàþù èõ äî  80% î áúåìà
êëåòêè. Âàêóîë ü, êàê è ñàìà  êëåòêà, î êðó-
æåíà  ï åðåãî ðî äêî é – ì åìáðàí î é, êî òî ðàÿ
õî ðî ø î  ïð î ïó ñêàåò ì îëå êóëû  âî äû  è ï ëî -
õî  ïð î ïó ñêàåò áîëåå êðóïíû å ì îëå êóëû.

Âåëè÷èíó  îñ ì î òè÷åñêî ãî  äàâëåí èÿ, ñî -
çäàâàåì î ãî  ýòèì è áîëåå êðóïíûì è ì îëå êó-
ëàì è, ì î æí î  î ïð åäåëèòü ï î  èçâåñòí î é
ô î ðìó ëå Ì åíä åëååâà–Êëàï åéðî íà

îñìp nkT�| ,

ãäå n –  êî íö åíòðàö èÿ ì îëå êóë,
231,38 10 Äæ Êk ��� �˜  – ï îñ òî ÿííàÿ  Áîë üö-

ìàíà,  Ò – òåìï åðàòóðà. Â êà÷åñòâå ïð è-
ì åðà î öåíê è äàâëåí èÿ, ñâÿçàíí î ãî  ñ îñ ì î -
ñî ì,  ïð èì åì,  ÷òî  â 100 ã âî äû  ðàñòâî ðåíà
ëî æêà ï î âàðåíí î é ñîëè  – ïð èì åðí î  10  ã.
Åñëè ýòî ò î áúåì  çàêðûò ï îë óí åïð î í èöàå-
ì î é ñòåíê î é è êî íòàêòèðóåò ñ äèñòèëëèðî -
âàíí î é âî äî é, òî  ÷åðåç í åêî òî ðîå  âðåìÿ
óñòàí î âèòñÿ îñ ì î òè÷åñêîå  äàâëåí èå, ñòðå-
ìÿù ååñÿ ðàçî ðâàòü íàø  î áúåì.  Òàê êàê
ì îë ü NaCl  (78,5  ã) ñî äåðæèò ÷èñëî Àâî -
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ãàäðî  ì îëå êóë ( 236 10�˜ ),  òî  êî íö åíòðàöèÿ
NaCl  ñîñòàâëÿåò

23
26 3

6 3

6 10 10 ã
8 10 ì

78,5 ã 100 ã 10 ã ì
n ���˜ �˜

�| �| �˜
�˜

.

Ïð è êî ìíàòí î é òåìï åðàòóðå 300 ÊT �|
ýòî  ñîî òâåòñòâóåò îñ ì î òè÷åñêî ìó  äàâëå-
í èþ

îñì 30p �|   àòì.

Èçì åðåííû å â ðåàëüíûõ  ðàñòåí èÿõ çíà ÷å-
í èÿ îñ ì î òè÷åñêî ãî  äàâëåí èÿ äåéñòâèòåëü-
í î  ñîñòàâëÿþò äåñÿòêè àòì îñ ô åð. Ýòî ãî
óæå äîñ òàòî÷ í î  äëÿ ï î äúåìà  è ïð î êà÷êè
âî äû  ï î  ñòâîë àì  âûñî êèõ äåðåâüåâ.

Òàêèì  î áðàçî ì,  îñ ì î òè÷åñêîå  äàâëåí èå
ì î æåò ñëóæèòü î äí èì  èç îñ í î âíûõ  äâèãà-
òåëåé âî äû  â äåðåâüÿõ, êî òî ðûé  íàçûâà åò-
ñÿ íèæíèì êîíöåâûì äâèãàòåëåì , êàê áû
òîë êàþù èì  âî äó ñí èçó äåðåâà íàâ åðõ.
Ðàíí åé âåñí î é, êî ãäà êî íö åíòðàöèÿ êëå-
òî÷ í î ãî  ñî êà â âàêóîë ÿõ ìàê ñèìà ëüíà,  ýòî
ì î æåò î áåñï å÷èòü ï î äúåì  âî äû  ê âåðõóø-
êàì  äåðåâüåâ. Áëèæå ê ëåòó êî íö åíòðàöèÿ
êëåòî÷ í î ãî  ñî êà â âàêóîë ÿõ óì åíüøà åòñÿ.
Íà  ñì åíó  í èæí åìó  ïð èõî äèò âåðõíèé êîí-
öåâîé äâèãàòåëü, ñâÿçàííûé  ñ èñïàð åí èåì
âî äû  ñ î òêðûòî é ï î âåðõí îñ òè ëèñòüåâ. Ýòî
ïð èâî äèò ê ï î ÿâëåí èþ  ñâîåî áðàçí î é ïð è-
ñàñûâàþù åé ñèëû.  Ôàêòè÷åñêè âî äà ÷åðåç
ëèñòüÿ «âûêà÷èâàåòñÿ» ñ ï î ì î ùüþ  ñîñó-
äî â ñòâîë à è êî ðí åé èç ï î÷ âû.  Â äåéñòâèå
ýòî ò ì åõàí èçì  çàïó ñêàåò ñîë í å÷í îå  èçëó-
÷åí èå. Çà ñ÷åò èñïàð åí èÿ âî äû  ëèñòüÿì è
òåìï åðàòóðà ëèñòüåâ îñ òàåòñÿ ïð èì åðí î
ï îñ òî ÿíí î é äàæå â æàðêóþ ï î ãî äó. Âçàè-
ì î äåéñòâèå âåðõí åãî  è í èæí åãî  êî íö åâûõ
äâèãàòåëåé î áåñï å÷èâàåò â äåðåâüÿõ íà-
äåæíûé  ï î äúåì  âî äû  ââåðõ. Êàê äàþò
î öåíê è, ñêî ðîñ òü ï î äúåìà  âî äû  ï î  ñîñóäàì
äåðåâüåâ äîñ òèãàåò ì èëëèì åòðî â â ñåêóíäó
(ó  í åêî òî ðûõ  ëèñòâåííûõ  äåðåâüåâ – äî
10  ìì / ñ).  Â ðåçóëüòàòå âðåìÿ  äâèæåí èÿ
âî äû  ï î  ñòâîë ó âû ñî êî ãî  äåðåâà
( 100h �|   ì)  èçì åðÿåòñÿ í åñêîë üêèì è ÷à-
ñàì è äëÿ ñëó÷àÿ ëèñòâåííûõ  äåðåâüåâ è
ñóù åñòâåíí î  áîë üøå – äëÿ õâî éíûõ.

Îö åíê è, ï î äî áíû å ïð î âåäåííûì  äëÿ
êðî âåí îñ í î é ñèñòåìû  æèâî òíûõ,  äàþò â
ñëó÷àå ñîñóäèñòî é ñèñòåìû  äåðåâüåâ ñëå-
äóþùóþ  çàâèñèì îñ òü âûñî òû äåðåâà î ò åãî

ìà ññû  äM :
1 4
äh M: .

Ýòî  î áúÿñíÿ åò ì åäëåííûé  ðîñ ò äåðåâà ñî
âðåì åí åì.  Òàê, åñëè äåðåâî  äîñ òèãëî  âû-
ñî òû 50 ì åòðî â ê 50 ãî äàì,  òî  100-ì åòðî -
âûé  ðóáåæ î í î  ïð åî äîëååò ê 800 ãî äàì,  à
150-ì åòðî âûé  – òîë üêî  ÷åðåç 4000 ëåò…

Îáîáùåíèÿ ìîäåëè

Ì î äåëü, àâòî ðû  êî òî ðî é West , Brow n è
Enquist , ñî êðàù åíí î  WBE -ì î äåëü, ï îë ó-
÷èëà ðàñïð îñ òðàíåí èå è áûëà ïð èì åí åíà  ê
î ï èñàí èþ  ø èðî êî ãî  êðóãà áèîëî ãè÷åñêèõ
ÿâëåí èé. Î ñí î âíû å ï îëî æåí èÿ ì î äåëè í å-
î äí î êðàòí î  ï î äâåðãàëèñü êðèòèêå. Òåì  í å
ì åí åå, â öåëî ì  î íà  óñòî ÿëà. Îäíàê î  î êàçà-
ëîñ ü, ÷òî  ì î äåëü ñî õðàíÿ åò ïð åäñêàçàòåëü-
íóþ  ñèëó è â ñóù åñòâåíí î  áîëåå î áù åé
ï îñ òàí î âêå.

Ï åðâûì  ï î äâåðãëîñ ü êðèòèêå ïð åäñòàâ-
ëåí èå î  ñîñóäàõ êàê î  íàá î ðå æåñòêèõ
òðóáî÷åê. Îêàçà ëîñ ü, ÷òî  òàêèå ÿâëåí èÿ,
êàê ïó ëüñàöèè â êðî âåí îñ íûõ  ñîñóäàõ, í å
ïð èâî äÿò ê èçì åí åí èþ  âèäà ñêåéëèíã î â.

Äàëåå ïð èø åë ÷åðåä ðåâèçèè ïð åäï îëî -
æåí èÿ î  ôðàêòàëüí î ì  õàðàêòåðå âåòâëå-

í èÿ: 1 21k

k

r
n

r
���� �  ñ î äèíàê î âûì  äëÿ âñåõ

ãåí åðàöèé âåòâëåí èÿ ï î êàçàòåëåì  n. Ôàê-
òè÷åñêè ýòî  áûë î òêàç î ò òðåáî âàí èÿ ôðàê-
òàëüí îñ òè è çàì åíà  åãî  ïð îñ òî  íà  í åî áõî -
äèì îñ òü âåòâëåí èÿ ñ ï åðåì åííûì  çíà ÷åí è-
åì  ïàðàì åòðà âåòâëåí èÿ kn . Í î  â ðàáî òàõ
àâòî ðî â ì î äåëè ï î êàçàíî , ÷òî  î òêàç î ò
ï îñ òî ÿí ñòâà ïàðàì åòðà n (ï åðåõî ä ê ðàç-
íûì  çíà ÷åí èÿì  êîëè÷åñòâà ðàçâåòâëåí èé
íà  ðàçíûõ  ãåí åðàöèÿõ, constkn �z ; ðèñ.4,

Ðèñ. 4. Âàðèàíò ðàçáèåíèÿ íà äâå è òðè âåòâè



ãäå âåòâëåí èå ïð îèñ õî äèò òî  íà  äâå, òî  íà
òðè âåòâè)  òàêæå í å ïð èâî äèò ê èçì åí åí èþ
çàêî íà  «òðåõ ÷åòâåðòåé».

Í î  íà èáîë üøåå êîëè÷åñòâî  «ïð åòåíç èé»
íàê î ï èëîñ ü ê ïð èíÿò î ìó  â WBE -ì î äåëè
ïð åäï îëî æåí èþ  î  «ïð îñ òðàíñòâåíí î é çà-

ï îë í åíí îñ òè»: 1 31k

k

l
n

l
���� � , ñëåäóþù åìó  èç

çàêî íà  ñî õðàí åí èÿ «çî íû  î áñëóæèâàí èÿ»
ñîñóäà (ð èñ.5).  Ýòî  ñîî òí î ø åí èå î÷åíü
âàæíî  ñ òî÷ êè çðåí èÿ ñâÿçè ñîñóäî â c
êëåòêàì è: î í î  â èòî ãå ï î çâîë ÿåò «äî í åñòè»
ýí åðãèþ  äî  êàæäî é êëåòêè.

Â WBE -ì î äåëè ïð åäï îëî æåí èÿ î  ôðàê-
òàëüí î ì  õàðàêòåðå âåòâëåí èÿ è î  «ïð î -
ñòðàíñòâåíí î é çàï îë í åíí îñ òè» ñ÷èòàëèñü
åñòåñòâåííûì è: î í è ì èí èì èçèðî âàëè ãèä-

ðàâëè÷åñêîå  ñî ïð î òèâëåí èå ïð è òå÷åí èè
æèäêîñ òè ï î  ðàçâåòâëÿþù èì ñÿ ñîñóäàì  è
ïð èâî äèëè ê î ïò èìóìó  ýí åðãåòè÷åñêèõ
çàòðàò íà  ïð î êà÷êó.

Îäí î  èç ñàìûõ  èíò åðåñíûõ  è í åî áû÷íûõ
ñëåäñòâèé WBE -ì î äåëè – ï îë ó÷åí èå åäè-
í î é çàâèñèì îñ òè ìà ññû  òåëà æèâî òíûõ  î ò
âðåì åí è: î ò ðî æäåí èÿ äî  âçðîñëî ãî  ñîñòî -
ÿí èÿ. Îíà  èì ååò âèä

1r e���W� �� ,
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�� ��1 4
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 – áåçðàçì åðíàÿ  ìà ññà

òåëà, 
1 4

0
1 4 ln 1
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at m
MM

�§ �·�§ �·�W � �� ���¨ �¸�¨ �¸�¨ �¸�© �¹�© �¹
 –

áåçðàçì åðí îå  âðåìÿ,  0m  – ìà ññà

í î âî ðî æäåíí î ãî , à – ï îñ òî ÿííàÿ
äëÿ äàíí î ãî  æèâî òí î ãî  âåëè÷èíà.
Ðèñóí î ê 6 íàãëÿäí î  èëëþ ñòðèðóåò
ýòó çàâèñèì îñ òü.
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Ðèñ. 5. Èëëþñòðàöèÿ «ïðîñòðàíñòâåííîé çàïîëíåííîñòè »
äëÿ óðîâíèé k (a) è k + 1 (á)

Ðèñ. 6. Çàâèñèìîñòü (áåçðàçìåðíîé) ìàññû
òåëà ìëåêîïèòàþùèõ îò (áåçðàçìåðíîãî) âðå-
ìåíè



Î ñòðîóãîëüíûå ìíîæåñòâà
À.ÐÀÉÃÎÐÎÄÑÊÈÉ

×òî òàêîå îñòðîóãîëüíîå ìíîæåñòâî?

Ïó ñòü X – ìí î æåñòâî  òî÷åê íà  ï ëîñ êî -
ñòè. Íàç î âåì  åãî  îñòðîóãîëüíûì , åñëè
ëþáû å òðè åãî  òî÷ êè î áðàçóþò îñ òðî óãîë ü-
íûé  òðåóãîë üí èê. Èíûì è ñëî âàì è, â X  í åò
í è ïðÿìûõ,  í è òåì  áîëåå òóïûõ  óãëî â.
Îòì åòèì  òàêæå, ÷òî  â X í èêàêèå òðè òî÷ êè
í å ì î ãóò ëåæàòü íà  î äí î é ïðÿì î é, èíà ÷å
î í è áû  í å î áðàçî âûâàëè òðåóãîë üí èêà.

Âî ïð îñ : à ìí î ãî  ëè ì î æåò áûòü òî÷åê â
îñ òðî óãîë üí î ì  ìí î æåñòâå íà  ï ëîñ êîñ òè?
Ëåãêî  ñîî áðàçèòü, êàêî â î òâåò. Êî í å÷í î , â
X ì î æåò áûòü òðè òî÷ êè. Îäíàê î  óæå
ëþáû å 4 òî÷ êè íà  ï ëîñ êîñ òè í åèçáåæí î
ï î ðî æäàþò ïðÿì î é èëè òóï î é óãîë . Ýòî
ñî âñåì  ïð îñ òîå  óïðàæí åí èå.

Ï îë ó÷àåòñÿ, ÷òî  íà  ï ëîñ êîñ òè îñ òðî -
óãîë üíû å ìí î æåñòâà óñòðîå íû  òðèâèàëü-
í î . Ëàäí î , à ÷òî  â ïð îñ òðàíñòâå? Â ïð î -
ñòðàíñòâå âñå ñëî æí åå. Ñðàçó ÿñí î , ÷òî
áûâàþò îñ òðî óãîë üíû å ìí î æåñòâà èç ÷å-
òûðåõ òî÷åê. Äîñ òàòî÷ í î  âçÿòü âåðø èíû
ïðàâ èëüí î ãî  òåòðàýäðà: âñå òðåóãîë üí èêè
â í åì  – ýòî  åãî  ãðàíè, à óãëû  â í èõ,
ðàçóì ååòñÿ, âñå ï î  60 ãðàäóñî â. Îêàçûâà-
åòñÿ, ì î æí î  íàéòè â ïð îñ òðàíñòâå è ïÿò è-
òî÷å÷í îå  îñ òðî óãîë üí îå  ìí î æåñòâî . Ãðóáî
ãî âî ðÿ, íàä î  âçÿòü âì åñòî  òåòðàýäðà ï èðà-
ì èäó ñ êâàäðàòíûì  îñ í î âàí èåì,  à ï î òî ì
ñëåãêà èçî ãíóòü îñ í î âàí èå, ÷òî áû  èçáà-
âèòüñÿ î ò ïðÿìûõ  óãëî â.

Äî êàçàòü, ÷òî  â ðàçì åðí îñ òè 3 áóëüøèõ
ìí î æåñòâ í å áûâàåò, äî âîë üí î  ìóò î ðíàÿ
çàäà÷à, êî òî ðóþ  ìû  õî òåëè áû  îñ òàâèòü çà
ðàìêàì è ýòî é ñòàòüè. Çàèíò åðåñîâàííûé
÷èòàòåëü ïð è æåëàí èè ðåø èò åå ñàì  èëè
ï î äñì î òðèò ðåø åí èå â ëèòåðàòóðå (ñì.,
íàïð èì åð, [ 2] ).

Âèäí î , ÷òî  ñ óâåëè÷åí èåì  ðàçì åðí îñ òè
ñëî æí îñ òü è èíò åðåñí îñ òü çàäà÷è ðàñòåò.
Í î  í å äîñ òèãëè ëè ìû  ï î òîë êà? Îòíþäü
í åò! Â ìàò åìàò èêå ñ ðàçì åðí îñ òè 3 çà÷àñ-
òóþ âñå òîë üêî  íà ÷èíà åòñÿ. Îäíàê î  ÷òî áû

íàó ÷èòüñÿ ðàáî òàòü ñ ðàçì åðí îñòÿì è 4d �t ,
íàì  íóæí î  áóäåò îñî çíàòü í åñêîë üêî  î ïð å-
äåëåí èé. Èõ  ìû  äàäèì  â ñëåäóþù åì  ðàçäå-
ëå.

×óòü-÷óòü î ìíîãîìåðíîé ãåîìåòðèè

Åñëè íà  ï ëîñ êîñ òè èëè â ïð îñ òðàíñòâå
ââåäåíà  ïðÿì î óãîë üíàÿ  ñèñòåìà  êîî ðäè-
íàò,  òî  êàæäàÿ òî÷ êà â í åé ïð åäñòàâëÿåòñÿ
â âèäå �� ��1 2,x x� x  èëè �� ��1 2 3, ,x x x� x .
(Çäåñü è äàëåå ìû  áóäåì  î äí î é è òî é æå
áóêâî é î áî çíà ÷àòü êàê òî÷ êó, òàê è ðàäèóñ-
âåêòîð , ïð î âåäåííûé  èç íà ÷àëà êîî ðäè-
íàò O â ýòó òî÷ êó.)  Õî ðî ø î  èçâåñòí î , ÷òî
ðàññòî ÿí èå ì åæäó òî÷ êàì è �� ��1 2,x x� x  è

�� ��1 2,y y� y  ( èëè äëèíà  âåêòî ðà x – y)
âû÷èñëÿåòñÿ ï î  ô î ðìó ëå

�� �� �� ��2 2
1 1 2 2x y x y�� � �� �� ��x y ,

à ðàññòî ÿí èå ì åæäó òî÷ êàì è �� ��1 2 3, ,x x x� x
è �� ��1 2 3, ,y y y� y  âû÷èñëÿåòñÿ ï î  ô î ðìó ëå

�� � x y

�� �� �� �� �� ��22 2
1 1 2 2 3 3x y x y x y� �� �� �� �� �� .

Îá å ô î ðìó ëû  ÿâëÿþòñÿ ïð îñ òûì è ñëåä-
ñòâèÿì è òåî ðåìû  Ï èôàãî ðà.

Ï î  àíà ëî ãèè áóäåì  î áî çíà ÷àòü dR  è
íàçûâàòü d-ìåðíûì ïðîñòðàíñòâîì  ìí î -
æåñòâî  âñåõ «òî÷åê» x ñ d «êîî ðäèíàòà-
ì è». Èíûì è ñëî âàì è, òî÷ êà – ýòî  ïð îè ç-
âîë üíàÿ  ï îñëåäî âàòåëüí îñ òü �� ��1, , dx xK ,
ñîñòî ÿùàÿ  èç d äåéñòâèòåëüíûõ  ÷èñåë. Ýòè
÷èñëà ìû  è íàçûâà åì  êîî ðäèíàòàì è. Íà ÷à-
ëî  êîî ðäèíàò – ýòî , êàê î áû÷í î , òî÷ êà

�� ��0,0, , 0� O K . Ðàññòî ÿí èå ì åæäó òî÷ êà-
ì è �� ��1, , dx x� x K  è y �� ��1, , dy y� K  âû÷èñ-
ëÿåòñÿ ï î  ô î ðìó ëå, àíà ëî ãè÷í î é ô î ðìó-
ëàì  íà  ï ëîñ êîñ òè è â òðåõì åðüå:

�� � x y

�� �� �� �� �� ��2 2 2
1 1 2 2 d dx y x y x y� �� �� �� �� �� ��K .

À êàê íàéòè óãîë ?



Âåðí åì ñÿ íà  ï ëîñ êîñ òü. Êàê âû÷èñëèòü
óãîë  �D � �‘xO y  (ãäå x, O, y – ðàçëè÷íû å
òî÷ êè)  ñ ï î ì î ùüþ  êîî ðäèíàò? Íàï î ìí èì,
÷òî  ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå  âåêòî ðî â x, y
ì î æí î  âû÷èñëèòü êàê

�� ��, cos� �˜ �˜ �Dx y x y .
Ñ äðóãî é ñòî ðî íû,

�� �� 1 1 2 2, x y x y� ��x y ,
ãäå, êàê è ðàí åå, �� ��1 2,x x� x , �� ��1 2,y y� y  –
êîî ðäèíàòû  â ïðÿì î óãîë üí î é ñèñòåì å êî -
î ðäèíàò.  Ïð èðàâí èâàÿ äâà âûðàæåí èÿ äëÿ
�� ��,x y , ï îë ó÷àåì

�� �� 1 1 2 2,
cos

x y x y��
�D � � 

�˜ �˜

x y

x y x y
.

Ï îñ êîë üêó âåëè÷èíà,  ñòî ÿùàÿ  â çíàì åíà-
òåëå, ï îëî æèòåëüíà,  óãîë  îñ òðûé òî ãäà è
òîë üêî  òî ãäà, êî ãäà ñêàëÿðí îå  ïð îè çâåäå-
í èå �� ��,x y  ñòðî ãî  ï îëî æèòåëüí î .

Åñòåñòâåíí î , åñëè íà ñ èíò åðåñóåò óãîë xyz,
ãäå �zy O, òî  äîñ òàòî÷ í î  ï îñ ì î òðåòü íà
çíàê  ñêàëÿðí î ãî  ïð îè çâåäåí èÿ �� ��,�� ��x y z y .

Ñî âåðø åíí î  àíà ëî ãè÷íàÿ  òåîðèÿ ðàáî òà-
åò è â d-ì åðí î ì  ñëó÷àå. Ñêàëÿðí îå  ïð îè ç-
âåäåí èå ì î æí î  î ïð åäåëèòü âûðàæåí èåì

�� �� 1 1 2 2, d dx y x y x y� �� �� ��x y K .
Ïó ñòü, êàê è ïð åæäå, çà îñ òðî òó óãëà xyz
î òâå÷àåò çíàê  â âûðàæåí èè �� ��,�� ��x y z y
(ýòî  ñî ãëàñóåòñÿ ñ äâóì åðíûì  ñëó÷àåì).  À
ïð î ù å äàæå í å ãî âî ðèòü ïð î  îñ òðûå óãëû,
à íàçâàòü îñòðîóãîëüíûì  ëþá îå  ìí î æåñòâî
òî÷åê dX �• R , â êî òî ðî ì  äëÿ ëþáûõ  òðåõ
òî÷åê x, y, z âûï îë í åí î  �� ��, 0�� �� �!x y z y .

Îá î çíà ÷èì  ÷åðåç �� ��f d  ìàê ñèìà ëüí îå
êîëè÷åñòâî  ýëåì åíò î â â îñòðî óãîë üí î ì  ìí î -
æåñòâå dX �• R . Ìû  óæå î áúÿñí èëè â
ï åðâî ì  ðàçäåëå, ÷òî  �� ��2 3f � , �� ��3 5f � .
×òî  æå áóäåò ïð è 4d �t ? Ï î ãî âî ðèì  î á
ýòî ì  â ñëåäóþù èõ ðàçäåëàõ.

Óïðàæíåíèÿ

1. Äî êàæèòå, ÷òî  äëÿ ëþáûõ  x, y, z âûï îë -
í åí î

�� �� �� �� �� ��, , ,�� � ��x y z x z y z .
2. Äî êàæèòå, ÷òî  äëÿ ëþáûõ  x, y è ëþá î ãî

÷èñëà c âûï îë í åí î

�� �� �� ��, ,c c� x y x y .

3. Äî êàæèòå, ÷òî  åñëè x, y ëåæàò íà  î êðóæ-
í îñ òè ñ öåíòð î ì  â O è ñ ðàäèóñî ì  r, ïð è÷åì

�z �rx y , òî

�� ��2 2,r r�� �� ��x y .
Â òî  æå âðåìÿ

�� �� �� ��2, , ,r� �� � x x x x – 2.r

Óäèâèòåëüíàÿ èñòîðèÿ çàäà÷è

Âî ïð îñ  î á î òûñêàí èè âåëè÷èíû  �� ��f d
ï îñ òàâèë âûäàþù èéñÿ âåíã åðñêèé ìàò åìà-
òèê Ïà ë Ý’ ðä¸ø.  Îòâ å÷àÿ íà  âî ïð îñ  Ýðä¸ -
øà,  Äàíö åð è Ãðþíáàóì  â 1962 ãî äó î ïóá-
ëèêî âàëè ñòàòüþ [ 2] , êî òî ðóþ  ìû  óæå
öèòèðî âàëè. Îí è çàì åòèëè, ÷òî  3 2 2 1� �˜ �� ,
5 2 3 1� �˜ �� , ï îñ òðîèëè  ïð è ëþá î ì  d îñ òðî -
óãîë üíû å ìí î æåñòâà ì î ùí îñ òè 2d – 1 è
äî êàçàëè, ÷òî   �� �� 2 1df d �d �� . Êî í å÷í î , çà-
çî ð â î öåíêàõ

�� ��2 1 2 1dd f d�� �d �d ��
ñ ðîñ òî ì  ðàçì åðí îñ òè êîëîññ àëüíûé,  í î ,
í å íàéäÿ  îñ òðî óãîë üíûõ  ìí î æåñòâ, êî òî -
ðû å áû  èì åëè áîë üøå 2d – 1 òî÷åê, Äàíö åð
è Ãðþíáàóì  âû ñêàçàëè ãèï î òåçó, ÷òî

�� �� 2 1f d d� �� .
Ãèï î òåçà ïð î äåðæàëàñü äî  1983 ãî äà,

êî ãäà ñàì  Ýðä¸ø  âåðíó ëñÿ ê âî ïð îñ ó,
î áúåäèí èâ óñèëèÿ ñ çàì å÷àòåëüíûì  (òî ãäà
åù å ñî âñåì  ì îëî äûì)  ìàò åìàò èêî ì  Ôþð é-
äè (ê î òî ðûé,  êñòàòè, â øê îë üíû å ãî äû
áûë ï î áåäèòåëåì  ì åæäóíàðî äí î é ìàò åìà-
òè÷åñêî é îëè ìï èàäû).  Âì åñòå Ýðä¸ø  è
Ôþð åäè î ïóá ëèêî âàëè ñòàòüþ, â êî òî ðî é,
â ÷àñòí îñ òè, äî êàçàëè í åðàâåí ñòâî

�� �� �� ��1 2 1,154
2 23

d d

f d
�ª �º �ª �º�§ �·
�« �»�t � �« �»�¨ �¸
�« �»�© �¹ �« �»�¬ �¼�¬ �¼

K
. ( * )

Ôóíêö èÿ â ïðàâ î é ÷àñòè í åðàâåí ñòâà ðàñ-
òåò ýêñï î í åíö èàëüí î  (ò.å. êàê ãåî ì åòðè-
÷åñêàÿ ïð î ãðåññèÿ),  è ýòî  ãî ðàçäî  áîëåå
áûñòðûé ðîñ ò, ÷åì  ó ëèí åéí î é ôóíêö èè
2d – 1 èç ãèï î òåçû Äàíö åðà–Ãðþíáàóìà.
Ïðàâäà,  î öåíêà  ( * )  íà ÷èíà åò ïð åî áëàäàòü
íàä  î öåíê î é 2d – 1 â í åìí î ãî  ô ååðè÷åñêî é
ðàçì åðí îñ òè 35. Òåì  í å ì åí åå, ãèï î òåçà
Äàíö åðà–Ãðþíáàóìà  ñ òðåñêî ì  ïð î âàëè-
ëàñü.

Ëþá î ïûòí î , ÷òî  í èêàêî é êî í ñòðóêöèè
îñ òðî óãîë üí î ãî  ìí î æåñòâà Ýðä¸ø  è Ôþð å-
äè í å ïð åäúÿâèëè. Îí è ëèøü  äî êàçàëè ñ
ï î ì î ùüþ  âåðî ÿòí îñ òí î ãî  ì åòî äà, ÷òî  òàêîå
ìí î æåñòâî  ñóù åñòâóåò. Ñ î äí î é ñòî ðî íû,
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ýòî  áûëî  òî ðæåñòâî ì  âåðî ÿòí îñ òí î ãî  ï î ä-
õî äà, êî òî ðûé  Ýðä¸ø  è åãî  ìí î ãî÷èñëåí-
íû å ï îñëåäî âàòåëè ï åñòî âàëè ñ ñåðåäèíû
XX âåêà è êî òî ðûé  äåéñòâèòåëüí î  í åî äí î ê-
ðàòí î  ï î êàçàë ñâî þ  ì î ùü  ïð è ðåø åí èè
ñàìûõ  ñëî æíûõ  ïð î áëåì  êî ìá èíàòî ðèêè
( ñì.  [ 3] ).  Ñ äðóãî é ñòî ðî íû,  ýòî  ñèëüí î
ñì åñòèëî  èññëåäî âàí èÿ â ñòî ðî íó  âåðî ÿò-
í îñ òí î é èäåîëî ãèè. Àâòî ð ýòî é ñòàòüè íà-
ï èñàë î á ýòî ì  äîñ òóïíóþ  øê îë üí èêàì  áðî -
øþðó  [ 1] è â ñâîè õ ìí î ãî÷èñëåííûõ  ëåê-
öèÿõ âñÿ÷åñêè ðåêëàì èðî âàë çàäà÷ó.

Ñ ì î ì åíòà ïóá ëèêàöèè Ýðä¸øà è Ôþð å-
äè ïð î ø ëî  äî âîë üí î  ìí î ãî  âðåì åí è, ïð åæ-
äå ÷åì  ï î ÿâèëèñü í î âûå ðåçóëüòàòû. Â
îñ í î âí î ì  î í è êàñàëèñü ðàçì åðí îñ òåé

34d �d . Â èòî ãå ãèï î òåçà Äàíö åðà–Ãðþí-
áàóìà  î êàçàëàñü í åâåðíà  ïð è âñåõ 4d �t .

Ï åðâûå î áù èå óëó÷ø åí èÿ î öåíê è ( * )
ï îë ó÷èë Áåâàí  â 2006 ãî äó, í î  åìó  ëèøü

óäàëîñ ü çàì åí èòü 
1
2

 íà  
2
3

. Ï î äî áíû å óëó÷-

ø åí èÿ äî  ñî âåðø åí ñòâà äî âåëà Áó÷î ê, êî -
òî ðàÿ â 2009 ãî äó äî êàçàëà î öåíêó  âèäà ( * )

ñ çàì åí î é 
1
2

 íà  0,9428 . Â òî ì  æå 2009 ãî äó

Áåí-Öâ è è Àêêåðìàí  çàì åí èëè êî í ñòàíòó
íà  âåëè÷èíó  ï î ðÿäêà d . À â 2011 ãî äó
Õàðàíãè óäàëîñ ü çàì åí èòü 1,154 íà  1,201.
Âñÿêèé ðàç ýòî  áûëè ì î äèô èêàöèè âåðî ÿò-
í îñ òí î ãî  ì åòî äà.

À â ìàðò å 2017 ãî äà ñëó÷èëñÿ óäèâèòåëü-
íûé  ïð î ðûâ:  äåñÿòèêëàññí èê ì îñ êî âñêî é
øê îë û  179 Äì èòðèé Çàõàðî â ñäåëàë ñî -
âåðø åíí î  ÿâíóþ  êî í ñòðóêöèþ  (ò.å. áåç
ï î ì î ù è âåðî ÿòí îñ òè),  êî òî ðàÿ ï î êàçàëà,
÷òî  �� �� �� ��2 2f d f d�� �t  ( ñì.  [5] ).  Ðàçóì ååò-
ñÿ, ñ ó÷åòî ì  ðàâåí ñòâ �� ��2 3f � , �� ��3 5f � 
ï îë ó÷àåì  ï î  èíäóêö èè î öåíêó

�� �� �� �� �� ��2 1,414
d df d �! � K ,

çíà ÷èòåëüí î  ïð åâîñ õî äÿùóþ  âñå ðàí åå
íàéä åííû å ãðàíèöû.  Íàéä åíí îå  Çàõàðî -
âûì  äî êàçàòåëüñòâî  í åâåðî ÿòí î  ïð îñ òîå , è
ìû  èçëî æèì  åãî  â ñëåäóþù åì  ðàçäåëå.

Åù å ÷åðåç í åêî òî ðîå  âðåìÿ  Çàõàðî â óñè-
ëèë ñâî é ðåçóëüòàò, ï î êàçàâ, ÷òî  �� ��2f d �� �t

�� �� �� ��1f d f d�t �� �� . Ìí î ãèå çíàþò,  ÷òî  òàêî -
ìó  í åðàâåí ñòâó ñ íà ÷àëüíûì è óñëî âèÿì è

�� ��2 3f � , �� ��3 5f �  óäî âëåòâî ðÿþò  çíàì å-

í èòûå ÷èñëà Ô èáî íà ÷÷è, êî òî ðû å ðàñòóò è
âî âñå êàê �� ��1,618 dK  ( ñì.,  íàïð èì åð, [ 4] ).

Íàê î í åö, ëåòî ì  2017 ãî äà ï î ÿâèëàñü
ðàáî òà Ãåðåí ÷åðà è Õàðàíãè, â êî òî ðî é
äî êàçàíî , ÷òî ...  �� �� 12 1df d ���t �� . Åñëè áû
í å ïð î ðûâ  Çàõàðî âà, ýòî ãî  ðåçóëüòàòà áû
í å áûëî  åù å î÷åíü  äîë ãî . À òåï åðü çàäà÷à
ï î÷ òè ðåø åíà:  î òí î ø åí èå âåðõí åé è í èæ-
í åé î öåí î ê ì åíüø å äâî éêè!

Äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâà
�� �� �� ��+ 2 2f d f d�t

Ïó ñòü dX �• R  – îñ òðî óãîë üí îå  ìí î æå-
ñòâî ,  êîëè÷åñòâî  ýëåì åíò î â êî òî ðî ãî

�� ��X f d� . Ï îñ òðîè ì  íà  åãî  îñ í î âå îñ òðî -
óãîë üí îå  ìí î æåñòâî  â 2d��R  ì î ùí îñ òè

�� ��2f d . Ñï åðâà ââåäåì  âåëè÷èíó  s, ðàâíóþ
ì èí èìóìó  ñðåäè âñåõ ñêàëÿðíûõ  ïð îè çâå-
äåí èé �� ��,�� ��y x z x , ãäå , , X�•x y z  è �zy x ,

�zz x . Ï îñ êîë üêó ìí î æåñòâî  X îñ òðî -
óãîë üí îå , s > 0.

Ðàññì î òðèì  íà  î áû÷í î é ï ëîñ êîñ òè î ê-
ðóæí îñ òü äîñ òàòî÷ í î  ìà ëî ãî  ðàäèóñà

2
s

r �� ñ öåíòð î ì  â íà ÷àëå êîî ðäèíàò.  Äëÿ

êàæäî é òî÷ êè X�•x  âûáåðåì  ëþáóþ  òî÷ -
êó �� ���Mx  íà  ýòî é î êðóæí îñ òè, ï î òðåáî âàâ
ëèøü,  ÷òî áû  âñå òî÷ êè �� ���r�Mx , X�•x ,
áû ëè ðàçíûì è ( ÷òî  í åìóäð åí î ,  âåäü

�� ��X f d� �� �f ).  Ðàññì î òðèì  ìí î æåñòâî
2dY ���• R :

�� ���� ���^ �`; :Y X� �r�M �•x x x .
Èì ååòñÿ â âèäó, ÷òî  ê êàæäî é òî÷ êå X�•x ,
èì åþù åé d êîî ðäèíàò,  äî áàâëÿþòñÿ åù å
äâå êîî ðäèíàòû  òî÷ êè �� ���r�Mx  íà  ï ëîñ êî -
ñòè. ßñí î , ÷òî  �� ��2Y f d� , è íàì  îñ òàåòñÿ
ï î êàçàòü, ÷òî  ìí î æåñòâî  Y  îñ òðî óãîë üí îå .

Ïó ñòü , , Y�•x y z% % %  – ëþáû å òðè ðàçëè÷íû å
òî÷ êè. Ðàçóì ååòñÿ, î í è èì åþò âèä

�� ���� �� �� ���� ��; , ; ,a b� �M � �Mx x x y y y% %

�� ���� ��; ,c� �Mz z z%

ãäå �^ �`, , 1;1a b c �• �� . Íàä î  ïð î âåðèòü, ÷òî
âñåãäà

�� ��, 0�� �� �!y x z x% % % % .
Âñåãî  åñòü òðè âàðèàíòà: 1)  �zy x , �zz x ;

2)  y = x; 3)  z = x. Ñèòóàöèÿ, êî ãäà x =
= y = z, í åâî çì î æíà,  òàê êàê â í åé ï î



ïð èíö èïó  Äèðèõëå ñî âïàäàþò  êàêèå-òî
òî÷ êè ñðåäè , ,x y z% % %. Âàðèàíò 3)  ñèìì åòðè-
÷åí  âàðèàíòó 2),  ï î ýòî ìó  äîñ òàòî÷ í î  ðàñ-
ñì î òðåòü òîë üêî  âàðèàíòû  1)  è 2).

Èòàê, íà ÷í åì  ñ âàðèàíòà 1).  Èì ååì  ( ñì.
óïðàæí åí èÿ)

�� �� �� ��, ,�� �� � �� �� ��y x z x y x z x% % % %

+ �� �� �� �� �� �� �� ���� ��,b a c a�M �� �M �M �� �My x z x .

Ï åðâîå  ñëàãàåì îå  í å ì åíüø å s ï î  î ïð åäåëå-
í èþ  ÷èñëà s. Ñ ï î ì î ùüþ  óïðàæí åí èé 1 è
3 í åñëîæí î  ï î êàçàòü, ÷òî  âòî ðîå  ñëàãàåì îå
í å ì åíüø å 24r�� . Í î  24 0s r�� �! , è, çíà ÷èò,
â äàíí î ì  ñëó÷àå âñå â ï î ðÿäêå.

×òî  ñ âàðèàíòî ì  2)? Çäåñü x = y, î òêóäà
a + b = 0. Òî ãäà
�� ��,�� �� � y x z x% % % %

�� �� �� �� �� �� �� ���� ��,b a c a� �M �� �M �M �� �M � y x z x

= �� �� �� �� �� ���� ��2 ,a a�M �M �� �M � x x z

= �� �� �� ���� �� �� �� �� ���� ���� ��2 , , 0�M �M �r �M �M �!x x x z

â ñèëó óïðàæí åí èÿ 3 è òî ãî  ôàêòà, ÷òî
�zx z.
Òåì  ñàìûì  ï î êàçàíî , ÷òî  ñêàëÿðí îå  ïð î -

èçâåäåí èå �� ��,�� ��y x z x% % % % âñåãäà ï îëî æèòåëü-
í î . Çíà ÷èò, ï îñ òðîå íí îå  ìí î æåñòâî   îñ òðî -
óãîë üí î , ÷òî  è äàåò î öåíêó

�� �� �� ��2 2f d + f d�t .
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Îäíà çàäà÷à – õîðîøî,
à äâå – ëó÷øå

Êàê âû äóìà åòå, ÷òî  ñëî æí åå – äâå çàäà÷è èëè
î äíà  èç í èõ â î òäåëüí îñ òè? Îòâ åò êàæåòñÿ î÷å-

âèäíûì,  î äíàê î  ï î -
ñì î òðèòå íà  ñëåäóþ-
ù èå äâå çàäà÷è.

Çàäà÷à 1. Ðàçðåæü-
òå ô èãóðó íà  ðèñóíê å 1
íà  ÷åòûðå ÷àñòè (í å
î áÿçàòåëüí î  ï î  ïóíê-
òèðíûì  ëèí èÿì)  è ñëî -
æèòå èç í èõ ðàâí îñ òî -
ðî íí èé òðåóãîë üí èê.

Çàäà÷à 2. Êàæäàÿ
ñòî ðî íà  ðàâí îñ òî ðî í-
í åãî  òðåóãîë üí èêà ðàç-
äåëåíà  íà  òðè ðàâíû å
÷àñòè, è í åêî òî ðû å èç
òî÷åê äåëåí èÿ ñîåäè-
í åíû  ñ ïð î òèâî ï îëî æ-
íûì è âåðø èíàì è òðåó-
ãîë üí èêà òàê, êàê ï î -
êàçàíî  íà  ðèñóíê å 2.
Íàéä èòå ï ëî ùàäü çàø-
òðèõî âàíí î é ÷àñòè,
åñëè ï ëî ùàäü èñõî ä-
í î ãî  òðåóãîë üí èêà ðàâ-
íà  S.

Â î òäåëüí îñ òè ýòè çàäà÷è ðåøàòü í å òàê óæ
ïð îñ òî . Â çàäà÷å 1 íóæí î  ï î  ñóòè óãàäàòü ðàçðå-
çàí èå; â çàäà÷å 2 ï åðâîå , ÷òî  ïð èõî äèò â ãîëî âó –
ï î ïûòàòüñÿ âû÷èñëèòü î òí î ø åí èÿ, â êî òî ðûõ
î òðåçêè äåëÿò äðóã äðóãà. (Ýòî  äåéñòâèòåëüí î
ì î æí î  ñäåëàòü, èñï îë üçóÿ, íàïð èì åð, òåõí èêó
öåíòð î â ìà ññ, í î  ïð î -
ñòûì  òàêîå  ðåø åí èå
âðÿä ëè íàç î âåøü.)

Òåï åðü ï îñ ì î òðèì
íà  ýòè äâå çàäà÷è, òî÷ -
í åå, íà  äâà ðèñóíêà
âì åñòå: íà ëî æèì  î äíó
êàðòèíêó  íà  äðóãóþ
(ðèñ. 3).  Ðåø åí èÿ î áå-
èõ çàäà÷ òåï åðü ñòàëè
î÷åâèäíû ! Ï åðâàÿ çà-
äà÷à ðåøàåòñÿ î òðå-
çàí èåì  çåëåíûõ  òðå-
óãîë üí èêî â è ï åðåì åù åí èåì  èõ íà  ì åñòî  ðûæèõ.
Âî  âòî ðî é çàäà÷å î òâåò áóäåò S/ 7, ï î òî ìó  ÷òî
áîë üøàÿ ô èãóðà, ñîñòàâëåííàÿ  èç 7 ìà ëåíüê èõ
òðåóãîë üí èêî â, ðàâí î âåëèêà áîë üø î ìó  òðåóãîë ü-
í èêó.

Òàêîå  ÷àñòî  áûâàåò è «â áîë üø î é íàóê å»:
ïðàâ èëüí î  ï îñ òàâëåííàÿ  í î âàÿ çàäà÷à ì î æåò í å
òîë üêî  ñàìà  áûòü ðåø åíà  ñ ï î ì î ùüþ  èçâåñòíûõ
ì åòî äî â, í î  è ï î ì î÷ ü ðåø èòü ñòàðóþ çàäà÷ó, ê
êî òî ðî é äî  ýòî ãî  í å çíà ëè, êàê ï î äñòóï èòüñÿ.

Ìàòåðèàë ïîäãîòîâèë Ñ. Êóçíåöîâ

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3



Ðàéíåð Âàéññ,  Êèï Òîðí è Áàððè Áýðèø
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Ðîæäåíèå
ãðàâèòàöèîííî-

âîëíîâîé
àñòðîíîìèè

Ë.ÁÅËÎÏÓÕÎÂ

Â2017 ÃÎÄÓ  ÍÎÁÅËÅÂÑÊÓ Þ ÏÐÅÌÈ Þ ÏÎ
ô èçèêå «çà ðåøàþù èé âêëàä â ðàçâèòèå

äåòåêòî ðà LIGO ( ëàçåðí î -èíò åðô åðî ì åòðè-
÷åñêî é ãðàâèòàöèî íí î -âîë í î âî é î áñåðâàòî -
ðèè)  è íàá ëþä åí èå ãðàâèòàöèî ííûõ  âîë í»
ï îë ó÷èëè àì åðèêàí ñêèå ó÷åíû å Ðàéí åð Âàéññ
( Rainer Weiss), Áàððè Áýðèø  ( Barry B arish)
è Êèï  Òî ðí  ( K ip Thor ne).

Ì èëëèàðä òðèñòà ì èëëèî í î â ëåò íàçàä íà
î ãðî ìí î ì  ðàññòî ÿí èè î ò Çåì ëè äâå ñîëè äíû å
÷åðíû å äûðû  â ñâîå ì  êðóæåí èè ï î  Âñåëåí-
í î é ñî ø ëèñü íà  òàêîå  ðàññòî ÿí èå, ÷òî  ñèëà
èõ ãðàâèòàöèî íí î ãî  âçàèì î äåéñòâèÿ ñòàëà
àêòèâí î  ïð èòÿãèâàòü èõ äðóã ê äðóãó. Îäíà
èç í èõ èì åëà ìà ññó â 36 ðàç áîë üøå ìà ññû
Ñîë íöà,  äðóãàÿ – áîë üøå â 29 ðàç. Ñáëèæà-
ÿñü, î í è âðàùàëèñü âî êðóã ñâîå ãî  öåíòðà
ìà ññ òàê, ÷òî  äâèãàëèñü êàê áû  ï î  ñï èðàëè.
Ñêî ðîñ òü ýòî ãî  âðàùåí èÿ ñòàëà â êî íö å
êî íö î â î ãðî ìí î é – î äèí  î áî ðî ò çà í åñêîë üêî
ì èëëèñåêóíä.  È  íàê î í åö, ÷åðíû å äûðû  ñëè-
ëèñü, èçäàâ êî ðî òêèé, í î  ñòðàøí î é ñèëû

ýí åðãåòè÷åñêèé âñï ëåñê. Ï î  ýí åðãèè ýòî  áûëî
âñå ðàâí î , ÷òî  âçî ðâàòü î äí î âðåì åíí î  3210
ì åãàòî ííûõ  àòî ìíûõ  áî ìá.  Áîë üøàÿ ÷àñòü
ýòî é ýí åðãèè ïð åäñòàâëÿëà ñî áî é ãðàâèòàöè-
î ííóþ  âîë íó.  Ñî  ñêî ðîñ òüþ ñâåòà î íà  ñòàëà
ðàñïð îñ òðàíÿòüñÿ âî  âñå ñòî ðî íû.  Êðî õî ò-
íûé  êóñî÷åê ýòî é ýí åðãèè äîñ òàëñÿ è Çåì ëå.
Î ÷åíü  î áðàçí î  ïð åçèäåíò  ÐÀÍ  À.Ì.  Ñåðãååâ
â î äí î ì  èç ñâîè õ èíò åðâüþ íàçâàë ýòî ò
âñï ëåñê «âî ï ëåì».  Òåì  áîëåå ÷òî  íà  Çåì ëå
äèàïàçî í  ÷àñòî ò ýòî ãî  âîë í î âî ãî  âñï ëåñêà
ñëó÷àéí î  î êàçàëñÿ êàê ðàç â ðàéî í å àêóñòè-
÷åñêèõ ÷àñòî ò. Ýëåêòðî àêóñòè÷åñêàÿ ñèñòåìà
ì î æåò ñäåëàòü ñèãíàë í å òîë üêî  âèäèìûì  íà
ýêðàí å, í î  è ñëûø èìûì.  Äåéñòâèòåëüí î  –
âî ï ëü!

Èçâåñòèå î á ýòî ì  ñî áûòèè ïð èø ëî  íà  Çåì-
ëþ  14 ñåíòÿáðÿ  2015 ãî äà â 9 ÷àñî â 50 ì èíóò
45 ñåêóíä  ï î  ì åæäóíàðî äí î ìó  âðåì åí è UTC
( î òëè÷àþù åìó ñÿ î ò ì îñ êî âñêî ãî  âðåì åí è íà
òðè ÷àñà íàçàä).  Îí î  áûëî  çàôèêñèðî âàí î  â
ÑØÀ  äâóìÿ  óñòàí î âêàì è êîëë àáî ðàöèè
LIGO , íàõ î äÿù èì èñÿ íà  ðàññòî ÿí èè 3000 êì
äðóã î ò äðóãà.

Íàó ÷í îå  î áúÿñí åí èå ðî æäåí èÿ ãðàâèòà-
öèî ííûõ  âîë í  äàåòñÿ ÎÒÎ  – î áù åé òåîðèåé
î òí îñè òåëüí îñ òè Ýéíøò åéíà.  Ï î  ñóòè ñâîå é
ýòî  òåî ðèÿ ãðàâèòàöèè ñ ó÷åòî ì  ñï åöèàëü-
í î é òåîðèè î òí îñè òåëüí îñ òè è ñ î òêàçî ì  î ò
î áÿçàòåëüí îñ òè ñòîë ü ïð èâû÷í î é íàì  åâê-
ëèäî âî é ãåî ì åòðèè. Êðàòêàÿ ñóòü ÎÒÎ  –
âñÿêàÿ ìà ññà èñêàæàåò è «èñêðèâëÿåò» âî ê-
ðóã ñåáÿ ãåî ì åòðèþ,  ïð åâðàùàÿ åå â í ååâê-
ëèäî âó (ð èìàí î âó).  Ïð è ýòî ì  ïð îñ òðàíñòâî
è âðåìÿ  í åëüçÿ â î áù åì  ñëó÷àå î òäåëÿòü
äðóã î ò äðóãà è ãåî ì åòðèþ  íóæí î  ðàññìàò-
ðèâàòü êàê ãåî ì åòðèþ  ÷åòûðåõì åðí î ãî  ì èðà,
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êî íêð åòíû å ñâî éñòâà êîòîðîãî  îïðåäåëÿþò -
ñÿ ñèëàìè  òÿãîòåíèÿ  ìàññ,  íàõîäÿùèõñÿ  â
ýòîì  ìèðå . Ì àòåìàòè÷åñêàÿ ñòîðîíà  ýòîé
òåîðèè – óðàâíåíèÿ  ãðàâèòàöèîííîãî  ïîëÿ .
Âîò  ñëîâà ñàìîãî  Ýéíøòåéíà  â åãî çàìå÷à-
òåëüíîé  ïîïóëÿðíîé  êíèãå (íàïèñàííîé  ñî -
âìåñòíî  ñ Ë.È íôåëüäîì)  «Ýâîëþöèÿ  ôèçè -
êè» (1938  ã.) :

«Íüþòîíîâ  çàêîí  òÿãîòåíèÿ  ñâÿçûâàåò
äâèæåíèå òåëà çäåñü è òåïåðü  ñ äâèæåíèåì
äðóãîãî òåëà â òî  æå ñàìîå  âðåìÿ  íà  äàëå-
êîì  ðàññòîÿíèè … Íà ø è íîâûå  çàêîíû  ñóòü
ñòðóêòóðíûå  çàêîíû,  îïèñûâàþùèå  èçìå-
íåíèå  ïîëÿ  òÿãîòåíèÿ.  Î íè  ñâÿçûâàþò
ñîáûòèÿ,  êîòîðûå  ïðîèñõîäÿò  òåïåðü  è
çäåñü, ñ ñîáûòèÿìè,  êîòîðûå  áóäóò  ïðîèñ-
õîäèòü  èëè óæå ïðîèñõîäèëè  â äðóãîå âðåìÿ
è â äðóãèõ òî÷êàõ.  Ñõåìàòè÷åñêè  ìîæíî
ñêàçàòü –  ïåðåõîä  îò  íüþòîíîâà  çàêîíà
òÿãîòåíèÿ  ê îáùåé  òåîðèè  îòíîñèòåëüíî-
ñòè äî  íåêîòîðîé  ñòåïåíè  àíàëîãè÷åí  ïåðå-
õîäó  îò  çàêîíîâ  ýëåêòðîñòàòèêè  è ìàãíè-
òîñòàòèêè  ê òåîðèè  Ìàêñâåëëà ».

Ñïðàâåäëèâîñòü òåîðèè ãðàâèòàöèè Ýéíø -
òåéíà áûëà ìíîãîêðàòíî  äîêàçàíà . Ä îñòà-
òî÷íî  õîòÿ  áû  òîãî  ôàêòà, ÷òî âñå òî÷íûå
ðàñ÷åòû òðàåêòîðèé äâèæåíèÿ êîñìè÷åñêèõ
àïïàðàòîâ  â îêîëîçåìíîì  è îêîëîñîëíå÷íîì
ïðîñòðàíñòâàõ  áàçèðóþòñÿ íå  íà  ïðîñòîì
íüþòîíîâñêîì  çàêîíå  òÿãîòåíèÿ,  à íà  óðàâ-
íåíèÿõ  îáùåé  òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè . À
íàâèãàöèîííûå  ñèñòåìû  òèïîâ  GPS, Ãëîíàññ
è äð. áåç èñïîëüçîâàíèÿ  óðàâíåíèé  ÎÒÎ
äàâàëè áû  îøèáêó  â îïðåäåëåíèè  êîîðäèíà -
òû çåìíîãî  îáúåêòà ïîðÿäêà  10 êèëîìåòðîâ,
à íå  5 ìåòðîâ,  êàê ýòî äîñòèãíóòî  ñåé÷àñ.
ÎÒÎ ñîâåðøåííî  íåîáõîäèìà,  êîãäà ðå÷ü
èäåò îá  îãðîìíûõ  ìàññàõ (çâåçäû,  ãàëàêòèêè
è âñÿ Âñåëåííàÿ) . Êðîìå  òîãî,  ÎÒÎ ïðåäñêà-
çûâàåò ÿâëåíèÿ,  êîòîðûå  â íüþòîíîâñêîé
òåîðèè îòñóòñòâóþò. È ìåííî  ê òàêèì  ÿâëåíè -
ÿì  è îòíîñÿòñÿ  ãðàâèòàöèîííûå  âîëíû . Ê àê
èç óðàâíåíèé  Ì àêñâåëëà äëÿ ýëåêòðîìàã -
íèòíîãî  ïîëÿ  îáÿçàòåëüíûì  ñëåäñòâèåì ñòà-
ëî  ñóùåñòâîâàíèå ýëåêòðîìàãíèòíûõ  âîëí,
òàê è èç àíàëèçà ãðàâèòàöèîííûõ  óðàâíåíèé
Ýéíøòåéíà  âûòåêàëî,  ÷òî äîëæíû  ñóùåñòâî-
âàòü âîëíû  ãðàâèòàöèè.

Êîñâåííûå  äîêàçàòåëüñòâà íàëè÷èÿ  ãðàâè-
òàöèîííûõ  âîëí  ïîÿâèëèñü  ê êîíöó  ÕÕ âåêà.
Í àïðèìåð,  ïðè  ñëèÿíèè  äâóõ íåéòðîííûõ

çâåçä (ïóëüñàðîâ)  àñòðîôèçèêè  çàôèêñèðî -
âàëè çíà÷èòåëüíîå  óìåíüøåíèå  ñóììàðíîãî
ìîìåíòà  èìïóëüñà  ýòîé ñèñòåìû  ( Í îáåëåâñ-
êàÿ ïðåìèÿ  ïî  ôèçèêå 1993  ã.) . Ýòà «ïðîïà -
æà» ìîãëà  áûòü îáúÿñíåíà  òîëüêî  ïîòåðåé
ìàññû -ýíåðãèè ïðè  ñëèÿíèè  çâåçä, óíîñîì  åå
ãðàâèòàöèîííîé  âîëíîé .

Äðóãîé ïðèìåð  – íàëè÷èå òàê íàçûâàåìûõ
ãðàâèòàöèîííûõ  ëèíç . Òåîðåòèêè ðàññ÷èòà-
ëè, ÷òî ãðàâèòàöèîííàÿ  âîëíà  ñâîèì  èçìåíå -
íèåì  ìåòðèêè  ïðîñòðàíñòâà -âðåìåíè  ìîæåò
èñêàçèòü èçëó÷åíèå êàêîãî -ëèáî  êîñìè÷åñ -
êîãî  îáúåêòà, ïîäîáíî  òîìó  êàê ëèíçà  èñêà-
æàåò õîä  ñâåòîâûõ ëó÷åé. È òàêèå èñêàæå-
íèÿ  àñòðîíîìàìè  áûëè  çàôèêñèðîâàíû .

Í î  ïðÿìûõ,  «çåìíûõ » ýêñïåðèìåíòàëü -
íûõ  äîêàçàòåëüñòâ ñóùåñòâîâàíèÿ  ãðàâèòà-
öèîííûõ  âîëí  íå  áûëî . Ï ðîáëåìà  çàêëþ÷à-
åòñÿ â ñëàáîñòè ýòîãî  âîëíîâîãî  ñèãíàëà,
äîøåäøåãî  äî  Çåìëè . Ýíåðãèÿ  ñèãíàëà, äîñ -
òèãøåãî Çåìëè  14 ñåíòÿáðÿ 2015 ãîäà, áûëà
ïî  êðàéíåé  ìåðå  â 5110  ðàç ìåíüøå  ýíåðãèè
ýòîé âîëíû  ïðè  åå ðîæäåíèè . Å ñëè ïðîâåñòè
àíàëîãèþ  ñî  çâóêîì  îò  óäàðíîé  âçðûâíîé
âîëíû,  òî  ýòî âñå ðàâíî,  ÷òî âçîðâàòü îäíó
ìèëëèîííóþ  äîëþ  ãðàììà  âçðûâ÷àòîãî  âå-
ùåñòâà íà  ðàññòîÿíèè  äåñÿòè ìåòðîâ . Ä ëÿ
÷åëîâå÷åñêîãî óõà ýòî áóäåò íå  «âîïëü » è
äàæå íå  ñëàáûé òðåñê – îíî  âîîáùå  íèêàê  íå
îòðåàãèðóåò íà  òàêîé ñëàáûé çâóê.

Î äíàêî  ïîïûòêè  ôèçèêîâ  ïîéìàòü  ñèãíàë
ãðàâèòàöèîííîé  âîëíû  íà÷àëèñü åùå â 60-å
ãîäû  ïðîøëîãî  âåêà. Ï åðâûì  èäåþ ïîèìêè
ãðàâèòàöèîííîé  âîëíû  âûñêàçàë è ïîïûòàë -
ñÿ åå îñóùåñòâèòü àìåðèêàíñêèé  ôèçèê  Ä æ.
Âåáåð â 1969 ãîäó. È äåÿ áûëà ïðîñòàÿ  –
÷óâñòâèòåëüíûìè  äàò÷èêàìè èçìåðèòü äå-
ôîðìàöèè  ìàññèâíûõ  òåë, êîòîðûå  äîëæíû
ïðîèñõîäèòü,  êîãäà ãðàâèòàöèîííàÿ  âîëíà,
èñêàæàÿ ìåòðèêó  ïðîñòðàíñòâà -âðåìåíè,
ïðîõîäèò  ñêâîçü ýòè òåëà. Òåëàìè  áûëè
àëþìèíèåâûå  öèëèíäðû  ìàññàìè  ïî  ïîëòî -
ðû  òîííû  ñ ïîÿñàìè  èç äåñÿòêîâ ïüåçîýëåê -
òðè÷åñêèõ äàò÷èêîâ äåôîðìàöèé . × óâñòâè-
òåëüíîñòü äàò÷èêîâ áûëà íåîáû÷àéíî  áîëü -
øîé  – äî  1510-   ì  (ðàçìåð  àòîìíûõ  ÿäåð).
Âåáåð çàÿâèë, ÷òî îí  çàôèêñèðîâàë  âîëíû .
Í î  ýòî îêàçàëîñü  îøèáêîé . Ñ êîðåå âñåãî, ýòî
áûëè  ñèãíàëû  îò  ìíîãî÷èñëåííûõ  ïîìåõ  –
êîëåáàíèé  îò  ïîñòîðîííèõ  èñòî÷íèêîâ,  íà -
ïðèìåð  îò  òðàíñïîðòà .
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Ï î  ñõåìå Âåáåðà ïîäîáíûå  îïûòû  ñòàëè
ïðîèçâîäèòüñÿ  â ðÿäå ñòðàí, â òîì  ÷èñëå è â
Ðîññèè (Â.Á.Á ðàãèíñêèé, ÌÃÓ ) . Ðåçóëüòàò
âñþäó áûë  îòðèöàòåëüíûé,  ïîñêîëüêó  ðàñ÷å-
òû àñòðîôèçèêîâ  ïîêàçûâàëè,  ÷òî äåôîðìà -
öèè ïîä  äåéñòâèåì ãðàâèòàöèîííîé  âîëíû
äîëæíû  áûòü çíà÷èòåëüíî  ìåíüøå  1510-   ì .
À äàò÷èêîâ, êîòîðûå  ìîãëè  áû  èçìåðèòü
òàêèå ìàëûå  âåëè÷èíû,  íå  ñóùåñòâîâàëî . Â
60-å æå ãîäû  ïîÿâèëàñü  äðóãàÿ èäåÿ èçìåðå -
íèÿ  òàêèõ ìàëûõ  äåôîðìàöèé  – ñ èñïîëüçî -
âàíèåì  èíòåðôåðåíöèè . È äåÿ áûëà âûäâè-
íóòà ñîâåòñêèìè  ôèçèêàìè  èç ÌÃÓ Ì.Å.Ã åð-
öåíøòåéíîì  è Â.È.Ï óñòîâîéòîì  â 1962 ãîäó.
Í î  íà  ñåìèíàðå  â Ô èçè÷åñêîì  èíñòèòóòå ÀÍ
ÑÑÑÐ èäåÿ áûëà ðàñêðèòèêîâàíà,  à ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ  ñòàòüÿ íå  áûëà ðåêîìåíäîâàíà  ê
ïå÷àòè. × åðåç íåñêîëüêî  ëåò èäåÿ èñïîëüçî -
âàíèÿ  èíòåðôåðîìåòðè÷åñêîãî  ìåòîäà  âîç -
íèêëà  âíîâü,  íà  ýòîò ðàç â ÑØÀ.

Ðàéíåð Âàéññ  â Ì àññà÷óñåòñêîì òåõíî -
ëîãè÷åñêîì  èíñòèòóòå â 1967 ãîäó íà÷àë
ðàçðàáàòûâàòü ïðîåêò  ëàçåðíîãî  èíòåðôåðî -
ìåòðà,  êîòîðûé  ñìîã  áû  ïðåîäîëåòü  «øóìû »
îò  âñåõ ïîñòîðîííèõ  èñòî÷íèêîâ  (òåïëîâûå,
ñåéñìè÷åñêèå, ãðàâèòàöèîííûå  èñòî÷íèêè
ïîìåõ,  íåóñòîé÷èâîñòü ÷àñòîòû ëàçåðíîãî
èçëó÷åíèÿ  è äàæå âîçìîæíûå  ïîìåõè  îò
ãåîìàãíèòíûõ  áóðü è âñïëåñêîâ  êîñìè÷åñêî -
ãî  èçëó÷åíèÿ) . Î í  ðàññ÷èòàë, ÷òî èíòåðôå -
ðîìåòð  äîëæåí  èìåòü êîëîññàëüíûå  ðàçìåðû
– íåñêîëüêî  êèëîìåòðîâ . È ìåííî  äàëüíåé-
øåå ðàçâèòèå ïðîåêòà  Âàéññà è ïðèâåëî  ê
ñîçäàíèþ  LIGO  – ëàçåðíî -èíòåðôåðîìåòðè -
÷åñêîé ãðàâèòàöèîííî -âîëíîâîé  îáñåðâàòî-
ðèè, êîòîðîé  è ñóæäåíî  áûëî  ñîâåðøèòü
îòêðûòèå.

Â 1968 ãîäó â Ê àëèôîðíèéñêîì  òåõíîëîãè -
÷åñêîì  èíñòèòóòå òåîðåòèê-àñòðîôèçèê  Êèï
Òîðí  ñòàë èññëåäîâàòü âîçìîæíûå  èñòî÷íè -
êè ãðàâèòàöèîííûõ  âîëí . Î í  âûäåëèë òðè
èñòî÷íèêà  – ñëèÿíèå  äâóõ ÷åðíûõ  äûð,  ñëè-
ÿíèå  äâîéíûõ  ïóëüñàðîâ  (íåéòðîííûõ  çâåçä)
è ïîñëåäíþþ  ñòàäèþ âçðûâà ñâåðõíîâîé
çâåçäû ñ îáðàçîâàíèåì  íåéòðîííîé  çâåçäû â
åå öåíòðå. Î í  ïðîèçâåë  îöåíêè  ýíåðãèè ãðà-
âèòàöèîííûõ  âîëí  è ñìîäåëèðîâàë  õàðàêòåð
ñàìîãî  ñèãíàëà, ïðèõîäÿùåãî  íà  Çåìëþ . Ýòî
äîëæåí  áûòü êóñîê íåñòàíäàðòíîé  ñèíóñîè -
äû  ñ óâåëè÷èâàþùèìèñÿ  àìïëèòóäîé  è ÷àñ-
òîòîé  è ðåçêèì  ïðåêðàùåíèåì  ñèãíàëà. Äëè-

òåëüíîñòü ñèãíàëà, åãî àìïëèòóäà  è ÷àñòîòà
çàâèñÿò îò  âèäà è ýíåðãèè èñòî÷íèêà  âîëíû .
Ñòàëî ÿñíî,  êàêîé  ñèãíàë íàäî  èñêàòü.

Â 1970 ãîäó â Ê àëèôîðíèþ  ïåðååõàë èç
Ø îòëàíäèè  ôèçèê  Ðîíàëüä  Ä ðåâåð, ðàáîòàâ-
øèé  â óíèâåðñèòåòå â Ãëàçãî. Î í  ïîñòðîèë  ïî
ñâîåìó  ïðîåêòó  èíòåðôåðåíöèîííûé  äåòåê-
òîð  îäíîâðåìåííî  ñ Âàéññîì . Î íè  áûëè  íå
êîíêóðåíòàìè,  à ñîðàòíèêàìè  è äðóçüÿìè  è
ñ ìîìåíòà  ñîçäàíèÿ  LIGO  ðàáîòàëè âìåñòå. Ê
ñîæàëåíèþ,  Ð.Ä ðåâåð, ñêîí÷àâøèéñÿ  â ìàð -
òå 2017 ãîäà, íå  äîæèë  ïîëãîäà  äî  ïðèñóæ-
äåíèÿ  Í îáåëåâñêîé  ïðåìèè  ñâîåìó  äðóãó.

Òðåòüèì  íîáåëåâñêèì  ëàóðåàòîì  ñòàë ôè -
çèê-ýêñïåðèìåíòàòîð  Áàððè Áýðèø , ðàáî -
òàâøèé îäíèì  èç ðóêîâîäèòåëåé  Í àöèîíàëü -
íîé  ëàáîðàòîðèè  óñêîðèòåëåé èìåíè  Ýíðèêî
Ô åðìè  «Ô åðìèëàá » (áëèç × èêàãî),  ñ 1993
ãîäà ïðîôåññîð  Ê àëèôîðíèéñêîãî  òåõíîëî -
ãè÷åñêîãî èñòèòóò. Ï ðîåêò Âàéññà è Ä ðåâåðà
ðàçâèâàëñÿ ìåäëåííûìè  òåìïàìè  – ñëèøêîì
ìíîãî  íàó÷íûõ  è èíæåíåðíûõ  çàäà÷ ïðèõî -
äèëîñü ðåøàòü. È õîòÿ  çà 15 ëåò ðàáîòû
ãðóïïà  Âàéññà è Ä ðåâåðà ðàñøèðèëàñü äî  40
÷åëîâåê, ýòîãî  áûëî  ÿâíî  ìàëî . Í å äîñòàâàëî
ôèçèêà ñ èíæåíåðíûì  ìûøëåíèåì  è îïûòîì
îðãàíèçàòîðñêîé  è àäìèíèñòðàòèâíîé  ðàáî -
òû. È ìåííî  òàêèì  ÷åëîâåêîì  áûë  Áýðèø . Î í
ïåðåðàáîòàë ïðîåêò  ñ èíæåíåðíûõ  ïîçèöèé  è
çà íåñêîëüêî  ëåò ñîçäàë êðóïíûé  ìåæäóíà -
ðîäíûé  êîëëåêòèâ – êîëëàáîðàöèþ  LIGO,
êóäà ïðèâëåê  èç ðàçíûõ  ñòðàí (È òàëèè,
Ãåðìàíèè,  ß ïîíèè,  Ðîññèè)  èññëåäîâàòåëüñ-
êèå ãðóïïû,  èìåþùèå  íåîáõîäèìûé  îïûò .
Åãî  ïîèñòèíå  áåøåíàÿ  ýíåðãèÿ,  õàðàêòåð,
ïîçâîëÿþùèé  ñðàáàòûâàòüñÿ ñ ëþäüìè  ñà-
ìûõ  ðàçíûõ  õàðàêòåðîâ, óìåíèå  äîáèâàòüñÿ
ôèíàíñèðîâàíèÿ  ïðîåêòà  îáåñïå÷èëè  ñîçäà-
íèå  êîëëàáîðàöèè .

Ñåãîäíÿ  â LIGO  ðàáîòàþò ñâûøå 1200
èññëåäîâàòåëåé èç 110 íàó÷íûõ  îðãàíèçàöèé
18 ñòðàí. Ðîññèéñêèå ó÷àñòíèêè – ãðóïïà
Â.Á.Á ðàãèíñêîãî  èç ÌÃÓ è ãðóïïà  èç Í èæå-
ãîðîäñêîãî  È íñòèòóòà ïðèêëàäíîé  ôèçèêè
ÐÀÍ. Ï î  ìíåíèþ  ðóêîâîäèòåëåé  ïðîåêòà,
Âëàäèìèð  Áîðèñîâè÷  Áðàãèíñêèé âëîæèë
îãðîìíûé  âêëàä â îòêðûòèå ãðàâèòàöèîííûõ
âîëí . Ê ñîæàëåíèþ,  îí  óøåë èç æèçíè  29
ìàðòà  2016 ãîäà.

Áýðèø  ñòàë äèðåêòîðîì  LIGO  â 1994 ãîäó
è áûë  èì  äî  2005 ãîäà, êîãäà îí,  îñòàâàÿñü



Í Î Â Î Ñ Ò È  Í À Ó Ê È 17

÷ëåíîì  êîëëàáîðàöèè,  ïðèíÿë  ïðåäëîæåíèå
âîçãëàâèòü ðóêîâîäñòâî  äðóãèì  ãëîáàëüíûì
ìåæäóíàðîäíûì  ïðîåêòîì  ÑØÀ – ñîçäàíè -
åì  ëèíåéíîãî  ñóïåðêîëëàéäåðà. Í î  Í îáå-
ëåâñêàÿ íàãðàäà îò  íåãî  íå  óøëà. Î íà  óâåí -
÷àëà åãî áîëåå ÷åì  äåñÿòèëåòíèå óñèëèÿ ïî
äîâåäåíèþ  äî  êîíöà  ëàçåðíî -èíòåðôåðîìåò -
ðè÷åñêîãî  ïðîåêòà .

Ï îä  ðóêîâîäñòâîì  Áýðèøà â 1994–1998
ãîäàõ áûëè  ïîñòðîåíû  äâå îäèíàêîâûå  îá -
ñåðâàòîðèè – â Õýíôîðäå  è â Ë èâèíãñòîíå  íà
ðàññòîÿíèè  3000  êì  äðóã îò  äðóãà. Ê 2002
ãîäó òàì  áûëè  óñòàíîâëåíû  ëàçåðíûå  èíòåð-
ôåðîìåòðû . Í î  ïåðâûå  æå èçìåðåíèÿ  ïîêà -
çàëè, ÷òî ïðîåêò  íóæäàåòñÿ â ñåðüåçíîé
ïåðåðàáîòêå. È íòåðôåðîìåòðè÷åñêàÿ  ñèñòå-
ìà  íå  ñìîãëà  ðàñïîçíàòü  ñîáûòèÿ,  êîòîðûå
áûëè  áû  õàðàêòåðíûìè  äëÿ ãðàâèòàöèîííûõ
âîëí . Òåîðåòèêè ïîä  ðóêîâîäñòâîì  Òîðíà
ïðîâåëè  îãðîìíóþ  ðàáîòó ïî  ïåðåñ÷åòó àìï -
ëèòóä âîçìîæíûõ  äåôîðìàöèé  îò  ãðàâèòà-
öèîííûõ  âîëí . Î íè  îêàçàëèñü åùå ìåíüøå,
÷åì  äóìàëè  ðàíüøå,  à èìåííî  ïîðÿäêà

20 2110 10- --   ì .
Í à ïåðâûé  âçãëÿä, ðåãèñòðàöèÿ äåôîðìà -

öèé ñ òàêîé òî÷íîñòüþ  ìîãëà  áû  ïîêàçàòüñÿ
íåâûïîëíèìîé . Â åäü ýòî âñå ðàâíî  ÷òî èç-
ìåðÿòü  ðàññòîÿíèå  äî  áëèæàéøèõ çâåçä ñ
ïîãðåøíîñòüþ  â îäíó  äåñÿòóþ äîëþ  ìèëëè -
ìåòðà. Í î  ó ðóêîâîäèòåëåé  ïðîåêòà  íå  îïó -
ñòèëèñü ðóêè. Î íè  îêàçàëèñü îïòèìèñòàìè,
âåðÿùèìè  â ñïîñîáíîñòè  ñâîåãî  êîëëåêòèâà,
À Á àððè Áýðèø  ñíîâà  ñóìåë  äîáèòüñÿ ôè -
íàíñèðîâàíèÿ  ïðîåêòà . Í à÷àëîñü îáíîâëå -
íèå  ïðîåêòà . Ï ðèìåíåíèå  áîëåå ìîùíîãî
ëàçåðà, ñîçäàíèå  ãðóïïîé  Â.Á.Á ðàãèíñêîãî
óëó÷øåííîé  òðîéíîé  ñèñòåìû  ïîäâåñà  çåð-
êàë, ðàçðàáîòêà ìàòåìàòèêàìè  èç ÌÃÓ ïðî -
ãðàììíîãî  îáåñïå÷åíèÿ  àâòîìàòè÷åñêîé  ðå-
ãèñòðàöèè ñîáûòèé  è ìíîãîå  äðóãîå ïîòðå -
áîâàëè åùå äåñÿòè ëåò íàïðÿæåííîé  ðà-
áîòû .

Â 2014 ãîäó íà÷àëàñü ðåãóëÿðíàÿ,  à ïîòîì
è ïîñòîÿííàÿ  ðàáîòà óñòàíîâîê,  ïðåðûâàå -
ìàÿ  òîëüêî  îñòàíîâêàìè  äëÿ âîññîçäàíèÿ
íåîáõîäèìîãî  âàêóóìà  â òðóáàõ. È ññëåäîâà-
òåëè íå  äåæóðèëè íåïðåðûâíî  ó ýêðàíîâ,
÷òîáû  ïîéìàòü  õàðàêòåðíûé  ñèãíàë. Ñ èñòå-
ìà  ðåãèñòðèðîâàëà ìíîæåñòâî  ñèãíàëîâ,  âîç -
íèêàþùèõ  ïî  ñàìûì  ðàçíûì  ïðè÷èíàì . Í î
îíè  íå  áûëè  ïîõîæè  íà  ñèãíàëû,  ðàññ÷èòàí-

íûå  Òîðíîì  è äðóãèìè  àñòðîôèçèêàìè . Å ñëè
áû  ïîÿâèëñÿ  íóæíûé  ñèãíàë, ñèñòåìà ñàìà
ïåðåñëàëà áû  åãî íà  ðàáî÷óþ  ïî÷òó  â íå -
ñêîëüêî  öåíòðîâ  LIGO  â åâðîïåéñêèõ  ãî -
ðîäàõ .

È ìåííî  òàê è ïðîèçîøëî  14 ñåíòÿáðÿ 2015
ãîäà, êîãäà âïåðâûå  áûëè  çàôèêñèðîâàíû
ãðàâèòàöèîííûå  âîëíû,  – óæå ÷åðåç ïîë÷àñà
âñå ó÷àñòíèêè êîëëàáîðàöèè  ïîëó÷èëè  ñîîá -
ùåíèå  îá  ýòîì  ñîáûòèè .

 Í à÷àëàñü òùàòåëüíàÿ îáðàáîòêà  ñèãíàëà
è âû÷èñëåíèå ýíåðãèè ÷åðíûõ  äûð . Àñòðî-
ôèçèêè  ñòàëè ïðîâåðÿòü  âñå äàííûå  îá  èçëó-
÷åíèÿõ  â ýòîé îáëàñòè íåáà,  îòêóäà ïðèøëà
âîëíà,  è äåéñòâèòåëüíî îáíàðóæèëè  ìîùíûå
êðàòêîâðåìåííûå  ýëåêòðîìàãíèòíûå  èçëó-
÷åíèÿ,  êîòîðûå  ìîæíî  áûëî  îáúÿñíèòü  òîëü-
êî  âòÿãèâàíèåì  ìàññ â äâå ìîùíûå  ñõîäÿùè -
åñÿ ÷åðíûå  äûðû  (âåäü ñàìèõ  ÷åðíûõ  äûð
óâèäåòü íåëüçÿ) . Â ïîëíå  âîçìîæíî,  ÷òî áåç
«ïîäñêàçêè » ôèçèêîâ  èç LIGO  àñòðîôèçèêè
ïðîìîðãàëè  áû  ýòè èçëó÷åíèÿ  – îíè  áûëè
î÷åíü  êðàòêîâðåìåííûìè . Í î  òåïåðü ñîøëèñü
êîíöû  ñ êîíöàìè,  è ñîáûòèå,  çàôèêñèðîâàí -
íîå  14 ñåíòÿáðÿ 2015 ãîäà, ñ÷èòàåòñÿ ïåðâûì
íàäåæíûì  äîêàçàòåëüñòâîì  ñóùåñòâîâàíèÿ
íå  òîëüêî  ãðàâèòàöèîííûõ  âîëí,  íî  è ÷åð-
íûõ  äûð!

Ðàáîòà îïîçíàíèÿ  äëèëàñü íåñêîëüêî  ìåñÿ -
öåâ, è 11 ôåâðàëÿ 2016 ãîäà íà  ïðåññ-
êîíôåðåíöèè  â ÖÅÐÍ å â Æ åíåâå áûëî  îáúÿâ -
ëåíî  îá  îòêðûòèè  ãðàâèòàöèîííûõ  âîëí . Â
òîò æå äåíü  âûøåë  èç ïå÷àòè ñïåöèàëüíûé
âûïóñê  ñàìîãî  àâòîðèòåòíîãî  ôèçè÷åñêîãî
æóðíàëà Physical Review Letters,  ãäå áûëî
çàÿâëåíî  ýòî îòêðûòèå. Çà ïîñëåäíèå  äâà
ãîäà ïðîèçîøëè  åùå ÷åòûðå ðåãèñòðàöèè
ãðàâèòàöèîííûõ  âîëí . Î ñîáåííî  èíòåðåñíîé
áûëà ðåãèñòðàöèÿ 17 àâãóñòà 2017 ãîäà. Â
ýòîò äåíü  âïåðâûå  áûëà çàôèêñèðîâàíà  ãðà-
âèòàöèîííàÿ  âîëíà  îò  ñëèÿíèÿ  äâóõ íåéò-
ðîííûõ  çâåçä, è îäíîâðåìåííî  ýòî ñîáûòèå
íàáëþäàëîñü  àñòðîíîìàìè  êàê ïðåâðàùåíèå
äâóõ çâåçä â îäíó . È òóò óæå Í îáåëåâñêîìó
êîìèòåòó  ïî  ôèçèêå íåêóäà áûëî  äåâàòüñÿ.
Î òêðûòèå ñòàëî ôàêòîì,  è îíî  áûëî  åäèíî -
äóøíî  ïðèçíàíî  çàñëóæèâàþùèì  Í îáåëåâñ-
êîé  ïðåìèè  2017 ãîäà. Î íà  áûëà ïðèñóæäåíà
àìåðèêàíñêèì  ôèçèêàì  Ðàéíåðó  Âàéññó,
Êèïó  Òîðíó  è Áàððè Áýðèøó . Â äåíåæíîì
èçìåðåíèè  ïîëîâèíà  ïðåìèè  ïðèñóæäàëàñü
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Âàéññó, à âòîðàÿ ïîëîâèíà  äåëèëàñü ïîðîâíó
ìåæäó  Òîðíîì  è Áýðèøåì .

× òî  æå ñîáîé  ïðåäñòàâëÿåò ëàçåðíûé  èí -
òåðôåðîìåòð?  Ë àçåð èçëó÷àåò èìïóëüñ  (â
ñâåòîâîì  äèàïàçîíå),  è ýòîò èìïóëüñ  ðàçäå-
ëÿåòñÿ íà  äâà âçàèìíî  ïåðïåíäèêóëÿðíûõ
ëó÷à («ïëå÷è » èíòåðôåðîìåòðà) . Ë ó÷è âíóò-
ðè òðóá óñòðåìëÿþòñÿ  ê çåðêàëàì,  íàõîäÿ -
ùèìñÿ  íà  ðàññòîÿíèè  4 êì  îò  èñòî÷íèêà .
Çåðêàëà ÿâëÿþò ñîáîé  ìàññèâíûå  ìåòàëëè-
÷åñêèå ïëèòû,  ïîäâåøåííûå  íà  ñèñòåìàõ
Áðàãèíñêîãî  èç òðåõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ  ïîä -
âåñîâ (äëÿ  âñåìåðíîãî  óìåíüøåíèÿ  òðÿñêè
è äåôîðìàöèè  çåðêàë îò  ïîñòîðîííèõ  ïðè -
÷èí) . Î òðàæåííûå  îò  çåðêàë ëó÷è ñõîäÿòñÿ
îêîëî  ëàçåðà è èíòåðôåðèðóþò . Ñ èñòåìà
íàñòðîåíà  òàê, ÷òî åñëè íåò íèêàêèõ  ãðàâè-
òàöèîííûõ  âîçìóùåíèé,  òî  ýòè ëó÷è ïîãà -
øàþò  äðóã äðóãà. Í î  åñëè ïðîáåãàåò ãðàâè-
òàöèîííàÿ  âîëíà  (ïîïåðå÷íàÿ  è ïîëÿðèçî -
âàííàÿ,  êàê îæèäàëîñü  ïî  òåîðèè),  òî  îíà
èñêàæàåò ïðîñòðàíñòâî -âðåìÿ  òîëüêî  â îä -
íîì  èç ïëå÷  èíòåðôåðîìåòðà  è âñëåäñòâèå
ýòîãî  âîçíèêàåò  ñäâèã ïî  ôàçå ìåæäó  äâó-
ìÿ  èíòåðôåðèðóþùèìè  ëó÷àìè . È íòåðôå -
ðîìåòð  ðåãèñòðèðóåò êîëåáàíèÿ  ãðàâèòàöè-
îííîãî  ïîëÿ  – ïðîõîæäåíèå  ãðàâèòàöèîí -
íîé  âîëíû .

À çà÷åì æå íóæíû  áûëè  äâå îäèíàêîâûå
óñòàíîâêè  íà  ðàññòîÿíèè  3000  êì  äðóã îò
äðóãà? Âðåìÿ  çàïàçäûâàíèÿ  ñèãíàëà íà  îä -
íîé  èç óñòàíîâîê  îêàçàëîñü  êàê ðàç ðàâíûì
âðåìåíè  ïðîõîæäåíèÿ  ãðàâèòàöèîííîé  âîë -
íû  îò  îäíîé  óñòàíîâêè  ê äðóãîé (ïîðÿäêà
0,01 ñåêóíäû) . Ðàçëè÷íûé  õàðàêòåð äåôîð -
ìàöèè  çåðêàë â ýòèõ äâóõ óñòàíîâêàõ  ïîçâî -
ëèë îïðåäåëèòü  ïðèìåðíîå  íàïðàâëåíèå  (óã-
ëîâûå  íåáåñíûå  êîîðäèíàòû)  íà  èñòî÷íèê
âîëíû . Î ãðîìíîé  òðóäíîñòüþ  áûëî  ñîçäà-
íèå  è ïîääåðæèâàíèå  âàêóóìà  â áîëüøîì
îáúåìå  ýòèõ òðóá, ÷òîáû  ñâåñòè äî  ìèíèìóìà
ðàññåÿíèå ëó÷åé íà  ìîëåêóëàõ  âîçäóõà. Ä ëÿ
ñîîðóæåíèÿ  óñòàíîâîê  íåîáõîäèìî  áûëî
òùàòåëüíî  âûðîâíÿòü  ÷åòûðåõêèëîìåòðîâûå
ïóòè  äëÿ òðóá è ïîñòðîèòü  äëèííûå  ìîùíûå
ôóíäàìåíòû . Í î,  ãëàâíîå,  íóæíî  áûëî  íàé -
òè òàêèå ìåñòà, ãäå âñå îáúåêòû  öèâèëèçàöèè
íàõîäèëèñü  áû  äîñòàòî÷íî  äàëåêî,  íî  â òî  æå
âðåìÿ  äîáèðàòüñÿ äî  ýòèõ ìåñò áûëî  áû  íå
î÷åíü  çàòðóäíèòåëüíî . Â ÑØÀ òàêèå ìåñòà
íàøëè  íà  ñåâåðî-çàïàäå â øòàòå Âàøèíãòîí

íà  çàáðîøåííîì  àòîìíîì  ïîëèãîíå  è íà  þãî -
çàïàäå â øòàòå Ë óèçèàíà â êðàþ  òðîïè÷åñ -
êèõ è ñóáòðîïè÷åñêèõ ëåñîâ.

Í åñìîòðÿ  íà  êàæóùóþñÿ  ïðîñòîòó  èçìåðè -
òåëüíîé  ñõåìû,  ñîîðóæåíèå  óñòàíîâîê  îáõî -
äèòñÿ î÷åíü  äîðîãî  (ñîòíè  ìèëëèîíîâ  äîëëà -
ðîâ) . Ï ðàâèòåëüñòâî ÑØÀ íå  ó÷àñòâîâàëî â
ýòîì  ïðîåêòå,  îñíîâíûå  ñðåäñòâà äàëè Í àöè-
îíàëüíûé  íàó÷íûé  ôîíä  ÑØÀ è ãåðìàíñêîå
Î áùåñòâî  èìåíè  Ì àêñà Ï ëàíêà . Â ñîçäàíèè
îòäåëüíûõ  ýëåìåíòîâ  ó÷àñòâîâàëè Ñîâåò ïî
îáåñïå÷åíèþ  íàóêè  è òåõíèêè Âåëèêîáðèòà-
íèè  è Àâñòðàëèéñêèé Ñîâåò ïî  èññëåäîâàíè -
ÿì . Ðîññèéñêèå ôèçèêè  èç íèæåãîðîäñêîãî
È íñòèòóòà ïðèêëàäíîé  ôèçèêè  ñîçäàëè î÷åíü
íóæíûé  ýëåìåíò  – èçîëÿòîð  Ô àðàäåÿ, ñëîæ-
íóþ  ñèñòåìó, îòêëîíÿþùóþ  îòðàæåííûé  ëó÷
îáðàòíî  â ëàçåð è íàïðàâëÿþùóþ  åãî ê
èíòåðôåðîìåòðó . Ó÷àñòèå ãðóïïû  Áðàãèíñ-
êîãî  çàêëþ÷àëîñü íå  òîëüêî  â ðàçðàáîòêå
êîíñòðóêöèè  ïîäâåñà  çåðêàë, íî  è â âûáîðå
ìàòåðèàëà äëÿ çåðêàë è íèòåé ïîäâåñà . È ,
êàê óæå îòìå÷àëîñü  âûøå,  ìàòåìàòèêè  èç
ÌÃÓ ðàçðàáîòàëè ïðîãðàììíîå  îáåñïå÷åíèå
äëÿ ñèñòåìû  ðàñïîçíàâàíèÿ  ñèãíàëà.

Çíà÷åíèå  îòêðûòèÿ  ãðàâèòàöèîííûõ  âîëí
íå  òîëüêî  î÷åíü  âåëèêî,  íî  è ìíîãîîáðàçíî .
Ýòî :

gïðÿìîå  äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ
ãðàâèòàöèîííûõ  âîëí;

gïðÿìîå  äîêàçàòåëüñòâî ïîïåðå÷íîñòè  ãðà-
âèòàöèîííûõ  âîëí  è èõ ïîëÿðèçàöèè;

gäîêàçàòåëüñòâî ïðàâèëüíîñòè  ðàáî÷èõ
âåðñèé ÎÒÎ ;

gïðÿìîå  äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ
÷åðíûõ  äûð;

gïðÿìîå  äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ
äâîéíûõ  ÷åðíûõ  äûð;

gîáíàðóæåíèå  ñàìîé  ìîùíîé  ÷åðíîé  äûðû
(íå  â öåíòðàõ ãàëàêòèê);

góñòàíîâëåíèå  âåðõíåãî  ïðåäåëà ìàññû
ãðàâèòîíà : 5810-   êã;

góòî÷íåíèå  ïîñòîÿííîé  Õ àááëà:
70 10 êì ñ±  íà  ìåãàïàðñåê.

È , íàêîíåö,  ïî -âèäèìîìó,  ñàìîå  âàæíîå  –
ýòî îòêðûòèå íîâîãî  ñïîñîáà  íàáëþäåíèé  âî
Âñåëåííîé,  ðîæäåíèå  ãðàâèòàöèîííî -âîëíî -
âîé  àñòðîíîìèè .
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Ýòîò ðàçäåë âåäåòñÿ ó íàñ èç íîìåðà â íîìåð ñ ìîìåí òà îñíîâàíèÿ æóðíàëà. Ïóáëèêóåìûå â
íåì çàäà÷è  íåñòàíäàðòíû, íî  äëÿ  èõ ðåøåíèÿ íå òð åáóåòñÿ çíàíèé, âûõîäÿùèõ  çà ðàìêè
øêîëüíîé  ïðîãðàììû. Íàèáîëåå òðóäíûå çàäà÷è îòìå÷à þòñÿ çâåçäî÷êîé. Ïîñëå ôîðìóëèðîâêè
çàäà÷è ìû îáû÷íî óêàçûâàåì, êòî íàì åå ïðåäëîæèë. Ð àçóìååòñÿ, íå âñå ýòè çàäà÷è ïóáëèêóþòñÿ
âïåðâûå.

Ðåøåíèÿ çàäà÷ ïî ìàòåìàòèêå è ôèçèêå èç ýòîãî íîìåð à ñëåäóåò îòïðàâëÿòü ïî ýëåêòðîííûì
àäðåñàì: math@kvant.ras.ru è phys@kvant.ras.ru ñîîò âåòñòâåííî èëè ïî ïî÷òîâîìó àäðåñó: 119296
Ìîñêâà, Ëåíèíñêèé ïðîñïåêò, 64-À, «Êâàíò».

Óñëîâèÿ êàæäîé îðèãèíàëüíîé çàäà÷è, ïðåäëàãàåìîé äë ÿ ïóáëèêàöèè, âìåñòå ñ Âàøèì
ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è ïðèñûëàéòå ïî òåì æå àäðåñàì.

Çàäà÷è Ì2502–Ì2505 ïðåäëàãàëèñü íà ðåãèîíàëüíîì ýòà ïå XLIV Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû
øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå. Çàäà÷è Ô2509–Ô2512 ïðåäëà ãàëèñü íà Âñåñèáèðñêîé îòêðûòîé
îëèìïèàäå øêîëüíèêîâ ïî ôèçèêå 2018 ãîäà.

Çàäà÷è
ïî ìàòåìàòèêå è ôèçèêå

Çàäà÷è Ì2502–Ì2505, Ô2509–Ô2512

M2502.  Ïåòÿ è Âàñÿ ïî î÷åðåäè âûïèñûâà-
þò íà äîñêó íàòóðàëüíûå ÷èñëà, íå ïðåâîñ-
õîäÿùèå 2018 (âûïèñûâàòü óæå èìåþùåå-
ñÿ ÷èñëî çàïðåùåíî); íà÷èíàåò Ïåòÿ. Åñëè
ïîñëå õîäà èãðîêà íà äîñêå îêàçûâàþòñÿ
òðè ÷èñëà, îáðàçóþùèõ àðèôìåòè÷åñêóþ
ïðîãðåññèþ, ýòîò èãðîê âûèãðûâàåò. Ó
êîãî èç èãðîêîâ åñòü ñòðàòåãèÿ, ïîçâîëÿþ-
ùàÿ åìó ãàðàíòèðîâàííî âûèãðàòü?

Ì.Äèäèí, Ï.Êîæåâíèêîâ

M2503.   Äàí òðåóãîëüíèê ABC, â êîòîðîì
30A C�‘ � �‘ � �q  (ðèñ.1). Íà åãî ñòîðîíàõ

AB, BC è AC âûáðàíû òî÷êè D , E è F
ñîîòâåòñòâåííî òàê, ÷òî BFD BFE�‘ � �‘ � 

60� �q. Ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà ABC ðàâåí

p, à ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà DEF  ðàâåí 1p .
Äîêàæèòå, ÷òî 12p p�d .

À.Êóçíåöîâ

M2504.  Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ òàêîå
íàòóðàëüíîå ÷èñëî 201810n �! , ÷òî ñóììà
âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë, ìåíüøèõ n, âçàèìíî
ïðîñòà ñ  n.

Ð.Ñàëèìîâ

M2505.  Â êîìïàíèè 100 äåòåé, íåêîòîðûå
äåòè äðóæàò (äðóæáà âñåãäà âçàèìíà).
Èçâåñòíî, ÷òî ïðè âûäåëåíèè ëþáîãî ðå-
áåíêà îñòàâøèõñÿ 99 äåòåé ìîæíî ðàçáèòü
íà 33 ãðóïïû ïî òðè ÷åëîâåêà òàê, ÷òîáû â
êàæäîé ãðóïïå âñå òðîå ïîïàðíî äðóæèëè.
Íàéäèòå íàèìåíüøåå âîçìîæíîå êîëè÷å-
ñòâî ïàð äðóæàùèõ äåòåé.

Ñ.Áåðëîâ, Í.Âëàñîâà, Ä.Õðàìöîâ

Ô2509.  Îòêðûòûé áåç êðûøè âàãîí (æå-
ëåçíîäîðîæíèêè èõ íàçûâàþò ïîëóâàãî-
íàìè) âûñîòîé Í = 4,5 ì äâèæåòñÿ ñ
ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ u = 6 ì/ñ. Êàê
òîëüêî âàãîí ïðîåõàë ìèìî ãðóç÷èêà, òîò
ñðàçó ïîïûòàëñÿ çàêèíóòü ÷åðåç çàäíþþ
ñòåíêó âàãîíà íåáîëüøîé ìåøîê. Êàêóþ
ìèíèìàëüíóþ ñêîðîñòü v (â ì/ñ) ïðè ýòîì
íåîáõîäèìî ñîîáùèòü ìåøêó? Èçâåñòíî,
÷òî ïðè çàáðàñûâàíèè ìåøêà ãðóç÷èê «îò-
ïóñêàåò» åãî íà âûñîòå h = 1 ì îò óðîâíÿ
çåìëè. Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ

29,8 ì ñg = . Ñîïðîòèâëåíèåì âîçäóõà ïðå-
íåáðå÷ü.

À.Êèïðèÿíîâ

Ô2510.  Ãîðëûøêî áóòûëêè ñ âíóòðåííèì
äèàìåòðîì D  = 1 ñì íàõîäèòñÿ íà ðàññòî-
ÿíèè Í = 10 ñì íèæå âîäîïðîâîäíîãî
êðàíà, âíóòðåííèé äèàìåòð íîñèêà êîòî-
ðîãî 0D  = 2 ñì (ðèñ.2). Öåíòðû ãîðëûøêà
áóòûëêè è íîñèêà êðàíà íàõîäÿòñÿ íà
îäíîé âåðòèêàëè. Ïðè êàêîì ìàêñèìàëü-

Ðèñ. 1
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íîì ðàñõîäå âîäû 0Q  (â
ë/ñ) âñÿ âîäà áóäåò ïîïà-
äàòü â áóòûëêó? Óñêîðå-
íèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ

29,8 ì ñg = . Ñ÷èòàòü òå-
÷åíèå âîäû ñïîêîéíûì
(ëàìèíàðíûì). Âëèÿíè-
åì âîçäóõà, âûòåñíÿåìî-
ãî èç áóòûëêè â ïðîöåññå
åå çàïîëíåíèÿ âîäîé, ïðå-
íåáðå÷ü.1

Ä.Ìåäâåäåâ

Ô2511. Èìåþòñÿ 10 îäèíàêîâûõ ôëàêîíîâ
ñ æèäêîñòüþ. Îíè õðàíÿòñÿ âíóòðè ÿùè-
êà, èç êîòîðîãî òåïëî íàðóæó íå âûõîäèò.
Äëÿ ëó÷øåãî õðàíåíèÿ êàæäûé ôëàêîí
íàäî íà íåêîòîðîå âðåìÿ íàãðåòü äî òåìïå-
ðàòóðû 90 C+ ° . Äëÿ ýòîãî âçÿëè ïåðâûé
ôëàêîí è íàãðåëè åãî äî íóæíîé òåìïåðà-
òóðû, çàòðàòèâ íà ýòî êîëè÷åñòâî òåïëîòû
Q = 30 êÄæ. Çàòåì ïîñòàâèëè åãî âíóòðü
ÿùèêà è ïîäîæäàëè, ïîêà òåìïåðàòóðû
âñåõ ôëàêîíîâ íå âûðîâíÿëèñü çà ñ÷åò
òåïëîîáìåíà. Çàòåì âçÿëè âòîðîé ôëàêîí
è ïðîäåëàëè ñ íèì òó æå ñàìóþ ïðîöåäóðó,
âêëþ÷àÿ ïîñëåäóþùåå âûðàâíèâàíèå òåì-
ïåðàòóð, è òàê äàëåå. Êàêîå êîëè÷åñòâî
òåïëîòû ïîòðåáóåòñÿ äëÿ ïðîãðåâà äåñÿòî-
ãî ôëàêîíà?

Â.Áîðîâêîâ

Ô2512. Äåðåâÿííûé ñîñóä öèëèíäðè÷åñ-
êîé ôîðìû (ðèñ. 3) ïëàâàåò â âîäå, ïîãðó-
çèâøèñü íà 0,2 ñâîåé âûñîòû, êîãäà îí

ïóñòîé, è íà 0,95 âû-
ñîòû, êîãäà îí çàïîë-
íåí âîäîé. Âî ñêîëü-
êî ðàç ïëîòíîñòü äå-
ðåâà, èç êîòîðîãî èç-
ãîòîâëåí ñîñóä, ìåíü-
øå ïëîòíîñòè âîäû?

Â.Áàòêèí

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3

Ðåøåíèÿ çàäà÷ Ì2490–Ì2492,
Ô2497–Ô2500

M2490.  Áûëî 100 äâåðåé, ó êàæäîé ñâîé
êëþ÷ (îòïèðàþùèé òîëüêî ýòó äâåðü).

Äâåðè ïðîíóìåðîâàíû ÷èñëàìè 1, 2, …
..., 100, êëþ÷è òîæå ïðîíóìåðîâàíû, íî,
âîçìîæíî, ñ îøèáêàìè: íîìåð êëþ÷à ñî-
âïàäàåò ñ íîìåðîì äâåðè èëè îòëè÷àåò-
ñÿ íà 1. Çà îäíó ïîïûòêó ìîæíî âûá-
ðàòü ëþáîé êëþ÷, ëþáóþ äâåðü è ïðîâå-
ðèòü, ïîäõîäèò ëè ýòîò êëþ÷ ê ýòîé
äâåðè. Ìîæíî ëè ãàðàíòèðîâàííî óçíàòü,
êàêîé êëþ÷ êàêóþ äâåðü îòêðûâàåò, ñäå-
ëàâ íå áîëåå:  à) 99 ïîïûòîê; á) 75 ïîïû-
òîê; â) 74 ïîïûòîê?

Îòâåò. à), á) Ìîæíî; â) íåëüçÿ.
à) Ïîïðîáóåì, ïîäõîäèò ëè ïåðâûé êëþ÷
ê ïåðâîé äâåðè. Åñëè äà, òî ïåðâûé êëþ÷
îïîçíàí.  Åñëè íåò, òî îí ïîäõîäèò êî
âòîðîé äâåðè, à ê ïåðâîé äâåðè ïîäõîäèò
âòîðîé êëþ÷. Â ýòîì ñëó÷àå îïîçíàíû äâà
êëþ÷à. Áåðåì î÷åðåäíîé ñëåâà íåîïîçíàí-
íûé êëþ÷, ïðîâåðÿåì åãî íà ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé åìó äâåðè, ðàñïîçíàåì õîòÿ áû îäèí
êëþ÷. Åñëè ïîñëå 99 òàêèõ ïîïûòîê îñòà-
íåòñÿ íåðàñïîçíàííîå, òî ýòî ïîñëåäíèé
êëþ÷ è äëÿ íåãî îñòàëàñü òîëüêî îäíà
äâåðü.
á) Ïîïðîáóåì, ïîäõîäèò ëè òðåòèé êëþ÷ ê
òðåòüåé äâåðè. Åñëè îí ïîäõîäèò, òî ñ
ïåðâûìè äâóìÿ êëþ÷àìè ìû ñìîæåì ðà-
çîáðàòüñÿ çà îäíó ïîïûòêó. Èòîãî çà äâå
ïîïûòêè îïîçíàíû ïåðâûå òðè êëþ÷à.
Åñëè îí íå ïîäîøåë, òî ïîïðîáóåì, ïîäõî-
äèò ëè îí êî âòîðîé äâåðè. Åñëè äà, òî
ïåðâûé êëþ÷ ìîæåò ïîäîéòè òîëüêî ê
ïåðâîé äâåðè, à âòîðîé – ê òðåòüåé. Îïÿòü
çà äâå ïîïûòêè îïîçíàíû òðè ïåðâûõ êëþ-
÷à. Åñëè ñíîâà íå ïîäîøåë, òî îí ïîäõîäèò
ê ÷åòâåðòîé äâåðè. Ïåðâûå äâà êëþ÷à
ìîãóò îáñëóæèòü òîëüêî äâå äâåðè, ñëåäî-
âàòåëüíî, òðåòüþ äâåðü îòêðûâàåò ÷åòâåð-
òûé êëþ÷. Ñ ïåðâûìè äâóìÿ êëþ÷àìè è
äâåðüìè ðàçáåðåìñÿ çà îäíó ïîïûòêó. Â
ýòîì ñëó÷àå çà òðè ïîïûòêè îïîçíàíû
÷åòûðå êëþ÷à.
Ïîâòîðÿåì ïðîöåññ: ïðîáóåì òðåòèé ñëåâà
íåîïîçíàííûé êëþ÷ ê ñîîòâåòñòâóþùåé
äâåðè. Ðàñïîçíàåì çà äâå ïîïûòêè òðè
êëþ÷à èëè çà òðè ïîïûòêè ÷åòûðå êëþ÷à.
Åñëè ìû óæå íå ìîæåì âûïîëíèòü ýòîò øàã,
òî îñòàëîñü ìåíåå òðåõ íåðàñïîçíàííûõ
êëþ÷åé. Ñ äâóìÿ êëþ÷àìè ðàçáåðåìñÿ  çà
îäíó ïîïûòêó, ñ îäíèì – çà íîëü ïîïûòîê.

1 Íàïðèìåð, ïîòîìó, ÷òî â áîêîâîé ñòåíêå
áóòûëêè èìååòñÿ îòâåðñòèå äëÿ âûïóñêà âîçäó-
õà. (Ïðèì. ðåä.)
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Ïîñêîëüêó êàæäûé ðàç êîëè÷åñòâî ïîïû-
òîê íå ïðåâîñõîäèëî 3 4  ðàñïîçíàâàåìûõ
äâåðåé, òî âñåãî ïîïûòîê áóäåò íå áîëåå 75.
â) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Õâàñòóí óìååò ýòî
äåëàòü çà 74 ïîïûòêè. Ðàçîáüåì äâåðè è
êëþ÷è íà 25 ïîäðÿä èäóùèõ ÷åòâåðîê.
Îáëåã÷èì Õâàñòóíó çàäà÷ó. Áóäåì ïðåä-
ëàãàòü åìó òîëüêî òàêèå ðàñïîëîæåíèÿ
êëþ÷åé, â êîòîðûõ êëþ÷è íå ìîãóò îòêðû-
âàòü äâåðè èç äðóãèõ ÷åòâåðîê, è ñîîáùèì
Õâàñòóíó îá ýòîì. Òîãäà áåññìûñëåííî
áóäåò ïðîáîâàòü êëþ÷ ê äâåðè èç äðóãîé
÷åòâåðêè, è ó Õâàñòóíà âñå ðàâíî åñòü
ñòðàòåãèÿ çà 74 ïîïûòêè. Ïî ýòîé ñòðàòå-
ãèè â êàêîé-òî ÷åòâåðêå îí äåëàåò íå áîëåå
äâóõ ïîïûòîê. Ó ïàðû ïîïûòîê åñòü ëèøü
÷åòûðå ðàçëè÷íûõ èñõîäà, è äëÿ êàæäîãî
èç íèõ Õâàñòóí óêàçûâàåò êàêîå-òî ðàñïî-
ëîæåíèå êëþ÷åé â ÷åòâåðêå. Íî âàðèàíòîâ
ñîîòâåòñòâèÿ ÷åòûðåõ êëþ÷åé è ÷åòûðåõ
äâåðåé áîëüøå: (12 34), (21 34), (1 324),
(1243), (214 3). Ïðîòèâîðå÷èå.

À.Ëåáåäåâ, À.Øàïîâàëîâ
M2491.  Êóñîê ñûðà íàäî ðàçðåçàòü íà
÷àñòè ñ ñîáëþäåíèåì òàêèõ ïðàâèë: 1)
âíà÷àëå ðåæåì ñûð íà 2 êóñêà, çàòåì îäèí
èç íèõ ðåæåì åùå íà 2 êóñêà, çàòåì îäèí
èç òðåõ êóñêîâ îïÿòü ðåæåì íà 2 êóñêà è
ò.ä.; 2) ïîñëå êàæäîãî ðàçðåçàíèÿ ÷àñòè
ìîãóò áûòü ðàçíûìè ïî âåñó, íî îòíîøå-
íèå âåñà ëþáîé ÷àñòè ê âåñó ëþáîé äðóãîé
äîëæíî áûòü ñòðîãî áîëüøå çàäàííîãî
÷èñëà R.
à) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè R = 0,5 ìîæíî
ðåçàòü ñûð òàê, ÷òî ïðîöåññ íèêîãäà íå
îñòàíîâèòñÿ (ïîñëå ëþáîãî ÷èñëà ðàçðå-
çàíèé ìîæíî áóäåò îòðåçàòü åùå îäèí
êóñîê).
á) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè R > 0,5, òî
ïðîöåññ ðåçêè êîãäà-íèáóäü îñòàíîâèòñÿ.
â) Íà êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî êóñêîâ
ìîæíî ðàçðåçàòü ñûð, åñëè R = 0,6?
ã) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ïðè äàííîì R ñûð
ìîæíî ðàçðåçàòü íà 11 êóñêîâ, òî åãî
òàêæå ìîæíî ðàçðåçàòü è íà 12 êóñêîâ.

Ðåøåíèå – â ñòàòüå À.Òîëïûãî «Êàê ðàçðå-
çàòü ñûð?»

M2492.  Â íåðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíè-
êå ABC ïðîâåäåíû ìåäèàíû 0AA , 0BB ,

0CC  è âûñîòû 1AA , 1BB , 1CC . Ïóñòü 2A
– òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòåé, îïè-
ñàííûõ îêîëî òðåóãîëüíèêîâ 1 0BA B  è

1 0CA C , îòëè÷íàÿ îò òî÷êè 1A . Àíàëîãè÷-
íî îïðåäåëèì òî÷êè 2B  è 2C . Äîêàæèòå,
÷òî ïðÿìûå 2AA , 2BB , 2CC  ïåðåñåêàþò-
ñÿ â îäíîé òî÷êå.

Ïðèìåíèì ñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå:
ñíà÷àëà âûïîëíèì èíâåðñèþ îòíîñèòåëü-
íî îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå B ðàäè-

óñà 
2

AB BC�˜
, à çàòåì – ñèììåòðèþ îòíî-

ñèòåëüíî áèññåêòðèñû óãëà B. Ïðè òàêîì
ïðåîáðàçîâàíèè A ïåðåéäåò â 0A  (è íàîáî-
ðîò), C – â 0C . Îñíîâàíèå âûñîòû 1B
ïåðåéäåò â òî÷êó X , äëÿ êîòîðîé

1 0BAB BA X�' �': , 1 0BCB BC X�' �': . Îòñþ-
äà 0XA BC�A , 0XC BA�A , ò.å. X ñîâïàäàåò
ñ öåíòðîì O îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåó-
ãîëüíèêà ABC. Òîãäà èíòåðåñóþùèå íàñ
îïèñàííûå îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêîâ

1 0AB A  è 1 0CB C  ïåðåéäóò â îïèñàííûå
îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêîâ 0A OA  è 0C OC
(ðèñ.1), à òî÷êà 2B  ïåðåõîäèò âî âòîðóþ

(îòëè÷íóþ îò O) òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ
îêðóæíîñòåé; íàçîâåì ýòó òî÷êó 2B�c. Àíà-
ëîãè÷íî îïðåäåëèì 2A�c è 2C�c. Çàìåòèì, ÷òî
ïðÿìûå 2BB  è 2BB�c ñèììåòðè÷íû îòíîñè-
òåëüíî áèññåêòðèñû óãëà B è àíàëîãè÷íîå
óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ ïàð ïðÿìûõ 2AA  è

2AA�c, 2CC  è 2CC�c, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî
ïîêàçàòü, ÷òî ïðÿìûå 2AA�c, 2BB�c, 2CC�c
ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå; òîãäà ïðÿìûå

2AA , 2BB , 2CC  áóäóò ïåðåñåêàòüñÿ â
èçîãîíàëüíî ñîïðÿæåííîé òî÷êå.
Ïîêàæåì, ÷òî íà ñàìîì äåëå 2 2 2A B C�c �c �c� � ,
èëè, ýêâèâàëåíòíî, ÷òî öåíòðû îêðóæíîñ-
òåé 0A OA , 0B OB  è 0C OC  ëåæàò íà îäíîé

Ðèñ. 1
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Ô2497.  Â æóðíàëå «Ôèçèêà â øêîëå»
áûëî îïóáëèêîâàíî òàêîå óñëîâèå çàäà÷è:
«Ñâîáîäíî ïàäàþùåå ñ óñêîðåíèåì

2g 10 ì ñ=  òåëî ñïóñòÿ íåêîòîðîå âðå-

ïðÿìîé (òîãäà ïîìèìî òî÷êè O ýòè îêðóæ-
íîñòè äåéñòâèòåëüíî èìåþò åùå îäíó îá-
ùóþ òî÷êó – ñèììåòðè÷íóþ òî÷êå O îòíî-
ñèòåëüíî ëèíèè öåíòðîâ). Öåíòð îïèñàí-
íîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà 0B OB  ëå-
æèò íà ïåðåñå÷åíèè ñåðåäèííûõ ïåðïåíäè-
êóëÿðîâ ê îòðåçêàì OB è 0OB  (ðèñ.2).

Ãîìîòåòèÿ ñ öåíòðîì O è êîýôôèöèåíòîì
2 ïåðåâåäåò öåíòð îêðóæíîñòè 0B OB  â
òî÷êó B�c ïåðåñå÷åíèÿ AC è êàñàòåëüíîé ê
îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíè-
êà ABC, ïðîâåäåííîé ÷åðåç òî÷êó B. Àíà-
ëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ òî÷êè A�c è C�c. Íàì
îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî òî÷êè A�c, B�c è C�c
ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.
Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ðàçíûìè ñïîñîáàìè.
Íàïðèìåð, ýòî ñëåäóåò èç âûðîæäåííîãî
ñëó÷àÿ òåîðåìû Ïàñêàëÿ (äëÿ øåñòåðêè
òî÷åê A, A, B, B, C, C). Äðóãîé ñïîñîá –
ðàññìîòðåòü òðåóãîëüíèê, îáðàçîâàííûé
êàñàòåëüíûìè AA�c, BB�c, CC�c, è ïðèìå-
íèòü òåîðåìó Äåçàðãà ê ýòîìó òðåóãîëüíè-
êó è òðåóãîëüíèêó ABC. Çàäà÷à ðåøåíà.
Â çàêëþ÷åíèå çàìåòèì, ÷òî çàäà÷à ìîæåò
áûòü ðåøåíà è âû÷èñëèòåëüíî (íàïðè-
ìåð, ñ ïîìîùüþ òåîðåìû ×åâû â ôîðìå
ñèíóñîâ), ïðàâäà, ñîâñåì ïðîñòîãî ðåøå-
íèÿ íàì íå èçâåñòíî. Â êà÷åñòâå óïðàæíå-
íèÿ ïðåäëàãàåì äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ðàâíî-
áåäðåííîãî (íî íå ðàâíîñòîðîííåãî òðå-
óãîëüíèêà) ïðÿìûå 2AA , 2BB , 2CC  ïå-
ðåñåêàþòñÿ â òî÷êå, ñèììåòðè÷íîé òî÷êå
ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí îòíîñèòåëüíî îñíî-
âàíèÿ.

Ò.Êîâàëåâ, À.Ëüâîâ

Ðèñ. 2

ìÿ ïîñëå íà÷àëà äâèæåíèÿ îêàçûâàåòñÿ
íà âûñîòå 1h  = 300 ì íàä çåìëåé, à åùå
÷åðåç âðåìÿ t�'  = 10 ñ – íà âûñîòå 2h  =
= 120 ì íàä çåìëåé. Ñ êàêîé âûñîòû
ïàäàëî òåëî?» È áûë äàí òàêîé îòâåò:
«H = 1531 ì». Íàéäèòå äâå îïå÷àòêè (ïî
îäíîìó ñèìâîëó â êàæäîé) â îïóáëèêîâàí-
íîì ìàòåðèàëå.

Ïîíÿòíî, ÷òî ïðèâåäåííûå ÷èñëîâûå çíà-
÷åíèÿ íèêîèì îáðàçîì äðóã äðóãó íå ïîä-
õîäÿò. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûñîòû 1h  è 2h
óêàçàíû ïðàâèëüíûå, òîãäà âðåìÿ t�'  íè-
êàê íå ìîæåò áûòü ðàâíûì 10 ñ. À âîò åñëè
ïðåäïîëîæèòü, ÷òî â ÷èñëå äëÿ t�'  ìåæäó
ñèìâîëàìè «1» è «0» ïðîïóùåíà çàïÿòàÿ,
ò.å. âðåìÿ ðàâíî òî÷íî 1,0 ñ, òîãäà îòâåò
äîëæåí ïîëó÷èòüñÿ 18 31 ì. Íó âîò, è
âòîðàÿ îïå÷àòêà íàéäåíà: íà÷àëüíàÿ âûñî-
òà ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíà íå 15 31 ì, à
1831 ì! Èíûìè ñëîâàìè, âìåñòî ñèìâîëà
«8» áûë îøèáî÷íî ïîñòàâëåí ñèìâîë «5».

Ó.Ñòðàøíîâ

Ô2498.  Ñòåíêè ïëàñòèêîâîé áóòûëêè
îò ñèëüíî ãàçèðîâàííîãî íàïèòêà ìîãóò
âûäåðæàòü äàâëåíèå (èçíóòðè) p =
= 10 àòì. Â òàêóþ áóòûëêó åìêîñòüþ
V = 1 ë íàëèëè V/2 æèäêîãî àçîòà,
çàêðûëè áóòûëêó ïðîáêîé è ïîëîæèëè
íà àñôàëüò, íàêðûâ áóòûëêó ñâåðõó ïó-
ñòûì æåñòÿíûì âåäðîì åìêîñòüþ 10 ë
è ìàññîé 1 êã. ×åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ
ïðîèçîøåë âçðûâ. Âåäðó äîñòàëñÿ 1%
âíóòðåííåé ýíåðãèè ãàçà âíóòðè áóòûë-
êè äî âçðûâà. Îöåíèòå âûñîòó ïîäúåìà
âåäðà íàä ìåñòîì ñòàðòà. Òåìïåðàòó-
ðà êèïåíèÿ æèäêîãî àçîòà ïðè äàâëåíèè
p = 10 àòì ðàâíà ïðèìåðíî T = 100 Ê.
Ïëîòíîñòü �U æèäêîãî àçîòà ïðèìåðíî
ðàâíà ïëîòíîñòè âîäû 3

â 1 ã ñì�U = .

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âåñü êèñëîðîä, êîòî-
ðûé âõîäèë â ñîñòàâ âîçäóõà â áóòûëêå,
ñêîíäåíñèðîâàëñÿ è â ãàçîîáðàçíîì ñîñòî-
ÿíèè â áóòûëêå â îáúåìå 0,5 ëèòðà ïåðåä
âçðûâîì íàõîäèëñÿ òîëüêî àçîò. Ýòîò àçîò
ïîñëå çàëèâêè â áóòûëêó æèäêîãî àçîòà,
åñòåñòâåííî, îõëàäèëñÿ, è åãî âêëàä â
ñóììàðíîå äàâëåíèå ïåðåä âçðûâîì áûë
ìåíüøå àòìîñôåðíîãî, ïîýòîìó ýòèì âêëà-
äîì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Ñæèìàåìîñòüþ
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æèäêîãî  àçîòà  òîæå  ìîæíî  ïðåíåáðå÷ü.
Îöåíèì îáúåì V�'  æèäêîãî àçîòà, êîòî-
ðûé ïåðåøåë â ãàçîîáðàçíîå ñîñòîÿíèå,
÷òîáû ñîçäàòü â áóòûëêå äàâëåíèå 10 àòì:

�� ��0,5
V

p V V RT
�U�'

�� �' � 
�0

,

îòêóäà

1
0,035

2 21

V V
V

RT
p

�' � � 
�U

��
�0

.

Òàêèì îáðàçîì, îáúåì ãàçà â áóòûëêå
ïåðåä âçðûâîì áûë ðàâåí

ãàçà 0,5175 ëV � .

Àçîò – äâóõàòîìíûé ãàç, ïîýòîìó âíóòðåí-
íÿÿ ýíåðãèÿ ãàçîîáðàçíîãî àçîòà âíóòðè
áóòûëêè ïåðåä âçðûâîì ðàâíà

ãàçà
5

1,3 êÄæ
2

U pV� �| .

Ïî óñëîâèþ, 1% ýòîé ýíåðãèè ïðåâðàòèëñÿ
â êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ âåäðà. Îòñþäà
íàõîäèì ìàêñèìàëüíóþ âûñîòó âåäðà íàä
óðîâíåì ñòàðòà:

2

0,01 1,3 êÄæ
1,3 ì

1 êã 10 ì ñ
H

�˜
� � 

�˜
.

Ïîñêîëüêó ýêñïåðèìåíò ñ òàêîé áóòûëêîé
äàåò âûñîòó ïîäúåìà âåäðà îêîëî 10 ìåò-
ðîâ, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âåäðó íà ñàìîì äåëå
äîñòàåòñÿ íå 1% âíóòðåííåé ýíåðãèè ãàçà,
à ïðèìåðíî 8%.

À.Çîòîâ

Ô2499.  Äëèíà êðóãîâîé òðàåêòîðèè ïðî-
òîíîâ â Áîëüøîì àäðîííîì êîëëàéäåðå
(ÁÀÊ) ðàâíà L = 26659 ì. Èíäóêöèÿ
ìàãíèòíîãî ïîëÿ, íàïðàâëåííîãî ïåðïåí-
äèêóëÿðíî ïëîñêîñòè òðàåêòîðèè, ðàâíà
B = 7,5 Òë. Âû÷èñëèòå ðàçíèöó ìåæäó
ñêîðîñòüþ ñâåòà è ñêîðîñòüþ ïðîòîíîâ â
êîëëàéäåðå.

Ïðîòîíû â êîëëàéäåðå äâèæóòñÿ ñî ñêîðî-
ñòÿìè, ñðàâíèìûìè ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà ñ.
Ñîãëàñíî ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëü-
íîñòè Ýéíøòåéíà, â òàêîì ñëó÷àå ñâÿçü
ìåæäó èìïóëüñîì è ñêîðîñòüþ ÷àñòèöû
äàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

0

2 21

m v
p

v c
� 

��
,

ãäå 0m  íàçûâàþò ìàññîé ïîêîÿ, à ìàññó m
äâèæóùåéñÿ ÷àñòèöû îïðåäåëÿþò êàê çà-
âèñÿùèé îò ñêîðîñòè êîýôôèöèåíò ïðî-
ïîðöèîíàëüíîñòè ìåæäó ð è v:

0

2 21

m
m

v c
� 

��
.

Îáîçíà÷èì âåëè÷èíó, êîòîðóþ íóæíî íàé-
òè, ÷åðåç v�' , òîãäà v v c�� �' � . Ïîíÿòíî,
÷òî 1v c�' = . Íà äâèæóùèéñÿ ïî îêðóæ-
íîñòè ðàäèóñîì �� ��2R L� �S  ïðîòîí ñî ñòî-
ðîíû ìàãíèòíîãî ïîëÿ äåéñòâóåò ñèëà Ëî-
ðåíöà, ðàâíàÿ F qvB� . Çàïèøåì çàêîí
äâèæåíèÿ ïðîòîíà:

2
0

2 21

m v
qvB

Rv c
� 

��
, èëè

 
�� ��0
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m c c v
BRq

c v v

�� �'
� 

�' �� �'
, èëè

 
2 2 2

0
2 2

1 2 2
m c v v v v
BRq c cc c

�§ �·�§ �· �' �' �' �'
�� �� � ���¨ �¸�¨ �¸ �¨ �¸�© �¹�© �¹

.

Ìîæíî, êîíå÷íî, è ÷åñòíî ðåøèòü ýòî
êâàäðàòíîå îòíîñèòåëüíî v�'  óðàâíåíèå,
íî ïîñêîëüêó 1v c�' = , òî åãî ìîæíî ïåðå-
ïèñàòü â âèäå

2
02

2
m c v

LBq c

�§ �·�S �'
� �¨ �¸

�© �¹
.

Îòñþäà íàõîäèì
2

02
1,4 ì ñ

2
c m c

v
LBq

�§ �·�S
�' � �|�¨ �¸

�© �¹
.

Ñ.Äìèòðèåâ

Ô2500.  Ñïëîøíîé ïðîçðà÷íûé öèëèíäð,
èçãîòîâëåííûé èç ìàòåðèàëà, êîýôôèöè-
åíò ïðåëîìëåíèÿ êîòîðîãî çàâèñèò îò
ðàññòîÿíèÿ r ìåæäó ìåñòîì â öèëèíäðå è
åãî îñüþ ñèììåòðèè ïî «çàêîíó»

( ) ( )( )2
0 0n 1 n 1 1 r r= + - × - .

Çäåñü 0r  – ýòî ðàäèóñ öèëèíäðà, 0n  = 1,2.
Óçêèé ëó÷ ëàçåðà ïàäàåò ïåðïåíäèêóëÿð-
íî íà òîðåö öèëèíäðà â íàïðàâëåíèè,
ïàðàëëåëüíîì îñè öèëèíäðà, â òî÷êó, ðàñ-
ïîëîæåííóþ íà ðàññòîÿíèè 0r 10  îò îñè
öèëèíäðà. Ïî êàêîé òðàåêòîðèè äâèæåò-
ñÿ ëàçåðíûé ëó÷ âíóòðè öèëèíäðà?
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Êàê ñëåäóåò èç óñëîâèÿ, ïàäàþùèé ëó÷
ñâåòà è îñü ñèììåòðèè öèëèíäðà ëåæàò â
îäíîé ïëîñêîñòè, è ýòî îñòàíåòñÿ ñïðàâåä-
ëèâûì äëÿ âñåé òðàåêòîðèè ëó÷à ñâåòà
âíóòðè öèëèíäðà. Â ýòîé ïëîñêîñòè ëó÷
ñâåòà íå áóäåò ïðÿìîëèíåéíûì. Åñëè ðàñ-
ñìîòðåòü äâà ñîñåäíèõ î÷åíü òîíêèõ ñëîÿ
ïðîçðà÷íîãî ìàòåðèàëà, êîòîðûå ïåðåñå-
êàþòñÿ ëó÷îì ñâåòà ïîä íåêîòîðûìè íå-
áîëüøèìè óãëàìè dr dx  ñ ïîâåðõíîñòüþ
ðàçäåëà, òî èç çàêîíà ïðåëîìëåíèÿ ñâåòà
ñëåäóåò óñëîâèå �� �� �� ��sin 2n r dr dx�˜ �S �� � 

const� .  Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå
�� ��sin 2 dr dx�S ��  äîñòèãàåòñÿ â òîò ìîìåíò,

êîãäà ëó÷ ñâåòà ïåðåñåêàåò îñü öèëèíäðà.
Ïðè ýòîì �� �� �� ��sin 2 0,9983 3dr dx�S �� �  è

0,05774dr dx � K  Ïðè òàêîì ìàëîì çíà-
÷åíèè óãëà �� ��dr dx  ìîæíî ñèíóñ óãëà

�� ��2 dr dx�S ��  ïðåäñòàâèòü â âèäå

�� �� �� ��2sin 2 1 cosdr dx d r dx�S �� � �� � 

= �� ��21 2dr dx�� .

Â ðåçóëüòàòå èç çàêîíà ïðåëîìëåíèÿ ñëå-
äóåò òàêîå ðàâåíñòâî:

�� �� �� ���� ���� �� �� ���� ��2 2
0 01 1 1 1 2n r r dr dx�� �� �˜ �� �˜ �� � 

const� .

Ðàñêðûâ ñêîáêè, ïîëó÷àåì

�� �� �� �� �� ��2 2
0 0 01 2n r r n dr dx�� �˜ �� �˜ ��

– �� �� �� �� �� ��2 2
0 01 2 constn r r dr dx�� �˜ �˜ � .

Òðåòüå ñëàãàåìîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðî-
èçâåäåíèå äâóõ î÷åíü ìàëûõ âåëè÷èí, è
ýòèì òðåòüèì ñëàãàåìûì ìîæíî ïðåíåá-
ðå÷ü. Òîãäà èìååì

�� �� �� �� �� ��2 2
0 0 01 2 constn r r n dr dx�� �˜ �� �˜ � .

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïîëó÷åííîå ñîîòíî-
øåíèå ïî êîîðäèíàòå x:

�� �� �� ���� ��20 02 1 1r dr dx n r�˜ �˜ �� �˜ ��

+ �� �� �� ��2
0 2 0n dr dx d r dx�˜ �˜ � .

Ðàçäåëèì îáà ñëàãàåìûõ íà îäèíàêîâûé
ìíîæèòåëü �� ��0n dr dx :

�� �� �� �� �� ��2 2
0 0 22 1 1 1 0r n r d r dx�˜ �� �˜ �� � .

Ïîëó÷åíî óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà, àíà-
ëîãè÷íîå óðàâíåíèþ ãàðìîíè÷åñêèõ êîëå-
áàíèé, òîëüêî â ðîëè êîîðäèíàòû «âðåìÿ»
â ýòîì óðàâíåíèè âûñòóïàåò êîîðäèíàòà
«x». Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ – ãàðìîíè-
÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ r îò êîîðäèíà-
òû x:

�� �� �� �� �� ���� ��0 0 010 cos 2 2r x r x r n� �˜ �˜ �� .

Ñ.Ìóðàâüåâ

Êàê ðàçðåçàòü ñûð?

À.Òîëïûãî

Ýòà ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà îáñóæäåíèþ è
ðåøåíèþ çàäà÷è Ì2491 «Çàäà÷íèêà
«Êâàíòà».

Ìû áóäåì ðåøàòü ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:
òðåáóåòñÿ ðàçðåçàòü ãîëîâêó ñûðà íà íå-
êîòîðîå (ïî âîçìîæíîñòè áîëüøåå) ÷èñëî
êóñêîâ. Ïðè ýòîì äîëæíû ñîáëþäàòüñÿ
ñëåäóþùèå ïðàâèëà: ( i) ìû âíà÷àëå ðå-
æåì ñûð íà 2 êóñêà, çàòåì îäèí èç íèõ
ðåæåì íà 2 ÷àñòè, ïîòîì îäíó èç òðåõ
÷àñòåé îïÿòü ðåæåì íà 2 ÷àñòè è òàê
äàëåå; (ii ) ïîñëå êàæäîãî ðàçðåçàíèÿ ÷àñ-
òè ìîãóò áûòü ðàçíûìè ïî âåñó, íî îòíî-
øåíèå âåñîâ ëþáûõ äâóõ ÷àñòåé äîëæíî
áûòü áîëüøå çàäàííîãî ÷èñëà R. Â ýòîì

ñëó÷àå ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñûð ðåçà-
ëè ïðàâèëüíî .

Î÷åâèäíî, ïðåæäå âñåãî, ÷òî èíòåðåñíû
òîëüêî ñëó÷àè, êîãäà çàäàííîå ÷èñëî R
íàõîäèòñÿ â ïðåäåëàõ îò 1 2  äî 1. Â ñàìîì
äåëå, åñëè 1R �t , òî ñûð íåëüçÿ ðàçðåçàòü
äàæå íà äâå ÷àñòè (èáî êàæäàÿ îáÿçàíà
áûòü ñòðîãî áîëüøå äðóãîé), òîãäà êàê ïðè

1 2R ��  ðåçàòü ìîæíî íåîãðàíè÷åííî: ðàç-
ðåæåì ñûð ïîïîëàì, ïîòîì êàæäóþ ÷àñòü
(ïî î÷åðåäè) ïîïîëàì, çàòåì êàæäóþ ÷åò-
âåðòóøêó ïîïîëàì è òàê äàëåå. Ñîîòâåò-
ñòâåííî, äàëüøå ìû âñþäó áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî 1 2 1R�d �� .

Ðàññìîòðèì äëÿ íà÷àëà ñëó÷àé 1 2R � .
Çäåñü óæå âñå íå òàê ÿñíî: åñëè ðàçðåçàòü
ñûð òî÷íî ïîïîëàì, òî ïîñëå ýòîãî óæå
íè÷åãî ñäåëàòü áóäåò íåëüçÿ: ðàçðåçàâ îäíó
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èç ÷àñòåé, ìû ïîëó÷èì êóñîê íå áîëåå
ïîëîâèíêè äðóãîé ÷àñòè, à ýòî óæå çàïðå-
ùåíî.

Òåì íå ìåíåå, âûõîä èç ïîëîæåíèÿ åñòü.
Óòâåðæäåíèå 1.  Åñëè R 1 2� , òî ñûð

ìîæíî ðåçàòü íåîãðàíè÷åííî, ò.å. òàê,
÷òîáû ïîñëå ëþáîãî ÷èñëà ðàçðåçàíèé
ìîæíî áûëî ñäåëàòü åùå îäíî.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà, êàê ÷àñòî áûâàåò,
íóæíî íåìíîãî óñèëèòü óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå �c1 . Åñëè R 1 2� , òî ñûð
ìîæíî ïðàâèëüíî ðàçðåçàòü íà n ÷àñòåé,
ïðèòîì òàê, ÷òîáû íèêàêèå äâå ÷àñòè íå
áûëè ðàâíû ïî âåñó.

Äîêàçàòåëüñòâî  (ïî èíäóêöèè). Ðàçðå-
çàòü íà 2 íåðàâíûå ÷àñòè ìîæíî. Ïóñòü
ñûð óæå ïðàâèëüíî ðàçðåçàí íà �� ��1k ��
÷àñòåé: a > b > c > … > f . Ðàçðåæåì
íàèáîëüøóþ ÷àñòü a ïîïîëàì; èìååì ÷àñòè
b, c, … , f , 2a , 2a . Ïîñêîëüêó

2 2f a b�! �! ,              ( � )

ñûð ðàçðåçàí ïðàâèëüíî, ïðè÷åì ïîëó÷èâ-
øèåñÿ ÷àñòè – íàèìåíüøèå. Ïðàâäà, íå
âûïîëíåíî èíäóêòèâíîå ïðåäïîëîæåíèå:
èìååòñÿ äâå ðàâíûå ÷àñòè. Îäíàêî ïî-
ñêîëüêó â ñîîòíîøåíèè ( � ) îáà íåðàâåí-
ñòâà ñòðîãèå, ìîæíî íåìíîãî óâåëè÷èòü
îäíó èç äâóõ ïîñëåäíèõ ÷àñòåé, ñîîòâåò-
ñòâåííî óìåíüøèâ äðóãóþ òàê, ÷òîáû íå-
ðàâåíñòâà ñîõðàíÿëèñü. Òåì ñàìûì, èí-
äóêòèâíûé ïåðåõîä çàâåðøåí.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîèçâîëüíîå R,
1 2 1R�� �� . Äëÿ íà÷àëà äîêàæåì îäíî
ïîëåçíîå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 2.  Ïðè ïðàâèëüíîì ðàçðå-
çàíèè íåîáõîäèìî âñåãäà ðåçàòü ñàìûé
áîëüøîé êóñîê.

Äîêàçàòåëüñòâî.  Ïóñòü a – íàèáîëüøèé
êóñîê. Åñëè ìû ðåæåì êàêîé-òî êóñîê b,
b a�d , òî îäèí èç ïîëó÷èâøèõñÿ êóñêîâ íå
áîëüøå 2 2b a�d , ò.å. ïî êðàéíåé ìåðå
âäâîå ìåíüøå êóñêà a, êîòîðûé ïîêà ÷òî
îñòàëñÿ öåëûì. Ïðîòèâîðå÷èå.

Çàìåòèì äîïîëíèòåëüíî, ÷òî îòñþäà âèä-
íî: åñëè èìååòñÿ äâà îäèíàêîâûõ íàèáîëü-
øèõ êóñêà, òî äàëüøå ðåçàòü ñûð óæå
íåâîçìîæíî.

Íà êàêîå ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî êóñêîâ
ìîæíî ðàçðåçàòü ñûð ïðè äàííîì R? Îêà-
çûâàåòñÿ, ïðåæäå âñåãî, ÷òî ñïðàâåäëèâ

ëþáîïûòíûé ôàêò: êàêîâî áû íè áûëî R,
ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî – ÷åòíîå. Òî÷íåå, ñïðà-
âåäëèâî òàêîå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 3.  Åñëè ñûð ìîæíî ïðà-
âèëüíî ðàçðåçàòü íà (2n – 1) ÷àñòåé, òî
åãî ìîæíî ïðàâèëüíî ðàçðåçàòü òàêæå è
íà 2n ÷àñòåé.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ââåäåì ïîíÿòèå îï-
òèìàëüíîãî ðàçðåçàíèÿ.

Çàìåòèì äëÿ íà÷àëà, ÷òî óñëîâèå «îòíî-
øåíèå âåñîâ ëþáûõ äâóõ êóñêîâ äîëæíî
áûòü áîëüøå R» äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü äëÿ
íàèìåíüøåãî è íàèáîëüøåãî èç èìåþùèõ-
ñÿ êóñêîâ; åñëè äëÿ íèõ îíî âåðíî, òî äëÿ
âñåõ äðóãèõ îíî âûïîëíåíî àâòîìàòè÷åñ-
êè.

Ïóñòü çàäàíû êàêèå-òî íàòóðàëüíûå s, r;
äîïóñòèì ïðè ýòîì, ÷òî ñûð óæå êàêèì-òî
îáðàçîì ïðàâèëüíî ðàçðåçàí íà r êóñêîâ, è
ìû õîòèì ñäåëàòü äîïîëíèòåëüíî åùå s
ðàçðåçàíèé, ò.å. ïîëó÷èòü �� ��r s��  êóñêîâ.
Ðàçóìååòñÿ, ýòî ìîæíî ñäåëàòü ðàçíûìè
ñïîñîáàìè. Íàçîâåì ñïîñîá ðàçðåçàíèÿ
îïòèìàëüíûì , åñëè ïîñëå êàæäîãî èç s
ðàçðåçàíèé îäíîâðåìåííî âûïîëíåíû äâà
óñëîâèÿ, à èìåííî

óñëîâèå ìèíèìàêñà : íàèìåíüøèé èç ïî-
ëó÷èâøèõñÿ ê ýòîìó ìîìåíòó êóñêîâ íå
ìåíüøå, ÷åì ïîëó÷àþùèéñÿ ïðè ëþáîì
äðóãîì ñïîñîáå ïðàâèëüíîãî ðàçðåçàíèÿ
(«ìèíèìàëüíûé êóñîê ìàêñèìàëåí», îò-
ñþäà è ïîíÿòèå «ìèíèìàêñ»),

óñëîâèå ìàêñèìèíà : íàèáîëüøèé èç ïî-
ëó÷èâøèõñÿ ê ýòîìó ìîìåíòó êóñêîâ íå
áîëüøå, ÷åì ïîëó÷àþùèéñÿ ïðè ëþáîì
äðóãîì ñïîñîáå ïðàâèëüíîãî ðàçðåçàíèÿ.

Î÷åâèäíî, åñëè ýòè óñëîâèÿ âûïîëíåíû
îäíîâðåìåííî, òî íà êàæäîì øàãå îòíîøå-
íèå âåñà íàèìåíüøåãî êóñêà ê âåñó íàè-
áîëüøåãî áóäåò áîëüøå (èëè ðàâíî), ÷åì
ïðè ëþáîì äðóãîì. Îòñþäà íåìåäëåííî
ñëåäóåò, ÷òî åñëè ïðàâèëüíûé ñïîñîá ðàç-
ðåçàíèÿ âîîáùå ñóùåñòâóåò, òî îïòèìàëü-
íûé ñïîñîá – òîæå ïðàâèëüíûé.

Ïðåæäå ÷åì äâèãàòüñÿ äàëüøå, ñäåëàåì
íåñêîëüêî çàìå÷àíèé îá îïòèìàëüíîñòè
êàê òàêîâîé.

Ïðåæäå âñåãî, âàæíî ïîìíèòü, ÷òî ýòî
îïðåäåëåíèå çàâèñèò îò âûáîðà r è s; îäíî
è òî æå ðàçðåçàíèå ìîæåò áûòü îïòèìàëü-
íûì äëÿ îäíîãî s è íå áûòü òàêèì äëÿ
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äðóãîãî (íèæå ìû ïðèâåäåì òàêèå ïðèìå-
ðû). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîíÿòèå îïòèìàëü-
íîñòè íå çàâèñèò îò òîãî, êàêîâî R: âåäü â
îïðåäåëåíèè îïòèìàëüíîñòè ÷èñëî R íå
ó÷àñòâóåò.

Â ÷åì æå òîãäà âûðàæàåòñÿ îïòèìàëü-
íîñòü? À âîò â ÷åì. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî êàê
áû ìû íè ðåçàëè ñûð, äàííîå ðàçðåçàíèå
âñåãäà áóäåò ïðàâèëüíûì äëÿ ìàëåíüêèõ R
è íåïðàâèëüíûì – äëÿ áîëüøèõ. Ìîæíî
ñêàçàòü è òî÷íåå. Ïóñòü êóñîê ñûðà ïðîèç-
âîëüíûì îáðàçîì, íî ñ ñîáëþäåíèåì ïðà-
âèëà ( i) áûë ðàçðåçàí íà êîíå÷íîå ÷èñëî
÷àñòåé; âû÷èñëèì âñåâîçìîæíûå îòíîøå-
íèÿ âåñîâ êóñêîâ ïîñëå ïåðâîãî, âòîðîãî,...
..., ïîñëåäíåãî ðàçðåçàíèÿ – ýòî êîíå÷íîå
÷èñëî ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë. Ïóñòü 0R  –
íàèìåíüøåå èç ýòèõ ÷èñåë. Òîãäà î÷åâèäíî,
÷òî íàøå ðàçðåçàíèå áûëî ïðàâèëüíûì äëÿ
ëþáîãî 0R R��  è íåïðàâèëüíûì – äëÿ âñåõ
îñòàëüíûõ. (Òî æå ñàìîå – åñëè ïîíà÷àëó
áûë íå îäèí êóñîê, à íåñêîëüêî.) Ïðåèìó-
ùåñòâî îïòèìàëüíîãî ðàçðåçàíèÿ ïåðåä
äðóãèìè (åãî îïòèìàëüíîñòü) ñîñòîèò â
òîì, ÷òî äëÿ îïòèìàëüíîãî ðàçðåçàíèÿ
÷èñëî 0R  – ñàìîå áîëüøîå, êàêîå òîëüêî
âîçìîæíî.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè íàì òðåáóåòñÿ ðå-
øèòü îáðàòíóþ çàäà÷ó (÷èñëî R íå çàäàíî,
íî óêàçàí ñïîñîá ðàçðåçàíèÿ è òðåáóåòñÿ
óçíàòü, ïðè êàêèõ R îí ïðàâèëüíûé), òî
ïðåäïî÷òèòåëåí èìåííî îïòèìàëüíûé ñïî-
ñîá: åñëè êàêîå-òî R ãîäèòñÿ äëÿ äðóãîãî
ñïîñîáà, òî îíî ãîäèòñÿ è äëÿ îïòèìàëüíî-
ãî (íî íå íàîáîðîò).

È åùå îäíî íåìàëîâàæíîå çàìå÷àíèå:
îïðåäåëåíèå îïòèìàëüíîñòè îòíþäü íå
ãàðàíòèðóåò íè ñóùåñòâîâàíèÿ, íè åäèí-
ñòâåííîñòè : îïòèìàëüíûé ñïîñîá ðàçðå-
çàíèÿ ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü âîîáùå èëè
èõ ìîæåò áûòü ìíîãî.

Ïóñòü, íàïðèìåð, èìååòñÿ ïîíà÷àëó òîëü-
êî îäèí êóñîê ñûðà. Òîãäà åãî ìîæíî
îïòèìàëüíî ðàçðåçàòü íà äâà êóñêà: îïòè-
ìàëüíûì áóäåò ðàçðåçàíèå ðîâíî ïîïîëàì
(îòíîøåíèå íàèìåíüøåãî êóñêà ê íàèáîëü-
øåìó ðàâíî 1, è áîëüøå îíî óæ íèêàê íå
ìîæåò áûòü). Íî åñëè ìû ñîáèðàåìñÿ
ðåçàòü ñûð íà òðè ÷àñòè, òî òàêîå ðàçðåçà-
íèå íå òîëüêî íå îïòèìàëüíî – îíî äîâîëü-
íî ïëîõîå, ïîñêîëüêó ïðè âòîðîì ðàçðåçà-

íèè íåïðåìåííî îäèí êóñîê îêàæåòñÿ âäâîå
ìåíüøå äðóãîãî.

Áîëåå òîãî, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îïòèìàëü-
íîãî ðàçðåçàíèÿ â äàííîì ñëó÷àå âîîáùå
íå ñóùåñòâóåò: âåäü îïòèìàëüíîñòü äîëæ-
íà âûïîëíÿòüñÿ êàê íà ïåðâîì øàãå (ðàç-
ðåçàíèå íà 2 ÷àñòè), òàê è íà âòîðîì, à â
äàííîì ñëó÷àå òðåáîâàíèÿ îïòèìàëüíîñòè
ïðîòèâîðå÷àò îäíî äðóãîìó. Ïðèìåð, êîã-
äà ñóùåñòâóåò ìíîãî ðàçíûõ îïòèìàëüíûõ
ðàçðåçàíèé, ïîñòàðàéòåñü ïðèäóìàòü ñàìè.

Òåïåðü âåðíåìñÿ ê íàøåé çàäà÷å. Ìû
ðàññìàòðèâàåì òàêóþ ñèòóàöèþ: ñûð óæå
óäàëîñü ïðàâèëüíî ðàçðåçàòü íà r êóñêîâ,
è ìû ñîáèðàåìñÿ ñäåëàòü åùå s ðàçðåçîâ.
Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî åñëè s r�d , òî äëÿ
ýòîãî èìååòñÿ îïòèìàëüíûé ñïîñîá, êîòî-
ðûé ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: íóæíî ïîñëåäî-
âàòåëüíî äåëèòü êàæäûé èìåþùèéñÿ êó-
ñîê ðîâíî ïîïîëàì, íà÷èíàÿ ñ íàèáîëüøå-
ãî è äàëåå â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ – ñíà÷àëà
êóñîê a, ïîòîì b, ïîòîì ñ è òàê äàëåå.

Äåéñòâèòåëüíî, ïðè òàêîì ñïîñîáå, íà-
ïðèìåð, ïîñëå äâóõ ðàçðåçàíèé íàèáîëü-
øèé êóñîê åñòü c, à íàèìåíüøèé – 2b .
Î÷åâèäíî, ÷òî êàê áû ìû íè äåëèëè,
íàèáîëüøèé èç îñòàâøèõñÿ ïîñëå äâóõ
ðàçðåçàíèé êóñîê áóäåò ëèáî ðàâåí c (åñëè
ìû ïîäåëèëè êóñêè a, b), ëèáî áîëüøå åãî,
òàê ÷òî ñïîñîá ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìèííûì.
Àíàëîãè÷íî, î÷åâèäíî, ÷òî êàêèå áû êóñêè
ìû íè ðåçàëè, íàèìåíüøèé êóñîê âñåãäà
áóäåò íå áîëüøå 2b .

Îñòàëüíîå íåñëîæíî. Äîïóñòèì, ÷òî ñûð
ìîæíî ðàçðåçàòü íà ( )2 1n -  ÷àñòåé; òîãäà
â íåêîòîðûé ìîìåíò ÷àñòåé áûëî n, è ýòî
áûëè ÷àñòè a b c f g�t �t �t �t �tK . Ïîñëå
ýòîãî ìû äåëèëè ïðàâèëüíî; ñëåäîâàòåëü-
íî, ìû ìîãëè òàêæå ïðèìåíèòü (ñ ýòîãî
ìîìåíòà) îïòèìàëüíûé ñïîñîá è äåëèòü
êàæäóþ ÷àñòü ðîâíî ïîïîëàì. Ïîñëå
�� ��2 2n �� -ãî äåëåíèÿ ìû ïîëó÷èëè ÷àñòè:
g, 2a  (äâå øòóêè), 2b  (äâå øòóêè), …
..., 2f  (äâå øòóêè). Ðàçäåëèì òåïåðü è
÷àñòü g ïîïîëàì; ìû ïîëó÷èëè òå æå ÷àñòè,
÷òî n øàãîâ íàçàä, òîëüêî êàæäàÿ ÷àñòü
âäâîå ìåíüøå è èìååòñÿ â äâóõ ýêçåìïëÿ-
ðàõ. ßñíî, ÷òî äåëåíèå – ïðàâèëüíîå.

Âàæíîå çàìå÷àíèå : óêàçàííûé ñïîñîá
ïðàâèëüíîãî äåëåíèÿ – â íåêîòîðîì ñìûñ-
ëå «íàèëó÷øèé», åñëè ìû íå ñîáèðàåìñÿ
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äåëèòü áîëåå ÷åì íà 2 n ÷àñòåé, íî îí æå
îêàçàëñÿ áû «íàèõóäøèì», åñëè áû ìû
õîòåëè ðàçäåëèòü íà áîëüøåå ÷èñëî ÷àñ-
òåé. Â ñàìîì äåëå, ïîñëå çàêëþ÷èòåëüíîãî
äåëåíèÿ ìû ïîëó÷èëè äâà îäèíàêîâûõ
ìàêñèìàëüíûõ êóñêà ñûðà. Çíà÷èò, ïîñëå
ñëåäóþùåãî äåëåíèÿ îäèí èç íèõ ñîõðà-
íèòñÿ, à, ñ äðóãîé ñòîðîíû, íàèìåíüøèé
êóñîê áóäåò íå áîëüøå ïîëîâèíû ýòîãî.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè 1 2R �t  äàëüíåéøåå
äåëåíèå íåâîçìîæíî.

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñûð ìîæíî
ïðàâèëüíî ðàçðåçàòü íà 2 n ÷àñòåé, è ïîñòà-
ðàåìñÿ âûÿñíèòü, ìîæíî ëè ïðîäîëæèòü
äåëåíèå.

Äëÿ ýòîãî óäîáíî ðàññìîòðåòü ñèòóàöèþ
óæå ïîñëå n-ãî ðàçðåçàíèÿ, ò.å. êîãäà èìå-
åòñÿ (n + 1) ÷àñòåé. Ïóñòü ýòè ÷àñòè
a b c g h�t �t �t �t �tK .

Ïîñêîëüêó ìû ïîêà ÷òî ñîáèðàåìñÿ ðàç-
äåëèòü ñûð òîëüêî íà ( )2 1n +  ÷àñòåé, ò.å.
÷èñëî äîïîëíèòåëüíûõ ÷àñòåé ìåíüøå, ÷åì
óæå èìåþùèõñÿ, ìû âïðàâå, êàê áûëî
ïîêàçàíî, ðàññìàòðèâàòü òîëüêî îïòèìàëü-
íûé ñïîñîá ðàçðåçàíèÿ è äåëèòü êàæäóþ
÷àñòü ðîâíî ïîïîëàì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ýòî äîïóñòèìî, òîãäà:

– ðåæåì ÷àñòü a; ïîëó÷àþòñÿ ÷àñòè b,
c, …, h, 2a , 2a , îòêóäà âèäíî, ÷òî

�� ��2b a R�� ;
– ðàçðåçàâ ÷àñòü b, ìû âèäèì, ÷òî

�� �� �� ��242c b a RR�� �� ;
– äîéäÿ òàêèì îáðàçîì äî ÷àñòè h (îíà

�� ��1n �� -ÿ ïî ñ÷åòó), ìû âèäèì, ÷òî

�� ��2 nh a R�� .
Íî, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìû çíàåì, ÷òî h >

> aR . Òàêèì îáðàçîì, �� ��2 naR a R�� , èëè
12 1n nR �� �� .             ( � � )

Ýòî íåîáõîäèìîå óñëîâèå äëÿ òîãî, ÷òîáû
ñûð ìîæíî áûëî ðàçäåëèòü íà ( )2 1n +
÷àñòåé.

Îòñþäà, ìåæäó ïðî÷èì, ñòàíîâèòñÿ áî-
ëåå ïîíÿòíî, ïî÷åìó ïðè 1 2R �  ñûð
ìîæíî äåëèòü íåîãðàíè÷åííî – íåðàâåí-
ñòâî ( � � ) âûïîëíåíî ïðè ëþáîì n. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, îòñþäà ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî
ïðè ëþáîì 1 2R �!  ïðîöåññ íåïðåìåííî
îáîðâåòñÿ (ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì n
âûïîëíåíî �� �� 12 2nR �� �! , ò.å. íåðàâåíñòâî

( � � ) íàðóøèòñÿ), ïðè÷åì ìîæíî óêàçàòü
÷èñëî ÷àñòåé, íà êîòîðûå ñûð çàâåäîìî
ðàçäåëèòü íåëüçÿ.

Ïðèìåð.  Ïóñòü R = 0, 6. Íà ñêîëüêî
÷àñòåé ìîæíî ðàçäåëèòü ñûð?

Ðåøåíèå.  Ñîãëàñíî ( � � ), ñûð íåëüçÿ
ðàçäåëèòü íà 7 ÷àñòåé, èáî â äàííîì ñëó÷àå

3 42 8 0,1296 1R � �˜ �! . Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü,
ìîæíî ëè åãî ðàçäåëèòü íà 6 ÷àñòåé.

Êàê âèäíî èç ïðåäûäóùèõ ðàññóæäåíèé,
ãëàâíîå çäåñü – ïîíÿòü, êàê åãî àêêóðàòíî
ðàçäåëèòü íà 3 ÷àñòè. Ïîäõîäèò, íàïðè-
ìåð, äåëåíèå íà òðè ÷àñòè, âåñà êîòîðûõ
îòíîñÿòñÿ êàê 25:20:1 6. Â ñàìîì äåëå,
ïðèìåì äëÿ óäîáñòâà, ÷òî èñõîäíûé êóñîê
ñûðà ñîñòàâëÿåò 61 åäèíèöó; òîãäà íóæíî
ñíà÷àëà ðàçðåçàòü åãî â îòíîøåíèè 36:25,
çàòåì áîëüøèé êóñîê ðàçðåçàòü íà 20 è 1 6
è, íàêîíåö, ïîî÷åðåäíî ðàçäåëèòü êàæäóþ
èç òðåõ èìåþùèõñÿ ÷àñòåé 25, 20, 1 6
ïîïîëàì. Î÷åâèäíî, ïðè R = 0, 6 âñå ðàçðå-
çû ïðîèçâåäåíû ïðàâèëüíî.

Çàâåðøèì íàø ðàññêàç íåñêîëüêèìè çà-
äà÷àìè äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðàçìûøëå-
íèÿ.

1. Êàêèì ñîîòíîøåíèÿì äîëæíû óäîâ-
ëåòâîðÿòü ÷èñëà r è s, ÷òîáû äëÿ íèõ
ñóùåñòâîâàëî îïòèìàëüíîå ðàçðåçàíèå?

2. ßâëÿåòñÿ ëè îöåíêà ( � � ) òî÷íîé?
Èíûìè ñëîâàìè: âåðíî ëè, ÷òî åñëè íåðà-
âåíñòâî ( � � ) âûïîëíåíî, òî ñûð âñåãäà
ìîæíî ðàçðåçàòü íà ( )2 1n +  ÷àñòåé (è,
ñîîòâåòñòâåííî, òàêæå è íà ( )2 2n +  ÷àñ-
òåé)?

Èç íàøåãî ðàññóæäåíèÿ âèäíî, ÷òî ýòî
óäàñòñÿ ñäåëàòü, åñëè ñûð óäàëîñü ðàçðå-
çàòü íà ( )1n +  ÷àñòåé è ýòè ÷àñòè «õîðîøî
ïîäîáðàíû» – òàê, ÷òîáû âñÿêèé ðàç îêà-
çûâàëîñü, ÷òî �� ��2b a R�� , �� ��2c b R��  è ò.ä.
Íî òî, ÷òî ðàçðåçàòü òàê óäàñòñÿ, îòíþäü
íå î÷åâèäíî. Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ ðàç-
áåðèòåñü â ñëåäóþùåé çàäà÷å.

3. Íà ñêîëüêî ÷àñòåé ìîæíî ðàçðåçàòü
ñûð, åñëè 5 8 0,625R � � ?

(Îöåíêà ( � � ) ãîâîðèò, ÷òî íå áîëåå ÷åì
íà 6, íî ìîæíî ëè ðàçðåçàòü íà 6?)



Ê Î Í Ê Ó Ð Ñ  È Ì Å Í È  À . Ï . Ñ À Â È Í À

Ìû ïðîäîëæàåì êîíêóðñ ïî ðåøåíèþ ìàòåìàòè÷åñêèõ çàä à÷. Îíè ðàññ÷èòàíû â ïåðâóþ
î÷åðåäü íà ó÷àùèõñÿ 7–9 êëàññîâ, íî ìû áóäåì ðàäû ó ÷àñòèþ øêîëüíèêîâ âñåõ âîçðàñòîâ.
Êîíêóðñ ïðîâîäèòñÿ ñîâìåñòíî ñ æóðíàëîì «Êâàíòèê».

Âûñûëàéòå ðåøåíèÿ çàäà÷, ñ êîòîðûìè ñïðàâèòåñü, ýëå êòðîííîé ïî÷òîé ïî àäðåñó:
savin.contest@gmail.com èëè îáû÷íîé ïî÷òîé ïî àäðåñ ó: 119296 Ìîñêâà, Ëåíèíñêèé ïðîñïåêò,
64-À, «Êâàíò» (ñ ïîìåòêîé «Êîíêóðñ èìåíè À.Ï.Ñàâèíà »). Êðîìå èìåíè è ôàìèëèè óêàæèòå
ãîðîä, øêîëó è êëàññ, â êîòîðîì âû ó÷èòåñü, à òàêæå  îáðàòíûé ïî÷òîâûé àäðåñ.

Ìû ïðèâåòñòâóåì ó÷àñòèå â êîíêóðñå íå òîëüêî îòäåëü íûõ øêîëüíèêîâ, íî è êîìàíä (â òàêîì
ñëó÷àå ïðèñûëàåòñÿ îäíà ðàáîòà ñî ñïèñêîì ó÷àñòíèêî â). Ó÷àñòâîâàòü ìîæíî, íà÷èíàÿ ñ ëþáîãî
òóðà. Ïîáåäèòåëåé æäóò äèïëîìû æóðíàëà «Êâàíò» è ïð èçû. Çàäàíèÿ, ðåøåíèÿ è ðåçóëüòàòû
ïóáëèêóþòñÿ íà ñàéòå sites.google.com/view/savin-co ntest

Æåëàåì óñïåõà!

25. à) Ïåòÿ ïèøåò â êàæäîé êëåòêå äîñêè
100 100´  áóêâû À èëè Á òàê, ÷òîáû áóêâ
À è Á áûëî ïîðîâíó. Çàòåì Âàñÿ ïåðåäâè-
ãàåò ïî ýòîé äîñêå ôèøêó, ñäâèãàÿ åå âñå
âðåìÿ òîëüêî â ñîñåäíþþ ïî ñòîðîíå êëåòêó
è êàæäûé ðàç çàïèñûâàÿ, íà êàêîé áóêâå
îíà ñòîèò. Âñåãäà ëè Âàñÿ ìîæåò òàê
ïîñòàâèòü ôèøêó è òàê îáîéòè åþ âñå
êëåòêè ðîâíî ïî îäíîìó ðàçó, ÷òîáû ïîëó-
÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áóêâ îäèíàêî-
âî ÷èòàëàñü ñëåâà íàïðàâî è ñïðàâà íàëåâî?

á) Òî æå ñàìîå, íî äîñêà 101 101´  è áóêâ
À íà îäíó áîëüøå, ÷åì áóêâ Á.

Ã.Íèêèòèí

26. Êàæäóþ âåðøèíó ïðÿìîóãîëüíèêà
(íå êâàäðàòà) îòðàçèëè ñèììåòðè÷íî îòíî-
ñèòåëüíî äèàãîíàëè, íå ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
ýòó âåðøèíó. Ïîëó÷èëè ÷åòûðå òî÷êè.

à) Äîêàæèòå, ÷òî ýòè ÷åòûðå òî÷êè îáðà-
çóþò ïðÿìîóãîëüíèê.

á) Ìîãóò ëè îíè áûòü âåðøèíàìè ïðÿìî-
óãîëüíèêà, ðàâíîãî èñõîäíîìó?

â) Ìîãóò ëè îíè áûòü âåðøèíàìè ïðÿìî-
óãîëüíèêà, ïîäîáíîãî, íî íå ðàâíîãî èñ-
õîäíîìó?

Ñ.Äâîðÿíèíîâ

27. – Ïîäåëèë ÿ êàê-òî îäíî íàòóðàëüíîå
÷èñëî íà äðóãîå ñ îñòàòêîì, – ðàññêàçûâàë
Ïåòÿ Êîëå. – Êîãäà æå ÿ ïîäåëèë êâàäðàò
ïåðâîãî ÷èñëà íà âòîðîå, îñòàòîê îêàçàëñÿ
âäâîå áîëüøå, ÷åì áûë ïðè ïåðâîì äåëå-
íèè. À êîãäà ÿ ïîäåëèë êóá ïåðâîãî ÷èñëà
íà âòîðîå, îñòàòîê ñòàë óæå âòðîå áîëüøå.

– Íó, ýòî òû çàëèâàåøü, òàêîãî íå ìîæåò
áûòü! – âîñêëèêíóë Êîëÿ. – Âîò ñî ìíîé
äåéñòâèòåëüíî áûëà ïîõîæàÿ èñòîðèÿ. ß
òîæå ïîäåëèë îäíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî íà
äðóãîå ñ îñòàòêîì. È êîãäà ÿ ïîäåëèë êóá
ïåðâîãî ÷èñëà íà âòîðîå, îñòàòîê îêàçàëñÿ
âäâîå áîëüøå ïåðâîíà÷àëüíîãî, à êîãäà
ïîäåëèë êâàäðàò ïåðâîãî ÷èñëà íà âòîðîå,
îñòàòîê ñòàë âòðîå áîëüøå.

– Òåïåðü óæå òû ñî÷èíÿåøü! – çàÿâèë
Ïåòÿ.

Êòî ïðàâ â êàæäîì ñëó÷àå?
È.Àêóëè÷

28. Êàêèõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë áîëüøå:
10-çíà÷íûõ ñ ñóììîé öèôð 9 èëè 9-çíà÷-
íûõ ñ ñóììîé öèôð 10? Íà ñêîëüêî?

Ñ.Êîñòèí

 ÂÍÈ Ì ÀÍÈÞ ÍÀØÈÕ ×ÈÒÀÒÅËÅÉ!

Îòêðûëàñü ðåãèñòðàöèÿ íà XXIV Òóðíèð ìàòåìàòè÷åñêèõ  áîåâ èìåíè À.Ï.Ñàâèíà äëÿ
øêîëüíèêîâ, çàêîí÷èâøèõ 6–9 êëàññû. Òóðíèð ïðîéäåò ñ 26 èþíÿ ïî 2 èþëÿ 2018 ãîäà
íà áàçå îòäûõà «Áåðåíäååâû ïîëÿíû» (Êîñòðîìñêàÿ îáë àñòü). Ýòî ëè÷íî-êîìàíäíîå
ñîðåâíîâàíèå, îñíîâó ìåðîïðèÿòèÿ ñîñòàâëÿåò òóðíèð ìàòåìàòè÷åñêèõ áîåâ. Â ïðîãðàììó
âõîäÿò òàêæå ðàçëè÷íûå ìàòåìàòè÷åñêèå ñîñòÿçàíèÿ, è íòåëëåêòóàëüíûå èãðû, êóëüòóðíûå
ìåðîïðèÿòèÿ.

Î ïîðÿäêå ïðîâåäåíèÿ òóðíèðà è ðåãèñòðàöèè ìîæíî ïð î÷èòàòü ïî ññûëêå
http://tursavin.ru/info.html
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Ýòè çàäà÷è ïðåäíàçíà÷åíû  ïðåæäå âñåãî
ó÷àù èìñÿ  6–8  êëàññîâ.

Ýòè çàäà÷è ïðåäëàãàëèñü íà  XXIX Ì àòåìàòè-
÷åñêîì  ïðàçäíèêå.

Çàäà÷è
1. Ïàóê  ñïëåë ïàóòèíó,  è â êàæäûé èç
åå 12 óçåëêîâ ïîïàëîñü  ïî  ìóõå  èëè
êîìàðó.  Ïðè  ýòîì  êàæäîå íàñåêîìîå
îêàçàëîñü  ñîåäèíåíî  îòðåçêîì  ïàóòè-

íû  ðîâíî  ñ äâóìÿ  êîìàðàìè.  Í àðèñóé-
òå ïðèìåð,  êàê ýòî  ìîãëî  áûòü (íàïè-
ñàâ âíóòðè óçåëêîâ áóêâû Ì è Ê).

À.Øàïî âàëî â

2. Í åçíàéêà âûïèñàë  ñåìü  äâóçíà÷-
íûõ  ÷èñåë â ïîðÿäêå  âîçðàñòàíèÿ.  Çà-
òåì  îäèíàêîâûå  öèôðû  çàìåíèë  îäè-
íàêîâûìè  áóêâàìè,  à ðàçíûå  –  ðàç-
íûìè.  Ïîëó÷èëîñü  âîò ÷òî:

ÕÀ, ÀÉ, ÀÕ, Î É, ÝÌ , ÝÉ, ÌÓ
Äîêàæèòå, ÷òî Í åçíàéêà ÷òî-òî  ïåðå-
ïóòàë.

Å.Áàêàåâ

3. Äâà êâàäðàòà è ðàâíîáåäðåííûé
òðåóãîëüíèê  ðàñïîëîæåíû  òàê, êàê
ïîêàçàíî  íà  ðèñóíêå (âåðøèíà  K  áîëü-
øîãî  êâàäðàòà ëåæèò íà  ñòîðîíå  òðå-
óãîëüíèêà).  Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè A, B è
C ëåæàò íà  îäíîé  ïðÿìîé.

Ì.Åâä î êèì î â

4. Ø åñòü ìàòåìàòèêîâ  ïîøëè  íà
ðûáàëêó. Âìåñòå îíè  íàëîâèëè  100
ðûá,  ïðè÷åì  âñå ïîéìàëè  ðàçíîå  êî-
ëè÷åñòâî. Ïîñëå  ðûáàëêè îíè  çàìåòè-
ëè, ÷òî ëþáîé  èç íèõ  ìîã  áû  ðàçäàòü
âñåõ ñâîèõ  ðûá  äðóãèì  ðûáàêàì  òàê,
÷òîáû  ó îñòàëüíûõ  ïÿòåðûõ  ñòàëî ïî-
ðîâíó  ðûá. Äîêàæèòå, ÷òî îäèí  ðûáàê
ìîæåò  óéòè äîìîé  ñî  ñâîèì  óëîâîì  è
ïðè  ýòîì  ñíîâà  êàæäûé îñòàâøèéñÿ
ñìîæåò  ðàçäàòü âñåõ ñâîèõ  ðûá  äðó-
ãèì  ðûáàêàì  òàê, ÷òîáû  ó íèõ  ïîëó÷è-
ëîñü  ïîðîâíó.

À.Øàïî âàëî â
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Í À ÏÐÎ Ø ËÎ É ÍÅ ÄÅËÅ Ì Û ÂÑÅÌ  ÊËÀÑ-
ñî ì  õîäèëè  â öèðê. Âïå÷àòëåíèé  –

ì îðå!  Íà  îáðàòíî ì  ïóòè , êîíå÷íî , îá ñóæ-
äàëè óâèäåííîå.  Áîëüøå  âñåãî âñåõ ïîðà-
çèëè êàíàòîõîäöû.  Êòî-òî  âñïî ì íèë , ÷òî â
2012 ãîäó àì åðèêàí ñêèé âîçäóøíûé  àêðî-
áàò Íè ê Âàëëåíäà  ïåðâû ì  â ì èðå ïåðåøåë
ïî  êàíàòó íàä  Íèàãàð ñêèì  âîäîïàäî ì,  à
âñêîðå  (áåç ñòðàõîâêè)  ïî êîðèë  è Ãðàíä-
Êàíüîí.  Íå ñêîëü êèì è ãîäàì è ïîç æå, â
2016 ãîäó, çíà ì åíèòûé  êèòàéñêèé êàíàòî-
õîäåö  Àäèëè Âóêñîð  è åãî íàïàðíè ê, èäÿ
íàâ ñòðå÷ó äðóã äðóãó, ïðåîäîëåëè  800 ì åò-
ðîâ  ïî  íàòÿíóòî ì ó òðî ñó íàä  ðåêîé  Õóàí-
õý. Â ýòîì  øîó  íàïàðíè ê Âóêñîðà  â ì î ì åíò
âñòðå÷è ëåã íà  êàíàò, à êàíàòîõîäåö  ïåðå-
øåë ÷åðåç íåãî , íà ñòóïèâ  åì ó íà  ãðóäü.

Ñîõðàíÿòü  ðàâíîâå ñèå ÷åëîâåêó íà  êàíà-
òå ïî ì îãàåò äëèííûé  øåñò. Êàíàòîõîäåö
óäåðæèâàåò øåñò â ãîðèçîíòàëüíî ì  ïîëî-
æåíèè  ïåðåä ñîáîé.  Ïðè  íà êëîíå  âëåâî
ñëåäóåò ýòîò øåñò îòâåñòè âïðàâî.  È  íàîáî-
ðîò:  ïðè  íà êëîíå  âïðàâî  øåñò ñì åùàåòñÿ
âëåâî.  Â èòîãå âî  âðåì ÿ äâèæåíèÿ  êàíàòî-
õîäöà  öåíòð òÿæåñòè ñèñòåì û  «÷åëîâåê
ïëþ ñ øåñò» íåèç ì åííî  î êàçûâàåòñÿ íàä
êàíàòî ì . Ïîäîáíû ì  æå îáðàçî ì  ñëåäóåò
óïðàâëÿòü øåñòî ì,  ðåàãèðóÿ íà  âîç ì î æ-
íûå  ïîðûâû  âåòðà. Íî  îáû÷íî  êàíàòîõîä-

öû  âûïîëíÿþò  ñâîè  òðþêè â òèõóþ áåçâåò-
ðåííóþ  ïîãîäó.  Èíîãäà  äëÿ óäåðæàíèÿ
êàíàòà, ïî  êîòîðî ì ó äâèæåòñÿ ñì åëü÷àê,
èñïîëüçóþò  äîïîëíèòåëüíûå  ñòàáèëèçèðó-
þùèå  êàíàòû , ïðåïÿò ñòâóþùèå  ðàñêà÷è-
âàíèþ.

Ïî  ðàñêà÷èâàþùå ì óñÿ êàíàòó íå  òî  ÷òî
èäòè îïà ñíî , íà  íåãî  è ïðèçå ì ëèòüñÿ-òî ,
òî÷íåå  «ïðè êàíàòèòüñÿ», òðóäíî.  Äàæå
ïòèöû  çíàþò  îá  ýòîì  è ïîòî ì ó ñòàðàþòñÿ
óñåñòüñÿ íà  òó ÷àñòü ïðîâîäà , êîòîðàÿ
áëèæå ê ñòîëáó – çäåñü àì ïëèòóäà êîëåáà-
íèé  ì åíüøå.

Ó êàæäîãî  ÷åëîâåêà åñòü îðãàí , êîòîðûé
îáåñïå÷èâàåò åãî ðàâíîâå ñèå. Íàçâàíèå
ýòîãî  âàæíîãî  îðãàíà  – âåñòèáóëÿðíûé
àïïàðàò.  Îí  ïðåä ñòàâëÿåò ñîáîé  ñèñòåì ó
êàíàëîâ , íàïîëíåííûõ  æèäêî ñòüþ. Ïðè
íà êëîíå  èëè ïîâîðîòå  ãîëîâû  æèäêî ñòü
ïåðåòåêàåò òóäà-ñþäà , íåðâíûå  êëåòêè ðå-
àãèðóþò íà  èçì åíåíèå  äàâëåíèÿ  è ïåðåäà-
þò ñèãíàë  â ãîëîâíîé  ì îçã.  Äàæå ñ çàêðû-
òûì è ãëàçàì è ì û  ïîíè ì àåì,  â êàêî ì  ïîëî-
æåíèè  íàõîäè ìñ ÿ, è ïîýòî ì ó ì î æåì  ïåðå-
ì åùàòüñÿ â ïîëíîé  òåì íîòå.

Íî  õî æäåíèå ïî  êàíàòó – íå  òîëüêî
ðàçâëå÷åíèå èëè çàõâàòûâàþùåå çðåëèùå.
Ëåãåíäû  ãëàñÿò, ÷òî äëÿ æèòåëåé ãîð  óì å-
íèå  õîäèòü ïî  êàíàòó áûëî  æèçíåííîé

íåîáõîäè ì î ñòüþ. Ïðåä ñòàâüòå, ÷òî
âàì  íàäî  ïåðåáðàòüñÿ ñ îäíîãî  êðàÿ
óùåëüÿ íà  äðóãîé.  Èëè  ïðåîäîëåòü
áóðíóþ  ãîðíóþ  ðåêó. Ìî ñò òóò íå
ïî ñòðîèòü. À âîò íàòÿíóòü  êàíàò,
ïðèâÿçàâ  åãî ê äåðåâüÿì  èëè çàêðå-
ïèâ  êàì íÿ ì è, âïîëíå  âîç ì î æíî.

Î ñîáóþ  ñëàâó â ì àñòåðñòâå ïåðå-
äâèãàòüñÿ ïî  êàíàòó ñíè ñêàëè æèòå-
ëè Äàãåñòàíñêîãî  ñåëà Öîâ êðà. Â
èíòåðíåòå âû  ëåãêî  íàéäåòå è ôîòî ,
è âèäåî.  Êòî-òî  èç ì àñòåðîâ ýòîãî
èñêóññòâà, äâèãàÿñü ïî  êàíàòó, óäåð-
æèâàåò çóáàì è ïîäíî ñ, à íà  íå ì  –
äâå ïîëíûå  ÷àéíûå  ÷àøêè. Ó äðóãî-

Êàíàòîõîä Òîëè Âòóëêèíà
Ñ.Ä ÂÎÐ ßÍ È ÍÎÂ
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ãî êàíàòîõîäöà çàâÿçàíû ãëàçà. À òðåòèé
óñòðîèëñÿ … â òàçèêå! Ñèäÿ â íåì, ñ
ïîìîùüþ íîã îí ïåðåäâèãàåòñÿ âïåðåä. Íî
ó âñåõ â ðóêàõ íåïðåìåííûé øåñò-áàëàí-
ñèð. Èç Öîâêðè âûøëî íåìàëî ýêâèëèáðè-
ñòîâ, âûñòóïàâøèõ ïî âñåìó ìèðó è ïðè-
íåñøèõ ñëàâó íàøåé ñòðàíå.

Ïîòîì êòî-òî èç íàñ âñïîìíèë è ïðî
ïîïóëÿðíûå â ãîðàõ ñîâðåìåííûå êàíàò-
íûå äîðîãè. Â îñíîâíîì îíè áûâàþò äâóõ
âèäîâ. Îäíè – êàíàòíî-êðåñåëüíûå. Íà
äðóãèõ, áîëåå ìîùíûõ, íà êàíàòàõ ïîäâå-
øåíû öåëûå âàãîíû, íàïîäîáèå òðàìâàé-
íûõ. Òîëüêî êîëåñà íàõîäÿòñÿ íå âíèçó, à
íàä âàãîíîì, òî÷íåå – íàä êàíàòîì. È
êàòÿòñÿ îíè ïî êàíàòó, êàê ïî ðåëüñó. È
çäåñü óæå êàæäûé ìîæåò ïðîêàòèòüñÿ –
ëèáî â êðåñëå, ëèáî â âàãîí÷èêå. Âïîëíå
êîìôîðòíî è áåç âñÿêîãî ðèñêà.

Íî òóò íàø ó÷èòåëü Èâàí Ïåòðîâè÷
ïðåäëîæèë íàì ïîäóìàòü: à êàê åùå ìîæ-

íî ïåðåäâèãàòüñÿ ïî êàíàòó? Ñêàæåì, íàä
ðåêîé. Ñðîê ðàáîòû íàä ïðîåêòîì – íå-
äåëÿ. Çàäàíèå íå äëÿ âñåõ, à äëÿ æåëàþ-
ùèõ.

×åðåç íåäåëþ íà çàñåäàíèè øêîëüíîãî
ôèçè÷åñêîãî êðóæêà ìû çàùèùàëè ñâîè
ïðîåêòû. ß ïðåäëîæèë êàæäîìó ñòóïàþ-
ùåìó íà êàíàò äàâàòü â ðóêó øàðèê, íàïîë-
íåííûé ãåëèåì (òàêèå âîçäóøíûå øàðèêè
ñåé÷àñ ÷àñòî ìîæíî óâèäåòü). Áûëè è
äðóãèå ðàçðàáîòêè. Íî ëó÷øåé âñå ïðèçíà-
ëè êîíñòðóêöèþ Òîëè Âòóëêèíà.

Ïðèíöèï äåéñòâèÿ åãî êîíñòðóêöèè ïî-
íÿòåí èç ðèñóíêà. Ïî êàíàòó (òî÷íåå, ïî
ìåòàëëè÷åñêîìó òðîñó) åäåò íåáîëüøàÿ
äâóõêîëåñíàÿ òåëåæêà (êàê âåëîñèïåä).
Íà êàæäîì êîëåñå – æåëîá, â êîòîðîì
ðàñïîëàãàåòñÿ êàíàò. À íå ïàäàåò òåëåæêà
âëåâî-âïðàâî ïîòîìó, ÷òî ñ íåé æåñòêî
ñâÿçàí äëèííûé ñòåðæåíü ñ ãðóçîì-áàëàí-
ñèðîì íà êîíöå. ßñíî, ÷òî ïðè ëþáîì
îòêëîíåíèè òåëåæêè îò âåðòèêàëüíîé ïëîñ-
êîñòè ãðóç-ïðîòèâîâåñ ïîäíèìàåòñÿ ââåðõ.
Â èòîãå öåíòð òÿæåñòè âñåé ñèñòåìû ïîä-
íèìàåòñÿ ââåðõ, ñëåäîâàòåëüíî, èñõîäíîå
ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ òåëåæêè – óñòîé÷è-
âîå. ×åëîâåê, íàõîäÿùèéñÿ íà êàíàòå, äîë-
æåí äåðæàòüñÿ çà ýòîò ñòåðæåíü è îäíîâðå-
ìåííî òîëêàòü òåëåæêó âïåðåä. Òîëèê ïðåä-
ëîæèë è íåñëîæíûå
ðàñ÷åòû, èç êîòî-
ðûõ ñëåäóåò, ÷òî,
æåëàÿ óìåíüøèòü
âåñ ãðóçà, ìû äîëæ-
íû óâåëè÷èòü äëè-
íó ñòåðæíÿ. È íà-
îáîðîò. Åñëè ñòåð-
æåíü êîðîòêèé, òî
ãðóç-ïðîòèâîâåñ äëÿ
îáåñïå÷åíèÿ óñòîé-
÷èâîñòè äîëæåí áûòü äîñòàòî÷íî áîëü-
øèì. Ýòîò ïðîòèâîâåñ äåéñòâóåò òàê æå,
êàê êèëü ÿõòû, óäåðæèâàþùèé åå îò îïðî-
êèäûâàíèÿ.

– Òàê ýòî æå ïîëó÷àåòñÿ ïîñîõ äëÿ
äâèæåíèÿ ïî êàíàòó! Ïîæàëóé, è ïîëüçî-
âàòüñÿ èì íå òàê óæ ñëîæíî! – òàêîâ áûë
èòîã íàøåãî îáñóæäåíèÿ.

– Ïîæàëóéñòà, – ñîãëàñèëñÿ ñ íàìè
Òîëÿ. Õîòèòå – ãîâîðèòå ïîñîõ , õîòèòå –
êàíàòîõîä !



Ïîëóïðàâèëüíûå çàìîùåíèÿ ïëîñêîñòè
Ñðåäè ïðàâèëüíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ òîëü-

êî òðè – òðåóãîëüíèê, êâàäðàò è øåñòèóãîëü-
íèê – òàêîâû, ÷òî èõ îäèíàêîâûìè êîïèÿìè
ìîæíî çàìîñòèòü âñþ ïëîñêîñòü áåç ïðîáåëîâ
è íàëîæåíèé. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ïëîñ-
êîñòü óäàëîñü çàìîñòèòü ïðàâèëüíûìè k-óãîëü-
íèêàìè è â êàæäîé âåðøèíå ( óçëå çàìîùå-
íèÿ) ñõîäèòñÿ ïî n ìíîãîóãîëüíèêîâ. 1

Ïîñêîëüêó óãîë ïðàâèëüíîãî k-óãîëüíèêà
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. Ñëó÷àè k = 3, 4, 6 ðåàëèçóþò-

ñÿ, à ñëó÷àé k = 5 (ïîïûòêà çàìîñòèòü ïëîñ-
êîñòü ïðàâèëüíûìè ïÿòèóãîëüíèêàìè) äàåò
íåöåëîå çíà÷åíèå n.

Ðàçðåøèì òåïåðü èñïîëüçîâàòü â çàìîùå-
íèè ðàçíûå ïðàâèëüíûå ìíîãîóãîëüíèêè. Ïðè
ýòîì ïîòðåáóåì, ÷òîáû äâà ñîñåäíèõ ìíîãî-
óãîëüíèêà ñòûêîâàëèñü òîëüêî ïî öåëîé ñòî-
ðîíå èëè îäíîé âåðøèíå, à òàêæå ÷òîáû âñå
óçëû çàìîùåíèÿ áûëè óñòðîåíû îäèíàêîâî ,
ò.å. â êàæäîé âåðøèíå ñõîäèëèñü òàêèå æå
ìíîãîóãîëüíèêè â òàêîì æå èëè â çåðêàëüíî
ñèììåòðè÷íîì ïîðÿäêå, ÷òî è â ëþáîé äðóãîé
âåðøèíå. Òàêîå çàìîùåíèå ïëîñêîñòè íàçî-
âåì ïîëóïðàâèëüíûì  èëè àðõèìåäîâûì .

Ñêîëüêî âñåãî åñòü ðàçëè÷íûõ àðõèìåäî-
âûõ çàìîùåíèé?

Ñíà÷àëà îïðåäåëèìñÿ, ñêîëüêî ìíîãîóãîëü-
íèêîâ ìîæåò ñõîäèòüñÿ â óçëå (ïîìíèì, ÷òî
âñå óçëû îäèíàêîâû). Ïîñêîëüêó 60k�D ³ ° ,
áîëüøå øåñòè â 360°  íå âëåçåò.

Ñëó÷àé 1: â óçëå ñõîäÿòñÿ òðè ìíîãîóãîëü-
íèêà  ñ óãëàìè n�D , m�D , k�D . Òîãäà èç
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îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèÿìè n è m:
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k
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. Òåïåðü ìû ìîæåì íàéòè

âñå ðåøåíèÿ ïåðåáîðîì, à ýòî äåëî ëó÷øå
ïîðó÷èòü êîìïüþòåðó. Âîò êàêèå ðåøåíèÿ
âûäàåò ïðîãðàììà:

( 3,7,42), ( 3,8,24), ( 3,9,18), ( 3,10,15),

( 3,12,12), ( 4,5,20), ( 4,6,12), ( 4,8,8),

(5,5,1 0), ( 6,6,6).

Ðåøåíèé ìíîãî, íå âñå èç íèõ ðåàëèçóþòñÿ
êàê çàìîùåíèÿ ïëîñêîñòè. Çàìåòèì, ÷òî åñëè
m è k ðàçëè÷íû, òî n äîëæíî áûòü ÷åòíî:
âîêðóã n-óãîëüíèêà â çàìîùåíèè ÷åðåäóþòñÿ
m- è k-óãîëüíèêè. Ýòî ñîîáðàæåíèå îòáðàñû-
âàåò ïåðâûå 4 ðåøåíèÿ; àíàëîãè÷íî îòáðàñû-
âàåì ðåøåíèÿ ( 4,5,20) è (5,5,1 0). Îñòàâøè-
åñÿ ðåøåíèÿ ðåàëèçóþòñÿ: ( 3,12,12) – ðèñó-
íîê 8; ( 4,6,12) – ðèñóíîê 7; ( 4,8,8) – ðèñóíîê
5; ( 6,6,6) – ðèñóíîê 3.

Ñëó÷àé 2: â óçëå ñõîäÿòñÿ ÷åòûðå ìíîãî-
óãîëüíèêà . Òîãäà ðàâåíñòâî n m k�D �D �D+ + +

360l�D+ = °  äàåò 
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. Ïåðåáèðàåì:

( 3,3,4,12), ( 3,3,6,6), ( 3,4,4,6), ( 3,4,6,4),

( 4,4,4,4), ( 4,4,6,3).

Ðàçíûõ çàìîùåíèé çäåñü ÷åòûðå; òðè èç
íèõ ðåàëèçóþòñÿ: ( 3,3,6,6) íà ðèñóíêå 2,
( 3,4,4,6) íà ðèñóíêå 6, ( 4,4,4,4) íà ðèñóíêå
1. ×åòâåðêå (3,3,4,12) íèêàêîãî ïîëóïðà-

1 Âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî âåðøèíà
îäíîãî èç ìíîãîóãîëüíèêîâ â çàìîùåíèè ïîïàäåò
íà ñòîðîíó äðóãîãî. ×òî äåëàòü â ýòîì ñëó÷àå –
ñìîòðèòå â ðàçäåëå «Îòâåòû, óêàçàíèÿ, ðåøåíèÿ»
â êîíöå íîìåðà.



âèëüíîãî çàìîùåíèÿ íå ñîîòâåòñòâóåò (ïðî-
âåðüòå ýòî, ïîïûòàâøèñü ïîñòðîèòü åãî!).

Ñëó÷àé 3: ïÿòü ìíîãîóãîëüíèêîâ â óçëå.
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). Îòñþäà
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2l p
+ = ,  4l £ , è ìû ïîëó÷àåì äâà ðåøå-

íèÿ: ( 3,3,3,3,6) è ( 3,3,3,4,4). Ïåðâîå ðåøå-
íèå ðåàëèçóåòñÿ íà ðèñóíêå 11, à ó âòîðîãî

åñòü àæ äâå ðåàëèçàöèè (îòëè÷àþùèåñÿ ïî-
ðÿäêîì ìíîãîóãîëüíèêîâ â óçëå): ðèñóíêè 9
è 10.

Ïîñëåäíèé ñëó÷àé, ñ øåñòüþ ìíîãîóãîëü-
íèêàìè , òðèâèàëåí: ýòî ìîãóò áûòü òîëüêî 6
òðåóãîëüíèêîâ (ðèñ. 4).

Èòàê, âñåãî ñóùåñòâåííî ðàçíûõ ïîëóïðà-
âèëüíûõ çàìîùåíèé ïëîñêîñòè îäèííàäöàòü.

Ìàòåðèàë ïîäãîòîâèë Ñ.Êóçíåöîâ

Ðèñ. 2 Ðèñ. 4Ðèñ. 3Ðèñ. 1

Ðèñ. 6 Ðèñ. 8Ðèñ. 7Ðèñ. 5

Ðèñ. 9 Ðèñ. 10 Ðèñ. 11
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Â.ÆÁÀÍÎÂ, À.ÑÒÀÑÅÍÊÎ

Ïðèðîäà ñîçäàëà ìèðèàäû êàïåëü –
è íè îäíîãî êèðïè÷à.

Ðåçóëüòàò âíèìàòåëüíûõ íàáëþäåíèé

ÊÀÊ -ÒÎ  ÐÀÇ Î ÊÀ ÇÀË ÈÑ Ü ÍÀ ÑÊÀ ÒÅ ÊÐÛ -
øè  êèðïè÷  è êàïëÿ  âîäû.  ×òî  æå èì  áûëî

äåëàòü? Ê îíå÷íî,  îíè  ÷óâñòâîâàëè, ÷òî èõ
ïîâåäåíèå  äîëæíî  çàâèñåòü îò  ñèë, äåéñòâó-
þùèõ  íà  íèõ:  îò  ñèëû òÿæåñòè, êîòîðàÿ  â
ïðîåêöèè  äàåò òàê íàçûâàåìóþ  ñêàòûâàþ-
ùóþ  ñèëó, è îò  ñèë âçàèìîäåéñòâèÿ  ñ ìàòåðè-
àëîì  êðûøè  (ðèñ.1).  Ïåðâàÿ  èç íèõ  (àêòèâ-

íàÿ  ñèëà) äëÿ îáîèõ  ðàâíà sinmg �D, à âòîðàÿ
(ðåàêòèâíàÿ)  ïî-ðàçíîìó  îïèñûâàåòñÿ  äëÿ
êèðïè÷à  è êàïëè.  Ê àê èçâåñòíî,  äëÿ âçàèìî-
äåéñòâèÿ òâåðäûõ òåë ââîäèòñÿ êîý ôô èöè-
åíò òðåíèÿ  �P, äëÿ êàïëè  æèäêîñòè – óãîë
ñìà÷èâàíèÿ  �T.

Åñëè óãîë íàêëîíà  ïëîñêîñòè  �D ìàë,  îáà
ïðåäìåòà  íàøåãî  âíèìàíèÿ  îñòàþòñÿ íåïîä-
âèæíûìè.  Í î  êîãäà ýòîò óãîë ðàñòåò – äî
÷åãî æå ðàçëè÷íû  èõ ñóäüáû! Ê àïëÿ  ìîæåò

âèñåòü è ïîä  ïîòîëêîì  (ïðè  �D � �S),  à êèð-
ïè÷,  ê åãî ñîæàëåíèþ,  – íåò.  Í î  ðàññìîòðèì
âñå ïî  ïîðÿäêó.

Èñòîðèÿ  ñ êèðïè÷îì  õîðîøî  èçâåñòíà.
Ïîêà  îí  íåïîäâèæåí,  ñêàòûâàþùàÿ  ñèëà
óðàâíîâåøèâàåòñÿ êàñàòåëüíîé ñèëîé  òðå-
íèÿ  òðF , ïëîòíîñòü  íîðìàëüíîé  ñèëû ðåàê-
öèè îïîðû  ð ðf dF dS�  ñ÷èòàåòñÿ ðàâíîìåð-
íî  ðàñïðåäåëåííîé  ïî  ïëîùàäè  êàñàíèÿ S,
òàê ÷òî  èòîãîâàÿ  åå âåëè÷èíà ðàâíà

�� ��ð 2A RF S f f� ��  (èíäåêñû:  À – advancing,
ïðîäâèãàþùèéñÿ  âïåðåä, íàòåêàþùèé;  R –
receding, óäàëÿþùèéñÿ,  îòòåêàþùèé).  Ïî
äîñòèæåíèè  êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ  ��D , ïðè
êîòîðîì  òð ðF F� �P  (ýòî  è åñòü îïðåäåëåíèå
êîý ôô èöèåíòà òðåíèÿ  �P),  èëè sinmg ��D � 

cosmg �� �P �D, ñèëà òðåíèÿ  íå  â ñîñòîÿíèè
êîìïåíñèðîâàòü  ñîîòâåòñòâóþùóþ  ñèëó ñêà-
òûâàíèÿ  – íà÷èíàåòñÿ äâèæåíèå ñ ïîñòîÿí-
íûì  óñêîðåíèåì.  Åãî  çíà÷åíèå

�� ��sin cosa g� �D �� �P �D          (1)

ðàñòåò äî  âåëè÷èíû  g ïðè  2�D � �S , â ýòîò
ìîìåíò  èñ÷åçàåò ïðèæèìàþùàÿ  ñèëà, à ñ íåé
– è ñèëà òðåíèÿ.  Í à ðèñóíêå 2 èçîáðàæåíû

çàâèñèìîñòè  ñóììàðíîé  êàñàòåëüíîé ñèëû (â
ïîêîå  è äâèæåíèè)  è óñêîðåíèÿ.  Âñå ýòî
ìîæåò  îá úÿñíèòü ëþáîé  îòëè÷íèê.

Êèðïè÷,  õîòÿ  è òâåðä, íî  âñå æå äåô îðìè-
ðóåì.  Ì îæíî  îöåíèòü  ìàëûé  óãîë �M, ïîä
êîòîðûì  íàêëîíÿòñÿ  åãî ïåðåäíÿÿ  è çàäíÿÿ

Ðèñ. 1. Êèðïè÷ è êàïëÿ íåïîäâèæíû íà íàêëîííîé ïëîñ êîñòè:
Ñ – òî÷êà ïðèëîæåíèÿ ðàâíîäåéñòâóþùåé ñèë òÿãîòåíèÿ , Â –
òî÷êà ïðèëîæåíèÿ ðåàêöèè îïîðû

Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòè áåçðàçìåð-
íûõ ñèëû F/mg è óñêîðåíèÿ
a/g îò óãëà íàêëîíà ïëîñêîñòè
�D. Ïðè �D �D*< = arctg �P êèðïè÷

íåïîäâèæåí, a = 0; ïðè �D �D*>
îí äâèæåòñÿ ðàâíîóñêîðåííî;
ïðè �D³ �S/2 – ñâîáîäíî ïàäàåò
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ãðàíè:
sin sin sinmg ghS gh

ES ES E
�D �U �D �U �D

�M � � : ,

ãäå Å – ìîäóëü óïðóãîñòè, èëè ìîäóëü Þíãà
(êîíå÷íî, òóò íàäî áû èñïîëüçîâàòü ìîäóëü
ñäâèãà, íî äëÿ îöåíêè è ýòîãî äîñòàòî÷íî).
Ïîäñòàâëÿÿ õàðàêòåðíûå ÷èñëåííûå çíà÷å-
íèÿ – ïëîòíîñòü êèðïè÷à �� ��1,6 2,2�U � �� �u
�u 3 310 êã ì , åãî ãàáàðèòû (âûñîòà h, øèðè-
íà, äëèíà) 6,5 12 25�u �u  ñì, ìîäóëü Þíãà

910E �|  Ïà, èç ïðèâåäåííîé âûøå îöåíî÷-
íîé ô îðìóëû ïîëó÷èì

3 3 2 2

9 2

2 10 êã ì 10 ì ñ 6,5 10 ì 0,5

10 Í ì

���˜ �˜ �˜ �˜ �˜
�M �| � 

= 
7 56,5 10  ðàä 2 10  ãðàä�� ���˜ �| �˜

– ñîâñåì íåçàìåòíóþ äå ô îðìàöèþ. Ïîíÿòíî,
÷òî ýòî îöåíêà äëÿ ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ, à â
äâèæåíèè âìåñòî g íàäî ïîäñòàâèòü a.

À âîò êàïëÿ ïîä äåéñòâèåì ñêàòûâàþùåé
ñèëû ëåãêî èçìåíÿåò ñâîþ ô îðìó, ïðè ýòîì
åå ïåðåäíèé A�T  è çàäíèé R�T  óãëû ðàçëè÷íû
è óæå íå ðàâíû �T. Ó÷åíûå íàçâàëè ðàçíîñòü

A R�T �� �T  ãèñòåðåçèñîì óãëà ñìà÷èâàíèÿ . Äëÿ
åãî îïèñàíèÿ ïðèäóìàíû ìíîãî÷èñëåííûå
òåîðåòè÷åñêèå ìîäåëè. Ïðîñòåéøàÿ èç íèõ
ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ïÿòíî êîíòàêòà êàïëè ñ
ïîâåðõíîñòüþ îñòàåòñÿ êðóãëûì – ðàäèóñîì

b íà ðèñóíêå 3, ïðè÷åì âî âñåõ òî÷êàõ
ïåðåäíåé ïîëîâèíû îêðóæíîñòè óãîë ñìà÷è-
âàíèÿ ðàâåí A�T , à íà çàäíåé – R�T . Òîãäà,
ïðîåêòèðóÿ ñìà÷èâàþùóþ ñèëó (ñèëó àäãå-
çèè), äåéñòâóþùóþ íà ìàëûé ó÷àñòîê äëè-
íîé bd�\ , íà ïëîñêîñòü, à ïîëó÷åííóþ ïðî-
åêöèþ åùå ðàç ïðîåêòèðóÿ íà íàïðàâëåíèå
âäîëü íàêëîííîé ïëîñêîñòè, ïîëó÷èì

2

2

cos cosAF bd
�S

�W
���S

� �V �T �\ �˜ �\ ���³

+
3 2

2

cos cosR bd
�S

�S

�V �T �\ �˜ �\ � �³

= �� ��3 22
2 2

cos sin cos sinA Rb �S�S
���S �S

�V �T �\ �� �T �\ � 

= �� ��2 cos cosA Rb�V �T �� �T . ( 2)

Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî b�V , cos A�T  è cos R�T  ïðåä-
ïîëàãàþòñÿ ïîñòî-
ÿííûìè.  Ïîíÿòíî,
÷òî íà ãîðèçîíòàëü-
íîé ïëîñêîñòè

A R�T � �T � �T, òàê
÷òî 0F�W� .

Í î êàê îöåíèòü
÷èñëåííî ýòîò ãèñ-
òåðåçèñ? Ïîëîæèì
êàïëþ âîäû íà
ïëîñêîñòü. Êîíå÷-
íî, ïðåæäå âñåãî
ñëåäóåò èçìåðèòü
óãîë �T ïðè 0�D � .
Â íàøåì ñëó÷àå îí
îêàçàëñÿ áëèçêèì ê

2�S . Çàìåòèì, ÷òî
ïðè 2�T �� �S  ïîâåðõ-
íîñòü ñ÷èòàåòñÿ ãèä-
ðî ô èëüíîé (âîäî-
ëþáèâîé), à ïðè

2�T �! �S  – ãèäðî-
ô îáíîé (âîäîáîÿç-
íåííîé). Äàëåå, áó-
äåì óâåëè÷èâàòü
óãîë �D, èçìåðÿÿ
ïðè ýòîì A�T  è R�T ,
äî òåõ ïîð, ïîêà
êàïëÿ íå íà÷íåò
äâèãàòüñÿ ïî íà-
êëîííîé ïîâåðõíî-
ñòè. Ïîëó÷åííûå
ðåçóëüòàòû ïðåä-

Ðèñ. 3. Ê îïðåäåëåíèþ âûðàæåíèÿ (2) äëÿ ñèëû
àäãåçèè êàïëè æèäêîñòè íà íàêëîííîé ïëîñ-
êîñòè ÷åðåç óãëû íàòåêàíèÿ è îòòåêàíèÿ

Ðèñ.4. Çàâèñèìîñòè èç-
ìåðåííûõ çíà÷åíèé ïå-
ðåäíåãî è çàäíåãî óãëîâ
ñìà÷èâàíèÿ  – A�T  (âåðõ-
íèå êðèâûå) è R�T  (íèæ-
íèå) – îò ñòàöèîíàðíîãî
óãëà �D äëÿ òðåõ êàïåëü
ðàçíûõ ðàçìåðîâ. Êîí-
öû êðèâûõ ñîîòâåòñòâó-
þò íà÷àëó äâèæåíèÿ êà-
ïåëü
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ñòàâëåíû íà ðèñóíêå 4. Õîðîøî âèäíî, ÷òî
ãèñòåðåçèñ óãëà ñìà÷èâàíèÿ ðàñòåò ñ óâåëè-
÷åíèåì �D è ðàçíîñòü êîñèíóñîâ â âûðàæåíèè
(2) äîñòèãàåò åäèíèöû. Ïðè êðèòè÷åñêîì
çíà÷åíèè ��D  êàïëÿ ñðûâàåòñÿ ñ ìåñòà, â åå
îá úåìå íà÷èíàåòñÿ äâèæåíèå âÿçêîé æèäêî-
ñòè, êîòîðàÿ ïåðåâîäèò ÷àñòü ðàáîòû ñèëû

òÿãîòåíèÿ â òåïëî (çà ñ÷åò òðåíèÿ ñëîåâ äðóã
î äðóãà), è äèíàìèêà êàïëè ñòàíîâèòñÿ áîëåå
ñëîæíîé, ÷åì äëÿ áðóñêà (êèðïè÷à).

À ÷òîáû ïîíÿòü, ÷òî æå ïðîèñõîäèò äàëü-
øå, ìîæíî ïîñòóïèòü â Ì ÔÒÈ èëè Ì ÃÓ,
÷åãî âàì è æåëàåì.
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×òî
òðàíñôîðìèðóåò
òðàíñôîðìàòîð?

Ñ.ÂÀÐËÀÌÎÂ

ÊÀÊ ÎÉ ÒÎ Ê ÏÎÒ Å× ÅÒ Â Ï ÅÐÂÈ× Í ÎÉ Ö Å-
ïè òðàíñ ô îðìàòîðà ñ èçâåñòíûìè ïàðà-

ìåòðàìè (ðàçìåðû ñåðäå÷íèêà, ìàãíèòíàÿ
âîñïðèèì÷èâîñòü ìàòåðèàëà ñåðäå÷íèêà, ÷èñ-
ëî âèòêîâ â ïåðâè÷íîé è âî âòîðè÷íîé îáìîò-
êàõ), åñëè íà ïåðâè÷íóþ îáìîòêó ïîäàíî
íàïðÿæåíèå U , à ê âûâîäàì âòîðè÷íîé îá-
ìîòêè ïîäêëþ÷åíà íàãðóçêà, ñîñòîÿùàÿ èç
ëèíåéíûõ ýëåìåíòîâ ñ ïàðàìåòðàìè R, C, L?
Òàêîé âîïðîñ èìååò ïðàâî íà ñóùåñòâîâàíèå
äàæå â øêîëüíîé ô èçèêå.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ïîäêëþ÷åíèå âî âòî-
ðè÷íóþ öåïü òðàíñ ô îðìàòîðà ëèíåéíûõ ýëå-
ìåíòîâ ðàäèîòåõíè÷åñêèõ öåïåé, à èìåííî:
ðåçèñòîðà ñîïðîòèâëåíèåì R, êîíäåíñàòîðà
åìêîñòüþ C, êàòóøêè èíäóêòèâíîñòüþ L
ïîîäèíî÷êå. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òðàíñ ô îð-
ìàòîð èäåàëüíûé â òîì ñìûñëå, ÷òî íà õîëî-
ñòîì õîäó, ò.å. ïðè îòñóòñòâèè êàêîé-ëèáî
íàãðóçêè âî âòîðè÷íîé öåïè, ìàãíèòíîå ïîëå
âíóòðè ñåðäå÷íèêà ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíî
òîêó â ïåðâè÷íîé îáìîòêå òðàíñ ô îðìàòîðà.
Èíûìè ñëîâàìè, ïðè öèêëè÷åñêîì ïåðåìàã-
íè÷èâàíèè ñåðäå÷íèêà îí íå íàãðåâàåòñÿ,
ò.å. ãèñòåðåçèñ ìàãíèòíîãî ìàòåðèàëà ñåð-
äå÷íèêà îòñóòñòâóåò. Ââåäåì ïàðàìåòðû,
êîòîðûìè õàðàêòåðèçóåòñÿ òðàíñ ô îðìàòîð.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñåðäå÷íèê òîðîèäàëüíûé
ñ ïëîùàäüþ ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ S, åãî
äëèíà âäîëü ñðåäíåé ëèíèè ñåðäå÷íèêà
l S?  è ìàãíèòíàÿ âîñïðèèì÷èâîñòü ìàòå-
ðèàëà ñåðäå÷íèêà 1�P? . Ïóñòü ïåðâè÷íàÿ
îáìîòêà òðàíñ ô îðìàòîðà èìååò 1N  âèòêîâ, à
âòîðè÷íàÿ îáìîòêà èìååò 2N  âèòêîâ. Áóäåì
òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî ïåðâè÷íàÿ è âòîðè÷íàÿ
îáìîòêè òðàíñ ô îðìàòîðà íå èìåþò ñîïðî-
òèâëåíèÿ.

Ì àãíèòíîå ïîëå Â â ñåðäå÷íèêå òðàíñô îð-
ìàòîðà ïðè òîêå â ïåðâè÷íîé îáìîòêå 1I  è
îòñóòñòâèè êàêîé-ëèáî íàãðóçêè âî âòîðè÷-
íîé öåïè ìîæíî íàéòè ñ ïîìîùüþ òåîðåìû î
öèðêóëÿöèè: 1 0 1Bl I N� �P�P , ãäå 0�P  – ìàãíèò-
íàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ì àãíèòíûé ïîòîê ÷åðåç
îäèí âèòîê îáìîòêè ðàâåí 1 BS�) � � 

1 0 1I S N l� �P�P . Ì àãíèòíûé ïîòîê ÷åðåç âñå
1N  âèòêîâ ïåðâè÷íîé îáìîòêè ðàâåí 1 1N�) .

Â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíîì Ôàðàäåÿ è ïðàâè-
ëîì Ëåíöà, â ïåðâè÷íîé îáìîòêå âîçíèêàåò
ÝÄÑ ñàìîèíäóêöèè

�� �� 2
1 1 0 1 1

c
d N S N dI

dt l dt

�) �P�P
� �� � ��E .

Ê âûâîäàì ïåðâè÷íîé îáìîòêè òðàíñ ô îð-
ìàòîðà (ðèñ.1) îò èäåàëüíîãî èñòî÷íèêà ïîä-
âåäåíî íàïðÿæåíèå, êîòîðîå ìîæåò çàâèñåòü
îò âðåìåíè, íî íå çàâèñèò îò íàëè÷èÿ èëè
îòñóòñòâèÿ íàãðóçêè. Ïóñòü â äàííûé ìî-
ìåíò âðåìåíè â ïåðâè÷íîé öåïè òå÷åò òîê 1I ,
à íàïðÿæåíèå ìåæäó âûâîäàìè ïåðâè÷íîé

Ðèñ. 1
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îáìîòêè ðàâíî 1U . Ñâÿçü ìåæäó òîêîì õîëî-
ñòîãî õîäà xxI  è íàïðÿæåíèåì 1U  äàåòñÿ
çàêîíîì Îìà äëÿ çàìêíóòîé öåïè:

1 c 0U �� � E , èëè 
2

0 1 xx
1

S N dI
U

l dt
�P�P

� .

×åðåç âèòêè âòîðè÷íîé îáìîòêè ïðîõîäèò
ìàãíèòíûé ïîòîê 1 2N�) . Í àïðÿæåíèå ìåæäó
âûâîäàìè âòîðè÷íîé îáìîòêè ðàâíî ïî âåëè-
÷èíå

�� ��1 2 2
2 1

1

d N N
U U

dt N

�)
� � .

Ýòî íàïðÿæåíèå íå çàâèñèò îò íàëè÷èÿ èëè
îòñóòñòâèÿ íàãðóçêè âî âòîðè÷íîé öåïè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàãðóçêà èìååòñÿ è ÷òî
òîê âî âòîðè÷íîé îáìîòêå ðàâåí 2I . Ïî-
ñêîëüêó íàïðÿæåíèå 1U  íå çàâèñèò îò íà-
ãðóçêè, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñêîðîñòü èçìåíå-
íèÿ ìàãíèòíîãî ïîòîêà ÷åðåç îäèí âèòîê
òîæå íå çàâèñèò îò íàãðóçêè. Îòñþäà ñëåäó-
åò, ÷òî â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè â ïåðâè÷íîé
îáìîòêå òå÷åò òàêîé äîïîëíèòåëüíûé òîê

1I�' , ÷òî

�� ��1xx 2 xx
1 1 2 1

d IdI dI dI
N N N N

dt dt dt dt

�'
�� �� � ,

èëè

1 1 2 2 constI N I N�' �� � .

Ýòó êîíñòàíòó ðàçóìíî ïðèíÿòü ðàâíîé íóëþ.
Òàêèì îáðàçîì, ìàãíèòíîå ïîëå â ñåðäå÷íèêå
îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî òîêîì xxI . Ýíåðãèÿ,
çàïàñåííàÿ â âèäå ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ñåðäå÷-
íèêå òðàíñ ô îðìàòîðà, òîæå îïðåäåëÿåòñÿ
òîëüêî òîêîì õîëîñòîãî õîäà è íå çàâèñèò îò
íàãðóçêè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äîïîëíèòåëüíàÿ
ìîùíîñòü 1 1dE dt U I� �' , ïîëó÷àåìàÿ ïåð-
âè÷íîé îáìîòêîé îò èñòî÷íèêà íàïðÿæåíèÿ,
â òî÷íîñòè ðàâíà ìîùíîñòè, îòäàâàåìîé òðàíñ-
ô îðìàòîðîì ÷åðåç âòîðè÷íóþ îáìîòêó â íà-
ãðóçêó. Ì îùíîñòü âî âòîðè÷íîé öåïè, êîòî-
ðàÿ ìîæåò áûòü êàê ïîëîæèòåëüíîé, òàê è
îòðèöàòåëüíîé, ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ìãíî-
âåííûõ çíà÷åíèé òîêà è íàïðÿæåíèÿ: 2 2I U .

Åñëè ê âûâîäàì âòîðè÷íîé îáìîòêè ïîä-
êëþ÷åí ðåçèñòîð ñîïðîòèâëåíèåì R, òî

2
2dE U

dt R
� .

Åñëè ê âûâîäàì âòîðè÷íîé îáìîòêè ïîäêëþ-
÷åí êîíäåíñàòîð åìêîñòüþ C, òî

�� �� �� ��2
2 2

2

2d CU d CUdE
U

dt dt dt
� � .

Åñëè ê âûâîäàì âòîðè÷íîé îáìîòêè ïîäêëþ-
÷åíà êàòóøêà èíäóêòèâíîñòüþ L , òî

�� �� �� ��2
2 2

2

2d L I d L IdE
I

dt dt dt
� � .

Âûðàçèì âåëè÷èíû òîêîâ è íàïðÿæåíèé ñ
èíäåêñîì 2 ÷åðåç ñîîòâåòñòâóþùèå âåëè÷è-
íû ñ èíäåêñîì 1. Ïîëó÷àòñÿ ýêâèâàëåíòíûå
çàìåíû íàãðóçêè âî âòîðè÷íîé öåïè íàãðóç-
êîé, êîòîðàÿ ïîäêëþ÷àåòñÿ â ïåðâè÷íóþ
öåïü ïàðàëëåëüíî òðàíñ ô îðìàòîðó, ðàáîòà-
þùåìó íà õîëîñòîì õîäó. Ïðè ýòîì äîïîëíè-
òåëüíûé òîê 1I�'  äîëæåí îñòàòüñÿ òàêèì æå,
êàê è ïðè íàãðóçêå âî âòîðè÷íîé öåïè.
Èìååì

�� ��

2 2
2 1

2
1 2

U U
R R N N

� ,

�� �� �� ���� ��2
2 1 12

2 1

d C N N Ud CU
U U

dt dt
� ,

�� �� �� ���� ��2
1 2 12

2 1

d L N N Id L I
I I

dt dt

�'
� �' .

Ïðè òàêîé çàìåíå ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ýêâèâà-
ëåíòíîé íàãðóçêîé â ïåðâè÷íîé öåïè â ñëó-
÷àå íàëè÷èÿ ðåçèñòîðà ñîïðîòèâëåíèåì R âî
âòîðè÷íîé öåïè ÿâëÿåòñÿ ðåçèñòîð ñîïðîòèâ-
ëåíèåì

2
1

ýêâ
2

N
R R

N

�§ �·
� �¨ �¸

�© �¹
.

Äëÿ êîíäåíñàòîðà åìêîñòüþ Ñ âî âòîðè÷íîé
öåïè ýêâèâàëåíòíîé íàãðóçêîé â ïåðâè÷íîé
öåïè ÿâëÿåòñÿ êîíäåíñàòîð åìêîñòüþ

2
2

ýêâ
1

N
C C

N

�§ �·
� �¨ �¸

�© �¹
.

Äëÿ êàòóøêè èíäóêòèâíîñòüþ L  âî âòîðè÷-
íîé öåïè ýêâèâàëåíòíîé íàãðóçêîé â ïåðâè÷-
íîé öåïè ÿâëÿåòñÿ êàòóøêà èíäóêòèâíîñòüþ

2
1

ýêâ
2

N
L L

N

�§ �·
� �¨ �¸

�© �¹
.

Ïîñêîëüêó çàâèñèìîñòü íàïðÿæåíèÿ ïåðâè÷-
íîé îáìîòêè îò âðåìåíè íèêàê íå ó÷àñòâîâà-
ëà â ïðèâåäåííûõ ðàññóæäåíèÿõ, òî ýêâèâà-
ëåíòíàÿ çàìåíà áóäåò îäíîé è òîé æå êàê äëÿ
ïîñòîÿííîãî íàïðÿæåíèÿ, òàê è äëÿ ïåðåìåí-
íîãî íàïðÿæåíèÿ, â òîì ÷èñëå è äëÿ íàïðÿ-
æåíèÿ, êîòîðîå ìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì ïî
ãàðìîíè÷åñêîìó çàêîíó.

Åñëè íàïðÿæåíèå ìåíÿåòñÿ ïî ãàðìîíè÷åñ-
êîìó çàêîíó ñ ÷àñòîòîé �Z, òî â ýòîì ñëó÷àå
âñå èìïåäàíñû, ò.å. àêòèâíîå, åìêîñòíîå è
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èíóêòèâíîå ñîïðîòèâëåíèÿ, âòîðè÷íîé öåïè
òðàíñô îðìèðóþòñÿ â ïåðâè÷íóþ öåïü îäèíà-
êîâî:

2
1

ýêâ
2

N
R R

N

�§ �·
� �¨ �¸

�© �¹
, 

2
1

ýêâ 2

1 1 N
C C N

�§ �·
� �¨ �¸�Z �Z �© �¹

,

2
1

ýêâ
2

N
L L

N

�§ �·
�Z � �Z �¨ �¸

�© �¹
.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ïåðåìåííîãî òîêà,
ìåíÿþùåãîñÿ íå òîëüêî ïî ãàðìîíè÷åñêîìó,
íî è ïî ëþáîìó äðóãîìó çàêîíó, ëþáàÿ
íàãðóçêà âòîðè÷íîé öåïè èäåàëüíîãî òðàíñ-
ô îðìàòîðà, ñîñòàâëåííàÿ èç ýëåìåíòîâ R, C,
L , ìîæåò áûòü ïåðåñ÷èòàíà â ïåðâè÷íóþ
öåïü.

×òî èçìåíèòñÿ, åñëè ïîòåðè â òðàíñ ô îðìà-
òîðå áóäóò? Í àïðèìåð, åñëè ïðîâîëîêè, êî-
òîðûìè íàìîòàíû îáìîòêè, èìåþò îìè÷åñ-
êèå ñîïðîòèâëåíèÿ 1R  è 2R  ñîîòâåòñòâåííî?
Â ýòîì ñëó÷àå íà ýòèõ ñîïðîòèâëåíèÿõ ïðè
ïðîòåêàíèè ïî íèì òîêîâ áóäóò ñîîòâåòñòâó-
þùèå ïàäåíèÿ íàïðÿæåíèÿ. Äëÿ ðàñ÷åòîâ
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòè ñîïðîòèâëåíèÿ «âû-
íåñåíû» çà ïðåäåëû îáìîòîê è âêëþ÷åíû â
ïðîâîäà, êîòîðûìè òðàíñ ô îðìàòîð ñîåäèíÿ-
åòñÿ ñ èñòî÷íèêîì ýíåðãèè è ñ íàãðóçêîé âî
âòîðè÷íîé öåïè, êàê ýòî ïîêàçàíî íà ðèñóíêå

2. Ýêâèâàëåíòíàÿ ñõåìà äëÿ òàêîãî ñîñòîÿ-
íèÿ öåïè ïðèâåäåíà íà ðèñóíêå 3. Â ïåðâè÷-
íîé öåïè ýêâèâàëåíòíàÿ çàìåíà íàãðóçêè
âòîðè÷íîé öåïè, ðàâíàÿ ��ýêâ 2R R� ��

���� ��2í 1 2R N N�� , ïîäêëþ÷àåòñÿ ê âûâîäàì
ïåðâè÷íîé îáìîòêè, à ñîïðîòèâëåíèå ïåð-
âè÷íîé îáìîòêè 1R  âêëþ÷àåòñÿ â ïðîâîäà,
èäóùèå ê èñòî÷íèêó.

Ñëîæíåå âêëþ÷èòü â ýêâèâàëåíòíûå ñõå-
ìû ýëåìåíòû, êîòîðûå áû îïèñûâàëè ïîòå-
ðè ýíåðãèè, ñâÿçàííûå ñ ïåðåìàãíè÷èâàíè-

åì ìàòåðèàëà ñåðäå÷íèêà ïðè íàëè÷èè ãèñ-
òåðåçèñà. Í î, êàê ãîâîðèòñÿ, «íåëüçÿ îá úÿòü
íåîá úÿòíîãî». Ïîýòîìó â ïîñòðîåíèè ìîäå-
ëåé íà ýòîì îñòàíîâèìñÿ è ïåðåéäåì ê ðå-
øåíèþ ïðàêòè÷åñêîé çàäà÷è, â êîòîðîé ìîæ-
íî áóäåò ïðèìåíèòü ðàññìîòðåííûå «òðàíñ-
ô îðìàöèè» ýëåìåíòîâ íàãðóçêè.

Âû÷èñëèì, íàïðèìåð, ýêâèâàëåíòíóþ íà-
ãðóçêó äëÿ òðàíñô îðìàòîðà ñ îòíîøåíèåì
÷èñëà âèòêîâ 1 2: 1 : 10N N � . Ïóñòü ê âû-
âîäàì âòîðè÷íîé îáìîòêè ïîäêëþ÷åíû ïà-
ðàëëåëüíî ðåçèñòîð ñîïðîòèâëåíèåì R =
= 10 êÎì, êîíäåíñàòîð åìêîñòüþ C = 1 ìêÔ
è êàòóøêà èíäóêòèâíîñòüþ L = 10 ìêÃí.
Ýêâèâàëåíòíàÿ íàãðóçêà â ïåðâè÷íîé öåïè
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïàðàëëåëüíî ñîåäèíåí-
íûå ðåçèñòîð ñîïðîòèâëåíèåì ýêâR  =
= 100 Îì, êîíäåíñàòîð åìêîñòüþ ýêâC  =
= 100 ìêÔ è äðîññåëü (êàòóøêó) èíäóê-
òèâíîñòüþ ýêâL  = 1 ìÃí.

Âîò çàäà÷à, êîòîðàÿ êîãäà-òî äàâíûì-äàâ-
íî äàâàëàñü íà Òóðíèðå þíûõ ô èçèêîâ. Â
âîëüíîì è íåìíîãî ðàñøèðåííîì èçëîæå-
íèè åå óñëîâèå çâó÷èò òàê:

Â êîíäåíñàòîðå åìêîñòüþ 1024 ìêÔ çà-
ïàñåíà ýíåðãèÿ â ôîðìå ýëåêòðè÷åñêîãî
ïîëÿ.  Íàïðÿæåíèå ìåæäó âûâîäàìè êîí-
äåíñàòîðà 10 Â. Èìååòñÿ ïîëóïðîâîäíè-
êîâûé äèîä, êîòîðûé ìîæíî ñ÷èòàòü èäå-
àëüíûì, äðîññåëü (êàòóøêà èíäóêòèâíîñ-
òè), ñîåäèíèòåëüíûå ïðîâîäà, êëþ÷, à òàê-
æå ôåððîìàãíèòíûé ñåðäå÷íèê è êàòóøêà
ïðîâîäà äëÿ íàìîòêè ïåðâè÷íîé è âòîðè÷-
íîé îáìîòîê òðàíñôîðìàòîðà. Åùå åñòü
íåçàðÿæåííûé êîíäåíñàòîð åìêîñòüþ
1 ìêÔ, â êîòîðûé íóæíî ïåðåäàòü ïî âîç-
ìîæíîñòè áîëüøóþ ÷àñòü ýíåðãèè ïåðâîãî
êîíäåíñàòîðà. Êàêèì äîëæíî áûòü îòíî-
øåíèå ÷èñëà âèòêîâ ïåðâè÷íîé è âòîðè÷-
íîé îáìîòîê òðàíñôîðìàòîðà äëÿ ðåøå-
íèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è? Äîïîëíèòåëü-
íîå îãðàíè÷åíèå: ïîäêëþ÷àòü çàðÿæåííûé
êîíäåíñàòîð ê ñîçäàííîé óñòàíîâêå ìîæ-
íî òîëüêî îäèí ðàç.

Ýíåðãèÿ ìîæåò áûòü ïðàêòè÷åñêè ïîëíî-
ñòüþ ïåðåäàíà èç îäíîãî êîíäåíñàòîðà åì-
êîñòüþ 1C  â äðóãîé êîíäåíñàòîð åìêîñòüþ

2C , åñëè åãî ýêâèâàëåíòíàÿ çàìåíà ýêâC
áóäåò â òî÷íîñòè ðàâíà ïî åìêîñòè 1C .
Ñõåìà äëÿ ïåðåäà÷è ýíåðãèè ñîñòîèò èç ïîñ-
ëåäîâàòåëüíî âêëþ÷åííûõ â çàìêíóòóþ öåïü
ïåðâîãî êîíäåíñàòîðà, äðîññåëÿ, êëþ÷à è
òðàíñô îðìàòîðà ñî âòîðûì êîíäåíñàòîðîì

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3



è äèîäîì âî âòîðè÷íîé öåïè (ðèñ. 4). Ïîñëå
çàìûêàíèÿ êëþ÷à ÷åðåç îòêðûòûé äèîä çà-
ðÿæàåòñÿ âòîðîé êîíäåíñàòîð åìêîñòüþ 2C
(èëè ýêâC ). Êîãäà âñÿ ýíåðãèÿ ïåðåêî÷óåò
â ýòîò êîíäåíñàòîð, äèîä çàêðîåòñÿ è áîëü-
øå íå îòêðîåòñÿ, ò.å. ýíåðãèÿ îêàæåòñÿ çà-
ïåðòîé â êîíäåíñàòîðå åìêîñòüþ 2C . ×òî-
áû ïîëó÷èòü ýêâèâàëåíòíóþ çàìåíó ñîîò-
âåòñòâóþùåé âåëè÷èíû, íóæíî, ÷òîáû îò-
íîøåíèå ÷èñëà âèòêîâ â òðàíñ ô îðìàòîðå
óäîâëåòâîðÿëî ñîîòíîøåíèþ

2
2

ýêâ 2 1
1

N
C C C

N

�§ �·
� � �¨ �¸

�© �¹
.

Ðèñ. 4

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

2 1

1 2

32
N C
N C

� � .

Ïîñëå òàêîãî «ïåðåáðîñà» ýíåðãèè íàïðÿæå-
íèå ìåæäó âûâîäàìè âòîðîãî êîíäåíñàòîðà
áóäåò ðàâíî

2
2 1

1

320 B
N

U U
N

� � .

Â ïðèâåäåííîì óïðîùåííîì ðåøåíèè ìû
ïðåíåáðåãëè òåì, ÷òî çà âðåìÿ ïåðåêà÷èâà-
íèÿ ýíåðãèè èç îäíîãî êîíäåíñàòîðà â äðóãîé
â ñåðäå÷íèêå òðàíñô îðìàòîðà óñïåâàåò íàêî-
ïèòüñÿ ýíåðãèÿ â ô îðìå ìàãíèòíîãî ïîëÿ.
×òîáû ýòà «ïîòåðÿ» ñóùåñòâåííî íå ïîâëèÿ-
ëà íà ðåçóëüòàò, íóæíî, ÷òîáû èíäóêòèâ-
íîñòü ïåðâè÷íîé îáìîòêè òðàíñ ô îðìàòîðà
áûëà âî ìíîãî ðàç áîëüøå èíäóêòèâíîñòè
íàøåãî äðîññåëÿ.

Èñêóññòâåííûé èíòåëëåêò ó÷èòñÿ
èãðàòü â øàõìàòû

5 äåêàáðÿ 2017 ãîäà ñëó÷èëîñü çíà÷èòåëüíîå
ñîáûòèå â ìèðå êîìïüþòåðíûõ øàõìàò: ïðî-
ãðàììà Alph aZero, ñîçäàííàÿ ñ ïîìîùüþ ïðèí-
öèïà ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ, ñûãðàëà ìàò÷ ñ
ñèëüíåéøåé øàõìàòíîé ïðîãðàììîé St ockfish
8, âûèãðàâ 28 èç 100 ïàðòèé è ñâåäÿ âíè÷üþ
îñòàâøèåñÿ 72. Îòëè÷èòåëüíîé ÷åðòîé ïðî-
ãðàììû Alph aZero (ðàçðàáîòàííîé êîìïàíèåé
DeepMin d, âõîäÿùåé â êîðïîðàöèþ G oogle)
ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî âî âðåìÿ øàõìàòíîé ïàðòèè â
ïîçèöèîííîé èãðå îíà ïðèíèìàåò ðåøåíèÿ,
ïîõîæèå íà ÷åëîâå÷åñêèå. Òåì ñàìûì çàêðûò
ïîñëåäíèé ðàçäåë øàõìàòíîé èãðû, ãäå ÷åëî-
âåê åùå ìîã ñîðåâíîâàòüñÿ ñ êîìïüþòåðîì è ãäå
øàõìàòíîå ïîíèìàíèå âàæíåå òî÷íîãî ðàñ÷åòà.

Â D eepMin d íà÷àëè ïðîåêò ìàøèííîãî îáó-
÷åíèÿ ëîãè÷åñêèì èãðàì ñ íàèáîëåå ñëîæíîé
èãðû – ãî, äåðåâî âàðèàíòîâ â êîòîðîé çíà÷è-
òåëüíî øèðå, ÷åì â øàõìàòàõ. Ðàçðàáîò÷èêè
íàïèñàëè îáó÷àþùóþ íåéðîííóþ ñåòü, à ïðî-
ãðàììà Alph aGo ïîëó÷èëà â ñâîå ðàñïîðÿæå-
íèå áàçó ÷åëîâå÷åñêèõ ïàðòèé, ñ ïîìîùüþ
êîòîðîé îáó÷àëàñü èãðå, çàòåì èãðàëà òðåíèðî-
âî÷íûå ïàðòèè ñ äðóãèìè ïðîãðàììàìè è â
îêòÿáðå 2015 ãîäà ñòàëà ïåðâîé â èñòîðèè

êîìïüþòåðíîé ïðîãðàììîé, êîòîðàÿ ñìîãëà
îáûãðàòü ïðî ô åññèîíàëüíîãî èãðîêà, ÷åìïèî-
íà Åâðîïû Ôàíü Õóýÿ â ñåðüåçíîé ïàðòèè áåç
ô îðû. (Â ãî ðàçâèòà ñèñòåìà ô îðîâûõ èãð,
óðàâíèâàþùàÿ øàíñû èãðîêîâ ðàçíîãî êëàññà
â îòäåëüíî âçÿòîé ïàðòèè.) Â ìàðòå 2016 ãîäà
ñîñòîÿëñÿ ìàò÷ Alph aGo ïðîòèâ âåëèêîãî êî-
ðåéñêîãî èãðîêà Ëè Ñåäîëÿ, êîòîðûé ñðàâíèì
ïî ñâîåìó ñòàòóñó â ãî ñ Ãàððè Êàñïàðîâûì â
øàõìàòàõ. Èç ïÿòè ïàðòèé ëåãåíäàðíûé èãðîê
ñìîã âûèãðàòü òîëüêó îäíó, ïðîèãðàâ îñòàëü-
íûå ÷åòûðå. Â ìàðòå 2017 ãîäà Alph aGo ñûãðà-
ëà ìàò÷ èç òðåõ ïàðòèé ñ ñèëüíåéøèì èãðîêîì
ñîâðåìåííîñòè è äåéñòâóþùèì ÷åìïèîíîì ìèðà,
20-ëåòíèì Êý Öçå èç Êèòàÿ, âûèãðàâ ñî ñ÷åòîì
3-0. Ðàçðàáîò÷èêè íà ýòîì íå îñòàíîâèëèñü è â
îêòÿáðå 2017 ãîäà ïðåäñòàâèëè ïðèíöèïèàëüíî
íîâóþ âåðñèþ – Alph aGoZero, íîëü â íàçâàíèè
êîòîðîé ñèìâîëèçèðóåò îòêàç îò èñïîëüçîâà-
íèÿ ÷åëîâå÷åñêèõ ïàðòèé ïðè îáó÷åíèè íåé-
ðîííîé ñåòè. Âìåñòî ýòîãî â íåå ïðîñòî çàïðîã-
ðàììèðîâàëè ïðàâèëà èãðû, ïîñëå ÷åãî ïðåäî-
ñòàâèëè âîçìîæíîñòü èãðàòü ñàìîé ñ ñîáîé.
Îáó÷åííàÿ òàêèì îáðàçîì ïðîãðàììà çíà÷è-
òåëüíî ïðèáàâèëà â ñèëå èãðû è óæå ÷åðåç òðè
äíÿ îáó÷åíèÿ îáûãðàëà ïåðâóþ âåðñèþ Alph aGo
ñî ñ÷åòîì 1 00-0.

Ø À Õ Ì À Ò Í À ß  Ñ Ò Ð À Í È × Ê À

(Ïðîäîëæåíèå ñì. íà 3-é ñ. îáëîæêè)
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Äîêàçàòü
äåëèìîñòü
ïîìîæåò

êîìáèíàòîðèêà
À.ÊÀÍÓÍÍÈÊÎÂ

Äåëèòåëè áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ

Ïàïà.  Ó áèíîìèàëüíûõ êîý ôô èöèåíòîâ
ìíîãî êðàñèâûõ ñâîéñòâ. Äàâàéòå âçãëÿíåì
íà òðåóãîëüíèê Ïàñêàëÿ (ðèñ.1). Í à÷íåì ñ
÷åòíîñòè. Ñêàæèòå, â êàêèõ ñòðî÷êàõ âñå
÷èñëà, êðîìå êðàéíèõ åäèíèö, ÷åòíû?

Ìèøà.  Âî âòîðîé, ÷åòâåðòîé è âîñüìîé.
Àãà! Í àâåðíÿêà, ñëåäóþùåé òàêîé ñòðî÷êîé
áóäåò 16-ÿ è òàê äàëåå ïî ñòåïåíÿì äâîéêè,
ïðàâäà?

Ïàïà.  Äà, Ì èøà, òâîÿ ãèïîòåçà âåðíà.

Òåîðåìà 4.  ×èñëà 1 2 1, , , n
n n nC C C ��K  ÷åòíû,

åñëè è òîëüêî åñëè n – ñòåïåíü äâîéêè.
Ïàïà.  Í ó ÷òî, Èâàí, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà

òåîðåìû áóäåøü ïðèìåíÿòü ô îðìóëó Ëåæàí-
äðà?

Èâàí.  ×åñòíî ãîâîðÿ, íå î÷åíü õî÷åòñÿ...
Í àäî ïîêàçàòü, ÷òî 

2t
kC  ÷åòíî ïðè 0 2tk�� �� ,

ò.å. ÷òî �� �� �� �� �� ���� ��2 2 22 ! ! 2 !t tk k�Q �! �Q �� �Q �� .
Ïàïà.  Ýòî òîëüêî â îäíó ñòîðîíó. Í àäî

åùå äîêàçàòü, ÷òî åñëè n íå ñòåïåíü äâîéêè,
òî íàéäåòñÿ òàêîå 0 < k  < n, ÷òî

�� �� �� �� �� ���� ��2 2 22 ! ! 2 !t tk k�Q � �Q �� �Q �� .
Ìèøà.  ×òî-òî íåïîíÿòíî...

Èâàí.  Ñìîòðè: ÷èñëî 
�� ��

!
! !

k
n

n
C

k n k
� 

��
 ÷åò-

íî, åñëè è òîëüêî åñëè äâîéêà âõîäèò â
ðàçëîæåíèå ÷èñëèòåëÿ â ñòåïåíè áîëüøåé,
÷åì â ðàçëîæåíèå çíàìåíàòåëÿ. Äàëüøå –
ô îðìóëà Ëåæàíäðà (1). Í î ýòî êàê-òî óòî-
ìèòåëüíî... Äàâàéòå ëó÷øå ïîïðîáóåì äîêà-
çàòü òåîðåìó êîìáèíàòîðíî.

Í àïðàøèâàåòñÿ òàêàÿ èäåÿ: âñå, ÷òî ÷åò-
íî, ðàçáèâàåòñÿ íà ïàðû . Ñðàçó îòìåòèì,
÷òî òàê êàê 1

nC n� , òî n  ìîæíî ñ÷èòàòü

÷åòíûì. Ïóñòü n = 2m. Ðàññìîòðèì äëÿ
óäîáñòâà ñèììåòðè÷íîå ( 2m)-ýëåìåíòíîå
ìíîæåñòâî �^ �`1, , m�r �rK . Êàæäîìó åãî ïîä-
ìíîæåñòâó A ñîîòâåòñòâóåò ïîäìíîæåñòâî

{ }A a a A- = - Î   òîé æå ìîùíîñòè.
Ìèøà.  Îòëè÷íàÿ èäåÿ! ß ïðîäîëæó. Êàçà-

ëîñü áû, òû ðàçáèë âñå ïîäìíîæåñòâà íà
ïàðû: A è – A. Í î âåäü ìîãóò áûòü è òàêèå,
äëÿ êîòîðûõ A = – A, ò.å. ñèììåòðè÷íûå
îòíîñèòåëüíî 0. Çíà÷èò, òàêèõ äîëæíî áûòü
÷åòíîå ÷èñëî, òîëüêî åñëè n – ñòåïåíü äâîé-
êè, òàê?

Ïàïà.  Èäåÿ âåðíàÿ, ìîëîäöû! Òîëüêî ïî-
ïðàâëþ: äëÿ êàæäîãî �^ �`1, , 2 1k m�• ��K  ÷èñ-
ëî ñèììåòðè÷íûõ k-ýëåìåíòíûõ ïîäìíî-
æåñòâ â �^ �`1, , m�r �rK  áóäåò ÷åòíûì, åñëè è
òîëüêî åñëè m (à ñ íèì è n) – ñòåïåíü
äâîéêè. Â ýòîì íàäî óáåäèòüñÿ äëÿ äîêàçà-
òåëüñòâà òåîðåìû 4.

Çàäà÷à 10. Äîâåäèòå îïèñàííóþ èäåþ äî
àêêóðàòíîãî äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 4.

Çàäà÷à 11. Í àéäèòå áûñòðûé àëãîðèòì
îïðåäåëåíèÿ ÷åòíîñòè ÷èñëà k

nC .
Ïàïà.  À òåïåðü ïîäóìàéòå íàä òàêîé çàäà-

÷åé.
Çàäà÷à 12. Äîêàæèòå, ÷òî 100

nC  êðàòíî
n + 1 äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n < 1 00.

Áðàòüÿ ñòàëè ðåøàòü. Èâàí áûñòðî äî-
ãàäàëñÿ è ïîíÿë, ê êàêîìó âàæíîìó ôàêòó
ïîäâîäèò ïàïà. Ïîïðîáóéòå è âû ðåøèòü
çàäà÷ó, íå ÷èòàÿ äàëüøå.

Ïàïà.  Äàâàéòå âçãëÿíåì åùå ðàç íà
òðåóãîëüíèê Ïàñêàëÿ è ïîñìîòðèì íà ñòðî÷-
êè, â êîòîðûõ n = p – ïðîñòîå. ×òî âû
âèäèòå?

Ìèøà.  Âñå ÷èñëà â íèõ, êðîìå êðàéíèõ
åäèíèö, äåëÿòñÿ íà p. Í àïðèìåð, ïðè p =
= 5: 5, 1 0, …, ïðè p = 7: 7, 21, 35, …

Ïàïà.  Äà, ýòî î÷åíü âàæíîå ñâîéñòâî áèíî-
ìèàëüíûõ êîý ôô èöèåíòîâ. Äàâàéòå åãî äî-
êàæåì.

Ðèñ. 1

Îêîí÷àíèå. Í à÷àëî – â ïðåäûäóùåì íîìåðå æóðíàëà.
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Òåîðåìà  5. ×èñëî k
pC  êðàòíî p ïðè âñåõ

ïðîñòûõ  p è �^ �`, ,k 1 p 1�• ��K .
Èâàí.  Í ó, èç ô îðìóëû äëÿ k

pC  âñå ñðàçó
ñëåäóåò:

�� ��
�� ��
�� ��

1 !!
! ! ! !

k
p

p pp
C p

k p k k p k

��
� � 

�� ��
M ,

ïîñêîëüêó p íå âõîäèò â ðàçëîæåíèå çíàìå-
íàòåëÿ.

Çíà÷åíèå ýòîé òåîðåìû ÿ óñïåë îöåíèòü íà
ñåìèíàðàõ ïî âûñøåé àëãåáðå. Èç íåå âûòå-
êàåò âàæíîå ñëåäñòâèå, íà êîòîðîì îñíîâàíà
âñÿ àðèô ìåòèêà â ïîëÿõ ïðîñòîé õàðàêòåðè-
ñòèêè, â ÷àñòíîñòè, â êîíå÷íûõ ïîëÿõ.

Ñëåäñòâèå 3. Äëÿ âñåõ öåëûõ a, b è
ïðîñòûõ p âåðíî ñðàâíåíèå �� ��pa b�� �{

�� ��modp pa b p�{ �� .
Ìèøà.  ß ïîêà íå çíàþ, ÷òî òàêîå ïîëå,

õàðàêòåðèñòèêà è ò.ä., íî ñëåäñòâèå âïîëíå
ñåáå ÿñíî: ðàñêðûâàåì ñêîáêè ïî áèíîìó, è
âñå ñëàãàåìûå, êðîìå pa  è pb , îáðàùàþòñÿ
â 0 ïî ìîäóëþ p.

Ïàïà.  Ê ýòîìó âàæíîìó ñëåäñòâèþ ìû åùå
âåðíåìñÿ, à ïîêà äàâàéòå ðåøèì îäíó êðàñè-
âóþ ô îëüêëîðíóþ çàäà÷ó íà äåëèìîñòü áè-
íîìèàëüíûõ êîý ôô èöèåíòîâ.

Çàäà÷à 13 ( Ì îñêîâñêàÿ îëèìïèàäà, 2009,
10 êë.). Äîêàæèòå, ÷òî ëþáûå äâà îòëè÷íûõ
îò åäèíèöû áèíîìèàëüíûõ êîý ôô èöèåíòà

k
nC  è l

nC  íå âçàèìíî ïðîñòû.
Ïàïà.  Â ñëó÷àå ïðîñòîãî n ðåøåíèå ñðàçó

âûòåêàåò èç òåîðåìû 5. Í î êàê áûòü â îáùåì
ñëó÷àå? ×èñòî òåîðåòèêî-÷èñëîâûìè ñðåä-
ñòâàìè îáîéòèñü áóäåò íå òàê-òî ïðîñòî. Çàòî
åñòü èçÿùíîå êîìáèíàòîðíîå äîêàçàòåëüñòâî.

Çàìå÷àíèå . Êîý ôô èöèåíòû 1 2 1, , , n
n n nC C C ��K

ìîãóò áûòü âçàèìíî ïðîñòû â ñîâîêóïíîñòè,
íàïðèìåð, ïðè n = 6:

�� �� �� ��1 2 3
6 6 6Í ÎÄ , , Í ÎÄ 6, 15, 20 1C C C � � .

Çàäà÷à 14. à) Äîêàæèòå, ÷òî 2 1n
nC n ��M  è

1
2
n
nC n�� M  ïðè âñåõ n �• N. á) Çíàåòå ëè âû

êîìáèíàòîðíûé ñìûñë ÷èñåë 2
1

1
n
nC

n ��
? Ýòî

î÷åíü èçâåñòíûå ÷èñëà!

Îáðàòèìîñòü íåíóëåâûõ âû÷åòîâ
 ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ

Ïàïà.  Äàâàéòå âåðíåìñÿ ê ñðàâíåíèÿì ïî
ïðîñòîìó ìîäóëþ p. Îòìåòèì îñòàòêè ïî
ìîäóëþ p íà îêðóæíîñòè íà ðàâíûõ ðàññòî-
ÿíèÿõ äðóã îò äðóãà è ïîìåñòèì â íóëåâîé
îñòàòîê êóçíå÷èêà. Ïóñòü îí óìååò ïðûãàòü

òîëüêî íà d äåëåíèé â ëþáóþ ñòîðîíó, ãäå
1 1d p�d �d �� . Âîïðîñ: ïðè ëþáîì ëè d êóçíå-
÷èê ñìîæåò ïîïàñòü â òî÷êó 1? Ïîíÿòíî, ÷òî
òîãäà îí ñìîæåò ïîïàñòü â ëþáóþ òî÷êó. Âîò
ïàðà ïðèìåðîâ (ðèñ. 2).

Èâàí.  Ì èøà, ïîíèìàåøü, ïî÷åìó ïàïèí
âîïðîñ ñîäåðæàòåëåí òîëüêî äëÿ ïðîñòûõ p?

Ìèøà.  Í ó, åñëè p ñîñòàâíîå è d – åãî
íåòðèâèàëüíûé äåëèòåëü, òî êóçíå÷èê áóäåò
ïðûãàòü òîëüêî ïî êðàòíûì d è íèêàê íå
ïîïàäåò â 1. Ýòî êàê ðàç ëåãêî.

Èâàí.  Ïðàâèëüíî, à òåïåðü äàâàé âîçüìåì
áîëüøîå ïðîñòîå p, ñêàæåì 59, è ïîïðîáóåì
ïîïàñòü â åäèíèöó ïðè ðàçíûõ d.

Ìèøà.  Ïðè d = 2 äåëàåì 30 ïðûæêîâ, ïðè
d = 3 äåëàåì 20… Àãà, âîîáùå, åñëè 59 + 1 =
= 60 êðàòíî d, òî çà 60 d  ïðûæêîâ ìû
ñäåëàåì îäèí êðóã è îêàæåìñÿ â 1. Í ó, à åñëè
âçÿòü d  = 7? Òîãäà ìû ïîïàäåì â

�� ��63 4 mod59�{ . Ñòîï! Í î âåäü ýòî çíà÷èò,
÷òî ìû óìååì ïðûãàòü íà 4 äåëåíèÿ. À ñäåëàâ
15 ïðûæêîâ íà 4, ìû ñäâèíåìñÿ íà

�� ��15 4 1 mod59�˜ �{ . Óðà! Ñ ñåìåðêîé òîæå
ÿñíî. Äàëüøå àíàëîãè÷íî?

Ïàïà.  Â êàêîì-òî ñìûñëå äà. Ãëàâíóþ
èäåþ òû ïîíÿë, ìîëîäåö. Í î íàäî äîêàçàòü
àêêóðàòíî. Âîò îáùàÿ ô îðìóëèðîâêà.

Òåîðåìà  6. Äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî p è
êàæäîãî �^ �`, ,d 1 p 1�• ��K  ñóùåñòâóåò òàêîå
öåëîå k, ÷òî �� ��moddk 1 p�{ . Èíûìè ñëîâà-
ìè, íåíóëåâûå âû÷åòû ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ
îáðàòèìû.

Ìèøà.  ß áû äîêàçûâàë ýòó òåîðåìó òàê.
Óìíîæèì äàííîå d íà âñå íåíóëåâûå îñòàòêè
ïî ìîäóëþ p: d, 2d, …, �� ��1p d�� . Ýòè ÷èñëà
äàþò ðàçíûå íåíóëåâûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè
íà p, à çíà÷èò, ðîâíî îäíî èç íèõ äàåò
îñòàòîê 1. Âñå ïðîñòî.

Ïàïà.  À êàê òû îá úÿñíèøü, ÷òî îñòàòêè
ðàçíûå?

Ðèñ. 2
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Ìèøà.  Í ó, äîïóñòèì, äâà ÷èñëà ad è bd

äàëè îäèí îñòàòîê, a b�z . Òîãäà èõ ðàçíîñòü
�� ��a b d��  êðàòíà p. Í î îáà ìíîæèòåëÿ a – b
è d íå êðàòíû p, òàê êàê 0 < | a – b |, d < p. Ýòî
ïðîòèâîðå÷èò ïðîñòîòå p.

Èâàí.  Âñå âåðíî, Ì èøà, íî òû îïÿòü
íåÿâíî èñïîëüçóåøü îñíîâíóþ òåîðåìó àðè ô -
ìåòèêè.

Ïàïà.  À îíà, â ñâîþ î÷åðåäü, ÷àñòî äîêà-
çûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 6! Ïîýòîìó
äàâàéòå äîêàæåì ýòó òåîðåìó èíäóêöèåé ïî
d ïðè ô èêñèðîâàííîì p. Ì èøà íà ïðèìåðå
ñ d = 7 ô àêòè÷åñêè ýòî ñäåëàë. Ñëó÷àé d = 1
òðèâèàëåí: k = 1. Ïðè d > 1 ðàçäåëèì p íà d
ñ îñòàòêîì: p = dq + r, ãäå 0 < r < d – îñòàòîê
íåíóëåâîé, âåäü ïðîñòîå p íå äåëèòñÿ íà d.
Ñäåëàâ q ïðûæêîâ íà d, ìû îêàæåìñÿ â r,
çíà÷èò, ìû óìååì ïðûãàòü íà r îòìåòîê. Ê
÷èñëó r < d ïðèìåíèìî ïðåäïîëîæåíèå èí-
äóêöèè: �� ��1 modk r p�c �{  äëÿ íåêîòîðîãî öåëî-
ãî k�c. Òîãäà �� ��1 modk r k p k dq p�c �c �c� �� �{  è
ìîæíî âçÿòü k k d�c� �� .

Èâàí.  Í à ïðàêòèêå íàéòè k ìîæíî àëãî-
ðèòìîì. Çíàåøü åãî, Ì èøà?

Ìèøà.  Êîíå÷íî, ñ åãî ïîìîùüþ íàõîäÿò
íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë ïóòåì
ïîñëåäîâàòåëüíîãî äåëåíèÿ ñ îñòàòêîì. Â
øêîëå ìû åãî ïðèìåíÿëè äëÿ ðåøåíèÿ äèî-
ô àíòîâûõ óðàâíåíèé, à íà êðóæêå íàì ïîêà-
çûâàëè åãî ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ñ ïîñëåäî-
âàòåëüíûì îòðåçàíèåì êâàäðàòà îò ïðÿìîó-
ãîëüíèêà.

Èâàí.  Î, äà òû âñå çíàåøü! Ñðàâíåíèå â
òåîðåìå 6 ìîæíî çàïèñàòü â âèäå äèî ô àíòîâà
óðàâíåíèÿ:

�� ��1 mod 1dk p l dk pl�{ �œ �� �• �� � Z .

Åãî ðåøåíèÿ �� ��,k l  (íàì íóæíà òîëüêî ïåð-
âàÿ êîîðäèíàòà) èùóòñÿ àëãîðèòìîì Åâêëè-
äà. Ó íåãî è âïðÿìü ìíîãî ðàçíûõ èíòåðïðå-
òàöèé: îòðåçàíèå êâàäðàòà, ïåðåëèâàíèå âîäû
â ñîñóäàõ, âîò åùå ïàïèí êóçíå÷èê.

Çàäà÷à 15.  Ðåøèòå ñðàâíåíèå 17x �{
�� ��1 mod59�{  àëãîðèòìîì Åâêëèäà. Êàêîå

íàèìåíüøåå ÷èñëî ïðûæêîâ íàäî ñäåëàòü
êóçíå÷èêó, ÷òîáû ïîïàñòü â 1 ïðè p = 59 è
d = ±17 (ðàññìîòðèòå äâà ñëó÷àÿ).

Èâàí.  Èòàê, ìû ðàçîáðàëèñü, ÷òî íåíó-
ëåâûå âû÷åòû ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ îáðàòè-
ìû. Ýòîò ô óíäàìåíòàëüíûé ô àêò îçíà÷àåò,
÷òî ìíîæåñòâî âû÷åòîâ (ò.å. îñòàòêîâ) ïî
ïðîñòîìó ìîäóëþ p, îíî îáîçíà÷àåòñÿ pZ ,
óñòðîåíî äî îïðåäåëåííîé ñòåïåíè òàê æå,

êàê ìíîæåñòâà , ,Q R C  ðàöèîíàëüíûõ, äåé-
ñòâèòåëüíûõ, êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.

Ìèøà.  Ïîãîäè, Âàíÿ, êàê ýòî òàê æå?
Âû÷åòîâ âñåãî p øòóê, à , ,Q R C  – áåñêîíå÷-
íûå ìíîæåñòâà...

Ïàïà.  Í à ñàìîì äåëå Èâàí ïðàâ. Îí
ðàññóæäàåò ñ ïîçèöèè âûñøåé àëãåáðû: ìíî-
æåñòâî pZ , òàê æå, êàê è ìíîæåñòâà , ,Q R C,
çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ÷åòûðåõ àðè ô ìåòè-
÷åñêèõ äåéñòâèé (èñêëþ÷àÿ äåëåíèå íà
íîëü), îáëàäàþùèõ ñòàíäàðòíûìè ñâîéñòâà-
ìè. Òàêèå ìíîæåñòâà íàçûâàþòñÿ ïîëÿìè .

Èâàí.  Âîò êàêóþ çàäà÷ó-øóòêó íàì äàë
ïðåïîäàâàòåëü àëãåáðû íà ïåðâîì êóðñå,
êîãäà çíàêîìèë íàñ ñ âû÷åòàìè.

Çàäà÷à 16. Öåëî÷èñëåííóþ ïðÿìóþ íà-
ìîòàëè íà îêðóæíîñòü äëèíû 5 – ïîëó÷è-
ëîñü ïîëå âû÷åòîâ 5Z . Í à ðèñóíêå 3,à îò-

ìå÷åíû äðîáè 
1
2

 è 
7
5

. Ì îæíî ëè èõ îòìå-

òèòü íà ðèñóíêå 3,á?
Ïàïà.  Äà, ýòî õîðîøàÿ çàäà÷à íà ïîíè-

ìàíèå.

Çàäà÷à 17. Äîêàæèòå òåîðåìó 5 êîìáèíà-
òîðíî, èñïîëüçóÿ íå ô îðìóëó äëÿ k

pC , à
òîëüêî îïðåäåëåíèå.

Ïîäñêàçêà.  Åñëè A – ïîäìíîæåñòâî â p¢
èç k ýëåìåíòîâ, òî { }1 1 |A a a A+ = + Î .
Âàì ïîíàäîáèòñÿ òåîðåìà 6.

Ïàïà.  À ñåé÷àñ ÿ õî÷ó âàì äîêàçàòü «ìå-
òîäîì êóçíå÷èêà» äâå çàìå÷àòåëüíûå òåîðå-
ìû òåîðèè ÷èñåë.

Ìàëàÿ òåîðåìà Ôåðìà
è òåîðåìà Âèëüñîíà

Òåîðåìà  7 (ìàëàÿ òåîðåìà Ôåðìà). Äëÿ
âñåõ ïðîñòûõ p è öåëûõ a âåðíî ñðàâíåíèå

�� ��mod .pa a p�{

Ðèñ. 3
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Ïàïà. Ýòî êëàññè÷åñêàÿ, î÷åíü èçâåñòíàÿ
òåîðåìà, è ó íåå ìíîãî ðàçíûõ äîêàçàòåëüñòâ.

Çàäà÷à 18. Âûâåäèòå ìàëóþ òåîðåìó Ôåð-
ìà: à) èç òåîðåìû 5; á) èç ïîëèíîìèàëüíîé
ô îðìóëû ( 6) (ñì. ïðåäûäóùèé íîìåð æóð-
íàëà).

Ïàïà . Í î ÿ õî÷ó âàì ïðèâåñòè êîìáèíà-
òîðíîå äîêàçàòåëüñòâî. Äàâàéòå ðåøèì âñïî-
ìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó. Äîïóñòèì, ïåðåä âàìè
ïðàâèëüíûé p-óãîëüíèê è âû êðàñèòå êàæ-
äóþ åãî âåðøèíó â îäèí èç a ô èêñèðîâàííûõ
öâåòîâ. Ñêîëüêî âñåãî áóäåò ðàñêðàñîê?

Ìèøà.  Î÷åâèäíî, pa .
Ïàïà.  Ïðàâèëüíî. À åñëè ìû íå ðàçëè÷àåì

ðàñêðàñêè, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç äðó-
ãà ïîâîðîòîì?

Ìèøà.  Í ó, òîãäà îòâåò â p ðàç ìåíüøå.
Èâàí.  Òåáÿ íå ñìóùàåò, ÷òî pa  íå îáÿçàíî

äåëèòüñÿ íà p? Âïðî÷åì, òû ïî÷òè ïðàâ.
Ìèøà.  Äà, òî÷íî. ß íå ó÷åë ðàñêðàñêè â

îäèí öâåò – îíè âåäü íå èçìåíÿòñÿ, êàê íè
êðóòè. Òàêèõ îäíîöâåòíûõ ðàñêðàñîê a øòóê
– ïî ÷èñëó öâåòîâ. À îñòàëüíûå pa a��  ðàçáè-
âàþòñÿ íà ãðóïïû ýêâèâàëåíòíûõ ïî p â
êàæäîé. Ïîëó÷àåòñÿ, âñåãî ðàçëè÷íûõ ðàñ-
êðàñîê

pa a
a

p
��

�� .                 (7)

Èâàí.  Äà, òåïåðü ïðàâèëüíî. Ïîäóìàé,
ïîìîæåò ëè ýòî íàì äîêàçàòü ìàëóþ òåîðåìó
Ôåðìà?

Ìèøà.  Îãî! Òàê âåäü îíà îòñþäà ñðàçó
ñëåäóåò – âåäü ÷èñëî ðàñêðàñîê äîëæíî áûòü
öåëûì! Í è÷åãî ñåáå...

Ïàïà.  Äà, ñîâåðøåííî âåðíî. Îñòàëîñü
òîëüêî ïîíÿòü, ãäå òû èñïîëüçîâàë ïðîñòîòó
p...

Èâàí (ïîäìèãèâàÿ ïàïå).  Í àâîäÿùèé âîï-
ðîñ: ïðè ÷åì òóò êóçíå÷èê?

Çàäà÷à 19. Ïîäóìàéòå âìå còå ñ Ì èøåé
íàä ýòèìè âîïðîñàìè. Äîêàæèòå àêêóðàò-
íî, ÷òî ïðè ïðîñòîì p ó êàæäîé èç pa a��
íåîäíîöâåòíûõ ðàñêðàñîê ðîâíî p ýêâèâà-
ëåíòíûõ (êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç íåå ïîâî-
ðîòàìè).

Çàäà÷à 20. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè ñîñòàâ-
íîì p îòâåò (7) íåâåðåí. Ñêàæåì, ïðè p = 4,
6 ýòî ÷èñëî íåöåëîå äëÿ a = 2. Ðåøèòå çàäà÷ó
î ðàñêðàñêàõ äëÿ p = 4, 6. À ìîæåò áûòü, âû
çíàåòå îòâåò è äëÿ ëþáîãî ÷èñëà âåðøèí?

Ïàïà.  À òåïåðü äîêàæåì ïîõîæèì îáðàçîì
òåîðåìó Âèëüñîíà.

Ðèñ. 4

Ðèñ. 5

Òåîðåìà  8 (òåîðåìà Âèëüñîíà). Äëÿ âñåõ
p > 1:

�� �� �� ��! modp ï ðîñòîå p 1 1 p�� �œ �� �{ �� .

Èâàí.  Êðèòåðèé, êîíå÷íî, èíòåðåñíûé, íî
íåý ôô åêòèâíûé: ñ åãî ïîìîùüþ âåñüìà òðó-
äîåìêî ïðîâåðÿòü ïðîñòîòó ÷èñëà p.

Ïàïà.  Èâàí ïðàâ, íî òåì íå ìåíåå êðèòå-
ðèé Âèëüñîíà èìååò âàæíîå òåîðåòè÷åñêîå
çíà÷åíèå. Äàâàéòå ïîéìåì, êàê êîìáèíàòîð-
íî ïîëó÷èòü �� ��1 !p �� .

Ìèøà.  Ýòî ÷èñëî ïåðåñòàíîâîê p – 1
ýëåìåíòîâ.

Ïàïà.  Èìåííî. Îáðàòèìñÿ ñíîâà ê ïðà-
âèëüíîìó p-óãîëüíèêó è ðàññìîòðèì çàìêíó-
òûå îðèåíòèðîâàííûå ëîìàíûå, ïðîõîäÿùèå
÷åðåç âñå åãî âåðøèíû. Í àïðèìåð, ïðè p = 3
èõ äâå (ðèñ. 4).

Í åñëîæíî ïîíÿòü, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå èõ
( 1)!p - . Òåïåðü, êàê è â çàäà÷å ñ ðàñêðàñêà-
ìè, áóäåì ñ÷èòàòü ëîìàíûå, ïîëó÷àåìûå
äðóã èç äðóãà ïîâîðîòîì, ýêâèâàëåíòíûìè.
Ñìîæåòå çàêîí÷èòü ðàññóæäåíèå?

Çàäà÷à 21. Ñîñ÷èòàéòå ÷èñëî íåýêâèâàëåí-
òíûõ ëîìàíûõ, è âû äîêàæåòå ãëàâíóþ èì-
ïëèêàöèþ �Ÿ  â òåîðåìå Âèëüñîíà.

Ïîäñêàçêà . Ñêîëüêî ëîìàíûõ ýêâèâàëåíò-
íî ëîìàíûì íà ðèñóíêå 5 ( p = 7)?

Çàäà÷à 22. Äîêàæèòå ýòó æå èìïëèêàöèþ
äðóãèìè ñïîñîáàìè: à) íåïîñðåäñòâåííî ñ
ïîìîùüþ òåîðåìû 6; á) ñ ïîìîùüþ ìàëîé
òåîðåìû Ôåðìà, èññëåäóÿ ñâÿçü ìíîãî÷ëå-
íîâ px x��  è �� �� �� �� �� ��1 2 1x x x x p�� �� �� ��K .

Çàäà÷à 23. Äîêàæèòå èìïëèêàöèþ Ü  â
òåîðåìå Âèëüñîíà.
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Ðåãèîíàëüíûé ýòàï
XLIV Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû

øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå
Ðåãèîíàëüíûé ýòàï Âñåðîññèéñêîé îëèìïèà-

äû ïðîâîäèëñÿ 31 ÿíâàðÿ è 1 ôåâðàëÿ 2018 ãîäà
âî âñåõ ðåãèîíàõ Ðîññèè.

ÇÀÄÀ×È ÎËÈÌÏÈÀÄÛ

9 êëàññ

1. Ðàçáåéòå êàêîé-íèáóäü êëåò÷àòûé êâàä-
ðàò íà êëåò÷àòûå êâàäðàòèêè òàê, ÷òîáû íå
âñå êâàäðàòèêè áûëè îäèíàêîâû, íî êâàäðà-
òèêîâ êàæäîãî ðàçìåðà áûëî îäíî è òî æå
êîëè÷åñòâî.

Ìåòîäêîìèññèÿ

2. Íà äîñêå íàïèñàíû ïÿòü íàòóðàëüíûõ
÷èñåë. Îêàçàëîñü, ÷òî ñóììà ëþáûõ òðåõ èç
íèõ äåëèòñÿ íà êàæäîå èç îñòàëüíûõ. Îáÿçà-
òåëüíî ëè ñðåäè ýòèõ ÷èñåë íàéäóòñÿ ÷åòûðå
ðàâíûõ?

Ñ.Áåðëîâ, Ä.Õðàìöîâ

3. Âíóòðè ïàðàëëåëîãðàììà ABCD  âûáðà-
íà òî÷êà E òàê, ÷òî AE = DE  è 90ABE�‘ � �q .
Òî÷êà M  – ñåðåäèíà îòðåçêà BC. Íàéäèòå
óãîë DME .

À.Êóçíåöîâ

4. Êîíäèòåðñêàÿ ôàáðèêà âûïóñêàåò N
ñîðòîâ êîíôåò. Íà Íîâûé ãîä ôàáðèêà ïîäà-
ðèëà êàæäîìó èç 1 000 ó÷åíèêîâ øêîëû
ïîäàðîê, ñîäåðæàùèé ïî êîíôåòå íåñêîëü-
êèõ ñîðòîâ (ñîñòàâû ïîäàðêîâ ìîãëè áûòü
ðàçíûìè). Êàæäûé ó÷åíèê çàìåòèë, ÷òî äëÿ
ëþáûõ 11 ñîðòîâ êîíôåò îí ïîëó÷èë êîíôå-
òó õîòÿ áû îäíîãî èç ýòèõ ñîðòîâ. Îäíàêî
îêàçàëîñü, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ñîðòîâ íàé-
äåòñÿ ó÷åíèê, ïîëó÷èâøèé êîíôåòó ðîâíî
îäíîãî èç ýòèõ äâóõ ñîðòîâ. Íàéäèòå íàè-
áîëüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå N .

Ä.Õðàìöîâ

5. ×èñëà x, y è z óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ
2 2 2 1x y z+ + = . Äîêàæèòå, ÷òî

�� �� �� �� �� �� 1

2
x y y z x z�� �� �� �d .

Ë.Åìåëüÿíîâ, ìåòîäêîìèññèÿ

6. Íà áåñêîíå÷íîé ëåíòå áóìàãè âûïèñàíû
â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ âñå íàòóðàëüíûå ÷èñ-
ëà ñ ñóììîé öèôð 2 018. Êàêîå ÷èñëî íàïèñà-
íî íà 225-ì ìåñòå?

Ìåòîäêîìèññèÿ

7. Èçíà÷àëüíî ïî êðóãó ðàññòàâëåíû 4 0
ñèíèõ, 3 0 êðàñíûõ è 2 0 çåëåíûõ ôèøåê,
ïðè÷åì ôèøêè êàæäîãî öâåòà èäóò ïîäðÿä.
Çà õîä ìîæíî ïîìåíÿòü ìåñòàìè ñòîÿùèå
ðÿäîì ñèíþþ è êðàñíóþ ôèøêè èëè ñòîÿùèå
ðÿäîì ñèíþþ è çåëåíóþ ôèøêè. Ìîæíî ëè
çà íåñêîëüêî òàêèõ îïåðàöèé äîáèòüñÿ òîãî,
÷òîáû ëþáûå äâå ñòîÿùèå ðÿäîì ôèøêè
áûëè ðàçíûõ öâåòîâ?

Ñ.Áåðëîâ

8. Ñåðåæà âûáðàë äâà ðàçëè÷íûõ ïðî-
ñòûõ ÷èñëà p è q. Îí ñ÷èòàåò íàòóðàëüíîå
÷èñëî n õîðîøèì , åñëè ÷èñëî p + q ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû ðîâíî q ÷èñåë,
êàæäîå èç êîòîðûõ èìååò âèä kn  ïðè öå-
ëîì íåîòðèöàòåëüíîì k. (Íàïðèìåð, åñëè
áû Ñåðåæà âûáðàë p = 7 è q = 3, òî îí áû
ñ÷åë ÷èñëî n = 2 õîðîøèì, ïîñêîëüêó

3 0 07 3 2 2 2�� � �� �� .) Äîêàæèòå, ÷òî Ñåðå-
æà ñ÷èòàåò õîðîøèìè íå áîëåå äâóõ ÷èñåë.

Ñ.Âîë÷¸íêîâ

9. Â îêðóæíîñòè �Z ñ öåíòðîì â òî÷êå O
ïðîâåëè íåïåðåñåêàþùèåñÿ õîðäû AB è CD
òàê, ÷òî 120AOB COD�‘ � �‘ � �q . Êàñàòåëü-
íàÿ ê �Z â òî÷êå A ïåðåñåêàåò ëó÷ CD  â òî÷êå
X, à êàñàòåëüíàÿ ê �Z â òî÷êå B ïåðåñåêàåò
ëó÷ DC  â òî÷êå Y . Ïðÿìàÿ l  ïðîõîäèò ÷åðåç
öåíòðû îêðóæíîñòåé, îïèñàííûõ îêîëî òðå-
óãîëüíèêîâ DOX  è COY . Äîêàæèòå, ÷òî l
êàñàåòñÿ �Z.

À.Êóçíåöîâ

10. Ñì. çàäà÷ó Ì25 05 «Çàäà÷íèêà «Êâàí-
òà».

10 êëàññ

1. Ñì. çàäà÷ó 1 äëÿ 9 êëàññà.
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2. Ñì. çàäà÷ó Ì25 02 «Çàäà÷íèêà «Êâàí-

òà».

3. Ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà x, y òàêîâû, ÷òî
5 3 2x y x�� �t . Äîêàæèòå, ÷òî 3 2x y�t .

Í.Àãàõàíîâ

4. Ïóñòü O – öåíòð îêðóæíîñòè �: , îïè-
ñàííîé îêîëî îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà
ABC. Íà äóãå AC ýòîé îêðóæíîñòè, íå
ñîäåðæàùåé òî÷êó B, âçÿòà òî÷êà P. Íà
îòðåçêå BC âûáðàíà òî÷êà X  òàê, ÷òî
PX AC�A . Äîêàæèòå, ÷òî öåíòð îêðóæíîñ-
òè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà BXP ,
ëåæèò íà îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðå-
óãîëüíèêà ABO.

È.Ôðîëîâ

5. Äàíî íå÷åòíîå ÷èñëî n > 1 0. Íàéäèòå
êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ðàññòàâèòü ïî êðóãó â
íåêîòîðîì ïîðÿäêå íàòóðàëüíûå ÷èñëà 1, 2,
3, …, n òàê, ÷òîáû êàæäîå ÷èñëî ÿâëÿëîñü
äåëèòåëåì ñóììû äâóõ ñîñåäíèõ ñ íèì ÷èñåë.
(Ñïîñîáû, îòëè÷àþùèåñÿ ïîâîðîòîì èëè
îòðàæåíèåì, ñ÷èòàþòñÿ îäèíàêîâûìè.)

Ä.Õðàìöîâ

6. Ïåòÿ âûáðàë íàòóðàëüíîå ÷èñëî n è
âûïèñàë íà äîñêó ñëåäóþùèå n äðîáåé:

�� ��
0 1 2 3 1

, , , , ,
1 2 3 1

n
n n n n n n

��
�� �� �� �� ��

K .

Ïóñòü ÷èñëî n äåëèòñÿ íà íàòóðàëüíîå ÷èñëî
d. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè âûïèñàííûõ äðîáåé
íàéäåòñÿ äðîáü, ðàâíàÿ ÷èñëó d – 1.

Á.Îáóõîâ

7. Èç ÷åòûðåõ îäèíàêîâûõ òðåóãîëüíèêîâ
ñëîæåí âûïóêëûé ÷åòûðåõóãîëüíèê. Âåðíî
ëè, ÷òî ó ýòîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà îáÿçàòåëü-
íî åñòü ïàðàëëåëüíûå ñòîðîíû?

Ìåòîäêîìèññèÿ

8. Äàíà êëåò÷àòàÿ äîñêà 1000 1000�u . Ôè-
ãóðà ãåïàðä èç ïðîèçâîëüíîé êëåòêè x áüåò
âñå êëåòêè êâàäðàòà 19 19�u  ñ öåíòðàëüíîé
êëåòêîé x, çà èñêëþ÷åíèåì êëåòîê, íàõîäÿ-
ùèõñÿ ñ x â îäíîì ñòîëáöå èëè îäíîé ñòðîêå.
Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ãåïàðäîâ, íå
áüþùèõ äðóã äðóãà, ìîæíî ðàññòàâèòü íà
äîñêå?

È.Áîãäàíîâ

9. Ñì. çàäà÷ó Ì25 04 «Çàäà÷íèêà «Êâàí-
òà».

10. Ñì. çàäà÷ó Ì25 03 «Çàäà÷íèêà «Êâàí-
òà».

11 êëàññ

1. Âíóòðè âûïóêëîãî ïÿòèóãîëüíèêà îòìå-
òèëè òî÷êó è ñîåäèíèëè åå ñî âñåìè âåðøè-
íàìè. Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî èç äåñÿòè
ïðîâåäåííûõ îòðåçêîâ (ïÿòè ñòîðîí è ïÿòè
îòðåçêîâ, ñîåäèíÿþùèõ îòìå÷åííóþ òî÷êó ñ
âåðøèíàìè ïÿòèóãîëüíèêà) ìîæåò èìåòü
äëèíó 1?

À.Êóçíåöîâ

2. Â êàæäóþ êëåòêó òàáëèöû 1001 1001�u
ïîñòàâèëè 0 èëè 1. Îêàçàëîñü, ÷òî â ëþáîì
ñòîëáöå íóëåé áîëüøå, ÷åì åäèíèö. Îáÿçà-
òåëüíî ëè íàéäóòñÿ äâà ñòîëáöà òàêèõ, ÷òî
÷èñëî ñòðîê, â ïåðåñå÷åíèÿõ êîòîðûõ ñ ýòè-
ìè äâóìÿ ñòîëáöàìè ñòîÿò òîëüêî íóëè,
áîëüøå ÷èñëà ñòðîê, â ïåðåñå÷åíèÿõ êîòî-
ðûõ ñ ýòèìè äâóìÿ ñòîëáöàìè ñòîÿò òîëüêî
åäèíèöû?

È.Áîãäàíîâ

3. Äàí íåðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê
ABC, â êîòîðîì 135B�‘ � �q . Ïóñòü M  –
ñåðåäèíà îòðåçêà AC. Òî÷êà O – öåíòð
îêðóæíîñòè �: , îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëü-
íèêà ABC. Ëó÷ BM  âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò
îêðóæíîñòü �:  â òî÷êå D . Äîêàæèòå, ÷òî
öåíòð îêðóæíîñòè �* , îïèñàííîé îêîëî òðå-
óãîëüíèêà BOD , ëåæèò íà ïðÿìîé AC.

À.Êóçíåöîâ

4. Èçíà÷àëüíî íà äîñêó âûïèñàëè ÷èñëà
1 2�� , 2  è 1 2�� . Êàæäóþ ìèíóòó ñ
äîñêè ñòèðàþòñÿ âñå òðè íàïèñàííûõ íà íåé
÷èñëà x, y è z, à âìåñòî íèõ íà äîñêó
çàïèñûâàþòñÿ ÷èñëà 2 2x xy y�� �� , 2y yz�� ��

2z��  è 2 2z xz x�� �� . Ìîãóò ëè â íåêîòîðûé
ìîìåíò âñå òðè ÷èñëà íà äîñêå îêàçàòüñÿ
ðàöèîíàëüíûìè?

Ñ.Êóäðÿ

5. Íàçîâåì ëîäî÷êîé  òðàïåöèþ 
ñ îñíîâàíèÿìè 1 è 3, ïîëó÷àþùóþñÿ ïðè-
êëåèâàíèåì ê ïðîòèâîïîëîæíûì ñòîðîíàì
åäèíè÷íîãî êâàäðàòèêà äâóõ òðåóãîëüíè÷-
êîâ (ïîëóêëåòîê). Â êâàäðàòå 100 100�u  ðàñ-
ïîëîæåíà íåâèäèìàÿ ëîäî÷êà (åå ìîæíî ïî-
âîðà÷èâàòü, îíà íå âûõîäèò çà ãðàíèöû
êâàäðàòà, åå ñðåäíÿÿ êëåòêà öåëèêîì ëå-
æèò íà îäíîé èç êëåòîê êâàäðàòà). Îäíèì
âûñòðåëîì ìîæíî íàêðûòü ëþáóþ òðåóãîëü-
íóþ ïîëîâèíêó êëåòêè. Åñëè âûñòðåë ïåðå-
ñåêàåòñÿ ñ âíóòðåííîñòüþ ëîäî÷êè (ò.å. ïå-
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ðåñå÷åíèå òðåóãîëüíèêà âûñòðåëà ñ ëîäî÷-
êîé èìååò íåíóëåâóþ ïëîùàäü), òî îíà ñ÷è-
òàåòñÿ ïîòîïëåííîé. Êàêîãî íàèìåíüøåãî
êîëè÷åñòâà âûñòðåëîâ äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
íàâåðíÿêà ïîòîïèòü ëîäî÷êó?

Ñ.Áåðëîâ, Í.Âëàñîâà

6. Ñì. çàäà÷ó 6 äëÿ 1 0 êëàññà.

7. Ôóíêöèÿ �� ��f x , çàäàííàÿ íà âñåé ÷èñëî-
âîé îñè, ïðè âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ x è y
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

�� �� �� �� 2
2 2

x y x y
f x f y f f

�� ���§ �· �§ �·�� � �¨ �¸ �¨ �¸
�© �¹ �© �¹

.

Âåðíî ëè, ÷òî ôóíêöèÿ �� ��f x  îáÿçàòåëüíî
÷åòíàÿ?

Î.Ïîäëèïñêèé

8. Ñì. çàäà÷ó 9 äëÿ 1 0 êëàññà.

9. Ñì. çàäà÷ó 1 0 äëÿ 9 êëàññà.

10. Íà ñôåðå 1�Z  îòìå÷åíà ôèêñèðîâàííàÿ
òî÷êà A, à íà ñôåðå 2�Z  – ôèêñèðîâàííàÿ
òî÷êà B. Íà ñôåðå 1�Z  âûáèðàåòñÿ ïåðåìåí-
íàÿ òî÷êà X, à íà ñôåðå 2�Z  – ïåðåìåííàÿ
òî÷êà Y  òàê, ÷òî AX BYP . Äîêàæèòå, ÷òî
ñåðåäèíû âñåõ ïîñòðîåííûõ òàêèì îáðàçîì
îòðåçêîâ XY  ëåæàò íà îäíîé ñôåðå.

À.Êóçíåöîâ

Ïóáëèêàöèþ ïîäãîòîâèëè
Í.Àãàõàíîâ, È.Áîãäàíîâ,

Ï.Êîæåâíèêîâ, Î.Ïîäëèïñêèé

Ðåãèîíàëüíûé ýòàï
LII Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû

øêîëüíèêîâ ïî ôèçèêå
Â ðåãèîíàëüíîì ýòàïå îëèìïèàäû ïðèíÿëè

ó÷àñòèå 6517 øêîëüíèêîâ èç 9 – 11 êëàññîâ.
Âñåì ó÷àñòíèêàì ïðåäëàãàëîñü çà 5 ÷àñîâ ðå-
øèòü 5 çàäà÷. Ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî áàëëîâ,
êîòîðîå ìîã íàáðàòü êàæäûé èç ó÷àñòíèêîâ,
ñîñòàâëÿëî 80. Ïî ðåçóëüòàòàì ïðîâåðêè ðàáîò
íà çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï îëèìïèàäû, êîòîðûé
ïðîéäåò â àïðåëå â Òþìåíè, ïðèãëàøàþòñÿ
ó÷àñòíèêè, íàáðàâøèå ñëåäóþùèå áàëëû: 9
êëàññ – 55 è áîëåå áàëëîâ, 10 êëàññ – 63 è
áîëåå áàëëîâ, 11 êëàññ – 67 è áîëåå áàëëîâ.

 Îäíîâðåìåííî ïðîõîäèëà Îëèìïèàäà èìå-
íè Ìàêñâåëëà äëÿ ó÷àùèõñÿ 7 è 8 êëàññîâ.
Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï ýòîé îëèìïèàäû ïðîé-
äåò â àïðåëå â Ñî÷è â îáðàçîâàòåëüíîì öåíòðå
«Ñèðèóñ».

Íèæå ïðèâîäÿòñÿ óñëîâèÿ çàäà÷ îáåèõ îëèì-
ïèàä.

7 êëàññ1

Çàäà÷à 1. Äëèíà óäàâà
Îòäûõàÿ íà îäíîì ýêçîòè÷åñêîì îñòðîâå,

ýêñïåðèìåíòàòîð Ãëþê âçÿë íàïðîêàò ñêó-
òåð, îñíîâíàÿ øêàëà ñïèäîìåòðà êîòîðîãî

1 Àâòîð âñåõ çàäà÷ äëÿ 7 è 8 êëàññîâ – Ì.Çàìÿò-
íèí.

áûëà ïðîãðàäóèðîâàíà â ïðèâû÷íûõ äëÿ
ìåñòíîãî íàñåëåíèÿ åäèíèöàõ èçìåðåíèÿ ñêî-
ðîñòè – óäàâàõ â ìèíóòó. Õîçÿèí ïðîêàòà,
æåëàÿ ïîéòè íàâñòðå÷ó èíîñòðàííûì òóðèñ-
òàì, âûÿñíèë, ÷òî ïî ïðèíÿòîé â Åâðîïå
Ìåæäóíàðîäíîé ñèñòåìå åäèíèö (ÑÈ) ñêî-
ðîñòü äîëæíà èçìåðÿòüñÿ â ìåòðàõ â ñåêóí-
äó, è ðÿäîì ñ ìåñòíîé øêàëîé íàíåñ «îáùå-
ïðèíÿòóþ» åâðîïåéñêóþ (ðèñ.1). Îïðåäå-

ëèòå: íà êàêóþ ìàêñèìàëüíóþ ñêîðîñòü (â
êì/÷) ðàññ÷èòàíà ýêçîòè÷åñêàÿ øêàëà ñïè-
äîìåòðà ñêóòåðà; ÷åìó ðàâíû (â êì/÷) ïî-
êàçàíèÿ ñïèäîìåòðà íà ðèñóíêå; êàêîâà äëèíà
ìåñòíûõ óäàâîâ, âûðàæåííàÿ â ìåòðàõ?

Çàäà÷à 2. Íà ðå÷êå
Äâèãàÿñü âíèç ïî ðåêå, ëîäêà ïîä ìîñòîì

îáîãíàëà ïëîò. ×åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ îíà

Ðèñ. 1
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äîïëûëà äî ïðèñòàíè, áûñòðî ðàçâåðíóëàñü
è, ñ ïðåæíåé îòíîñèòåëüíî âîäû ñêîðîñòüþ,
ïîïëûëà ââåðõ ïî òå÷åíèþ, ãäå ñíîâà âñòðå-
òèëà ïëîò íà ðàññòîÿíèè 1s  = 1100 ì îò
ìîñòà. Åñëè áû ñ ìîìåíòà ïåðâîé âñòðå÷è ñ
ïëîòîì ëîäêà ïëûëà ñ âäâîå áîëüøåé ñêîðî-
ñòüþ îòíîñèòåëüíî âîäû, òî èõ âòîðàÿ âñòðå-
÷à ïðîèçîøëà áû íà ðàññòîÿíèè 2s  = 600 ì
îò ìîñòà. Îïðåäåëèòå, âî ñêîëüêî ðàç ñêî-
ðîñòü ëîäêè áîëüøå ñêîðîñòè òå÷åíèÿ ðåêè è
íà êàêîì ðàññòîÿíèè îò ìîñòà íàõîäèòñÿ
ïðèñòàíü.

Çàäà÷à 3. Ñòåðæåíü
Ïîëîâèíà (ïî äëèíå) äëèííîãî ñòåðæíÿ

èìååò ëèíåéíóþ ïëîòíîñòü 1�O = 60 ã/äì, à
âòîðàÿ ïîëîâèíà – 2�O  = 20 ã/äì. Ñòåðæåíü
ðàçðåçàëè ïîïåðåê íà äâå ðàâíûå ïî ìàññå
÷àñòè. ×åìó îêàçàëèñü ðàâíû ñðåäíèå ëèíåé-
íûå ïëîòíîñòè ïîëó÷èâøèõñÿ ÷àñòåé?

Ïðèìå÷àíèå . Ëèíåéíîé ïëîòíîñòüþ ïðî-
òÿæåííûõ òåë �O íàçûâàþò ìàññó åäèíèöû
èõ äëèíû.

Çàäà÷à 4. Î êàìåíåâøàÿ æèäêîñòü
Åñëè â ñîñóä îáúåìîì 0V , äîâåðõó çàïîë-

íåííûé æèäêîñòüþ, îïóñêàòü êàìíè ïëîòíî-
ñòüþ 32,2 ã ñì�U � , òî â çàâèñèìîñòè îò èõ
îáúåìà V  ( V  < 0V ) ñðåäíÿÿ ïëîòíîñòü
ñîäåðæèìîãî ñîñóäà áóäåò èçìåíÿòüñÿ òàê,
êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 2. Îïðåäåëèòå
îáúåì ñîñóäà 0V  è ïëîòíîñòü æèäêîñòè 0�U .

8 êëàññ

Çàäà÷à 1. Íè äâà, íè ïîëòîðà…
Àâòîìîáèëü ïðîåõàë òðåòü ïóòè ñî ñêîðî-

ñòüþ v = 46 êì/÷. Çàòåì ÷åòâåðòü âðåìåíè
âñåãî äâèæåíèÿ îí åõàë ñî ñêîðîñòüþ, â
ïîëòîðà ðàçà ïðåâûøàþùåé ñðåäíþþ íà
âñåì ïóòè. Íà ïîñëåäíåì ó÷àñòêå àâòîìîáèëü
åõàë ñî ñêîðîñòüþ 2 v. Îïðåäåëèòå ìàêñè-
ìàëüíóþ ñêîðîñòü àâòîìîáèëÿ.

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3

Çàäà÷à 2. Ï ðîâîëîêà
Äëèííàÿ ïðîâîëîêà ñîñòîèò èç òðåõ ÷àñ-

òåé, ñîåäèíåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíî äðóã çà
äðóãîì. Ïåðâàÿ ÷àñòü äëèíîé â ÷åòâåðòü îò
äëèíû âñåé ïðîâîëîêè èìååò ëèíåéíóþ ïëîò-
íîñòü 1�O = 30 ã/äì. Âòîðàÿ ÷àñòü ìàññîé â
òðåòü îò ìàññû âñåé ïðîâîëîêè èìååò ëèíåé-
íóþ ïëîòíîñòü 2�O . Ìàññà òðåòüåé ÷àñòè
ðàâíà ñóììå ìàññ ïåðâûõ äâóõ. Îïðåäåëèòå
ñðåäíþþ ëèíåéíóþ ïëîòíîñòü cp�O  âñåé ïðî-
âîëîêè. Êàêàÿ ìèíèìàëüíàÿ ëèíåéíàÿ ïëîò-
íîñòü 2�O  ìîæåò áûòü ó âòîðîé ÷àñòè ïðîâî-
ëîêè?

Ïðèìå÷àíèå . Ëèíåéíîé ïëîòíîñòüþ ïðî-
òÿæåííûõ òåë �O íàçûâàþò ìàññó åäèíèöû
èõ äëèíû.

Çàäà÷à 3. Æèäêîå ðàâíîâåñèå
Ïðÿìîóãîëüíûé ëåãêèé ñîñóä ñ æèäêîñòüþ

ìàññîé m ïîìåùåí íà îäíîðîäíûé ðû÷àã
ìàññîé 3 m (ðèñ.3). Â æèäêîñòü îïóùåíî òåëî

ìàññîé 2 m, íå êàñàþùååñÿ äíà ñîñóäà è
óäåðæèâàåìîå íèòüþ, ïåðåêèíóòîé ÷åðåç áëîê
(ðèñ.3). Ãðóç êàêîé ìàññû xm  íåîáõîäèìî
ïîäâåñèòü ê ïðîòèâîïîëîæíîìó êîíöó íèòè
äëÿ ðàâíîâåñèÿ âñåé ñèñòåìû? Òðåíèÿ â îñÿõ
ðû÷àãà è áëîêà íåò. Íåîáõîäèìûå ðàññòîÿ-
íèÿ ìîæíî âçÿòü èç ðèñóíêà.

Çàäà÷à 4. Áûñòðåå, íî ìåäëåííåå
×àéíèê ñ âîäîé ïðè òåìïåðàòóðå

0 20 Ct � �q  íàãðåëñÿ íà ãàçîâîé ãîðåëêå äî
1 40 Ct � �q  çà âðåìÿ 1�W = 2 ìèí. Æåëàÿ

óñêîðèòü íàãðåâ, ïîëîâèíó âîäû âûëèëè, è
åùå ÷åðåç 2�W = 1 ìèí òåìïåðàòóðà âîäû
äîñòèãëà 2 55 Ct � �q . Òàê êàê è ýòî ïîêàçà-
ëîñü ìåäëåííûì, âûëèëè åùå ïîëîâèíó îñ-
òàâøåéñÿ âîäû, íî ïðè ýòîì ñëó÷àéíî çàäå-
ëè êðàí ãîðåëêè, âäâîå óáàâèâ åå ìîù-
íîñòü. ×åðåç êàêîå âðåìÿ 3�W ÷àéíèê âñå-
òàêè íàãðååòñÿ äî 3 100 Ct � �q ? Ïîòåðÿìè
òåïëà â îêðóæàþùóþ ñðåäó ìîæíî ïðåíåá-
ðå÷ü.



Ê Â À Í T  $ 2 0 1 8 / ¹ 348

9 êëàññ

Çàäà÷à 1. Áåçîïàñíàÿ äèñòàíöèÿ
Ïî ïðÿìîìó ó÷àñòêó äîðîãè ñ îäèíàêîâîé

ñêîðîñòüþ v äðóã çà äðóãîì åäóò äâå ìàøè-
íû, îäíà èç êîòîðûõ ïðè òîðìîæåíèè ìîæåò
äâèãàòüñÿ ñ ïðåäåëüíûì óñêîðåíèåì 1a , à
äðóãàÿ – ñ 2a . Åñëè ñ ïîñòîÿííûì óñêîðåíè-
åì äî ïîëíîé îñòàíîâêè íà÷èíàåò òîðìîçèòü
âîäèòåëü ïåðåäíåé ìàøèíû, òî âîäèòåëü
çàäíåé ðåàãèðóåò è íàæèìàåò íà ïåäàëü
òîðìîçà íå ñðàçó, à ñ çàäåðæêîé �W = 0,3 ñ. Â
çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêàÿ èç ìàøèí åäåò
âïåðåäè, áåçîïàñíûå äèñòàíöèè, èñêëþ÷àþ-
ùèå ñòîëêíîâåíèå ìåæäó íèìè, îêàçûâàþò-
ñÿ ðàâíûìè 1L  = 6 ì èëè 2L  = 9 ì. Îïðåäå-
ëèòå, ñ êàêîé ñêîðîñòüþ åäóò ìàøèíû. Îöå-
íèòå ðàçíîñòü óñêîðåíèé a�'  ìàøèí, åñëè
èçâåñòíî, ÷òî ñàìè óñêîðåíèÿ ïðèìåðíî ðàâ-
íû 25 ì ñ .

Ì.Çàìÿòíèí

Çàäà÷à 2. Ì àññà ïîðøíÿ
Öèëèíäðè÷åñêèé ñîñóä ñ ïîðøíåì ñîåäè-

íåí êîíè÷åñêèì ïåðåõîäíèêîì ñ òðóáêîé
ïîñòîÿííîãî ñå÷åíèÿ
(ðèñ.4). Ðàçíîñòü
óðîâíåé âîäû â ïðà-
âîì è ëåâîì êîëåíå h =
= 20 ñì. Â òðóáêó ìåä-
ëåííî íàëèâàþò âîäó,
èçìåðÿÿ îáúåì V  äî-
áàâëåííîé âîäû è
ïîäúåì óðîâíÿ y â ïðà-
âîì êîëåíå. Ñ ïîìî-
ùüþ ãðàôèêà çàâèñè-

ìîñòè V  îò y (ðèñ.5) íàéäèòå ìàññó ïîðøíÿ
è îáúåì êîíè÷åñêîé ÷àñòè ñîñóäà. Òðåíèå

ìåæäó ïîðøíåì è öèëèíäðîì íå ó÷èòûâàéòå.
Ïëîòíîñòü âîäû 1,0 ã ñì�U � 3, óñêîðåíèå ñâî-
áîäíîãî ïàäåíèÿ 210 ì ñg � .

È.Âîðîáüåâ

Çàäà÷à 3. Æèäêîå ðàâíîâåñèå
Ïðÿìîóãîëüíûé ëåãêèé ñîñóä ñ æèäêîñòüþ

ìàññîé m ïîìåùåí íà îäíîðîäíûé ðû÷àã
ìàññîé 4 m (ðèñ.6). Â æèäêîñòü îïóùåíî òåëî
ìàññîé 2 m (ñ ïëîòíîñòüþ ìåíüøåé, ÷åì ïëîò-

íîñòü æèäêîñòè), óäåðæèâàåìîå íèòüþ, ïå-
ðåêèíóòîé ÷åðåç áëîê. Ãðóç êàêîé ìàññû xm
íåîáõîäèìî ïðèêðåïèòü ê ïðîòèâîïîëîæíî-
ìó êîíöó íèòè è ðàçìåñòèòü íà êðàþ ðû÷àãà,
÷òîáû ñèñòåìà îñòàëàñü â ðàâíîâåñèè? Òðå-
íèÿ â îñÿõ ðû÷àãà è áëîêà íåò. Íåîáõîäèìûå
ðàññòîÿíèÿ ìîæíî âçÿòü èç ðèñóíêà.

Ì.Çàìÿòíèí

Çàäà÷à 4. Ýëåêòðîòåðìîäèíàìèêà
Äâà öèëèíäðè÷åñêèõ ïðîâîäíèêà ðàçíîé

äëèíû, íî îäèíàêîâîãî äèàìåòðà èçãîòîâëå-
íû èç ìåäè. Èõ ñîïðîòèâëåíèÿ è òåìïåðàòó-
ðû (â ãðàäóñàõ Öåëüñèÿ) ðàâíû 1R , 2R , 1t ,

2t  ñîîòâåòñòâåííî. Ïðîâîäíèêè ñîåäèíÿþò
ïëîñêèìè ãðàíÿìè
(ðèñ.7). Êàêèì îêà-
æåòñÿ ñîïðîòèâëåíèå
ñîñòàâíîãî ïðîâîäíè-
êà ïîñëå òîãî, êàê òåì-
ïåðàòóðû åãî ÷àñòåé âûðîâíÿþòñÿ? Òåïëîîá-
ìåíîì ñ îêðóæàþùåé ñðåäîé è òåïëîâûì
ðàñøèðåíèåì ìåäè ïðåíåáðå÷ü.

Ïðèìå÷àíèå . Ñîïðîòèâëåíèå ïðîâîäíèêà
ïðè òåìïåðàòóðå t  ðàâíî �� ���� ��0 01R R t t� �� �E �� ,
ãäå 0R  – ñîïðîòèâëåíèå ïðîâîäíèêà ïðè
0 0 Ct � �q , �E – òåìïåðàòóðíûé êîýôôèöèåíò

ñîïðîòèâëåíèÿ, ïðè÷åì 1t�E = .
Â.Þãîâ

Çàäà÷à 5. Ýëåêòðè÷åñêèé òåòðàýäð
Â ðåáðà òåòðàýäðà ABCD  âêëþ÷åíû òðè

àìïåðìåòðà ñ âíóòðåííèì ñîïðîòèâëåíèåì
AR  = 0,1 Îì è òðè âîëüòìåòðà ñ âíóòðåííèì

Ðèñ. 4

Ðèñ. 5

Ðèñ. 6

Ðèñ. 7
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ñîïðîòèâëåíèåì
VR  = 10 êÎì (ðèñ.

8). Îïðåäåëèòå ïî-
êàçàíèÿ âñåõ ïðè-
áîðîâ ïðè ïîäêëþ-
÷åíèè èñòî÷íèêà ñ
íàïðÿæåíèåì 0U  =
= 1,5 B: à) ê òî÷-
êàì A è D ; á) ê
òî÷êàì B è C.

À.Àïîëîíñêèé
10 êëàññ

Çàäà÷à 1. Ï ðîñòî òðåíèå
Íà ëåäÿíîé ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè

ëåæèò ëèñò ôàíåðû, íà êîòîðîì íàõîäèòñÿ
ñòàëüíîé áðóñîê (ðèñ. 9). Îäíîâðåìåííî ëè-

ñòó ôàíåðû è áðóñêó ñîîáùàþò ñêîðîñòè v è
3v  îòíîñèòåëüíî ëüäà, ïðè÷åì èõ íàïðàâ-

ëåíèÿ âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû. Â ïðîöåñ-
ñå äàëüíåéøåãî äâèæåíèÿ, èç-çà íàëè÷èÿ
òðåíèÿ, ñêîðîñòè áðóñêà è ôàíåðû èçìåíÿ-
þòñÿ. Îïðåäåëèòå ìèíèìàëüíûå ñêîðîñòè
ôàíåðû è áðóñêà (îòíîñèòåëüíî ëüäà) â
ïðîöåññå èõ äâèæåíèÿ. Ìàññà áðóñêà ðàâíà
ìàññå ôàíåðû.

À.Àïîëîíñêèé

Çàäà÷à 2. Ðàñòàëêèâàíèå
Íà ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè ïîêîÿòñÿ

äâà áðóñêà ìàññîé M  êàæäûé (ðèñ.1 0). Ìåæ-
äó áðóñêàìè ïîìåùàþò òåëåæêó ìàññîé

3m M� è ñîîáùàþò åé íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü
v. Íàéäèòå, íà ñêîëüêî ñäâèíóòñÿ áðóñêè â
ðåçóëüòàòå àáñîëþòíî óïðóãèõ ñòîëêíîâå-
íèé ñ òåëåæêîé, åñëè çà âðåìÿ ìåæäó ñòîëê-
íîâåíèÿìè îíè óñïåâàþò îñòàíàâëèâàòüñÿ.
Âðåìÿ ñîóäàðåíèÿ òåëåæêè ñ áðóñêàìè áåñ-
êîíå÷íî ìàëî. Êîýôôèöèåíò òðåíèÿ ìåæäó
áðóñêàìè è ïîâåðõíîñòüþ ðàâåí �P. Óñêîðå-
íèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ ðàâíî g.

È.Âîðîáüåâ

Çàäà÷à 3. È ç ãëóáèí ...
Ñî äíà ãëóáîêîãî îçåðà âñïëûâàåò ïóçûðåê

âîçäóõà. Íà íåãî äåéñòâóåò ñèëà ñîïðîòèâëå-
íèÿ F = krv , ãäå r – ðàäèóñ ïóçûðüêà, v – åãî
ñêîðîñòü, k – ïîñòîÿííàÿ. Âáëèçè äíà ðàäèóñ
ïóçûðüêà 0r  = 1, 0 ìì. Íà ðèñóíêå 11 ïðåä-
ñòàâëåí ãðàôèê çàâèñèìîñòè ãëóáèíû h (â
óñëîâíûõ åäèíèöàõ), íà êîòîðîé íàõîäèòñÿ

ïóçûðåê, îò âðåìåíè t , ïðîøåäøåãî îò íà÷à-
ëà åãî äâèæåíèÿ.

1) Êàêîâà ãëóáèíà îçåðà?
2) Çà êàêîå âðåìÿ 1�W âñïëûâåò ïóçûðåê,

ðàäèóñ êîòîðîãî ó äíà âîäîåìà ðàâåí 1r  =
= 0,5 ìì?

3) Çà êàêîå âðåìÿ 2�W ïóçûðåê, ðàäèóñ
êîòîðîãî ó äíà âîäîåìà ðàâåí 0r  = 1, 0 ìì,
âñïëûâåò ñî äíà âîäîåìà ãëóáèíîé H = 10 ì?

Ïðèìå÷àíèå   1. Äàâëåíèå âîäÿíûõ ïàðîâ â
ïóçûðüêå, ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæåíèå âîäû,
èçìåíåíèå ôîðìû ïóçûðüêà è èçìåíåíèå
òåìïåðàòóðû âîçäóõà â ïóçûðüêå íå ó÷èòû-
âàéòå.

Ïðèìå÷àíèå   2. Ïëîòíîñòü âîäû
3 31,0 10 êã ì�U � �˜ , àòìîñôåðíîå äàâëåíèå

5
0 1,0 10  Ïàp � �˜ , 210 ì ñg � , îáúåì ïó-

çûðüêà 34
3

V r� �S .
À.Àïîëîíñêèé

Çàäà÷à 4. ×àñòè÷íûé íàãðåâ
Äâà îäèíàêîâûõ âåðòèêàëüíûõ öèëèíäðà

ñîåäèíåíû ñâåðõó è ñíèçó òðóáêàìè ïðåíåá-
ðåæèìî ìàëîãî îáúåìà (ðèñ.12). Â âåðõíåé
òðóáêå èìååòñÿ êðàí K , êîòîðûé èñõîäíî
îòêðûò. Â öèëèíäðû íàëèòà æèäêîñòü ïëîò-
íîñòüþ �U. Îñòàâøèéñÿ îáúåì öèëèíäðîâ
âûñîòîé L  çàïîëíåí ãàçîì ïðè äàâëåíèè 0p
è êîìíàòíîé òåìïåðàòóðå 0T . Ïðè íåèçìåí-
íîé òåìïåðàòóðå ãàçà â ëåâîì öèëèíäðå ãàç â
ïðàâîì íàãðåëè äî òåìïåðàòóðû T è çàêðûëè
êðàí. Íàãðåâàòåëü îòêëþ÷èëè. Êîãäà âîçäóõ
â ïðàâîì öèëèíäðå îñòûë äî êîìíàòíîé

Ðèñ. 9

Ðèñ. 10

Ðèñ. 11

Ðèñ. 8
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òåìïåðàòóðû, ðàçíîñòü óðîâíåé æèäêîñòè â
öèëèíäðàõ ñòàëà 2h. Íàéäèòå òåìïåðàòóðó
T, åñëè â ëåâîì öèëèíäðå òåìïåðàòóðà ãàçà
âñå âðåìÿ îñòàâàëàñü êîìíàòíîé. Óñêîðåíèå
ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ ðàâíî g.

È.Âîðîáüåâ

Çàäà÷à 5. Íåëèíåéíàÿ ýëåêòðè÷åñêàÿ öåïü
Ýëåêòðè÷åñêàÿ öåïü (ðèñ.13,à) ñîñòîèò èç

äâóõ îäèíàêîâûõ äèîäîâ 1D  è 2D , òðåõ
îäèíàêîâûõ íåëèíåéíûõ ýëåìåíòîâ 1H , 2H
è 3H  è áàòàðåéêè, ïîääåðæèâàþùåé ïîñòî-
ÿííîå íàïðÿæåíèå ABU  = 5, 0 Â. Èäåàëèçè-
ðîâàííàÿ âîëüò-àìïåðíàÿ õàðàêòåðèñòèêà
äèîäà ïðèâåäåíà íà ðèñóíêå 13, á. Ñèëà òîêà,
ïðîòåêàþùåãî ÷åðåç íåëèíåéíûé ýëåìåíò,
ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà ïî ôîðìóëå 2I kU� ,

ãäå U  – íàïðÿæåíèå íà ýëåìåíòå, 20,1 A Bk � 
– ïîñòîÿííûé êîýôôèöèåíò. Îïðåäåëèòå: 1)
íàïðÿæåíèÿ HU  íà íåëèíåéíûõ ýëåìåíòàõ;
2) ñèëû òîêîâ, ïðîòåêàþùèõ ÷åðåç äèîäû.

À.Àïîëîíñêèé

11 êëàññ

Çàäà÷à 1. Òðè ìóôòû
Òðè ìóôòû À, Â è Ñ, ìàññû êîòîðûõ ðàâíû

2m, 3m è m ñîîòâåòñòâåííî, ìîãóò ñêîëüçèòü
áåç òðåíèÿ ïî äâóì ãîðèçîíòàëüíûì íàïðàâ-

ëÿþùèì, ïåðåñåêàþùèìñÿ ïîä ïðÿìûì óã-
ëîì (ðèñ.14). Ìóôòû À è Â ñ ïîìîùüþ
øàðíèðîâ ñîåäèíåíû ñ ëåãêèì æåñòêèì ñòåð-
æíåì òàê, ÷òî óãîë ìåæäó ñòåðæíåì è íà-
ïðàâëÿþùåé, íà êîòîðîé íàäåòà ìóôòà Â,
ðàâåí �D. Ìåæäó ìóôòîé Ñ, äâèæóùåéñÿ ñî
ñêîðîñòüþ v, è ïîêîÿùåéñÿ ìóôòîé À ïðîèñ-
õîäèò íåóïðóãîå ñòîëêíîâåíèå. Îïðåäåëèòå
ñêîðîñòè ìóôò ñðàçó ïîñëå ñîóäàðåíèÿ.

À.Àïîëîíñêèé

Çàäà÷à 2. Î òðûâ öèëèíäðà
Òîíêàÿ ëåãêàÿ íåðàñòÿæèìàÿ ëåíòà ïðè-

êðåïëåíà ê ñòåíå â òî÷êå O (ðèñ.15). Íà
ëåíòå óäåðæèâàþò íåáîëüøîé öèëèíäð ìàñ-

ñîé m òàê, ÷òî íàêëîííûé ó÷àñòîê ëåíòû
äëèíîé R îáðàçóåò óãîë �D ñ ãîðèçîíòàëüþ.
Ê ñâîáîäíîìó êîíöó ëåíòû ïðèëîæèëè ñèëó
F
ur

 è öèëèíäð îòïóñòèëè. Íàéäèòå åãî ñêî-
ðîñòü â ìîìåíò îòðûâà îò ëåíòû. Ñèëà F

ur
 âñå

âðåìÿ íàïðàâëåíà ãîðèçîíòàëüíî è ïîñòîÿí-
íà ïî âåëè÷èíå. Ñ÷èòàéòå, ÷òî òðåíèÿ íåò,
óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ ðàâíî g.

È.Âîðîáüåâ

Çàäà÷à 3. Äèôôåðåíöèàëüíûé òåðìîìåòð
Äâà îäèíàêîâûõ ñîñóäà, îáúåìîì V  =

= 1,0 ë êàæäûé, ñîåäèíåíû òðóáêîé äëèíîé
L  = 300 ñì è ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì 21 ñìS � 
ñ íåáîëüøèì ïîðøíåì âíóòðè, êîòîðûé ìî-
æåò ñêîëüçèòü â íåé áåç òðåíèÿ (ðèñ.16).
Êîãäà òåìïåðàòóðû ãàçîâ â ñîñóäàõ ðàâíû

0T  = 300 Ê, ïîðøåíü ðàñïîëàãàåòñÿ ïîñåðå-
äèíå òðóáêè. Ïðè íåçíà÷èòåëüíûõ èçìåíå-
íèÿõ òåìïåðàòóð â ñîñóäàõ ïîðøåíü ñìåùà-
åòñÿ âäîëü øêàëû, íàíåñåííîé ðÿäîì. Ïåðå-
ðèñîâàâ â òåòðàäü, ïðîãðàäóèðóéòå ýòó øêà-

Ðèñ. 12

Ðèñ. 13

Ðèñ. 14

Ðèñ. 15



Ðèñ. 17

Ðèñ. 18

ëó (îöèôðóéòå åå äåëåíèÿ â ãðàäóñàõ øêàëû
Êåëüâèíà), ÷òîáû ïî íåé ìîæíî áûëî ñ÷èòû-
âàòü ðàçíîñòü òåìïåðàòóð 1 2T T T�' � ��  (ñ
ó÷åòîì çíàêà!). Áóäåò ëè ýòà øêàëà ëèíåé-
íîé? Íà âûíîñíîì ðèñóíêå ðÿäîì ñî øêàëîé
ïîìåùåíà ëèíåéêà.

Ì.Çàìÿòíèí

Çàäà÷à 4. È  òàê ìîæíî  èçìåðÿòü
Â òî÷êå O ê ñòåðæíþ ïðèâÿçàíà íåïðîâî-

äÿùàÿ íèòü äëèíîé R c çàðÿäîì q íà êîíöå
(ðèñ.17). Èçâåñòíûé ýòàëîííûé çàðÿä 2Q  è

èçìåðÿåìûé çà-
ðÿä 1Q  óñòàíîâ-
ëåíû íà ðàññòîÿ-
íèÿõ 2L  è 1L  îò
òî÷êè O. Âñå çà-
ðÿäû îäíîãî çíà-
êà è ìîãóò ñ÷è-
òàòüñÿ òî÷å÷íû-
ìè.

1) Íàéäèòå âå-
ëè÷èíó çàðÿäà

1Q , åñëè â ñîñòî-
ÿíèè ðàâíîâåñèÿ

Ðèñ. 16

íèòü îòêëîíåíà íà óãîë �E îò îòðåçêà, ñîåäè-
íÿþùåãî çàðÿäû 2Q  è 1Q .

2) Êàêîé âåëè÷èíû çàðÿäû 1Q  ìîæíî
èçìåðèòü òàêèì ñïîñîáîì â ñëó÷àå, åñëè

1 22L L�  è 23R L� ?
È.Âîðîáüåâ

Çàäà÷à 5. Ñîñòàâíîé  êîíäåíñàòîð
Ýëåêòðè÷åñêàÿ öåïü (ðèñ.18,à) ñîñòîèò èç

êàòóøêè èíäóêòèâíîñòüþ L , òðåõ ïëàñòèí 1,
2, 3 ïëîùàäüþ S êàæäàÿ è êëþ÷à. Ðàññòîÿ-

íèÿ ìåæäó ïëàñòèíàìè ðàâíû d è 2d. Âíå-
øíèå ïëàñòèíû èìåþò çàðÿäû + q è – q.

1) Îïðåäåëèòå ìàêñèìàëüíóþ ñèëó òîêà
÷åðåç êàòóøêó ïîñëå çàìûêàíèÿ êëþ÷à.

2) Îïðåäåëèòå ìàêñèìàëüíóþ ñèëó òîêà
÷åðåç êàòóøêó ïîñëå çàìûêàíèÿ êëþ÷à â
ñëó÷àå, åñëè ïîëîâèíà ïðîñòðàíñòâà ìåæäó
ïëàñòèíàìè 1 è 2 çàïîëíåíà äèýëåêòðèêîì ñ
ïðîíèöàåìîñòüþ �H (ðèñ.18, á).

Ìåòîäêîìèññèÿ

Ïóáëèêàöèþ ïîäãîòîâèë Â.Ñëîáîäÿíèí
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«ÊÂÀÍÒ» ÄËß ÌËÀÄØÈÕ ØÊÎËÜÍÈÊÎÂ

ÇÀÄÀ×È

(ñì. «Êâàíò» ¹2)
1. Øåñòü.
Çàìåòèì, ÷òî åñëè îïðåäåëåíû ïåðâûå òðè öèô-
ðû, òî ïîñëåäíÿÿ öèôðà áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ îä-
íîçíà÷íî. Òðîéêó ìîæíî ïðåäñòàâèòü èëè êàê
ñóììó 1 + 1 + 1, èëè 1 + 2 + 0, èëè 3 + 0 + 0. Âî
âòîðîì ñëó÷àå öèôðû ìîãóò áûòü ïåðåñòàâëåíû
÷åòûðüìÿ ñïîñîáàìè. Èòîãî âîçìîæíûõ âàðèàí-
òîâ øåñòü: 1117, 1027, 1207, 2108, 2018, 3009.
2. Cì. ðèñ.1. Ðèñ. 1

3. Îáùàÿ ñóììà äåíåã âïÿòåðî áîëüøå, ÷åì ñóì-
ìà, âûäàííàÿ êàæäîìó ìëàäøåìó, çíà÷èò, îáùåå
êîëè÷åñòâî ðóáëåé äåëèòñÿ íà 5. ×èñëà 5 è 1 0
êðàòíû ïÿòè, çíà÷èò,
ñóììà, íàáðàííàÿ äâóõ-
ðóáëåâûìè ìîíåòàìè,
òîæå êðàòíà 5. Òîãäà è
êîëè÷åñòâî äâóõðóáëå-
âûõ ìîíåò äåëèòñÿ íà
5, è ðàç îíî áîëüøå
íóëÿ, òî îíî íå ìåíüøå
ïÿòè.
4. 148.
Âñåãî øàðîâ 6 00, à ìåñò
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â ÿùèêàõ òîæå 600. Çíà÷èò, â êàæäîì ÿùèêå ðîâíî
ïî 2 øàðà. Îáîçíà÷èì öâåòà áóêâàìè Ñ, Ç, Ê. Åñëè
ó íàñ åñòü ÿùèê ÑÇ, òî âîêðóã íåãî îáÿçàòåëüíî
ñòîÿò ÊÊ. Íàçîâåì ó÷àñòîê êðàñíûì, åñëè íà íåì
âñòðå÷àþòñÿ òîëüêî ÿùèêè ÑÇ è ÊÊ. Çàìåòèì, ÷òî
íà÷èíàåòñÿ è çàêàí÷èâàåòñÿ êðàñíûé ó÷àñòîê
ÿùèêàìè ÊÊ, à âíóòðè íåãî ÿùèêè ÑÇ íå ñòîÿò
ðÿäîì, ò.å. íà êðàñíîì ó÷àñòêå ÿùèêîâ ÊÊ õîòÿ
áû íà îäèí áîëüøå, ÷åì ÑÇ. Àíàëîãè÷íî íà ñèíåì
è çåëåíîì ó÷àñòêàõ (îíè îïðåäåëÿþòñÿ òàê æå).
Åñëè ó íàñ ó÷àñòîê òîëüêî îäíîãî öâåòà, òî øàðîâ
ýòîãî öâåòà áîëåå ÷åì â äâà ðàçà áîëüøå îñòàëü-
íûõ, à åñëè äâóõ öâåòîâ, íàïðèìåð, Ê è Ç, òî øàðîâ
ñèíåãî öâåòà íà êðàñíîì ó÷àñòêå íå áîëüøå, ÷åì
çåëåíûõ, à íà çåëåíîì ñòðîãî ìåíüøå. Çíà÷èò,
îáÿçàòåëüíî åñòü ó÷àñòêè êàæäîãî öâåòà. Ñëåäî-
âàòåëüíî, ó÷àñòêîâ íå ìåíüøå òðåõ, è íà êàæäîì
ó÷àñòêå îäíîöâåòíûõ ÿùèêîâ ìèíèìóì íà 1 áîëü-
øå, ÷åì ðàçíîöâåòíûõ. Çíà÷èò, ðàçíîöâåòíûõ
ÿùèêîâ íå áîëåå ( )300 3 : 2 148,5- = , ò.å. íå
áîëüøå 1 48.
Ïðèìåð . Ñíà÷àëà, ÷åðåäóÿñü, èäóò 51 ÿùèê ÊÊ
è 50 ÿùèêîâ ÑÇ, ïîòîì îäèí ÿùèê ÑÑ, çàòåì íà
çåëåíîì ó÷àñòêå åñòü 51 ÿùèê ÇÇ è 50 ÿùèêîâ
ÑÊ, çàòåì íà ñèíåì ó÷àñòêå 49 ÿùèêîâ ÑÑ è 48
ÿùèêîâ ÊÇ :

ÊÊ, ÑÇ, ÊÊ, ÑÇ, ..., ÊÊ,  ÑÑ,
ÇÇ, ÑÊ, ÇÇ, …, ÑÊ, ÇÇ,  ÑÑ, ÊÇ, …, ÊÇ, ÑÑ.

Êðàñíûõ ÿùèêîâ 51 2 50 48 200× + + = , çåëåíûõ
50 51 2 48 200+ × + = , ñèíèõ 50 2 50 49 2+ + + × =
= 200.

ÊÎÍÊÓÐÑ ÈÌÅÍÈ À.Ï.ÑÀÂÈÍÀ

(ñì. «Êâàíò» ¹1)

17. Ïåòÿ îøèáàåòñÿ. Êîíòðïðèìåð – íà ðèñóíêå
2.
18. à), á) ïåðâûé.

Ðèñ. 2

à) Äëÿ ïîáåäû ïåðâîìó èãðîêó íóæíî âçÿòü 9
êàìíåé, çàòåì 10, 11, 12, 1 3 è 14. Äîêàæåì, ÷òî
ýòî âñåãäà âîçìîæíî. Åñëè ïðîòèâíèê âçÿë
ñòîëüêî æå êàìíåé, ñêîëüêî ïåðâûé, òî íóæíî
âçÿòü íà îäèí áîëüøå, à åñëè ïðîòèâíèê âçÿë íà
îäèí áîëüøå – òî ñòîëüêî æå, ñêîëüêî ïðîòèâ-
íèê. Âñåãî ïåðâûé èãðîê âîçüìåò 9 + 10 + 11 +
+ 12 + 13 + 14 = 69 êàìíåé, à åãî ïðîòèâíèê – îò
55 äî 60. Ïðè ýòîì 55 = 9 + 10 + 11 + 12 + 1 3
êàìíåé – êîãäà ïðîòèâíèê âñåãäà áåðåò ñòîëüêî
æå, ñêîëüêî ïåðâûé, 60 = 10 + 11 + 12 + 1 3 + 14
– êîãäà âñåãäà íà 1 êàìåíü áîëüøå. Èòîãî îíè
âîçüìóò îò 12 4 äî 129 êàìíåé, äëÿ ñëåäóþùåãî
õîäà âòîðîãî îñòàíåòñÿ îò 2 äî 7 êàìíåé, è
âòîðîé èãðîê íå ìîæåò ñäåëàòü õîä.
á) Ýòà æå ñòðàòåãèÿ ïðèâîäèò ê ïîáåäå ïåðâîãî
èãðîêà: åìó íóæíî ïåðâûì õîäîì âçÿòü 1 êà-
ìåíü, çàòåì 2, 3 è òàê äî 11. Òîãäà îí çàáåðåò 66
êàìíåé, à âòîðîé èãðîê – îò 55 äî 6 5, âñåãî îò
121 äî 1 31 êàìíÿ. Îñòàíåòñÿ íå áîëüøå 10 êàì-
íåé, è âòîðîé èãðîê íå ñìîæåò ñäåëàòü ñëåäóþ-
ùèé õîä.
19. à) Íàïðèìåð, ÷èñëà 1 59, 160, 161, 162.
á) Äà, ìîæíî.

Ïóñòü 
3 5 7 201 1

2
N

× × × × +
=

K
, ýòî öåëîå ÷èñëî,

òàê êàê ÷èñëèòåëü ÷åòíûé. Äîêàæåì, ÷òî ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü N + 1, N  + 2, …, N  + 100 óäîâëåò-
âîðÿåò óñëîâèþ.
Äëÿ ýòîãî äîêàæåì, ÷òî äëÿ âñåõ öåëûõ k îò 1 äî
100 ÷èñëî N  + k  äåëèòñÿ íà 2k + 1. Ðàññìîòðèì
ïðîèçâîëüíîå k èç ýòîãî äèàïàçîíà. ×èñëî
3 5 7 201× × × ×K  äåëèòñÿ íà ( )2 1k +  è â ÷àñòíîì
äàåò íå÷åòíîå ÷èñëî, íàçîâåì åãî p. Òîãäà

( )3 5 7 201 2 1 1
2 1

2 2
k p

N k k
× × × × + + +

+ = = +
K

,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî N  + k  äåëèòñÿ íà 2 k + 1.
Çàìå÷àíèå . Ýòà çàäà÷à – ÷àñòíûé ñëó÷àé çàäà÷è
Ì2 501 «Çàäà÷íèêà «Êâàíòà» («Êâàíò» ¹2 çà
2018 ã.).
20. Ïîêàæåì, ÷òî åñëè ðàçðåøåíû ïðûæêè íà a
è a – 1 êëåòêó, òî ìîæíî ïðîéòè îò êëåòêè ñ
íîìåðîì x äî êëåòêè ñ íîìåðîì x + 2a – 1,
ïîïóòíî ïîñåòèâ âñå êëåòêè ìåæäó íèìè è íå
ïîñåòèâ íèêàêèå äðóãèå.
Äëÿ ýòîãî ïðûãàåì íà a âïðàâî, íà a – 1 âëåâî,
íà a âïðàâî, íà a – 1 âëåâî è òàê äàëåå. Âñåãî
2a – 1 ïàð ïðûæêîâ, çà êàæäóþ ïàðó ñäâèãàåìñÿ
íà 1 âïðàâî :

x, x + a , x + 1, x + a + 1, x + 2, x + a + 2,
x + 3, …, x + a – 2, x + 2a – 2, x + a – 1,

x + 2a – 1.

Ïðè a = 9 ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ìû ïðîõîäèì îò x äî
x + 17, à ïðè a = 10 – äî x + 19. Òàêèì îáðàçîì,
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åñëè ïîëîñêó äëèíû n ìîæíî ïðîéòè òàêèìè
«áëîêàìè» èç 17 è 19 êëåòîê, òî n ïðîïðûãèâàå-
ìî. Ïðè ýòîì ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìû íà÷èíàåì
îáõîä ñ âîîáðàæàåìîé êëåòêè íîìåð 0 : ýòó êëåò-
êó ìîæíî âûáðîñèòü, òàê êàê îíà â ïóòè ïåðâàÿ.
Èòàê, ìû ïîêàçàëè, êàê ïðîéòè ïîëîñêó äëèíû
17a + 19b, ãäå a è b öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå
÷èñëà. Áóäåì íàçûâàòü ÷èñëà òàêîãî âèäà õîðî-
øèìè .
Ïîêàæåì, ÷òî âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, íà÷èíàÿ ñ
íåêîòîðîãî ÷èñëà M , õîðîøèå.
Âîçüìåì a = 0, 8 16b = ×  è ñîîòâåòñòâóþùåå èì
õîðîøåå ÷èñëî 17 0 19 8 16M = × + × × . Óâåëè÷èâ a
íà 9 è óìåíüøèâ b íà 8, ïîëó÷èì õîðîøåå ÷èñëî,
êîòîðîå áóäåò íà 1 áîëüøå (òàê êàê
17 9 19 8 153 152 1× - × = - = ).
Ñäåëàâ òàêîå äåéñòâèå 16 ðàç, ïîëó÷èì 17 ïîä-
ðÿä èäóùèõ õîðîøèõ ÷èñåë (çàìåòèì, ÷òî b
èçíà÷àëüíî âûáðàíî òàê, ÷òîáû ïðè òàêèõ äåé-
ñòâèÿõ îíî íå ñòàëî îòðèöàòåëüíûì). Ïðèáàâèâ
ê íèì âñåì ïî 17, ïîëó÷èì, ÷òî 17 èäóùèõ çà
íèìè ÷èñåë òîæå õîðîøèå. È òàê äàëåå, ïîñëåäî-
âàòåëüíî ïðèáàâëÿÿ ê òàêèì ãðóïïàì ÷èñåë ïî
17, ïîëó÷èì, ÷òî âñå ïîñëåäóþùèå ÷èñëà òîæå
õîðîøèå.
Çàäà÷à ðåøåíà.
Âî âòîðîé ÷àñòè ðåøåíèÿ ìû äîêàçàëè ÷àñòíûé
ñëó÷àé òàêîãî ôàêòà: äëÿ ëþáûõ äâóõ âçàèìíî
ïðîñòûõ ÷èñåë p è q âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà,
íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî M, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå ñóììû ñëàãàåìûõ, êàæäîå èç êîòîðûõ ðàâ-
íî p èëè q . Â çàäà÷å Ì19 4 «Çàäà÷íèêà «Êâàíòà»
òðåáîâàëîñü íàéòè íàèìåíüøåå òàêîå ÷èñëî M .
Åå ðåøåíèå ìîæíî ïðî÷èòàòü â ¹11 çà 197 3 ãîä,
à òàêæå ïî ññûëêå http ://kvant.ras.ru/197 3/
11/resheniya_zadachnika_kvanta_ma.htm
Â «Êâàíòå» óæå áûëà çàäà÷à ïðî òàêóþ êîíñò-
ðóêöèþ ñ êóçíå÷èêîì : â çàäà÷å Ì2 460 (â ¹ 4 çà
2017 ãîä) òðåáîâàëîñü äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò
íåïðîïðûãèâàåìîå n, áîëüøåå 50. Îáñóæäåíèþ
ýòîé è äðóãèõ ïîõîæèõ çàäà÷ ïîñâÿùåíà ñòàòüÿ
Ï.Êîæåâíèêîâà «Äëèííûå ïóòè â ãðàôàõ» (â
¹2 çà 201 8 ãîä).
Êàêèå n ïðîïðûãèâàåìû, à êàêèå – íåò, íàì
íåèçâåñòíî. Â ÷àñòíîñòè, íàì íåèçâåñòíî íàè-
ìåíüøåå M , íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî âñå ÷èñëà ïðî-
ïðûãèâàåìû. Ïðåäëàãàåì ÷èòàòåëÿì ïîäóìàòü íàä
ýòèì âîïðîñîì; î ñâîèõ ïðîäâèæåíèÿõ ìîæåòå
ñîîáùàòü â ðåäàêöèþ. Èíòåðåñåí íå ñòîëüêî ñàì
îòâåò (êîòîðûé ìîæíî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ êîì-
ïüþòåðíîãî ïåðåáîðà), ñêîëüêî ïîäõîäû ê åãî
íàõîæäåíèþ.
Ìîæíî íå îãðàíè÷èâàòüñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è äëÿ
äëèí ïðûæêîâ 8, 9, 10, à ðàññìîòðåòü çàäà÷ó â
áîëåå îáùåé ïîñòàíîâêå : Êóçíå÷èê óìååò ïðû-
ãàòü ïî ïîëîñêå èç n êëåòîê íà 1 2, , , ka a aK

êëåòîê â ëþáóþ ñòîðîíó. Áóäåì íàçûâàòü íà-
òóðàëüíîå ÷èñëî n ïðîïðûãèâàåìûì, åñëè êóçíå-
÷èê ìîæåò, íà÷àâ ñ íåêîòîðîé êëåòêè, îáîéòè
âñþ ïîëîñêó, ïîáûâàâ íà êàæäîé êëåòêå ðîâíî
îäèí ðàç. Íàéäèòå âñå ïðîïðûãèâàåìûå n.

ÄÎÊÀÇÀÒÜ ÄÅËÈÌÎÑÒÜ ÏÎÌÎÆÅÒ
ÊÎÌÁÈÍÀÒÎÐÈÊÀ

 10. Äîêàæåì, ÷òî (1) 2 1
2 2k
mC + M  è (2) 2

2
k k
m mC Cº

( ,m k Î N). Ïîäìíîæåñòâî { }1, ,A mÍ ± ±K  íà-
çîâåì ñèììåòðè÷íûì, åñëè A A= - . Ïîñêîëüêó
íåñèììåòðè÷íûõ ïîäìíîæåñòâ ÷åòíîå ÷èñëî, òî

2
l
mC  ñðàâíèìî ïî ìîäóëþ 2 ñ ÷èñëîì ñèììåòðè÷-

íûõ l -ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ. Ïðè íå÷åòíîì l
òàêèõ íåò, ïîýòîìó âåðíî (1), à ïðè ÷åòíîì l  = 2k
èõ k

mC , ïîýòîìó âåðíî (2).
Òåïåðü äîêàæåì òåîðåìó 4. Åñëè 2sn =  è

( )0 2 2 1td k n< = + < , òî t  < s è 
( ) ( )2 1

2 1
2s t

d k
nC C -

+º º
( )

( )
1

0 mod 2º . Åñëè æå ( )2 2 1sn m= + , òî 
( )2

2s

nC º
( )

( )
2

1
2 1 2 1 mod 2mC m+º = + .

11. Àëãîðèòì îñíîâàí íà óòâåðæäåíèÿõ (1) è (2)
èç ðåøåíèÿ ïðåäûäóùåé çàäà÷è è ñðàâíåíèÿõ

( )2 2 1
2 1 2 1 mod 2k k k
n n nC C C+

+ +º º , êîòîðûå äîêàçûâàþò-
ñÿ àíàëîãè÷íî ðàññìîòðåíèåì ïîäìíîæåñòâ ìíî-
æåñòâà { }0, 1, , n± ±K .

12. 
( ) ( ) ( )100

100! 101! 1
! 100 ! 1 ! 100 ! 101

n n
C

n n n n
+

= = × =
- + -

= ( )
1

1011 1
101

nC
n n

+

+ +M , òàê êàê 101 ïðîñòîå è äåëèò
1

101
nC +  ïî òåîðåìå 5.

13. Ïóñòü 1 < k < l  < n. Ñîñ÷èòàåì ÷èñëî ïàð
( ),A B  ïîäìíîæåñòâ n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà,
äëÿ êîòîðûõ | A| = k, |B| = l  è A BÍ , äâóìÿ
ñïîñîáàìè :
1) ñíà÷àëà âûáåðåì B, à çàòåì â íåì âûáåðåì A –
ýòî l k

n lC C  âàðèàíòîâ;

ÊÀËÅÉÄÎÑÊÎÏ «ÊÂÀÍÒÀ»

Åñëè óçåë çàìîùåíèÿ ïîïàë íà ñòîðîíó îäíîãî
èç ìíîãîóãîëüíèêîâ, òî âìåñòî ðàâåíñòâà

360kn�D = ° ï îëó÷èì äëÿ ýòîé âåðøèíû
180km�D = ° , ãäå m – êîëè÷åñòâî ìíîãîóãîëüíè-

êîâ, ïðèìûêàþùèõ â ýòîé òî÷êå ê ñòîðîíå. Ïî-
ëîæèâ n = 2m, ìû âåðíåìñÿ ê èñõîäíîìó óðàâíå-
íèþ 360kn�D = °  è âñå ðàâíî ïîëó÷èì, ÷òî k
ðàâíî 3, 4 èëè 6. Íîâûå çàìîùåíèÿ, ïðàâäà, ïðè
ýòîì ïîÿâÿòñÿ : â çàìîùåíèÿõ íà ðèñóíêàõ 1 è 4
ìîæíî ñäâèãàòü ðÿäû êâàäðàòèêîâ èëè òðåóãîëü-
íèêîâ äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà (êàê â êèðïè÷-
íîé êëàäêå).
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2) ñíà÷àëà âûáåðåì A, à çàòåì äîïîëíèì åãî äî B

– ýòî k l k
n n kC C -

-  âàðèàíòîâ.

Çíà÷èò, l k k l k
n l n n kC C C C -

-= , îòñþäà l k k
n l nC C CM . Åñëè

( ), 1l k
n nC Ñ = , òî k k

l nC CM . Íî, î÷åâèäíî, k k
l nC C< .

Ïðîòèâîðå÷èå.

14. à) 
( ) ( )

( ) ( )2 2

2 ! 2 ! 1
1 ! 1 !!

n
n

n n n
C

n n nn

+
= = × =

- +

( )1 1
2 2 2

1
1n n n

n n n
n

C nC n C
n

- -+
= Þ = + Þ

1
2 2, 1n n

n nC n C n-Þ +M M ,

òàê êàê ( ), 1 1n n + = .

á) 1
2 2 2

1
1

n n n
n n n nC C C C

n
-= = -

+
 – ýòî çíàìåíèòûå

÷èñëà Êàòàëàíà  (ñì., íàïðèìåð, ñòàòüþ Ì.Ãàð-
äíåðà «×èñëà Êàòàëàíà» â «Êâàíòå» ¹ 7 çà
1978 ã.).
15. 59 3 17 8= × + , 17 2 8 1 1 17 2 8= × + Þ = - × =

( )17 2 59 3 17 7 17 2 59= - - × = × - × . Îòñþäà 17x º

( ) ( )1 17 7 mod 59 7 mod 59xº º × Û º . Íàèìåíü-
øåå ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå : 1 7x = , íàèìåíü-
øåå ïî ìîäóëþ îòðèöàòåëüíîå ðåøåíèå : 2 52x = - .
Çíà÷èò, êóçíå÷èêó íàäî ñäåëàòü 7 ïðûæêîâ íà
17 â íàïðàâëåíèè îò 0 ê 1 ëèáî 52 ïðûæêà â
ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè.

16. Ïðèçíàéòåñü : âû ïîíà÷àëó îòìåòèëè 
1
2

 ïîñå-

ðåäèíå äóãè ìåæäó 0 è 1? Êîíå÷íî, 
1
2

 â 5Z  –

ýòî 3, âåäü ( )2 3 1 mod 5× º . À âîò äðîáü 
7
5

 íà

ðèñóíêå 3,á îòìåòèòü íåëüçÿ : óðàâíåíèå 5x = 7
íå èìååò ðåøåíèé íè â êàêîì ðàñøèðåíèè  K
ïîëÿ 5Z , ïîñêîëüêó 5x = 0 â K , à 7 2 0= ¹  â K .
17. Ñ êàæäûì ïîäìíîæåñòâîì pA Ì Z  ñâÿçàíû
p åãî öèêëè÷åñêèõ ñäâèãîâ: A + k , pk Î Z . Åñëè

,A ¹ Æ  pZ , òî îíè âñå ðàçëè÷íû. Â ñàìîì äåëå,
ïóñòü A = A + k, 0k ¹  è a AÎ . Ïî òåîðåìå 6,
kl  = 1 äëÿ íåêîòîðîãî pl Î Z . Òîãäà A aV , a + k,
a + 2k, …, a + lk = a + 1, îòêóäà pA = Z .
18. à) Èíäóêöèÿ ïî à.

á) ( )(1 1) 1 1p p p p

a a

a p= + + = + + +K K K14243 14243 ,

òàê êàê ïîëèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû 
1

!
! !a

p
n nK

êðàòíû p, åñëè 1, , an n p<K , àíàëîãè÷íî òåîðåìå
5.
19. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåêîòîðàÿ ðàñêðàñêà ïå-
ðåøëà â ñåáÿ ïðè ïîâîðîòå íà d äåëåíèé, 0 < d <
< p. Çíà÷èò, åå öâåòà ïîâòîðÿþòñÿ ñ øàãîì d, à
òîãäà ïî òåîðåìå 6 – è ñ øàãîì 1. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî ðàñêðàñêà îäíîöâåòíà. Çíà÷èò, ïðè âñåõ p
ïîâîðîòàõ íåîäíîöâåòíîé ðàñêðàñêè ìû ïîëó÷èì
èç íåå p ðàçëè÷íûõ ðàñêðàñîê.

20. Ïðè p = 4 âñå ðàñêðàñêè íåïîäâèæíîãî
êâàäðàòà äåëÿòñÿ íà 3 ãðóïïû : îäíîöâåòíûå ( a
øòóê), äâóöâåòíûå ÷åðåäóþùèåñÿ ( 2a a-  øòóê)
è îñòàëüíûå ( 4 2a a-  øòóê). Ðàñêðàñêè âòîðîé
ãðóïïû ðàçáèâàþòñÿ íà ïàðû ýêâèâàëåíòíûõ, à
ðàñêðàñêè òðåòüåé ãðóïïû – íà ÷åòâåðêè ýêâèâà-
ëåíòíûõ. Îòñþäà ïîëó÷àåì îòâåò :

( )
2 4 2

4 21
2

2 4 4
a a a a

a a a a
- -

+ + = + + .

Äëÿ øåñòèóãîëüíèêà ðàññìîòðèì ðàñêðàñêè, ïå-
ðåõîäÿùèå â ñåáÿ ïðè ïîâîðîòå íà (ñàìîå ìåíü-
øåå) 1, 2 è 3 äåëåíèÿ. Èõ ñîîòâåòñòâåííî a,

2a a-  è 3a a-  øòóê. Âñåõ îñòàëüíûõ

( )6 2 3a a a a a a- + - + - . Ïîýòîìó îòâåò :

2 3 6 3 2

2 3 6
a a a a a a a a

a
- - - - +

+ + + =

= ( )6 3 21
2 2

6
a a a a+ + + .

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó îáðàùåíèÿ Ì¸áèóñà èëè
ëåììó Áåðíñàéäà, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ

n-óãîëüíèêà îòâåò òàêîé : 
|

1 d
d n

n
a

n d
�Mæ ö

ç ÷è øå , ãäå

�M – ôóíêöèÿ Ýéëåðà. Ýòî èçâåñòíàÿ «çàäà÷à î
÷èñëå îæåðåëèé».
21. Ëîìàíàÿ ñëåâà íà ðèñóíêå 5 ñòàòüè ýêâèâà-
ëåíòíà òîëüêî ñàìîé ñåáå. Òàêèõ ëîìàíûõ p – 1 :
îíè çàäàþòñÿ äëèíîé ïåðâîãî øàãà, îñòàëüíûå
øàãè èìåþò òó æå äëèíó. Ó ëþáîé èç îñòàëüíûõ
( ) ( )1 ! 1p p- - -  ëîìàíûõ ðîâíî p ýêâèâàëåíò-
íûõ, ÷òî äîêàçûâàåòñÿ, êàê â çàäà÷å 19. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî ( ) ( )1 ! 1p p p- + - M , ò.å. ( )1 !p - º

( )1 mod pº - .
22. à) Âñå íåíóëåâûå âû÷åòû 1, …, p – 1 ïî
ìîäóëþ p ðàçáèâàþòñÿ íà ïàðû îáðàòíûõ, êðîìå
äâóõ âû÷åòîâ 1 è p – 1, êîòîðûå îáðàòíû ñàìèì
ñåáå. Âàæíî, ÷òî äðóãèõ òàêèõ îñîáûõ âû÷åòîâ
íåò: ( ) ( )1 2 1 1 1 0 1a a a a a a-= Û = Û - + = Û ±
äëÿ âñåõ pa Î Z . Ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî
ïðîèçâåäåíèå íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ â pZ  îòëè÷-
íî îò íóëÿ (ýòî îáùåå ñâîéñòâî îòñóòñòâèÿ
äåëèòåëåé íóëÿ â ïîëå ).
á) Ðàññìîòðèì îáà ìíîãî÷ëåíà íàä pZ  (ò.å.
ñ÷èòàåì êîýôôèöèåíòû âû÷åòàìè èç pZ ). Ñî-
ãëàñíî ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà, ó ýòèõ ìíîãî÷ëå-
íîâ îäíè è òå æå êîðíè – âñå ýëåìåíòû pZ . Òàê
êàê ìíîãî÷ëåíû èìåþò îäèíàêîâóþ ñòåïåíü p è
îäèíàêîâûå ñòàðøèå êîýôôèöèåíòû 1, òî îíè
ðàâíû. Ñîêðàòèì íà x:

( ) ( )1 1 1 1px x x p- - = - - +K .

Ïîäñòàâèâ ñþäà x = 0, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.
23. Åñëè p = ab, ãäå 1 < a < b < p, òî

( ) ( )11 ! 1 pp a b ab p-- = × × × × × × =K K K M .
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ÐÅÃÈÎÍÀËÜÍÛÉ ÝÒÀÏ XLIV
ÂÑÅÐÎÑÑÈÉÑÊÎÉ ÎËÈÌÏÈÀÄÛ
ØÊÎËÜÍÈÊÎÂ ÏÎ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ

9 êëàññ

1. Îäèí èç ìíîãèõ âîç-
ìîæíûõ ïðèìåðîâ
ïðèâåäåí íà ðèñóíêå
3.
2. Äà, îáÿçàòåëüíî.
Ïóñòü a, b, c, d è e –
÷èñëà íà äîñêå â íå-
óáûâàþùåì ïîðÿäêå,
ò.å. a b c d e�d �d �d �d.
Òîãäà ïî óñëîâèþ a +
+ b + c è b + c + d

äåëÿòñÿ íà e. Ñëåäîâàòåëüíî,
�� �� �� ��d a b c d a b c�� � �� �� �� �� ��  òàêæå äåëèòñÿ íà

e. Ïîñêîëüêó 0 d a d e�d �� �� �d , ýòî âîçìîæíî
ëèøü ïðè d  – a = 0. Çíà÷èò, a =
= b = c = d (òàê êàê a b c d�d �d �d ).
3. 90�q.
Íà ïðîäîëæåíèè îòðåçêà AB çà òî÷êó B îòìåòèì
òî÷êó F òàê, ÷òî AB = BF (ðèñ.4). Òîãäà BF =
= CD  è BF CDP , ïîýòîìó ÷åòûðåõóãîëüíèê

BDCF – ïàðàëëåëîãðàìì. Òî÷êà M  – ñåðåäèíà
äèàãîíàëè BC ýòîãî ïàðàëëåëîãðàììà, çíà÷èò,
M  – ñåðåäèíà åãî äèàãîíàëè DF .
Ïðÿìàÿ BE – ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê îò-
ðåçêó AF, îòêóäà AE = FE. Èç óñëîâèÿ òåïåðü
ïîëó÷àåì, ÷òî DE = AE = FE. Çíà÷èò, òî÷êà E
ëåæèò è íà ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå ê DF .
Îòñþäà 90EMD�‘ � �q.
4. N  = 5501.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç 1 2, , , NA A AK  ìíîæåñòâà ó÷å-
íèêîâ, íå ïîëó÷èâøèõ  êîíôåò, ñîîòâåòñòâåííî,
1-ãî, 2-ãî, …, N-ãî ñîðòîâ. Ñîãëàñíî óñëîâèþ,
âñå ýòè ìíîæåñòâà ðàçëè÷íû; êðîìå òîãî, êàæ-

äûé ó÷åíèê ñîäåðæèòñÿ íå áîëåå ÷åì â äåñÿòè èç
íèõ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî
ýëåìåíòîâ â íàøèõ ìíîæåñòâàõ íå ïðåâîñõîäèò
1000 10 10000�˜ � .
Ïóñòü ñðåäè íàøèõ ìíîæåñòâ ðîâíî k îäíîýëå-
ìåíòíûõ. Òîãäà êîëè÷åñòâî ìíîæåñòâ èç áîëåå

÷åì îäíîãî ó÷åíèêà íå ïðåâîñõîäèò 
10000

2
k��

,

ïîýòîìó îáùåå ÷èñëî âñåõ íåïóñòûõ ìíîæåñòâ íå
ïðåâîñõîäèò

10000 10000 11000
5500

2 2 2
k k

k
�� ��

�� � �d � .

Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî îäíî èç ìíîæåñòâ ìîæåò áûòü
ïóñòûì, ïîëó÷àåì 5501N �d .
Îñòàëîñü ïîêàçàòü, êàê îïèñàííàÿ ñèòóàöèÿ ìîã-
ëà âîçíèêíóòü ïðè N = 5501. Ñäåëàåì ìíîæåñòâî

5501A  ïóñòûì; ðàçëè÷íûå ìíîæåñòâà

4501 5500, ,A AK  áóäóò ñîäåðæàòü ïî îäíîìó ó÷å-
íèêó. Îñòàëîñü âûáðàòü ðàçëè÷íûå äâóõýëåìåíò-
íûå ìíîæåñòâà 1 4500, ,A AK  òàê, ÷òîáû êàæäûé
èç ó÷åíèêîâ áûë ðîâíî â 9 èç íèõ. Äëÿ ýòîãî,
íàïðèìåð, ìîæíî ðàçáèòü ó÷åíèêîâ íà 100 ãðóïï
ïî 10 ÷åëîâåê è âçÿòü âñå ïàðû äåòåé, íàõîäÿ-
ùèõñÿ â îäíîé ãðóïïå (èõ ïîëó÷èòñÿ êàê ðàç

10 9
100 4500

2
�˜

�˜ � ).

5. Ïîñêîëüêó ïðè ëþáîé ïåðåñòàíîâêå ïåðåìåí-
íûõ ëåâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà ëèáî íå ìåíÿåòñÿ,
ëèáî ìåíÿåò çíàê, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü íåðà-
âåíñòâî äëÿ ëþáîé ïåðåñòàíîâêè ÷èñåë x, y è z,
äëÿ êîòîðîé ëåâàÿ ÷àñòü íåîòðèöàòåëüíà. Ïîýòî-
ìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî x y z�t �t .
Ïî íåðàâåíñòâó î ñðåäíèõ äëÿ äâóõ ÷èñåë èìååì

�� �� �� �� �� �� �� ��2 2

2 2

x y y z x z
x y y z

�� �� ���§ �· ���§ �·�� �� �d � �¨ �¸ �¨ �¸
�© �¹�© �¹

.

Ñëåäîâàòåëüíî,

�� �� �� �� �� ���� ��3

4

x z
x y y z x z

��
�� �� �� �d ,

è íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî 2x z�� �d  èëè,
÷òî òî æå ñàìîå, �� ��2 2x z�� �d . Ïîñëåäíåå óæå
ïðîñòî; äåéñòâèòåëüíî,

�� �� �� ��2 22 22 2x z x z x z�� � �� �� �� �d
2 2 22 2 2 2 2x z y�d �� � �� �d .

6. 
223 äåâÿòêè

3 999 998K14243 .

Ïîñêîëüêó 2018 224 9 2= × + , íàèìåíüøåå ÷èñëî

ñ ñóììîé öèôð 201 8 áóäåò ðàâíÿòüñÿ 
224 äåâÿòêè

2 999 99K14243 .

Â ýòîì ÷èñëå 22 5 çíàêîâ. Ðàññìîòðèì 22 5-çíà÷-
íûå ÷èñëà, ó êîòîðûõ ñòàðøàÿ öèôðà áóäåò
òðîéêîé, à îñòàëüíûå öèôðû – äåâÿòêè, çà èñ-
êëþ÷åíèåì ðîâíî îäíîé âîñüìåðêè. Òàêèõ ÷èñåë
â òî÷íîñòè 22 4 (èìåííî ñòîëüêî ïîëîæåíèé äëÿ
âîñüìåðêè) è ó êàæäîãî èç íèõ ñóììà öèôð

Ðèñ. 3

Ðèñ. 4

Îñòàëñÿ ñëó÷àé 2p q= , ãäå q – ïðîñòîå. Åñëè
22q q< , ò.å. p > 4, òî

( )2 1 !q - = ( ) 221 2 1q q q pq× × × × × × =-K K K M .

À ïðè p = 4 èìååì ( ) ( )/1 ! 6 1 mod 4p - = º - .
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2018. Ñàìûì áîëüøèì ñðåäè ýòèõ ÷èñåë áóäåò
÷èñëî 

223 äåâÿòêè

3 999 998N � K14243 . Ïîñêîëüêó âñå îñòàëü-

íûå 22 5-çíà÷íûå ÷èñëà ñ ñóììîé öèôð 201 8
áóäóò èìåòü ñòàðøóþ öèôðó íå ìåíüøóþ ÷åòû-
ðåõ, îíè áóäóò áîëüøå óêàçàííûõ ÷èñåë è, çíà-
÷èò, N  áóäåò 225-ì ïî ñ÷åòó ÷èñëîì ñ ñóììîé
öèôð 201 8.
7. Íåò.
Ïîñêîëüêó êðàñíûå ôèøêè íå ìîãóò ìåíÿòüñÿ
ìåñòàìè ñ çåëåíûìè, èõ âçàèìíûé ïîðÿäîê âñå-
ãäà áóäåò îñòàâàòüñÿ òàêèì æå, êàê èñõîäíûé.
Èíà÷å ãîâîðÿ, åñëè â ëþáîé ìîìåíò óáðàòü ñèíèå
ôèøêè, òî îñòàíóòñÿ 30 êðàñíûõ ôèøåê, ñòî-
ÿùèõ ïîäðÿä, è 20 çåëåíûõ, òàêæå ñòîÿùèõ
ïîäðÿä. Åñëè òðåáóåìîãî óäàëîñü äîáèòüñÿ, ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ìû óäàëèëè õîòÿ áû ïî îäíîé
ñèíåé ôèøêå ñ êàæäîãî èç 29 èíòåðâàëîâ ìåæäó
ñîñåäíèì êðàñíûìè ôèøêàìè è ñ êàæäîãî èç 19
èíòåðâàëîâ ìåæäó ñîñåäíèìè çåëåíûìè ôèøêà-
ìè; íî òîãäà ñèíèõ ôèøåê áûëî áû íå ìåíüøå,
÷åì 29 + 19 = 48 > 40, ÷òî íå òàê. Çíà÷èò,
òðåáóåìîå íåâîçìîæíî.
8. Ïóñòü n ÿâëÿåòñÿ õîðîøèì ÷èñëîì. Òîãäà
n > 1, è äëÿ íåêîòîðûõ öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ
÷èñåë 1 2, , , qk k kK  ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

1 2 qkk kp q n n n+ = + + +K .

Ðàññìîòðèì îñòàòîê îò äåëåíèÿ ïðàâîé ÷àñòè íà
n – 1. Ïîñêîëüêó ëþáàÿ ñòåïåíü ÷èñëà n äàåò
îñòàòîê 1 ïðè äåëåíèè íà n – 1, ïðàâàÿ ÷àñòü
ñðàâíèìà ñ q ïî ìîäóëþ n – 1. Òîãäà ñ q
ñðàâíèìà è ëåâàÿ ÷àñòü; ñëåäîâàòåëüíî, p äåëèò-
ñÿ íà íàòóðàëüíîå ÷èñëî n – 1. Íî ó ïðîñòîãî
÷èñëà p òîëüêî äâà íàòóðàëüíûõ äåëèòåëÿ : 1 è p.
Çíà÷èò, n – 1 ìîæåò ðàâíÿòüñÿ 1 è p. Ñòàëî
áûòü, n = 2 èëè n = p + 1, è ïîýòîìó õîðîøèõ
÷èñåë íå áîëüøå äâóõ.
9. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Z òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ëó÷åé
XA è YB (ðèñ. 5). Ïðÿìûå ZA è ZB êàñàþòñÿ
îêðóæíîñòè �Z, ïîýòîìó 90OAZ OBZÐ = Ð = °.

Òîãäà 360 90 90 60AZB AOBÐ = ° - ° - ° - Ð = ° .
Ïîñêîëüêó îêðóæíîñòü �Z êàñàåòñÿ ñòîðîí óãëà
XZY , åå öåíòð O ëåæèò íà áèññåêòðèñå ýòîãî
óãëà, ò.å. 30XZ O OZYÐ = ° = Ð .
Èç ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà COD ïîëó÷à-
åì 30OCD ODCÐ = Ð = ° .  Òîãäà OZXÐ +

30 180 180ODX ODC+ Ð = ° + ° - Ð = ° , ïîýòîìó
÷åòûðåõóãîëüíèê XD OZ âïèñàí. Àíàëîãè÷íî,
âïèñàí è ÷åòûðåõóãîëüíèê YCOZ. Òàêèì îáðà-
çîì, OZ – îáùàÿ õîðäà îêðóæíîñòåé, îïèñàííûõ
îêîëî òðåóãîëüíèêîâ DOX è COY, ïîýòîìó l  –
ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê îòðåçêó OZ.
Ïóñòü M  – ñåðåäèíà OZ. Ïðÿìàÿ l  ïðîõîäèò
÷åðåç M  è ïåðïåíäèêóëÿðíà OM ; ïîýòîìó äëÿ
çàâåðøåíèÿ ðåøåíèÿ äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî
òî÷êà M  ëåæèò íà �Z. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðå-
óãîëüíèêå AZO èìååì 30AZOÐ = ° , ïîýòîìó

AO = 
1
2

OZ OM= , îòêóäà è ñëåäóåò òðåáóåìîå.

10 êëàññ

3. Òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî íåðàâåí-
ñòâó 9 38x y³ . Ïî óñëîâèþ, ( )5 38 2 8x x y- ³ ;
çíà÷èò, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü íåðàâåíñòâî

9 58 16x x x³ - . Ïåðåíîñÿ â ïîñëåäíåì íåðàâåí-
ñòâå âñå ÷ëåíû â ëåâóþ ÷àñòü, ïîëó÷àåì íåðàâåí-
ñòâî ( )24 4 0x x - ³ ,

êîòîðîå âåðíî äëÿ
ïîëîæèòåëüíîãî x.
Çíà÷èò, è òðåáóå-
ìîå íåðàâåíñòâî
òàêæå âåðíî.
4. Ïóñòü G – öåíòð
îêðóæíîñòè �J,
îïèñàííîé îêîëî
òðåóãîëüíèêà BXP
(ðèñ.6). Òîãäà

2BGP BXP CXP
È

Ð = = Ð  (òàê êàê óãîë CXP  îñò-

ðûé). Ïîñêîëüêó GB = GP è OB = OP, òðåó-
ãîëüíèêè GOB è GOP ðàâíû ïî òðåì ñòîðîíàì,

îòêóäà 
1
2

BGO OGP BGP CXPÐ = Ð = Ð = Ð . Íà-

êîíåö, èç ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà AOB
ïîëó÷àåì

1
90 90

2
BAO AOB ACB C XPÐ = ° - Ð = ° - Ð = Ð .

Èòàê, BGO CXP BAOÐ = Ð = Ð , à ýòî è îçíà÷à-
åò, ÷òî òî÷êè A, G, B è O ëåæàò íà îäíîé
îêðóæíîñòè.
5. Äâà ñïîñîáà.
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ðàññòàíîâêó ÷èñåë îò
1 äî n, óäîâëåòâîðÿþùóþ òðåáîâàíèÿì. Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî äâà ÷åòíûõ ÷èñëà x è y ñòîÿò ðÿäîì,
à ñëåäóþùåå çà íèìè ÷èñëî – z. Òàê êàê x + zÐèñ. 5
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äåëèòñÿ íà y, ÷èñëî z òàêæå ÷åòíî. Ïðîäîëæàÿ
òàêèì æå îáðàçîì äâèæåíèå ïî êðóãó, ïîëó÷èì,
÷òî âñå ÷èñëà â ðàññòàíîâêå ÷åòíû, ÷òî íåâîç-
ìîæíî. Èòàê, íèêàêèå äâà ÷åòíûõ ÷èñëà íå ñòîÿò
ðÿäîì; çíà÷èò, íåêîòîðûå äâà íå÷åòíûõ ÷èñëà
ñòîÿò ðÿäîì, à îñòàëüíûå ÷åòíûå è íå÷åòíûå
÷åðåäóþòñÿ.
Çàìåòèì, ÷òî îáà ñîñåäà ÷èñëà n íå ìîãóò áûòü
÷åòíûìè; äåéñòâèòåëüíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èõ
ñóììà äåëèëàñü áû íà 2 n, ò.å. áûëà áû íå ìåíü-
øå 2n. Çíà÷èò, ó ëþáîãî íå÷åòíîãî ÷èñëà, ìåíü-
øåãî n, ëèáî îáà ñîñåäà ÷åòíû, ëèáî îäíèì èç
ñîñåäåé ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî n.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷èñëà n è n – 2 – ñîñåäè, à
äðóãîé ñîñåä ÷èñëà n – 2 – ÷èñëî t . ×èñëî

( ) ( )2 2t n n t+ = - + +  äîëæíî äåëèòüñÿ íà n – 2,
÷òî âîçìîæíî ëèøü ïðè t  = n – 4. Íî òîãäà òðè
íå÷åòíûõ ÷èñëà n, n – 2, n – 4 ñòîÿò ïîäðÿä, ÷òî,
êàê ìû äîêàçàëè, íåâîçìîæíî.
Èòàê, îáà ñîñåäà íå÷åòíîãî ÷èñëà n – 2 ÷åòíû, à
ïîòîìó èõ ñóììà äåëèòñÿ íà ( )2 2n - , ò.å. ýòà
ñóììà íå ìåíüøå ( )2 2n - ; ýòî âîçìîæíî ëèøü
åñëè ýòè ñîñåäè n – 1 è n – 3. Â ÷àñòíîñòè, ÷èñëà
n – 1 è n – 2 – ñîñåäè. Åñëè ïàðà n – 1,
n – 2 ïðîäîëæàåòñÿ äàëåå ÷èñëàìè, èäóùèìè
ïîäðÿä ïî óáûâàíèþ âïëîòü äî ÷èñëà 1, ìû
ïðèõîäèì ê êðóãîâîé ðàññòàíîâêå n – 1, n – 2,
n – 3, n – 4, …, 3, 2, 1, n, êîòîðàÿ, î÷åâèäíî,
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ.
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ïàðà n – 1, n – 2
ïðîäîëæàåòñÿ äàëåå ÷èñëàìè, èäóùèìè ïîäðÿä
ïî óáûâàíèþ, âïëîòü äî ÷èñëà d > 1, à ïîñëå
íåãî ñëåäóåò ÷èñëî 1x d¹ - . Èòàê, ó íàñ èìåþò-
ñÿ ïîäðÿä èäóùèå ïî îêðóæíîñòè ÷èñëà n – 1,
n – 2, …, d + 1, d, x , y , ... Òàê êàê

( ) ( )1 1x d x d+ + = + +  äåëèòñÿ íà d, òî x + 1
äåëèòñÿ íà d, â ÷àñòíîñòè, 1x d³ - . Íî x îò-
ëè÷íî îò ÷èñåë d – 1, d, …, n – 2, n – 1; çíà÷èò,
åäèíñòâåííûé îñòàâøèéñÿ âàðèàíò – ýòî x = n.
Ïóñòü n = 2k + 1. Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ÷èñëî
n + 1 = 2 k + 2 äåëèòñÿ íà d; òàê êàê d < n, èìååì

1d k£ + . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, 1y d k£ - £  (òàê
êàê âñå ÷èñëà, áîëüøèå d – 1, óæå èñïîëüçîâà-
íû). Îòñþäà ( )1d y k k n+ £ + + = . Òàê êàê
d + y äîëæíî äåëèòüñÿ íà x = n, ïðèõîäèì ê
åäèíñòâåííîé âîçìîæíîñòè : d = k + 1, x = n, y =
= k. Èòàê, ó íàñ èìåþòñÿ ïîäðÿä èäóùèå ïî
îêðóæíîñòè ÷èñëà 2 k, 2k – 1, 2 k – 2, …, k + 2,
k + 1, 2 k + 1, k, a, ...
Òàê êàê 1a k£ - (âñå ÷èñëà, áîëüøèå k – 1, óæå
èñïîëüçîâàíû) è ÷èñëî ( ) ( )2 1 2 1k a k a+ + = + +
äåëèòñÿ íà k, îäíîçíà÷íî íàõîäèì a = k – 1.
Àíàëîãè÷íî, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîäîë-
æàåòñÿ äàëåå ÷èñëàìè k – 1, k – 2, …, b + 1, b,
èäóùèìè ïîäðÿä ïî óáûâàíèþ, à äàëåå ñëåäóåò

÷èñëî y, îäíîçíà÷íî íàõîäèì y = b – 1 (ïîñêîëü-
êó b + 1 + y äåëèòñÿ íà b è 1y b£ - ).
Èòàê, ìû ïðèõîäèì ê êðóãîâîé ðàññòàíîâêå 2 k,
2k – 1, 2 k – 2, …, k + 2, k + 1, 2 k + 1, k, k – 1,
k – 2, …, 1, êîòîðàÿ, î÷åâèäíî, óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ (è îòëè÷íà îò íàéäåííîé ðàíåå).
6. Ïóñòü n = kd. Òîãäà íà äîñêå ïðèñóòñòâóåò
äðîáü

1
n k kd k

d
k k
- -

= = - ,

÷òî è òðåáîâàëîñü.
7. Íåâåðíî.
Ïðèâåäåì îäèí èç âîçìîæíûõ ïðèìåðîâ. Èç äâóõ
ðàâíûõ ðàâíîáåäðåííûõ (íî íå ðàâíîñòîðîííèõ)
òðåóãîëüíèêîâ ñîñòà-
âèì äåëüòîèä , ïðè-
ëîæèâ èõ äðóã ê äðó-
ãó ðàâíûìè ñòîðîíà-
ìè, êàê ïîêàçàíî íà
ðèñóíêå 7. Êàæäûé
èç ýòèõ äâóõ òðåó-
ãîëüíèêîâ ðàçîáüåì
âûñîòîé íà äâà ðàâ-
íûõ òðåóãîëüíèêà. Â
ðåçóëüòàòå äåëüòîèä
îêàæåòñÿ ñîñòàâëåí-
íûì èç ÷åòûðåõ ðàâíûõ ïðÿìîóãîëüíûõ òðåó-
ãîëüíèêîâ.
8. 100000.
Ðàçîáüåì äîñêó íà 2100  êâàäðàòîâ 10 10´ . Ïî-
êàæåì, ÷òî â êàæäîì êâàäðàòå ìîæåò ñòîÿòü íå
áîëåå 10 ãåïàðäîâ, íå áüþùèõ äðóã äðóãà, –
îòñþäà áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî îáùåå ÷èñëî ãåïàð-
äîâ íå ìîæåò ïðåâîñõîäèòü 2100 10 100000× = .
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé êâàäðàò Q ðàçìåðà
10 10´  è ïðîèçâîëüíîãî ãåïàðäà g â íåì. Ãåïàðä
g áüåò âñå êëåòêè êâàäðàòà, êðîìå êëåòîê, ëåæà-
ùèõ ñ íèì â îäíîé ñòðîêå èëè â îäíîì ñòîëáöå.
Åñëè îäèí èç îñòàëüíûõ ãåïàðäîâ g¢ â êâàäðàòå
Q ñòîèò â îäíîé ñòðîêå ñ g, à åùå îäèí, g¢¢, – â
îäíîì ñòîëáöå ñ g, òî g¢è g¢¢ ñòîÿò â ðàçíûõ
ñòðîêàõ è ñòîëáöàõ è, ñëåäîâàòåëüíî, áüþò äðóã
äðóãà; ýòî íåâîçìîæíî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, áåç
îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, âñå ãåïàðäû â êâàäðàòå
Q ñòîÿò â îäíîé ñòðîêå ñ g, ò.å. èõ íå áîëüøå 10.
Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî îáùåå ÷èñëî
ãåïàðäîâ íå ìîæåò ïðåâîñõîäèòü 100000; îñòà-
ëîñü ïðèâåñòè ïðèìåð, êîãäà ýòà îöåíêà äîñòèãà-
åòñÿ. Ïðîíóìåðóåì ñòîëáöû äîñêè ïîäðÿä ÷èñëà-
ìè 1, 2, …, 1000. Ðàññòàâèì ãåïàðäîâ íà âñå
êëåòêè ñòîëáöîâ, íîìåðà êîòîðûõ äåëÿòñÿ íà 10.
Ýòèõ ãåïàðäîâ áóäåò 1000 100 100000× = , è îíè
íå áóäóò áèòü äðóã äðóãà.

Ðèñ. 7



Ê Â À Í T  $ 2 0 1 8 / ¹ 358
11 êëàññ

1. 9 îòðåçêîâ.
Ñíà÷àëà äîêàæåì,
÷òî âñå 10 îòðåçêîâ
íå ìîãóò èìåòü äëè-
íó 1. Ïðåäïîëîæèì
ïðîòèâíîå. Ïóñòü
ABCDE  – ïÿòèóãîëü-
íèê, O – òî÷êà âíóò-
ðè íåãî è âñå 10 ïðî-
âåäåííûõ îòðåçêîâ
èìåþò äëèíó 1
(ðèñ.8). Òîãäà òðå-

óãîëüíèêè OAB , OBC , OCD, ODE  è OEA –
ïðàâèëüíûå, ïîýòîìó

AOB BOCÐ = Ð =

60COD D OE AOE= Ð = Ð = Ð = ° .

Ñóììà æå ýòèõ óãëîâ äîëæíà áûòü ðàâíà 360° ,
îäíàêî 5 60 300× ° = ° – ïðîòèâîðå÷èå.
Îñòàëîñü ïðèâåñòè ïðèìåð, êîãäà 9 îòðåçêîâ

èìåþò äëèíó 1
(ðèñ.9). Îòìåòèì
íà ïëîñêîñòè òî÷êè
A è O, íà ðàññòîÿ-
íèè 1, âûáåðåì ïîñ-
ëåäîâàòåëüíî òî÷êè
B, C, D  è E òàê,
÷òîáû òðåóãîëüíè-
êè AOB , BOC ,
COD è DOE áûëè
ðàâíîñòîðîííèìè.

Òîãäà òî÷êà O ëåæèò âíóòðè ïÿòèóãîëüíèêà
ABCDE , è èç 10 ïðîâåäåííûõ îòðåçêîâ âñå,
êðîìå AE, èìåþò äëèíó 1.
2. Äà, îáÿçàòåëüíî.
Ïîêàæåì, ÷òî òðåáóåìîìó óñëîâèþ óäîâëåòâîðÿ-
þò ëþáûå  äâà ñòîëáöà òàáëèöû. Âûêèíåì èç
òàáëèöû âñå ñòîëáöû, êðîìå äâóõ ðàññìàòðèâàå-
ìûõ. Îáùåå ÷èñëî íóëåé â ýòèõ ñòîëáöàõ áîëüøå
îáùåãî ÷èñëà åäèíèö; ýòî çíà÷èò, ÷òî íóëåé â
íèõ íå ìåíüøå 1002. Åñëè â ïîëó÷åííîé òàáëèöå
åñòü k ñòðîê ñ äâóìÿ íóëÿìè, òî èìåþòñÿ åùå
õîòÿ áû 1002 – 2 k ñòðîê ñ îäíèì íóëåì è,
ñëåäîâàòåëüíî, íå áîëåå ( )1001 1002 2k k- - - =

1k= -  ñòîëáöîâ ñ äâóìÿ åäèíèöàìè. Îñòàëîñü
çàìåòèòü, ÷òî k – 1 < k.
3. Òàê êàê 135ABCÐ = °, òî 90AOCÐ = °. Òàê
êàê OM  – ìåäèàíà â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíè-
êå AOC, èìååì OM  = AM  = M C. Íà ïðîäîëæå-
íèè îòðåçêà OM  çà òî÷êó M  îòìåòèì òî÷êó E
òàê, ÷òî OM  = ME  (ðèñ.10). Ïîñêîëüêó ÷åòûðåõ-
óãîëüíèê ABC D  âïèñàííûé, BM MD× =

AM M C OM ME= × = × . Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà E
ëåæèò íà îêðóæíîñòè �*. Òî÷êà O ëåæèò íà

ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå ê îòðåçêó AC, ïî-
ýòîìó AC OM^ . Çíà÷èò, ïðÿìàÿ AC ÿâëÿåòñÿ
ñåðåäèííûì ïåðïåíäèêóëÿðîì ê îòðåçêó OE.
Ïîñêîëüêó îòðåçîê OE ÿâëÿåòñÿ õîðäîé îêðóæ-
íîñòè �*, åå öåíòð ëåæèò íà ïðÿìîé AC.
4. Íåò, íå ìîãóò.
Ðàññìîòðèì ïîïàðíûå ðàçíîñòè âûïèñàííûõ ÷è-
ñåë. Çà îäíó îïåðàöèþ íàáîð ðàçíîñòåé x – y ,
y – z , z – x  ïåðåõîäèò â íàáîð ( ) ( )y x x y z- + + ,
( ) ( )z y x y z- + + , ( ) ( )x z x y z- + + . Òàê êàê â
èñõîäíûé ìîìåíò ýòè ðàçíîñòè ðàâíÿëèñü
1 2 2- , –1 è 2 2 , â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè
ïîïàðíûå ðàçíîñòè áóäóò èìåòü âèä ( )1 2 2A - ,
–A è 2 2A  ïðè íåêîòîðîì A. Ýòè òðè ðàçíîñòè
ìîãóò áûòü îäíîâðåìåííî ðàöèîíàëüíûìè ëèøü
ïðè A = 0. Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ýòîãî íå
ïðîèçîéäåò.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñëå n-é ìèíóòû ÷èñëî A
âïåðâûå îáíóëèëîñü. Èç íàøèõ ôîðìóë âûòåêà-
åò, ÷òî ïîñëå ( )1n - -é ìèíóòû âïåðâûå îáíóëè-
ëàñü ñóììà âûïèñàííûõ ÷èñåë. Íî èçíà÷àëüíî
ñóììà âûïèñàííûõ ÷èñåë íåíóëåâàÿ, à ïîñëå
ïåðâîé æå ìèíóòû âñå îíè ñòàíîâÿòñÿ íåîòðèöà-
òåëüíûìè, ïîñêîëüêó

2
2 2 23

0
2 4
b

a ab b a bæ ö+ + = + + ³ç ÷è ø
,

ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ ëèøü ïðè a = b =
= 0. Çíà÷èò, ïîñëå ( )1n - -é ìèíóòû âñå ÷èñëà íà
äîñêå îêàçàëèñü íóëåâûìè. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò
òîìó, ÷òî ïîñëå n-é ìèíóòû A îáíóëèëîñü âïåð-
âûå: âåäü â ýòîì ñëó÷àå ïîñëå ( )1n - -é ìèíóòû
âñå ïîïàðíûå ðàçíîñòè ÷èñåë óæå äîëæíû áûòü
íóëåâûìè.
5. 4000 âûñòðåëîâ.
Áóäåì íàçûâàòü ëîäî÷êó ãîðèçîíòàëüíîé  èëè
âåðòèêàëüíîé  â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ãîðèçîí-
òàëüíû èëè âåðòèêàëüíû åå ïàðàëëåëüíûå ñòî-
ðîíû.
Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî 4000 âûñòðåëîâ õâàòèò.
Ðàçîáüåì êâàäðàò 100 100´  íà 400 êâàäðàòîâ
ðàçìåðîì 5 5´ , è â êàæäîì êâàäðàòå ïðîèçâå-

Ðèñ. 8

Ðèñ. 9

Ðèñ. 10
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äåì 10 âûñòðåëîâ, êàê
ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 11.
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî â
êàæäîé ñòðîêå è â êàæ-
äîì ñòîëáöå ìåæäó ñî-
ñåäíèìè âûñòðåëàìè
íåëüçÿ âñòàâèòü ëîäî÷-
êó; çíà÷èò, îäèí èç âûñ-
òðåëîâ îáÿçàòåëüíî ïî-
òîïèò ëîäî÷êó.
Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî

íåëüçÿ ãàðàíòèðîâàííî ïîòîïèòü ëîäî÷êó ìåíåå
÷åì çà 4000 âûñòðåëîâ. Íà ñåé ðàç ðàçîáüåì
äîñêó íà 2000 ãîðèçîíòàëüíûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ
1 5´  è ïîêàæåì, ÷òî â êàæäûé òàêîé ïðÿìîó-
ãîëüíèê íàäî ñäåëàòü õîòÿ áû äâà âûñòðåëà.
Äåéñòâèòåëüíî, â ëåâûå òðè êëåòêè ïðÿìîóãîëü-
íèêà íóæíî ñäåëàòü õîòÿ áû îäèí âûñòðåë, èíà-
÷å â íèõ ìîãëà ðàñïîëîæèòüñÿ íåïîòîïëåííàÿ
ëîäî÷êà; òî æå âåðíî äëÿ åãî ïðàâûõ òðåõ êëå-
òîê. Çíà÷èò, â ýòîò ïðÿìîóãîëüíèê ìîãëî áûòü
ñäåëàíî íå áîëåå îäíîãî âûñòðåëà, òîëüêî åñëè
åäèíñòâåííûé âûñòðåë ïîïàë â öåíòðàëüíóþ êëåò-
êó ïðÿìîóãîëüíèêà. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè,
ýòîò âûñòðåë áûë ïðîèçâåäåí â ëåâûé íèæíèé
òðåóãîëüíè÷åê ýòîé êëåòêè; íî òîãäà ëîäî÷êà,
ðàñïîëîæåííàÿ êàê íà ðèñóíêå 12, íå áóäåò ïî-
òîïëåíà.

7. Âåðíî.
Ïîäñòàâèì â äàííîå ðàâåíñòâî – y âìåñòî y. Ïî-
ëó÷èì

( ) ( ) 2
2 2

x y x y
f x f y f f

- +æ ö æ ö+ - = ç ÷ ç ÷è ø è ø.

Èòàê, ( ) ( ) ( ) ( )f x f y f x f y+ = + - , îòêóäà äëÿ
âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ y ïîëó÷èì ( ) ( )f y f y= - .
Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ ( )f x  ÷åòíàÿ.
10. Ïóñòü 1O  è 2O  – öåíòðû ñôåð 1�Z  è 2�Z
ñîîòâåòñòâåííî. Îòìåòèì (ôèêñèðîâàííûå) ñå-
ðåäèíû S è K  îòðåçêîâ 1 2O O  è AB ñîîòâåòñòâåí-
íî, à òàêæå (ïåðåìåííûå) ñåðåäèíû L , M  è N
îòðåçêîâ BY , XY  è AX ñîîòâåòñòâåííî (ðèñ.1 3).
Òàê êàê îòðåçêè AX è BY  ïàðàëëåëüíû, îòðåçîê
KM  òàêæå èì ïàðàëëåëåí. Êàê èçâåñòíî, ÷åòû-
ðåõóãîëüíèê KLM N – ïàðàëëåëîãðàìì, ïîýòîìó
îòðåçêè KM  è LN èìåþò îáùóþ ñåðåäèíó T.
Ïðîâåäåì ïëîñêîñòü �D ÷åðåç T ïåðïåíäèêóëÿð-
íî AX; òàê êàê KM AXP , âñå òî÷êè ýòîé ïëîñ-
êîñòè ðàâíîóäàëåíû îò òî÷åê K  è M . Ïîñêîëüêó
T – ñåðåäèíà LN, òî÷êè L  è N  ðàâíîóäàëåíû îò
�D è ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò íåå (ëèáî îáå

ëåæàò â �D). Òàê êàê îòðåçêè 1O N  è 2O L
ïåðïåíäèêóëÿðíû AX, îíè ïàðàëëåëüíû �D; òîã-
äà òî÷êè 1O  è 2O  òàêæå ðàâíîóäàëåíû îò �D,
ïîýòîìó ñåðåäèíà S îòðåçêà 1 2O O  ëåæèò â �D.
Èòàê, SK = SM .
Òàêèì îáðàçîì, åñëè òî÷êè S è K  íå ñîâïàäàþò,
ñåðåäèíà M  îòðåçêà XY  ëåæèò íà ñôåðå ñ öåíò-
ðîì â òî÷êå S è ðàäèóñîì, ðàâíûì äëèíå îòðåçêà
SK. Åñëè æå S = K , òî S = M , è ñåðåäèíû âñåõ
îòðåçêîâ XY  ñîâïàäàþò. Â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèþ
óäîâëåòâîðÿåò ëþáàÿ ñôåðà, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç
òî÷êó S.

Ðèñ. 11

Ðèñ. 12

Ðèñ. 13

ÐÅÃÈÎÍÀËÜÍÛÉ ÝÒÀÏ LII ÂÑÅÐÎÑÑÈÉÑÊÎÉ
ÎËÈÌÏÈÀÄÛ ØÊÎËÜÍÈÊÎÂ ÏÎ ÔÈÇÈÊÅ

7 êëàññ

1. Ïðèëîæèâ ê ðèñóíêó ëèíåéêó, ìîæíî îïðåäå-
ëèòü, ÷òî 1 4 ì/ñ ñîîòâåòñòâóåò 87 óä/ìèí. Ñëå-
äîâàòåëüíî, 90 óä/ìèí = 52 êì/÷; ïîêàçàíèÿ
ñïèäîìåòðà 55 óä/ìèí = 32 êì/÷ ; 1 óä =
= 9,7 ì.

2. ë 1 2

p 2 1

5
2

v s s
v s s

��
� � 

��
; 1 ë

p

1 3300 ì
2
s v

s
v

�§ �·
� �� � �¨ �¸�¨ �¸

�© �¹
.

3. Òàê êàê äëèíû ÷àñòåé ñòåðæíÿ îäèíàêîâû, à
ëèíåéíûå ïëîòíîñòè îòëè÷àþòñÿ â 3 ðàçà, âî
ñòîëüêî æå ðàç îòëè÷àþòñÿ è èõ ìàññû. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ëèíèÿ ðàçðåçà îòñåêàåò äâå òðåòè òÿæå-
ëîé ïîëîâèíû, ëèíåéíàÿ ïëîòíîñòü îäíîðîäíîé
êîðîòêîé ÷àñòè ðàâíà

I 1 60 ã äì�O � �O � ,

à ñîñòàâíîé äëèííîé ÷àñòè –

1 2
II

6 2
30 ã äì

2 3
�O �O

�O
+

= = .

4. Ïðîùå âñåãî íå ðåøàòü çàäà÷ó àíàëèòè÷åñêè,
à ïðîäëèòü (ýêñòðàïîëèðîâàòü) äàííûé ãðàôèê
äî îáúåìà 30 äì  è äî ïëîòíîñòè 32,2 ã ñì . Â
ïåðâîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷èì ïëîòíîñòü æèäêîñòè :

3
0 0,8 ã ñì�U � , à âî âòîðîì – îáúåì ñîñóäà :

3
0 14 äìV � .
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8 êëàññ

1. Èç óñëîâèÿ íå î÷åâèäíî, íà êàêîì ó÷àñòêå
(âòîðîì èëè òðåòüåì) ñêîðîñòü áîëüøå. Ïî îï-
ðåäåëåíèþ, ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü íà âñåì ïóòè

cpv s t� , ãäå s – âñå ïðîéäåííîå ðàññòîÿíèå, à t
– âñå âðåìÿ äâèæåíèÿ. Òîãäà ñêîðîñòü íà âòîðîì

ó÷àñòêå 2
cp

3
2 4

s
v

t
� , ïðîéäåííîå íà ýòîì ó÷àñòêå

ðàññòîÿíèå 2 3 8s s� , à äëèíà îñòàâøåãîñÿ òðå-
òüåãî ó÷àñòêà 7 24s . Âðåìÿ äâèæåíèÿ íà ïåðâîì

è òðåòüåì ó÷àñòêàõ 
3 7
4 3 48

s s
t

v v
� �� , îòêóäà

23
36

s
v

t
� , èëè cp

36
72 êì ÷

23
v v� � .

Íî

cp
3

108 êì ÷ 2 92 êì ÷
2

v v� �! � .

Îêîí÷àòåëüíî, ìàêñèìàëüíàÿ ñêîðîñòü

max cp
3

108 êì ÷
2

v v� � .

2. Ñðåäíÿÿ ëèíåéíàÿ ïëîòíîñòü âñåé ïðîâîëîêè

cp
m
l

�O � , ãäå m – ìàññà âñåé ïðîâîëîêè, à l  – åå

äëèíà. Ïî óñëîâèþ ìàññà ïåðâîé ÷àñòè

1 2 3 6
m m m

m � �� � . Îòêóäà

1 cp
4 2
6 3
m
l

�O � � �O, èëè cp 1
3

45 ã äì
2

�O � �O � .

Òàê êàê ìàññà âòîðîé ÷àñòè ïðîâîëîêè ôèêñèðî-
âàíà, òî ìèíèìàëüíàÿ ëèíåéíàÿ ïëîòíîñòü 2�O
äîñòèãàåòñÿ ïðè ìàêñèìàëüíîé äëèíå âòîðîé ÷àñ-
òè. Íî îíà, ïî óñëîâèþ, íå ìîæåò ïðåâûñèòü
3 4l , îòêóäà

2
4
9
m
l

�O � = cp
4

20 ã äì
9

�O � .

3. Ñèëà äàâëåíèÿ íà äíî ñîñóäà ðàñïðåäåëåíà
ðàâíîìåðíî ïî âñåé ïëîùàäè, íå çàâèñèò îò ìåñ-
òà ïîãðóæåíèÿ â æèäêîñòü òåëà ìàññîé 2 m è
ðàâíà

AF mg F� �� ,

ãäå AF  – ñèëà Àðõèìåäà. Èç óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ
ïîãðóæåííîãî òåëà :

A 2T F mg�� � ,

ãäå T – ñèëà íàòÿæåíèÿ íèòè, óñëîâèÿ ðàâíîâå-
ñèÿ ïîäâåøåííîãî ãðóçà :

xT m g� ,

è ïðàâèëà ìîìåíòîâ äëÿ ðû÷àãà :

3 2mgl F l� �˜

íàõîäèì
3
2xm m� .

4. Òàê êàê ïîñëå ïåðâîãî óìåíüøåíèÿ ìàññû
âîäû âäâîå íå ïðîèçîøëî óâåëè÷åíèÿ âäâîå ñêî-
ðîñòè ðîñòà òåìïåðàòóðû, ïðåíåáðåãàòü òåïëîåì-
êîñòüþ ÷àéíèêà íåëüçÿ. Çàïèøåì óðàâíåíèÿ òåï-
ëîâîãî áàëàíñà äëÿ òðåõ ñëó÷àåâ :

�� �� �� ��1 0 1 0 1 0N C t t C t t�W � �� �� �� ,

�� �� �� �� �� ��2 0 2 1 2 12N C t t C t t�W � �� �� �� ,

�� �� �� �� �� ���� ��3 0 3 2 3 22 4N C t t C t t�W � �� �� �� ,

ãäå 0C  è Ñ – òåïëîåìêîñòè ÷àéíèêà è íà÷àëüíîé
ìàññû âîäû ñîîòâåòñòâåííî, è íàéäåì

3 4,5 ìèí�W � .

9 êëàññ

1. Áåçîïàñíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó ìàøèíàìè ñêëà-
äûâàåòñÿ èç ðàçíîñòè òîðìîçíûõ ïóòåé äî ïîë-
íîé îñòàíîâêè è äëèíû ó÷àñòêà, íà êîòîðîì
çàäíèé àâòîìîáèëü äâèæåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêî-
ðîñòüþ äî íà÷àëà òîðìîæåíèÿ :

2 2

1
1 22 2

v v
L v

a a
� �W �� �� , 

2 2

2
2 12 2

v v
L v

a a
� �W �� �� .

Îòñþäà íàõîäèì

1 2 25 ì ñ
2

L L
v

��
� � 

�W
, 2 1

2
1 2

a L L
a a v

�' ��
� ,

è 20,12 ì ña�' �| .

2. Èç óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ ïîðøíÿ pS Mg� ��

0p S�� , ãäå 0p p gh� �� �U , íàõîäèì

M hS� �U .

Îäíàêî íè ñå÷åíèå ïîðøíÿ, íè ñå÷åíèå òðóáêè
íå äàíû. Îáðàòèìñÿ ê ñâÿçè îáúåìà íàëèòîé
âîäû è ïîäúåìà óðîâíÿ. Ïîñêîëüêó äàâëåíèå
âîçäóõà â ñîñóäå ïîñòîÿííî, òî îñòàåòñÿ ïîñòîÿí-
íîé ðàçíîñòü óðîâíåé âîäû ñïðàâà è ñëåâà, à
èìåííî îíà ðàâíà h, è ïîýòîìó îáà ýòè óðîâíÿ
ïîäíèìàþòñÿ íà y. Ïîêà âîäà íå ïîïàëà â ñîñóä,
V  = 2 sy, ãäå s – ñå÷åíèå òðóáêè. Ýòîìó îòâå÷àåò
íà÷àëüíàÿ ëèíåéíàÿ ÷àñòü ãðàôèêà, ïî åå íàêëî-
íó íàõîäèì ñå÷åíèå òðóáêè :

2

íà ÷

1
2,5 ñì

2
V

s
y

�§ �·�'
� � �¨ �¸�'�© �¹

.

Èñêðèâëåííàÿ ÷àñòü ãðàôèêà îòâå÷àåò çàïîëíå-
íèþ êîíè÷åñêîé ÷àñòè ñîñóäà. Êîãäà âîäà äîéäåò
äî öèëèíäðè÷åñêîé ÷àñòè, òî ïðèðàùåíèå îáúå-
ìà áóäåò V S y s y�' � �' �� �' . Ýòî îòâå÷àåò êîíå÷-
íîé ëèíåéíîé ÷àñòè ãðàôèêà, èç åå íàêëîíà
íàõîäèì

2

êîí

35 ñì
V

S s
y

�§ �·�'
�� � � �¨ �¸�'�© �¹

, è 232,5 ñìS � .
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Òîãäà

650 ãM hS� �U � .

Îáúåì êîíè÷åñêîé ÷àñòè ñîñóäà xV V s y� �' �� �' ,
ãäå 3120 ñìV�' �  è y�'  = 9 ñì äëÿ èñêðèâëåí-
íîãî ó÷àñòêà ãðàôèêà, ïîýòîìó

398 ñìxV � .

3. Ñèëà äàâëåíèÿ íà äíî ñîñóäà ðàñïðåäåëåíà
ðàâíîìåðíî ïî âñåé ïëîùàäè, íå çàâèñèò îò ìåñ-
òà ïîãðóæåíèÿ â æèäêîñòü òåëà è ðàâíà

AF mg F� �� ,

ãäå AF  – ñèëà Àðõèìåäà. Çàïèøåì óñëîâèå ðàâ-
íîâåñèÿ òåëà :

A 2T F mg�� � ,

ãäå T – ñèëà íàòÿæåíèÿ íèòè, óñëîâèå ðàâíîâå-
ñèÿ ãðóçà:

xT N m g�� � ,

ãäå N – ñèëà ðåàêöèè îïîðû, è ïðàâèëî ìîìåí-
òîâ äëÿ ðû÷àãà:

4 3mgl Fl N l� �� �˜ .

Íåèçâåñòíûõ áîëüøå, ÷åì óðàâíåíèé, è áåç ââå-
äåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé ñèñòåìó ðåøèòü
íåâîçìîæíî.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðóç – î÷åíü ëåãêèé, òîãäà
ðû÷àã íà÷íåò ïåðåâåøèâàòü, åãî ïðàâàÿ ÷àñòü
ïîéäåò ââåðõ è íèòü ïðîâèñíåò ( T = 0). Ðåøàÿ
ñèñòåìó óðàâíåíèé, ïîëó÷èì íèæíþþ ãðàíèöó
çíà÷åíèé ìàññû ãðóçà : 3xm m� . Â ñëó÷àå åñëè

xm  âåëèêî, ïðàâàÿ ÷àñòü ðû÷àãà íà÷èíàåò äâè-
æåíèå âíèç, òåëî ìàññîé 2 m ïåðåñòàåò äåéñòâî-
âàòü íà âîäó, ñèëà Àðõèìåäà îáðàùàåòñÿ â íîëü.
Òîãäà ðåøåíèå ñèñòåìû äàåò 3xm m� . Èòàê,

3
3 x
m

m m�� �� .

4. Ñîïðîòèâëåíèå R öèëèíäðîâ ïðîïîðöèîíàëü-
íî èõ äëèíå l  è èõ òåïëîåìêîñòè C, ïîýòîìó

1 1 01

2 2 02

C l R
C l R

� � .

Ñ ó÷åòîì ýòîãî èç óðàâíåíèÿ òåïëîâîãî áàëàíñà

�� ��1 1 2 2 1 2C t C t C C t�� � ��

ïîëó÷èì

1 1 2 2 01 1 02 2

1 2 01 02

C t C t R t R t
t

C C R R
�� ��

� � 
�� �� .

Òåïåðü íàéäåì èçìåíåíèÿ òåìïåðàòóðû :

�� ��02 2 1
1 1

01 02

R t t
t t t

R R

��
�' � �� � 

��
,

�� ��01 1 2
2 2

01 02

R t t
t t t

R R

��
�' � �� � 

��

è èçìåíåíèÿ ñîïðîòèâëåíèé öèëèíäðîâ :

( ) 01 02
1 01 1 2 1

01 02

R R
R R t t t

R R
�' �E�' �E= = -

+
,

( ) 01 02
2 02 2 1 2

01 02

R R
R R t t t

R R
�' �E�' �E= = -

+
.

Âèäíî, ÷òî èçìåíåíèå ñîïðîòèâëåíèÿ ñîñòàâíîãî
öèëèíäðà ðàâíî íóëþ :

1 2 0R R R�' � �' �� �' � .

Ñëåäîâàòåëüíî, ñîïðîòèâëåíèå ñîñòàâíîãî öèëèí-
äðà ïðè íàãðåâå íå èçìåíèòñÿ è áóäåò ðàâíî

1 2R R R� �� .

5. à) Íà ðèñóíêå 1 4 ïðèâåäåíà ýêâèâàëåíòíàÿ
ñõåìà öåïè äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ. Ñèëà òîêà, òåêóùå-

ãî ÷åðåç àìïåðìåòð, ïîäêëþ÷åííûé ê òî÷êàì A è
D , ðàâíà 0 A 15 AADI U R� � .  Ï îñêîëüêó

A VR R= , ïðè ðàñ÷åòå ñèëû òîêîâ, òåêóùèõ
÷åðåç âîëüòìåòðû, ñîïðîòèâëåíèåì àìïåðìåòðîâ
ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Òîãäà

0 1,5 BAC BC B DU U U U� � � � ,
4

0 V 1,5 10  AAC BC BDI I I U R ��� � � � �˜ ,
43,0 10  AAB BC BDI I I ��� �� � �˜ ,
43,0 10  ACD BC ACI I I ��� �� � �˜ .

á). Íà ðèñóíêå 1 5 ïðèâåäåíà ýêâèâàëåíòíàÿ ñõå-
ìà öåïè äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ. Íàïðÿæåíèå íà âîëüò-
ìåòðå, ïîäêëþ÷åííîì ê òî÷êàì B è C, ðàâíî

0 1,5 BBCU U� � . Òîãäà

�� ��0 A3 5,0 ABA AD DCI I I U R� � � � ,

A2 1,0 BBD BA AD BAU U U R I� �� � � ,

A2 1,0 BAC AD D C D CU U U R I� �� � � .

Ðèñ. 14

Ðèñ. 15



Ê Â À Í T  $ 2 0 1 8 / ¹ 362

Ðèñ. 16

Ðèñ. 17

10 êëàññ

1. Ðàññìîòðèì âåêòîðû íà÷àëüíûõ ñêîðîñòåé áðóñ-
êà è ôàíåðû è èõ èçìåíåíèÿ çà íåêîòîðûé ìà-

ëûé ïðîìåæóòîê âðå-
ìåíè t�' . Íà ðèñóíêå
16 âåêòîð OA

uuur
 ñîîòâåò-

ñòâóåò ñêîðîñòè áðóñ-
êà, âåêòîð OB

uuuur
 – ñêî-

ðîñòè ôàíåðû â íà÷àëü-
íûé ìîìåíò âðåìåíè.
Âåêòîðû èçìåíåíèé èõ
ñêîðîñòåé v�'

r
 ðàâíû ïî

ìîäóëþ (òàê êàê ìàñ-
ñû ðàâíû) è íàïðàâëå-
íû âäîëü âåêòîðà èõ
îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñ-
òè. ×åðåç âðåìÿ t�'

êîíöû âåêòîðîâ íîâûõ ñêîðîñòåé 1OA
uuur

 è 1OB
uuuur

ïî-ïðåæíåìó ëåæàò íà AB è ñèëû òðåíèÿ, äåé-
ñòâóþùèå íà òåëà, íàïðàâëåíû âäîëü AB. Ñêîðî-
ñòè áðóñêà è ôàíåðû áóäóò èçìåíÿòüñÿ äî òåõ
ïîð, ïîêà íå âûðîâíÿþòñÿ ïî âåëè÷èíå è íàïðàâ-
ëåíèþ, à òî÷êè 1A  è 1B  íå îêàæóòñÿ íà ñåðåäèíå
AB. Äàëüíåéøåå î÷åâèäíî èç ãåîìåòðèè (ðèñ.17).
Ñêîðîñòü áðóñêà óìåíüøàåòñÿ, ïîêà íå äîñòèãíåò

ïîñòîÿííîãî çíà÷åíèÿ, ðàâ-
íîãî

2OM AB v� � .

Ìèíèìàëüíàÿ ñêîðîñòü ëè-
ñòà ôàíåðû äîñòèãàåòñÿ
ïðåæäå, ÷åì ñêîðîñòè óñòà-
íîâÿòñÿ, îíà ðàâíà

2 sin 30 3 2OB OA v� �˜ �q � .
2. Ïîñëå ïåðâîãî ñòîëêíî-
âåíèÿ ñêîðîñòü ïðàâîãî
áðóñêà ��1 2u mv M� ��

�� 2m v�� � , ñêîðîñòü òåëåæ-

êè �� �� �� ��1 2v v m M M m v� �� �� � �� , çíàê ìèíóñ
îçíà÷àåò, ÷òî òåëåæêà íà÷íåò äâèãàòüñÿ âëåâî.
Ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ ñ ëåâûì áðóñêîì òåëåæêà
áóäåò äâèãàòüñÿ âïðàâî ñî ñêîðîñòüþ 4v , à
ñêîðîñòü ïðàâîãî áðóñêà ïîñëå âòîðîãî ñòîëêíî-
âåíèÿ ñ òåëåæêîé ñòàíåò 2 18 4v v v� � . Ñîîò-
âåòñòâåííî, 3 2 4v v�  è ò.ä. Êèíåòè÷åñêèå ýíåð-
ãèè ïðàâîãî áðóñêà áóäóò èçìåíÿòüñÿ òàêæå â
ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè, íî ñî çíàìåíàòåëåì
1 16 . Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ïîñëå êàæäîãî ñòîëê-
íîâåíèÿ îòíîøåíèå êèíåòè÷åñêèõ ýíåðãèé ïðàâî-
ãî è ëåâîãî áðóñêîâ îñòàåòñÿ îäèíàêîâûì è ðàâ-
íûì 4, òîãäà ë ï 4L L= . Ñ ó÷åòîì ðàáîòû ñèëû
òðåíèÿ èìååì

�� ��
2

ë ï2
mv

Mg L L� �P �� ,

à òàê êàê 3m M� , òî ïîëó÷àåì
2

ï
2

15
v

L
g

� 
�P

 è 
2

ë 30
v

L
g

� 
�P

.

3. Ìàññó ïóçûðüêà âîçäóõà ìîæíî íå ó÷èòûâàòü,
ïîýòîìó ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ äâèæåíèþ ðàâíà
ñèëå Àðõèìåäà :

AF F� , èëè 34
3

krv r g� �S �U,

îòêóäà
24

3
r g

v
k

�S �U
� .

Â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíîì Áîéëÿ–Ìàðèîòòà,

�� �� �� ��3 3
0 0 0 0

4 4
3 3

r p gh r p gh
�S �S

�� �U � �� �U ,

èëè 
1 3

0 0
0

0

p gh
r r

p gh

�§ �·�� �U
� �¨ �¸

�� �U�© �¹
.

Òàêèì îáðàçîì,
2 32

0 0 0

0

4
3

gr p gh
v

k p gh

�§ �·�S�U �� �U
� �¨ �¸

�� �U�© �¹
,

è ñêîðîñòè ïóçûðüêà âáëèçè äíà �� ��0v h  è ó
ïîâåðõíîñòè �� ��0v  îòíîñÿòñÿ êàê

�� ��
�� ��

2 3
0 0

0 0

0v p gh
v h p

�§ �·�� �U
� �¨ �¸

�© �¹
.

Îòíîøåíèå ñêîðîñòåé ìîæíî îïðåäåëèòü ÷åðåç
îòíîøåíèå óãëîâûõ êîýôôèöèåíòîâ êàñàòåëüíûõ,
ïðîâåäåííûõ ê ãðàôèêó çàâèñèìîñòè �� ��h t  â ñî-
îòâåòñòâóþùèõ òî÷êàõ. Äëÿ íàøåãî ãðàôèêà (äàí-
íîãî â óñëîâèè)

�� ��
�� ��

0 0

0 0

0
1,8, 2,4,

v p gh
v h p

�� �U
�| �|  è 0 14 ìh �| .

Äëÿ îòâåòà íà âòîðîé âîïðîñ çàäà÷è äîñòàòî÷íî
çàìåòèòü, ÷òî íà ëþáîé ãëóáèíå ñêîðîñòü ïó-
çûðüêà ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó åãî íà÷àëüíî-
ãî ðàäèóñà. Ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ ïóçûðüêà ñ íà-
÷àëüíûì ðàäèóñîì 0, 5 ìì ñêîðîñòü áóäåò â ÷åòû-
ðå ðàçà ìåíüøå, ÷åì äëÿ ïóçûðüêà ðàäèóñîì
1 ìì, à âðåìÿ äâèæåíèÿ áóäåò â ÷åòûðå ðàçà
áîëüøå, ò.å. 1 18 ñ�W �| .
Ïðè îòâåòå íà òðåòèé âîïðîñ çàäà÷è ñíà÷àëà
íàéäåì ðàäèóñ ïóçûðüêà, èìåâøåãî 0r  = 1 ìì íà
ãëóáèíå 20 ì, êîãäà îí äîñòèãíåò ãëóáèíû 10 ì :

1 3 1 3
0 0

0 0 0
0

24
20

p gh
r r r

p gh

�§ �·�� �U �§ �·�c� � �¨ �¸ �¨ �¸�� �U �© �¹�© �¹
.

Òàêîé æå ïóçûðåê, â ñîîòâåòñòâèè ñ ãðàôèêîì,
äâèæåòñÿ îò ãëóáèíû 10 ì äî ïîâåðõíîñòè âðåìÿ
t �c = 1,9 ñ. Ïóçûðåê, èìåþùèé íà ýòîé ãëóáèíå

ðàäèóñ 0r  = 1 ìì, áóäåò äâèãàòüñÿ â 
2

0

0

r
r

�§ �c �·
�¨ �¸
�© �¹

 ðàç
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ìåäëåííåå, ò.å. äîñòèãíåò ïîâåðõíîñòè çà âðåìÿ
2

0
2

0

3,3 c
r

t
r

�§ �c �·
�c�W � �|�¨ �¸
�© �¹

.

4. Ïóñòü S – ñå÷åíèå öèëèíäðîâ, �Q – ïîëíîå
÷èñëî ìîëåé ãàçà, R – óíèâåðñàëüíàÿ ãàçîâàÿ
ïîñòîÿííàÿ. Èç óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ èäåàëüíîãî
ãàçà äëÿ íà÷àëüíîé ñèòóàöèè èìååì

0 02p SL RT� �Q .

Ïðè îòêðûòîì êðàíå äàâëåíèå ãàçà ñëåâà è ñïðà-
âà îäèíàêîâî, îáîçíà÷èì åãî p. Òîãäà

1 0pSL RT� �Q , 2pSL RT� �Q ,

ãäå 1�Q è 2�Q  – ÷èñëî ìîëåé ñëåâà è ñïðàâà. Òàê
êàê ñóììàðíîå ÷èñëî ìîëåé íåèçìåííî, òî

1 2�Q � �Q �� �Q. Îòñþäà

0

0

2p T
p

T T
� 

��
.

Ïîñëå çàêðûòèÿ êðàíà ÷èñëî ìîëåé ãàçà ñëåâà è
ñïðàâà îñòàþòñÿ ïðåæíèìè. Â êîíöå òåìïåðàòó-
ðà âåçäå 0T , à îáúåìû ãàçà ñëåâà è ñïðàâà –
ñîîòâåòñòâåííî �� ��L h S��  è �� ��L h S�� . Ðàçíèöà
äàâëåíèé ãàçà ïðè ïåðåïàäå óðîâíåé

 1 2 2p p gh�� � �U .

Âûðàçèì äàâëåíèÿ ÷åðåç óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ è
ïðåäûäóùèå ñîîòíîøåíèÿ :

�� ���� �� �� ���� ��1 0 2 0RT L h S RT L h S�Q �� �� �Q �� � 

= �� �� �� ���� ��0 2pL L h pLT T L h gh�� �� �� � �U .

Ïîäñòàâèâ �� ��0 02p p T T T� �� , ïîëó÷èì óðàâíå-
íèå äëÿ èñêîìîé âåëè÷èíû T:

�� �� �� �� �� �� �� ��
0 0 0

0 0

p LT p LT
gh

T T L h T T L h
�� � �U

�� �� �� �� .

Îòñþäà
�� �� �� ���� ��
�� �� �� ���� ��

0
0

0

L h p L gh L h
T T

L h p L gh L h

�� �� �U ��
� 

�� �� �U ��
.

5. Êàæäûé äèîä ìîæåò áûòü îòêðûò èëè çàêðûò.
Âñåãî âîçìîæíû òðè âàðèàíòà : à) îáà äèîäû
çàêðûòû; á) îäèí äèîä çàêðûò (íàïðèìåð, 1D ),
äðóãîé ( 2D ) îòêðûò; â) îáà äèîäû îòêðûòû.
Ñëó÷àé à): 3AD D C CB ABU U U U� � � , ACU � 

0AD D CU U U� �� �!  – íå ïîäõîäèò.
Ñëó÷àé á) :  1 BD BU � , 0,5 BD C CBU U� � ,

04,5 BACU U� �!  – íå ïîäõîäèò.
Ñëó÷àé â): 0 1 BAC ADU U U� � � .
Òîãäà

1 3 0 4 BH H ABU U U U� � �� � ,

 
2 02 3 BH ABU U U� �� � ,

1 2 3 2 3 2

2 2 2,5 AD D H H H HI I I I kU kU� � �� � �� � .

11 êëàññ

1. Ïóñòü â ðåçóëüòàòå óäàðà ÷åðåç ñòåðæåíü

ïåðåäàåòñÿ èìïóëüñ �� ��p F t dt� �³ , ãäå F – ñèëà
óïðóãîñòè. Çàïèøåì èçìåíåíèå èìïóëüñà äëÿ
ìóôò A è C:

sin 3 ACmv p mv�� �D � .

Òîãäà èçìåíåíèå èìïóëüñà äëÿ ìóôòû B ðàâíî

cos 3 Bp mv�D � .

Èç êèíåìàòè÷åñêîé ñâÿçè ñëåäóåò

tgAC Bv v�D � .

Ðåøàÿ ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé, íàéäåì
2cos

3ACv v
�D

� , 
sin 2

6Bv v
�D

� .

2. Ïðè îòñóòñòâèè òðåíèÿ íàòÿæåíèå ëþáîãî
ó÷àñòêà ëåíòû îäèíàêîâî ïî âåëè÷èíå : T = F.
Åñëè ñèëà äàâëåíèÿ íà ëåíòó ñî ñòîðîíû öèëèí-
äðà – N

uur
, à 1T

ur
 è 2T

ur
 – íàòÿæåíèÿ ëåíòû ñïðàâà è

ñëåâà îò îáõâàòûâàþùåãî öèëèíäðà ó÷àñòêà, òî

1 2 0N T T�� �� � 
uur ur ur

 – ïðè ïðåíåáðåæèìî ìàëîé ìàñ-
ñå ýòîãî ó÷àñòêà ñóììà âåêòîðîâ ñèë, ïðèëîæåí-
íûõ ê íåìó, ðàâíà íóëþ. Â ìîìåíò îòðûâà öè-
ëèíäðà îò ëåíòû 0N � 

uur
 è 1 2 0T T�� � 

ur ur
. Òàê êàê

íàòÿæåíèå íàïðàâëåíî âäîëü ëåíòû, òî îòðûâ
öèëèíäðà îò ëåíòû ïðîèñõîäèò â ìîìåíò, êîãäà
âñÿ ëåíòà ñòàíîâèòñÿ ãîðèçîíòàëüíîé. Ïðè ïåðå-
õîäå â ãîðèçîíòàëüíîå ïîëîæåíèå ñâîáîäíûé êî-
íåö ëåíòû ñìåùàåòñÿ ïî ãîðèçîíòàëè íà

�� ��1 cosx R� �� �D , à ñèëà F
ur

 ñîâåðøàåò ðàáîòó
�� ��1 cosA Fx FR� � �� �D . Ýòà ðàáîòà èäåò íà ïðè-

ðàùåíèå ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè öèëèíäðà :

�� ��
2

1 cos sin
2

mv
FR mgR�� �D � �� �D,

îòêóäà íàõîäèì

�� ��1 cos
2 sin

F
v R g

m

�� �D�§ �·
� �� �D�¨ �¸

�© �¹
.

Îòâåò èìååò ñìûñë, åñëè ïîäêîðåííîå âûðàæå-
íèå ïîëîæèòåëüíî.
3. Äëÿ íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ãàçîâ â ñîñóäàõ
ìîæíî çàïèñàòü óðàâíåíèå Ìåíäåëååâà–Êëàïåé-
ðîíà :

�� ��0

0

2p V LS
R

T

��
� �Q , ãäå 02V LS V�� � .

Åñëè òåìïåðàòóðà â ëåâîì ñîñóäå ïîâûñèòñÿ íà

1T�' , à â ïðàâîì ïîíèçèòñÿ íà 2T�'  è ïîðøåíü
ñìåñòèòñÿ âëåâî íà L�' , òî íîâûå óðàâíåíèÿ
ñîñòîÿíèÿ ïðèìóò âèä

�� ��0

0 1

p V LS
R

T T

�� �'
� �Q

�� �'  è 
�� ��0

0 2

p V LS
R

T T

�� �'
� �Q

�� �' .
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Ðèñ. 18

Îòñþäà  ñ ó÷åòîì  LS V�' =  ï î ëó÷èì

�� ��0 1 2 0

0 02 2

V T T V T
L

ST ST

�' �� �' �'
�' � � .

Èç  ýòîãî  óðàâíåíèÿ  ñëåäóåò, ÷òî ï ðè ìà ëûõ
èçìåíåíèÿõ  òåì ï åðàòóð ñîñóäîâ  ìà ëûå ñìåùåíèÿ
ï îðøíÿ  ñâÿçàíû  ëèíåéíî  ñ ðàçíîñòüþ  òåì ï åðà-
òóð T�' . Çàìåòèì , ÷òî 4-ó äåëåíèþ  øêàëû  òåð-
ìîìåòðà  ñîîòâåòñòâóåò îòìåòêà  9  ñì  íà  ëèíåéêå.
Ñëåäîâàòåëüíî , öåíà  äåëåíèÿ  øêàëû

4
äåë 0 1

3 4

2 2 10 300 0,02
 Ê 1,2 Ê

2 10 1,5 10

ST L
T

V LS

��

�� ��

�' �˜ �˜ �˜
�' � � �|

�� �� �˜
.

4. Çàï èøåì  óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ  çàðÿäà íà  êîíöå
íèòè  â ï ðîåêöèè  íà  íà ï ðàâëåíèå, ï åðï åíäèêó-
ëÿðíîå  íèòè  (ðèñ.18) :

1 1 2 2
2 2
1 2

sin sinqQ qQ

R R

�D �D
� .

Ñâÿçàâ 1R , 2R , 1�D  è 2�D  ñ èçâåñòíûìè  ðàññòîÿ-

íèÿìè  1L  è 2L , è óãëîì  �E, íàõîäèì

3 22 2
2 1 1

1 2 2 2
1 2 2

2 cos

2 cos

L R L RL
Q Q

L R L RL

�§ �·�§ �· �� �� �E
� �¨ �¸�¨ � �̧¨ �¸�� �� �E�© �¹�© �¹

.

Ïðè  íèòè , îòêëîíåííîé  îò  ï ðÿìîé , ñîåäèíÿþùåé
çàðÿäû 1Q  è 2Q , ðàâíîâåñèå óñòîé÷èâî , òàê êàê
ñ èçìåíåíèåì  �E âîçíèêíåò  âîçâðàùàþùàÿ  ñèëà.
Ïðè  �E = 0 è 180�E � �q ðàâíîâåñèå áóäåò ï ðè
ëþáîì  1Q , íî  îíî  íå  îáÿçàòåëüíî  óñòîé÷èâî.
Ìèíèìà ëüíûé  èçìåðÿåìûé  çàðÿä minQ  äîñòèãà-
åòñÿ ï ðè 0�E �o , à ìàêñèìà ëüíûé  maxQ  – ï ðè

180�E �o �q. Ïðè  óêàçàííûõ  â óñëîâèè  çíà÷åíèÿõ
1L  è R ï î ëó÷èì

min 2
1

128
Q Q�  è 

3

max 2 2
10 125
128 16

Q Q Q�t � .

5. 1)  Òðè ïë àñòèíû  ï ðåäñòàâëÿþò  ñîáîé  äâà
ï îñ ëåäîâàòåëüíî  ñîåäèíåííûõ  êîíäåíñàòîðà  åì-

êîñòÿìè  0
1

S
C

d
�H

�  è 0
2 2

S
C

d
�H

�  è çàðÿäîì  q. Èç

çàêîíà  ñîõðàíåíèÿ  ýíåðãèè
2 2 2

max

1 22 2 2
q q LI
C C

�� � 

íàéäåì

max
0

3d
I q

SL
� 

�H .

2)  Âåðõíèé  êîíäåíñàòîð  ìîæíî  ï ðåäñòàâèòü êàê
äâà ñîåäèíåííûõ  ï àðàëëåëüíî  êîíäåíñàòîðà  åì-

êîñòÿìè  0 2S
d

�H�H
 è 0 2S

d
�H

. Èõ  ñóììàðíàÿ  åì-

êîñòü ðàâíà �� ��0 1
2

S
d

�H
�� �H . Çàï èñàâ çàêîí  ñîõðàíå-

íèÿ  ýíåðãèè, ï î ëó÷èì

max
0

2 2
1

d
I q

SL

�� �H
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�H �� �H
.






