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Âàðèòü, ïàðèòü èëè ïîëîñêàòü?
À.ÂÀÐËÀÌÎÂ, ×ÆÝÍÃ ×ÆÓ, ßÍ ×ÅÍ

Îäíîìó íðàâèòñÿ àðáóç, äðóãîìó –
ñâèíîé õðÿùèê.

Ì.Å.Ñàëòûêîâ-Ùåäðèí. Çà ðóáåæîì

ÑÒÐÅÌÈÒÅËÜÍÎ  ÏÐÎÈÑÕÎÄßÙÀß  Â
ìèðå ãëîáàëèçàöèÿ ÿðêî ïðîÿâëÿåòñÿ

â ïîâñåìåñòíîé äîñòóïíîñòè áëþä ñàìûõ
ðàçíûõ íàöèîíàëüíûõ êóõîíü. Êîíå÷íî,
êàê ïðàâèëî, ýòî ëèøü íåêîòîðîå ïîäîáèå
èñòèííûõ øåäåâðîâ êóëèíàðíîãî èñêóññò-
âà: ïîìèìî ìàñòåðñòâà ïîâàðà, äëÿ ñîçäà-
íèÿ ïîñëåäíèõ íóæíû è ñîîòâåòñòâóþùèå
ïðîäóêòû. Êàê ãîâîðèò íàø çíàêîìûé
èòàëüÿíñêèé ãàñòðîíîìè÷åñêèé êðèòèê Ñåð-
äæèî Ãðàññî, «åäà ê ÷åëîâåêó íå õîäèò, ýòî
÷åëîâåê äîëæåí èäòè ê åäå».

Ñðåäè ìíîæåñòâà «ãîñòåé» åâðîïåéñêîãî
ñòîëà ìîæíî íàçâàòü äâóõ «ðîäñòâåííè-
êîâ» õîðîøî çíàêîìûõ íàì ïåëüìåíåé –
ýòî ìàíòû è õèíêàëè. Ìàíòû òðàäèöèîííî
îòíîñÿòñÿ ê àçèàòñêîé êóõíå, â Ñèáèðè îíè
ñ÷èòàþòñÿ íàöèîíàëüíûì áëþäîì. Ñ êè-
òàéñêîãî ÿçûêà ñëîâî «ìàíüòîó», òàê íàçû-
âàþò èõ êèòàéöû, ïåðåâîäèòñÿ êàê «íà÷è-
íåííàÿ ãîëîâà», ïîñêîëüêó ìàíòû ïî ðàç-
ìåðàì ãîðàçäî áîëüøå ïåëüìåíåé. Õèíêà-
ëè æå – íåïðåìåííûé àòðèáóò êàâêàçñêîãî
ñòîëà. È òå, è äðóãèå äåëàþòñÿ èç òîíêîãî
òåñòà è çàïîëíÿþòñÿ ìÿñíîé íà÷èíêîé:
ìàíòû – áàðàíèíîé, à õèíêàëè (êàê ïðàâè-
ëî) – ãîâÿäèíîé èëè ñâèíèíîé, ïðèïðàâ-
ëåííûìè ðàçëè÷íûìè ñïåöèÿìè è çåëåíüþ.
Îòëè÷àþòñÿ îíè è ôîðìîé – ýòî õîðîøî
âèäíî íà ôîòîãðàôèÿõ, ïðèâåäåííûõ íà
ðèñóíêàõ 1 è 2. Ãðóçèíñêèå õîçÿéêè òðàäè-
öèîííî ëåïÿò õèíêàëè òàêèì îáðàçîì, ÷òî-
áû íà âåðõóøêå ïîëó÷èëñÿ íåáîëüøîé
«õâîñòèê» èç òåñòà – òàê èõ ëåã÷å äåðæàòü.
Îáû÷íî ïîñëå ñúåäàíèÿ õèíêàëè ýòîò õâî-
ñòèê âûáðàñûâàåòñÿ.

Âàæíåéøèì ðàçëè÷èåì ìåæäó ìàíòàìè
è õèíêàëè ÿâëÿåòñÿ ñïîñîá èõ òåïëîâîé
îáðàáîòêè. Åñëè õèíêàëè ïðèâû÷íî âàðÿò
â êèïÿùåé âîäå èëè æàðÿò, òî ìàíòû ïàðÿò
– ãîòîâÿò ïðè òåõ æå 100 C° , íî â àòìîñ-
ôåðå íàñûùåííîãî ïàðà.

Åùå îäèí çàìîðñêèé ãîñòü – ýòî «ãîðÿ-
÷èé ãîðøîê», ïîïóëÿðíàÿ ðàçíîâèäíîñòü
êèòàéñêîé êóõíè, äî ñèõ ïîð ïî÷òè íåèçâå-
ñòíàÿ â çàïàäíîì ìèðå. Ñîçäàííûé â Ìîí-
ãîëèè áîëåå òûñÿ÷è ëåò íàçàä è çàâîåâàâ-
øèé ïîïóëÿðíîñòü âî âðåìåíà äèíàñòèè
Öèí 1 ïî âñåìó Êèòàþ, «ãîðÿ÷èé ãîðøîê»
èìååò äîëãóþ èñòîðèþ. Â ïåêèíñêîì âàðè-
àíòå ãîðÿ÷åãî ãîðøêà îñîáîå âíèìàíèå

Àâòîðû âûðàæàþò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü
Ñ.Ë.Ïàðíîâñêîìó çà íåîäíîêðàòíûå îáñóæäå-
íèÿ è öåííûå ñîâåòû.

Ðèñ. 1. Õèíêàëè

Ðèñ. 2. Ìàíòû

1 Äèíàñòèÿ Öèí (1644—1912) – ïîñëåäíÿÿ
èç èìïåðàòîðñêèõ äèíàñòèé, ïðàâèâøàÿ Êèòà-
åì.



óäåëÿåòñÿ ñóïîâîé áàçå è ñîóñàì. ×óíöèí-
ñêèé ãîðÿ÷èé ãîðøîê îñâåæàåò ïðÿíûìè
ñïåöèÿìè «ìà ëà» ( , îíåìåíèå è ïðÿ-
íîñòü), à ×àîøàíñêèé ñëàâèòñÿ ìãíîâåí-
íûì ïðèãîòîâëåíèåì â íåì òîí÷àéøèõ
ëîìòèêîâ áàðàíèíû èëè ãîâÿäèíû ( ,
ïîëîñêàíèå áàðàíèíû).

Â ãîðÿ÷åì ãîðøêå ìîæíî ãîòîâèòü ïî÷òè
âñå: ìÿñíûå èëè ðûáíûå òåôòåëüêè, êðà-
áîâîå ìÿñî, îâîùè… Èõ êëàäóò â ñòîÿùèé
ïîñðåäèíå ñòîëà ãîðøîê, â êîòîðîì óæå
êèïèò òùàòåëüíî ïîäãîòîâëåííàÿ ñóïîâàÿ
îñíîâà (ðèñ.3). Çàòåì îñòàåòñÿ òîëüêî
æäàòü, ïîêà áëþäî áóäåò ãîòîâî. Âåñü

ïðîöåññ ïðèãîòîâëåíèÿ çàíèìàåò äåñÿòîê
ìèíóò, èëè îêîëî òîãî, è íàçûâàåòñÿ ïî-
êèòàéñêè «÷æó» ( , êèïåíèå). Ìÿñíûå
òåôòåëüêè è îâîùè – ýòî ïåðâîå, ÷òî
íóæíî êëàñòü â ãîðøîê, è ïîñëåäíåå, ÷òî
ñëåäóåò äîñòàâàòü ñ åãî äíà. ×àñòî èñïîëü-
çóåòñÿ óïîìÿíóòàÿ âûøå ïðîöåäóðà «øóàí»
( ) – ïîëîñêàíèå èëè ìãíîâåííîå êèïå-
íèå. Òîí÷àéøå íàðåçàííûå (ïðèìåðíî 1 ìì
òîëùèíîé) ëîìòèêè ãîâÿäèíû èëè áàðàíè-
íû áåðóò äëèííûìè ïàëî÷êàìè
è ïîãðóæàþò â êèïÿùèé ñóï.
Ïîðàçèòåëüíî, ÷òî âñåãî çà 10
ñåêóíä èõ öâåò èçìåíÿåòñÿ îò
ðîçîâîãî äî áåëîãî èëè ñåðîãî,
óêàçûâàÿ, ÷òî ëàêîìñòâî ãîòîâî
ê óïîòðåáëåíèþ. Ïðè ýòîì ëîì-
òèê äàæå íå îáÿçàòåëüíî âûïóñ-
êàòü èç ïàëî÷åê: âêóñíûé è àðî-
ìàòíûé, îí óæå ãîòîâ ê óïîò-
ðåáëåíèþ è åãî ìîæíî ñðàçó æå
íàïðàâëÿòü â ðîò.

Ñåãîäíÿ êóëèíàðèÿ ñòàëà íå òîëüêî ãè-
ãàíòñêîé èíäóñòðèåé, íå òîëüêî èñêóññò-
âîì, íî è îáøèðíîé îáëàñòüþ íàóêè. Çäåñü
ïåðåñåêàþòñÿ áèîëîãèÿ, õèìèÿ, ôèçèêà,
ýêîíîìèêà, ýòèêà è ìíîãîå äðóãîå. Çàäà÷è
ýòîé íàóêè áåñêîíå÷íû. Âñå âðåìÿ ïîÿâëÿ-
þòñÿ íîâûå è íîâûå ìåòîäû ïðèãîòîâëå-
íèÿ ïèùè. Ìû äàæå íå ïûòàåìñÿ èõ ïåðå-
÷èñëèòü – íè î æàðêå ìÿñà, íè î çàïåêàíèè
èíäåéêè, íè î ïðèãîòîâëåíèè øàøëûêà íà
óãëÿõ çäåñü ðå÷ü íå ïîéäåò. Äàâàéòå ïîãî-
âîðèì î ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññàõ, ëåæàùèõ
â îñíîâå ïðèãîòîâëåíèÿ îïèñàííûõ âûøå
ÿñòâ, – î ôèçèêå âàðêè è ãîòîâêè íà ïàðó.

Âàðêà

Â ÷åì æå çàêëþ÷àåòñÿ ïðîöåññ âàðêè?
Ãîâîðÿ ïîâñåäíåâíûì ÿçûêîì – ñûðîå ìÿñî
äîëæíî ñòàòü âàðåííûì. À ÷òî ýòî îçíà÷àåò
ïî-íàó÷íîìó?

Ìÿñî ñîñòîèò â îñíîâíîì èç ñëîæíûõ
îðãàíè÷åñêèõ ìàêðîìîëåêóë, íàçûâàåìûõ
ïðîòåèíàìè  (â çàâèñèìîñòè îò òèïà ìÿñà
îíè ìîãóò ðàçëè÷àòüñÿ). Â ñûðîì ìÿñå èõ
äëèííûå öåïî÷êè ðàñïîëàãàþòñÿ â âèäå
êëóáêîâ (ðèñ.4). Â ïðîöåññå òåïëîâîé îá-
ðàáîòêè òåìïåðàòóðà âîçðàñòàåò, è ýòè öå-
ïî÷êè ðàñïðÿìëÿþòñÿ, à ïî äîñòèæåíèè
îïðåäåëåííîé äëÿ êàæäîãî òèïà ìÿñà òåì-
ïåðàòóðû îíè, êàê ãîâîðÿò, êîìïàêòèôè-
öèðóþòñÿ â íåêîòîðîå ïîäîáèå «êîâðîâ».
Òàêîé ïðîöåññ íàçûâàåòñÿ äåíàòóðàöèåé
ïðîòåèíîâ . Îí ïðîèñõîäèò ïðè îòíîñè-
òåëüíî íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ: äëÿ ìÿñà ýòî
55 – 80 C° , äëÿ ðûáû åùå ìåíüøå. Â ëþ-
áîì ñëó÷àå êàæäûé, êòî õîòü ðàç â æèçíè åë
ñóï õàð÷î, ìîæåò áûòü óâåðåí, ÷òî êèïåíèÿ
ïðè 100 C°  îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî äëÿ
ïîëíîé êîìïàêòèôèêàöèè ïðîòåèíîâ â ìÿñå.

Ðèñ. 3. Ïðèãîòîâëåíèå åäû â «ãîðÿ÷åì ãîðøêå»

Ðèñ. 4. Ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå ïðîöåññà äåíàòóðà öèè
ïðîòåèíîâ (áåëêîâ) ïðè âàðêå ìÿñà
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Ñ òî÷êè çðåíèÿ ôèçèêè, ñîñòîÿíèÿ ïðî-
òåèíà â ñûðîì ìÿñå è â âàðåíîì îòëè÷àþò-
ñÿ ñâîåé ýíåðãèåé. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïåðåéòè
èç îäíîãî ñîñòîÿíèÿ â äðóãîå, ñëåäóåò
ïåðåïðûãíóòü ÷åðåç ýíåðãåòè÷åñêèé áàðü-
åð (ðèñ.5). Ïðè êîìíàòíîé òåìïåðàòóðå
ýòîò áàðüåð âûñîê. Ïîâûøàÿ òåìïåðàòóðó
â ïðîöåññå âàðêè, ìû óâåëè÷èâàåì ýíåð-
ãèþ ïðîòåèíà, «ïðèïîäíèìàåì» òî÷êó, ñî-
îòâåòñòâóþùóþ åãî íà÷àëüíîìó ñîñòîÿ-
íèþ. Äîñòèãíóâ âåðøèíû «õîëìà», ïðîòå-
èí ïåðåâàëèâàåòñÿ â íîâîå ñîñòîÿíèå –
äåíàòóðèðîâàííîãî ïðîòåèíà. Ìÿñî ñâàðè-
ëîñü! Ýòî è ïðîèñõîäèò â êàñòðþëå ñ
âàðÿùèìñÿ áóëüîíîì. 2  Òàêèì îáðàçîì,
ïåðâàÿ çàäà÷à ïîâàðà ïðè âàðêå ìÿñà (ñ
òî÷êè çðåíèÿ ôèçèêè) çàêëþ÷àåòñÿ â ïî-

âûøåíèè òåìïåðàòóðû ïî âñåìó îáúåìó
êóñêà êàê ìèíèìóì äî òåìïåðàòóðû äåíà-
òóðàöèè.

Â ñâåòå âûøåñêàçàííîãî, ñôîðìóëèðóåì
ïðîñòåéøóþ ìîäåëü ïðîöåññà âàðêè ìÿñà.
Ïóñòü ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íûé îäíî-
ðîäíûé êóñîê ìÿñà ðàäèóñîì R ñ íà÷àëü-
íîé òåìïåðàòóðîé 0T  è êîýôôèöèåíòîì
òåïëîïðîâîäíîñòè �K ïîìåùåí â îêðóæàþ-
ùóþ ñðåäó, â êîòîðîé ïîääåðæèâàåòñÿ
ôèêñèðîâàííàÿ òåìïåðàòóðà cT . Êàêîå
âðåìÿ �T ïîòðåáóåòñÿ íà òî, ÷òîáû òåìïåðà-
òóðà â öåíòðå øàðà äîñòèãëà òåìïåðàòóðû
äåíàòóðàöèè äT ?

Â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå ïðîöåññ ïåðå-
äà÷è òåïëà âíóòðè øàðà (ðèñ.6) îïèñûâà-

åòñÿ ñëîæíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâ-
íåíèåì

( ) ( )2, ,T r t T r t
r

t ñ r r
�K
�R

¶ ¶æ ö¶
= ç ÷¶ ¶ ¶è ø

,   ( * )

ãäå ( ),T r t åñòü èñêîìàÿ òåìïåðàòóðà â ëþ-
áîé òî÷êå øàðà ñ êîîðäèíàòîé r â ìîìåíò
âðåìåíè t , �R – ïëîòíîñòü ìÿñà, ñ – åãî
óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü. Ê ýòîìó íóæíî
äîáàâèòü óñëîâèå, ÷òî íà ïîâåðõíîñòè øàðà
òåìïåðàòóðà â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè
îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé è ðàâíîé 100 C° : âåäü
âîäà â êàñòðþëå êèïèò. Íà ÿçûêå ìàòåìà-
òè÷åñêîé ôèçèêè ýòî âûãëÿäèò òàê:

( ), 100 CT r R t= " = ° .
Òàêæå íóæíî ïîìíèòü, ÷òî ìÿñî ìû áðàëè
èç õîëîäèëüíèêà, ïîýòîìó â ìîìåíò åãî
îïóñêàíèÿ â âîäó, ïî âñåìó åãî îáúåìó
òåìïåðàòóðà áûëà 4 C° :

( ), 0 4 CT r t" = = ° .

Ðèñ. 5. Ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå ïðîöåññà
ïðåîäîëåíèÿ ïðîòåèíîì ýíåðãåòè÷åñêîãî áà-
ðüåðà áE : à) ïðè êîìíàòíîé òåìïåðàòóðå,
á) ïðè òåìïåðàòóðå ãîòîâêè ãT

2 Îòìåòèì, ÷òî â ïîñëåäíèå ãîäû â ìîäó
âõîäèò ïðèãîòîâëåíèå ìÿñà ïðè îòíîñèòåëüíî
íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ. Ïðè ýòîì ìÿñî ïîìåùà-
þò â ïå÷ü ñ òåìïåðàòóðîé íåñêîëüêî íèæå åãî
òåìïåðàòóðû äåíàòóðàöèè è äîëãî (ìíîãî ÷à-
ñîâ, ìîæåò áûòü äàæå ñóòêè) æäóò. Ó êàæäîé
îòäåëüíîé ìàêðîìîëåêóëû íå õâàòàåò ýíåðãèè
ñàìîñòîÿòåëüíî ïåðåïðûãíóòü ÷åðåç áàðüåð,
îäíàêî îíè èçðåäêà ìîãóò çàíèìàòü åå ó îêðó-
æàþùèõ è äåíàòóðèðîâàòüñÿ. Òàê, ïîñòåïåííî,
âñå ìÿñî ïåðåõîäèò â ñïåöèôè÷åñêîå äåíàòóðè-
ðîâàííîå ñîñòîÿíèå.

Ðèñ.6. Ðàñïðîñòðàíåíèå òåïëà â ñôåðè÷åñêè
ñèììåòðè÷íîì êóñêå ìÿñà



Òàêèå çàäà÷è ìàòåìàòèêè äàâíî íàó÷è-
ëèñü ðåøàòü, è, çíàÿ ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ
óêàçàííûõ õàðàêòåðèñòèê ìÿñà, îíè òî÷íî
ñìîãóò íàïèñàòü íàì ðåöåïò ïðèãîòîâëå-
íèÿ áóëüîíà. Òåì íå ìåíåå, äàâàéòå ïîïðî-
áóåì ðàçîáðàòüñÿ ñ çàäà÷åé ñàìè, èñïîëü-
çóÿ ìåòîä àíàëèçà ðàçìåðíîñòåé. Òåìïåðà-
òóðà äåíàòóðàöèè ìÿñà ïî ïîðÿäêó âåëè÷è-
íû ñîâïàäàåò ñ òåìïåðàòóðîé êèïåíèÿ âîäû
(îòëè÷àåòñÿ îò íåå íà 20–25%). Ïîýòîìó
ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âðåìÿ «äîñòàâêè»
íåîáõîäèìîé òåìïåðàòóðû â öåíòð øàðà
çàâèñèò òîëüêî îò åãî ìàòåðèàëüíûõ ïàðà-
ìåòðîâ: êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè,
ïëîòíîñòè, óäåëüíîé òåïëîåìêîñòè è îò
ðàäèóñà. Ïîýòîìó áóäåì èñêàòü çàâèñè-
ìîñòü íåîáõîäèìîãî âðåìåíè îò ðàçìåðà
øàðà â âèäå

c R�A �B �G �D�T �K �R: .
Íà ÿçûêå ðàçìåðíîñòåé ýòó çàâèñèìîñòü
ìîæíî çàïèñàòü òàê:

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]ñ R�A �B �G �D�T �K �R= ,
ãäå

[ ] 3

êã ì

ñ Ê
�K

×
=

×
, [ ] 3

êã

ì
�R = , [ ] Äæ

êã Ê
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×
,

 [ ] ìR = , [ ] c�T = .

Ïîäñòàâëÿÿ âñå ðàçìåðíîñòè â óðàâíåíèå
äëÿ [ �T] è ñðàâíèâàÿ èõ â ïðàâîé è ëåâûõ
÷àñòÿõ, íàõîäèì

1�A= - , 1�B �G= = , 2�D= .

Îòêóäà çàêëþ÷àåì, ÷òî

2
0

ñ
C R

�R
�T

�K
= ,

ãäå 0C  åñòü íåèçâåñòíàÿ êîíñòàíòà ïîðÿä-
êà åäèíèöû. Ïîäñòàâëÿÿ äëÿ ìÿñà âåëè÷è-
íû ( )0,45 Âò ì Ê�K= × , 3 31,1 10 êã ì�R= × ,

( )2,8 êÄæ êã Êc = × , íàõîäèì, ÷òî, íàïðè-
ìåð, ïîëóêèëîãðàììîâûé êóñîê ìÿñà

( 34
0,5 êã

3
m R�R �P= × = ) äîëæåí âàðèòüñÿ

ïîðÿäêà ïîëóòîðà ÷àñîâ. Îöåíêà – íå-
ñêîëüêî çàâûøåííàÿ, ïîñêîëüêó ìû ñ÷èòà-
ëè òåìïåðàòóðó äåíàòóðàöèè ðàâíîé òåì-
ïåðàòóðå êèïåíèÿ, íî ïî ïîðÿäêó âåëè÷è-
íû âåðíàÿ.

Âîçâðàùàÿñü ê õèíêàëè, äèàìåòð êîòî-
ðûõ ïîðÿäêà 4 ñì, íàõîäèì, ÷òî âàðèòü èõ

íóæíî äåñÿòîê ìèíóò, à ìåëêèå ïåëüìåíè
– âñåãî íåñêîëüêî ìèíóò, ÷òî è ñîîòâåò-
ñòâóåò íàøåìó æèçíåííîìó îïûòó.

Ï áðåíèå

Òåïåðü ïåðåéäåì ê îáñóæäåíèþ ïðèãî-
òîâëåíèÿ ìàíòîâ. Çäåñü íàø óñëîâíûé
øàð ïîìåùàåòñÿ â àòìîñôåðó ñòîãðàäóñíî-
ãî íàñûùåííîãî ïàðà. Äàâëåíèå â ïàðîâàð-
êå ðàâíî àòìîñôåðíîìó. Ïðè óñëîâèè ÷òî
â åå îáúåì îáåñïå÷èâàåòñÿ íåîáõîäèìûé
äîñòóï ïàðà, íàø ìàíò èëè êèòàéñêèé
ïåëüìåíü ñ òîíêîé îáîëî÷êîé, ñäåëàííîé
èç ðèñîâîãî òåñòà (ðèñ. 7), ôîðìàëüíî
îêàçûâàþòñÿ â òåõ æå óñëîâèÿõ, ÷òî è
õèíêàëü èëè ïåëüìåíü â êèïÿùåé âîäå.

Ñàì ìàíò – òîëüêî ÷òî èç õîëîäèëüíèêà, à
âîêðóã – ñðåäà ñ òåìïåðàòóðîé 100 C° .
Ïîýòîìó, ñ òî÷êè çðåíèÿ ìàòåìàòèêà,
ðàñïðîñòðàíåíèå òåïëà â íåì îïèñûâàåòñÿ
òåì æå óðàâíåíèåì ( * ) ñ åãî ãðàíè÷íûìè
óñëîâèÿìè. À òîãäà è ðàñïðåäåëåíèå òåì-
ïåðàòóðû âíóòðè ìàíòà â ëþáîé ìîìåíò
âðåìåíè áóäåò òàêèì æå, êàê ó õèíêàëÿ
òîãî æå ðàçìåðà, è ïðèãîòîâèòñÿ îí ïðè-
ìåðíî çà òî æå âðåìÿ. Îäíàêî ïàð – íå
âîäà, êàê æå îáåñïå÷èòü íà ïîâåðõíîñòè
ìàíòà òåìïåðàòóðó â 100 C° ?

Â ñëó÷àå êèïÿ÷åíèÿ õèíêàëÿ â âîäå ýòî
áûëî íåñëîæíî: õîòÿ ïîñëå åãî ïîìåùå-
íèÿ â êèïÿùóþ âîäó êèïåíèå âîêðóã íåãî
âðåìåííî ïðåêðàùàåòñÿ, íî áëàãîäàðÿ

Ðèñ. 7. Êèòàéñêèå ïåëüìåíè èç ðèñîâîé ìóêè,
ñâàðåííûå íà ïàðó, ïîäàþòñÿ íà ñòîë â òðàäè-
öèîííîì äåðåâÿííîì ñîñóäå
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áîëüøîé òåïëîåìêîñòè âîäû, åå äîñòàòî÷-
íî õîðîøåé òåïëîïðîâîäíîñòè, êîíâåêöèè
è ïîñòîÿííî ïîäâîäèìîìó ê êàñòðþëå òåï-
ëó, âîäà î÷åíü áûñòðî âíîâü çàêèïàåò,
÷òî è îçíà÷àåò âîññòàíîâëåíèå ó ïîâåðõ-
íîñòè õèíêàëÿ òåìïåðàòóðû â 100 C° .

Â ñëó÷àå æå ìàíòà, ïîìåùåííîãî â àò-
ìîñôåðó íàñûùåííîãî ïàðà, âñå íå òàê
ïðîñòî. Çäåñü òåïëîïåðåäà÷à íîñèò ñîâåð-
øåííî èíîé õàðàêòåð. Â ïåðâûé ìîìåíò
ìîëåêóëû ïàðà âáëèçè åùå õîëîäíîé ïî-
âåðõíîñòè ìàíòà îêàçûâàþòñÿ â ëîêàëü-
íîì ñîñòîÿíèè ñèëüíî ïåðåñûùåííîãî ïàðà.
Îíè íà÷èíàþò êîíäåíñèðîâàòüñÿ íà ýòîé
ïîâåðõíîñòè, ïîâûøàÿ ïðè ýòîì åå òåìïå-
ðàòóðó. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ñêà÷îê òåìïåðà-
òóð ïðîèñõîäèò â î÷åíü óçêîé îáëàñòè
âáëèçè ïîâåðõíîñòè, ìû âîçâðàùàåìñÿ ê
òîìó æå óðàâíåíèþ ( * ). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû âíóòðè ìàíòà
äîëæíî ìåíÿòüñÿ ñî âðåìåíåì òàê æå, êàê
è â ñëó÷àå õèíêàëÿ â êèïÿùåé âîäå. Ñëå-
äîâàòåëüíî, è ïîòîê òåïëà

( ) ( ),
,

T r t
q r t

r
�K

¶
= -

¶
íà åãî ïîâåðõíîñòè äîëæåí áûòü òåì æå.

Îñíîâíûì ìåõàíèçìîì ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåï-
ëà â ñðåäå ÿâëÿåòñÿ òåïëîïðîâîäíîñòü. Åñëè
äâà òåëà ñ ðàçíûìè òåìïåðàòóðàìè íàõîäÿòñÿ â
êîíòàêòå, òî òåïëî ïåðåòåêàåò îò òåëà ñ áîëåå
âûñîêîé òåìïåðàòóðîé ê òåëó ñ áîëåå íèçêîé
òåìïåðàòóðîé ( 1 2T T< ). Ìåðîé òåïëîïðîâîä-
íîñòè ñëóæèò ïëîòíîñòü òåïëîâîãî ïîòîêà, êî-
òîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òî êîëè÷åñòâî òåïëî-
òû Q�$ , êîòîðîå ïðîòåêàåò ÷åðåç åäèíèöó ïëî-
ùàäè ( À) â åäèíèöó âðåìåíè ( t�$ ) â íàïðàâëå-
íèè èçìåíåíèÿ òåìïåðàòóðû: ( )q Q A t�$ �$= . Ýêñ-
ïåðèìåíò ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè íåáîëüøèõ ðàç-
íîñòÿõ òåìïåðàòóð âåëè÷èíà ïîòîêà òåïëà îêà-
çûâàåòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíûì ðàçíîñòè òåìïå-
ðàòóð 2 1T T T�$ = -  íà îáðàçöå è îáðàòíî ïðîïîð-
öèîíàëüíûì åãî äëèíå x�$ :

Q T
q

A t x
�$ �$

�K
�$ �$

= = .

Êîýôôèöèåíò �K íàì óæå âñòðå÷àëñÿ âûøå,
îí íàçûâàåòñÿ êîýôôèöèåíòîì òåïëîïðîâîä-
íîñòè è âõîäèò â óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñ-
òè ( * ). Åãî âåëè÷èíà çàâèñèò òîëüêî îò òèïà
âåùåñòâà è ãîâîðèò î òîì, íàñêîëüêî õîðîøî
âåùåñòâî ïðîâîäèò òåïëî. Ñòðîãî ãîâîðÿ, ïëîò-
íîñòü òåïëîâîãî ïîòîêà ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì,
íàïðàâëåííûì, â ñëó÷àå èçîòðîïíîé ñðåäû,

ïðîòèâ âåêòîðà èçìåíåíèÿ (ãðàäèåíòà) òåìïå-
ðàòóðû: q T�K

urr
= - Ñ . Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ

çàêîíîì Ôóðüå.

Íî òåïåðü ýòîò ïîòîê îïðåäåëÿåòñÿ íå
òåïëîïðîâîäíîñòüþ âîäû, à êîëè÷åñòâîì
ìîëåêóë ïàðà, ñàäÿùèõñÿ íà 21 ñì  ïîâåðõ-
íîñòè çà 1 ñ:

( ) ( ) ( )
A

,q R t Lm t L N t
N
�-

= = ,

ãäå L –  óäåëüíàÿ òåïëîòà èñïàðåíèÿ, ( )N t –
÷èñëî ñêîíäåíñèðîâàâøèõñÿ çà ïðîøåä-
øóþ ñåêóíäó ìîëåêóë, ( )m t  – èõ ìàññà,

AN  – ÷èñëî Àâîãàäðî, �-  – ìîëÿðíàÿ
ìàññà âîäû. Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî ìîëå-
êóë, «ïðèçåìëÿþùèõñÿ» íà îäíîì êâàä-
ðàòíîì ñàíòèìåòðå ìàíòà â îäíó ñåêóíäó,
äîëæíî áûòü ðàâíî

( ) ( )
A

,

r R

T r t
N t N

L r
�K
�- =

¶æ ö
= ç ÷¶è ø

.

Ïðåêðàñíî! Ìàòåìàòèêè ýòî ÷èñëî íàõî-
äÿò ïóòåì ðåøåíèÿ ñëîæíîãî óðàâíåíèÿ,
ìàíò æå ñàì «çíàåò», êàêîé ïîòîê òåïëà
åìó íóæåí, ÷òîáû ïîääåðæèâàòü íà ïîâåðõ-
íîñòè òåìïåðàòóðó â 100 C° . Îñòàëîñü
ëèøü ïîíÿòü, îòêóäà ìîëåêóëû ïàðà óçíà-
þò, ñêîëüêèì èç íèõ ñëåäóåò ñêîíäåíñèðî-
âàòüñÿ â äàííóþ ñåêóíäó íà êâàäðàòíîì
ñàíòèìåòðå ïîâåðõíîñòè ìàíòà.

Äàâàéòå ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íåêîòîðûé
ìîìåíò êîíäåíñèðóåòñÿ íå ( )N t , à

( )N t N�D+  ìîëåêóë. Ïåðâûå ( )N t  èç íèõ
ãîñòåïðèèìíî ïîãëîùàþòñÿ ìàíòîì – âåäü
îíè íåîáõîäèìû, ÷òîáû ñîäåðæàòü â ãàð-
ìîíèè ñòîãðàäóñíóþ ïîâåðõíîñòü è åùå
õîëîäíóþ âíóòðåííþþ ÷àñòü. Îñòàâøèåñÿ

N�D  ÿâëÿþòñÿ ïåðñîíàìè «non grata» – èõ
çäåñü íå æäàëè, òåïëîïðîâîäíîñòü ìàíòà
íå ïîçâîëÿåò ïðîïóñòèòü èõ âíóòðü. ×òî
æå èì îñòàåòñÿ äåëàòü? Óëåòåòü îáðàòíî?
Ñëèøêîì õëîïîòíî, ïîýòîìó îíè îñòàþòñÿ
íà ïîâåðõíîñòè, ëîêàëüíî ïîâûøàÿ åå òåì-
ïåðàòóðó (ðèñ.8). Òî÷êà, ñîîòâåòñòâóþ-
ùàÿ ëîêàëüíîìó ðàâíîâåñèþ ïàðà è âîäû
íà âûáðàííîì êâàäðàòíîì ñàíòèìåòðå,
ïåðåäâèãàåòñÿ ïî ëèíèè ñîñóùåñòâîâàíèÿ
ïàðà è âîäû ââåðõ. Ïðè ýòîì äàâëåíèå
îñòàåòñÿ ïðåæíèì, ðàâíûì 1 àòì. Ñëåäî-
âàòåëüíî, íàä âûáðàííûì êâàäðàòíûì ñàí-
òèìåòðîì ïàð ëîêàëüíî ïåðåñòàåò áûòü



íàñûùåííûì. Êàê ñëåäñòâèå, ÷åðåç ñåêóí-
äó çäåñü ñêîíäåíñèðóþòñÿ óæå íå íåîáõî-
äèìûå ( )1cN t + , à íåñêîëüêî ìåíüøåå
÷èñëî ìîëåêóë. Ïðè ýòîì ìàíò ïðîäîëæàåò
«òðåáîâàòü» ïîëîæåííîå åìó êîëè÷åñòâî
òåïëîòû. Â ðåçóëüòàòå òåìïåðàòóðà ïîâåðõ-
íîñòè, ïîâûñèâøàÿñÿ ïðè ëîêàëüíîì ïåðå-
ãðåâå, ïîéäåò âíèç. Òî÷íî òàêîé æå ïðî-
öåññ âîçâðàòà òåìïåðàòóðû ê 100 C°  ðàáî-
òàåò è ïðè ñëó÷àéíîì íåäîñòàòêå êîíäåí-
ñèðóþùèõñÿ â ñåêóíäó ìîëåêóë ( )N t N�D- .
Ïîäîáíûé ìåõàíèçì âîçâðàùåíèÿ ñèñòå-
ìû â çàäàííûé ðåæèì ïðè ñëó÷àéíûõ
îòêëîíåíèÿõ íàçûâàåòñÿ îòðèöàòåëüíîé
îáðàòíîé ñâÿçüþ.

Î âðåìåíàõ ïðèãîòîâëåíèÿ

Â íà÷àëå ñòàòüè ìû ðàññêàçàëè î ãîðÿ÷åì
ãîðøêå è î ðàçëè÷íûõ ñïîñîáàõ ïðèãîòîâ-
ëåíèÿ ìÿñà â íåì. Çàãàäî÷íûì îñòàåòñÿ
âîïðîñ: ïî÷åìó â äåñÿòêè ðàç îòëè÷àþòñÿ
âðåìåíà ïðèãîòîâëåíèÿ, íàïðèìåð, íå ãî-
âÿæüèõ è áàðàíüèõ ôðèêàäåëåê, à òîíêîãî
ëîìòèêà è ôðèêàäåëüêè, èçãîòîâëåííîé èç
òîãî æå ìÿñà? Ïî÷åìó ìàñëÿíèñòûé ñóï
õîíãîó  â ÷óíöèíñêîì ãîðøî÷êå çàêèïàåò
ãîðàçäî ðàíüøå âîäÿíèñòîãî ñóïà öèíäàí  â

åãî ÷àîøàíñêîì è ïåêèíñêîì âàðè-
àíòàõ? Ïîñòàðàåìñÿ îòâåòèòü íà ýòè
âîïðîñû.

Îáà ñïîñîáà ïðèãîòîâëåíèÿ â ãî-
ðÿ÷åì ãîðøêå – «øóàí» è «÷æó» – â
äåéñòâèòåëüíîñòè ÿâëÿþòñÿ îäíèì è
òåì æå òåðìè÷åñêèì ïðîöåññîì, êî-
òîðûé ìû óæå îáñóäèëè âûøå. Â
îáîèõ ñëó÷àÿõ êîíâåêöèÿ îêðóæàþ-
ùåé æèäêîñòè è åå íåïðåðûâíûé
íàãðåâ ãàðàíòèðóþò ïîñòîÿííóþ òåì-
ïåðàòóðó, ðàâíóþ 100 C° , íà ïîâåðõ-
íîñòè èçíà÷àëüíî õîëîäíûõ ôðèêà-
äåëüêè èëè ëîìòèêà ìÿñà. Â ðåçóëü-
òàòå ïîòîê òåïëà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ
îò ïîâåðõíîñòè âíóòðü, ïîâûøàÿ
òåìïåðàòóðó íà ñâîåì ïóòè è ïðèâî-
äÿ ê äåíàòóðàöèè ïðîòåèíîâ.

Îòêóäà æå âîçíèêàåò ñòîëü îãðîì-
íîå ðàçëè÷èå âî âðåìåíàõ ïðèãîòîâ-
ëåíèÿ ôðèêàäåëüêè è òîíêîé ìÿñíîé
ëåíòî÷êè? Ñî ñïîñîáîì ïðèãîòîâëå-
íèÿ «øóàí» âñå ÿñíî: î ðàñïðîñòðà-
íåíèè òåïëà â øàðå, êîòîðûé ñëó-

æèò ìîäåëüþ ôðèêàäåëüêè, ìû óæå ãîâî-
ðèëè âûøå, îáñóæäàÿ âàðêó õèíêàëÿ, è
ìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿ ñäåëàííûìè òàì
îöåíêàìè. Ïðîöåññ æå «÷æó» òðåáóåò îò-
äåëüíîãî ðàçãîâîðà.

Ðàññìîòðèì ïîëóïðîñòðàíñòâî x > 0,
òåìïåðàòóðà êîòîðîãî ïîñòîÿííà è ðàâíà

1T . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íà÷àëüíûé ìî-
ìåíò âðåìåíè t  = 0 òåìïåðàòóðà íà âñåé
ïëîñêîñòè x = 0 ñêà÷êîì ïîâûøàåòñÿ äî 2T
è â äàëüíåéøåì ïîääåðæèâàåòñÿ âíåøíè-
ìè ôàêòîðàìè (íàãðåâîì, êîíâåêöèåé). Â
òàêîé ãåîìåòðèè òàêæå ìîæíî ðåøèòü óðàâ-
íåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè ( * ) è íàéòè, êàê

Ðèñ. 8. Ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå ïðîöåññà ïåðåäà÷è
òåïëà ìàíòó èëè êèòàéñêîìó ïåëüìåíþ ïðè ïðèãîòîâëå-
íèè â àòìîñôåðå íàñûùåííîãî ïàðà

Ðèñ. 9. Èçìåíåíèå òåìïåðàòóðû â ïîëóïðîñò-
ðàíñòâå â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè
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òåìïåðàòóðà èçìåíÿåòñÿ â ðàññìàòðèâàå-
ìîì ïîëóïðîñòðàíñòâå ñî âðåìåíåì (ðèñ.9).
Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî òåïëî ïðîíèêàåò â
ñðåäó ïîñòåïåííî. Äëÿ îïèñàíèÿ çàêîíà
ýòîãî ïðîíèêíîâåíèÿ âî âðåìåíè ââåäåì
õàðàêòåðíóþ äëèíó ïðîíèêíîâåíèÿ ( )l t , â

ôîðìóëå äëÿ ïîòîêà òåïëà 
T

q
x

�$
�K

�$
=  çàìå-

íèì òîëùèíó x�$  íà ( )l t , à òàêæå ïðèìåì

Q mc T�$ �$= , ãäå ( )m Al t�R=  – ìàññà öè-
ëèíäðà ñ îñíîâàíèåì ïëîùàäè A:

( )
( )

c Al t T T
At l t

�R �$ �$
�K= .

Îòñþäà óæå ëåãêî íàéòè õàðàêòåðíóþ
äëèíó ïðîíèêíîâåíèÿ òåìïåðàòóðíîãî
ôðîíòà â ïîëóïðîñòðàíñòâî:

( ) t
l t t

c
�K

�C
�R

: = ,

êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ òåïëîâîé äëèíîé. Áî-
ëåå àêêóðàòíîå ðàññìîòðåíèå, îñíîâàííîå
íà ðåøåíèè óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè,
óòî÷íÿåò ëèøü ÷èñëåííûé êîýôôèöèåíò:

( )l t t�P�C= .
Òàêèì îáðàçîì, ìû âèäèì, ÷òî òåìïåðàòó-
ðà ïðîíèêàåò â ñðåäó ñî âðåìåíåì ïî
êîðíåâîìó çàêîíó. Ïàðàìåòð ( )c�C �K �R=
íàçûâàåòñÿ êîýôôèöèåíòîì òåìïåðàòóðî-
ïðîâîäíîñòè è õàðàêòåðèçóåò ñêîðîñòü èç-
ìåíåíèÿ (âûðàâíèâàíèÿ) òåìïåðàòóðû âå-
ùåñòâà â íåðàâíîâåñíûõ òåïëîâûõ ïðîöåñ-
ñàõ. Âðåìÿ ãîòîâêè êóñêà ìÿñà ñ õàðàêòåð-
íûì ðàçìåðîì l  òåïåðü ìîæíî çàïèñàòü â
òàêîì âèäå:

2l
�T

�P�C
: .

Îäíàêî âåðíåìñÿ ê ïðîáëåìå îáúÿñíå-
íèÿ ðàçèòåëüíîãî ðàñõîæäåíèÿ ìåæäó âðå-
ìåíàìè «ïîëîñêàíèÿ» òîíêîãî ëîìòèêà ìÿñà
è êèïÿ÷åíèÿ ôðèêàäåëüêè. Ïóñòü ìàññà
ïðÿìîóãîëüíîãî ëîìòèêà a b´  òîëùèíîé
d ñîâïàäàåò ñ ìàññîé ôðèêàäåëüêè ðàäèó-
ñîì ôr . Ïðîöåññ äåíàòóðàöèè ìÿñà òðåáó-
åò, ÷òîáû ñîîòâåòñòâóþùàÿ òåìïåðàòóðà

äT  óñòàíîâèëàñü â ñàìûõ óäàëåííûõ îò
ïîâåðõíîñòè òî÷êàõ. Ïîýòîìó äëÿ ëîìòèêà
òåìïåðàòóðíûé ôðîíò, ñîîòâåòñòâóþùèé
òåìïåðàòóðå äåíàòóðàöèè, äîëæåí ïðîéòè

ïîëîâèíó åãî òîëùèíû, 2d , ñ îáåèõ ñòî-
ðîí, à äëÿ ôðèêàäåëüêè – ïðîéòè âäîëü åå
ðàäèóñà ôr . Ñîîòâåòñòâóþùèå âðåìåíà
èìåþò âèä

( )2

÷æó
2d

�T
�P�C

:  è 
2
ô

øóàí

r
�T

�P�C
: ,

à èõ îòíîøåíèå –
2

øóàí ô

÷æó

2r

d

�T

�T
:

æ ö
ç ÷è ø

.

Òîëùèíà ëîìòèêà ïðè ïðèãîòîâëåíèè â
ãîðÿ÷åì ãîðøêå ñïîñîáîì «÷æó» ñîñòàâëÿ-
åò âñåãî ëèøü 1 ìì. Ïðèíèìàÿ a = 3 cì è
b = 15 cì, íàõîäèì, ÷òî îáúåì òîíêîãî
ëîìòèêà ñîñòàâëÿåò 34,5 ñìa b d× × = , ò.å.
åãî ìàññà ñîñòàâëÿåò îêîëî ïÿòè ãðàììîâ.
Ðàäèóñ ôðèêàäåëüêè òîé æå ìàññû îêàçû-
âàåòñÿ îêîëî ôr  = 1,0 cì. Òàêèì îáðàçîì,
òåîðåòè÷åñêàÿ âåëè÷èíà îòíîøåíèÿ âðå-
ìåí ïðèãîòîâëåíèÿ ôðèêàäåëüêè è òîíêî-
ãî ëîìòèêà ñîñòàâëÿåò

2
øóàí ô

÷æó òåîð

2
400

r

d

�T

�T
: :

æ ö æ ö
ç ÷ ç ÷è øè ø

.

Â òî æå âðåìÿ òèïè÷íîå âðåìÿ ïðèãîòîâëå-
íèÿ ìÿñíîãî øàðèêà (ìû ãîâîðèëè ðàíüøå
î ïåëüìåíÿõ) ýòî 3–4 ìèíóòû, à ëîìòèêà –
10 ñåêóíä, ÷òî ïðèâîäèò ê ðåàëèñòè÷íîìó
çíà÷åíèþ ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ

øóàí

÷æó ðåàë

�T

�T
:

æ ö
ç ÷
è ø

20–25.

Ðàçëè÷èå ìåæäó îöåíêàìè – â 20 ðàç, ÷òî
äîâîëüíî ìíîãî. Ïðè÷èíà òàêîãî ðàñõîæ-
äåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â íàøåì ïðåäïîëîæå-
íèè î òîì, ÷òî âñå òåïëî, ïðîíèêàþùåå âî
ôðèêàäåëüêó èëè â ëîìòèê ìÿñà, èäåò íà
èõ íàãðåâàíèå. Ïðè ýòîì ìû çàáûëè î òåõ
õèìè÷åñêèõ ïðîöåññàõ, êîòîðûå èçìåíÿþò
ñòðóêòóðó áåëêà, à âåäü îíè òàêæå òðåáóþò
ýíåðãèè è âðåìåíè. Êîãäà êóñîê ìÿñà îòíî-
ñèòåëüíî áîëüøîé (ïóñòü ýòî áóäåò ìÿñíàÿ
êîñòü â áîðùå èëè õèíêàëü), òî ýòèì
âðåìåíåì õèì�T  ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, ÷òî ìû
è äåëàëè âûøå. Îäíàêî ïðè ïðèãîòîâëå-
íèè ìÿñà â ãîðøêå «÷æó», ââèäó ìàëîé
òîëùèíû ëîìòèêà, ïðîöåññ ïðîíèêíîâå-
íèÿ òåïëà â íåãî ïðîèñõîäèò ñòîëü áûñòðî,
÷òî ïðè ñðàâíåíèè îïûòíîãî è òåîðåòè÷åñ-



êîãî çíà÷åíèé ðÿäîì ñî âðåìåíåì ïðîíèê-
íîâåíèÿ òåïëà ñëåäóåò äîáàâèòü è ñîîòâåò-
ñòâóþùåå âðåìÿ õèì�T :

( )2 2
ô

÷æó õèì øóàí õèì
2

,
rd

�T �T �T �T
�P�C �P�C

+ +¢ ¢: : .

Âåëè÷èíû âòîðûõ ñëàãàåìûõ â ýòèõ
ôîðìóëàõ ìîæíî îöåíèòü, ñ èñïîëüçîâà-
íèåì çíà÷åíèÿ 8 2 13 10 ì c�C: - -× × , êàê
( ) ( )2

2 0,5 cd �P�C:  è ( )2
ô 200 cr �P�C: .

Ïîñêîëüêó òèïè÷íîå âðåìÿ ïðèãîòîâëå-
íèÿ òîíêîãî ëîìòèêà â ãîðÿ÷åì ãîðøêå
ñîñòàâëÿåò 10 ñ, ïðèõîäèì ê çíà÷åíèþ

õèì 10 c�T » . Ýòà âåëè÷èíà, êîíå÷íî æå,
ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ 3 ìèí, íåîáõîäè-
ìûìè äëÿ óñòàíîâëåíèÿ òåìïåðàòóðû
âûøå òî÷êè äåíàòóðàöèè âî âñåì îáúåìå
ôðèêàäåëüêè, îäíàêî îêàçûâàåòñÿ îïðå-
äåëÿþùåé ïðè «ïîëîñêàíèè» ëîìòèêà
ìÿñà â ãîðÿ÷åì ãîðøêå «÷æó».

Î ðîëè ñóïà

Ôèçè÷åñêèå ñâîéñòâà ñóïà, èñïîëüçóå-
ìîãî â òîì èëè èíîì òèïå ãîðÿ÷åãî ãîðøêà,
òàêæå ñóùåñòâåííî îïðåäåëÿþò ñïåöèôè-
êó ïðîèñòåêàþùèõ â íèõ ïðîöåññîâ. Òàê, â
÷óíöèíñêîì ãîðøî÷êå ñóïîâàÿ îñíîâà õîí-
ãîó  ñîñòîèò â îñíîâíîì èç òóøåíîãî ñ ÷èëè
è êèòàéñêîé êîëþ÷åé çîëîé ìàñëà è íå-
áîëüøîé ÷àñòè âîäû. Íàïðîòèâ, îáû÷íàÿ
ñóïîâàÿ îñíîâà öèíäàí  â îñíîâíîì ñîñòîèò
èç âîäû, ñìåøàííîé äëÿ ñîçäàíèÿ ïðÿíîãî
âêóñà ñ íåáîëüøèì êîëè÷åñòâîì ìàñëà,
ñîëè è äðóãèõ ïðèïðàâ. Åñëè â îäèíàêîâûå
ãîðøêè íàëèòü îäèíàêîâûå îáúåìû ñóïî-
âûõ îñíîâ õîíãîó  è öèíäàí  è ïîñòàâèòü íà
îãîíü, òî ïåðâàÿ èç íèõ, â îñíîâíîì ñîñòî-
ÿùàÿ èç ìàñëà, çàêèïèò ðàíüøå, ÷åì âòî-
ðàÿ. Ýòîò ôàêò êàæåòñÿ íåñêîëüêî ñòðàí-
íûì – âåäü ìàñëî åñëè è êèïèò, òî ïðè
òåìïåðàòóðàõ çíà÷èòåëüíî âûøå òåìïåðà-
òóðû êèïåíèÿ âîäû. Îáúÿñíåíèå î÷åíü
ïðîñòîå. Äåëî â òîì, ÷òî è â ïåðâîì è âî
âòîðîì ñëó÷àÿõ êèïèò íå ìàñëî, à âîäà,
ñìåøàííàÿ â áîëüøåé èëè ìåíüøåé ïðî-
ïîðöèè ñ ìàñëîì.

Ïðè ýòîì èìåþòñÿ òðè ïðè÷èíû, îáóñ-
ëàâëèâàþùèå áîëåå áûñòðîå çàêèïàíèå
ãîðøêà ñ ñóïîâîé îñíîâîé õîíãîó . Âî-
ïåðâûõ, óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü ìàñëà çà-
ìåòíî ìåíüøå óäåëüíîé òåïëîåìêîñòè

âîäû: ( )3
ì 2 10 Äæ êã Êc = × ×  è

( )3
â 4,2 10 Äæ êã Êc = × × , è, ñëåäîâàòåëü-

íî, äëÿ ïîâûøåíèÿ òåìïåðàòóðû åäèíè-
öû ìàññû ñóïà õîíãîó  îò êîìíàòíîé òåì-
ïåðàòóðû äî 100 Ñ°  òðåáóåòñÿ ìåíüøå
ïîëîâèíû êîëè÷åñòâà òåïëîòû, ðàñõîäóå-
ìîãî ïðè íàãðåâå öèíäàí . Âî-âòîðûõ,
ïëîòíîñòü ìàñëà, êàê è åãî òåïëîåìêîñòü,
çàìåòíî ìåíüøå ýòèõ æå õàðàêòåðèñòèê
âîäû, ïîýòîìó ïðè ðàâíûõ îáúåìàõ ìàñ-
ñà ñóïà õîíãîó  îêàæåòñÿ ìåíüøåé. Ýòî
åùå îäèí ôàêòîð, óñêîðÿþùèé äîâåäåíèå
ãîðøêà ñ õîíãîó  äî êèïåíèÿ. Ïîñëåäíåå,
òðåòüå, îáñòîÿòåëüñòâî êàñàåòñÿ ïðîöåññà
ïîòåðè òåïëà ñ ïîâåðõíîñòè ñóïà ïðè íà-
ãðåâàíèè ãîðøêà. Ïîòåðÿ òåïëà â çíà÷è-
òåëüíîé ñòåïåíè îïðåäåëÿåòñÿ êîíâåêöè-
åé – ïåðåíîñîì ýíåðãèè áëàãîäàðÿ ïîòî-
êàì íàãðåòîãî âåùåñòâà, êîòîðûå âîçíè-
êàþò â íåðàâíîìåðíî íàãðåòîé æèäêîñòè
â ðåçóëüòàòå ðàçëè÷èÿ â ïëîòíîñòÿõ åå
ñëîåâ.

Òåïëîâîé ïîòîê íà ïîâåðõíîñòè êà÷å-
ñòâåííî îïèñûâàåòñÿ çàêîíîì îõëàæäåíèÿ
Íüþòîíà, êîòîðûé óòâåðæäàåò, ÷òî ïîòîê
ïðîïîðöèîíàëåí ðàçíîñòè òåìïåðàòóð:

q h T�$= .
Âõîäÿùèé â ýòî âûðàæåíèå êîýôôèöèåíò
h íàçûâàåòñÿ êîýôôèöèåíòîì òåïëîîòäà÷è
è ïîêàçûâàåò, íàñêîëüêî ñèëüíà ðîëü êîí-
âåêöèè. Òèïè÷íûå âåëè÷èíû êîýôôèöèåí-
òà òåïëîîòäà÷è äëÿ êèïÿùåé âîäû è ìàñ-
ëà ðàâíû ( ) ( )3 2

â 2,5 25 10 Âò ì Êh = - × ×  è

( ) ( )2
ì 0,5 15 10 Âò ì Êh = - × ×  ñîîòâåòñòâåí-

íî. Òàêîå îãðîìíîå ðàçëè÷èå (íà äâà ïî-
ðÿäêà) ñâÿçàíî ñ áîëüøîé âÿçêîñòüþ è
ïëîõîé òåïëîïðîâîäíîñòüþ ìàñëà. Òàêèì
îáðàçîì ñòàíîâèòñÿ ïîíÿòíî, ïî÷åìó òåïëà
ñ ïîâåðõíîñòè ìàñëÿíèñòîãî õîíãîó  òåðÿ-
åòñÿ ãîðàçäî ìåíüøå, ÷åì ñ ñîäåðæàùåãî
áîëüøîé ïðîöåíò âîäû ñóïà öèíäàí .

* * *
Êèòàéñêàÿ êóõíÿ – îäíà èç ñàìûõ áîãà-

òûõ è èíòåðåñíûõ â ìèðå. Çäåñü åäÿò âñ¸,
íó èëè ïî÷òè âñ¸. È ñïîñîáû ïðèãîòîâëå-
íèÿ åäû î÷åíü ðàçíûå. Â ýòîé ñòàòüå ìû
çàãëÿíóëè ëèøü â ìàëåíüêîå îêîøêî ýòîãî
îãðîìíîãî ìèðà.

Ìàíüìàíü ÷è (êóøàéòå ìåäëåííî)!
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Òåîðåìà Øàëÿ â òðåõ ëèöàõ
Ñ.ÊÓÇÍÅÖÎÂ

Ï ÎÍßÒÈÅ ÄÂÈÆÅÍÈß  (ÈÇÎÌÅÒÐÈ-
÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ)  èãðàåò âåñü-

ìà âàæíóþ ðîëü â ãåîìåòðèè. Ïî îïðåäåëå-
íèþ, äâèæåíèåì ïëîñêîñòè íàçûâàåòñÿ åå
ïðåîáðàçîâàíèå, ñîõðàíÿþùåå ðàññòîÿíèÿ
ìåæäó òî÷êàìè: åñëè A ïåðåõîäèò â A¢, à
B – â B¢, òî îòðåçîê A B¢ ¢ äîëæåí áûòü
ðàâåí îòðåçêó AB. Ñ ïîìîùüþ òðåòüåãî
ïðèçíàêà ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ íåòðóä-
íî äîêàçàòü, ÷òî âñÿêîå äâèæåíèå ñîõðàíÿ-
åò òàêæå è óãëû – òàêèì îáðàçîì, ñîõðàíÿ-
åòñÿ âñÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ïðå-
îáðàçóåìûõ îáúåêòîâ. Íåäàðîì ôèãóðû,
êîòîðûå ìîæíî ñîâìåñòèòü äâèæåíèåì,
ñ÷èòàþòñÿ ðàâíûìè .

Äâèæåíèÿìè ÿâëÿþòñÿ, íàïðèìåð, ïî-
âîðîò  íà óãîë 1  �J îòíîñèòåëüíî íåêîòî-
ðîé òî÷êè A (ðèñ.1), îáîçíà÷àåìûé A

�JR ;
ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ  íà âåêòîð a

r

(ðèñ.2), îáîçíà÷àåìûé aTr ; îñåâàÿ ñèì-
ìåòðèÿ  îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé l  (ðèñ.3),
îáîçíà÷àåìàÿ lS .

Íîâûå äâèæåíèÿ ìîæíî ïîëó÷àòü ïðè
ïîìîùè êîìïîçèöèè : äâèæåíèå H = oH F G
ñîñòîèò â ïîñëåäîâàòåëüíîì ïðèìåíåíèè
ñíà÷àëà äâèæåíèÿ G, à ïîòîì F  ê ðåçóëü-

òàòó.2  Ïðèìåðîì
êîìïîçèöèè äâè-
æåíèé ÿâëÿåòñÿ
ñêîëüçÿùàÿ ñèì-
ìåòðèÿ , a lT Sr o ,
ãäå a

r
 – âåêòîð, ïà-

ðàëëåëüíûé ïðÿ-
ìîé l  (ðèñ.4). Â
ýòîì ñëó÷àå ïîðÿ-
äîê êîìïîçèöèè íå
èìååò çíà÷åíèÿ:

a l l a=T S S Tr ro o .

Äðóãèå èçâåñòíûå âèäû äâèæåíèé îêà-
çûâàþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè ïåðå÷èñëåí-
íûõ: íàïðèìåð, öåíòðàëüíàÿ ñèììåòðèÿ

AZ  åñòü ïîâîðîò íà 180° , ò.å. 180
A

°R ;
òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå, îñòàâëÿ-
þùåå âñå òî÷êè íà ìåñòå, ìîæíî çàïèñàòü
êàê ïåðåíîñ íà íóëåâîé âåêòîð ( 0

Tr ) èëè
êàê ïîâîðîò íà íóëåâîé óãîë âîêðóã ïðî-
èçâîëüíîé òî÷êè ( 0

A
°R ); êîìïîçèöèÿ íå-

òðèâèàëüíîãî ïîâîðîòà è ïàðàëëåëüíîãî
ïåðåíîñà îïÿòü äàåò ïîâîðîò; êîìïîçèöèÿ
ïîâîðîòîâ, äàæå ñ ðàçíûìè öåíòðàìè, –
ïîâîðîò èëè ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ 3 è
òàê äàëåå. Îñåâàÿ ñèììåòðèÿ – ýòî ñêîëü-
çÿùàÿ ñèììåòðèÿ ñ 0a =

rr
. Îêàçûâàåòñÿ,

÷òî òàê áóäåò ñî âñåìè âèäàìè äâèæåíèé.

1 Óãîë áåðåòñÿ ñî çíàêîì: ïîëîæèòåëüíîå
íàïðàâëåíèå – ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, îòðè-
öàòåëüíîå – ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå.

2 Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî ïðè êîìïîçèöèè
ìû ïðèìåíÿåì ïðåîáðàçîâàíèÿ â íåîáû÷íîì
ïîðÿäêå – ñïðàâà íàëåâî. Òàêèì îáðàçîì, ïî-
ëó÷àåòñÿ ðàâåíñòâî �� �	 �� �	 �� �	�� �	X X��oF G F G .
Åñëè áû ìû âìåñòî �� �	XF  ïèñàëè �� �	X F , êàê
â îáðàòíîé ïîëüñêîé çàïèñè  (ââåäåíà ×.Õýìá-
ëèíãîì íà îñíîâå «ïîëüñêîé çàïèñè» ß.Ëóêà-
ñåâè÷à), òî è â êîìïîçèöèè ïðåîáðàçîâàíèÿ
ïðèìåíÿëèñü áû ñëåâà íàïðàâî.

3 Êðàñèâóþ èëëþñòðàöèþ ýòîãî ôàêòà ìîæ-
íî óâèäåòü â ñòàòüå Ñ.Äîðè÷åíêî, Ñ.Øàøêîâà
è À.Øåíÿ «Çàãàäî÷íûå êðóãè è äâèæåíèÿ
ïëîñêîñòè» («Êâàíò» ¹4 çà 2009 ã.).

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3

Ðèñ. 4
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Òåîðåìà Øàëÿ.  Âñÿêîå äâèæåíèå åâê-
ëèäîâîé ïëîñêîñòè åñòü èëè ïîâîðîò,
èëè ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ, èëè ñêîëüçÿ-
ùàÿ ñèììåòðèÿ.

Ýòà òåîðåìà, äîêàçàííàÿ ôðàíöóçñêèì
ãåîìåòðîì Ìèøåëåì Øàëåì â ñåðåäèíå
XIX âåêà, äîñòàòî÷íî øèðîêî èçâåñòíà è
âñòðå÷àåòñÿ âî ìíîãèõ êíèãàõ ïî ýëåìåí-
òàðíîé ãåîìåòðèè; åñòü î íåé ñòàòüÿ è â
«Êâàíòå» 4 . Â ýòîé ñòàòüå ìû äîêàæåì
òåîðåìó Øàëÿ è åå àíàëîãè â òðåõ ãåî-
ìåòðèÿõ: ïëîñêîé åâêëèäîâîé, ñôåðè÷åñ-
êîé è ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî.

Àêñèîìàòèêà ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî
îòëè÷àåòñÿ îò åâêëèäîâîé òîëüêî îäíîé
àêñèîìîé – àêñèîìîé î ïàðàëëåëüíûõ . Ó
Åâêëèäà ýòà àêñèîìà âûãëÿäèò òàê:

Àêñèîìà Åâêëèäà.  ×åðåç äàííóþ òî÷-
êó A, íå ëåæàùóþ íà äàííîé ïðÿìîé a,
ìîæíî ïðîâåñòè íå áîëåå îäíîé ïðÿìîé,
ïàðàëëåëüíîé ïðÿìîé a (ò.å. íå èìåþ-
ùåé ñ íåé îáùèõ òî÷åê).

Ýòà àêñèîìà, â ñðàâíåíèè ñ äðóãèìè,
íå êàæåòñÿ íàãëÿäíî î÷åâèäíîé è ñêîðåå
âûãëÿäèò êàê òåîðåìà, êîòîðóþ ñëåäîâà-
ëî áû äîêàçàòü. Òåì íå ìåíåå, ïîïûòêè
ñäåëàòü ýòî, êîòîðûå ïðåäïðèíèìàëè ìíî-
ãèå ãåîìåòðû ñî âðåìåí Åâêëèäà è äî
XIX âåêà, íå óâåí÷àëèñü óñïåõîì. Â êîí-
öå êîíöîâ, Íèêîëàé Èâàíîâè÷ Ëîáà÷åâñ-
êèé â ñâîåé ðàáîòå «Î íà÷àëàõ ãåîìåò-
ðèè» (1828 ã.) ïðåäïîëîæèë, ÷òî åñëè
çàìåíèòü åâêëèäîâó àêñèîìó î ïàðàëëåëü-
íûõ íà åå îòðèöàíèå, òî ïîëó÷èòñÿ íå-
ïðîòèâîðå÷èâàÿ òåîðèÿ, è òåì ñàìûì äî-
êàçàòü ýòó àêñèîìó êàê òåîðåìó èç îñ-
òàëüíûõ àêñèîì íåâîçìîæíî (îäíîâðåìåí-
íîå ïðèñóòñòâèå óòâåðæäåíèÿ è åãî îòðè-
öàíèÿ äåëàþò òåîðèþ ïðîòèâîðå÷èâîé).
Ïðèìåðíî â òî æå âðåìÿ ê ýòîé èäåå
ïðèøëè òàêæå ßíîø Áîéàè è Êàðë Ôðèä-
ðèõ Ãàóññ. Îñíîâûâàÿñü íà ïðåäïîëîæå-
íèè, ÷òî çàìåíà àêñèîìû î ïàðàëëåëüíûõ
íà åå îòðèöàíèå íå ïðèâîäèò ê ïðîòèâî-
ðå÷èÿì, Ëîáà÷åâñêèé çíà÷èòåëüíî ïðîäâè-
íóëñÿ â ðàçâèòèè íîâîé ãåîìåòðè÷åñêîé
òåîðèè, êîòîðóþ ìû ñåé÷àñ íàçûâàåì ãåî-
ìåòðèåé Ëîáà÷åâñêîãî, – îäíàêî ñòðîãî

äîêàçàòü, ÷òî ïðîòèâîðå÷èÿ â íåé â ïðèí-
öèïå ïîëó÷èòü íåâîçìîæíî, óäàëîñü ëèøü
ñïóñòÿ ïîëâåêà ïîñëå îòêðûòèÿ Ëîáà÷åâ-
ñêîãî. Äëÿ ýòîãî áûëè ïîñòðîåíû ìîäåëè
ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî, îäíó èç êîòî-
ðûõ ìû ïðèâîäèì íèæå.

Èòàê, â ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî âìåñòî
àêñèîìû î ïàðàëëåëüíûõ ïðèíÿòî åå îò-
ðèöàíèå .

Àêñèîìà Ëîáà÷åâñêîãî.  Ñóùåñòâóþò
òàêèå ïðÿìàÿ a è íå ëåæàùàÿ íà íåé
òî÷êà A, ÷òî ÷åðåç òî÷êó A ìîæíî ïðî-
âåñòè õîòÿ áû äâå ïðÿìûå, íå èìåþùèå
îáùèõ òî÷åê ñ A.

Â ïðèñóòñòâèè äðóãèõ àêñèîì Åâêëèäà
èç àêñèîìû Ëîáà÷åâñêîãî ñëåäóåò åå áî-
ëåå ñèëüíûé âàðèàíò: äëÿ ëþáûõ ïðÿìîé
a è íå ëåæàùåé íà íåé òî÷êè A ÷åðåç A
ìîæíî ïðîâåñòè áîëåå îäíîé ïðÿìîé, ïà-
ðàëëåëüíîé a.  Âñå îñòàëüíûå àêñèîìû ó
Åâêëèäà è ó Ëîáà÷åâñêîãî ñîâïàäàþò.

Ê ýòèì äâóì ãåîìåòðèÿì – Åâêëèäà è
Ëîáà÷åâñêîãî – ìû äîáàâèì òàêæå ñôå-
ðè÷åñêóþ ãåîìåòðèþ . Òî÷êè ýòîé ãåîìåò-
ðèè ðàñïîëîæåíû íà ñôåðå (â îáû÷íîì
òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå).
Ðîëü ïðÿìûõ èãðàþò áîëüøèå êðóãè, îá-
ðàçóþùèåñÿ ïðè ñå÷åíèè ñôåðû ïëîñêî-
ñòÿìè, ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç åå öåíòð: äóãà
áîëüøîãî êðóãà – ýòî êðàò÷àéøèé ïóòü
ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè, åñëè äâèãàòüñÿ ðàç-
ðåøåíî òîëüêî ïî ñôåðå. Ìîæåò ïîêà-
çàòüñÿ, ÷òî ðàññóæäàòü î ôèãóðàõ íà ñôå-
ðå ìîæíî ìåòîäàìè îáû÷íîé åâêëèäîâîé
ñòåðåîìåòðèè, è âûäåëÿòü îòäåëüíî ñôå-
ðè÷åñêóþ ãåîìåòðèþ èçëèøíå. Îäíàêî
âçãëÿíóòü íà ñôåðó êàê íà íåêèé àíàëîã
ïëîñêîñòè èíîãäà áûâàåò î÷åíü ïîëåçíî,
êàê äëÿ òåîðåòè÷åñêèõ, òàê è äëÿ ïðàêòè-
÷åñêèõ çàäà÷.5 Ñôåðè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ è
âïðàâäó ìíîãèì ïîõîæà íà ïëàíèìåòðèè
Åâêëèäà è Ëîáà÷åâñêîãî (â ÷àñòíîñòè, â
íåé âåðíû ìíîãèå èç òåîðåì, èñïîëüçóå-
ìûõ â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû Øàëÿ –
ñì. íèæå), íî ìíîãèì è îòëè÷àåòñÿ. Íà-
ïðèìåð, íà ñôåðå âîçìîæåí òðåóãîëüíèê,
âñå óãëû êîòîðîãî ïðÿìûå (ðèñ.5).

4 Â.Áóãàåíêî. «Äâèæåíèÿ ïëîñêîñòè è òåî-
ðåìà Øàëÿ» («Êâàíò» ¹4 çà 2009 ã.).

5 Íàïðèìåð, î ïðèìåíåíèè ñôåðè÷åñêîé ãåî-
ìåòðèè â àñòðîíîìèè ìîæíî ïî÷èòàòü â êíèãå
Â.Ï.Öåñåâè÷à «×òî è êàê íàáëþäàòü íà íåáå».
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Íà÷íåì äîêàçûâàòü òåîðåìó Øàëÿ òàê,
êàê ýòî äåëàåòñÿ â åâêëèäîâîì ñëó÷àå, è
ïîïðîáóåì ïðîäâèíóòüñÿ êàê ìîæíî äàëü-
øå òàê, ÷òîáû íàøè ðàññóæäåíèÿ ñîõðà-
íÿëè ñâîþ ñèëó è â äâóõ äðóãèõ ãåîìåò-
ðèÿõ.

Ëåììà î òðåõ ãâîçäÿõ.  Åñëè äâèæåíèå
F èìååò òðè íåïîäâèæíûå òî÷êè, íå
ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé, òî F  – òîæ-
äåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî.  Ïóñòü ýòî íå òàê:
�� �	D D D�a�� �xF  äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè D .

Òîãäà, ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîé íåïîäâèæ-
íîé òî÷êè A âåðíî ðàâåíñòâî AD  = AD�a,
âñå íåïîäâèæíûå òî÷êè ëåæàò íà îäíîé
ïðÿìîé – ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå ê
îòðåçêó DD �a. Ïðîòèâîðå÷èå.

Òåîðåìà î òðåõ ñèììåòðèÿõ.  Âñÿêîå
äâèæåíèå ïëîñêîñòè åñòü èëè òîæäå-
ñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå, èëè îñåâàÿ ñèì-
ìåòðèÿ, èëè êîìïîçèöèÿ äâóõ îñåâûõ ñèì-
ìåòðèé, èëè êîìïîçèöèÿ òðåõ îñåâûõ
ñèììåòðèé.

Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà â ñëåäóþùåì: ñ
ïîìîùüþ ñèììåòðèé ìîæíî «âîçâðàùàòü»
òî÷êè íà èõ èñõîäíîå ìåñòî, ò.å. «ñîçäà-
âàòü» íåïîäâèæíûå òî÷êè â íóæíîì íàì
êîëè÷åñòâå.

Äîêàçàòåëüñòâî.  Åñëè äâèæåíèå F  òîæ-
äåñòâåííîå, òî òåîðåìà
äîêàçàíà. Â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå �� �	A A A�a�� �xF
äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè A.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç a ñå-
ðåäèííûé ïåðïåíäèêó-
ëÿð ê îòðåçêó AA�a
(ðèñ.6) è ïîëîæèì

a�� S oG F . Òîãäà A – íåïîäâèæíàÿ òî÷-
êà äâèæåíèÿ G.

Åñëè îêàçàëîñü, ÷òî G òîæäåñòâåííîå,
òî a�� SF  (îñåâàÿ ñèììåòðèÿ).

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå �� �	B B B�a�� �xG  äëÿ
íåêîòîðîé òî÷êè B. Ïóñòü b – ñåðåäèí-
íûé ïåðïåíäèêóëÿð ê îòðåçêó BB�a; ïî-
ñêîëüêó AB = AB�a
( A – íåïîäâèæíàÿ
òî÷êà), òî÷êà A ëå-
æèò íà ïðÿìîé b
(ðèñ.7). Ïîëîæèì

b b a�� ��S S So o oH G
oF . Ó äâèæåíèÿ H
óæå äâå íåïîäâèæ-
íûå òî÷êè: A è B.

Ñíîâà, åñëè H  –
òîæäåñòâåííîå, òî a b�� S SoF  (êîìïîçè-
öèÿ äâóõ ñèììåòðèé). Â ïðîòèâíîì ñëó-
÷àå �� �	C C C�a�� �xH , è íåïîäâèæíûå òî÷-
êè A è B ñîñòàâëÿþò ïðÿìóþ c – ñåðå-
äèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê îòðåçêó CC�a
(ðèñ.8). Èç ýòîãî, êñòàòè, ñëåäóåò, ÷òî

ñàìà òî÷êà C íà ïðÿìîé c íå ëåæèò.
Çíà÷èò, ó äâèæåíèÿ c ��S oH

c b a�� S S So o oF  òðè íåïîäâèæíûå òî÷êè
( A, B è C), è îíè íå ëåæàò íà îäíîé
ïðÿìîé. Ïî ëåììå î òðåõ ãâîçäÿõ ýòî
äâèæåíèå òîæäåñòâåííîå. Ñëåäîâàòåëüíî,

a b c�� S S So oF  (êîìïîçèöèÿ òðåõ ñèì-
ìåòðèé).

Åñëè âíèìàòåëüíî ïîñìîòðåòü íà äîêà-
çàòåëüñòâà ëåììû î òðåõ ãâîçäÿõ è òåîðå-
ìû î òðåõ ñèììåòðèÿõ, ìîæíî çàìåòèòü,
÷òî èç âñåãî àðñåíàëà ãåîìåòðè÷åñêèõ
ñðåäñòâ ìû èñïîëüçîâàëè òîëüêî òåîðåìó
î ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå : ñåðåäèí-
íûé ïåðïåíäèêóëÿð ê îòðåçêó AB åñòü
ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê, ðàñïîëî-
æåííûõ íà ðàâíûõ ðàññòîÿíèÿõ îò òî-

Ðèñ. 5

Ðèñ. 6

Ðèñ. 7

Ðèñ. 8
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÷åê A è B.  Êëàññè÷åñêîå åâêëèäîâî äîêà-
çàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà íå èñïîëüçóåò àê-
ñèîìó î ïàðàëëåëüíûõ – îíî, êàê ãîâî-
ðèòñÿ, ïðèíàäëåæèò àáñîëþòíîé ãåîìåò-
ðèè, ò.å. îáùåé ÷àñòè ãåîìåòðèé Åâêëèäà
è Ëîáà÷åâñêîãî. Òåîðåìà î ñåðåäèííîì
ïåðïåíäèêóëÿðå âåðíà òàêæå è íà ñôåðå.
Òàêèì îáðàçîì, îñòàåòñÿ ïîíÿòü, êàê óñò-
ðîåíû êîìïîçèöèè äâóõ èëè òðåõ îñåâûõ
ñèììåòðèé â êàæäîé èç òðåõ ãåîìåòðèé.

Êîìïîçèöèþ äâóõ ñèììåòðèé, a bS So ,
âû÷èñëèòü îòíîñèòåëüíî ïðîñòî. Â åâê-
ëèäîâîì ñëó÷àå âîçìîæíû äâå ñèòóàöèè:
(1) ïðÿìûå a è b ïåðåñåêàþòñÿ, è òîãäà

a bS So  åñòü ïîâîðîò îòíîñèòåëüíî òî÷êè
èõ ïåðåñå÷åíèÿ íà óäâîåííûé óãîë ìåæ-

äó ýòèìè ïðÿìûìè (ðèñ.9); (2) ïðÿìûå a
è b ïàðàëëåëüíû – òîãäà a bS So  åñòü

ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ (ðèñ.10). Íà ñôå-
ðå âñå åùå ïðîùå: ëþáûå äâå «ïðÿìûå»
(ò.å. äâà áîëüøèõ êðóãà) ïåðåñåêàþòñÿ â
äâóõ äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûõ òî÷-
êàõ, è a bS So  åñòü âðàùåíèå ñôåðû âîê-
ðóã ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ýòè äâå òî÷êè îñè
(ðèñ.11).

×òîáû ðàçîáðàòüñÿ ñî ñëó÷àåì ãåîìåò-
ðèè Ëîáà÷åâñêîãî, íàì áóäåò óäîáíî èìåòü
íàãëÿäíîå ïðåäñòàâëåíèå ïëîñêîñòè Ëî-

áà÷åâñêîãî, èíà÷å ãîâîðÿ, ïîñòðîèòü ìî-
äåëü ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî íà ìàòåðèà-
ëå åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè. Äëÿ ýòîãî íóæ-
íî ïðèäàòü íîâûé ñìûñë îñíîâíûì ãåî-
ìåòðè÷åñêèì ïîíÿòèÿì – ïî-íîâîìó îáúÿñ-
íèòü, ÷òî òàêîå òî÷êà, ïðÿìàÿ, ðàâåíñòâî
îòðåçêîâ, ðàâåíñòâî óãëîâ, è ñäåëàòü ýòî
òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïðè ýòîì îñòàëèñü
âåðíû âñå åâêëèäîâû àêñèîìû, êðîìå àê-
ñèîìû î ïàðàëëåëüíûõ. Ñäåëàòü ýòî ìîæ-
íî ìíîãèìè ðàçíûìè ñïîñîáàìè; ó íàñ
áóäåò îäèí èç íèõ – ìîäåëü Ïóàíêàðå â
âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè.

Òî÷êàìè, ïðèíàäëåæàùèìè ïëîñêîñòè
Ëîáà÷åâñêîãî, áóäóò ñ÷èòàòüñÿ òîëüêî òî÷-
êè, ðàñïîëîæåííûå ñòðîãî âûøå íåêîòî-
ðîé âûáðàííîé ïðÿìîé, íàçûâàåìîé àá-
ñîëþòîì . (Åñëè àáñîëþò ñ÷èòàòü îñüþ
Ox, òî ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî
òî÷êè ñ y > 0.) Ðîëü ïðÿìûõ  â ýòîé
ìîäåëè áóäóò èãðàòü ïîëóîêðóæíîñòè ñ
öåíòðîì íà àáñîëþòå, à òàêæå âåðòèêàëü-
íûå ëó÷è. Âòîðàÿ ðàçíîâèäíîñòü ïðÿìûõ
íàçûâàåòñÿ îñîáîé .

Ñðàçó âèäíî, ÷òî â ýòîé ìîäåëè íàðó-
øàåòñÿ åâêëèäîâà àêñèîìà î ïàðàëëåëü-
íûõ: ÷åðåç äàííóþ òî÷êó A ìîæíî ïðîâå-
ñòè áåñêîíå÷íî ìíîãî ïðÿìûõ, íå èìåþ-
ùèõ îáùèõ òî÷åê ñ äàííîé ïðÿìîé a
(ðèñ.12). Âñå ýòè ïðÿìûå ìîæíî áûëî
áû ñ÷èòàòü ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìîé a –
îäíàêî îáùåïðèíÿòàÿ òåðìèíîëîãèÿ ñ÷è-
òàåò ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìîé a òîëüêî
«êðàéíèå» ïðÿìûå 1b  è 2b , èìåþùèå ñ
íåé îáùèå òî÷êè íà àáñîëþòå; îñòàëüíûå

Ðèñ. 9

Ðèñ. 10

Ðèñ. 11
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ïðÿìûå íàçûâàþòñÿ ðàñõîäÿùèìèñÿ  ñ ïðÿ-
ìîé a. Â ñëó÷àå êîãäà ïðÿìàÿ a îñîáàÿ,
îäíà èç ïàðàëëåëüíûõ åé ïðÿìûõ òîæå
áóäåò îñîáîé (ðèñ.13).

Â ìîäåëè Ïóàíêàðå ñèììåòðèÿ îòíîñè-
òåëüíî îñîáîé ïðÿìîé îïðåäåëÿåòñÿ åâê-
ëèäîâûì îáðàçîì (ðèñ.14); ðîëü æå ñèì-

ìåòðèè îòíîñèòåëüíî íåîñîáîé ïðÿìîé èã-
ðàåò çàìå÷àòåëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïëîñ-
êîñòè, íàçûâàåìîå èíâåðñèåé (ðèñ.15).

Ïðè èíâåðñèè îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñ-
òè (ïðÿìîé â ñìûñëå Ëîáà÷åâñêîãî) ñ
öåíòðîì O íà àáñîëþòå è ðàäèóñîì R
òî÷êà A ïåðåõîäèò â òî÷êó A�a, ëåæàùóþ
íà ëó÷å OA è òàêóþ, ÷òî 2OA OA R�a�– �� .
Èíâåðñèÿ îïðåäåëåíà äëÿ âñåõ òî÷åê ïëîñ-
êîñòè, êðîìå O – ê ñ÷àñòüþ, òî÷êà O
ëåæèò âíå òî÷åê ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî
è ïîýòîìó íàñ íå èíòåðåñóåò. Èíâåðñèÿ

îáëàäàåò âñåìè ñâîéñòâàìè 6 , êîòîðûå ìû
îæèäàåì îò îñåâîé ñèììåòðèè:

gèíâåðñèÿ ïåðåâîäèò âåðõíþþ ïîëó-
ïëîñêîñòü â âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü;

gèíâåðñèÿ îòíîñèòåëüíî ïîëóîêðóæíî-
ñòè (ïðÿìîé â ñìûñëå Ëîáà÷åâñêîãî) a
ñîõðàíÿåò òî÷êè, ëåæàùèå íà ñàìîé a, íà
ìåñòå;

gèíâåðñèÿ ïåðåâîäèò ïðÿìûå (â ñìûñ-
ëå Ëîáà÷åâñêîãî) â ïðÿìûå (â ñìûñëå
Ëîáà÷åâñêîãî);

gèíâåðñèÿ ñîõðàíÿåò óãëû (óãîë ìåæ-
äó ïðÿìûìè â ñìûñëå Ëîáà÷åâñêîãî ñ÷è-
òàåòñÿ ðàâíûì åâêëèäîâó óãëó ìåæäó êà-
ñàòåëüíûìè, ïðîâåäåííûìè â òî÷êå ïåðå-
ñå÷åíèÿ);

gåñëè äâà ðàçà ïðèìåíèòü îäíó è òó æå
èíâåðñèþ, ïîëó÷èòñÿ òîæäåñòâåííîå ïðå-
îáðàçîâàíèå.

Äàëåå, îïðåäåëèâ ñ ïîìîùüþ èíâåðñèé
ðàâåíñòâî îòðåçêîâ â ìîäåëè Ïóàíêàðå,
ìîæíî äîêàçàòü â íåé, êàê òåîðåìû, àê-
ñèîìû àáñîëþòíîé ãåîìåòðèè è òåì ñà-
ìûì îáîñíîâàòü, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî
ìîäåëü ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî. Íî îá
ýòîì, êàê ãîâîðÿò èñëàíäöû, íå ãîâîðèò-
ñÿ â ýòîé ñàãå.

Î òîì æå, êàê âñå-òàêè âûãëÿäÿò êîì-
ïîçèöèè äâóõ è òðåõ ñèììåòðèé â ãåîìåò-
ðèè Ëîáà÷åâñêîãî, ìû ðàññêàæåì â ñëå-
äóþùåì íîìåðå æóðíàëà.

6 Ïîäðîáíåå î ñâîéñòâàõ èíâåðñèè è åå ïðè-
ìåíåíèè â ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷àõ ìîæíî ïðî-
÷èòàòü â áðîøþðå È.Ä.Æèæèëêèíà «Èíâåð-
ñèÿ» (Áèáëèîòåêà «Ìàòåìàòè÷åñêîå ïðîñâåùå-
íèå», âûï.35, ÌÖÍÌÎ, 2009).

(Ïðîäîëæåíèå ñëåäóåò)

Ðèñ. 13

Ðèñ. 14

Ðèñ. 15

Ðèñ. 12
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Ýòîò ðàçäåë âåäåòñÿ ó íàñ èç íîìåðà â íîìåð ñ ìîìåí òà îñíîâàíèÿ æóðíàëà. Ïóáëèêóåìûå
â íåì çàäà÷è  íåñòàíäàðòíû, íî  äëÿ  èõ ðåøåíèÿ íå òðåáóåòñÿ çíàíèé, âûõîäÿùèõ  çà ðàìêè
øêîëüíîé  ïðîãðàììû. Íàèáîëåå òðóäíûå çàäà÷è îòìå÷à þòñÿ çâåçäî÷êîé. Ïîñëå ôîðìóëè-
ðîâêè çàäà÷è ìû îáû÷íî óêàçûâàåì, êòî íàì åå ïðåäëî æèë. Ðàçóìååòñÿ, íå âñå ýòè çàäà÷è
ïóáëèêóþòñÿ âïåðâûå.

Ðåøåíèÿ çàäà÷ ïî ìàòåìàòèêå è ôèçèêå èç ýòîãî íîìåð à ñëåäóåò îòïðàâëÿòü ïî ýëåêòðîí-
íûì àäðåñàì: math@kvant.ras.ru è phys@kvant.ras.ru ñîîòâåòñòâåííî èëè ïî ïî÷òîâîìó àäðåñó:
119296 Ìîñêâà, Ëåíèíñêèé ïðîñïåêò, 64-À, «Êâàíò».

Óñëîâèÿ êàæäîé îðèãèíàëüíîé çàäà÷è, ïðåäëàãàåìîé äë ÿ ïóáëèêàöèè, âìåñòå ñ Âàøèì
ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è ïðèñûëàéòå ïî òåì æå àäðåñàì.

Çàäà÷à Ì2479 ïðåäëàãàëàñü íà XIII  Îëèìïèàäå èìåíè  È.Ô.Øàðûãèíà, çàäà÷à Ì2481 – íà
LVIII Ìåæäóíàðîäíîé ìàòåìàòè÷åñêîé îëèìïèàäå.

Çàäà÷è
ïî ìàòåìàòèêå è ôèçèêå

Çàäà÷è Ì2478–Ì2481, Ô2485–Ô2488

M2478.  Äàíà «òàáëèöà óìíîæåíèÿ» n n´
(ò.å. òàáëèöà, â êîòîðîé íà ïåðåñå÷åíèè
ñòðîêè ñ íîìåðîì k è ñòîëáöà ñ íîìåðîì m
çàïèñíî ÷èñëî km (íà ðèñóíêå 1 ïîêàçàíà

òàáëèöà óìíîæåíèÿ 6 6´ ). Êëåòêè òàáëè-
öû ïîêðàñèëè â øàõìàòíîì ïîðÿäêå òàê,
÷òî êëåòêà ñ ÷èñëîì 1 – ÷åðíàÿ. Íàéäèòå
ñóììó ÷èñåë âî âñåõ ÷åðíûõ êëåòêàõ.

Ôîëüêëîð

M2479.  Òî÷êà I  – öåíòð âïèñàííîé îêðóæ-
íîñòè òðåóãîëüíèêà ABC, òî÷êà M  – ñåðå-
äèíà ñòîðîíû AC, à òî÷êà W  – ñåðåäèíà
äóãè AB îïèñàííîé îêðóæíîñòè, íå ñîäåð-
æàùåé C (ðèñ.2). Îêàçàëîñü, ÷òî

90AIMÐ = ° . Â êàêîì îòíîøåíèè I  äåëèò
îòðåçîê CW ?

Ñ.Áåðëîâ, À.Ïîëÿíñêèé

M2480.  Äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë m
è n äîêàæèòå íåðàâåíñòâà:

à) 
( )

1 1 1

2 1 3 2 1m m m
m

n n
+ + + <

× × + ×
K ;

á) 
1 1 1 1

1 2 2 3 1 2 1m mmm n n
+ + + <

× × × + -
K .

À.Åãîðîâ

M2481 *. Äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî N  > 2. Â
øåðåíãó âûñòðîåíà êîìàíäà èç ( )1N N +
ôóòáîëèñòîâ, ñðåäè êîòîðûõ íåò äâóõ
ôóòáîëèñòîâ îäèíàêîâîãî ðîñòà. Ñýð Àëåêñ
õî÷åò óäàëèòü èç øåðåíãè ( )1N N -  èãðî-
êîâ òàê, ÷òîáû îñòàëñÿ ðÿä èç 2 N èãðîêîâ,
äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå N
óñëîâèé: (1) íèêòî íå ñòîèò ìåæäó äâóìÿ
ñàìûìè âûñîêèìè èãðîêàìè, (2) íèêòî íå
ñòîèò ìåæäó òðåòüèì è ÷åòâåðòûì ïî ðîñòó

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2
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èãðîêàìè, ..., ( N) íèêòî íå ñòîèò ìåæäó
äâóìÿ ñàìûìè íèçêèìè èãðîêàìè.
Äîêàæèòå, ÷òî æåëàíèå ñýðà Àëåêñà ìîæ-
íî îñóùåñòâèòü.

Ã.×åëíîêîâ

Ô2485.  Òÿæåëûé îäíîðîäíûé áèëüÿðä-
íûé øàð ìàññîé m «çàñòðÿë» â ãîðèçîí-
òàëüíîé ðåøåòêå (ðèñ.3), ïðîòÿíóòîé (äëÿ

áåçîïàñíîñòè ëàìï) ïîä ïîòîëêîì íàä èã-
ðîâûì ñòîëîì. Ïðè êàêîì ìèíèìàëüíîì
çíà÷åíèè êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ �M òàêîå
âîçìîæíî? Ðàäèóñ øàðà R, «øàã» ðåøåò-
êè 2a, äèàìåòð ïðóòêà ðåøåòêè l . Óñêîðå-
íèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ ðàâíî g.

À.Áóðîâ

Ô2486.  Òåïëîèçîëèðîâàííûé öèëèíäð ðàç-
äåëåí ïîäâèæíûì íåâåñîìûì òåïëîíåïðî-
íèöàåìûì ïîðøíåì íà äâå ÷àñòè. Ñëåâà îò
ïîðøíÿ íàõîäÿòñÿ 0N  àòîìîâ ãåëèÿ ïðè
òåìïåðàòóðå 02T , ñïðàâà – 02N  àòîìîâ
àðãîíà ïðè òåìïåðàòóðå 0T . Â íåêîòîðûé
ìîìåíò ïðîèçîøëà «ðàçãåðìåòèçàöèÿ» ïîð-
øíÿ: îí ñòàë ïðîïóñêàòü àòîìû ãåëèÿ.
1) Êàê áóäåò èçìåíÿòüñÿ (ïîâûøàòüñÿ èëè
ïîíèæàòüñÿ) òåìïåðàòóðà ãàçà, íàõîäÿùå-
ãîñÿ ñëåâà îò ïîðøíÿ, â ïðîöåññå ïåðåõîäà
ñèñòåìû ê ðàâíîâåñíîìó ñîñòîÿíèþ?
2) Êàêàÿ ÷àñòü �B àòîìîâ ãåëèÿ ïðîéäåò
ñêâîçü ïîðøåíü ê ìîìåíòó, êîãäà òåìïåðà-
òóðà ëåâîãî ãàçà èçìåíèòñÿ íà �A = 0,01 îò
íà÷àëüíîé?
Ñ÷èòàéòå, ÷òî âñå ïðîöåññû ïðîòåêàþò
ìåäëåííî, à ýíåðãèÿ ïðîõîäÿùèõ ñêâîçü
ïåðåãîðîäêó àòîìîâ ðàâíà ñðåäíåé ýíåð-
ãèè àòîìîâ ãàçà, íàõîäÿùåãîñÿ ñëåâà îò
ïîðøíÿ.

Þ.Ðîãàëüñêèé

Ô2487.  Â ñõåìå, ïîêàçàííîé íà ðèñóíêå 4,
âñå ñîïðîòèâëåíèÿ îäèíàêîâû è ðàâíû R,

âñå äèîäû èìåþò âîëüò-àìïåðíóþ õàðàêòå-
ðèñòèêó, ïðèâåäåííóþ íà ðèñóíêå 5, ÝÄÑ
èñòî÷íèêà 01,5U=E . Íà ñõåìó ïîäàþò
íàïðÿæåíèå îò èñ-
òî÷íèêà. Ïîñòðîéòå
ãðàôèê çàâèñèìîñòè
ñèëû òîêà, ïðîòåêà-
þùåãî ÷åðåç èñòî÷-
íèê, îò íàïðÿæåíèÿ
íà íåì, ñ÷èòàÿ ïîëî-
æèòåëüíûì òîê,
èçîáðàæåííûé íà
ðèñóíêå 4 êðàñíîé
ñòðåëêîé. Îáîçíà÷üòå íà ãðàôèêå êîîðäè-
íàòû âñåõ îñîáûõ òî÷åê (èçëîìîâ).

À.Âîðîíöîâ

Ô2488.  Âèòîê òîíêîãî óðàíîâîãî ïðîâîäà
â ôîðìå êâàäðàòà (ðèñ. 6, à) èìååò èíäóê-
òèâíîñòü 1L . Äðóãîé âèòîê èç òàêîãî æå
ïðîâîäà, èäóùåãî ïî 6 ðåáðàì (äâóõ ñîñåä-
íèõ êâàäðàòîâ) êóáà (ðèñ. 6, á), èìååò èí-

äóêòèâíîñòü 2L . Íàéäèòå èíäóêòèâíîñòü
òðåòüåãî âèòêà èç ýòîãî æå ïðîâîäà, èäó-
ùåãî ïî 8 ðåáðàì (òðåõ â ðÿä ñîñåäíèõ
êâàäðàòîâ) êóáà (ðèñ. 6, â).

Ã.Êóçíåöîâ

Ðèñ. 3

Ðèñ. 4

Ðèñ. 5

Ðèñ. 6
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Ðåøåíèÿ çàäà÷ Ì2466–Ì2469,
Ô2473–Ô2476

M2466.  Äàíà ðàâíîáîêàÿ òðàïåöèÿ ABCD
ñ îñíîâàíèÿìè BC è AD (ðèñ.1). Îêðóæ-
íîñòü �W ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíû B è C

è âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò ñòîðîíó AB è
äèàãîíàëü BD â òî÷êàõ X è Y ñîîòâåò-
ñòâåííî. Êàñàòåëüíàÿ, ïðîâåäåííàÿ ê îê-
ðóæíîñòè �W â òî÷êå C, ïåðåñåêàåò ëó÷
AD â òî÷êå Z. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè X,
Y è Z ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Ïîñêîëüêó BC ADP , à ïðÿìàÿ ZC êàñàåò-
ñÿ îêðóæíîñòè �W, èìååì ADB YBCÐ = Ð =

= YCZÐ . Ñëåäîâàòåëüíî, YDZ YCZÐ + Ð =

180= ° , ò.å. ÷åòûðåõóãîëüíèê CYDZ  – âïè-
ñàííûé (ðèñ.2).

Çíà÷èò,

CYZ ÑDZÐ = Ð = 180XBC CYXÐ = ° - Ð ,

ãäå ïîñëåäíèå äâà ðàâåíñòâà ñëåäóþò èç
òîãî, ÷òî òðàïåöèÿ ABCD  ðàâíîáîêàÿ, à
÷åòûðåõóãîëüíèê XBCY  âïèñàí â �W. Òà-
êèì îáðàçîì, 180CYZ CYXÐ + Ð = ° , ïî-
ýòîìó òî÷êè X, Y  è Z ëåæàò íà îäíîé
ïðÿìîé.

À.Êóçíåöîâ

M2467.   à) Ïóñòü ( )P x  – ìíîãî÷ëåí
ñòåïåíè 2n ³  ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êî-
ýôôèöèåíòàìè, a, b è c – äëèíû ñòîðîí
íåêîòîðîãî òðåóãîëüíèêà. Äîêàæèòå, ÷òî

÷èñëà ( )n P a , ( )n P b  è ( )n P c  òàêæå
ÿâëÿþòñÿ äëèíàìè ñòîðîí íåêîòîðîãî
òðåóãîëüíèêà.
á) Òà æå çàäà÷à, ãäå «òðeóãîëüíèê» çàìå-
íåí íà «îñòðîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê».

à) Ïóñòü, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè,
a b c³ ³ ; ýòè òðè ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñëà
ÿâëÿþòñÿ äëèíàìè ñòîðîí òðåóãîëüíèêà
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a < b + c.
Ïîñêîëüêó êîýôôèöèåíòû ( )P x  íåîòðè-
öàòåëüíû, èìååì ( ) ( ) ( ) 0P a P b P c³ ³ > ;
çíà÷èò, íàì íàäî ïðîâåðèòü, ÷òî

 ( ) ( ) ( )n n nP a P b P c< + .

Ïóñòü ( ) 1
1 0

n n
n nP x p x p x p-

-= + + +K .

Îáîçíà÷èì ( ) ( ) nG x P x x= . Çàìåòèì, ÷òî

( ) 1 0n
n n

p p
G a p

a a
-= + + + £K

( )1 0n
n n

p p
p G b

b b
-£ + + + =K

è, àíàëîãè÷íî, ( ) ( )G a G c£ . Çíà÷èò,

( ) ( ) ( ) ( )n n nP a a G a b ñ G a= < + £

( ) ( ) ( ) ( )n n n nb G b c G ñ P b P c£ + = + ,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
á) Òðè ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñëà a b c³ ³
ÿâëÿþòñÿ äëèíàìè ñòîðîí îñòðîóãîëüíîãî
òðåóãîëüíèêà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

2 2 2a b c< + . Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà
äîñòàòî÷íî âûâåñòè íåðàâåíñòâî

( ) ( ) ( )2 2 2n n nP a P b P c< + . Ýòî äåëàåòñÿ
òàêîé æå âûêëàäêîé, êàê â ðåøåíèè çàäà-
÷è à).
Â çàâåðøåíèå îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ

( )n P x , âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ âû-
ïóêëîé ïðè ïîëîæèòåëüíûõ x, ïîýòîìó
ìíîãèå ñòàíäàðòíûå ìåòîäû (ïðèìåíåíèå
íåðàâåíñòâà Éåíñåíà è ò.ä.) â ýòîé çàäà÷å
íå ðàáîòàþò.

Í.Àãàõàíîâ

M2468.  Êàæäàÿ êëåòêà äîñêè 100 100´
îêðàøåíà ëèáî â ÷åðíûé, ëèáî â áåëûé

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2
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öâåò, ïðè÷åì âñå êëåòêè, ïðèìûêàþùèå ê
ãðàíèöå äîñêè, – ÷åðíûå. Îêàçàëîñü, ÷òî
íèãäå íà äîñêå íåò îäíîöâåòíîãî êëåò÷à-
òîãî êâàäðàòà 2 2´ . Äîêàæèòå, ÷òî íà
äîñêå íàéäåòñÿ êëåò÷àòûé êâàäðàò
2 2´ , êëåòêè êîòîðîãî îêðàøåíû â øàõ-
ìàòíîì ïîðÿäêå.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: íà äîñêå íåò íè
îäíîöâåòíûõ, íè øàõìàòíî îêðàøåííûõ
êâàäðàòîâ 2 2´ . Ðàññìîòðèì âñå îòðåçêè
ñåòêè, ðàçäåëÿþùèå äâå ðàçíîöâåòíûå
êëåòêè (íàçîâåì èõ ðàçäåëèòåëÿìè ); ïóñòü
èõ êîëè÷åñòâî ðàâíî N .
Â ëþáîì êâàäðàòå 2 2´  åñòü ëèáî ðîâíî
îäíà êëåòêà îäíîãî èç öâåòîâ è òðè êëåòêè
äðóãîãî, ëèáî äâå ñîñåäíèå áåëûå êëåòêè è
äâå ñîñåäíèå ÷åðíûå. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ
âíóòðè êâàäðàòà åñòü ðîâíî äâà ðàçäåëèòå-
ëÿ (ñì. ðèñóíîê). Âñåãî êâàäðàòîâ 2 2´

èìååòñÿ 299 , à êàæäûé ðàçäåëèòåëü ëåæèò
âíóòðè ðîâíî äâóõ èç íèõ (ïîñêîëüêó ê
ãðàíèöå ðàçäåëèòåëè íå ïðèìûêàþò). Çíà-

÷èò, ( )2 22 99 2 99N = × = .
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, N  äîëæíî áûòü ÷åò-
íûì. Äåéñòâèòåëüíî, â êàæäîé ñòðîêå è
êàæäîì ñòîëáöå ïåðâàÿ è ïîñëåäíÿÿ êëåò-
êè – ÷åðíûå; ïîýòîìó òàì äîëæíî áûòü
÷åòíîå ÷èñëî ïåðåìåí öâåòà. Ïðîòèâîðå-
÷èå.
Çàìå÷àíèÿ . Âìåñòî ïîäñ÷åòà êîëè÷åñòâà
ðàçäåëèòåëåé ìîæíî ñ÷èòàòü êîëè÷åñòâî
ðàçíîöâåòíûõ «äîìèíîøåê» (ïðÿìîóãîëü-
íèêîâ 1 2´ ) – ýòî òî æå ñàìîå êîëè÷åñòâî,
ëèáî æå êîëè÷åñòâî îäíîöâåòíûõ «äîìè-
íîøåê» – îíî ðàâíî 2 100 99 N× × - .
×åòíîñòü îáùåãî êîëè÷åñòâà ðàçäåëèòåëåé
ìîæíî äîêàçàòü ðàçíûìè ìåòîäàìè. Íà-
ïðèìåð, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî åñëè âñå
âíóòðåííèå êëåòêè áåëûå, òî ÷èñëî ðàçäå-
ëèòåëåé ðàâíî 4 98× , à ïðè ëþáîé ïåðå-
êðàñêå âíóòðåííåé êëåòêè îíî ìîæåò èçìå-
íèòüñÿ òîëüêî íà ÷åòíóþ âåëè÷èíó.

Ìîæíî òàêæå çàìåòèòü, ÷òî âñå ðàçäåëèòå-
ëè ðàçáèâàþòñÿ íà íåñêîëüêî çàìêíóòûõ
ëîìàíûõ (â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ÷åðåç
êàæäûé âíóòðåííèé óçåë ïðîõîäèò ðîâíî
äâà ðàçäåëèòåëÿ, òàê ÷òî ýòè ëîìàíûå äàæå
íå èìåþò îáùèõ âåðøèí), à â êàæäîé
çàìêíóòîé ëîìàíîé èç îòðåçêîâ ñåòêè èõ
êîëè÷åñòâî ÷åòíî (ïîñêîëüêó ÷åòíû êîëè-
÷åñòâà ãîðèçîíòàëüíûõ è âåðòèêàëüíûõ
îòðåçêîâ).

Ì.Àíòèïîâ

M2469 *. Íà äîñêå âûïèñàíû â ðÿä n
ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë 1 2, , na a aK . Âàñÿ
õî÷åò âûïèñàòü ïîä êàæäûì ÷èñëîì ia
÷èñëî i ib a³  òàê, ÷òîáû äëÿ ëþáûõ äâóõ
èç ÷èñåë 1 2, , , nb b bK  îòíîøåíèå îäíîãî èç
íèõ ê äðóãîìó áûëî öåëûì. Äîêàæèòå,
÷òî Âàñÿ ìîæåò âûïèñàòü òðåáóåìûå
÷èñëà òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåí-
ñòâî

1

2
1 2 1 22

n

n nb b b a a aK K
-

£ .

Ìû äîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóþò äàæå ÷èñëà
1 2, , , nb b bK , óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì

(áîëåå ñèëüíûì) óñëîâèÿì:
(1) i ib a³  ïðè âñåõ i n£ ;

(2) 
1

2
1 2 1 22

n

n nb b b a a a
-

£K K ;
(3) îòíîøåíèå ëþáûõ äâóõ èç ÷èñåë ib
ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ äâîéêè (ñ öåëûì ïîêà-
çàòåëåì).
Çàìåòèì, ÷òî äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå
íå èçìåíèòñÿ, åñëè êàêîå-òî èç ÷èñåë ka  (à
ñ íèì è ñîîòâåòñòâóþùåå kb ) óìíîæèòü íà
íåêîòîðóþ ñòåïåíü äâîéêè. Óìíîæèì êàæ-
äîå èç ÷èñåë ka  íà ñòåïåíü äâîéêè òàê,
÷òîáû âñå ïîëó÷åííûå ÷èñëà ëåæàëè â
ïðîìåæóòêå [ )1; 2 .
Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

1 21 2na a a£ £ £ £ <K . Ïîêàæåì òåïåðü,
÷òî âñåì òðåì óñëîâèÿì óäîâëåòâîðÿåò îä-
íà èç ñëåäóþùèõ n ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé:

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

3 3 3 3 3 3

1 1 1 1 1 1

, 2 , 2 , 2 , , 2 , 2 ;

, , 2 , 2 , , 2 , 2 ;

, , , 2 , , 2 , 2 ,

, , , , , , 2 ;

, , , , , , .
n n n n n n

n n n n n n

a a a a a a

a a a a a a

a a a a a a

a a a a a a

a a a a a a
- - - - - -

K

K

K

K

K

K

;
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Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáûõ k è l  âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî 2 2l ka a³ > , êàæäàÿ èç ïîñ-
ëåäîâàòåëüíîñòåé óäîâëåòâîðÿåò (1). Êðî-
ìå òîãî, êàæäàÿ èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé,
î÷åâèäíî, óäîâëåòâîðÿåò (3). Îñòàëîñü
ïîêàçàòü, ÷òî õîòÿ áû îäíà èç íèõ óäîâëåò-
âîðÿåò (2).
Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî ïðîèçâåäåíèå âñåõ

2n  ÷èñåë âî âñåõ n ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ
ðàâíî

( ) ( )1 2 0
1 22 n n n n n

na a a- + - + + × =K K
1

2
1 22

nn

na a a
-æ ö

= ç ÷
è ø

K .

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë õîòÿ
áû â îäíîé èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íå

ïðåâîñõîäèò 
1

2
1 22

n

na a a
-

K , ÷òî è òðåáîâà-

ëîñü.
Ô.Ïåòðîâ

Ô2473.  Íà ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè
ñòîëà ëåæèò âûòÿíóòàÿ â äëèíó öåïî÷êà
ñ ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì ìàññû ïî
äëèíå. Öåïî÷êà ðàñïîëîæåíà ïåðïåíäèêó-
ëÿðíî êðàþ ñòîëà. Ñòîëåøíèöà èìååò
çàêðóãëåííûé êðàé ñ ðàäèóñîì êðèâèçíû,
êîòîðûé çíà÷èòåëüíî ìåíüøå äëèíû öå-
ïî÷êè, íî çíà÷èòåëüíî áîëüøå ðàçìåðîâ
çâåíüåâ öåïî÷êè. Ê áëèæàéøåìó ê êðàþ
ñòîëà êîíöó öåïî÷êè ïðèêðåïëåíà íåâåñî-
ìàÿ íèòü, çà êîòîðóþ öåïî÷êó î÷åíü
ìåäëåííî íà÷èíàþò «ñòàñêèâàòü» ñî
ñòîëà, ïðè÷åì êîíåö íèòè äâèæåòñÿ âåð-
òèêàëüíî ïîä êðàåì ñòîëà. Â òîò ìî-
ìåíò êîãäà íà ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíî-
ñòè îñòàëîñü òîëüêî 60% äëèíû, öåïî÷êà
íåóäåðæèìî çàñêîëüçèëà è óïàëà ñî ñòî-
ëà. Êàêîâ êîýôôèöèåíò òðåíèÿ öåïî÷êè
î ïîâåðõíîñòü ñòîëà?

Â ìîìåíò êîãäà íà÷àëîñü «íåóäåðæèìîå
ïðîñêàëüçûâàíèå», ñî ñòîëà ñâåøèâàëàñü
÷àñòü öåïî÷êè äëèíîé 0,4 L , ãäå L – äëèíà
âñåé öåïî÷êè. Äëèíîé ó÷àñòêà öåïî÷êè,
êàñàþùåãîñÿ çàêðóãëåííîãî êðàÿ ñòîëåø-
íèöû, ìîæíî, â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèåì
çàäà÷è, ïðåíåáðå÷ü. Îäíàêî íåëüçÿ ïðå-
íåáðåãàòü òðåíèåì íà ýòîì ó÷àñòêå, èáî îíî
ïðèñóòñòâóåò íà âñåé ïîâåðõíîñòè ñòîëà, â
òîì ÷èñëå è íà çàêðóãëåííîì ó÷àñòêå ñòî-

ëåøíèöû íà êðàþ ñòîëà. Ïîýòîìó ñèëà
íàòÿæåíèÿ çâåíà öåïî÷êè, êîòîðîå â äàí-
íûé ìîìåíò íàõîäèòñÿ íà ãðàíèöå ðàçäåëà
ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè è çàêðóãëåí-
íîãî ó÷àñòêà, íå ðàâíî ñèëå íàòÿæåíèÿ
ñàìîãî âåðõíåãî çâåíà öåïî÷êè, êîòîðîå
ïðèíàäëåæèò ó÷àñòêó, íå êàñàþùåìóñÿ
ñòîëà. Ðàññìîòðèì
äâà áëèçêèõ çâåíà
öåïî÷êè, íàõîäÿ-
ùèõñÿ íà çàêðóã-
ëåííîì ó÷àñòêå
(ñì. ðèñóíîê). Êà-
ñàòåëüíûå ê öåïî÷-
êå, ïðîâåäåííûå
÷åðåç ýòè äâà çâå-
íà, îáðàçóþò äðóã
ñ äðóãîì ìàëûé óãîë �$�J. Ñèëû íàòÿæåíèÿ
ýòèõ äâóõ çâåíüåâ öåïî÷êè íF

ur
 è âF

ur
 íàïðàâ-

ëåíû âäîëü ñîîòâåòñòâóþùèõ êàñàòåëüíûõ
è îáðàçóþò ìåæäó ñîáîé òîò æå ìàëûé
óãîë �$�J. Ïîñêîëüêó ó÷àñòîê öåïî÷êè ìåæ-
äó ýòèìè äâóìÿ çâåíüÿìè  íåïîäâèæåí, íî
«ãîòîâ» íà÷àòü ñêîëüæåíèå, òî ñóììà ñèë
íàòÿæåíèÿ êîìïåíñèðóåòñÿ ñèëîé, ñ êîòî-
ðîé íà âûäåëåííûé ó÷àñòîê äåéñòâóåò çàê-
ðóãëåííàÿ ïîâåðõíîñòü ñòîëåøíèöû, òî÷-
íåå, äâóìÿ ñèëàìè – òðåíèÿ è ðåàêöèè
îïîðû. Ðàçíèöà âåëè÷èí ñèë íàòÿæåíèÿ

í âF F F�$ = -  íåâåëèêà, ñèëû ïðèìåðíî
îäèíàêîâû: í âF F F» = . Êàñàòåëüíàÿ ñî-
ñòàâëÿþùàÿ ýòèõ ñèë, ðàâíàÿ F�$ , êîì-
ïåíñèðóåòñÿ ñèëîé òðåíèÿ òðF , à ïåðïåí-
äèêóëÿðíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ, ðàâíàÿ ïðè-
ìåðíî F�$�J, êîìïåíñèðóåòñÿ ñèëîé íîð-
ìàëüíîé ðåàêöèè ñî ñòîðîíû ñòîëåøíèöû.
Ñêîëüæåíèå âîò-âîò íà÷íåòñÿ, ïîýòîìó ñèëà
òðåíèÿ ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ñèëû íîð-
ìàëüíîé ðåàêöèè è êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ,
êîòîðûé è íóæíî íàéòè. Èíûìè ñëîâàìè,

F F�M �$�J �$= .
Ðàçäåëèì ïðàâóþ è ëåâóþ ÷àñòè ýòîãî
ðàâåíñòâà íà F è ïîëó÷èì äèôôåðåíöè-
àëüíîå óðàâíåíèå

F
F

�$
�M�$�J= .

Ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ çàâè-
ñèìîñòü ñèëû íàòÿæåíèÿ îò âåëè÷èíû óãëà
ïîâîðîòà:

â íe F F�J�M = .
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Ýòî òàê íàçûâàåìàÿ ôîðìóëà Ýéëåðà.
Óãîë ìåæäó íàïðàâëåíèåì ñèëû â ñàìîì
âåðõíåì çâåíå öåïî÷êè, íàõîäÿùåìñÿ íà
çàêðóãëåííîì ó÷àñòêå ñòîëåøíèöû, è ãî-
ðèçîíòàëüþ ðàâåí íóëþ. Óãîë ìåæäó ãîðè-
çîíòàëüþ è ñèëîé íàòÿæåíèÿ ñàìîãî íèæ-
íåãî çâåíà öåïî÷êè, êàñàþùåãîñÿ çàêðóã-
ëåííîãî ó÷àñòêà ñòîëåøíèöû, ðàâåí 2�P .
Ñèëà òðåíèÿ, êîòîðóþ íóæíî ïðåîäîëåòü,
÷òîáû ñäâèíóòü ó÷àñòîê öåïî÷êè, ëåæà-
ùèé íà ñòîëå, ðàâíà 0,6mg�M× . Ñèëà íàòÿ-
æåíèÿ ñàìîãî íèæíåãî çâåíà «çàêðóãëåí-
íîãî» ó÷àñòêà öåïî÷êè ðàâíà 0,4 mg. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

2 2
â í0,6 0,4e F e mg F mg�M�P �M�P�M= × = = ,

èëè
2 2

3
e�M�P�M= .

Ðåøèâ òàêîå óðàâíåíèå äëÿ íåèçâåñòíîé
âåëè÷èíû �M, íàïðèìåð ñ ïîìîùüþ êîìïü-
þòåðà èëè êàëüêóëÿòîðà, ïîëó÷èì

0,37178 0,372�M= » .
Ö.Ïî÷êèí

Ô2474.  Òîíêèé ëåãêèé êðóãëûé äèñê ðàäè-
óñîì R = 10 ñì ñ êðþ÷êîì ïîñåðåäèíå
ïîëîæèëè íà ïîâåðõíîñòü ÷èñòîé æèäêî-
ñòè, êîòîðàÿ õîðîøî ñìà÷èâàåò íèæíþþ
ïîâåðõíîñòü äèñêà. Äèñê íà÷èíàþò ìåä-
ëåííî ïðèïîäíèìàòü, ïðèêëàäûâàÿ ê êðþ÷-
êó ïîñòåïåííî ðàñòóùóþ âåðòèêàëüíóþ
ñèëó. Êàêîé ìàêñèìàëüíîé âåëè÷èíû F
äîñòèãíåò ñèëà, ïðåæäå ÷åì äèñê îòîð-
âåòñÿ îò ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè? Êîýô-
ôèöèåíò ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ
æèäêîñòè 20,1 Äæ ì�S= . Ïëîòíîñòü

æèäêîñòè 3 310 êã ì�R= .

Êîãäà íà÷íåòñÿ îòðûâ äèñêà îò æèäêîñòè,
óðîâåíü æèäêîñòè â ñîñóäå áóäåò íèæå,
÷åì íèæíÿÿ ïîâåðõíîñòü äèñêà, íà âåëè÷è-
íó h, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïîâåðõíîñò-
íûì íàòÿæåíèåì æèäêîñòè. Óñëîâèå ðàâ-
íîâåñèÿ æèäêîñòè ïîä äèñêîì âáëèçè åãî
êðàÿ â ýòîò ìîìåíò òàêîâî:

2
2
gh

L Lh
�R

�S = ,

ãäå L  – äëèíà íåáîëüøîãî (ïî÷òè ïðÿìîãî,
L R= ) ó÷àñòêà äèñêà âäîëü åãî êðàÿ. Ýòî
óñëîâèå ðàâåíñòâà íóëþ ïðîåêöèé ñèë íà

ãîðèçîíòàëüíîå íàïðàâëåíèå. Äàâëåíèå
æèäêîñòè ïîä íèæíåé ïîâåðõíîñòüþ äèñêà
ìåíüøå âíåøíåãî àòìîñôåðíîãî äàâëåíèÿ
íà âåëè÷èíó gh�R . Ïëîùàäü íèæíåé ïîâåðõ-
íîñòè äèñêà ðàâíà 2R�P . Îòñþäà ïîëó÷àåò-
ñÿ îòâåò:

2F gh R�R �P= × =

2 24
4 2 Hg R g R

g
�S

�R �P �S�R �P
�R

= × = = .

À.Ñòàðîâ

Ô2475.  Â îãðîìíîì ãàçîâîì îáëàêå â
ìåæçâåçäíîì ïðîñòðàíñòâå íàõîäèòñÿ
ãàçîîáðàçíûé ãåëèé ïðè òåìïåðàòóðå

0T  = 10 Ê. Êîíöåíòðàöèÿ ìîëåêóë ãàçà
9 3n 10 ì -= , ðàäèóñ ìîëåêóë R = 0,1 íì.

Â êàêîé-òî ìîìåíò â êàæäîì êóáè÷åñêîì
ñàíòèìåòðå îáëàêà îäíà ìîëåêóëà âíå-
çàïíî ïîëó÷àåò òàêîé èìïóëüñ, ÷òî åå
ñêîðîñòü îêàçûâàåòñÿ ðàâíîé ïî âåëè÷è-
íå 5v 10 ì ñ= . Èìïóëüñû, ïîëó÷åííûå
ìîëåêóëàìè, íàïðàâëåíû õàîòè÷åñêè.
Îöåíèòå âðåìÿ óñòàíîâëåíèÿ òåïëîâîãî
ðàâíîâåñèÿ. Êàêîé áóäåò óñòàíîâèâøàÿ-
ñÿ òåìïåðàòóðà? Êàê èçìåíèòñÿ îòâåò
íà âîïðîñ ïðî òåìïåðàòóðó, åñëè âñå
ïîëó÷åííûå ìîëåêóëàìè èìïóëüñû áóäóò
íàïðàâëåíû â îäíó è òó æå ñòîðîíó?

Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî íà îäíó
ýíåðãè÷íóþ ìîëåêóëó ïðèõîäèòñÿ 310  øòóê
ìåäëåííûõ ìîëåêóë. Äëÿ îöåíêè âðåìåíè
óñòàíîâëåíèÿ òåïëîâîãî ðàâíîâåñèÿ ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî ïîñëå êàæäîãî ñòîëêíîâåíèÿ
ýíåðãè÷íîé ìîëåêóëû ñ ìåäëåííîé ìîëå-
êóëîé èõ ñóììàðíàÿ ýíåðãèÿ äåëèòñÿ ìåæ-
äó ó÷àñòíèêàìè ñòîëêíîâåíèÿ â ñðåäíåì
ïîïîëàì. Èíûìè ñëîâàìè, ïîñëå ïåðâîãî
ñîóäàðåíèÿ âìåñòî îäíîé ýíåðãè÷íîé ìî-
ëåêóëû ïîëó÷àþòñÿ äâå ìîëåêóëû ñ âäâîå
ìåíüøåé ýíåðãèåé. Âî âòîðîì ïîêîëåíèè
âìåñòî äâóõ ýíåðãè÷íûõ ìîëåêóë ïîëó÷à-
þòñÿ ÷åòûðå ñ ýíåðãèÿìè â ÷åòûðå ðàçà
ìåíüøå ýíåðãèè ïåðâîé ìîëåêóëû è òàê
äàëåå. Â äåñÿòîì ïîêîëåíèè ìîëåêóë, ïî-
ëó÷èâøèõ äîïîëíèòåëüíóþ ýíåðãèþ, áó-
äåò óæå 102 1024= . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â
äåñÿòîì ïîêîëåíèè ýíåðãèÿ, ïîëó÷åííàÿ â
íà÷àëüíûé ìîìåíò îäíîé ìîëåêóëîé, ðàñ-
ïðåäåëèòñÿ ïî òûñÿ÷å ìîëåêóë, ò.å. ïðàê-
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òè÷åñêè âñå ìîëåêóëû â îáëàêå ïîëó÷àò
ñâîþ ïîðöèþ äîïîëíèòåëüíîé ýíåðãèè.
Ìåæäó äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè ñòîëê-
íîâåíèÿìè ýíåðãè÷íîé ìîëåêóëû ïðîõî-
äèò âðåìÿ, ðàâíîå â ñðåäíåì îòíîøåíèþ
äëèíû ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ê òîé ñêîðîñòè,
ñ êîòîðîé ýòà ìîëåêóëà äâèãàëàñü â äàííîì
ïðîìåæóòêå âðåìåíè. Äëèíà ñâîáîäíîãî
ïðîáåãà ìîëåêóëû ðàâíà ( )21 4 R n�L �P= .
Òàê êàê ïîñëå êàæäîãî ñòîëêíîâåíèÿ ñêî-
ðîñòè ýíåðãè÷íûõ ìîëåêóë óìåíüøàþòñÿ â

0,52  ðàçà, â êàæäîì íîâîì ïîêîëåíèè âðå-
ìÿ ìåæäó ñòîëêíîâåíèÿìè óâåëè÷èâàåòñÿ
â 0,52  ðàçà. Äëÿ îöåíêè âðåìåíè óñòàíîâ-
ëåíèÿ òåïëîâîãî ðàâíîâåñèÿ ïîëó÷èì

( )0,5 1 0,5 2 0,5 3 0,5 101 2 2 2 2t
v
�L × × × ×= + + + + + =K

0,5 11
6

0,5 2

2 1 112
9 10 c

2 1 4v R nv

�L

�P

× +
= = = ×

-
.

Ýòî ïðèìåðíî 100 ñóòîê.
Òåìïåðàòóðó 1T  íàéäåì èç çàêîíà ñîõðàíå-
íèÿ ýíåðãèè. Äëÿ îäíîãî ìîëÿ ìîëåêóë,
êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååò ìàññó m, çàïè-
øåì

2
3

A 0 A A 1
3 3

10
2 2 2

mv
N kT N N kT-+ × = .

Îòñþäà íàéäåì

1T  = 1614 Ê.
Åñëè âñå ìîëåêóëû ïîëó÷àò èìïóëüñû â
îäíîì è òîì æå íàïðàâëåíèè, òî òåìïåðà-
òóðà 2T  áóäåò, î÷åâèäíî, íèæå, íî ñîâñåì
íåìíîãî. Ó÷òåì, ÷òî AN m �-=  – ýòî ìî-
ëÿðíàÿ ìàññà ãàçà, à AN k R=  – ýòî óíè-
âåðñàëüíàÿ ãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ. Â öåëîì

îáëàêî ïðèîáðåòåò ñêîðîñòü 
1000

m
v

m
, ÷òî

ñëåäóåò èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà.
Ñóììàðíàÿ ýíåðãèÿ ñëîæèòñÿ èç ýíåðãèè
óïîðÿäî÷åííîãî äâèæåíèÿ âñåõ ìîëåêóë ñ
íàéäåííîé ñêîðîñòüþ è ýíåðãèè èõ õàîòè-
÷åñêîãî äâèæåíèÿ ïî îòíîøåíèþ ê ñèñòåìå
îòñ÷åòà, äâèæóùåéñÿ ñ íàéäåííîé ñêîðîñ-
òüþ. Òåìïåðàòóðó 2T  íàéäåì èç çàêîíà
ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè:

( )22 3
3

0 2
3 3 1010
2 2 2 2

v vRT RT
�- �-

�-

-
-+ = + ,

îòêóäà

2T  = 1613 Ê.
Ñ.Âàðëàìîâ

Ô2476.  Íåäàëåêî îò áåðåãà ìîðÿ íà äíå
ëåæèò áîëüøîé êàìåíü, èìåþùèé ôîðìó
øàðà ðàäèóñîì R. Åãî âåðõíÿÿ òî÷êà
íàõîäèòñÿ êàê ðàç íà óðîâíå âîäû. Âàñÿ
âñòàë íà ñàìûé âåðõ ýòîãî êàìíÿ è, íå
øåâåëÿñü, ñ âûñîòû ñâîåãî ðîñòà h =
= 1,7 ì ðàññìàòðèâàåò ïîâåðõíîñòü êàì-
íÿ, íàõîäÿùóþñÿ ïîä ïðîçðà÷íîé âîäîé.
Ìàëåíüêèé êðàá ïîëçåò ïî ïîâåðõíîñòè
ýòîãî êàìíÿ, ñïóñêàÿñü âíèç. Â òîò ìî-
ìåíò êîãäà êðàá îêàçàëñÿ íà ãëóáèíå,
ðàâíîé ïîëîâèíå ðàäèóñà øàðà, Âàñÿ ïå-
ðåñòàë åãî âèäåòü. Êàêîâ ðàäèóñ øàðà R?
Êîýôôèöèåíò ïðåëîìëåíèÿ âîäû n =
= 4/3.

Ëó÷è ñâåòà, êîòîðûå ïîçâîëÿþò Âàñå âè-
äåòü êðàáà çà ìãíîâåíèå äî åãî «ïðîïàæè»,
ïàäàþò èç âîäû íà ãðàíèöó ðàçäåëà ñ
âîçäóõîì ïîä óãëîì 30�A= °  (ñì. ðèñó-
íîê). Óãîë �B, êîòîðûé ñîñòàâëÿþò ñ âåð-

òèêàëüþ ýòè æå ëó÷è â âîçäóõå, èìååò
çíà÷åíèå ñèíóñà, ðàâíîå sinn �A, ò.å. 2/3.
Ðàññòîÿíèå s, íà êîòîðîì íàõîäèòñÿ òî÷êà
âûõîäà ýòèõ ëó÷åé èç âîäû îò íîã Âàñè,
ðàâíî tgR �A. Ðîñò Âàñè h, ïîäåëåííûé íà
ýòî ðàññòîÿíèå, ýòî ctg �B. Ñëåäîâàòåëüíî,
âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

tg
ctg

h
R �A

�B
= .

Îòñþäà íàõîäèì èñêîìûé ðàäèóñ øàðà:

ctg tg
h

R
�B �A

= =

tg 2 5 3
2 2,63 ì

tg 51 3

h
h h

�B
�A

= = = = .

Ð.Øàðîâ
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Ýòè çàäà÷è ïðåäíàçíà÷åíû ïðåæäå âñåãî
ó÷àùèìñÿ 6–8 êëàññîâ.

Ýòè çàäà÷è ïðåäëàãàëèñü íà XXI Îëèìïèàäå
Þíîøåñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëû.

Çàäà÷è
1. ×åáóðàøêà çàïèñàë ñëîâàìè âñå
÷åòíûå òðåõçíà÷íûå ÷èñëà («ñòî, ñòî
äâà, ñòî ÷åòûðå, …, äåâÿòüñîò äåâÿíîñ-
òî âîñåìü»), à Íåçíàéêà – âñå íå÷åò-
íûå òðåõçíà÷íûå ÷èñëà. Êòî èç íèõ
íàïèñàë áîëüøå ñëîâ è íà ñêîëüêî?

Ê.Êíîï, À.Ñîëûíèí

2. à) Ïîêàæèòå, êàê ðàçðåçàòü íàðè-
ñîâàííóþ íèæå ôèãóðó ïî ëèíèÿì íà
äâå ðàâíûå (ïî ôîðìå è ðàçìåðó)
÷àñòè.
á) Ïîêàæèòå, êàê ýòî ñäåëàòü åùå
îäíèì ñïîñîáîì.

Ã.Ñòðóêîâ

3.  22 ôóòáîëèñòà ñûãðàëè òðè òðåíè-
ðîâî÷íûõ èãðû (ðàçáèâàÿñü êàæäûé
ðàç íà äâà ñîñòàâà ïî 11 ÷åëîâåê).
Äîêàæèòå, ÷òî êàêèå-òî äâà ôóòáîëè-
ñòà âñå òðè ðàçà áûëè ñîïåðíèêàìè.

Ê.Êíîï

4. Íà ïðîâîäå ñèäÿò â ðÿä 1000
âîðîí. Â êîíöå êàæäîé ìèíóòû êàæäàÿ
òðåòüÿ (òðåòüÿ, øåñòàÿ, äåâÿòàÿ è òàê
äàëåå) âîðîíà óëåòàåò.
à) Êàêèìè èçíà÷àëüíî ïî ñ÷åòó áûëè
âîðîíû, êîòîðûå îñòàíóòñÿ íà ïðîâî-
äå â êîíöå êîíöîâ?
á) Ñêîëüêî ìèíóò ïðîéäåò äî ìî-
ìåíòà, êîãäà âîðîíû ïåðåñòàíóò óëå-
òàòü?

Ä.×åðêàøèí
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Ï î÷òè ïðàâèëüíûå
ìíîãîóãîëüíèêè íà êëåò÷àòîé

áóìàãå
À.ÊÀÐÏÎÂ

ÑÈÄÅË ß ÊÀÊ-ÒÎ ÂÅ×ÅÐÎÌ ÄÎÌÀ È
ïûòàëñÿ ïðèäóìàòü çàäà÷êó äëÿ øêîëü-

íèêîâ. Áûëî íå òàê ìíîãî òåì, ïî êîòîðûì
ÿ õîòåë áû ýòî ñäåëàòü, – èç «êðóæêîâñêîé»
ïðîãðàììû ìåíÿ íå îñîáåííî âïå÷àòëÿëè
íè êîìáèíàòîðèêà, íè ãðàôû, íè ïðî÷èå
ïîïóëÿðíûå òåìû. Ïîýòîìó âûáîð ïàë íà
ëþáèìóþ ñ 8 êëàññà ãåîìåòðèþ íà êëåò÷à-
òîé áóìàãå. ß âçÿë ëèñòîê è ñòàë ðèñîâàòü.

Íà÷àë ÿ ñ îäíîãî îòðåçêà (ðèñ.1). È ñòàë
äóìàòü, ÷òî ìîæíî ñäåëàòü ñ îäíèì îòðåç-

êîì. Ìîæíî ïûòàòüñÿ,
íàïðèìåð, ðèñîâàòü ìíî-
ãîóãîëüíèêè, ïðè÷åì òà-
êèå, ÷òîáû âñå èõ ñòîðî-
íû áûëè ðàâíû ýòîìó
îòðåçêó, à âåðøèíû ëå-

æàëè â óçëàõ ñåòêè. Äà åùå è âûïóêëûå,
÷òîáû íå áûëî ñëèøêîì áîëüøîé ñâîáîäû
äåéñòâèé. Î, ýòî êàæåòñÿ èíòåðåñíûì! Èç
øêîëû ÿ ïîìíèë, ÷òî òðåóãîëüíèê ñ òàêè-
ìè ñâîéñòâàìè ïîñòðîèòü íåëüçÿ. Ìîæåòå
ïîïðîáîâàòü ýòî äîêàçàòü ñàìîñòîÿòåëüíî;
âàì ïîìîãóò ñëåäóþùèå äâà óòâåðæäåíèÿ:

à) êâàäðàò ñòîðîíû òàêîãî òðåóãîëüíèêà
(åñëè áû îí ñóùåñòâîâàë) – öåëîå ÷èñëî;

á) ïëîùàäü òàêîãî
òðåóãîëüíèêà – öåëîå
èëè ïîëóöåëîå ÷èñëî.

Ïîòîì ÿ ïîïðîáî-
âàë íàðèñîâàòü êâàä-
ðàò è â ýòîì, åñòå-
ñòâåííî, ïðåóñïåë
(ðèñ.2).

Ïîñëå ýòîãî ïîëó-
÷èëîñü íàðèñîâàòü

øåñòèóãîëüíèê (ðèñ. 3) (åñòåñòâåííî, íå-
ïðàâèëüíûé – ïðàâèëüíûé íåëüçÿ ïîñòðî-
èòü ïî òåì æå ñîîáðàæåíèÿì, ÷òî è ïðà-
âèëüíûé òðåóãîëüíèê).

Àãà, ïîäóìàë ÿ, òóò è äî âîñüìèóãîëüíè-
êà íåäàëåêî! Åãî ÿ òîæå íàðèñîâàë (ðèñ.4).

Òåïåðü íàñòàëî âðåìÿ çàäóìàòüñÿ. ×òî
ïîçâîëÿåò íàì ñòðîèòü òàêèå âûïóêëûå
ìíîãîóãîëüíèêè? Òîò ôàêò, ÷òî îäèí è òîò
æå îòðåçîê ìîæíî ðàñïîëîæèòü ïîä ðàç-
íûìè óãëàìè. Íàïðèìåð, äëÿ îòðåçêà íà
ðèñóíêå 1 âîçìîæíû 4 ïîïàðíî íå ïàðàë-
ëåëüíûõ ïîëîæå-
íèÿ, ïîëó÷àåìûõ èç
íåãî âñåìè âîçìîæ-
íûìè ñèììåòðèÿìè
îòíîñèòåëüíî ëèíèé
ñåòêè (ðèñ.5).

Çàìåòüòå: ðèñóÿ âîñüìèóãîëüíèê, ìû èñ-
ïîëüçîâàëè êàæäîå ïîëîæåíèå îòðåçêà,
ïðè÷åì ðîâíî ïî äâà ðàçà (íà ðèñóíêå 4
ïàðàëëåëüíûå îòðåçêè èìåþò îäèí è òîò

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3

Ðèñ. 4

Ðèñ. 5
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æå öâåò). Êîãäà æå ìû ñòðîèëè øåñòè-
óãîëüíèê è êâàäðàò, ìû òîæå íå èñïîëüçî-
âàëè íèêàêîå èç ïîëîæåíèé îòðåçêîâ áîëåå
äâóõ ðàç. Èíòåðåñíî, à ýòà çàêîíîìåðíîñòü
ñîõðàíÿåòñÿ äëÿ á óëüøèõ ìíîãîóãîëüíè-
êîâ? Äàâàéòå äîêàæåì, ÷òî ñîõðàíÿåòñÿ.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå – ïóñòü íàøåë-
ñÿ âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê õîòÿ áû ñ
òðåìÿ ñòîðîíàìè, ïàðàëëåëüíûìè äðóã
äðóãó. Ïîâåðíåì äëÿ óäîáñòâà ìíîãîóãîëü-
íèê òàê, ÷òîáû ýòè ñòîðîíû ñòàëè âåðòè-
êàëüíûìè, è ÷åðåç êàæäóþ èç íèõ ïðîâå-
äåì ïðÿìóþ (êðàñíûå ëèíèè íà ðèñóíêå).
Ïîñêîëüêó ìíîãîóãîëüíèê âûïóêëûé, îí

öåëèêîì ëåæèò ïî
îäíó ñòîðîíó îò êàæ-
äîé èç ïðÿìûõ – ëèáî
ñëåâà, ëèáî ñïðàâà.
Ðàç ïðÿìûõ òðè, òî
äëÿ äâóõ èç íèõ îí
ëåæèò ïî îäíó è òó æå
ñòîðîíó, ñêàæåì ñëå-
âà (êàê íà ðèñóíêå
6). Òîãäà ýòè ïðÿìûå
äîëæíû ñîâïàäàòü
(èíà÷å ÷àñòü ìíîãî-
óãîëüíèêà áóäåò ëå-
æàòü ñïðàâà îò îäíîé
èç íèõ). Îäíàêî â

òàêîì ñëó÷àå è ñòîðîíû áóäóò ñîâïàäàòü,
ìíîãîóãîëüíèê æå âûïóêëûé!

«Íó âîò è âñå! – ðàäîñòíî âîñêëèêíóë ÿ.
– Ó ëþáîãî îòðåçêà íå áîëåå ÷åòûðåõ
ïîïàðíî íå ïàðàëëåëüíûõ ïîëîæåíèé, è
êàæäîå ïîëîæåíèå âñòðå÷àåòñÿ â ìíîãî-
óãîëüíèêå íå áîëüøå äâóõ ðàç. Çíà÷èò,
íåëüçÿ ïîñòðîèòü âûïóêëûé ìíîãîóãîëü-
íèê ñ ðàâíûìè ñòîðîíàìè è âåðøèíàìè â
óçëàõ ñåòêè, åñëè êîëè÷åñòâî âåðøèí áîëü-
øå âîñüìè!» Íî òóò îêàçàëîñü, ÷òî íà êóõíå
äàâíî óæå ñèäèò ïàïà è íåçàâèñèìî îò ìåíÿ
ïûòàåòñÿ ðåøèòü òó æå çàäà÷ó. «À êàê æå
ïèôàãîðîâû òðîéêè?» – ñïðîñèë îí.

ß ñðàçó âñå ïîíÿë. Ïèôàãîðîâîé òðîé-
êîé íàçûâàåòñÿ
òàêàÿ òðîéêà íà-
òóðàëüíûõ ÷èñåë
a, b è c, ÷òî

2 2 2a b c+ = . Òîã-
äà, âçÿâ îòðåçîê
äëèíû c, ìû ñìî-

æåì ðàñïîëîæèòü åãî âåðòèêàëüíî, ãîðè-
çîíòàëüíî èëè ÷åòûðüìÿ ñïîñîáàìè ïîä
ðàçíûìè óãëàìè. Íà ðèñóíêå 7 ïîêàçàí
ïðèìåð äëÿ îòðåçêà äëèíû 5 ( 2 2 25 3 4= + ).
Ïîñêîëüêó ðàçëè÷íûõ ïîëîæåíèé øåñòü,
êîëè÷åñòâî âåðøèí â âûïóêëîì ìíîãî-
óãîëüíèêå ìîãëî áû ðàâíÿòüñÿ àæ 12. Âîò
è ïðèìåð òàêîãî ìíîãîóãîëüíèêà (ðèñ.8).

À ÷òî äàëüøå? Êàê ïîëó÷èòü áîëüøåå
âîçìîæíîå ÷èñëî ñòîðîí, ò.å. áîëüøåå ÷èñ-
ëî ðàçëè÷íûõ ïîëîæåíèé îòðåçêà? ß äó-
ìàþ, âû óæå äîãàäàëèñü: íàäî èñêàòü íà-
òóðàëüíûå ÷èñëà, êîòîðûå èìåþò êàê
ìîæíî áîëüøåå êîëè÷åñòâî ðàçëîæåíèé â
ñóììó äâóõ êâàäðàòîâ íàòóðàëüíûõ ÷è-
ñåë. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè 2 2 2a b c+ = +

2d e+ = , òî îòðåçîê äëèíû e  ìîæíî
ïîñòðîèòü, íàïðèìåð, òàê, êàê ïîêàçàíî
íà ðèñóíêå 9. Â ýòîì ïðèìåðå a = 7, b = 4,
c = 8, d = 1, e = 65. Çàìåòüòå, ÷òî

ñèììåòðèÿìè îòíîñèòåëüíî ïðÿìûõ, ïà-
ðàëëåëüíûõ êîîðäèíàòíûì îñÿì, íåëüçÿ
ïåðåâåñòè îäèí îòðåçîê â äðóãîé. Òåì
ñàìûì ýòè îòðåçêè äàäóò íàì âîñåìü ðàç-
ëè÷íûõ ïîëîæåíèé è âîçìîæíîñòü ïîñò-
ðîèòü âîò òàêîé (ïîõîæèé íà ïðàâèëü-
íûé) øåñòíàäöàòèóãîëüíèê, êàê íà ðè-
ñóíêå 10.

Ðèñ. 6

Ðèñ. 7

Ðèñ. 8

Ðèñ. 9
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Ïåðåáîðîì íà êîìïüþòåðå ìîæíî ïîêà-
çàòü, ÷òî 65 – ýòî íàèìåíüøåå èç ÷èñåë,
íåòðèâèàëüíûì îáðàçîì ðàñêëàäûâàþùå-
åñÿ â ñóììó äâóõ êâàäðàòîâ äâóìÿ ðàçëè÷-
íûìè ñïîñîáàìè.

Õîðîøî, ñ ýòèì òîæå ïîíÿòíî – ìîæíî
ïåðåáèðàòü íà êîìïüþòåðå è èñêàòü ïîäõî-
äÿùèå ÷èñëà. À ïðîùå ìîæíî? Ìîæíî!
Äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáÿòñÿ ðàçëè÷íûå
ïèôàãîðîâû òðîéêè, êîòîðûå äàþò òðåó-
ãîëüíèêè ñ ðàçíûìè íàáîðàìè óãëîâ. Íà-
ïðèìåð, òðîéêè (3, 4, 5) è (5, 12, 13)
(ðèñ.11).

Äàâàéòå ïîäóìàåì, ÷òî ìîæíî ñäåëàòü,
ñêàæåì, ñ äâóìÿ òàêèìè òðîéêàìè, åñëè
ìû èõ ïîëó÷èì. Â ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðÿ-
ìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêàõ äëèíû êàòåòîâ
è ãèïîòåíóç öåëûå. Ïîíÿòíî, ÷òî åñëè
óâåëè÷èòü âñå ñòîðîíû ïåðâîãî òðåóãîëü-
íèêà â îäíî è òî æå ÷èñëî ðàç x, ïîëó÷èòñÿ
íîâûé òðåóãîëüíèê ñ òåìè æå óãëàìè, ÷òî
è ó ïåðâîãî. À ÷òî åñëè â êà÷åñòâå x âçÿòü
äëèíó âòîðîé ãèïîòåíóçû? Âåäü òîãäà ìîæ-
íî «ðàçäóòü» è âòîðîé òðåóãîëüíèê, íî â y
ðàç, ãäå y – äëèíà ãèïîòåíóçû ïåðâîãî

Ðèñ. 10

Ðèñ. 11

òðåóãîëüíèêà. Â èòîãå ìû ïîëó÷èì äâà
ðàçíûõ ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêà ñ
ðàâíûìè ãèïîòåíóçàìè (äëèíû xy )!

Äðóãèìè ñëîâàìè, ïóñòü åñòü äâå ïèôà-
ãîðîâû òðîéêè: 2 2 2a b c+ =  è

2 2 2d e g+ = . Ðàññìîòðèì îòðåçîê äëèíû
cg. Åãî äëèíà – öåëîå ÷èñëî, à çíà÷èò, åãî
ìîæíî ðàñïîëîæèòü ïî ãîðèçîíòàëè è âåð-
òèêàëè òàê, ÷òîáû åãî êîíöû áûëè â óç-
ëàõ ñåòêè. À åùå êàê? Áëàãîäàðÿ òîìó ÷òî

2 2 2a b c+ =  è 2 2 2d e g+ = , òàêèå îòðåçêè
íàéòè äîâîëüíî ëåãêî: ýòî îòðåçîê ñ êîí-
öàìè (0, 0) è ( ag,  bg), à òàêæå îòðåçîê ñ
êîíöàìè (0, 0) è ( dc,  ec). Ïðîâåðüòå,
÷òî èõ äëèíû äåéñòâèòåëüíî ðàâíû cg.
Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ó íàñ åñòü êàê ìèíèìóì
òðè ðàçëè÷íûõ âàðèàíòà ðàñïîëîæåíèÿ
îòðåçêà äëèíû cg ñ âåðøèíàìè â óçëàõ
ñåòêè, êîòîðûå íå ïåðåâîäÿòñÿ äðóã â äðóãà
ñèììåòðèÿìè îòíîñèòåëüíî ëèíèé ñåòêè.
À ýòî äàåò íå ìåíåå 10 âàðèàíòîâ ðàñïîëî-
æåíèÿ îòðåçêà (äâà ïàðàëëåëüíûõ îñÿì
êîîðäèíàò è âîñåìü íàêëîííûõ) è, êàê
ñëåäñòâèå, âîçìîæíîñòü ïîñòðîèòü íå ìå-
íåå ÷åì 20-óãîëüíèê. Ïîïðîáóéòå ïîñòðî-
èòü åãî ñ ïîìîùüþ ïèôàãîðîâûõ òðîåê
(3,4,5) è (5,12,13).

Ìîæåò áûòü, íàáðàâ áîëüøå òðîåê, óäàñ-
òñÿ ïîëó÷èòü áîëüøå óãëîâ â âûïóêëîì
ìíîãîóãîëüíèêå? È ìàêñèìàëüíîå êîëè÷å-
ñòâî ýòèõ óãëîâ íå îãðàíè÷åíî íè÷åì, åñëè
íàéòè áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ðàçíûõ (ñ
òî÷êè çðåíèÿ óãëîâ â ñîîòâåòñòâóþùèõ
ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêàõ) ïèôàãî-
ðîâûõ òðîåê?

Ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íûé íàáîð òðîåê
âèäà (2n, 2 1n - , 2 1n + ) ïðè íàòóðàëüíûõ
n. Âî-ïåðâûõ, îíè ïèôàãîðîâû:

( ) ( ) ( )2 22 2 22 1 1n n n+ - = + . Âî-âòîðûõ, îò-
íîøåíèå êàòåòîâ â ñîîòâåòñòâóþùèõ òðåó-

ãîëüíèêàõ ðàâíî 2

2

1

n

n -
. Ýòè äðîáè óìåíü-

øàþòñÿ ñ ðîñòîì n (ïðîâåðüòå!), è, åñëè
áðàòü n âñå áîëüøå è áîëüøå, ìû ïîëó÷èì
âñå áîëåå òîùèå òðåóãîëüíèêè ñî âñå ìåíü-
øèì óãëîì ïðè äëèííîì êàòåòå.

Òåïåðü, âçÿâ ñêîëüêî íóæíî òðîåê èç
ýòîãî íàáîðà, ìû ïîñòðîèì áîëüøîé ìíî-
ãîóãîëüíèê ñ ðàâíûìè ñòîðîíàìè òàê æå,
êàê äåëàëè äî ýòîãî. Ñíà÷àëà ðàñïîëîæèì
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âñå òðåóãîëüíèêè, êàê íà ðèñóíêå 12. Òàê
êàê óãîë â îáùåé âåðøèíå óìåíüøàåòñÿ ñ

óâåëè÷åíèåì n, âñå ãèïîòåíóçû íàêëîíåíû
ê ãîðèçîíòàëè ïîä ðàçíûìè óãëàìè. À
òåïåðü, ÷òîáû ñäåëàòü ãèïîòåíóçû ðàâíû-
ìè, ðàñòÿíåì êàæäûé òðåóãîëüíèê â öåëîå

÷èñëî ðàç. Åñëè ýòî ÷èñëî-ìàñøòàá âûá-
ðàòü êàê ïðîèçâåäåíèå äëèí ãèïîòåíóç
âñåõ îñòàëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ (öåëîå ÷èñ-
ëî!), òî ïîñëå òàêîãî ðàñòÿæåíèÿ äëèíà
êàæäîé ãèïîòåíóçû îêàæåòñÿ ðàâíîé ïðî-
èçâåäåíèþ äëèí âñåõ èñõîäíûõ ãèïîòåíóç.
Îñòàëîñü ëèøü, êàê îáû÷íî, ðàñïîëîæèòü
ýòè îòðåçêè (è èõ îòðàæåíèÿ) äðóã çà
äðóãîì, è îíè âûñòðîÿòñÿ â ðàâíîñòîðîí-
íèé ìíîãîóãîëüíèê!

Òàê ÷òî ÷èñëî ñòîðîí â òàêèõ ìíîãî-
óãîëüíèêàõ íè÷åì íå îãðàíè÷åíî.

Ðèñ. 12

Ê Î Í Ê Ó Ð Ñ  È Ì Å Í È  À . Ï . Ñ À Â È Í À

Ìû íà÷èíàåì î÷åðåäíîé êîíêóðñ ïî ðåøåíèþ ìàòåìàòè÷å ñêèõ çàäà÷. Îíè ðàññ÷èòàíû â
ïåðâóþ î÷åðåäü íà ó÷àùèõñÿ 7–9 êëàññîâ, íî ìû áóäåì  ðàäû ó÷àñòèþ øêîëüíèêîâ âñåõ
âîçðàñòîâ.

Âûñûëàéòå ðåøåíèÿ çàäà÷, ñ êîòîðûìè ñïðàâèòåñü, ýëå êòðîííîé ïî÷òîé ïî àäðåñó:
savin.contest@gmail.com èëè îáû÷íîé ïî÷òîé ïî àäðåñ ó: 119296 Ìîñêâà, Ëåíèíñêèé ïðîñïåêò,
64-À, «Êâàíò» (ñ ïîìåòêîé «Êîíêóðñ èìåíè À.Ï.Ñàâèíà »). Êðîìå èìåíè è ôàìèëèè óêàæèòå
ãîðîä, øêîëó è êëàññ, â êîòîðîì Âû ó÷èòåñü, à òàêæå  îáðàòíûé ïî÷òîâûé àäðåñ.

Ìû ïðèâåòñòâóåì ó÷àñòèå â êîíêóðñå íå òîëüêî îòäåëü íûõ øêîëüíèêîâ, íî è êîìàíä (â
òàêîì ñëó÷àå ïðèñûëàåòñÿ îäíà ðàáîòà ñî ñïèñêîì ó÷à ñòíèêîâ). Ó÷àñòâîâàòü ìîæíî íà÷èíàÿ ñ
ëþáîãî òóðà. Ïîáåäèòåëåé æäóò äèïëîìû æóðíàëà «Êâàí ò» è ïðèçû.

Æåëàåì óñïåõà!

1. Ó Óìíîãî Êðîëèêà åñòü ó÷àñòîê êâàä-
ðàòíîé ôîðìû 8 8´ , ñîñòîÿùèé èç 64
îäèíàêîâûõ ãðÿäîê 1 1´ . Íà íåêîòîðûõ
ãðÿäêàõ îí âûðàùèâàåò êàïóñòó, à íà îñ-
òàëüíûõ – ìîðêîâü (ïóñòûõ ãðÿäîê íåò).
Èçâåñòíî, ÷òî ðÿäîì ñ êàæäîé êàïóñòíîé
ãðÿäêîé ðîâíî äâå êàïóñòíûå, à ðÿäîì ñ
êàæäîé ìîðêîâíîé – ðîâíî äâå ìîðêîâíûå
(ãðÿäêè íàõîäÿòñÿ ðÿäîì, åñëè îíè ñîñåä-
íèå ïî ñòîðîíå). Ìîæåò ëè äîëÿ êàïóñò-
íûõ ãðÿäîê ñîñòàâëÿòü: à) ðîâíî ïîëîâè-
íó, á) áîëåå 60% îò îáùåãî ÷èñëà ãðÿäîê?

Ì.Åâäîêèìîâ

2. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî n áîëüøå 1 è íå
äåëèòñÿ íà 10. Ìîãóò ëè åãî ïîñëåäíÿÿ
öèôðà è ïðåäïîñëåäíÿÿ öèôðà ÷èñëà 4n
áûòü îäèíàêîâîé ÷åòíîñòè? (Ïîñëåäíÿÿ

öèôðà – â ðàçðÿäå åäèíèö, ïðåäïîñëåäíÿÿ
– â ðàçðÿäêå äåñÿòêîâ.)

Ñ.Äâîðÿíèíîâ

3. Ìîæíî ëè ðàçðåçàòü ïðÿìîóãîëüíèê
2 5´ : à) íà ÷åòûðå ÷àñòè, á) íà òðè ÷àñòè,
èç êîòîðûõ ìîæíî ñëîæèòü êâàäðàò? (Ïðè-
êëàäûâàòü ÷àñòè äðóã ê äðóãó ìîæíî òîëü-
êî áåç ïðîñâåòîâ è íàëîæåíèé.)

Ôîëüêëîð

4. Â ðÿä âûïèñàíû ìèëëèîí ÷èñåë: ïåð-
âîå ÷èñëî 123456789, à 999999 ÷èñåë –
íóëè. Çà õîä ðàçðåøàåòñÿ âûáðàòü ÷èñëî,
åñëè îíî õîòÿ áû íà 10 ìåíüøå, ÷åì
ñîñåäíåå ñëåâà, è óâåëè÷èòü åãî íà 1, à âñå
÷èñëà ëåâåå óìåíüøèòü íà 9. Òàê äåëàþò,
ïîêà ìîæíî ñäåëàòü õîä. Êàêîé íàáîð
÷èñåë ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ â êîíöå? (Òðåáó-
åòñÿ íàéòè âñå âàðèàíòû è äîêàçàòü, ÷òî
äðóãèõ íåò.)

Å.Áàêàåâ
Êîíêóðñ ïðîâîäèòñÿ ñîâìåñòíî ñ æóðíàëîì

«Êâàíòèê».
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×òî òàêîå
ãåëèêîèä è êàê
ðàñêðó÷èâàåòñÿ

þëà
Ñ.ÄÂÎÐßÍÈÍÎÂ

Íåìíîãî î âîë÷êå

Èíòåðåñíàÿ âñå-òàêè ýòà äåòñêàÿ èãðóøêà
– âîë÷îê. Åñëè äëÿ êàæäîé èãðóøêè ðàñ-

ñìàòðèâàòü îòíîøåíèå 
óäèâèòåëüíîñòü

ï ðîñòîòà
, òî

äëÿ âîë÷êà ýòà âåëè÷èíà îêàæåòñÿ, ïîæàëóé,
íàèáîëüøåé íà ìíîæåñòâå âñåõ èãðóøåê.
Îíî è ïîíÿòíî: óäèâèòåëüíîñòü âîë÷êà âåëè-
êà, à ïðîñòîòà – ìèíèìàëüíà. Ïðî÷èòàòü î
âîë÷êå ìîæíî è â æóðíàëå «Êâàíò» – â
íåäàâíåé ñòàòüå «Ïðî âîë÷îê è ãèðîñêîï»
(«Êâàíò» ¹1 çà 2015 ã.).

Âîë÷îê ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé: ýòî îñü ñ
îñòðèåì âíèçó è æåñòêî çàêðåïëåííûé íà îñè
äèñê. Çàæèìàåì îñü êîí÷èêàìè óêàçàòåëüíî-
ãî è áîëüøîãî ïàëüöåâ è, äâèãàÿ ïàëüöû â
ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ, «ïðîêà-
òûâàåì» ïî íèì âîë÷îê. Âîë÷îê çàêðó÷èâà-
åòñÿ, à åñëè åãî âûïóñòèòü, òî îí óäèâèòåëü-
íûì îáðàçîì – íå ïàäàÿ! – êðóòèòñÿ íà ñòîëå.
Ýòî åãî âåðòèêàëüíîå ïîëîæåíèå óñòîé÷èâî.
Åñëè ìû, ïðèëîæèâ ñèëó ê îñè, ïîïûòàåìñÿ

âîë÷îê íàêëîíèòü-óðîíèòü, òî îí ïðîäîëæèò
ñâîå âðàùåíèå. À åñëè âîë÷îê êðóòèòñÿ íà
êàðòîíêå, òî åãî äàæå ìîæíî ïîäáðîñèòü
ââåðõ è ñíîâà ïîéìàòü íà êàðòîíêó. È ýòî
âðàùåíèå çàâîðàæèâàåò.

Ìîæíî áûëî áû äîëãî íàáëþäàòü çà êðó-
òÿùèìñÿ âîë÷êîì, òàê æå êàê ìû íå óñòàåì
íàáëþäàòü çà íàáåãàþùèìè íà áåðåã ìîðñêè-
ìè âîëíàìè, ïëàìåíåì êîñòðà, ìåðöàþùèìè
íà íî÷íîì íåáå çâåçäàìè. Ïðè÷åì òóò íå
ñêàæåøü – «îñòàíîâèñü, ìãíîâåíèå, òû ïðå-
êðàñíî». Åñëè âîë÷îê îñòàíîâèòñÿ, òî îí
óïàäåò. Âîë÷îê ìîæåò ñòîÿòü íà ñâîåé åäèí-
ñòâåííîé íîæêå, ëèøü âðàùàÿñü. Îäíàêî ñî
âðåìåíåì êðóæåíèå âîë÷êà ïðåêðàùàåòñÿ.
ßñíî, ïî÷åìó. Ïðèäàííàÿ íàìè âîë÷êó êèíå-
òè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ òðàòèòñÿ (ïåðåõîäÿ â òåï-
ëî) íà ïðåîäîëåíèå òðåíèÿ â îïîðå è ñîïðî-
òèâëåíèÿ âîçäóõà. Çàìåòèâ, ÷òî ñêîðîñòü
âðàùåíèÿ âîë÷êà óìåíüøàåòñÿ, ìû ÷óâñòâó-
åì ñâîå áåññèëèå â ñòðåìëåíèè ïîääåðæàòü è
ïðîäëèòü åãî äâèæåíèå. Ìû íå ìîæåì ïîâòî-
ðèòü ðàñêðó÷èâàíèå âîë÷êà äî òîé ïîðû,
ïîêà îí íå îñòàíîâèòñÿ.

Ðàññ÷èòàåì, ñ êàêîé íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ
âðàùàåòñÿ íàø âîë÷îê. Ïóñòü äèàìåòð îñè
âîë÷êà 3 ìì, òîãäà äëèíà åãî îêðóæíîñòè
îêîëî 9,5 ìì, è ïóñòü ïî ïàëüöàì îñü ïðîõî-
äèò ïóòü 30 ìì. Çíà÷èò, íà ýòîì ïóòè âîë÷îê
äåëàåò ïðèìåðíî 3 îáîðîòà. Áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî âðåìÿ çàêðó÷èâàíèÿ âîë÷êà ñîñòàâëÿåò
òðåòü ñåêóíäû. Â èòîãå ïîëó÷àåì, ÷òî íàø
âîë÷îê íà÷èíàåò âðàùåíèå ñî ñêîðîñòüþ ïðè-
ìåðíî 10 îáîðîòîâ â ñåêóíäó. Äîïóñòèì, ÷òî
ñêîðîñòü óìåíüøèëàñü äî 5 îáîðîòîâ â ñåêóí-
äó. Ïðè ýòîì äâå äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïî-
ëîæíûå òî÷êè îñè âîë÷êà äâèæóòñÿ â ïðîòè-

âîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ. Î÷åâèä-
íî, ÷òî ñîâìåñòèòü ïàëüöû ñ îñüþ âîë-
÷êà, ÷òîáû óñêîðèòü åãî âðàùåíèå,
ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî.

Èòàê, îñóùåñòâèòü ïîäïèòêó ýíåðãèè
âîë÷êà, ïåðåäàòü åìó ýíåðãèþ â áóê-
âàëüíîì ñìûñëå íà ïàëüöàõ – íåâîç-
ìîæíî. Äëÿ ýòîãî íàäî èñïîëüçîâàòü
íåêîòîðûé ìåõàíèçì. È òàêîé ìåõà-
íèçì åñòü ó äðóãîé äåòñêîé èãðóøêå, à
èìåííî – ó þëû. Ìû íàäàâëèâàåì íà
ðó÷êó þëû, è þëà óâåëè÷èâàåò ñêî-
ðîñòü âðàùåíèÿ. Êàê æå ýòî ïðîèñõî-
äèò? Êàêèì îáðàçîì ïîñòóïàòåëüíîå
äâèæåíèå íàøåé ðóêè ïðåâðàùàåòñÿ âî
âðàùàòåëüíîå äâèæåíèå þëû?
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íàïðàâëåíèå äåéñòâèÿ ñèëû ñ îäíîé ïðÿìîé
íà äðóãóþ.

Êàê çàõëîïûâàåòñÿ äâåðü

Äàâàéòå âñïîìíèì îäèí ýïèçîä èç êíèãè (è
èç ôèëüìà) «Äâåíàäöàòü ñòóëüåâ». Â ïîèñ-
êàõ î÷åðåäíîãî ñòóëà Âåëèêèé êîìáèíàòîð
Îñòàï Áåíäåð îòïðàâëÿåòñÿ ê èíæåíåðó
Ùóêèíó. Íåîæèäàííî Îñòàï çàñòàåò òîãî íà
ëåñòíè÷íîé ïëîùàäêå è â ìûëå. Îêàçûâàåò-
ñÿ, ïåðåä ýòèì èíæåíåð áûë â äóøå, âäðóã
âîäà ïðåêðàòèëàñü, è îí âûáåæàë íà ïëîùàä-
êó óçíàòü, â ÷åì äåëî. À äâåðü íåîæèäàííî
çàõëîïíóëàñü.

Òàêèå ñàìîçàêðûâàþùèåñÿ çàìêè äåéñòâè-
òåëüíî áûëè î÷åíü ïîïóëÿðíû. Ñïåøèøü
óòðîì íà ó÷åáó èëè íà ðàáîòó, êàæäàÿ ñåêóí-
äà äîðîãà. Âîò äëÿ òîãî, ÷òîá ñ êëþ÷àìè íå
âîçèòüñÿ è âðåìÿ íà ýòî íå òðàòèòü, è âûïóñ-
êàëèñü çàìêè ñ çàùåëêîé. Âûøåë èç êâàðòè-
ðû, õëîïíóë äâåðüþ, à çàìîê ñàì ïî ñåáå è
çàêðûëñÿ. Óñòðîéñòâî íåñëîæíîå.

×òîáû ðàçîáðàòüñÿ, êàê ðàáîòàåò òàêîé
çàìîê, ðàññìîòðèì êëèíûøåê, ëåæàùèé íà
ñòîëå. Êëèíûøåê – ýòî ïðÿìîóãîëüíûé ïà-
ðàëëåëåïèïåä, ó êîòîðîãî îäíè êðàé ñðåçàí
(ðèñ.1). Òàêóþ æå ôîðìó èìååò çàùåëêà ó
çàìêà. Ïóñòü íà ýòîò êëèíûøåê âäîëü âåðòè-
êàëüíîé ïðÿìîé ñâåðõó âíèç äåéñòâóåò ïî-

ñòîÿííàÿ ñèëà F
ur

. Ðàçëîæèì ýòó ñèëó ïî äâóì
íàïðàâëåíèÿì – âäîëü íàêëîííîé ïëîñêîñòè
êëèíûøêà è âäîëü ïîâåðõíîñòè ñòîëà (ðèñ.2).
Ïåðâàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ íèêàêîãî äåéñòâèÿ íà
êëèíûøåê íå ïðîèçâîäèò, à âòîðàÿ ñîñòàâëÿ-
þùàÿ çàñòàâëÿåò åãî äâèãàòüñÿ. Çàìåòèì, ÷òî
ïî ìåðå ñìåùåíèÿ êëèíûøêà, òî÷êà ïðèëî-

æåíèÿ ñèëû ìåíÿ-
åòñÿ.

Êàê ìîæåò áûòü
íà äåëå ðåàëèçîâà-
íî äåéñòâèå ñèëû
F
ur

? Îêàçûâàåòñÿ, â
íàøåì ñàìîçàõëî-
ïûâàþùåìñÿ çàìêå

íà êëèíûøåê-çàùåëêó äåéñòâóåò äðóãîé êëèí,
èõ íàêëîííûå ïëîñêîñòè ñîâïàäàþò, è îäíà
ñêîëüçèò ïî äðóãîé. Ïðè÷åì ýòîò äðóãîé
êëèí íåïîäâèæåí, à íà íåãî íàåçæàåò íàø
êëèíûøåê-çàùåëêà. Êîãäà ìû çàõëîïûâàåì
äâåðü, çàùåëêà íàåçæàåò íà äâåðíîé êîñÿê,
êîòîðûé óòàïëèâàåò çàùåëêó âíóòðü çàìêà.
À êîãäà çàùåëêà îêàçûâàåòñÿ íàïðîòèâ ãíåç-
äà íà äâåðíîì êîñÿêå, ïðóæèíà âûòàëêèâàåò
çàùåëêó â ýòî ãíåçäî. Äâåðü îêàçûâàåòñÿ
çàïåðòîé íà çàìîê.

Îò ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ
ê âðàùàòåëüíîìó

Íà÷íåì ñ âèíòîâîé ëèíèè. Åå óâèäåòü –
íàðèñîâàòü ñâîèìè ðóêàìè – î÷åíü ïðîñòî.
Âûðåæåì èç ïëîòíîé áóìàãè ïðÿìîóãîëü-
íèê, âûñîòà êîòîðîãî h, à îñíîâàíèå 2 r�P
(ðèñ.3). Äëÿ ñêëåèâàíèÿ öèëèíäðà, âûñîòà
êîòîðîãî h è ðàäèóñ îñíîâàíèÿ r, îñòàâèì
åùå íåáîëüøîé ÿçû÷îê. Ñêëåèòü öèëèíäð –
ýòî çíà÷èò ñîâìåñòèòü ïðîòèâîïîëîæíûå òî÷-
êè äâóõ áîêîâûõ ñòîðîí ïðÿìîóãîëüíèêà.

Òîãäà äèàãîíàëü ïðÿìîóãîëüíèêà ïðåâðà-
òèòñÿ â âèíòîâóþ ëèíèþ íà ïîâåðõíîñòè
öèëèíäðà, òî÷íåå – â îäèí âèòîê ýòîé ëèíèè.
Åñëè â ïðÿìîóãîëüíèêå â äîïîëíåíèå ê äèà-
ãîíàëè ïðîâåñòè åùå äâà îòðåçêà, òî íà
öèëèíäðå ïîëó÷èì äâå âèíòîâûå ëèíèè. À
ìîæíî ïîëó÷èòü è òðè âèíòîâûå ëèíèè, è
÷åòûðå…

Íà ðèñóíêå 4 ïîêàçàíû ïàðû äèàìåòðàëü-
íî ïðîòèâîïîëîæíûõ òî÷åê äâóõ âèòêîâ.

×èñëî òàêèõ ïàð ðàâíî 24. Åñëè òåïåðü
ïðîòêíóòü öèëèíäð ñïèöàìè, êàæäàÿ èç êî-
òîðûõ ïðîõîäèò ÷åðåç äâå òàêèå òî÷êè, òî
ýòè ñïèöû îáðàçóþò äâå âèíòîâûå ëåñòíè-
öû, îêðóæàþùèå öèëèíäð ñíàðóæè. Îíè

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3

Ðèñ. 4
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ïîõîæè íà ïîæàðíûå ëåñòíèöû. Ñòóïåíè
òàêèõ ëåñòíèö – ïðÿìîëèíåéíûå îòðåçêè
äëèíîé R – r , ãäå 2R – äëèíà ñïèöû.
Êàæäàÿ ñëåäóþùàÿ ñòóïåíüêà ïîëó÷àåòñÿ
èç ïðåäøåñòâóþùåé ïîâîðîòîì âîêðóã îñè

öèëèíäðà íà óãîë 
360

15
24

�o
�� �o è ñäâèãîì

ââåðõ íà âûñîòó 
24
h

. À âíóòðè öèëèíäðà

îòðåçêè ñïèö ëåæàò íà îñîáîé ïîâåðõíîñòè
– íà ãåëèêîèäå  ðàäèóñîì r.

Áóìàæíûé öèëèíäð ìû èñïîëüçîâàëè èìåí-
íî äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè, äëÿ òîãî, ÷òîáû
ñòóïåíè ðàñïîëàãàëèñü ãîðèçîíòàëüíî, ïà-
ðàëëåëüíî ïëîñêîñòè ñòîëà, íà êîòîðîì ñòî-
èò íàø öèëèíäð. Ìûñëåííî óäàëèì ýòîò
öèëèíäð, îñòàâèâ åãî îñü. Ìû óâèäèì îñü
öèëèíäðà – âåðòèêàëüíûé îòðåçîê, ðàçäå-
ëåííûé íà 24 ðàâíûå ÷àñòè. ×åðåç êàæäóþ
òî÷êó äåëåíèÿ ïðîõîäèò îòðåçîê äëèíîé 2 R,
ïåðïåíäèêóëÿðíûé îñè öèëèíäðà. Ïðîåê-
öèè âñåõ ýòèõ îòðåçêîâ íà ïëîñêîñòü ñòîëà –
ðàäèóñû îêðóæíîñòè, óãîë ìåæäó ñîñåäíèìè
ðàäèóñàìè 15�o. Âîîáðàçèì òåïåðü, ÷òî êîëè-
÷åñòâî ñïèö íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò (ÿñíî,
÷òî ïðè ýòîì èõ òîëùèíà äîëæíà íåîãðàíè-
÷åííî óìåíüøàòüñÿ). Äâå ñîñåäíèå ñòóïåíè
ñòàíóò íåðàçëè÷èìûìè íà ãëàç, â ïðåäåëå
ïîëó÷èòñÿ ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü. Îíà îáðà-
çîâàííà äâèæåíèåì ïðÿìîé, âðàùàþùåéñÿ
âîêðóã ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê íåé îñè è îäíî-
âðåìåííî äâèæóùåéñÿ ïîñòóïàòåëüíî â íà-
ïðàâëåíèè ýòîé îñè. Ýòà ïîâåðõíîñòü è åñòü
ãåëèêîèä (ðèñ.5).

Ïîëó÷èòü íà÷àëüíîå ïðåäñòàâëåíèå î ãåëè-
êîèäå ìîæíî òàê. Âîçüìèòå ïîëîñêó êëåò÷à-
òîé áóìàãè øèðèíîé 1 ñì è äëèíîé 10—

16 ñì ñ êëåòêàìè 0,5 0,5�s ñì. Åå êîðîòêèå
ñòîðîíû çàæìèòå ïàëüöàìè äâóõ ðóê è ðàñ-
ïîëîæèòå ïîëîñêó âåðòèêàëüíî. Ýòè ñòîðî-
íû ëåãêî ïîâåðíóòü îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà
íà óãîë 90�o (ïîäîáíûì îáðàçîì çàâîðà÷èâà-
þò êîíôåòíóþ îáåðòêó, íî òàì äåëàþò ìíîãî
îáîðîòîâ). Íà ïîëîñêå ëåãêî óâèäåòü è îñü
âðàùåíèÿ, è «ñòóïåíè» ãåëèêîèäà. Êîíå÷íî,
ïðè òàêîé äåôîðìàöèè ñòóïåíè íå áóäóò
ïðÿìîëèíåéíûìè îòðåçêàìè, íî ýòîò äåôåêò
ìàë è íåçàìåòåí. Åñëè âçÿòü â ÷åòûðå ðàçà
áîëåå äëèííóþ ïîëîñêó, òî åå ìîæíî çàêðó-
òèòü íà ïîëíûé îáîðîò. Òóò âàì ìîæåò
ïîòðåáîâàòüñÿ ïîìîùü òîâàðèùà, ÷òîáû çàê-
ðó÷èâàíèå áûëî ðàâíîìåðíûì íà âñåì ïðî-
òÿæåíèè ïîëîñêè. Ïîâîðà÷èâàòü âåðõíèé
êðàé ïîëîñêè îòíîñèòåëüíî íèæíåãî êðàÿ
áóäåì (äëÿ îïðåäåëåííîñòè) ïðîòèâ ÷àñîâîé
ñòðåëêè, åñëè ñìîòðåòü íà ýòó ïîëîñêó ñâåðõó.

Âïðî÷åì, ìîæíî èçãîòîâèòü è äðóãóþ ìî-
äåëü, åñëè ó âàñ ïîä ðóêîé îêàæåòñÿ êóñîê
ïðîâîëîêè, êîòîðîé çàâÿçûâàþò ïàêåò ñ õëå-
áîì íà íåêîòîðûõ õëåáîçàâîäàõ. Ïðîâîëîêà
ýòà íå êðóãëàÿ, à ïëîñêàÿ (îáû÷íî åå äëèíà
6 ñì, øèðèíà 0,5 ñì). Ýòîé ïðîâîëî÷íîé
ïîëîñêå ìîæíî ïðèäàòü ôîðìó ãåëèêîèäà,
îíà æåñòêàÿ è ñîõðàíÿåò äåôîðìàöèþ (ðèñ.6).
Òåïåðü âîçüìèòå ïîëîñêó áóìàãè 1 4�s  ñì è
ïðîòêíèòå åå ïîñåðåäèíå ýòèì ïðîâîëî÷íûì
ãåëèêîèäîì. Ïåðåìåùàÿ ïîëîñêó âäîëü ïðî-
âîëîêè, ò.å. âäîëü ãåëèêîèäà, âû ìîæåòå
ëåãêî íàáëþäàòü âðàùåíèå ýòîé ïîëîñêè
áóìàãè. Èìåííî òàê óñòðîåíà îäíà ïîïóëÿð-
íàÿ äåòñêàÿ èãðóøêà, êîãäà âäîëü ïëàñòìàñ-
ñîâîãî ãåëèêîèäà ïåðåìåùàåòñÿ íàñàæåííûé
íà ãåëèêîèä ïðîïåëëåð. Ïðîïåëëåð íàäî

Ðèñ. 5 Ðèñ. 6
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î÷åíü áûñòðî òîëêàòü ñíèçó ââåðõ øàðèêîì,
íàñàæåííûì íà ãåëèêîèä, â ðåçóëüòàòå ïðî-
ïåëëåð íà÷èíàåò î÷åíü áûñòðî âðàùàòüñÿ è,
ñðûâàÿñü ñ ãåëèêîèäà, ïîäíèìàåòñÿ ââåðõ
äîâîëüíî âûñîêî. Â ýòîé èãðóøêå ãåëèêîèä
íåïîäâèæåí, à ïåðåìåùàåòñÿ ïðîïåëëåð – îí
æå îòðåçîê, îí æå ñòóïåíüêà.

Êàê ãåëèêîèä ðàñêðó÷èâàåò þëó

Ïðèíöèïèàëüíîå óñòðîéñòâî þëû (ðèñ.7)
òàêîâî. Êîðïóñ þëû – ýòî äâà êîíóñà ñ
ñîâïàäàþùèìè îñíîâàíèÿìè. Âåðøèíà íèæ-

íåãî êîíóñà, ò.å. îñòðèå, ðàñïîëàãàåòñÿ íà
ñòîëå èëè íà ïîëó. Âåðøèíà âåðõíåãî êîíó-
ñà ÷óòü ñðåçàíà, òàê ÷òî ïîëó÷àåòñÿ óñå÷åí-
íûé êîíóñ. Åãî âåðõíåå îñíîâàíèå – êðóã-
ëàÿ ïëàñòèíà íåêîòîðîé òîëùèíû. Â ýòîé
ïëàñòèíå èìååòñÿ ïðîðåçü, ïîëó÷àåòñÿ îíà
òàê. Ïðåäñòàâèì ïåðåñå÷åíèå íàøåãî ãåëè-
êîèäà è âåðõà þëû. Ðåàëüíûé ãåëèêîèä
èìååò òîëùèíó, ïîýòîìó â ïåðåñå÷åíèè ñ
êðóãëîé ïëàñòèíîé îêàçûâàåòñÿ ÷àñòü ãåëè-
êîèäà. Âîò ýòà ÷àñòü è âûáðàñûâàåòñÿ èç
îñíîâàíèÿ. Åñëè þëà íåïîäâèæíà, òî ÷åðåç
ýòó ùåëü ãåëèêîèä ìîæíî ïðîòîëêíóòü
ñâåðõó âíèç. Ãåëèêîèä ïðè ýòîì âðàùàåòñÿ
ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Èòàê, â ýòîì ñëó÷àå
ïðîðåçü íåïîäâèæíà, ãåëèêîèä äâèæåòñÿ
âíèç è âðàùàåòñÿ. Âçàèìíîå âðàùåíèå ãåëè-
êîèäà è ïðîðåçè ìîæíî ïðåäñòàâèòü è ïî-
äðóãîìó: ãåëèêîèä (áåç âðàùåíèÿ!) äâèæåò-
ñÿ âíèç, à ïðîðåçü âðàùàåòñÿ ïðîòèâ ÷àñî-
âîé ñòðåëêè. Íî ïðîðåçü – ýòî êîðïóñ þëû,

òåì ñàìûì, þëà âðàùàåòñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé
ñòðåëêè. Ïðè ýòîì ãåëèêîèä ñêîëüçèò ïî
ïîâåðõíîñòè ïðîðåçè.

Ìîæíî óâèäåòü íåêîòîðóþ àíàëîãèþ ñ
òåì, êàê âåëîñèïåäíàÿ öåïü íàáåãàåò íà çâåç-
äî÷êó. Êîãäà îäíî çâåíî öåïè ïîêèäàåò çâåç-
äî÷êó, íà ñìåíó åìó ïðèõîäèò äðóãîå çâåíî
è òàê äàëåå. Òàê æå äâå øåñòåðíè öåïëÿþò-
ñÿ îäíà çà äðóãóþ: îäèí çóáåö óõîäèò, òóò
æå ïðèõîäèò ñëåäóþùèé, çà íèì åùå îäèí...

Ñèëà, êîòîðóþ ìû ïðèêëàäûâàåì ê øòî-
êó-ãåëèêîèäó, ïåðåäàåòñÿ íà êîðïóñ þëû.
Êàñàþùèåñÿ (ñîâïàäàþùèå) ïîâåðõíîñòè ãå-
ëèêîèäà è ïðîðåçè ìîæíî ïðèáëèæåííî ñ÷è-
òàòü ïîâåðõíîñòÿìè äâóõ êëèíüåâ, î êîòî-
ðûõ ìû ãîâîðèëè ðàíüøå. Ïîâåðõíîñòü ïðî-
ðåçè – ýòî ïîëîñêà, äâèæóùàÿñÿ ïî ãåëèêî-
èäó-øòîêó. Ðàñêðó÷èâàåì ìû þëó íåïîñòî-
ÿííî. Âäâèíóâ øòîê-ãåëèêîèä íà ìàêñèìàëü-
íóþ ãëóáèíó, ìû âûïóñêàåì åãî èç ðóê –
þëà êðóòèòñÿ. Çàìåòèâ çàìåäëåíèå âðàùå-
íèÿ, ìû ïîäíèìàåì øòîê ââåðõ. Ïðè ýòîì
îí íèêàê ñ þëîé íå âçàèìîäåéñòâóåò. Çàòåì
ìû ñíîâà íàäàâëèâàåì íà øòîê. Ïðîöåññ
ïîâòîðÿåòñÿ öèêëè÷åñêè.

Ïîäîáíûì æå îáðàçîì ïðîèñõîäèò ïîä-
ïèòêà ýíåðãèè ïðè äâèæåíèè âåëîñèïåäà.
Ìû êðóòèì ïåäàëè, ïðèêëàäûâàåì ê íèì
ñèëó, âåëîñèïåä óñêîðÿåòñÿ. Ïîòîì ìû ìî-
æåì íå êðóòèòü ïåäàëè – âåëîñèïåä äâèæåò-
ñÿ ïî èíåðöèè. Óñòðîéñòâî ñöåïëåíèÿ øòî-
êà ñ þëîé ïîõîæå íà ñöåïëåíèå âåäîìîé
çâåçäî÷êè ñ çàäíèì êîëåñîì âåëîñèïåäà. Ïðè
âðàùåíèè â îäíó ñòîðîíó åñòü çàöåïëåíèå, â
äðóãóþ – åãî íåò.

Â çàêëþ÷åíèå ïðåäëàãàåì âàì ñâîèìè ðó-
êàìè ñäåëàòü ìîäåëü þëû (ðèñ.8). Âàì ïî-
òðåáóåòñÿ ñòåêëÿí-
íûé ïóçûðåê,
ëèñò áóìàãè ñ ïðî-
ðåçüþ è êóñîê
óïîìÿíóòîé âûøå
ïðîâîëîêè. Ñòà-
âèì ïóçûðåê íà
ñòîë, ñâåðõó êëà-
äåì ëèñò áóìàãè,
â ïðîðåçü âñòàâ-
ëÿåì íàøó ïðîâî-
ëîêó. Òåïåðü íà-
äàâëèâàåì ñâåðõó
íà øòîê-ãåëèêîí –
è ëèñò áóìàãè âðà-
ùàåòñÿ, êàê þëà.
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Ðàçìûøëÿåì,
ðåøàÿ çàäà÷ó

Ì.ÁÎÍÄÀÐÎÂ

Êàê-òî ðàç, ïðîñìàòðèâàÿ çàäà÷è ÅÃÝ, ÿ
íàòêíóëñÿ íà ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:

Ïëàñòèëèíîâûé øàðèê â ìîìåíò t = 0
áðîñàþò ñ ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè çåì-
ëè ñ íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ 0v  ïîä óãëîì �A
ê ãîðèçîíòó. Îäíîâðåìåííî ñ íåêîòîðîé
âûñîòû íàä ïîâåðõíîñòüþ çåìëè íà÷èíàåò
ïàäàòü èç ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ äðóãîé òàêîé
æå øàðèê. Øàðèêè àáñîëþòíî íåóïðóãî
ñòàëêèâàþòñÿ â âîçäóõå. Ñðàçó ïîñëå ñòîë-
êíîâåíèÿ ñêîðîñòü øàðèêîâ íàïðàâëåíà ãî-
ðèçîíòàëüíî. Â êàêîé ìîìåíò âðåìåíè �T
øàðèêè óïàäóò íà çåìëþ? Ñîïðîòèâëåíèåì
âîçäóõà ïðåíåáðå÷ü.

Äîâîëüíî áûñòðî ÿ ïîíÿë, êàê åå ñëåäóåò
ðåøàòü ñòàíäàðòíûì îáðàçîì. Íî ó ìåíÿ
äàâíî âûðàáîòàëàñü ïðèâû÷êà àíàëèçèðî-
âàòü ðåøåííóþ çàäà÷ó. È ñðàçó âîçíèê âîï-
ðîñ: «À íåëüçÿ ëè ðåøèòü çàäà÷ó èíà÷å?»
Òóò æå â ãîëîâó ïðèøëî æåëàíèå óãàäàòü,
êàêèì äîëæåí áûòü îòâåò â íàøåé çàäà÷å.
«Çà÷åì ýòî íóæíî? – ìîæåò ñïðîñèòü ÷èòà-
òåëü. – Íåóæåëè ñåðüåçíàÿ íàóêà ôèçèêà
ïîõîæà íà äåòñêóþ èãðó «Óãàäàéêó»?»

Â êà÷åñòâå àðãóìåíòà «çà» íå îòêàæó ñåáå
â óäîâîëüñòâèè ñîñëàòüñÿ íà àâòîðèòåò çíà-
ìåíèòîãî àìåðèêàíñêîãî ôèçèêà Äæ.Óèëå-
ðà. «Íèêîãäà íå íà÷èíàé âû÷èñëåíèé, ïîêà
íå çíàåøü îòâåòà, – ïèñàë èçâåñòíûé òåîðå-
òèê è âûäàþùèéñÿ ïåäàãîã. – Êàæäîìó âû-
÷èñëåíèþ ïðåäïîñûëàé îöåíî÷íûé ðàñ÷åò:
ïðèâëåêè ïðîñòûå ôèçè÷åñêèå ñîîáðàæåíèÿ
(ñèììåòðèþ!, èíâàðèàíòíîñòü!, ñîõðàíåíèå!)
äî òîãî, êàê íà÷èíàåøü ïîäðîáíûé âûâîä;
ïðîäóìàé âîçìîæíûå îòâåòû íà êàæäóþ çà-
ãàäêó. Áóäü ñìåëåå, âåäü íèêîìó íåò äåëà äî
òîãî, ÷òî èìåííî òû ïðåäïîëîæèë. Ïîýòîìó
äåëàé ïðåäïîëîæåíèÿ áûñòðî, èíòóèòèâíî.
Óäà÷íûå ïðåäïîëîæåíèÿ óêðåïëÿþò ýòó èí-
òóèöèþ. Îøèáî÷íûå ïðåäïîëîæåíèÿ äàþò
ïîëåçíóþ âñòðÿñêó». Ýòî âûñêàçûâàíèå ó÷å-
íîãî øèðîêî èçâåñòíî â íàó÷íûõ êðóãàõ è
äàæå ïîëó÷èëî ñïåöèàëüíîå íàçâàíèå: «Îñ-
íîâíîå ïðàâèëî Óèëåðà».

Ñîîáðàæåíèÿ ðàçìåðíîñòè ïîìîãóò äîñòà-
òî÷íî áûñòðî ñêîíñòðóèðîâàòü ïðèìåðíûé
âèä êîíå÷íîé ôîðìóëû. Äåéñòâèòåëüíî, èç
ðàçìåðíûõ âåëè÷èí â óñëîâèå âõîäèò ëèøü
íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü 0v  äà óñêîðåíèå ñâîáîä-
íîãî ïàäåíèÿ g – âîò è âåñü íåáîãàòûé íàáîð.
Èç íåãî ìîæíî ñîñòàâèòü òîëüêî îäíó êîìáè-
íàöèþ âåëè÷èí, èìåþùóþ ðàçìåðíîñòü âðå-
ìåíè: 0v g . ßñíî, ÷òî çàäàííûé â óñëîâèè
óãîë �A äîëæåí ïîÿâèòüñÿ â âèäå àðãóìåíòà
ôóíêöèè ñèíóñà, ïîñêîëüêó âðåìÿ ïîëåòà
òåëà, äâèæóùåãîñÿ ïî ïàðàáîëå, îïðåäåëÿåò-
ñÿ ïðîåêöèåé 0 0 sinyv v�� �A åãî íà÷àëüíîé
ñêîðîñòè íà âåðòèêàëüíóþ îñü ó. Òàêèì
îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî îòâåò
äîëæåí èìåòü âèä

0 sinv
k

g
�A

�T �� ,               (1)

ãäå k – íåêèé áåçðàçìåðíûé ÷èñëîâîé êîýô-
ôèöèåíò. Åãî-òî ïîèñêîì íàì è ïðèäåòñÿ
çàíÿòüñÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ îêîí÷àòåëüíîãî îò-
âåòà.

Èçîáðàçèì òðàåêòîðèè øàðèêîâ îò ìîìåí-
òà íà÷àëà èõ äâèæåíèÿ èç òî÷åê À è Â äî
ñòîëêíîâåíèÿ â òî÷êå D , à çàòåì äî ñîâìåñ-
òíîãî ïàäåíèÿ â òî÷êå Å (ðèñ.1). Ïðè ñòîë-
êíîâåíèè øàðèêîâ îäèíàêîâîé ìàññû ïðîåê-

öèè âåêòîðîâ èõ ñêîðîñòåé 1v
r

 è 2v
r

 íà
âåðòèêàëüíóþ îñü ó äîëæíû áûòü ðàâíû ïî
ìîäóëþ è ïðîòèâîïîëîæíû ïî çíàêó. Òîëüêî
â ýòîì ñëó÷àå, ñîãëàñíî çàêîíó ñîõðàíåíèÿ
èìïóëüñà, ñêîðîñòü ñëèïøåãîñÿ êîìêà áóäåò
íàïðàâëåíà ãîðèçîíòàëüíî.

Çàìå÷àíèå . Êðèòè÷åñêè íàñòðîåííûé ÷è-
òàòåëü ìîæåò ïîòðåáîâàòü îáîñíîâàíèÿ ïðè-

Ðèñ. 1
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Òðèñåêòîðû
Øàðíèðíûé ìåõàíèçì

Øàðíèðíûå ìåõàíèçìû – ýòî ñèñòåìû èç
ïðÿìûõ æåñòêèõ ñòåðæíåé, ñîåäèíåííûõ íà
êîíöàõ øàðíèðàìè, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ñòåð-
æíÿì ïîâîðà÷èâàòüñÿ äðóã îòíîñèòåëüíî äðó-
ãà. Òàêèå ìåõàíèçìû èñïîëüçóþòñÿ â òåõíè-
êå, ïî-âèäèìîìó, ñ XVIII âåêà. È ñåé÷àñ îíè
åäâà ëè íå ïîâñåìåñòíû: îò âûäâèæíîãî çåð-
êàëà â âàííîé äî íåêîòîðûõ òèïîâ àâòîìî-
áèëüíîé ïîäâåñêè.

Äëÿ íàøåé çàäà÷è îíè òîæå ïðèãîäèëèñü.
Íà ðèñóíêå 7 ïîêàçàí «âååð», ïðèäóìàííûé
ìàòåìàòèêîì Äæ.Äæ.Ñèëüâåñòðîì â 1875 ãîäó.

Òî÷êè 1 7, ,A AK  âñåãäà íàõîäÿòñÿ íà îäíîé
îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì Î , è â ýòèõ òî÷êàõ
ôèîëåòîâûå çâåíüÿ íå ïîâîðà÷èâàþòñÿ äðóã
îòíîñèòåëüíî äðóãà.

Äðóãîé âàðèàíò òðèñåêöèè ïðè ïîìîùè
øàðíèðíîãî ìåõàíèçìà ìîæíî íàéòè íà ñàéòå
«Ìàòåìàòè÷åñêèå ýòþäû» (www.etudes.ru/
ru/etudes/angle-trisection/). Óçíàòü áîëü-
øå î øàðíèðíûõ ìåõàíèçìàõ ìîæíî â ñòàòü-
ÿõ Þ.Ñîëîâüåâà «Èíâåðñîðû» («Êâàíò» ¹4
çà 1990 ã.) è Í.Àíäðååâà «Èíâåðñîðû»
(«Êâàíò» ¹2 çà 2017 ã.).

Îðèãàìè

Äà-äà, ýòî äðåâíåå èñêóññòâî ñêëàäûâà-
íèÿ ïðè÷óäëèâûõ ôèãóðîê èç ëèñòà áóìàãè
íàøëî ñâîå îòðàæåíèå è â ìàòåìàòèêå. Ïîä-
ðîáíî î ìàòåìàòè÷åñêîì îðèãàìè ìîæíî ïðî-
÷èòàòü â ñòàòüå À.Ïåòðóíèíà «Îðèãàìè è
ïîñòðîåíèÿ» â «Êâàíòå» ¹1 çà 2008 ãîä.
Ìû æå ëèøü ïðèâåäåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
äåéñòâèé, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ðàçäåëèòü äàí-
íûé óãîë íè òðè ÷àñòè (ðèñ.8). Ýòîò ñïîñîá
ïðåäëîæèë ÿïîíåö Õèñàñè Àáý.

Ïóñòü íà ëèñòå áóìàãè äàí óãîë ÂÀÑ,
êîòîðûé òðåáóåòñÿ ðàçäåëèòü íà òðè ðàâíûå
÷àñòè. Ñíà÷àëà íóæíî ïîñòðîèòü ñêëàäêè
PP¢ è QQ ¢, ïàðàëëåëüíûå ÀÂ, òàê, ÷òîáû
QQ ¢ áûëà ïîñåðåäèíå ìåæäó PP¢ è ÀÂ.
Çàòåì íóæíî ñîãíóòü ëèñò òàê, ÷òîáû òî÷êà À
(íà ðèñóíêå 8 åå îáðåç îáîçíà÷åí A A¢) ïîïàëà
íà QQ ¢, à òî÷êà Ð îäíîâðåìåííî ñ ýòèì
ïîïàëà íà ÀÑ. Òîãäà óãîë A AB¢  áóäåò ðàâåí
òðåòè èñõîäíîãî óãëà ÂÀÑ.

Óïðàæíåíèå 8.  Äîêàæèòå ýòî. Îáúÿñíèòå, ïî÷å-
ìó ýòî ïîñòðîåíèå íåëüçÿ âîñïðîèçâåñòè ïðè ïîìî-
ùè öèðêóëÿ è ëèíåéêè (íåëüçÿ èñïîëüçîâàòü àðãó-
ìåíò, ÷òî ýòî ïðîòèâîðå÷èëî áû íåâîçìîæíîñòè
òðèñåêöèè).

Âñïîìîãàòåëüíûå êðèâûå

Îêàçûâàåòñÿ, âûïîëíèòü òðèñåêöèþ ìîæ-
íî è îáû÷íûìè öèðêóëåì è ëèíåéêîé. Íî äëÿ
ýòîãî íóæíî, ÷òîáû íà ïëîñêîñòè, íà êîòîðîé
ïðîèñõîäèò ïîñòðîåíèå, óæå áûëà íàðèñîâà-
íà âñïîìîãàòåëüíàÿ êðèâàÿ. Äëÿ ýòîãî ãîäÿò-
ñÿ äîâîëüíî ìíîãî ðàçíûõ êðèâûõ, âîò ëèøü
ïàðà ïðîñòûõ ïðèìåðîâ.

Ãèïåðáîëà  y = 2/ x. Ïóñòü òî÷êà Õ –
âåðøèíà âåòâè ãèïåðáîëû, Î  – íà÷àëî êîîð-
äèíàò, à òî÷êè À è Â ðàñïîëîæåíû íà ïðÿìîé
ÎÕ  òàê, ÷òî ÂÀ = ÀÎ  = ÎÕ  (ðèñ.9).

Ðèñ. 7

Ðèñ. 8

Ðèñ. 9Îêîí÷àíèå. Íà÷àëî ñì. â «Êâàíòå» ¹8.



Íóæíî ðàçáèòü íà òðè ðàâíûå ÷àñòè óãîë
ÀÂÑ, ïðè÷åì òî÷êà Ñ âûáðàíà òàê, ÷òî óãîë
ÂÀÑ ïðÿìîé. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîñòðî-
èòü íà ãèïåðáîëå òî÷êó D  òàêóþ, ÷òî AD  =
= 2ÂÑ. Òîãäà óãîë ABE – èñêîìûé.

Óïðàæíåíèå 9.  Äîêàæèòå ýòî.

Ïàðàáîëà 2y x= . Ïóñòü Î  – íà÷àëî êîîð-
äèíàò, à óãîë ÀÎÂ  – òîò, êîòîðûé íóæíî
ðàçáèòü íà òðè ðàâíûå ÷àñòè (ðèñ.10).

Ïîñòðîèì îêðóæíîñòü �W ðàäèóñà 2 ñ öåí-
òðîì â Î . Ïîñëåäîâàòåëüíî ñòðîèì: Ñ –
îñíîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç
òî÷êè À íà îñü ïàðàáîëû; òî÷êè D  è E òàêèå,
÷òî ÎÅ  = 2, ED ACP è ÀÑ = 2 ED ; îêðóæ-
íîñòü �7  ñ öåíòðîì D  è ðàäèóñîì DO ,
êîòîðàÿ ïåðåñåêàåò ïàðàáîëó â òî÷êå F. Òîãäà
òî÷êà G, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷å-
íèÿ îêðóæíîñòè �W è ïåðïåíäèêóëÿðà èç F íà
ÎÂ , áóäåò ëåæàòü íà òðèñåêòðèñå óãëà ÀÎÂ .

Óïðàæíåíèå 10.  Äîêàæèòå ýòî.

Óëèòêà Ïàñêàëÿ  
1

cos
2

r �J+= . Ýòà êðèâàÿ

çàäàíà â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ. Â äåêàðòî-
âûõ êîîðäèíàòàõ îíà çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

( ) ( )22 2 2 21
4

x x y x y- + = + . Ýòó êðèâóþ ìîæ-

íî ïîëó÷èòü, ïðîêàòûâàÿ îêðóæíîñòü ðàäèó-
ñà 1/2 ñ æåñòêî ïðè-
êðåïëåííîé òî÷êîé íà
ðàññòîÿíèè 1 îò öåí-
òðà ïî òàêîé æå íå-
ïîäâèæíîé îêðóæíî-
ñòè, – òî÷êà êàê ðàç è
ïðî÷åðòèò óëèòêó
(ðèñ. 11).

Òðèñåêöèþ îñòðîãî
óãëà ïðè ïîìîùè
óëèòêè Ïàñêàëÿ ìîæ-

Ðèñ. 10

íî ïðîäåëàòü, íàïðèìåð, òàê. Ïóñòü óãîë
ABC – òîò, êîòîðûé íóæíî ðàçäåëèòü íà òðè
÷àñòè (ðèñ. 12), ïðè÷åì AB = BC. Òîãäà òî÷êà
D, â êîòîðîé îòðåçîê ÀÑ ïåðåñåêàåò ïåòëþ
óëèòêè, ëåæèò íà òðèñåêòðèñå BD .

Óïðàæíåíèå 11.  Äîêàæèòå ýòî.

Ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðèáëèæåíèÿ

Ìû íà÷àëè ñ òîãî, ÷òî ðåøèòü çàäà÷ó
òðèñåêöèè ïðè ïîìîùè öèðêóëÿ è ëèíåéêè
íåëüçÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå
íåâîçìîæíî ïîñòðîèòü òðèñåêòðèñó àáñîëþò-
íî òî÷íî . Âìåñòå ñ òåì, öèðêóëü è ëèíåéêà
âïîëíå ïîçâîëÿþò ïîñòðîèòü ëó÷, êîòîðûé
áóäåò ñêîëü óãîäíî áëèçîê  ê òðèñåêòðèñå
äàííîãî óãëà. È äåëàåòñÿ ýòî ñîâñåì ïðîñòî.

Ïîñêîëüêó öèðêóëåì è ëèíåéêîé ìîæíî
ïîñòðîèòü áèññåêòðèñó, òî ìîæíî äåëèòü óãîë
è íà ÷åòûðå ÷àñòè. Îñòàåòñÿ âñïîìíèòü, ÷òî
ñóììà ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè

2 31 1 1 1
4 4 4 3

æ ö æ ö+ + + ¼ =ç ÷ ç ÷è ø è ø . Ïîýòîìó ïîñòðîå-

íèå âûãëÿäèò òàê: äåëèì óãîë íà 4 ÷àñòè,
êðàéíþþ «÷åòâåðòèíêó» îñòàâëÿåì, à ñîñåä-
íþþ ñíîâà äåëèì íà 4 ÷àñòè. Òó èç íîâûõ
ìàëåíüêèõ ÷àñòåé, êîòîðàÿ ïðèëåãàåò ê áîëü-
øîé «÷åòâåðòèíêå», îáúåäèíÿåì ñ íåé, à
ñîñåäíþþ ñ íåé ñíîâà äåëèì íà 4 ÷àñòè è òàê
äàëåå. «×åòâåðòèíêà», êîòîðóþ ìû âñå âðåìÿ
ïîïîëíÿåì, áóäåò âñå áëèæå è áëèæå ê òðåòè
èñõîäíîãî óãëà. Íàïðèìåð, ïîñëå ïÿòîãî øàãà
îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü áóäåò ñîñòàâëÿòü
âñåãî ïðèìåðíî 0,01%.

Ìàòåðèàë ïîäãîòîâèë
Å.Åïèôàíîâ

Ðèñ. 12

Ðèñ. 11
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ìåíåíèÿ ýòîãî çàêîíà ïðè ñòîëêíîâåíèè øà-
ðèêîâ, âåäü ñèñòåìà èç äâóõ øàðèêîâ íå
ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé – íà íèõ äåéñòâóåò íè-
÷åì íå ñêîìïåíñèðîâàííàÿ ñèëà òÿæåñòè.
Îòìåòèì, îäíàêî, ÷òî âðåìÿ âçàèìîäåéñòâèÿ
øàðèêîâ ìàëî, à ñèëà òÿæåñòè èìååò îãðàíè-
÷åííóþ âåëè÷èíó, âîò ïî÷åìó çàêîí ñîõðàíå-
íèÿ èìïóëüñà â íàøåì ñëó÷àå ìîæíî ïðèìå-
íÿòü.

Ìû óæå ãîâîðèëè, ÷òî âðåìÿ ïîëåòà øàðè-
êîâ íå çàâèñèò îò ãîðèçîíòàëüíîé ñîñòàâëÿ-
þùåé íà÷àëüíîé ñêîðîñòè ïåðâîãî òåëà.
Ïîýòîìó äëÿ ðåøåíèÿ óìåñòíî ïåðåôîðìó-
ëèðîâàòü çàäà÷ó . Äàâàéòå èçìåíèì åå óñëî-
âèå òàê, ÷òîáû îíà ïðåâðàòèëàñü â çàäà÷ó î
ñòîëêíîâåíèè òåë, äâèæóùèõñÿ ïî âåðòèêà-
ëè (âû÷åðêíåì èç óñëîâèÿ ëèøíèå ñëîâà,
äîáàâèâ â íåãî íîâûå):

Ïëàñòèëèíîâûé øàðèê â ìîìåíò t = 0
áðîñàþò ñ ãîðèçîíòàëüíîé  ïîâåðõíîñòè çåì-
ëè âåðòèêàëüíî ââåðõ ñ íà÷àëüíîé ñêîðîñ-
òüþ 0yv  ïîä óãëîì �A ê ãîðèçîíòó . Îäíîâðå-
ìåííî ñ íåêîòîðîé âûñîòû íàä ïîâåðõíîñ-
òüþ íà÷èíàåò ïàäàòü èç ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ
äðóãîé òàêîé æå øàðèê. Øàðèêè àáñîëþò-
íî íåóïðóãî ñòàëêèâàþòñÿ â âîçäóõå. Ñðà-
çó ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ ñêîðîñòü øàðèêîâ
íàïðàâëåíà ãîðèçîíòàëüíî  ðàâíà íóëþ. Â
êàêîé ìîìåíò âðåìåíè �T øàðèêè óïàäóò íà
çåìëþ? Ñîïðîòèâëåíèåì âîçäóõà ïðåíåá-
ðå÷ü.

ßñíî, ÷òî ïðè 0 0 sinyv v�� �A îòâåòû îáåèõ
çàäà÷ ñîâïàäóò.

Ðàçîáüåì ðåøåíèå íàøåé ïåðåôîðìóëèðî-
âàííîé çàäà÷è íà äâà ýòàïà: äâè-
æåíèå øàðèêîâ äî âñòðå÷è; äâè-
æåíèå ñëèïøåãîñÿ êîìêà. Îïðå-
äåëèì ñíà÷àëà, â êàêîé ìîìåíò
âðåìåíè 1t  øàðèêè âñòðåòÿòñÿ â
òî÷êå D  (ðèñ.2). Îòâåò íà ýòîò
âîïðîñ ìîæíî äàòü, çíàÿ, íàïðè-
ìåð, âûñîòó Í , íà êîòîðîé íàõî-
äèòñÿ òî÷êà Â. Â òî÷êå D  øàðèêè
èìåþò ðàâíûå ïî ìîäóëþ è íà-
ïðàâëåííûå ïðîòèâîïîëîæíî ñêî-
ðîñòè. Ïðè ýòîì âòîðîé øàðèê çà
âðåìÿ 1t  íàáðàë ñêîðîñòü 1v , ò.å.
èçìåíèë ñâîþ ñêîðîñòü íà âåëè-
÷èíó 1v . Íî âåäü è ïåðâûé øàðèê
äâèãàëñÿ ñ òåì æå óñêîðåíèåì g

r
,

ïîýòîìó èçìåíåíèå åãî ñêîðîñòè

òàêæå ðàâíî ïî ìîäóëþ 1v , ïðàâäà îí ïðè
ýòîì óìåíüøàë ñâîþ ñêîðîñòü. Ïîïðîáóåì
ïðåäñòàâèòü, ÷òî áû ïðîèçîøëî, åñëè áû
øàðèêè íå ñòîëêíóëèñü. Òîãäà ïåðâûé øà-
ðèê ïðîäîëæàë áû ñâîå äâèæåíèå ââåðõ äî
îñòàíîâêè íà ìãíîâåíèå â âåðõíåé òî÷êå Â.
Ïðè÷åì ýòî äâèæåíèå îò D  äî Â çàíÿëî áû
ñòîëüêî æå âðåìåíè, ñêîëüêî ïðîäîëæàëîñü
åãî äâèæåíèå îò À äî D , ò.å. 1t . Â ýòîì ìîæíî
óáåäèòüñÿ, ìûñëåííî çàñíÿâ íà êèíîïëåíêó
äâèæåíèå âòîðîãî øàðèêà, à çàòåì ïðîêðó-
òèâ åå îáðàòíî. Òîãäà â îáðàùåííîì äâèæå-
íèè âòîðîé øàðèê äîëåòåë áû, òîðìîçÿ, îò D
äî Â çà òî æå âðåìÿ 1t . Îäíàêî è ïåðâûé
øàðèê ëåòåë áû òàê æå, åñëè áû íå âñòðåòèë
íà ñâîåì ïóòè âòîðîé øàðèê. Ñëåäîâàòåëüíî,
âðåìÿ ïîäúåìà ïåðâîãî øàðèêà íà âûñîòó Í
ðàâíî 12t . Òåïåðü ìû ëåãêî îïðåäåëÿåì
âðåìÿ 1t :

0 0
1

sin
2 2

yv v
t

g g
�A

�� �� ,            (2)

à òàêæå âûñîòó ïîäúåìà Í :
2 2 2
0 0 sin

2 2
yv v

H
g g

�A
�� �� .           (3)

Íàéäåííîå âðåìÿ 1t  ïîçâîëèò íàì ëèøíèé
ðàç óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ïåðåä ñòîëêíîâåíè-
åì â òî÷êå D  øàðèêè èìåþò îäèíàêîâûå ïî
ìîäóëþ ñêîðîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, ïåðâûé
øàðèê ê ýòîìó ìîìåíòó óìåíüøàåò ñâîþ
ñêîðîñòü äî âåëè÷èíû

0 0 0
1 0 1 0

sin
2 2 2

y y
y y y

v v v
v v gt v g

g
�A

�� �
 �� �
 �� �� ,

à âòîðîé – óâåëè÷èâàåò ñâîþ äî çíà÷åíèÿ
0 0 0

2 1
sin

2 2 2
y y

y

v v v
v gt g

g
�A

�� �
 �� �
 �� �
 �� �
 .

Ñòîï! Ïî õîäó íàøèõ ðàññóæäåíèé «çàïå-
ñòðèëè» ôîðìóëû! Íî âåäü õîòåëîñü ðàññêà-
çàòü î êðàñèâîì ðåøåíèè çàäà÷è, êîòîðîå,
êàê ïðàâèëî, ïîäðàçóìåâàåò ñîêðàùåíèå
ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé, à åùå ëó÷-
øå – ðåøåíèå çàäà÷è â óìå.Ïîïðîáóåì âîç-
ðàçèòü: âî-ïåðâûõ, ôîðìóëû (2) è (3) íå
ÿâëÿþòñÿ íàñòîëüêî ñëîæíûìè, ÷òîáû áûëî
òðóäíî óäåðæèâàòü èõ â ãîëîâå áåç çàïèñè, à
âî-âòîðûõ, – è ýòî ãëàâíîå! – ìû âûáåðåì
ñåé÷àñ äðóãîé ïóòü ðåøåíèÿ, ãäå ïðåîáðàçî-
âûâàòü ôîðìóëû íå ïðèäåòñÿ. Äîáàâèì, ÷òî
â äàëüíåéøåì õîäå ðåøåíèÿ ôîðìóëà (3)
íàì âîîáùå íå ïîíàäîáèòñÿ. Äëÿ âûõîäà íà
îêîí÷àòåëüíûé îòâåò áóäåò èñïîëüçîâàíàÐèñ. 2

(Íà÷àëî ñì. íà ñ. 31)
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òîëüêî ïðîñòåéøàÿ ôîðìóëà
2

2
gt

h �� .                 (4)

Êàê òîëüêî ìû óçíàåì, âî ñêîëüêî ðàç �B
âûñîòà Í  òî÷êè Â áîëüøå âûñîòû h âñòðå÷è
øàðèêîâ â òî÷êå D , çàäà÷à áóäåò ðåøåíà.
Äåéñòâèòåëüíî, èç ôîðìóëû (4) ñëåäóåò, ÷òî
åñëè âûñîòû îòëè÷àþòñÿ â �B ðàç, òî âðåìåíà
ïàäåíèÿ òåë îòëè÷àþòñÿ â �B ðàç. Äëÿ
îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû �B èñïîëüçóåì çàêîí
íå÷åòíûõ ÷èñåë, êîòîðûé ãëàñèò: òåëî, äâè-
æóùååñÿ áåç íà÷àëüíîé ñêîðîñòè ñ ïîñòîÿí-
íûì óñêîðåíèåì, çà ðàâíûå ïðîìåæóòêè
âðåìåíè ïðîõîäèò ðàññòîÿíèÿ, îòíîøåíèÿ
êîòîðûõ îáðàçóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå-
÷åòíûõ ÷èñåë. Ìû óæå âûÿñíèëè, ÷òî åñëè
áû âòîðîå òåëî íå ñòîëêíóëîñü â òî÷êå D  ñ
ïåðâûì, òî âðåìÿ åãî ïîëåòà îò Â äî D
ðàâíÿëîñü áû âðåìåíè ïîëåòà îò D  äî À.
Òîãäà èç çàêîíà íå÷åòíûõ ÷èñåë ñëåäóåò, ÷òî

DÀ  = 3 ÂD , ò.å. 
3
4

h H�� . Òàêèì îáðàçîì,

øàðèêè ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ äâèãàëèñü äî
ïàäåíèÿ íà çåìëþ âðåìÿ

2 13t t�� ,

à îáùåå âðåìÿ äâèæåíèÿ ðàâíî

�� �	1 2 1 1 3t t t�T �� �� �� �� .

Ïîäñòàâèâ ñþäà âûðàæåíèå äëÿ 1t  èç ôîðìó-
ëû (2), ïîëó÷èì

�� �	0 sin
1 3

2
v

g
�A

�T �� �� .           (5)

Èòàê, îòâåò íàìè íàéäåí, ïðè÷åì äåéñòâè-
òåëüíî ïðàêòè÷åñêè óñòíî. Íåïëîõî áû ïðî-
âåðèòü åãî, âûáðàâ èíîé ïóòü ðåøåíèÿ. Äëÿ
ýòîãî èñïîëüçóåì íàäåæíûé ãðàôè÷åñêèé
ñïîñîá ðåøåíèÿ .

Ïîñòðîèì ãðàôèê çàâèñèìîñòè ïðîåêöèé
íà âåðòèêàëüíóþ îñü ó ñêîðîñòåé øàðèêîâ îò
âðåìåíè (ðèñ.3). Ïðè ïîñòðîåíèè áûëî ó÷òå-
íî, ÷òî óñêîðåíèå òåë îäèíàêîâî ( g

r
), ïîýòî-

ìó íàêëîí ãðàôèêîâ òàêæå îäèíàêîâ. Ãðà-
ôèêè äåëàþò î÷åâèäíûìè òå ñîîòíîøåíèÿ,
êîòîðûå áûëè ïîëó÷åíû â ïåðâîì ñïîñîáå
ðåøåíèÿ. Ðàññìîòðèì ýòî ïîäðîáíåå ïî ïóí-
êòàì.

1) Èç ãðàôèêà ÿñíî âèäíî, ÷òî ìîäóëü
èçìåíåíèÿ ïðîåêöèè ñêîðîñòè êàæäîãî èç
òåë äî âñòðå÷è ðàâåí 0 2yv .

2) Ãëàâíîå äîñòîèíñòâî ãðàôèêîâ ñêîðîñòè
– íàãëÿäíîå îïðåäåëåíèå ïðîéäåííûõ ðàñ-
ñòîÿíèé è ñîîòíîøåíèé ìåæäó íèìè, ïî-
ñêîëüêó ïëîùàäü ïîä ãðàôèêîì ñêîðîñòè
÷èñëåííî ðàâíà ïðîéäåííîìó ïóòè. Ïëîùàäü
òðàïåöèè, âûäåëåííîé æåëòûì öâåòîì, ÷èñ-
ëåííî ðàâíà ðàññòîÿíèþ, ïðîéäåííîìó ïåð-
âûì øàðèêîì äî âñòðå÷è. Ðàññòîÿíèå, íà
êîòîðîå ïåðåìåñòèëñÿ çà ýòî âðåìÿ âòîðîé
øàðèê, ñîâïàäàåò ñ ïëîùàäüþ çàøòðèõîâàí-
íîãî òðåóãîëüíèêà. Î÷åâèäíî, ÷òî âòîðàÿ
ïëîùàäü âòðîå ìåíüøå ïåðâîé. Òàêèì îáðà-
çîì, ìû ëåãêî ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ

3
4

h H�� , îòêóäà ñðàçó ïîëó÷àåòñÿ çàêîí

íå÷åòíûõ ÷èñåë.
3) È íàêîíåö, ãðàôèê ïîçâîëÿåò óñòàíî-

âèòü ñîîòíîøåíèå ìåæäó âðåìåíåì 1t  ïîëåòà
äî ñòîëêíîâåíèÿ è âðåìåíåì 2t  äâèæåíèÿ
ñëèïøåãîñÿ êîìêà äî ïàäåíèÿ. Ñóììà ïëî-
ùàäåé òðàïåöèè è çàøòðèõîâàííîãî òðåó-
ãîëüíèêà ðàâíà ïëîùàäè ïðÿìîóãîëüíèêà ñî
ñòîðîíàìè 0yv  è 1t , â òî æå âðåìÿ îíà
÷èñëåííî ðàâíà ïåðâîíà÷àëüíîìó ðàññòîÿ-
íèþ Í  ïî âåðòèêàëè ìåæäó øàðèêàìè, ò.å.

0 1yH v t�� .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòà ïëîùàäü â÷åòâåðî
áîëüøå ïëîùàäè çàøòðèõîâàííîãî òðåóãîëü-
íèêà:

2
14

2
gt

H �� .

Ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ ñëèïøèåñÿ øàðèêè íà÷-
íóò ïàäàòü è ïî âåðòèêàëè ïðîéäóò ðàññòîÿ-
íèå

3
4

h H�� .

Ãåîìåòðè÷åñêè ýòî ðàññòîÿíèå ïðåäñòàâëåíî
ïëîùàäüþ çåëåíîãî ïðÿìîóãîëüíîãî òðå-
óãîëüíèêà, êàòåòû êîòîðîãî ðàâíû 2gt  è 2t ,Ðèñ. 3
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2
2

2
gt

h �� .

Èç ïîñëåäíèõ òðåõ ðàâåíñòâ ïîëó÷èì ñîîò-
íîøåíèå ìåæäó âðåìåíàìè 1t  è 2t :

2 1 3t t�� ,

ïîñëå ÷åãî ñíîâà âûõîäèì íà êîíå÷íûé îò-
âåò (5).

Òàêèì îáðàçîì, íàìè ïîëó÷åíû äâà íåçà-
âèñèìûõ ñïîñîáà ðåøåíèÿ çàäà÷è. Îäíàêî
ñóùåñòâóåò è òðåòèé ñïîñîá ðåøåíèÿ: èçó÷å-
íèå äâèæåíèÿ öåíòðà ìàññ ñèñòåìû .

Ðàññìàòðèâàòü äâèæåíèå öåíòðà ìàññ ñè-
ñòåìû äâóõ øàðèêîâ î÷åíü óäîáíî, ïîñêîëü-
êó íå òðåáóåòñÿ ðàçáèâàòü ðåøåíèå íà äâà
ýòàïà: äî è ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ, âåäü äâè-
æåíèå öåíòðà ìàññ ñèñòåìû íå çàâèñèò îò
âçàèìîäåéñòâèé òåë ýòîé ñèñòåìû äðóã ñ
äðóãîì, à îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî äåéñòâèåì
âíåøíèõ ñèë.

Íàïîìíèì, ÷òî êîîðäèíàòà Cy  è ñêîðîñòü
Cyv  öåíòðà ìàññ Ñ ñèñòåìû äâóõ ìàòåðèàëü-

íûõ òî÷åê ñ ìàññàìè 1m  è 2m , ðàñïîëîæåí-
íûõ â òî÷êàõ ñ êîîðäèíàòàìè 1y  è 2y  è
èìåþùèõ ñêîðîñòè 1yv  è 2yv  ñîîòâåòñòâåí-
íî, îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

1 1 2 2

1 2
C

m y m y
y

m m
��

��
�� ,

Cyv 1 1 2 2

1 2

y ym v m v

m m

��
��

�� ,

÷òî äëÿ íàøåãî ñëó÷àÿ ðàâíûõ ìàññ äàåò

2C
H

y ��  è 
0

2
y

Cy

v
v �� .

Öåíòð ìàññ äâèæåòñÿ èç òî÷êè Ñ ñ óñêîðåíè-

åì g
r

, íàïðàâëåííûì âåðòèêàëüíî âíèç, è äî
ïàäåíèÿ íà çåìëþ â òî÷êå Å ïåðåìåùàåòñÿ
âíèç ïî âåðòèêàëè íà ðàññòîÿíèå 2H  (íà
ðèñóíêå 4 êðàñíûì öâåòîì ïîêàçàíû òðàåê-
òîðèÿ äâèæåíèÿ öåíòðà ìàññ è âåêòîðû åãî
ñêîðîñòåé â íà÷àëüíûé ìîìåíò t  = 0 è â
ìîìåíò 1t  ñòîëêíîâåíèÿ). Çàïèøåì óðàâíå-
íèå äâèæåíèÿ öåíòðà ìàññ:

2
0

2 2 2
yvH g �T

�
 �� �T �
 ,

à çàòåì ïðèâåäåì åãî ê âèäó

02 0yv H
g g

�T �
 �T �
 �� .

Â ðåøåíèè ýòîãî êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ

2
0 0

22 4
y yv v H
g gg

�T �� �p ��

íåîáõîäèìî îòáðîñèòü çíàê «ìèíóñ», êàê
ïðîòèâîðå÷àùèé ôèçè÷åñêîìó ñìûñëó, à òàê-
æå ïîäñòàâèòü â íåãî âåëè÷èíó 0 0 sinyv v�� �A
è íàéäåííîå ðàíåå âûðàæåíèå (3) äëÿ Í ,
ïîñëå ÷åãî ìû â òðåòèé ðàç ïðèõîäèì ê
îòâåòó (5).

Çàìåòèì, ÷òî è â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå
ìîæíî âûïîëíèòü áåç ðàñ÷åòîâ íà áóìàãå.
Ïðàâäà, èìååòñÿ âåðîÿòíîñòü ïîòåðÿòü â ïðå-
îáðàçîâàíèÿõ êàêóþ-ëèáî èç áóêâ, âõîäÿ-
ùèõ â óðàâíåíèå. ×òîáû ïî âîçìîæíîñòè
èçáåæàòü ïîäîáíûõ îøèáîê, ïðèìåíèì òàê
íàçûâàåìîå îáåçðàçìåðèâàíèå ôèçè÷åñêèõ
âåëè÷èí. Äëÿ ýòîãî ïåðåéäåì îò àáñîëþòíûõ
âåëè÷èí 0yv  è g ê îòíîñèòåëüíûì, ïðåîáðà-
çîâàâ ñíà÷àëà óðàâíåíèå äâèæåíèÿ öåíòðà
ìàññ ñ ïîìîùüþ âûðàæåíèÿ (3) ê âèäó

2
0 02

2 0
2

y yv v

g g
�T �
 �T �
 �� ,

à çàòåì óìíîæèâ íà 
0y

g
v

. Òîãäà äëÿ áåçðàç-

ìåðíîãî âðåìåíè õ ïîëó÷èì

2 1
0

2
x x�
 �
 �� .

Ñ ýòèì óðàâíåíèåì, íåñîìíåííî, áåç òðóäà
ñïðàâèòñÿ êàæäûé ÷èòàòåëü æóðíàëà è ïðè-
äåò ê îòâåòó

�� �	1 1 1 1 3 1
1 3

2 4 2 2 4 2
x �� �p �� �� �p �� �p .

Îñòàëîñü ëèøü, îòáðîñèâ, êàê è â ïðåäûäó-
ùåì ñëó÷àå, çíàê «ìèíóñ», äîáàâèòü ðàçìåð-Ðèñ. 4



Ï Ð À Ê Ò È Ê Ó Ì  À Á È Ò Ó Ð È Å Í Ò À 37

íóþ êîìáèíàöèþ 0 sinv
g

�A
, è ìû â î÷åðåäíîé

ðàç ïðèõîäèì ê îòâåòó (5).
Êîíå÷íî, íàéòè êîðíè óðàâíåíèÿ âèäà
2 0x px q+ + =  íåòðóäíî. ß æå ïðèâûê ðå-

øàòü åãî ñ ïîìîùüþ ïåñåíêè, óñëûøàííîé
ìíîþ â äåòñòâå â ïåðåäà÷å «Ðàäèîíÿíÿ»:

×òîáû ðåøèòü óðàâíåíèå,
êîðíè åãî îòûñêàòü,
íàäî íåìíîãî òåðïåíèÿ,
ðó÷êó, ïåðî è òåòðàäü.
Ìèíóñ íàïèøåì ñíà÷àëà.
Ðÿäîì ñ íèì – ïý ïîïîëàì,
ïëþñ-ìèíóñ çíàê ðàäèêàëà,
ñ äåòñòâà çíàêîìîãî íàì.
Íó, à ïîä êîðíåì, ïðèÿòåëü,
ñâîäèòñÿ âñå ê ïóñòÿêó:
ïý ïîïîëàì è â êâàäðàòå
ìèíóñ íåñ÷àñòíîå êó.

Íàñòàëî âðåìÿ ïîäâåñòè èòîãè. Çàäà÷à
ðåøåíà òðåìÿ ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Âìå-
ñòå ñ òåì, ñóùåñòâóåò è ÷åòâåðòûé, î êîòîðîì
ÿ âñïîìèíàë â ñàìîì íà÷àëå è êîòîðûì, ïî-
âèäèìîìó, è ðåøàëè áîëüøèíñòâî ñäàâàâ-
øèõ ýêçàìåí. Â ÷åì åãî îñîáåííîñòü? Ïîïðî-
áóåì ëó÷øå íàçâàòü òå èç ïåðå÷èñëåííûõ
ðàíåå ïðèåìîâ ðåøåíèÿ, êîòîðûå â íåì îò-
ñóòñòâóþò. Â ÷åòâåðòîì ñïîñîáå íå èñïîëüçó-
þòñÿ ãðàôèêè, íå íóæíî ðàññìàòðèâàòü äâè-
æåíèå öåíòðà ìàññ, à òàêæå îáåçðàçìåðèâàòü
ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû. Äîñòàòî÷íî ëèøü çà-
ïèñàòü óðàâíåíèÿ çàâèñèìîñòè êîîðäèíàò ó
äâèæóùèõñÿ øàðèêîâ è ïðîåêöèé èõ ñêîðî-
ñòåé íà òó æå îñü îò âðåìåíè, à çàòåì
ïðèðàâíÿòü, ñîîòâåòñòâåííî, ýòè êîîðäèíà-
òû è ïðîåêöèè ñêîðîñòåé â ìîìåíò âðåìåíè

1t . Äàëåå, êîíå÷íî, ïîíàäîáèòñÿ çàêîí ñî-
õðàíåíèÿ èìïóëüñà è êèíåìàòè÷åñêàÿ ôîð-
ìóëà ïàäåíèÿ òåëà ñ èçâåñòíîé âûñîòû áåç
íà÷àëüíîé ñêîðîñòè. Íå ñîìíåâàþñü, ÷òî
÷èòàòåëü áåç òðóäà ñóìååò âîññòàíîâèòü ýòîò
ñïîñîá ðåøåíèÿ.

Ìîæåò âîçíèêíóòü âîïðîñ: âñå ëè ïîäõîäû
ê ðåøåíèþ áûëè ðàññìîòðåíû? Êîíå÷íî,
íåò. Âîò, ê ïðèìåðó, åùå îäèí íåçàâèñèìûé
ñïîñîá íàõîæäåíèÿ âåëè÷èí 1t  è Í . Êàê
èçâåñòíî, ïðè ðàâíîóñêîðåííîì äâèæåíèè
çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè îò âðåìåíè èìååò âèä

0v v at�� ��
rr r

.

Èñïîëüçóÿ ýòó ôîðìóëó äëÿ îïèñàíèÿ äâè-
æåíèÿ öåíòðà ìàññ ñèñòåìû øàðèêîâ â òå÷å-

íèå âðåìåíè 1t  äî
ñòîëêíîâåíèÿ, ïîëó-
÷èì âûðàæåíèå
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Èçîáðàçèâ ýòî âåê-
òîðíîå ðàâåíñòâî íà-
ãëÿäíî íà ðèñóíêå 5,
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À âûñîòó Í  ìîæíî íàéòè èç ðèñóíêà 1.
Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî âåêòîð 0v

r
 íà÷àëü-

íîé ñêîðîñòè ïåðâîãî øàðèêà íàöåëåí íà
òî÷êó Â. Ýòî íå ñëó÷àéíî. Îñîáåííî î÷åâèä-
íûì ñòàíîâèòñÿ òàêîé âûáîð íàïðàâëåíèÿ
ñêîðîñòè, åñëè ïåðåéòè â ñèñòåìó îòñ÷åòà,
ñâÿçàííóþ ñî âòîðûì øàðèêîì. Â íåé ïåð-
âûé øàðèê äâèæåòñÿ ïðÿìîëèíåéíî è ðàâíî-
ìåðíî ïî íàïðàâëåíèþ êî âòîðîìó ñî ñêîðî-
ñòüþ 0v

r
. Çà âðåìÿ 1t  äî ñòîëêíîâåíèÿ ïåð-

âûé øàðèê äîëæåí ïðîëåòåòü ðàññòîÿíèå
sinH �A, ïîýòîìó
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äëÿ 1t , ïîëó÷èì
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Çàìåòíî ïîäóñòàâøèé îò âñåõ îïèñàííûõ
âûøå ñïîñîáîâ ÷èòàòåëü âïðàâå ñïðîñèòü:
«Íó, à òåïåðü-òî ìîæíî ïîñòàâèòü òî÷êó â
ðåøåíèè ýòîé çàäà÷è?» Äóìàþ, ÷òî, äåé-
ñòâèòåëüíî, ñïîñîáîâ íàõîæäåíèÿ âðåìåíè
�T ïðèâåäåíî äîñòàòî÷íî. Îäíàêî åñòü è
äðóãèå âåëè÷èíû, êîòîðûå íåáåçûíòåðåñíî
áûëî áû ïîèñêàòü â íàøåé çàäà÷å. Ïðèâå-
äåì òîëüêî äâà âîçìîæíûõ âîïðîñà, íà êî-
òîðûå ëþáîçíàòåëüíûé ÷èòàòåëü íåñîìíåí-
íî ñóìååò íàéòè ïðàâèëüíûå îòâåòû.

1. Ñ êàêîé ñêîðîñòüþ (ïî âåëè÷èíå è
íàïðàâëåíèþ) øàðèêè óïàäóò íà çåìëþ?

2. Íà êàêîì ðàññòîÿíèè îò ìåñòà ñòàðòà
ïåðâîãî øàðèêà íàõîäèòñÿ èõ îáùàÿ òî÷êà
ïàäåíèÿ Å?

Ðèñ. 5
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Èçîãîíàëüíîå
ñîïðÿæåíèå
è ïåäàëüíûå
òðåóãîëüíèêè

Ä.ÏÐÎÊÎÏÅÍÊÎ

ÂÏÅÐÂÎÉ ×ÀÑÒÈ ÝÒÎÉ ÑÒÀÒÜÈ ÌÛ  ÏÎ-
âòîðèì íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ è ôàêòû, ñâÿ-

çàííûå ñ èçîãîíàëüíûì ñîïðÿæåíèåì. Áîëü-
øèíñòâî èç ýòèõ ôàêòîâ èçâåñòíû è ñîäåð-
æàòñÿ âî ìíîãèõ èñòî÷íèêàõ (ñì., íàïðèìåð,
íåäàâíþþ ñòàòüþ [1], äëÿ áîëåå ãëóáîêîãî
èçó÷åíèÿ èçîãîíàëüíîãî ñîïðÿæåíèÿ ðåêî-
ìåíäóåì ñòàòüþ [5]). Âî âòîðîé ÷àñòè ìû
ñêîíöåíòðèðóåì ñâîå âíèìàíèå íà çàìå÷à-
òåëüíîì ôàêòå î òîì, ÷òî èçîãîíàëüíî ñîïðÿ-
æåííûå òî÷êè èìåþò îáùóþ ïåäàëüíóþ îê-
ðóæíîñòü. Îêàçûâàåòñÿ, ýòîò ôàêò ìîæíî
ñâÿçàòü ñ ñþæåòàìè ìíîãèõ îëèìïèàäíûõ
çàäà÷.

Îñíîâíûå ñâîéñòâà èçîãîíàëåé
è ãåîìåòðèÿ òðåóãîëüíèêà

Èçîãîíàëÿìè  îòíîñèòåëüíî ñòîðîí óãëà
(èëè èçîãîíàëüíûìè ïðÿìûìè) íàçûâàþòñÿ
ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç âåðøèíó óãëà è
ñèììåòðè÷íûå îòíîñèòåëüíî áèññåêòðèñû ýòî-
ãî óãëà (ðèñ.1). ×àñòî èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþ-
ùåå ñâîéñòâî èçîãîíàëåé.

Ñâîéñòâî 1.  Ïóñòü AP è AQ – èçîãîíàëè
óãëà ñ âåðøèíîé A, à 1B  è 1C  – ïðîåêöèè

òî÷êè P íà ñòîðîíû óãëà (ðèñ.2). Òîãäà
1 1AQ BC�> .

Óïðàæíåíèå 1.  Äîêàæèòå ýòî ñâîéñòâî.

Ïóñòü èç òî÷êè P íà ïðÿìûå BC, AC è AB
îïóùåíû ïåðïåíäèêóëÿðû 1PA , 1PB  è 1PC
(ðèñ. 3). Òðåóãîëüíèê 1 1 1A BC  íàçûâàåòñÿ

ïåäàëüíûì òðåóãîëüíèêîì  òî÷êè P îòíîñè-
òåëüíî òðåóãîëüíèêà ABC, à åãî îïèñàííàÿ
îêðóæíîñòü – ïåäàëüíîé îêðóæíîñòüþ  òî÷-
êè P. Åñëè òî÷êà P ëåæèò íà îïèñàííîé
îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ, òî ïåäàëü-
íûé òðåóãîëüíèê âûðîæäàåòñÿ è òî÷êè 1A ,

1B , 1C  ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.
Áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ: O – öåíòð

îïèñàííîé îêðóæíîñòè, H  – òî÷êà ïåðåñå÷å-
íèÿ âûñîò (îðòîöåíòð) òðåóãîëüíèêà ABC. Â
ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè ìû âñòðå÷àåì âàæ-
íûé ïðèìåð èçîãîíàëåé â òðåóãîëüíèêå:

Ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè è âûñîòà,
ïðîâåäåííûå èç îäíîé âåðøèíû òðåóãîëüíè-
êà, èçîãîíàëüíû îòíîñèòåëüíî óãëà òðåó-
ãîëüíèêà (ðèñ.4).

Óïðàæíåíèå 2.  Äîêàæèòå ýòî.

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3
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Ïóñòü â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåëè âûñî-
òû. Òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè â îñíîâàíèÿõ
âûñîò íàçûâàåòñÿ îðòîòðåóãîëüíèêîì . Îð-
òîòðåóãîëüíèê ÿâëÿåòñÿ ïåäàëüíûì òðåóãîëü-
íèêîì îðòîöåíòðà H . Òîãäà ïî ñâîéñòâó 1
ïîëó÷àåì:

Ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè, ïðîâåäåí-
íûé èç âåðøèíû òðåóãîëüíèêà, ïåðïåíäèêó-
ëÿðåí ñîîòâåòñòâóþùåé ñòîðîíå îðòîò-
ðåóãîëüíèêà (ðèñ.5).

Óïðàæíåíèå 3.  Èç òî÷êè K  âíóòðè òðåóãîëüíè-
êà ABC îïóùåíû ïåðïåíäèêóëÿðû 1KA , 1KB  è

1KC  íà ñòîðîíû BC, AC, AB ñîîòâåòñòâåííî.
×åðåç òî÷êó 1A  ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ 1l , ïàðàëëåëü-
íàÿ ïðÿìîé, ñèììåòðè÷íîé ïðÿìîé AK  îòíîñè-
òåëüíî áèññåêòðèñû óãëà A. Ïðÿìûå 2l , 3l  îïðå-
äåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå 1l ,

2l , 3l  ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.
Óêàçàíèå. Ïóñòü ïðÿìûå Al  è AK  – èçîãîíàëè
BAC�• , òîãäà ïî óñëîâèþ 1 Al lP . Ïî ñâîéñòâó 1

èìååì 1 1Al B C�> .

Îòìåòèì åùå îäíî ñâîéñòâî èçîãîíàëåé.
Ñâîéñòâî 2.  Ïóñòü AP è AQ – èçîãîíàëè

îòíîñèòåëüíî óãëà, à òî÷êè X è Y ñèììåò-
ðè÷íû P îòíîñèòåëüíî ñòîðîí óãëà  (ðèñ.6).

Òîãäà AQ ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèííûì ïåðïåíäè-
êóëÿðîì ê îòðåçêó XY.

Äîêàçàòåëüñòâî.  Ñîãëàñíî ñâîéñòâó 1,
1 1AQ BC�> , 1 1BC XYP  (êàê ñðåäíÿÿ ëè-

íèÿ). Òîãäà AQ XY�> . Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî
â òî÷êå A ïåðåñåêàþòñÿ ñåðåäèííûå ïåðïåí-
äèêóëÿðû ê ñòîðîíàì PX  è PY  òðåóãîëüíèêà
PXY . Èëè ÷óòü èíà÷å: YA  = AP = AX, òîãäà
òðåóãîëüíèê AXY  – ðàâíîáåäðåííûé, è ïåð-
ïåíäèêóëÿð ê ñòîðîíå XY  ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèí-
íûì ïåðïåíäèêóëÿðîì ê XY .

Ïóñòü òî÷êè X, Y  è Z ñèììåòðè÷íû P
îòíîñèòåëüíî ïðÿìûõ AC, AB è BC (ðèñ.7).
Òðåóãîëüíèê XYZ  áóäåì íàçûâàòü óäâîåí-
íûì ïåäàëüíûì òðåóãîëüíèêîì  òî÷êè P îò-
íîñèòåëüíî òðåóãîëüíèêà ABC. Èç ñâîéñòâà
2 âûòåêàåò òàêîå ñëåäñòâèå:

Èçîãîíàëè ÿâëÿþòñÿ ñåðåäèííûìè ïåð-
ïåíäèêóëÿðàìè ê ñòîðîíàì óäâîåííîãî ïå-
äàëüíîãî òðåóãîëüíèêà.

Ðèñ. 5

Ðèñ. 6
Ðèñ. 4

Ðèñ. 7
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Òåîðåìà 1.  Ïóñòü òî÷êà P íå ëåæèò íà
îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC.
Òîãäà ïðÿìûå, èçîãîíàëüíûå ê ïðÿìûì AP,
BP è CP, ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå
(ðèñ.8,à).

Îáîçíà÷èì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ Q. Òî÷êà Q
íàçûâàåòñÿ èçîãîíàëüíî ñîïðÿæåííîé  äëÿ
òî÷êè P. Ìîæíî òàêæå ãîâîðèòü, ÷òî òî÷êè
P è Q èçîãîíàëüíî ñîïðÿæåíû.

Ïîëüçóÿñü ñëåäñòâèåì èç ñâîéñòâà 2, ìû
ìîæåì äîêàçàòü òåîðåìó è ñðàçó ïîëó÷èòü
ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë òî÷êè Q: ýòî öåíòð
îïèñàííîé îêðóæíîñòè óäâîåííîãî ïåäàëü-
íîãî òðåóãîëüíèêà  XYZ .

Òåîðåìó 1 èñïîëüçóþò è â íåìíîãî äðóãîé
ôîðìóëèðîâêå.

Òåîðåìà �a1 .  Åñëè AP è AQ, BP è BQ – äâå
ïàðû èçîãîíàëåé â òðåóãîëüíèêå ABC, òî
CP è CQ – òîæå èçîãîíàëè (ðèñ.8,á) .

Îòìåòèì, ÷òî åñëè òî÷êà P ëåæèò íà îïè-
ñàííîé îêðóæíîñòè è îòëè÷íà îò âåðøèí
òðåóãîëüíèêà ABC, òî èçîãîíàëè ê AP, BP è
CP ïàðàëëåëüíû äðóã äðóãó.

Óïðàæíåíèå 4.  Äîêàæèòå ýòî.

Î÷åâèäíî, áèññåêòðèñà èçîãîíàëüíà ñàìà
ñåáå. Òîãäà öåíòð âïèñàííîé è öåíòðû âíå-
âïèñàííûõ îêðóæíîñòåé èçîãîíàëüíî ñîïðÿ-
æåíû ñàìè ñåáå.

Óïðàæíåíèå 5.  à) Íà áèññåêòðèñå óãëà A
òðåóãîëüíèêà ABC âíóòðè òðåóãîëüíèêà âçÿòû
òî÷êè D  è F òàê, ÷òî DBC FBA�• �� �• . Äîêàæèòå,
÷òî DCB FCA�• �� �• .

á) Òî÷êà M  ðàñïîëîæåíà âíóòðè òðåóãîëüíèêà
ABC, 1A  – òî÷êà, ñèììåòðè÷íàÿ M  îòíîñèòåëüíî
âíåøíåé áèññåêòðèñû óãëà A; àíàëîãè÷íî îïðåäå-
ëÿþòñÿ òî÷êè 1B , 1C . Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå

1AA , 1BB  è 1CC  ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

â) Ïóñòü 0AA , 0BB , 0CC  – âûñîòû â òðåóãîëü-
íèêå ABC, M  – ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà, 1A  – òî÷êà,
ñèììåòðè÷íàÿ M  îòíîñèòåëüíî ñòîðîíû BC; àíà-
ëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ òî÷êè 1B , 1C . Äîêàæèòå,
÷òî ïðÿìûå 0 1B B , 0 1C C , 0 1A A  ïåðåñåêàþòñÿ â
îäíîé òî÷êå.

Óêàçàíèÿ . á) Ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå,
èçîãîíàëüíî ñîïðÿæåííîé M  îòíîñèòåëüíî òðå-
óãîëüíèêà ABC; â) äîêàæèòå, ÷òî ñòîðîíû òðå-
óãîëüíèêà ABC ëåæàò íà âíåøíèõ áèññåêòðèñàõ
äëÿ òðåóãîëüíèêà 0 0 0A B C , è âîñïîëüçóéòåñü ï.á).

Öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè
è îðòîöåíòð

Âñïîìíèì, ÷òî ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæ-
íîñòè è âûñîòà, ïðîâåäåííûå èç îäíîé âåð-
øèíû òðåóãîëüíèêà, èçîãîíàëüíû. Òîãäà
òî÷êè O è H  – èçîãîíàëüíî ñîïðÿæåíû.

Óïðàæíåíèå 6. à) Ïóñòü ïðÿìàÿ a ïðîõîäèò
÷åðåç âåðøèíó A òðåóãîëüíèêà ABC è ïåðïåíäè-
êóëÿðíà ñòîðîíå 1 1B C  îðòîòðåóãîëüíèêà. Ïðÿ-
ìûå b è c îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî. Äîêàæèòå,
÷òî ïðÿìûå a, b è c ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

á) Ïóñòü 1 2 3, ,H H H  – òî÷êè, ñèììåòðè÷íûå H
îòíîñèòåëüíî ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ABC. Äîêà-
æèòå, ÷òî òî÷êè 1 2 3, ,H H H  ëåæàò íà îïèñàííîé
îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC.

â) ×åðåç îñíîâàíèå âûñîòû 1AA  òðåóãîëüíèêà
ABC ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ 1l , ïàðàëëåëüíàÿ ïðÿìîé
AO. Ïðÿìûå 2l , 3l  îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî.
Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå 1l , 2l , 3l  ïåðåñåêàþòñÿ â
îäíîé òî÷êå.

Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ êàñàòåëüíûõ
è óäâîåííàÿ ìåäèàíà

Ïóñòü AM  – ìåäèàíà òðåóãîëüíèêà ABC.
Ñäåëàåì ñòàíäàðòíîå ïîñòðîåíèå. Óäâîèì
ìåäèàíó AM  çà òî÷êó M  è ïîëó÷èì òî÷êó D .
Ïîñòðîèì òî÷êó P, èçîãîíàëüíóþ ê D . Äëÿ
ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü èçîãîíàëè ê BD
è CD . Ïóñòü óãëû òðåóãîëüíèêà ðàâíû

A�• �� �A , B�• �� �B, C�• �� �G. Îòëîæèì îò ñòî-
ðîíû BA óãëà ABC èçîãîíàëü ê BD  (ðèñ.
9,à). Òîãäà ýòà ïðÿìàÿ îáðàçóåò ñî ñòîðîíîé
BC óãîë �A. Àíàëîãè÷íî ïîñòðîèì èçîãîíàëü
ê CD . Ïóñòü ïîëó÷åííûå ïðÿìûå ïåðåñåêà-
þòñÿ â òî÷êå P. Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî

PBC PCB BAC�• �� �• �� �• �� �A . Ïî èçâåñòíî-
ìó ïðèçíàêó (óãîë ìåæäó êàñàòåëüíîé è
õîðäîé) PB è CP – êàñàòåëüíûå ê îïèñàííîé
îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC. Òîãäà ïî
òåîðåìå  1�a AP ÿâëÿåòñÿ èçîãîíàëüþ äëÿ
ìåäèàíû AM  îòíîñèòåëüíî óãëà BAC. Ýòà
èçîãîíàëü íàçûâàåòñÿ ñèìåäèàíîé . Ìû ïî-
ëó÷èëè îñíîâíîå ñâîéñòâî ñèìåäèàíû:

Ðèñ. 8
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Cèìåäèàíà, ïðîâåäåííàÿ ÷åðåç âåðøèíó
A, ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ êàñà-
òåëüíûõ, ïðîâåäåííûõ â òî÷êàõ B è C ê
îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC
(ðèñ. 9,á) .

Ïîäðîáíåå î ñâîéñòâàõ ñèìåäèàíû ìîæíî
ïðî÷èòàòü â ñòàòüå [4].

Óïðàæíåíèå 7.  à) (Óñòíàÿ îëèìïèàäà ïî ãåî-
ìåòðèè, 2004 ã.) Ïóñòü 1C  è 1B  – ïðîåêöèè òî÷êè
P ïåðåñå÷åíèÿ êàñàòåëüíûõ, ïðîâåäåííûõ â òî÷-
êàõ B è C ê îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà
ABC, AM  – ìåäèàíà. Òîãäà 1 1AM B C�> .

á) (Âñåðîññèéñêàÿ îëèìïèàäà, 2013 ã.) Îñòðî-
óãîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC âïèñàí â îêðóæíîñòü
�7 . Êàñàòåëüíûå, ïðîâåäåííûå ê �7  â òî÷êàõ B è
C, ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå P. Òî÷êè D  è E –
îñíîâàíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðîâ, îïóùåííûõ èç òî÷-
êè P íà ïðÿìûå AB è AC. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êà
ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò òðåóãîëüíèêà ADE  ÿâëÿåòñÿ
ñåðåäèíîé îòðåçêà BC.

Îáùàÿ ïåäàëüíàÿ îêðóæíîñòü

Âåðíåìñÿ ê èçó÷åíèþ ñâîéñòâ èçîãîíàëåé
óãëà. Ïóñòü AP è AQ – èçîãîíàëè óãëà
BAC.

Ñâîéñòâî 3.  Ïðîåêöèè òî÷åê P è Q íà
ñòîðîíû óãëà AB è AC ëåæàò íà îäíîé
îêðóæíîñòè (ðèñ.10), ïðè÷åì öåíòð ýòîé
îêðóæíîñòè – ñåðåäèíà îòðåçêà PQ .

Óïðàæíåíèå 8.  Äîêàæèòå ýòî ñâîéñòâî.

Òåïåðü ìû ãîòîâû äîêàçàòü îñíîâíóþ òåî-
ðåìó ýòîãî ðàçäåëà.

Òåîðåìà 2.  Ïåäàëüíûå îêðóæ-
íîñòè èçîãîíàëüíî ñîïðÿæåííûõ
òî÷åê P è Q ñîâïàäàþò.

Äîêàçàòåëüñòâî.  Ïî ñâîéñòâó
3 ïðîåêöèè òî÷åê P è Q íà ïðÿ-
ìûå AB è BC ëåæàò íà îäíîé
îêðóæíîñòè (ðèñ.11). Òî æå âåð-

íî è äëÿ ïðîåêöèé òî÷åê P è Q íà ïðÿìûå AB
è AC. Íî ýòè äâå îêðóæíîñòè èìåþò îáùèé

öåíòð – ñåðåäèíó îòðåçêà PQ. Êðîìå òîãî,
îíè èìåþò îáùóþ òî÷êó, çíà÷èò, ýòè îêðóæ-
íîñòè ñîâïàäàþò.

Óïðàæíåíèå 9  (ôèíàëüíûé òóð Îëèìïèàäû
èìåíè È.Ô.Øàðûãèíà, 2006 ã.). Äàí òðåóãîëü-
íèê ABC è òî÷êà P âíóòðè íåãî. Òî÷êè A�a, B�a, C�a
– ïðîåêöèè P íà ïðÿìûå BC, CA, AB. Äîêàæèòå,
÷òî öåíòð îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðå-
óãîëüíèêà A B C�a �a �a, ëåæèò âíóòðè òðåóãîëüíèêà
ABC.

Ïîñìîòðèì, êàêîé ðåçóëüòàò äàñò òåîðåìà
2 äëÿ óæå çíàêîìîé ïàðû èçîãîíàëüíî ñî-
ïðÿæåííûõ òî÷åê O è H . Âåðøèíû ïåäàëü-
íîãî òðåóãîëüíèêà òî÷êè O – ñåðåäèíû ñòî-
ðîí, à äëÿ òî÷êè H  – îñíîâàíèÿ âûñîò. Òîãäà
ïî òåîðåìå 2 âñå ýòè øåñòü òî÷åê ëåæàò íà

Ðèñ. 10

Ðèñ. 11

Ðèñ. 9
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îäíîé îêðóæíîñòè. Ýòà îêðóæíîñòü íàçûâà-
åòñÿ îêðóæíîñòüþ Ýéëåðà .

Äàëåå ïðèìåíèì íàøó òåîðèþ äëÿ ðåøå-
íèÿ çàäà÷.

×åòûðåõóãîëüíèê ñ äâóìÿ ðàâíûìè
ïðîòèâîïîëîæíûìè óãëàìè

Çàäà÷à 1. Äèàãîíàëè ïàðàëëåëîãðàììà
ABCD (îòëè÷íîãî îò ïðÿìîóãîëüíèêà) ïå-
ðåñåêàþòñÿ â òî÷êå M (ðèñ.12). Äîêàæè-
òå, ÷òî òî÷êà M, à òàêæå îñíîâàíèÿ

ïåðïåíäèêóëÿðîâ, îïóùåííûõ èç òî÷êè D
íà ïðÿìûå BC, CA è AB, ëåæàò íà îäíîé
îêðóæíîñòè.

Ïåðåôîðìóëèðóåì çàäà÷ó. Íàäî äîêàçàòü,
÷òî òî÷êà M  ëåæèò íà ïåäàëüíîé îêðóæíîñòè
òî÷êè D  îòíîñèòåëüíî òðåóãîëüíèêà ABC
( 1 1 1A BC – ïåäàëüíûé òðåóãîëüíèê òî÷êè D).
Ïî òåîðåìå 2 íà ýòîé æå îêðóæíîñòè ëåæàò
ïðîåêöèè íà ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ABC
èçîãîíàëüíî ñîïðÿæåííîé òî÷êè. Åñëè ìû
äîêàæåì, ÷òî îäíà èç ïðîåêöèé ñîâïàëà ñ M ,
òî çàäà÷à ðåøåíà.

Ðåøåíèå.  Ïîñòðîèì òî÷êó P, èçîãîíàëüíî
ñîïðÿæåííóþ ê D . Ïîñêîëüêó BD  – óäâîåí-
íàÿ ìåäèàíà, òî, ïî ñâîéñòâó ñèìåäèàíû, P –
òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ êàñàòåëüíûõ ê îïèñàííîé
îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC, ïðîâåäåí-

íûõ â òî÷êàõ A è C (ðèñ.13). Ïî òåîðåìå 2
òî÷êè P è D  èìåþò îáùóþ ïåäàëüíóþ îêðóæ-
íîñòü. Òî÷êà M  – ïðîåêöèÿ òî÷êè P íà AC.
Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà M  ëåæèò íà îêðóæíî-
ñòè 1 1 1A BC .

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòó çàäà÷ó ìîæíî îáîá-
ùèòü.

Çàäà÷à 2 (î ÷åòûðåõóãîëüíèêå).  Â âûïóê-
ëîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD óãëû A è Ñ
ðàâíû (ðèñ.14). Äîêàæèòå, ÷òî îñíîâàíèÿ

ïåðïåíäèêóëÿðîâ, îïóùåííûõ èç òî÷êè D
íà ïðÿìûå AB, BC, AC, è ñåðåäèíà îòðåçêà
AC ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè èëè íà
îäíîé ïðÿìîé.

Óïðàæíåíèÿ

10. Äîêàæèòå ýòî.
Óêàçàíèå.  Ïóñòü òî÷êà P – èçîãîíàëüíî ñîïðÿ-

æåííàÿ ê D  îòíîñèòåëüíî òðåóãîëüíèêà ABC.
Äîêàæèòå, ÷òî M  – ïðîåêöèÿ P íà AC.

11 (Ì991). Â òðåóãîëüíèêå ABC òî÷êà M  –
ñåðåäèíà BC, H  – îñíîâàíèå âûñîòû, ïðîâåäåí-
íîé èç A íà BC. Òî÷êè P è Q âíóòðè óãëà BAC
âûáðàíû òàê, ÷òî BAP CAQ�• �� �• , BP PA�> ,
AQ QC�>  (ðèñ.15). Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè P, Q,

M  è H ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

Ðèñ. 13

Ðèñ. 12

Ðèñ. 15

Ðèñ. 14
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Óêàçàíèå. Ýòà êîíñòðóêöèÿ ïîõîæà íà çàäà÷ó î

÷åòûðåõóãîëüíèêå.
12 (Ìîñêîâñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà,

1987 ã.). Òî÷êà P âíóòðè òðåóãîëüíèêà ABC
òàêîâà, ÷òî PBA PCA�• �� �•  (ðèñ.16). Ïóñòü 1C  è

1B  – ïðîåêöèè òî÷êè P íà ñòîðîíû AB è AC

ñîîòâåòñòâåííî, M  – ñåðåäèíà BC. Äîêàæèòå, ÷òî
1 1MB MC�� .

Óêàçàíèå.  Çàìåòèì, ÷òî â óñëîâèè óæå åñòü
ïðîåêöèè òî÷êè P íà äâå ñòîðîíû è ñåðåäèíà
ñòîðîíû. Äîáàâèì åùå òî÷êó 1A  – ïðîåêöèþ
òî÷êè P íà ñòîðîíó BC. Òàêèì îáðàçîì ìîæíî
ïîñòðîèòü êîíñòðóêöèþ èç çàäà÷è 2 (äëÿ ñëó÷àÿ
íåâûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABPC ). Îñòà-
íåòñÿ äîêàçàòü ðàâåíñòâî õîðä â îêðóæíîñòè,
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç 1A , 1B , 1C , M .

Ñíîâà òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ êàñàòåëüíûõ
è óäâîåííàÿ ìåäèàíà

Ðàññìîòðèì òî÷êó Ð ïåðåñå÷åíèÿ êàñàòåëü-
íûõ ê îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà
ABC, ïðîâåäåííûõ â òî÷êàõ B è C, è óäâî-
åííóþ ìåäèàíó AD  (ðèñ.17). Âîñïîëüçóåìñÿ
òåïåðü òåîðåìîé îá îáùåé ïåäàëüíîé îêðóæ-
íîñòè, ÷òîáû «ïðèäóìàòü» çàäà÷ó. Ìû óæå
çíàåì, ÷òî òî÷êè P è D  èçîãîíàëüíî ñîïðÿ-
æåíû è ó íèõ îáùàÿ ïåäàëüíàÿ îêðóæíîñòü.
À òåïåðü «ñïðÿ÷åì» íåêîòîðûå ýëåìåíòû
êîíñòðóêöèè. Èìåííî, ïîïðîáóåì èçáàâèòü-
ñÿ â óñëîâèè çàäà÷è îò òî÷êè D  (êîòîðàÿ
áûëà áû ïîäñêàçêîé ê ðåøåíèþ). Ïðîâåäåì
âûñîòó AH . Ïîñêîëüêó ABDC  – ïàðàëëåëîã-
ðàìì, òî ïðîåêöèÿ X òî÷êè D  íà BC è òî÷êà
H ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ñåðåäèíû M
îòðåçêà BC, ò.å. CX = BH . Òåïåðü ìû ãîòîâû
ñôîðìóëèðîâàòü çàäà÷ó, êîòîðàÿ ïðàêòè÷åñ-
êè ýêâèâàëåíòíà ñëîæíîé îëèìïèàäíîé çà-
äà÷å (óïðàæíåíèå 13).

Çàäà÷à 3. Â îñòðîóãîëüíîì íåðàâíîáåä-

ðåííîì òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíà âûñî-
òà AH, òî÷êà M – ñåðåäèíà BC. Êàñàòåëü-
íûå ê îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà
ABC, ïðîâåäåííûå â òî÷êàõ B è C, ïåðåñå-
êàþòñÿ â òî÷êå P. Íà ñòîðîíå BC îòëîæè-
ëè îòðåçîê CX = BH. Òî÷êè E è F –
ïðîåêöèè òî÷êè P íà ñòîðîíû AB è AC.
Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè E, F, M è X ëåæàò
íà îäíîé îêðóæíîñòè.

Óïðàæíåíèÿ

13 (Âñåðîññèéñêàÿ îëèìïèàäà, 2015 ã.). Â îñò-
ðîóãîëüíîì íåðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå ABC
ïðîâåäåíû ìåäèàíà AM  è âûñîòà AH . Íà ïðÿìûõ
AB è AC îòìå÷åíû òî÷êè Q è P ñîîòâåòñòâåííî
òàê, ÷òî QM AC�>  è PM AB�>  (ðèñ.18). Îê-
ðóæíîñòü, îïèñàííàÿ îêîëî òðåóãîëüíèêà PMQ ,
ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ BC âòîðè÷íî â òî÷êå X. Äîêà-
æèòå, ÷òî BH  = CX .

Ðèñ. 17

Ðèñ. 18

Ðèñ. 16
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Óêàçàíèå. «Âåðíèòå» íà ÷åðòåæ òî÷êó ïåðåñå-
÷åíèÿ êàñàòåëüíûõ ê îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðå-
óãîëüíèêà ABC â òî÷êàõ B è C è âîñïîëüçóé-
òåñü ðåçóëüòàòîì óïðàæíåíèÿ 7,á.

14 (çàî÷íûé òóð Îëèìïèàäû èìåíè È.Ô.Øà-
ðûãèíà, 2017 ã.). Êàñàòåëüíûå ê îïèñàííîé îê-
ðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC, ïðîâåäåííûå â òî÷-
êàõ A è B, ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå D . Îêðóæ-
íîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ïðîåêöèè D  íà ïðÿ-
ìûå BC, CA, AB, ïîâòîðíî ïåðåñåêàåò AB â
òî÷êå C�a. Àíàëîãè÷íî ñòðîÿòñÿ òî÷êè A�a, B�a.
Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå AA�a, BB�a, CC�a ïåðåñå-
êàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

Â çàâåðøåíèå ïîïðîáóåì ðåøèòü åùå îäíó
äîâîëüíî ñëîæíóþ çàäà÷ó.

Çàäà÷à 4 (Èðàíñêàÿ îëèìïèàäû ïî ãåî-
ìåòðèè, 2014 ã.). Ïóñòü H – îñíîâàíèå
âûñîòû èç âåðøèíû A òðåóãîëüíèêà ABC
è H �a – òî÷êà, ñèììåòðè÷íàÿ òî÷êå H
îòíîñèòåëüíî ñåðåäèíû ñòîðîíû BC (ðèñ.
19,à). Êàñàòåëüíûå ê îïèñàííîé îêðóæíî-
ñòè òðåóãîëüíèêà ABC, ïðîâåäåíûå â òî÷-
êàõ B è C, ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå X. Ïåð-
ïåíäèêóëÿð ê XH �a, ïðîâåäåííûé â òî÷êå
H �a, ïåðåñåêàåò ïðÿìûå AB è AC â òî÷êàõ
Y è Z ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî

YXB ZXC�• �� �• .
Ðåøåíèå.  Ðàññìîòðèì ñëó÷àé îñòðîóãîëü-

íîãî òðåóãîëüíèêà (äðóãèå ñëó÷àè ÷èòàòåëü
ìîæåò ðàçîáðàòü àíàëîãè÷íî).

Ïîñêîëüêó BX  è CX  – êàñàòåëüíûå, èìå-
åì CBX BCX A�• �� �• �� �• , îòêóäà BXC�• ��

180 2 A�� �o �
 �• .
Ïóñòü XYZ�• �� �J , XZY�• �� �Q. Äëÿ ðåøå-

íèÿ äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî 2YXZ A�• �� �•
èëè, ýêâèâàëåíòíî, 2 A�J �� �Q �� �• .

Ïóñòü E è F – ïðîåêöèè òî÷êè X íà AB è
AC (ðèñ.19, á). Çàìåòèì, ÷òî ÷åòûðåõóãîëü-

íèê XH YE�a  – âïèñàííûé, ñëåäîâàòåëüíî,
XYH XEH�a �a�• �� �• �� �J . Àíàëîãè÷íî, XZH �a�• ��

XFH �a�� �• �� �Q. Èç ÷åòûðåõóãîëüíèêà AEXF
íàéäåì 180EXF A�• �� �o �
 �• . Îñòàåòñÿ óáå-
äèòüñÿ, ÷òî 180EH F A�a�• �� �o �
 �•  (òîãäà ïî
ñóììå óãëîâ â ÷åòûðåõóãîëüíèêå XFH E�a
ïîëó÷èì, ÷òî 2 A�J �� �Q �� �• ).

Ïðèøëà ïîðà ïðèìåíèòü ïîëó÷åííûå çíà-
íèÿ ïðî ýòó êîíñòðóêöèþ. Íàì óæå èçâåñò-
íî, ÷òî òî÷êè E, M  (ñåðåäèíà BC), H �a,
F ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè. Òîãäà

EH F EMF�a�• �� �• . Êðîìå òîãî, ñîãëàñíî óï-
ðàæíåíèþ 7,á, EM AC�> , FM AB�> , îò-
êóäà ëåãêî ïîëó÷àåì, ÷òî 180EMF�• �� �o �


A�
 �• .
Çàäà÷à ðåøåíà.
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Ñòðóêòóðà âàðèàíòîâ ÅÃÝ ïî ôèçèêå 2017
ãîäà ñóùåñòâåííî îòëè÷àëàñü îò âàðèàíòîâ
äâóõ ïîñëåäíèõ ëåò. Êàæäûé âàðèàíò ñîäåð-
æàë 26 çàäàíèé ñ ïðîâåðêîé òîëüêî îòâåòà è 5
çàäàíèé ñ ïðîâåðêîé ðåøåíèÿ (ñ ðàçâåðíóòûì
îòâåòîì). Ïîëíîñòüþ èñ÷åçëè çàäàíèÿ ñ âûáî-
ðîì îäíîãî îòâåòà èç ÷åòûðåõ. Çà 17 çàäàíèé èç
26 ìîæíî áûëî ïîëó÷èòü ìàêñèìóì ïî 1 ïåð-
âè÷íîìó áàëëó, çà 9 çàäàíèé èç 26 –ìàêñèìóì
ïî 2 áàëëà, à çà ïîñëåäíèå 5 çàäàíèé ñ ðàçâåð-
íóòûì îòâåòîì – ìàêñèìóì ïî 3 áàëëà.

Íèæå ïðèâîäÿòñÿ îäèí ïîëíûé âàðèàíò è
íåñêîëüêî èçáðàííûõ çàäà÷ îòêðûòîãî ñåãìåí-
òà ÅÃÝ ïî ôèçèêå 2017 ãîäà.

Âàðèàíò 1

Èíñòðóêöèÿ ïî âûïîëíåíèþ ðàáîòû

Äëÿ âûïîëíåíèÿ ýêçàìåíàöèîííîé ðàáîòû
ïî ôèçèêå îòâîäèòñÿ 3 ÷àñà 55 ìèíóò (235
ìèíóò). Ðàáîòà ñîñòîèò èç 2 ÷àñòåé, âêëþ÷à-
þùèõ â ñåáÿ 31 çàäàíèå.

Â çàäàíèÿõ 1–4, 8–10, 14, 15, 20, 24–26
îòâåòîì ÿâëÿåòñÿ öåëîå ÷èñëî èëè êîíå÷íàÿ
äåñÿòè÷íàÿ äðîáü. ×èñëî çàïèøèòå â ïîëå
îòâåòà â òåêñòå ðàáîòû, à çàòåì ïåðåíåñèòå ïî
ïðèâåäåííîìó íèæå îáðàçöó â áëàíê îòâåòîâ
¹1. Åäèíèöû èçìåðåíèÿ ôèçè÷åñêèõ âåëè-
÷èí ïèñàòü íå íóæíî.

Îòâåòîì ê çàäàíèÿì 5–7, 11, 12, 16–18, 21
è 23 ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äâóõ öèôð.
Îòâåò çàïèøèòå â ïîëå îòâåòà â òåêñòå ðàáî-
òû, à çàòåì ïåðåíåñèòå ïî ïðèâåäåííîìó
íèæå îáðàçöó áåç ïðîáåëîâ, çàïÿòûõ è äðó-
ãèõ äîïîëíèòåëüíûõ ñèìâîëîâ â áëàíê îòâå-
òîâ ¹1.

Îòâåòîì ê çàäàíèþ 13 ÿâëÿåòñÿ ñëîâî.
Îòâåò çàïèøèòå â ïîëå îòâåòà â òåêñòå ðàáî-
òû, à çàòåì ïåðåíåñèòå ïî ïðèâåäåííîìó
íèæå îáðàçöó â áëàíê îòâåòîâ ¹1.

Îòâåòîì ê çàäàíèÿì 19 è 22 ÿâëÿþòñÿ äâà
÷èñëà. Îòâåò çàïèøèòå â ïîëå îòâåòà â òåêñòå
ðàáîòû, à çàòåì ïåðåíåñèòå ïî ïðèâåäåííîìó
íèæå îáðàçöó, íå ðàçäåëÿÿ ÷èñëà ïðîáåëîì,
â áëàíê îòâåòîâ ¹1.

Îòâåò ê çàäàíèÿì 27–31 âêëþ÷àåò â ñåáÿ
ïîäðîáíîå îïèñàíèå âñåãî õîäà âûïîëíåíèÿ
çàäàíèÿ. Â áëàíêå îòâåòîâ ¹2 óêàæèòå íî-
ìåð çàäàíèÿ è çàïèøèòå åãî ïîëíîå ðåøåíèå.

Ïðè âû÷èñëåíèÿõ ðàçðåøàåòñÿ èñïîëüçî-
âàòü íåïðîãðàììèðóåìûé êàëüêóëÿòîð.

Âñå áëàíêè ÅÃÝ çàïîëíÿþòñÿ ÿðêèìè
÷åðíûìè ÷åðíèëàìè. Äîïóñêàåòñÿ èñïîëüçî-
âàíèå ãåëåâîé, êàïèëëÿðíîé èëè ïåðüåâîé
ðó÷åê.

Ïðè âûïîëíåíèè çàäàíèé ìîæíî ïîëüçî-
âàòüñÿ ÷åðíîâèêîì. Çàïèñè â ÷åðíîâèêå íå
ó÷èòûâàþòñÿ ïðè îöåíèâàíèè ðàáîòû.

Áàëëû, ïîëó÷åííûå Âàìè çà âûïîëíåííûå
çàäàíèÿ, ñóììèðóþòñÿ. Ïîñòàðàéòåñü âû-
ïîëíèòü êàê ìîæíî áîëüøå çàäàíèé è íà-
áðàòü íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî áàëëîâ.

Æåëàåì óñïåõà!

Íèæå ïðèâåäåíû ñïðàâî÷íûå äàííûå, êî-
òîðûå ìîãóò ïîíàäîáèòüñÿ Âàì ïðè âûïîëíå-
íèè ðàáîòû.

ÄÅÑßÒÈ×ÍÛÅ ÏÐÈÑÒÀÂÊÈ
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ÊÎÍÑÒÀÍÒÛ

÷èñëî �P
�P = 3,14

óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ íà Çåìëå
210 ì ñg ��

ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ
11 2 26,7 10 Í ì êãG �
�� �– �–

óíèâåðñàëüíàÿ ãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ

�� �	8,31 Äæ ìîëü ÊR �� �–

ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà
231,38 10 Äæ Êk �
�� �–

ïîñòîÿííàÿ Àâîãàäðî
23 1

A 6 10 ìîëüN �
�� �–
ñêîðîñòü ñâåòà â âàêóóìå

83 10 ì ñc �� �–

êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè â çàêîíå
Êóëîíà

9 2 2

0

1
9 10 Í ì Êë

4
k �� �� �– �–

�P�E
ìîäóëü çàðÿäà ýëåêòðîíà
(ýëåìåíòàðíûé ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä)

191,6 10  Êëe �
�� �–
ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà

346,6 10  Äæ ñh �
�� �– �–

ÑÎÎÒÍÎØÅÍÈÅ ÌÅÆÄÓ ÐÀÇËÈ×ÍÛÌÈ
ÅÄÈÍÈÖÀÌÈ

òåìïåðàòóðà 0 Ê 273 C�� �
 �o
àòîìíàÿ åäèíèöà
ìàññû                   271 à.å.ì. 1,66 10 êã�
�� �–
1 àòîìíàÿ åäèíèöà
ìàññû ýêâèâàëåíòíà 931,5 ÌýÂ
1 ýëåêòðîíâîëüò 191 ýÂ 1,6 10 Äæ�
�� �–

ÌÀÑÑÀ ×ÀÑÒÈÖ

ýëåêòðîíà 31 49,1 10  êã 5,5 10 à.å.ì.�
 �
�– �z �–
ïðîòîíà 271,673 10  êã 1,007 à.å.ì.�
�– �z
íåéòðîíà 271,675 10  êã 1,008 à.å.ì.�
�– �z

ÏËÎÒÍÎÑÒÜ

âîäû 31000 êã ì
äðåâåñèíû (ñîñíà) 3400 êã ì
êåðîñèíà 3800 êã ì
ïîäñîëíå÷íîãî ìàñëà 3900 êã ì
àëþìèíèÿ 32700 êã ì
æåëåçà 37800 êã ì
ðòóòè 313600 êã ì

ÓÄÅËÜÍÀß ÒÅÏËÎÅÌÊÎÑÒÜ

âîäû �� �	34,2 10 Äæ êã Ê�– �–
ëüäà �� �	32,1 10 Äæ êã Ê�– �–
æåëåçà �� �	460 Äæ êã Ê�–

ñâèíöà �� �	130 Äæ êã Ê�–

àëþìèíèÿ �� �	900 Äæ êã Ê�–

ìåäè �� �	380 Äæ êã Ê�–

÷óãóíà �� �	500 Äæ êã Ê�–

ÓÄÅËÜÍÀß ÒÅÏËÎÒÀ

ïàðîîáðàçîâàíèÿ
âîäû 62,3 10 Äæ êã�–
ïëàâëåíèÿ ñâèíöà 42,5 10 Äæ êã�–
ïëàâëåíèÿ ëüäà 53,3 10 Äæ êã�–

ÍÎÐÌÀËÜÍÛÅ ÓÑËÎÂÈß

äàâëåíèå – 510  Ïà, òåìïåðàòóðà – 0 C�o

ÌÎËßÐÍÀß ÌÀÑÑÀ

àçîòà 328 10 êã ìîëü�
�–
àðãîíà 340 10 êã ìîëü�
�–
âîäîðîäà 32 10 êã ìîëü�
�–
âîçäóõà 329 10 êã ìîëü�
�–
âîäû 318 10 êã ìîëü�
�–
ãåëèÿ 34 10 êã ìîëü�
�–
êèñëîðîäà 332 10 êã ìîëü�
�–
ëèòèÿ 36 10 êã ìîëü�
�–
íåîíà 320 10 êã ìîëü�
�–
óãëåêèñëîãî ãàçà 344 10 êã ìîëü�
�–

×ÀÑÒÜ 1

Îòâåòàìè ê çàäàíèÿì 1–23 ÿâëÿ-
þòñÿ ñëîâî, ÷èñëî èëè ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü öèôð èëè ÷èñåë. Çàïèøè-
òå îòâåò â ïîëå îòâåòà â òåêñòå
ðàáîòû, à çàòåì ïåðåíåñèòå â
ÁËÀÍÊ ÎÒÂÅÒÎÂ ¹ 1 ñïðàâà îò
íîìåðà ñîîòâåòñòâóþùåãî çàäàíèÿ,
íà÷èíàÿ ñ ïåðâîé êëåòî÷êè. Êàæäûé
ñèìâîë ïèøèòå â îòäåëüíîé êëåòî÷-
êå â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèâåäåííûìè â 
áëàíêå îáðàçöàìè. Åäèíèöû èçìåðå-
íèÿ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí ïèñàòü íå 
íóæíî.

1. Íà ðèñóíêå 1 ïðèâåäåí ãðàôèê çàâèñè-
ìîñòè ïðîåêöèè ñêîðîñòè òåëà xv îò âðåìåíè
t . Îïðåäåëèòå ïðîåêöèþ óñêîðåíèÿ ýòîãî
òåëà xa  â èíòåðâàëå âðåìåíè îò 10 äî 15 ñ.

2. Â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà íåêîòî-
ðàÿ ñèëà ñîîáùàåò òåëó ìàññîé 8 êã óñêîðå-
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íèå 25 ì ñ . Êàêîå óñêîðåíèå â òîé æå ñèñòå-
ìå îòñ÷åòà ñîîáùèò òà æå ñèëà òåëó ìàññîé
5 êã?

3. Ó îñíîâàíèÿ ãëàäêîé íàêëîííîé ïëîñêî-
ñòè øàéáà ìàññîé 10 ã îáëàäàåò êèíåòè÷åñêîé
ýíåðãèåé 0,04 Äæ. Îïðåäåëèòå ìàêñèìàëü-
íóþ âûñîòó, íà êîòîðóþ øàéáà ìîæåò ïîä-
íÿòüñÿ ïî ïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî îñíîâà-
íèÿ. Ñîïðîòèâëåíèåì âîçäóõà ïðåíåáðå÷ü.

4. Ãðóç ìàññîé 0,16 êã, ïîäâåøåííûé íà
ëåãêîé ïðóæèíå, ñîâåðøàåò âåðòèêàëüíûå
ñâîáîäíûå ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ. Ãðóç
êàêîé ìàññû íóæíî ïîäâåñèòü ê ïðóæèíå
âìåñòî ïåðâîãî ãðóçà, ÷òîáû ïåðèîä ñâîáîä-
íûõ êîëåáàíèé óìåíüøèëñÿ â 2 ðàçà?

5. Â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà âäîëü
îñè õ äâèæåòñÿ òåëî ìàññîé 20 êã. Íà ðèñóíêå
2 ïðèâåäåí ãðàôèê çàâèñèìîñòè ïðîåêöèè

ñêîðîñòè ýòîãî òåëà xv  îò âðåìåíè t . Èç
ïðèâåäåííîãî íèæå ñïèñêà âûáåðèòå äâà
ïðàâèëüíûõ óòâåðæäåíèÿ, îïèñûâàþùèõ ýòîò
ïðîöåññ.

1) Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ òåëà â ïðîìåæóò-
êå âðåìåíè îò 60 äî 70 ñ óìåíüøèëàñü â 2
ðàçà.

2) Çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè îò 0 äî 30 ñ òåëî
ïåðåìåñòèëîñü íà 20 ì.

3) Â ìîìåíò âðåìåíè 40 ñ ðàâíîäåéñòâóþ-
ùàÿ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà òåëî, ðàâíà 0.

4) Ìîäóëü óñêîðåíèÿ òåëà â ïðîìåæóòêå
âðåìåíè îò 0 äî 30 ñ â 2 ðàçà áîëüøå ìîäóëÿ
óñêîðåíèÿ òåëà â ïðîìåæóòêå âðåìåíè îò 70
äî 100 ñ.

5) Â ïðîìåæóòêå âðåìåíè îò 70 äî 100 ñ
èìïóëüñ òåëà óìåíüøèëñÿ íà 60 êã ì ñ�– .

6. Â ðåçóëüòàòå ïåðåõîäà ñïóòíèêà Çåìëè
ñ îäíîé êðóãîâîé îðáèòû íà äðóãóþ ñêîðîñòü
åãî äâèæåíèÿ óìåíüøàåòñÿ. Êàê èçìåíÿþòñÿ
ïðè ýòîì öåíòðîñòðåìèòåëüíîå óñêîðåíèå
ñïóòíèêà è ïåðèîä åãî îáðàùåíèÿ âîêðóã
Çåìëè?

Äëÿ êàæäîé âåëè÷èíû îïðåäåëèòå ñîîòâåò-
ñòâóþùèé õàðàêòåð èçìåíåíèÿ:

1) óâåëè÷èâàåòñÿ; 2) óìåíüøàåòñÿ; 3) íå
èçìåíÿåòñÿ.

Çàïèøèòå â òàáëèöó âûáðàííûå öèôðû
äëÿ êàæäîé ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû. Öèôðû â
îòâåòå ìîãóò ïîâòîðÿòüñÿ.

7. Øàéáà ìàññîé m ñúåçæàåò áåç òðåíèÿ èç
ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ ñ âåðøèíû ãîðêè. Ó ïîäíî-
æèÿ ãîðêè ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ øàéáû
ðàâíà íóëþ, à ìîäóëü åå èìïóëüñà ðàâåí p.
Êàêîâû âûñîòà ãîðêè è ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåð-
ãèÿ øàéáû íà åå âåðøèíå? Óñêîðåíèå ñâî-
áîäíîãî ïàäåíèÿ ðàâíî g.

Óñòàíîâèòå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ôèçè÷åñ-
êèìè âåëè÷èíàìè è ôîðìóëàìè, ïî êîòîðûì
èõ ìîæíî ðàññ÷èòàòü. Ê êàæäîé ïîçèöèè
ïåðâîãî ñòîëáöà ïîäáåðèòå ñîîòâåòñòâóþùóþ
ïîçèöèþ èç âòîðîãî ñòîëáöà è çàïèøèòå â
òàáëèöó âûáðàííûå öèôðû ïîä ñîîòâåòñòâó-
þùèìè áóêâàìè.

ÔÈÇÈ×ÅÑÊÈÅ ÂÅËÈ×ÈÍÛ ÔÎÐÌÓËÛ

À) âûñîòà ãîðêè 1) 
2

2
p
m

Á) ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ 2) 
2

22

p

m g

øàéáû  íà âåðøèíå ãîðêè 3) 
2

2
mp

g

4) 
2

2
p
mg

8. Êîíöåíòðàöèÿ àòîìîâ ãåëèÿ, íàõîäÿùå-
ãîñÿ â ñîñóäå ïîä ïîäâèæíûì ïîðøíåì,
óâåëè÷èëàñü â 6 ðàç. Äàâëåíèå ãàçà ïðè ýòîì
âîçðîñëî â 2 ðàçà. Âî ñêîëüêî ðàç óìåíüøè-
ëàñü ïðè ýòîì ñðåäíÿÿ ýíåðãèÿ òåïëîâîãî
äâèæåíèÿ àòîìîâ ãåëèÿ?

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2
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9. Ðàáî÷åå òåëî òåïëîâîé ìàøèíû çà öèêë
ðàáîòû ïîëó÷àåò îò íàãðåâàòåëÿ êîëè÷åñòâî
òåïëîòû, ðàâíîå 50 Äæ, è îòäàåò õîëîäèëü-
íèêó êîëè÷åñòâî òåïëîòû, ðàâíîå 20 Äæ.
×åìó ðàâåí ÊÏÄ òåïëîâîé ìàøèíû?

10. Â âîçäóõå øêîëüíîãî êëàññà ïðè îòíî-
ñèòåëüíîé âëàæíîñòè 20% ïàðöèàëüíîå äàâ-
ëåíèå âîäÿíîãî ïàðà ðàâíî 800 Ïà. Îïðåäå-
ëèòå äàâëåíèå íàñûùåííîãî âîäÿíîãî ïàðà
ïðè äàííîé òåìïåðàòóðå.

11. Íà ðèñóíêå 3 ïîêàçàí ãðàôèê öèêëè-
÷åñêîãî ïðîöåññà, ïðîâåäåííîãî ñ îäíîàòîì-

íûì èäåàëüíûì
ãàçîì, â êîîðäèíà-
òàõ ð–Ò, ãäå ð –
äàâëåíèå ãàçà, Ò –
àáñîëþòíàÿ òåìïå-
ðàòóðà ãàçà. Êîëè-
÷åñòâî âåùåñòâà
ãàçà ïîñòîÿííî. Èç
ïðèâåäåííîãî íèæå
ñïèñêà âûáåðèòå
äâà ïðàâèëüíûõ óò-
âåðæäåíèÿ, õàðàê-
òåðèçóþùèõ ïðî-

öåññû íà ãðàôèêå.
1) Ãàç çà öèêë íå ñîâåðøàåò ðàáîòó.
2) Â ïðîöåññå ÀÂ ãàç îòäàåò ïîëîæèòåëü-

íîå êîëè÷åñòâî òåïëîòû.
3) Â ïðîöåññå ÂÑ âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ ãàçà

óâåëè÷èâàåòñÿ.
4) Â ïðîöåññå ÑD  ðàáîòà ãàçà ðàâíà íóëþ.
5) Â ïðîöåññå DA  ãàç èçîòåðìè÷åñêè ñæè-

ìàþò.
12. Â ñîñóäå íåèçìåííîãî îáúåìà ïðè êîì-

íàòíîé òåìïåðàòóðå íàõîäèëàñü ñìåñü íåîíà
è àðãîíà, ïî 1 ìîëü êàæäîãî. Ïîëîâèíó
ñîäåðæèìîãî ñîñóäà âûïóñòèëè, à çàòåì äî-
áàâèëè â ñîñóä 1 ìîëü àðãîíà. Êàê èçìåíè-
ëèñü â ðåçóëüòàòå ïàðöèàëüíîå äàâëåíèå
íåîíà è äàâëåíèå ñìåñè ãàçîâ, åñëè òåìïåðà-
òóðà ãàçîâ â ñîñóäå ïîääåðæèâàëàñü íåèç-
ìåííîé?

Äëÿ êàæäîé âåëè÷èíû îïðåäåëèòå ñîîòâåò-
ñòâóþùèé õàðàêòåð èçìåíåíèÿ:

1) óâåëè÷èëàñü; 2) óìåíüøèëàñü; 3) íå
èçìåíèëàñü.

Çàïèøèòå â òàáëèöó âûáðàííûå öèôðû

äëÿ êàæäîé ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû. Öèôðû â
îòâåòå ìîãóò ïîâòîðÿòüñÿ.

13. Ýëåêòðîí e âëåòåë â çàçîð ìåæäó
ïîëþñàìè ýëåêòðîìàãíèòà ñî ñêîðîñòüþ v

r ,
íàïðàâëåííîé âëåâî
(ðèñ.4). Âåêòîð èíäóêöèè
B
ur

 ìàãíèòíîãî ïîëÿ íàïðàâ-
ëåí ââåðõ.  Êóäà íàïðàâëå-
íà îòíîñèòåëüíî ðèñóíêà
(âïðàâî, âëåâî, ââåðõ,
âíèç, ê íàáëþäàòåëþ,
îò íàáëþäàòåëÿ ) äåé-
ñòâóþùàÿ íà ýëåêòðîí ñèëà
Ëîðåíöà F

ur
? Îòâåò çàïè-

øèòå ñëîâîì (ñëîâàìè).
14. Íà ñêîëüêî óìåíüøèò-

ñÿ ñîïðîòèâëåíèå ó÷àñòêà
öåïè ÀÂ, èçîáðàæåííîãî íà
ðèñóíêå 5, ïîñëå çàìûêàíèÿ êëþ÷à K , åñëè
ñîïðîòèâëåíèå êàæäîãî ðåçèñòîðà
R = 6 Îì?

15. Êàêàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ èçîáðàæåíèåì
òî÷êè S (ðèñ.6), ñîçäàâàåìûì òîíêîé ñîáè-
ðàþùåé ëèíçîé ñ ôîêóñíûì ðàññòîÿíèåì F?

16. Íà óåäèíåííîé íåïîäâèæíîé ïðîâîäÿ-
ùåé ñôåðå ðàäèóñîì
R íàõîäèòñÿ ïîëî-
æèòåëüíûé çàðÿä Q.
Ñôåðà íàõîäèòñÿ â
âàêóóìå. Íàïðÿæåí-
íîñòü ýëåêòðîñòàòè-
÷åñêîãî ïîëÿ ñôåðû
â òî÷êå A ðàâíà
36 Â/ì. Âñå ðàñ-
ñòîÿíèÿ óêàçàíû íà
ðèñóíêå 7.

Ðèñ. 3

Ðèñ. 4

Ðèñ. 5

Ðèñ. 6

Ðèñ. 7
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Âûáåðèòå äâà âåðíûõ óòâåðæäåíèÿ, îïè-
ñûâàþùèõ äàííóþ ñèòóàöèþ.

1) Íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ â òî÷êå C ðàâíà
36 Â ìCE �� .

2) Ïîòåíöèàë ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ â
òî÷êå B âûøå, ÷åì â òî÷êå D : B D�J �� �J .

3) Ïîòåíöèàë ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ â
òî÷êàõ D  è F îäèíàêîâ: D F�J �� �J .

4) Íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ â òî÷êå B ðàâíà
576 Â ìBE �� .

5) Ïîòåíöèàë ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ â
òî÷êå C âûøå, ÷åì â òî÷êå F: C F�J �� �J

17. Ê êîíöàì îòðåçêà ìåäíîãî ïðîâîäà
ïðèëîæåíî íàïðÿæåíèå U . Ýòîò îòðåçîê
çàìåíèëè îòðåçêîì ìåäíîãî ïðîâîäà òîé æå
äëèíû, íî âäâîå áîëüøåãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷å-
íèÿ è ïðèëîæèëè ê ïðîâîäó ïðåæíåå íàïðÿ-
æåíèå U . Êàê âñëåäñòâèå ýòîãî èçìåíèëèñü
ñîïðîòèâëåíèå ïðîâîäà è ñèëà òîêà â íåì?

Äëÿ êàæäîé âåëè÷èíû îïðåäåëèòå ñîîòâåò-
ñòâóþùèé õàðàêòåð èçìåíåíèÿ:

1) óâåëè÷èëàñü; 2) óìåíüøèëàñü; 3) íå
èçìåíèëàñü.

Çàïèøèòå â òàáëèöó âûáðàííûå öèôðû
äëÿ êàæäîé ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû. Öèôðû â
îòâåòå ìîãóò ïîâòîðÿòüñÿ.

18. Êîíäåíñàòîð èäåàëü-
íîãî êîëåáàòåëüíîãî êîí-
òóðà äëèòåëüíîå âðåìÿ
ïîäêëþ÷åí ê èñòî÷íèêó
ïîñòîÿííîãî íàïðÿæåíèÿ
(ðèñ.8). Â ìîìåíò t = 0
ïåðåêëþ÷àòåëü K  ïåðåâî-
äÿò èç ïîëîæåíèÿ 1 â ïî-
ëîæåíèå 2. Ãðàôèêè À è Á
(ðèñ.9) ïðåäñòàâëÿþò èç-

ìåíåíèÿ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí, õàðàêòåðèçó-
þùèõ êîëåáàíèÿ â êîíòóðå ïîñëå ýòîãî
(T – ïåðèîä ýëåêòðîìàãíèòíûõ êîëåáàíèé â
êîíòóðå).

Óñòàíîâèòå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ãðàôèêà-
ìè è ôèçè÷åñêèìè âåëè÷èíàìè, çàâèñèìîñòè
êîòîðûõ îò âðåìåíè ýòè ãðàôèêè ìîãóò ïðåä-
ñòàâëÿòü.

Ê êàæäîé ïîçèöèè ïåðâîãî ñòîëáöà ïîäáå-
ðèòå ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîçèöèþ èç âòîðîãî
ñòîëáöà è çàïèøèòå â òàáëèöó âûáðàííûå
öèôðû ïîä ñîîòâåòñòâóþùèìè áóêâàìè.

ÃÐÀÔÈÊÈ ÔÈÇÈ×ÅÑÊÈÅ ÂÅËÈ×ÈÍÛ

À) 1) ýíåðãèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî
Á) ïîëÿ êîíäåíñàòîðà

2) ýíåðãèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ
êàòóøêè
3) ñèëà òîêà â êàòóøêå
4) çàðÿä ëåâîé îáêëàäêè êîí-
äåíñàòîðà

19. Â ðåçóëüòàòå öåïíîé ðåàêöèè äåëåíèÿ
óðàíà 1 235 139 1

0 92 56 0U X Ba 3A
Zn n�� �m �� ��  îáðà-

çóåòñÿ ÿäðî õèìè÷åñêîãî ýëåìåíòà XA
Z . Êà-

êîâû çàðÿä îáðàçîâàâøåãîñÿ ÿäðà Z (â åäè-
íèöàõ ýëåìåíòàðíîãî çàðÿäà) è åãî ìàññîâîå
÷èñëî A?

Â áëàíê îòâåòîâ ¹1 ïåðåíåñèòå
òîëüêî ÷èñëà, íå ðàçäåëÿÿ èõ ïðîáå-
ëîì èëè äðóãèì çíàêîì.

20. Ïåðèîä T ïîëóðàñïàäà èçîòîïà êàëèÿ
38
19K  ðàâåí 7,6 ìèí. Èçíà÷àëüíî â îáðàçöå
ñîäåðæàëîñü 2,4 ìã ýòîãî èçîòîïà. Ñêîëüêî
ýòîãî èçîòîïà îñòàíåòñÿ â îáðàçöå ÷åðåç
22,8 ìèí?

21. Ìîíîõðîìàòè÷åñêèé ñâåò ñ äëèíîé
âîëíû �L ïàäàåò íà ïîâåðõíîñòü ìåòàëëà,
âûçûâàÿ ôîòîýôôåêò. Ïðè èçìåíåíèè ýíåð-
ãèè ïàäàþùèõ ôîòîíîâ óâåëè÷èëñÿ ìîäóëü
çàïèðàþùåãî íàïðÿæåíèÿ çàïU . Êàê èçìå-
íèëèñü ïðè ýòîì äëèíà âîëíû �L ïàäàþùåãî
ñâåòà è äëèíà âîëíû êð�L , ñîîòâåòñòâóþùàÿ
«êðàñíîé ãðàíèöå» ôîòîýôôåêòà?

Äëÿ êàæäîé âåëè÷èíû îïðåäåëèòå ñîîòâåò-
ñòâóþùèé õàðàêòåð èçìåíåíèÿ:

1) óâåëè÷èëàñü; 2) óìåíüøèëàñü; 3) íå
èçìåíèëàñü.

Çàïèøèòå â òàáëèöó âûáðàííûå öèôðû
äëÿ êàæäîé ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû. Öèôðû â
îòâåòå ìîãóò ïîâòîðÿòüñÿ.

Ðèñ. 8

Ðèñ. 9
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22. Îïðåäåëèòå ïîêà-
çàíèÿ àìïåðìåòðà (ðèñ.
10), åñëè ïîãðåøíîñòü
ïðÿìîãî èçìåðåíèÿ ñèëû
òîêà ðàâíà öåíå äåëåíèÿ
àìïåðìåòðà.

Â áëàíê îòâåòîâ
¹ 1 ïåðåíåñèòå
òîëüêî ÷èñëà, íå
ðàçäåëÿÿ èõ ïðîáå-

ëîì èëè äðóãèì çíàêîì.
23. Ó÷åíèêó íåîáõîäèìî íà îïûòå îáíàðó-

æèòü çàâèñèìîñòü ïåðèîäà ñâîáîäíûõ êîëå-
áàíèé ïðóæèííîãî ìàÿòíèêà îò æåñòêîñòè
ïðóæèíû. Ó íåãî èìååòñÿ ïÿòü ïðóæèííûõ
ìàÿòíèêîâ, õàðàêòåðèñòèêè êîòîðûõ ïðèâå-
äåíû â òàáëèöå. Êàêèå äâà ìàÿòíèêà íåîáõî-
äèìî âçÿòü ó÷åíèêó, ÷òîáû ïðîâåñòè äàííîå
èññëåäîâàíèå? Çàïèøèòå íîìåðà âûáðàííûõ
ìàÿòíèêîâ.

×ÀÑÒÜ 2

Îòâåòîì ê çàäàíèÿì 24–26 ÿâëÿ-
åòñÿ ÷èñëî. Çàïèøèòå ýòî ÷èñëî â
ïîëå îòâåòà â òåêñòå ðàáîòû, à
çàòåì ïåðåíåñèòå â ÁËÀÍÊ ÎÒÂÅ-
ÒÎÂ ¹ 1 ñïðàâà îò íîìåðà ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî çàäàíèÿ, íà÷èíàÿ ñ ïåð-
âîé êëåòî÷êè. Êàæäûé ñèìâîë ïèøè-
òå â îòäåëüíîé êëåòî÷êå â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ ïðèâåäåííûìè â áëàíêå îá-
ðàçöàìè. Åäèíèöû èçìåðåíèÿ ôèçè-
÷åñêèõ âåëè÷èí ïèñàòü íå íóæíî.

24. Ñíàðÿä ìàññîé 2 êã, ëåòÿùèé ñî ñêîðî-
ñòüþ 200 ì/ñ, ðàçðûâàåòñÿ íà äâà îñêîëêà.

Ïåðâûé îñêîëîê ìàññîé 1 êã ëåòèò ïîä óãëîì
90�o ê ïåðâîíà÷àëüíîìó íàïðàâëåíèþ ñî ñêî-
ðîñòüþ 300 ì/ñ. Íàéäèòå ñêîðîñòü âòîðîãî
îñêîëêà.

25. Â öèëèíäðå ïîä ïîðøíåì íàõîäèòñÿ
ãåëèé. Ãàç ðàñøèðèëñÿ ïðè ïîñòîÿííîì äàâ-
ëåíèè, ñîâåðøèâ ðàáîòó 2 êÄæ. Êàêîå êî-
ëè÷åñòâî òåïëîòû ñîîáùèëè ãàçó?

26. Íà äèôðàêöèîííóþ ðåøåòêó, èìåþ-
ùóþ 400 øòðèõîâ íà 1 ìì, ïåðïåíäèêóëÿð-
íî åå ïîâåðõíîñòè ïàäàåò ëó÷ ñâåòà, äëèíà
âîëíû êîòîðîãî ðàâíà 470 íì. Êàêîâ ìàê-
ñèìàëüíûé ïîðÿäîê äèôðàêöèîííîãî ìàê-
ñèìóìà, äîñòóïíîãî äëÿ íàáëþäåíèÿ?

Íå çàáóäüòå ïåðåíåñòè âñå îòâå-
òû â áëàíê îòâåòîâ ¹ 1 â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ èíñòðóêöèåé ïî âûïîëíåíèþ
ðàáîòû.

Äëÿ çàïèñè îòâåòîâ íà çàäàíèÿ 27–
31 èñïîëüçóéòå ÁËÀÍÊ ÎÒÂÅÒÎÂ
¹ 2. Çàïèøèòå ñíà÷àëà íîìåð çàäà-
íèÿ (27, 28 è ò. ä.), à çàòåì ðåøåíèå
ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è. Îòâåòû
çàïèñûâàéòå ÷åòêî è ðàçáîð÷èâî.

27. Íà ñòîëå óñòàíîâèëè äâà íåçàðÿæåí-
íûõ ýëåêòðîìåòðà è ñîåäèíèëè èõ ìåòàëëè-
÷åñêèì ñòåðæíåì ñ èçîëèðóþùåé ðó÷êîé

(ðèñ.11). Çàòåì ê ïåðâîìó ýëåêòðîìåòðó
ïîäíåñëè, íå êàñàÿñü øàðà, îòðèöàòåëüíî
çàðÿæåííóþ ïàëî÷êó (ðèñ.12). Íå óáèðàÿ
ïàëî÷êè, óáðàëè ñòåðæåíü, à çàòåì óáðàëè
ïàëî÷êó. Ññûëàÿñü íà èçâåñòíûå çàêîíû è
ÿâëåíèÿ, îáúÿñíèòå, ïî÷åìó ýëåêòðîìåòðû
îêàçàëèñü çàðÿæåííûìè, è îïðåäåëèòå çíà-
êè çàðÿäà êàæäîãî èç ýëåêòðîìåòðîâ ïîñëå
òîãî, êàê ïàëî÷êó óáðàëè.

Ïîëíîå ïðàâèëüíîå ðåøåíèå êàæ-
äîé èç çàäà÷ 28–31 äîëæíî ñîäåð-
æàòü çàêîíû è ôîðìóëû, ïðèìåíåíèå
êîòîðûõ íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî

Ðèñ. 10

Ðèñ. 11 Ðèñ. 12
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äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è, à òàêæå ìàòå-
ìàòè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ðàñ÷å-
òû ñ  ÷èñëåííûì îòâåòîì è ïðè íåîá-
õîäèìîñòè ðèñóíîê, ïîÿñíÿþùèé ðå-
øåíèå.

28. Íåáîëüøîé êóáèê ìàññîé m = 1 êã
íà÷èíàåò ñêîëüçèòü ñ íóëåâîé íà÷àëüíîé
ñêîðîñòüþ ïî ãëàäêîé ãîðêå, ïåðåõîäÿùåé â
«ìåðòâóþ ïåòëþ» ðàäèóñîì R = 2 ì (ðèñ.13).
Ñ êàêîé âûñîòû Í  áûë îòïóùåí êóáèê, åñëè
íà âûñîòå h = 2,5 ì îò íèæíåé òî÷êè ïåòëè
ñèëà äàâëåíèÿ êóáèêà íà ñòåíêó ïåòëè ðàâíà

F = 5 Í? Ñäåëàéòå ðèñóíîê ñ óêàçàíèåì ñèë,
ïîÿñíÿþùèé ðåøåíèå.

29. Â çàïàÿííîé ñ îäíîãî êîíöà äëèííîé
ãîðèçîíòàëüíîé ñòåêëÿííîé òðóáêå ïîñòîÿí-
íîãî ñå÷åíèÿ (ðèñ.14) íàõîäèòñÿ ñòîëáèê
âîçäóõà äëèíîé 1l  = 30,7 ñì, çà-
ïåðòûé ñòîëáèêîì ðòóòè. Åñëè
òðóáêó ïîñòàâèòü âåðòèêàëüíî îò-
âåðñòèåì ââåðõ, òî äëèíà âîçäóø-
íîãî ñòîëáèêà ïîä ðòóòüþ áóäåò
ðàâíà 2l  = 23,8 ñì. Êàêîâà äëèíà
ðòóòíîãî ñòîëáèêà? Àòìîñôåðíîå
äàâëåíèå 747 ìì ðò. ñò. Òåìïåðà-
òóðó âîçäóõà â òðóáêå ñ÷èòàòü
ïîñòîÿííîé.

30. Ïî ãîðèçîíòàëüíî ðàñïîëîæåííûì
øåðîõîâàòûì ðåëüñàì ñ ïðåíåáðåæèìî ìà-
ëûì ñîïðîòèâëåíèåì ìîãóò ñêîëüçèòü äâà
îäèíàêîâûõ ñòåðæíÿ ìàññîé m = 100 ã è
ñîïðîòèâëåíèåì R = 0,1 Îì êàæäûé (ðèñ.
15). Ðàññòîÿíèå ìåæäó ðåëüñàìè l = 10 ñì, à
êîýôôèöèåíò òðåíèÿ ìåæäó ñòåðæíÿìè è
ðåëüñàìè 0,1�M �� . Ðåëüñû ñî ñòåðæíÿìè íà-
õîäÿòñÿ â îäíîðîäíîì âåðòèêàëüíîì ìàãíèò-
íîì ïîëå ñ èíäóêöèåé B = 1 Òë. Ïîä äåéñòâè-
åì ãîðèçîíòàëüíîé ñèëû, äåéñòâóþùåé íà
ïåðâûé ñòåðæåíü âäîëü ðåëüñ, îáà ñòåðæíÿ

äâèæóòñÿ ïîñòóïàòåëüíî è ðàâíîìåðíî ñ ðàç-
íûìè ñêîðîñòÿìè. Êàêîâà ñêîðîñòü äâèæå-
íèÿ ïåðâîãî ñòåðæíÿ îòíîñèòåëüíî âòîðîãî?
Ñàìîèíäóêöèåé êîíòóðà ïðåíåáðå÷ü.

31. Â îïûòå ïî èçó÷åíèþ ôîòîýôôåêòà
ñâåò ÷àñòîòîé 146,1 10�N �� �–  Ãö ïàäàåò íà ïî-
âåðõíîñòü êàòîäà, â ðåçóëüòàòå ÷åãî â öåïè
âîçíèêàåò òîê. Ãðàôèê çàâèñèìîñòè ñèëû
òîêà I  îò íàïðÿæåíèÿ U  ìåæäó àíîäîì è
êàòîäîì ïðèâåäåí íà ðèñóíêå 16. Êàêîâà

ìîùíîñòü ïàäàþùåãî ñâåòà Ð, åñëè â ñðåäíåì
îäèí èç 20 ôîòîíîâ, ïàäàþùèõ íà êàòîä,
âûáèâàåò ýëåêòðîí?

Èçáðàííûå çàäà÷è îòêðûòîãî ñåãìåíòà

1. Íà âåðòèêàëüíîé îñè óêðåïëåíà ãëàäêàÿ
ãîðèçîíòàëüíàÿ øòàíãà, ïî êîòîðîé ìîãóò
ïåðåìåùàòüñÿ äâà
ãðóçà ìàññàìè 1m  =
= 200 ã è 2m  =
= 300 ã, ñâÿçàííûå
íåðàñòÿæèìîé íåâå-
ñîìîé íèòüþ äëèíîé
l = 20 ñì (ðèñ.17).
Íèòü çàêðåïèëè íà
îñè òàê, ÷òî ãðóçû
ðàñïîëàãàþòñÿ ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò îñè è
íàòÿæåíèå íèòè ñ îáåèõ ñòîðîí îò îñè ïðè
âðàùåíèè øòàíãè îäèíàêîâî. Îïðåäåëèòå
ìîäóëü ñèëû íàòÿæåíèÿ Ò íèòè, ñîåäèíÿþ-
ùåé ãðóçû, ïðè âðàùåíèè øòàíãè ñ ÷àñòîòîé
�N = 600 îá/ìèí.

2. Íà øåðîõîâàòîé íàêëîííîé ïëîñêîñòè,
îáðàçóþùåé ñ ãîðèçîíòîì óãîë 30�A �� �o, ëå-

Ðèñ. 13

Ðèñ. 14

Ðèñ. 15

Ðèñ. 16

Ðèñ. 17
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æèò ìàëåíüêàÿ øàéáà ìàññîé m = 500 ã (ðèñ.
18). Êîýôôèöèåíò òðåíèÿ øàéáû î ïëîñ-

êîñòü �M = 0,7. Êàêóþ ìèíèìàëüíóþ ñèëó
minF  â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè âäîëü

ïëîñêîñòè íàäî ïðèëîæèòü ê øàéáå, ÷òîáû
îíà ñäâèíóëàñü ñ ìåñòà?

3. Íåáîëüøàÿ øàéáà ìàññîé m = 10 ã, íà÷àâ
äâèæåíèå èç íèæíåé òî÷êè çàêðåïëåííîãî

âåðòèêàëüíîãî ãëàäêî-
ãî êîëüöà ðàäèóñîì
R = 0,14 ì, ñêîëüçèò
ïî åãî âíóòðåííåé ïî-
âåðõíîñòè (ðèñ.19).
Íà âûñîòå h = 0,18 ì
îíà îòðûâàåòñÿ îò
êîëüöà è ñâîáîäíî ïà-
äàåò. Êàêóþ êèíåòè-
÷åñêóþ ýíåðãèþ èìå-

ëà øàéáà â íà÷àëå äâèæåíèÿ? Ñäåëàéòå
ðèñóíîê ñ óêàçàíèåì ñèë, äåéñòâóþùèõ íà
øàéáó â òî÷êå À.

4. Äåðåâÿííûé øàð ïðèâÿçàí íèòüþ ê äíó
öèëèíäðè÷åñêîãî ñîñóäà ñ ïëîùàäüþ äíà

2100 ñìS �� . Â ñîñóä íàëèâàþò âîäó òàê, ÷òî
øàð ïîëíîñòüþ ïîãðóæàåòñÿ â æèäêîñòü,
ïðè ýòîì íèòü íàòÿãèâàåòñÿ è äåéñòâóåò íà
øàð ñ ñèëîé T. Åñëè íèòü ïåðåðåçàòü, òî øàð
âñïëûâåò, à óðîâåíü âîäû èçìåíèòñÿ íà h =
= 5 ñì. Íàéäèòå ñèëó íàòÿæåíèÿ íèòè T.

5. Â òåïëîâîì äâèãàòåëå 1 ìîëü îäíîàòîì-
íîãî ðàçðåæåííîãî ãàçà ñîâåðøàåò öèêë
1–2–3–4–1, ïîêàçàííûé íà ãðàôèêå â êîîð-

äèíàòàõ p–T, ãäå p – äàâëåíèå ãàçà, Ò –
àáñîëþòíàÿ òåìïåðàòóðà (ðèñ.20). Òåìïåðà-
òóðû â òî÷êàõ 2 è 4 ðàâíû è ïðåâûøàþò

òåìïåðàòóðó â òî÷êå 1 â 2 ðàçà. Îïðåäåëèòå
ÊÏÄ öèêëà.

6. Â êîìíàòå ðàçìåðîì 4 5 3�s �s  ì, â êîòî-
ðîé âîçäóõ èìååò òåìïåðàòóðó 10 Ñ�o  è îòíî-
ñèòåëüíóþ âëàæíîñòü 30%, âêëþ÷èëè óâ-
ëàæíèòåëü âîçäóõà ïðîèçâîäèòåëüíîñòüþ
0,2 ë/÷. ×åìó ñòàíåò ðàâíà îòíîñèòåëüíàÿ
âëàæíîñòü âîçäóõà â êîìíàòå ÷åðåç 1,5 ÷?
Äàâëåíèå íàñûùåííîãî âîäÿíîãî ïàðà ïðè
òåìïåðàòóðå 10 Ñ�o  ðàâíî 1,23 êÏà. Êîìíà-
òó ñ÷èòàòü ãåðìåòè÷íûì ñîñóäîì.

7. Êâàäðàòíàÿ ðàìêà ñî ñòîðîíîé L =
= 10 ñì ïîäêëþ÷åíà ê èñòî÷íèêó ïîñòîÿííî-
ãî òîêà ñåðåäèíàìè ñâîèõ ñòîðîí òàê, êàê
ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 21. Íà ó÷àñòêå ÀÑ òå÷åò

òîê I = 2 À. Ñîïðîòèâëåíèå âñåõ ñòîðîí
ðàìêè îäèíàêîâî. Íàéäèòå ïîëíóþ ñèëó
Àìïåðà, êîòîðàÿ áóäåò äåéñòâîâàòü íà ðàìêó
â îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå, âåêòîð èí-
äóêöèè êîòîðîãî íàïðàâëåí ïåðïåíäèêóëÿð-
íî ïëîñêîñòè ðàìêè è ïî ìîäóëþ ðàâåí B =
= 0,2 Òë. Ñäåëàéòå ðèñóíîê, íà êîòîðîì
óêàæèòå ñèëû, äåéñòâóþùèå íà ðàìêó.

8. Íà ãîðèçîíòàëüíîì ñòîëå ëåæàò äâà
ïàðàëëåëüíûõ äðóã äðóãó ðåëüñà: a è b,
çàìêíóòûõ äâóìÿ îäèíàêîâûìè ìåòàëëè÷åñ-
êèìè ïðîâîäíèêàìè: AC è ED  (ðèñ.22). Âñÿ

ñèñòåìà ïðîâîäíèêîâ íàõîäèòñÿ â îäíîðîä-
íîì ìàãíèòíîì ïîëå, íàïðàâëåííîì âåðòè-
êàëüíî âíèç. Ìîäóëü èíäóêöèè ìàãíèòíîãî
ïîëÿ ðàâåí Â, ðàññòîÿíèå ìåæäó ðåëüñàìè l ,
ñêîðîñòè ïðîâîäíèêîâ 1v  è 2v , ñîïðîòèâëå-
íèå êàæäîãî èç ïðîâîäíèêîâ R. Êàêîâà ñèëà
òîêà â öåïè? Ñîïðîòèâëåíèåì ðåëüñîâ ïðå-
íåáðå÷ü.

Ïóáëèêàöèþ ïîäãîòîâèëè
Ì.Äåìèäîâà, À.×åðíîóöàí

Ðèñ. 18

Ðèñ. 19

Ðèñ. 20

Ðèñ. 21

Ðèñ. 22
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Î ëèìïèàäà
«Ïîêîðè Âîðîáüåâû ãîðû!»

Ì À Ò Å Ì À Ò È Ê À

Îëèìïèàäà «Ïîêîðè Âîðîáüåâû ãîðû!» ïî
ìàòåìàòèêå â 2016/17 ó÷åáíîì ãîäó ñîñòîÿëà èç
äâóõ ýòàïîâ: îòáîðî÷íîãî è çàêëþ÷èòåëüíîãî.
Îòáîðî÷íûé ýòàï ïðîâîäèëñÿ â íîÿáðå – äå-
êàáðå 2016 ãîäà è ñîñòîÿë èç áëèö-òóðà (5
çàäà÷ îíëàéí, 3 ÷àñà íà ðåøåíèå) è òâîð÷åñêîé
÷àñòè (5 çàäà÷, ðåøåíèå êîòîðûõ íóæíî áûëî
îòïðàâèòü â òå÷åíèå íåäåëè). Ïîáåäèòåëè è
ïðèçåðû îòáîðî÷íîãî ýòàïà ïðèãëàøàëèñü ê
ó÷àñòèþ â çàêëþ÷èòåëüíîì (î÷íîì) ýòàïå, êî-
òîðûé ïðîâîäèëñÿ â ìàðòå 2017 ãîäà â Ìîñêâå
è ðÿäå ãîðîäîâ Ðîññèè.

ÎÒÁÎÐÎ×ÍÛÉ ÝÒÀÏ

Áëèö-òóð

Êàæäûé ó÷àñòíèê îòáîðî÷íîãî ýòàïà ïîëó-
÷àë ñâîé íàáîð çàäà÷, îòëè÷àþùèéñÿ îò
íàáîðîâ çàäà÷ äðóãèõ ó÷àñòíèêîâ. Íèæå
ïðèâîäèòñÿ òèïè÷íûé íàáîð èç ïÿòè çàäà÷.

1. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

�� �	 �� �	 �� �	 �� �	2ln 2 ln 33 2x x x�
 �P�
�P �
 �� �
 .

Â îòâåòå óêàæèòå ñóììó âñåõ öåëî÷èñëåííûõ
çíà÷åíèé x, óäîâëåòâîðÿþùèõ äàííîìó íå-
ðàâåíñòâó è ïðèíàäëåæàùèõ èíòåðâàëó
�� �	10; 10�
 .

2. Ðåøèòå óðàâíåíèå

2 2 12
ctg tg

cos2
x x

x
�
 �� .

Íàéäèòå ñóììó åãî êîðíåé, ïðèíàäëåæàùèõ
îòðåçêó �; �=; 3�
�P �P, è óêàæèòå åå â îòâåòå, ïðè
íåîáõîäèìîñòè îêðóãëèâ äî äâóõ çíàêîâ ïîñ-
ëå çàïÿòîé.

3. Â òðåóãîëüíèêå ÀÂÑ ïðîâåäåíû ìåäèà-
íà ÀÅ è áèññåêòðèñà ÑD , Î  – òî÷êà ïåðåñå-
÷åíèÿ ÀÅ è ÑD . Íàéäèòå îòíîøåíèå ïëîùà-
äè ÷åòûðåõóãîëüíèêà ÂÅÎD  ê ïëîùàäè òðå-
óãîëüíèêà ABC, åñëè BC : AC = 2 : 3.

4. Íàéäèòå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå âåëè÷è-
íû 2 x + y, åñëè 2 24 4x y�� �� . Ïðè íåîáõîäè-
ìîñòè îêðóãëèòå îòâåò äî äâóõ çíàêîâ ïîñëå
çàïÿòîé. Åñëè ðåøåíèé íåò, òî â îòâåòå
ïîñòàâüòå 0.

5. Èìåþòñÿ äâà ñïëàâà ìåäè è îëîâà. Â
ïåðâîì ñïëàâå ìåäè â 2 ðàçà áîëüøå, ÷åì
îëîâà, à âî âòîðîì – â 5 ðàç ìåíüøå. Âî
ñêîëüêî ðàç áîëüøå íàäî âçÿòü âòîðîãî ñïëà-
âà, ÷òîáû ïîëó÷èòü íîâûé ñïëàâ, â êîòîðîì
ìåäè áûëî áû â 2 ðàçà ìåíüøå, ÷åì îëîâà?

Òâîð÷åñêîå çàäàíèå

1. Ñóììà 28218 íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ðàâíà
2016 15�– ,  à èõ ïðîèçâåäåíèå ðàâíî

�� �	22016 15�� . Íàéäèòå âñå âîçìîæíûå íàáî-
ðû òàêèõ ÷èñåë. Â îòâåòå óêàæèòå ñóììó
íàèáîëüøåãî è íàèìåíüøåãî èç ÷èñåë âñåõ
íàéäåííûõ íàáîðîâ. Åñëè òàêèõ ÷èñåë íå
ñóùåñòâóåò, òî â îòâåòå óêàæèòå ÷èñëî 0.

2. Ðåøèòå óðàâíåíèå

�� �	41 cos cos2 cos 3 cos 4x x x x�� �� �� �� ��

+�� �	4 3 cos8
sin sin2 sin 3 sin 4

4 4
x

x x x x�� �� �� �� �� .

Íàéäèòå ñóììó âñåõ êîðíåé íà ïðîìåæóòêå
�; �=2 ; 2m m�P �P �� �P , m = 1017, îêðóãëèâ åå ïðè
íåîáõîäèìîñòè äî öåëîãî ÷èñëà. Åñëè êîðíåé
íåò èëè èõ íà ýòîì ïðîìåæóòêå áåñêîíå÷íî
ìíîãî, â îòâåòå çàïèøèòå öèôðó 0.

3. Âíóòðè òðåóãîëüíèêà ABC âçÿòà òî÷êà
M , î êîòîðîé èçâåñòíî: åñëè ê ñóììå êâàäðà-
òîâ âñåõ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ïðèáàâèòü óò-
ðîåííóþ ñóììó âñåõ êâàäðàòîâ ðàññòîÿíèé
îò òî÷êè M  äî âåðøèí òðåóãîëüíèêà, òî
ïîëó÷èòñÿ ÷èñëî, êîòîðîå íå ïðåâîñõîäèò
24x. Ïðè ýòîì ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABC
íå ìåíüøå ÷åì 3x . Íàéäèòå ñòîðîíó AC
òðåóãîëüíèêà ïðè x = 2017. Ïðè íåîáõîäèìî-
ñòè îêðóãëèòå îòâåò äî äâóõ çíàêîâ ïîñëå
çàïÿòîé.

4. Îïðåäåëèì �� �	f a  êàê ôóíêöèþ, ðàâíóþ
êîëè÷åñòâó ðàçëè÷íûõ êîðíåé óðàâíåíèÿ

�� �	2

2 2

4 1
sin cos 2 2

1 4 4

x axa x

x x

�P �� ���P
�� �� �


�� ��
.

Íàïðèìåð, �� �	1 3f a ��  îçíà÷àåò, ÷òî ïðè 1a a��
ýòî óðàâíåíèå èìååò òðè ðàçëè÷íûõ êîðíÿ

1x , 2x , 3x . Åñëè ïðè 0a a��  óðàâíåíèå
êîðíåé íå èìååò, òî ïîëîæèì �� �	0 0f a �� .
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Ðåøèòå íåðàâåíñòâî �� �	 5f a �b . Â îòâåò çàïè-
øèòå ñóììàðíóþ äëèíó ïîëó÷èâøèõñÿ èí-
òåðâàëîâ, îêðóãëèâ åå, ïðè íåîáõîäèìîñòè,
äî äâóõ çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé. Åñëè ðåøåíèé
íåò, òî íàïèøèòå ÷èñëî 0; åñëè ïîëó÷èâøà-
ÿñÿ äëèíà áåñêîíå÷íà, òî íàïèøèòå ÷èñëî
9999.

5. Íàéäèòå ÷èñëî 35a , ãäå na  – êîëè÷åñòâî
òàêèõ ïåðåñòàíîâîê �� �	1 2, , , nk k kK  ÷èñåë

�� �	1, 2, , nK , ÷òî âûïîëíåíû äâà óñëîâèÿ:
à) 1 1k �� ; á) äëÿ ëþáîãî i = 1, 2, …, n – 1
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî 1 2i ik k �
�
 �b .

ÇÀÊËÞ×ÈÒÅËÜÍÛÉ ÝÒÀÏ

Âàðèàíòû, ïðåäëàãàâøèåñÿ ó÷àñòíèêàì
çàêëþ÷èòåëüíîãî ýòàïà â ðàçíûõ ãîðîäàõ
Ðîññèè, îòëè÷àëèñü äðóã îò äðóãà. Çäåñü
ïðèâîäÿòñÿ îäèí èç âàðèàíòîâ ïîëíîñòüþ è
èçáðàííûå çàäà÷è èç äðóãèõ âàðèàíòîâ.

Âàðèàíò 1

1. Áðþêè äåøåâëå êóðòêè, êóðòêà äåøåâëå
ïàëüòî, ïàëüòî äåøåâëå øóáû, à øóáà äåøåâ-
ëå áðèëëèàíòîâîãî êîëüå íà îäèí è òîò æå
ïðîöåíò. Íà ñêîëüêî ïðîöåíòîâ øóáà äîðî-
æå áðþê, åñëè áðèëëèàíòîâîå êîëüå äîðîæå
ïàëüòî â 6,25 ðàçà?

2. Â êîøåëüêå ó êóïöà Ãàíñà ëåæàò 20
ñåðåáðÿíûõ ìîíåò ïî 2 êðîíû, 15 ñåðåáðÿ-
íûõ ìîíåò ïî 3 êðîíû è 3 çîëîòûõ äóêàòà (1
äóêàò ðàâåí 5 êðîí). Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè
Ãàíñ ìîæåò óïëàòèòü ñóììó â 10 äóêàòîâ?
Ìîíåòû îäíîãî äîñòîèíñòâà íåðàçëè÷èìû.

3. Îïðåäåëèòå, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ n è k

óðàâíåíèå sin sin
2017

k
x y

�P
�� ��  ÿâëÿåòñÿ ñëåä-

ñòâèåì óðàâíåíèÿ 
48
n

x y
�P

�� �� .

4. Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå ABC ñ

îñíîâàíèåì AC è 
9

ABC
�P

�• ��  íà ñòîðîíå AB

âûáðàíà òî÷êà D  òàê, ÷òî BD = AC. Íàéäèòå
âåëè÷èíó óãëà DCB  (â ðàäèàíàõ) è ñðàâíèòå
åå ñ 0,18.

5. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

�� �	2 2 14 2 1 4 4 2 8xx x x x x ���� �� �r �� �� �� �� �– .

Èçáðàííûå çàäà÷è äðóãèõ âàðèàíòîâ

1. Ñêîëüêî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, äåëÿùèõ-
ñÿ íà 4 è ìåíüøèõ 1000, íå ñîäåðæàò â

äåñÿòè÷íîé çàïèñè íè îäíîé èç öèôð 3, 4, 5,
7 è 9?

2. Íàéäèòå ñóììó áåñêîíå÷íî óáûâàþùåé
ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè, åñëè åå âòîðîé
÷ëåí ðàâåí –3, à ñóììà ïåðâûõ òðåõ åå
÷ëåíîâ ðàâíà –13.

3. Ìåæäó ïóíêòàìè A è B ñ ïîñòîÿííîé
ñêîðîñòüþ êóðñèðóåò îäèí àâòîáóñ (âðåìÿ íà
îñòàíîâêè ïðåíåáðåæèìî ìàëî). Èç ïóíêòà A
â ïóíêò B ñî ñêîðîñòüþ 11 êì/÷ âûåõàë
âåëîñèïåäèñò è çà âðåìÿ ïóòè ñòðîãî ìåæäó
ýòèìè ïóíêòàìè ðîâíî 5 ðàç ïîðàâíÿëñÿ ñ
àâòîáóñîì. Â êàêèõ ïðåäåëàõ ìîæåò íàõî-
äèòüñÿ ñêîðîñòü àâòîáóñà ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ?

4. Äâå áðèãàäû ðàáî÷èõ âûïîëíèëè îäèíà-
êîâóþ ðàáîòó. Âòîðàÿ áðèãàäà ðàáîòàëà íà
ïîë÷àñà áîëüøå ïåðâîé. Åñëè áû â ïåðâîé
áðèãàäå áûëî íà ïÿòü ÷åëîâåê áîëüøå, òî îíà
ìîãëà áû çàêîí÷èòü ðàáîòó íà äâà ÷àñà
ðàíüøå. Íàéäèòå ÷èñëî ðàáî÷èõ â áðèãàäàõ,
åñëè ïðîèçâîäèòåëüíîñòè âñåõ ðàáî÷èõ îäè-
íàêîâû.

5. Ñêîðîñòü ïàðîìà ëèíåéíî çàâèñèò îò
âåñà ïåðåïðàâëÿåìîãî ãðóçà òàê, ÷òî ïðè
íàãðóçêå â 50 òîíí ñêîðîñòü íà 10% áîëüøå,
÷åì ïðè íàãðóçêå â 60 òîíí. Ïðè íàãðóçêå â
70 òîíí ñêîðîñòü ïàðîìà ðàâíà 6 êì/÷.
Íàéäèòå ñêîðîñòü ïàðîìà ïðè íàèáîëüøåì
ãðóçîîáîðîòå. Ãðóçîîáîðîòîì íàçûâàåòñÿ
ïðîèçâåäåíèå ñêîðîñòè (â êì/÷) ïàðîìà íà
âåñ ïåðåâîçèìîãî ãðóçà (â òîííàõ).

6. ×òî áîëüøå:

tg 9 tg 63 tg 81 tg 27�o �
 �o �� �o �
 �o èëè 
200
157

�P?

7. Ðåøèòå óðàâíåíèå

�� �	 �� �	2 2
3 1

2

log 2 4 29 log 31 2x x x x�� �� �� �
 �
 ��

= �� �	2
1
5

log 3 6 28x x�� �� .

8. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

2
3sin 5 2cos

3 4 3
x x�P�¥ �´ �¥ �´�r �
 �
�¦ �µ �¦ �µ

�§ �¶ �§ �¶
.

9. Ìåäèàíà AM  òðåóãîëüíèêà ABC ïåð-
ïåíäèêóëÿðíà åãî áèññåêòðèñå BL . Íàéäèòå
ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABM , åñëè ïëîùàäü
òðåóãîëüíèêà ABL  ðàâíà 10.

10. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC
èç âåðøèíû ïðÿìîãî óãëà C ïðîâåäåíà âûñî-
òà CK . Ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà ABC ðàâåí
13, à ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà BCK  ðàâåí 5.
Íàéäèòå ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà ACK .
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11. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ a, ïðè êàæäîì èç
êîòîðûõ íåðàâåíñòâî 3 1 2log log 1a x x�� ��
èìååò ðåøåíèÿ, ïðè÷åì ñðåäè ðåøåíèé íåò
áîëüøèõ 1.

12. Íàéäèòå âñå öåëî÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ
a, b, c òàêèå, ÷òî ñóùåñòâóþò òðè ðàçëè÷íûõ
êîðíÿ óðàâíåíèÿ �� �	 �� �	3 28 4x b x b x�� �� �� �� ��

�� �	3 0c�� �� �� , êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè
óðàâíåíèÿ 4 3 25 0x x ax bx c�� �� �� �� �� .

13. Â òðåóãîëüíîé ïèðàìèäå äëèíû ïåð-
ïåíäèêóëÿðîâ, îïóùåííûõ èç ÷åòûðåõ âåð-
øèí íà ïðîòèâîïîëîæíûå ãðàíè, ðàâíû 3, 4,
7 è 84/37 ñîîòâåòñòâåííî. Íàéäèòå ðàäèóñ
âïèñàííîãî â ýòó ïèðàìèäó øàðà.

14. Â ïðàâèëüíîé øåñòèóãîëüíîé ïðèçìå
1 1 1 1 1 1ABCDEFA BC D E F  ñòîðîíà îñíîâàíèÿ

ðàâíà 
2

3
, à áîêîâàÿ ñòîðîíà 1 2AA �� .

à) Äîêàæèòå, ÷òî â ïðèçìó ìîæíî âïèñàòü
øàð, è íàéäèòå åãî ðàäèóñ.

á) Íàéäèòå îáúåì íàèìåíüøåé ÷àñòè øàðà,
êîòîðóþ îòñåêàåò ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ
÷åðåç òî÷êè B,  1A  è E.

Ïóáëèêàöèþ ïîäãîòîâèëè
Ä.Ãîðÿøèí, À.Çåëåíñêèé, À.Êîçêî,

Ë.Êðèöêîâ, Â.Ïàíôåðîâ, À.Ðàçáîðîâ,
È.Ñåðãååâ, È.Øåéïàê, Ì.Þìàøåâ
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«ÊÂÀÍÒ» ÄËß ÌËÀÄØÈÕ ØÊÎËÜÍÈÊÎÂ

ÇÀÄÀ×È

(ñì. «Êâàíò» ¹8)

1. à) Íàïðèìåð, 4, 5, 1, 6, 2, 3; á) 16.
Îáîçíà÷èì ÷èñëà, ñòîÿùèå íà ìåñòå ïðîïóñêîâ â
òåêñòå, ÷åðåç A, B, C, D , E, F. Îáðàòèì âíèìà-
íèå íà òî, ÷òî êîëè÷åñòâî ïëîäîâ, êîòîðûå ñëî-
íû âçÿëè íà ïðîãóëêó, ðàâíî C D E F N´ = ´ = .
Íåñëîæíî ïîíÿòü, ÷òî òàêîå ðàâåíñòâî äîñòèãà-
åòñÿ ñ ïîìîùüþ ÷èñåë îò 1 äî 6 òîëüêî äâóìÿ
ñïîñîáàìè: 1 6 2 3 6 N´ = ´ = =  èëè 2 6´ =

3 4 12 N= ´ = =  (îäíàêî â êàæäîì èç ýòèõ ñïî-
ñîáîâ ìîæíî ìåíÿòü ìåñòàìè ëåâóþ è ïðàâóþ
÷àñòè ðàâåíñòâà è ìíîæèòåëè â êàæäîé èç ÷àñòåé
ðàâåíñòâà). Íî åñòü åùå îäíî óñëîâèå: äâå òðåòè
îò ñîáðàííûõ ïëîäîâ – ýòî N . Äëÿ îáîèõ ñëó÷à-
åâ ýòà ñóììà îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî: íåèñ-
ïîëüçîâàííûìè îñòàþòñÿ òîëüêî äâà ÷èñëà: 4 è 5
â ïåðâîì ñëó÷àå è 1 è 5 âî âòîðîì. Òàêèì
îáðàçîì, â ïåðâîì ñëó÷àå ïîñëå ñúåäàíèÿ òðåòè
ïëîäîâ îñòàåòñÿ 6 ïëîäîâ, à âî âòîðîì ñëó÷àå –
4. Âî âòîðîì ñëó÷àå ìû ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ
( 4 12¹ ), çíà÷èò, âîçìîæåí òîëüêî ïåðâûé ñëó-
÷àé. Òåïåðü ïîäñ÷èòàåì êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ. Íà
ìåñòà A è B ìîæíî âïèñàòü 5 è 4 â ëþáîì
ïîðÿäêå. Çàòåì íóæíî âûáðàòü, êàêàÿ ÷àñòü ðà-
âåíñòâà áóäåò ëåâîé, à êàêàÿ ïðàâîé. Ïîñëå
ýòîãî íàäî äëÿ êàæäîé èç ÷àñòåé ðàâåíñòâà âûá-
ðàòü ïîðÿäîê ìíîæèòåëåé. Òàêèì îáðàçîì, èñêî-
ìîå êîëè÷åñòâî ðàâíî 2 2 2 2 16´ ´ ´ = .
2. 6.
Òàê êàê öåíòð êàæäîé ãðàíè ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé
êàæäîãî èç ÷åòûðåõ êâàäðàòîâ 1 1´  â ýòîé ãðàíè,
òî â êàæäîé ãðàíè ìîæíî çàêðàñèòü íå áîëåå

îäíîãî êâàäðàòà, à âñåãî
– íå áîëåå øåñòè. Ïðèìåð
ðàñïîëîæåíèÿ 6 êâàäðà-
òîâ ïîêàçàí íà ðàçâåðòêå
êóáà íà ðèñóíêå 1.
3. 6.
Ñóùåñòâóåò òîëüêî øåñòü
ðàçëè÷íûõ îäíîçíà÷íûõ
è äâóçíà÷íûõ ÷èñåë, â
äåñÿòè÷íîé çàïèñè êîòî-
ðûõ èñïîëüçóþòñÿ äâå
öèôðû a è b. Ýòî a, b,
ab , ba , aa  è bb . Ïî-
ýòîìó áîëüøå 6 ñëàãàåìûõ áûòü íå ìîãëî. Åñëè
ñëîæèòü âñå òàêèå ÷èñëà, òî ïîëó÷èòñÿ ( )23 a b+ .
Òàêàÿ ñóììà ðàâíà 92 ïðè a + b = 4. Âîçüìåì a =
= 1, b = 3. Ïîëó÷àåì ïðèìåð: 1 + 3 + 13 + 31 +
+ 11 + 33.
4. 3.
Äâà òðåóãîëüíèêà áûòü íå ìîãëî: ó êàæäîãî
òðåóãîëüíèêà äâå ñòîðîíû (òå, êîòîðûìè îíè íå
ñîïðèêàñàþòñÿ) äîëæíû áûòü ñòîðîíàìè øåñòè-
óãîëüíèêà, è òîãäà ñðåäè íèõ îáÿçàòåëüíî áóäóò
ðàâíûå. Äëÿ òðåõ òðåóãîëüíèêîâ åñòü ïðèìåð:
ìîæíî ðàñïîëîæèòü ðàâíîñòîðîííèå òðåóãîëüíè-
êè ñî ñòîðîíàìè 6, 4 è 3, êàê íà ðèñóíêå 2.

Ðèñ. 2

Ðèñ. 1
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ÊÀËÅÉÄÎÑÊÎÏ «ÊÂÀÍÒÀ»

(ñì. «Êâàíò» ¹8)
1. 36° .
Ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî 36 722 × ° = ° =

60 12= ° + °, à óãîë 60°  ìîæíî ïîñòðîèòü öèðêó-
ëåì è ëèíåéêîé. Òàêèì æå ñïîñîáîì ìîæíî íàé-
òè è äðóãèå óãëû �A, äîïóñêàþùèå òðèàíãóëÿ-
öèþ: îíè äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ

3n�A �B �A= + , ãäå �B – êàêîé-íèáóäü «õîðîøèé»
óãîë, êîòîðûé ñòðîèòñÿ öèðêóëåì è ëèíåéêîé.
2. Åñëè óãîë ïîñòðîåí è îí íå ïðÿìîé, òî ìîæíî
âûáðàòü íà îäíîé èç åãî ñòîðîí ïðîèçâîëüíóþ
òî÷êó è îïóñòèòü èç íåå ïåðïåíäèêóëÿð íà äðó-
ãóþ ñòîðîíó (èëè åå ïðîäîëæåíèå, åñëè óãîë
òóïîé). Ïîëó÷èòñÿ ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê,
â êîòîðîì îòíîøåíèå êàòåòà ê ãèïîòåíóçå ðàâíî
êîñèíóñó äàííîãî óãëà. Åñëè èñõîäíûé óãîë ïðÿ-
ìîé, òî åãî êîñèíóñ ðàâåí 0 è íè÷åãî äåëàòü íå
íàäî.
Åñëè æå äàíû äâà îòðåçêà è îíè íå ðàâíû äðóã
äðóãó, òî íå ñîñòàâëÿåò òðóäà ïîñòðîèòü ïðÿìîó-
ãîëüíûé òðåóãîëüíèê, â êîòîðîì áîëüøèé èç íèõ
áóäåò ãèïîòåíóçîé, à ìåíüøèé – êàòåòîì. Ýòî
äàñò íóæíûé îñòðûé óãîë â ïîñòðîåííîì òðåó-
ãîëüíèêå. Åñëè æå îòðåçêè ðàâíû, òî èõ îòíîøå-

íèå ðàâíî 1 è óãîë ñ
òàêèì êîñèíóñîì íóëå-
âîé.
Ïóñòü óãîë �A ïîääàåò-
ñÿ òðèñåêöèè. Òîãäà,
èìåÿ ïðÿìîóãîëüíûé
òðåóãîëüíèê ñ óãëîì �A,
ãèïîòåíóçîé a è ïðèëå-
æàùèì ê ýòîìó óãëó
êàòåòîì, ðàâíûì 1,
ìîæíî ïîñòðîèòü îòðå-

çîê b (ðèñ. 3). Çíà÷èò, b äîëæíî âûðàæàòüñÿ â
êâàäðàòíûõ ðàäèêàëàõ ÷åðåç a è, êàê ñëåäñòâèå,
÷åðåç cos�A. Òàê êàê cos 3 1b�A = , èñïîëüçóÿ
ôîðìóëó êîñèíóñà òðîéíîãî óãëà, ïîëó÷àåì

3cos 4 3b b�A= - . Çàìåíà 2x b=  ïðèâîäèò
óðàâíåíèå ê òðåáóåìîìó âèäó.
Äîïóñòèì, ìîæíî âûïîëíèòü òðèñåêöèþ óãëà
60° . Òîãäà ó ìíîãî÷ëåíà 3 3 1x x- -  äîëæåí
áûòü êîðåíü, êîòîðûé âûðàæàåòñÿ ÷åðåç åãî êî-
ýôôèöèåíòû ñ ïîìîùüþ îáû÷íûõ àðèôìåòè÷åñ-
êèõ îïåðàöèé è èçâëå÷åíèÿ êâàäðàòíîãî êîðíÿ.
Ïîýòîìó ýòîò ìíîãî÷ëåí äîëæåí ðàñêëàäûâàòüñÿ
íà ìíîæèòåëè è ó íåãî îáÿçàòåëüíî äîëæåí áûòü
ðàöèîíàëüíûé êîðåíü. Ïîñêîëüêó ñâîáîäíûé ÷ëåí
è ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ðàâíû –1 è 1, òî ýòîò
êîðåíü ñàì äîëæåí áûòü ðàâåí 1 èëè –1. Íî
ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòè ÷èñëà íå ÿâëÿþòñÿ
êîðíÿìè äàííîãî ìíîãî÷ëåíà.
3. Ðàâåíñòâî 3�B �A=  ñëåäóåò èç ðèñóíêà 4.

4. Ïóñòü F – ñåðåäèíà DE (ðèñ. 5). Òîãäà
2AF DE AB= = . Ïîýòîìó

1 1
2 2

CBD DEA AFD ABFÐ = Ð = Ð = Ð
1
3

ABC= Ð .

5. Íà ðèñóíêå 6 ïîêàçàíî, êàê âûïîëíèòü òðè-
ñåêöèþ ïðè ïîìîùè òîìàãàâêà.

6. Ïðîòèâîðå÷èÿ ñ òåîðåìîé Âàíöåëÿ íåò ïî òîé
ïðè÷èíå, ÷òî òðèñåêöèÿ ïðè ïîìîùè òîìàãàâêà,
ïî ñóòè, àíàëîãè÷íà íåâñèñó: ÷òîáû ðàñïîëîæèòü
òîìàãàâê ïðàâèëüíûì îáðàçîì, íóæíî äâèãàòü
åãî ñ ïðîñêàëüçûâàíèåì. À ýòî äåéñòâèå çàïðå-
ùåíî ïðè ïîñòðîåíèÿõ öèðêóëåì è ëèíåéêîé (â
ýòîì ìåñòå êàê ðàç íåÿâíî è âîçíèêàåò íåîáõîäè-
ìîñòü ðåøàòü êóáè÷åñêîå óðàâíåíèå).
7. Â îïèñàíèè ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîñòðîåíèÿ â
ñòàòüå áûëà äîïóùåíà íåòî÷íîñòü: íå áûëî óêà-
çàíî, ÷òî ìåæäó îòìå÷åííûìè òî÷êàìè äîëæíû
áûòü îäèíàêîâûå ðàññòîÿíèÿ, ðàâíûå øèðèíå
óãîëüíèêà. Ïðàâèëüíîñòü òðèñåêöèè ñëåäóåò èç
ðàâåíñòâà ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ ABC,
ACD è ADE  (ðèñ. 7).

Ðèñ. 3

Ðèñ. 4

Ðèñ. 5

Ðèñ. 6

Ðèñ. 7
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ÅÃÝ ÏÎ ÔÈÇÈÊÅ

Âàðèàíò 1

Îòâåòû ê çàäàíèÿì 1–26

Çàäàíèå 27.  Ïðè ïîäíåñåíèè îòðèöàòåëüíî çàðÿ-
æåííîé ïàëî÷êè ñâîáîäíûå çàðÿäû ïðîâîäíèêà
ïåðåðàñïðåäåëÿþòñÿ òàê, ÷òîáû ïîòåíöèàë âñåõ
òî÷åê ïðîâîäíèêà îñòàëñÿ îäèíàêîâûì (ÿâëåíèå
ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé èíäóêöèè). Â äàííîì ñëó÷àå
îòðèöàòåëüíûå ñâîáîäíûå çàðÿäû (ýëåêòðîíû)
ïåðåìåñòÿòñÿ ñ ëåâîãî ýëåêòðîìåòðà íà ïðàâûé.
Ïðàâûé ýëåêòðîìåòð çàðÿäèòñÿ îòðèöàòåëüíî
(èçáûòîê ýëåêòðîíîâ), ëåâûé – ïîëîæèòåëüíî
(íåäîñòàòîê ýëåêòðîíîâ).
Åñëè áû ìû óäàëèëè çàðÿæåííóþ ïàëî÷êó íå
óáèðàÿ ñòåðæíÿ, òî ñâîáîäíûå çàðÿäû âåðíóëèñü
áû íà ïðåæíåå ìåñòî è ýëåêòðîìåòðû ñòàëè áû
âíîâü íå çàðÿæåííûìè. Íî ïîñêîëüêó ìû ñíà÷à-
ëà óáðàëè ñòåðæåíü, òî ïðè óäàëåíèè çàðÿæåí-
íîé ïàëî÷êè çàðÿäû íå ñìîãëè ïåðåìåñòèòüñÿ ñ
ýëåêòðîìåòðà íà ýëåêòðîìåòð. Â êîíå÷íîì ñîñòî-
ÿíèè ïðàâûé ýëåêòðîìåòð îêàæåòñÿ çàðÿæåííûì
îòðèöàòåëüíî, à ëåâûé – ïîëîæèòåëüíî.
Çàäàíèå 28. Íà âûñîòå h íà êóáèê äåéñòâóþò äâå
ñèëû: ñèëà òÿæåñòè, ðàâíàÿ mg, è ñèëà ðåàêöèè
îïîðû, ÷èñëåííî ðàâíàÿ ñèëå äàâëåíèÿ êóáèêà
F. Èç âòîðîãî çàêîíà Íüþòîíà â ïðîåêöèè íà
ðàäèàëüíîå íàïðàâëåíèå (îñü x; ðèñ.8)

2

cos
v

F mg m
R

�A+ = ,

ãäå ( )cos h R R�A= - , âûðàçèì 2v  è ïîäñòàâèì
â çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè

2

2
mv

mgH mgh= + .

Ïîëó÷èì

3
3,25 ì

2 2
h R FR

H
mg

-
= + = .

Çàäàíèå 29. Îáúåì è äàâëåíèå ñòîëáèêà âîçäóõà
â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè ðàâíû

1 1 1 0 ðò 0,V Sl p p gh�R= = = ,

ãäå S – ïëîùàäü âíóòðåííåãî ñå÷åíèÿ òðóáêè,

0h  = 747 ìì = 74,7 ñì. Îáúåì è äàâëåíèå â
êîíå÷íîì ñîñòîÿíèè ðàâíû

( )2 2 2 0 ðò ðò 0,V Sl p p gl g h l�R �R= = + = + ,

ãäå l – èñêîìàÿ äëèíà ðòóòíîãî ñòîëáèêà. Ïîä-
ñòàâèâ ýòè âûðàæåíèÿ â óðàâíåíèå èçîòåðìè÷åñ-
êîãî ïðîöåññà

1 1 2 2p V p V= ,

ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

( )1 0 2 0l h l h l= + ,

îòêóäà íàéäåì

1
0

2

1 21,7 ñì
l

l h
l

æ ö
= - »ç ÷è ø

.

Çàäàíèå 30. Â ïåðâîì ñòåðæíå âîçíèêàåò ÝÄÑ
èíäóêöèè 1 1Bv l=E , âî âòîðîì – 2 2Bv l=E . Òîê
â êîíòóðå îïðåäåëÿåòñÿ çàêîíîì Îìà äëÿ ïîëíîé
öåïè:

1 2 îòí

2 2
Blv

I
R R
-

= =
E E

.

Íà ïåðâûé ñòåðæåíü äåéñòâóåò ñèëà Àìïåðà,
ðàâíàÿ AF IBl=  è íàïðàâëåííàÿ íàçàä, íà âòî-
ðîé ñòåðæåíü äåéñòâóåò òàêàÿ æå ñèëà, íî íà-
ïðàâëåííàÿ âïåðåä. Êðîìå òîãî, íà êàæäûé ñòåð-
æåíü äåéñòâóåò íàïðàâëåííàÿ íàçàä ñèëà òðåíèÿ

òðF mg�M= . Âòîðîé çàêîí Íüþòîíà äëÿ ïåðâîãî
è âòîðîãî ñòåðæíåé èìååò âèä

0, 0.F IBl mg IBl mg�M �M- - = - =

Ñëîæèâ ýòè óðàâíåíèÿ, ïîëó÷èì 2F mg�M=  –
òîëüêî ïðè òàêîì çíà÷åíèè âíåøíåé ñèëû âîç-
ìîæíî ðàâíîìåðíîå äâèæåíèå ñòåðæíåé. Òîãäà
èç óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ âòîðîãî ñòåðæíÿ è âûðà-
æåíèÿ äëÿ ñèëû òîêà ïîëó÷èì

2 2
îòí

2
B l v

mg
R

�M= ,

îòêóäà íàéäåì

îòí 2 2

2
2 ì ñ

mgR
v

B l

�M
= = .

Çàäàíèå 31. Ñèëà òîêà ïåðåñòàåò çàâèñåòü îò
íàïðÿæåíèÿ, êîãäà àíîäà äîñòèãàþò âñå ýëåêòðî-
íû, âûáèòûå ñâåòîì ñ êàòîäà. ×åðåç òîê íàñûùå-
íèÿ âûðàæàåòñÿ ÷èñëî ýëåêòðîíîâ, âûáèòûõ ñ
êàòîäà çà 1 ñ:

íàñ
ýë

I
N

e
= .Ðèñ. 8
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×èñëî ôîòîíîâ, ïîïàäàþùèõ íà êàòîä çà 1 ñ, â
20 ðàç áîëüøå ÷èñëà âûëåòàþùèõ ýëåêòðîíîâ:

íàñ
ô 20

I
N

e
= .

Ïîñêîëüêó ýíåðãèÿ êàæäîãî ôîòîíà ñîñòàâëÿåò
ôE h�N= , òî ìîùíîñòü ïîòîêà ôîòîíîâ ðàâíà

íàñ
ô 20 0,1 Âò

h N
P h N

e
�N

�N= = » .

Èçáðàííûå çàäà÷è îòêðûòîãî ñåãìåíòà

1. Çàïèøåì âòîðîé çàêîí Íüþòîíà äëÿ êàæäîãî
èç ãðóçîâ:

2 2
1 1 2 2, ,T m l T m l�W �W= =

ãäå 12 20  c�W �P�N �P-= =  – óãëîâàÿ ñêîðîñòü, T –
ñèëà íàòÿæåíèÿ íèòè. Âèäíî, ÷òî íàòÿæåíèå
íèòè áóäåò îäèíàêîâûì, åñëè åå çàêðåïèòü íà
îñè â òî÷êå, êîòîðàÿ äåëèò åå â îòíîøåíèè

1 2

2 1

l m
l m

= .

Ïðè ýòîì, õîòÿ âîçäåéñòâèå íèòè íà îñü áóäåò
íóëåâûì, åå íåëüçÿ îòñîåäèíèòü îò îñè, òàê êàê
ðàñïîëîæåíèå ãðóçîâ ñòàíåò íåóñòîé÷èâûì: íå-
áîëüøîå ñìåùåíèå ãðóçîâ ïðèâåäåò ê èõ äàëü-
íåéøåìó ñìåùåíèþ â òîì æå íàïðàâëåíèè.
Âûðàæàÿ èç çàïèñàííûõ ñîîòíîøåíèé 1l  è 2l  è
ñêëàäûâàÿ, ïîëó÷èì

2 2
1 2

T T
l

m m�W �W
= + , è 

2
1 2

1 2

94,7 H
m m l

T
m m

�W
= =

+
.

2. Ñèëà òðåíèÿ ïîêîÿ íàïðàâëåíà âäîëü íàêëîí-
íîé ïëîñêîñòè è èìååò äâå âçàèìíî ïåðïåíäèêó-
ëÿðíûå ñîñòàâëÿþùèå. Îäíà èç íèõ íàïðàâëåíà
ãîðèçîíòàëüíî è ðàâíà ïî âåëè÷èíå ïðèëîæåí-
íîé ñèëå F, äðóãàÿ íàïðàâëåíà ââåðõ âäîëü ñêà-
òà íàêëîííîé ïëîñêîñòè è êîìïåíñèðóåò ïðîåê-
öèþ ñèëû òÿæåñòè sinmg �A (ðèñ.9). Ïîëó÷àåì

( )2 2
òð sinF mg F�A= + .

Â ìîìåíò íà÷àëà ïðîñêàëüçûâàíèÿ ñèëà òðåíèÿ
ïîêîÿ äîñòèãàåò çíà÷åíèÿ òð cosF N mg�M �M �A= = ,

ïîýòîìó

( )2 2sin cosmg F mg�A �M �A+ = .

Îòñþäà íàõîäèì

( ) ( )2 2cos sin 1,7 HF mg mg�M �A �A= - = .

3. Â ìîìåíò îòðûâà øàéáû ñèëà ðåàêöèè îáðà-
ùàåòñÿ â íîëü. Èç ïðîåêöèè âòîðîãî çàêîíà
Íüþòîíà íà ðàäèàëüíîå íàïðàâëåíèå (ðèñ.10)

2
1cos

mv
mg

R
�A= ,

ãäå ( )cos h R R�A= - , âûðàçèì êâàäðàò ñêîðîñ-

òè â ìîìåíò îòðûâà è ïîäñòàâèì â çàêîí ñîõðàíå-
íèÿ ýíåðãèè

2
1

ê 2
mv

E mgh= + .

Ïîëó÷èì

( )
ê

cos
2 2

mg h RmgR
E mgh mgh

�A -
= + = + =

= ( )1,5 0,5 0,02 Äæmg h R- = .

4. Çàïèøåì âòîðîé çàêîí Íüþòîíà äëÿ âñåãî
ñîäåðæèìîãî ñîñóäà äî ïåðåðåçàíèÿ íèòè è ïîñ-
ëå ýòîãî:

1 20, 0,p S T mg p S mg- - = - =

ãäå m – ìàññà âñåãî ñîäåðæèìîãî (âîäû è øàðà).
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî 1 1p gh�R=  è 2 2p gh�R= , ïîëó÷èì

( )1 2 5 HT p p S ghS�R= - = = .

5. Ïîñêîëüêó 3 4 2 1 2T T T T= = , òî 3 4 12 4T T T= = .
Ãàç ïîëó÷àåò òåïëî â èçîõîðíîì ïðîöåññå 1–2 è
èçîáàðíîì ïðîöåññå 2–3, à îòäàåò â èçîõîðíîì
ïðîöåññå 3–4 è èçîáàðíîì ïðîöåññå 4–1. Êîëè÷å-
ñòâî òåïëîòû, ïîëó÷åííîå ãàçîì, ðàâíî

( ) ( )1 1 1 1 1 1
3 5

2 4 2 6,5
2 2

Q R T T R T T RT�N �N �N= - + - = ,

à îòäàííîå êîëè÷åñòâî òåïëîòû ðàâíî

( ) ( )2 1 1 1 1 1
3 5

4 2 2 5,5
2 2

Q R T T R T T RT�N �N �N= - + - = .
Ðèñ. 9

Ðèñ. 10
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Äëÿ ÊÏÄ öèêëà ïîëó÷àåì

1 2

1

1
0,154

6,6
Q Q

Q
�H

-
= = = .

6. Çàïèøåì óðàâíåíèå Ìåíäåëååâà–Êëàïåéðîíà
(óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ èäåàëüíîãî ãàçà) äëÿ íà-
÷àëüíîãî è êîíå÷íîãî ñîñòîÿíèé âîçäóõà:

( )1 í ,
m

p V RT�J
�-

=

( )2 í ,
m m

p V RT
�$

�J
�-
+

=

ãäå m�$  = 0,3 êã – ìàññà èñïàðåííîé âîäû. Èç
ïåðâîãî óðàâíåíèÿ âû÷èñëèì íà÷àëüíóþ ìàññó
âîäÿíûõ ïàðîâ â êîìíàòå:

( )1 í 0,170 êã
p V

m
RT

�J �-
= = .

Ïîäåëèâ óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ äðóã íà äðóãà,
ïîëó÷èì

2 1 0,83
m m

m
�$

�J �J
+

= » .

7. Ïî âåðõíåé è íèæíåé ñòîðîíàì êâàäðàòà òåêóò
îäèíàêîâûå òîêè 1 2I I=  â îäíîì íàïðàâëåíèè
(ðèñ.11). Íà ýòè äâå ñòîðîíû äåéñòâóþò îäèíà-

êîâûå ñèëû Àìïåðà ( )A 2F I BL= , íàïðàâëåí-
íûå ââåðõ â ïëîñêîñòè ðèñóíêà. Èç ðèñóíêà
âèäíî, ÷òî ñèëû Àìïåðà, äåéñòâóþùèå íà âåðòè-
êàëüíûå ñòîðîíû êâàäðàòà, â ñóììå äàþò íîëü.
Ïîýòîìó ïîëíàÿ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà ðàìêó,
ðàâíà

A2 0,04 HF F IBL= = = .

8. Íà ñâîáîäíûå çàðÿäû â ïðîâîäíèêå ED  äåé-
ñòâóåò ñèëà Ëîðåíöà, íàïðàâëåííàÿ îò D  ê E è
ñîçäàþùàÿ â ýòîì ïðîâîäíèêå ÝÄÑ 1 1Bv l=E , à
â ïðîâîäíèêå AC ñèëà Ëîðåíöà íàïðàâëåíà îò A
ê C è ñîçäàåò ÝÄÑ 2 2Bv l=E . Óêàçàííûå ÝÄÑ â
êîíòóðå ACDE  äåéñòâóþò ñîãëàñîâàííî è ñîçäà-
þò òîê, íàïðàâëåííûé ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè è
ðàâíûé

( )1 2

2

B v v l
I

R

+
= .

Ðèñ. 11

ÎËÈÌÏÈÀÄÀ
«ÏÎÊÎÐÈ ÂÎÐÎÁÜÅÂÛ ÃÎÐÛ!»

Ì À Ò Å Ì À Ò È Ê À

Îòáîðî÷íûé ýòàï

Áëèö-òóð

1. –44.
Ïðè x < 2 íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî

( ) ( ) ( ) ( )2ln 2 ln 23 3x x x�P �P- -- < - Û

( ) ( )2 2 2 ; 1 2;x x x xÛ - > - Û Î -¥ - +¥U

(çíàê íåðàâåíñòâà ìåíÿåòñÿ, ïîñêîëüêó 3 1�P- < ).

Ïðè 2x ³   çíà÷åíèå ( ) ( )ln 32 x �P--  íå îïðåäåëå-
íî. Çíà÷èò, ( ); 1x Î -¥ - . Â ïðîìåæóòîê ( )10; 10-
âõîäÿò ÷èñëà –9, –8, …, –2. Èõ ñóììà ðàâíà
–44.
2. 50,27.

Òàê êàê 
2 2

2 2
2 2 2

cos sin 4 cos 2
ctg tg

cos sin sin 2

x x x
x x

x x x

-
- = =

×
,

òî èñõîäíîå óðàâíåíèå ïðè sin 2 0x ¹ , cos2 0x ¹

ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ

2
2

4 cos2 12 1 1
tg 2 tg 2

cos2 3 3sin 2

x
x x

xx
= Û = Û = ± Û

12 2
n

x
�P �P

Û = ± + , n Î Z .

Ââèäó ñèììåòðèè ñóììà êîðíåé íà îòðåçêå [ ];�P �P-
ðàâíà íóëþ. Íà îòðåçîê [ ]; 3�P �P ïîïàäàþò 8 êîð-
íåé, îáðàçóþùèõ 4 ïàðû, ñèììåòðè÷íûõ îòíîñè-
òåëüíî 2�P. Ïîýòîìó ñóììà âñåõ êîðíåé ðàâíà
2 8 16 50,27�P �P× = » .
3. 0,275.
Îáîçíà÷èì BE = EC = n , òîãäà AC = 3n. Òàê êàê

ÀÅ – ìåäèàíà, òî 
1
2ABE ABCS S= . Ïî òåîðåìå î

áèññåêòðèñå, 3
2

AD
DB

= ; 
3 3 3
1 5 4

ADO

ABE

AO S
OE S

= Þ = × ;

9
40ADO ABCS S= . Òîãäà

1 9 11
0,275

2 40 40
BEOD ABE ADO

ABC ABC

S S S
S S

-
= = - = = .

4. 4,12. Òî÷íîå çíà÷åíèå: 17 .
Îáîçíà÷èì 2 x + y = a. Òîãäà y = a – 2x,
è ( )22 2 24 2 4 17 16 4 4 0x a x x ax a+ - = Û - + - = .
Ýòî óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèÿ, åñëè

( )2 2 264 17 4 4 0 17 17a a a a- - ³ Û £ Û £ .

Çíà÷èò, íàèáîëüøèì çíà÷åíèåì âåëè÷èíû a =
= 2x + y áóäåò 17 4,1231» K
5. 2.
Åñëè âçÿëè à (êã) ïåðâîãî ñïëàâà è na (êã)

âòîðîãî, òî â ïåðâîì ñïëàâå ìåäè áóäåò 
2
3
a

,
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3. 89,82. Òî÷íîå çíà÷åíèå:  AC 2 2017= .
Îáîçíà÷èì ÷åðåç 1C  è 1B  ïðîåêöèè òî÷åê C è B
íà ïðÿìóþ AM  (ðèñ. 12). Òîãäà

( ) ( )1 14 2 2AMB AMCS S AM BB CC AM BC+ = + £ × =

= ( ) ( )2 21 1
2 3 3

3 3
AM BC AM BC× £ + .

Àíàëîãè÷íî,

( ) ( )2 21
4 3

3
BMC BMAS S BM AC+ £ + ,

( ) ( )2 21
4 3

3
CMA CMBS S CM AB+ £ + .

Â èòîãå

8 3 ABCS �b

�� �	2 2 2 2 2 23AB AC BC AM BM CM�b �� �� �� �� �� .

Íî ïî óñëîâèþ

8 3 24ABCS x�r �r

�� �	2 2 2 2 2 23AB AC BC AM BM CM�r �� �� �� �� �� .

Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî. Îäíàêî
ðàâåíñòâî çäåñü äîñòèãàåòñÿ òîëüêî â ñëó÷àå ïðà-
âèëüíîãî òðåóãîëüíèêà. Äîêàæåì, íàïðèìåð, ÷òî
óãîë �B (ðèñ.13) ðàâåí 60�o (äîêàçàòåëüñòâî äëÿ
îñòàëüíûõ óãëîâ àíàëîãè÷íî). Ïóñòü O – öåíòð
îïèñàííîé âîêðóã òðåóãîëüíèêà ABC îêðóæíîñ-
òè. Ïîñêîëüêó âî âñåõ ïåðåõîäàõ â íåðàâåíñòâàõ
äîëæíî áûòü ðàâåíñòâî, òî 3AC BM b�� �š ��

3x�� . Ñëåäîâàòåëüíî, èç òðåóãîëüíèêà AON

Ðèñ. 13

Ðèñ. 12

îëîâà 
3
a

, âî âòîðîì ñïëàâå – ìåäè 
6

na
, îëîâà

5
6
na

.  Òîãäà â íîâîì ñïëàâå – ìåäè

( )42
3 6 6

a na na +
+ = , îëîâà 

( )2 55
3 6 6

a na na +
+ = .

Ïî óñëîâèþ,

( ) ( ) ( )2 5 2 4
2 5 2 4 2

6 6

a n a n
n n n

+ +
= Û + = + Û = .

Òâîð÷åñêîå çàäàíèå

1. 1894. Íàáîð: 1, 1, …, 1, 19, 113, 1893.
Òàê êàê 22016 15 3 19 113 631+ = × × × , òî â ñèñòåìå
óðàâíåíèé

1 28218

2
1 28218

2016 15,

2016 15 3 19 113 631

a a

a a

+ + = ×ìï
í

× × = + = × × ×ïî

K

K

÷èñåë ka , íå ðàâíûõ 1, ìîæåò áûòü íå áîëåå
÷åòûðåõ (ò.å. íå áîëåå, ÷åì êîëè÷åñòâî ïðîñòûõ
äåëèòåëåé ÷èñëà 22016 15+ ). Ïîýòîìó çàäà÷à
ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå

1 2 3 4

1 2 3 4

5 6 28218

2026,

3 19 113 631,

1.

a a a a

a a a a

a a a

+ + + =ì
ï

× × × = × × ×í
ï = = = =î K

Íóæíûé íàáîð 1 2 3 4, , ,a a a a  ñîñòîèò èç ÷èñåë 1,
19, 113, 3 631× . Îñòàåòñÿ âû÷èñëèòü ( )3 631 1× + =

1894= .
2. 25568.
Òàê êàê

( ) ( )1 cos 4 cos cos 3 cos 2x x x x+ + + + =

(cos2 2cos 2 2cosx x= + )1x + ,

( )sin 2 sin 4 sin sin 3x x x x+ + + =

( )sin 2 1 2cos2 2cosx x x= + + ,

òî ïîëó÷àåì

(2cos 2 2cosx + ) ( )4 4 41 cos 2 sin 2x x x+ + =

= 
23 1 2sin 4

4 4
x-

+ Û

Û ( )
2 242 sin 4 sin 4

4cos 2cos 1 1 1
2 2

x x
x x

æ ö
+ - - = - Ûç ÷è ø

Û ( )424 cos 2cos 1 1x x+ - = Û

24 cos 2 cos 1 1x xÛ + - = ± .

Ðåøàÿ ïîëó÷èâøèåñÿ êâàäðàòíûå óðàâíåíèÿ, íà-

õîäèì 
1 1

cos ; 1; 0;
2 2

x ì üÎ - -í ý
î þ

.  Ðåøåíèÿ:

2
x n

�P
�P= + ; 2x n�P �P= + ; 2

3
x n

�P
�P= ± + ;

2
2

3
x n

�P
�P= ± + , n Î Z . Ñóììà êîðíåé íà äàííîì

ìíîæåñòâå ðàâíà 
5

8 8138,5 25568
2

m
�P

�P �P+ = » .
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ïîëó÷àåì
2

tg 3 60
2

AN b
ON x

�B �� �� �� �š �B �� �o.

Çíà÷èò, ABC�$  ðàâíîñòîðîííèé, è 2AC x�� ��

2 2017 89,82�� �z .

4. 
17 17

;
4 4

a �¨ �·�• �
�© �¸�ª �¹
; äëèíà èíòåðâàëà ðàâíà 8,5.

Ïóñòü 
2 1

a x
t

x

�P
��

��
. Òîãäà óðàâíåíèå ïðèíèìàåò

âèä

sin cos 2 2
4

t t
�P�¥ �´�� �� �� �
 �š�¦ �µ

�§ �¶

Û sin sin 2 2
4

t t
�P�¥ �´�� �
 �� �
 �š�¦ �µ

�§ �¶

Û 2sin cos 2 2
8 8

t
�P �P�¥ �´�
 �� �
 �š�¦ �µ

�§ �¶

Û cos 1 2
8 8

t t k
�P �P�¥ �´�
 �� �š �� �� �P�¦ �µ

�§ �¶
, k �• Z .

Îòñþäà ïîëó÷àåì

2 1 0
2 1 8

a
x x

k
�
 �� ��

��
.

Íåðàâåíñòâî �� �	 5f a �b  îçíà÷àåò, ÷òî ó èñõîäíîãî
óðàâíåíèÿ äîëæíî áûòü íå áîëåå 5 êîðíåé. Ïðè
ýòîì åñëè 1 2b b�x , òî óðàâíåíèÿ 2

1 1 0x b x�
 �� ��  è
2

2 1 0x b x�
 �� ��  íå èìåþò îáùèõ êîðíåé. Ïðè
êàæäîì ôèêñèðîâàííîì k �• Z  èìååòñÿ îäèí êî-
ðåíü, åñëè D = 0, è äâà êîðíÿ, åñëè D > 0.
Óñëîâèå 0D �r  ðàâíîñèëüíî

2
1

4 0 2 2
2 1 8 8

a
a k

k

�¥ �´ �¥ �´�
 �r �š �r ���¦ �µ �¦ �µ�� �§ �¶�§ �¶
.

Ñëåäîâàòåëüíî, 
1
4

a �� �•  ðåøåíèé íåò;

1
4

a �� �• 1 ðåøåíèå; 
1 15

;
4 4

a �¥ �´�• �•�¦ �µ
�§ �¶

 2 ðåøåíèÿ;

15
4

a �� �•  2 ðåøåíèÿ; 
15 17

;
4 4

a �¥ �´�• �•�¦ �µ
�§ �¶

 4 ðåøå-

íèÿ; 
17
4

a �� �•  5 ðåøåíèé; 
17
4

a �� �• áîëåå 5

ðåøåíèé.
5. 664574.
Äîêàæåì, ÷òî 1 3 1n n na a a�
 �
�� �� �� . Äåéñòâèòåëü-
íî, âîçìîæíû ñëåäóþùèå òðè âèäà íà÷àëà ïåðå-
ñòàíîâêè ÷èñåë �� �	1, 2, , nK .
à) �� �	1, 2, K . Îòáðîñèì ïåðâóþ åäèíèöó, à îñ-
òàëüíûå ÷èñëà óìåíüøèì íà 1. Ïîëó÷èâøàÿñÿ
ïåðåñòàíîâêà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì çàäà÷è äëÿ
ïåðåñòàíîâîê äëèíû n – 1. Ñëåäîâàòåëüíî, êîëè-
÷åñòâî òàêèõ ïåðåñòàíîâîê ðàâíî 1na �
 .
á) �� �	1, 3, 2, 4, K . Îòáðîñèì ïåðâûå òðè ÷ëåíà
ïåðåñòàíîâêè: �� �	1, 3, 2 . Îñòàëüíûå ÷èñëà óìåíü-

øèì íà òðè. Ïîëó÷èâøàÿñÿ ïåðåñòàíîâêà óäîâ-
ëåòâîðÿåò óñëîâèÿì çàäà÷è äëÿ ïåðåñòàíîâîê äëè-
íû n – 3. Ñëåäîâàòåëüíî, êîëè÷åñòâî òàêèõ ïåðå-
ñòàíîâîê ðàâíî 3na �
 .
â) Åùå îäíà ïåðåñòàíîâêà èìååò âèä
�� �	1, 3, 5, 7, , 6, 4, 2K . Â ñåðåäèíå – ïåðåõîä ñ ïîñ-
ëåäíåãî íå÷åòíîãî ÷èñëà, íå ïðåâîñõîäÿùåãî n, ê
ïîñëåäíåìó ÷åòíîìó ÷èñëó, íå ïðåâîñõîäÿùåìó n.
Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëè 1 3 1n n na a a�
 �
�� �� �� .
Âû÷èñëÿåì íà÷àëüíûå ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè. Î÷åâèäíî, ÷òî 1 1a �� , 2 1a �� , 3 2a �� . Ñëå-
äóþùèå ýëåìåíòû âû÷èñëÿåì ïîñëåäîâàòåëüíî
ïî ï îëó÷åííîé ðåêóððåíòíîé ôîðìóëå

1 3 1n n na a a�
 �
�� �� �� :

4 4a �� , 5 6a �� , 6 9a �� , 7 14a �� , ...
..., 35 664574a �� .

Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï

Âàðèàíò 1

1. Íà 1462,5%.
Îáîçíà÷èì ñòîèìîñòü áðþê ÷åðåç Á, êóðòêè –
÷åðåç Ê, ïàëüòî – ÷åðåç Ï , øóáû – ÷åðåç Ø ,
áðèëëèàíòîâîãî êîëüå – ÷åðåç ÁÊ . Ïî óñëîâèþ,
ÁÊ Ø Ï Ê
Ø Ï Ê Á

�� �� �� �� �A , ïðè÷åì 2ÁÊ Ï�� �– �A.

Òîãäà 
25 5

6,25
4 2

�A �� �� �� . Ñâÿçü ìåæäó ñòî-

èìîñòüþ øóáû è áðþê îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøå-

íèåì 3 125
8

Ø Á Á�� �– �A �� �– . Îòñþäà 
125

8
Ø
Á

�� ,

è èñêîìàÿ âåëè÷èíà îïðåäåëÿåòñÿ êàê

125
1 100 1462,5

8
�¥ �´�
 �– ���¦ �µ
�§ �¶

.

2. 26.
Åñëè êóïåö çàïëàòèë x ìîíåò ïî 2 êðîíû, y
ìîíåò ïî 3 êðîíû è z äóêàòîâ (ò.å. z ðàç ïî 5
êðîí), òî ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà 2 x + 3y + 5z = 50,

�; �=0; 20x �• , �; �=0; 15y �• , �; �=0; 3z �• .
Ïðè z = 0 ïîëó÷àåì óðàâíåíèå 2 x + 3y = 50,
èìåþùåå ïîäõîäÿùèå ïî óñëîâèþ ðåøåíèÿ ïðè
y = 4, 6, 8, 10, 12, 14 – âñåãî 6 ðåøåíèé.
Ïðè z = 1 ïîëó÷àåì óðàâíåíèå 2 x + 3y = 45,
èìåþùåå ïîäõîäÿùèå ïî óñëîâèþ ðåøåíèÿ ïðè
x = 0, 3, 6, 9, 12, 15, 18 – âñåãî 7 ðåøåíèé.
Ïðè z = 2 ïîëó÷àåòñÿ 7 ðåøåíèé, ïðè z = 3
ïîëó÷èì 6 ðåøåíèé. Ýòè äâà ñëó÷àÿ ìîæíî áûëî
áû ðàçîáðàòü àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùèì. Íî ìîæ-
íî ýòîãî íå äåëàòü, èñïîëüçóÿ òîò ôàêò, ÷òî
îïëà÷èâàåìàÿ ñóììà ðàâíà ðîâíî ïîëîâèíå âñåõ
äåíåã êóïöà. Ïîýòîìó êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ, èñ-
ïîëüçóþùèõ 2 äóêàòà, ðàâíî êîëè÷åñòâó ñïîñî-
áîâ, èñïîëüçóþùèõ 1 äóêàò (òàê êàê 2 äóêàòà
îñòàíåòñÿ â êîøåëüêå); àíàëîãè÷íî, êîëè÷åñòâî
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�� �	
2

2 3 21 2 1 2 1 1 2
2 2

xx x
x x ���¥ �´ �¥ �´�� �� �� �� �� �� �� �–�¦ �µ�¦ �µ �§ �¶�§ �¶

– íåðàâåíñòâî íå âûïîëíÿåòñÿ.

Åñëè 
2
3

x �� �
 , òî 2 1
2
x

x�� �� , �� �	2 1
2
x

f f x�¥ ��́� �� ���¦ �µ
�§ �¶

0�� , 3 22 1x �� �� ,

�� �	
2

2 3 21 2 1 2 1 1 2
2 2

xx x
x x ���¥ �´ �¥ �´�� �� �� �� �� �� �� �–�¦ �µ�¦ �µ �§ �¶�§ �¶

– íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ.

Òàêèì îáðàçîì, 
2
3

x �b �
 .

Èçáðàííûå çàäà÷è äðóãèõ âàðèàíòîâ

1. 49.
Ïî óñëîâèþ, ýòè ÷èñëà çàïèñûâàþòñÿ òîëüêî
öèôðàìè 0, 1, 2, 6, 8. Òîãäà òðåõçíà÷íûå ÷èñëà,
êðàòíûå 4, ìîãóò èìåòü íà êîíöå â òî÷íîñòè 10
âàðèàíòîâ: 00, 08, 12, 16, 20, 28, 60, 68, 80, 88.
Ïðè ýòîì íà ïåðâîì ìåñòå â êàæäîì èç ýòèõ 10
âàðèàíòîâ ìîæåò ñòîÿòü ëþáàÿ èç ÷åòûðåõ öèôð
1, 2, 6, 8. Êðîìå òîãî, ïîñëåäíèå 8 âàðèàíòîâ
äàþò òàêæå äâóçíà÷íûå ÷èñëà, à âòîðîé âàðèàíò
– îäíîçíà÷íîå. Çíà÷èò, âñåãî òàêèõ ÷èñåë
10 4 8 1 49�– �� �� �� .
2. –13,5.
Âûðàçèâ 1b  èç óðàâíåíèé 1 3b q �� �
  è 1 1b b q�� ��

2
1 13b q�� �� �
 , ïîëó÷èì óðàâíåíèå 23 10 3q q�
 �� ��

= 0. Åãî êîðíè: 3 è 
1
3

, èç êîòîðûõ ïîäõîäèò

òîëüêî 
1
3

q �� , îòêóäà 1
3

9b
q

�� �
 �� �
 . Ñëåäîâà-

òåëüíî, 1 9 27
1 1 1 3 2

b
S

q
�


�� �� �� �

�
 �


.

3. 33 êì ÷ ��v 77 êì ÷�b .

Èç ðèñóíêà 14 âèäíî, ÷òî ñêîðîñòü v (êì/÷)
àâòîáóñà ìîæåò áûòü áîëüøå ñêîðîñòè âåëîñèïå-
äèñòà â k ðàç, ãäå �� �=3; 7k �• .
4. Â ïåðâîé áðèãàäå 25 ðàáî÷èõ, âî âòîðîé – 24.
Åñëè n è m – ÷èñëî ðàáî÷èõ â ïåðâîé è âòîðîé
áðèãàäàõ, ïðîèçâîäèòåëüíîñòü êàæäîãî ðàáî÷åãî
ðàâíà 1, à t  – âðåìÿ ðàáîòû ïåðâîé áðèãàäû, òî

Ðèñ. 14

ñïîñîáîâ, èñïîëüçóþùèõ 3 äóêàòà, ðàâíî êîëè-
÷åñòâó ñïîñîáîâ áåç äóêàòîâ.
Òàêèì îáðàçîì, âñåãî ñïîñîáîâ 6 + 7 + 7 + 6 = 26.
3. k = 0, n = 96m, m �• Z .

Ïàðà 0;
48
n�P�¥ �´

�¦ �µ
�§ �¶

 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì âòîðîãî óðàâ-

íåíèÿ, ñëåäîâàòåëüíî, sin
48 2017
n k�P �P

�� . Ïàðà

;
48
n�P�¥ �´�P �
 �P�¦ �µ

�§ �¶
 òàêæå åñòü ðåøåíèå âòîðîãî óðàâíå-

íèÿ, ñëåäîâàòåëüíî, sin
48 2017
n k�P �P

�
 �� . Ñ íåîáõî-

äèìîñòüþ äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ k = 0,

sin 0
48
n�P

�� , ò.å. n = 48l , l �• Z .

Ïðîâåðèì äîñòàòî÷íîñòü ïîëó÷åííûõ çíà÷åíèé.
Ïîäñòàâèì ïàðó �� �	;x l x�P �
  â ïåðâîå óðàâíåíèå,

ïîëó÷èì �� �	 �� �	1sin sin sin 1 sinlx l x x x�
�� �P �
 �� �� �
 ,
÷òî ðàâíî 0 òîëüêî äëÿ ÷åòíûõ l , ò.å. l = 2m.

4. ; 0,18
18 18

DCB
�P �P

�• �� �� .

Âûáåðåì âíóòðè ABC�$  íà åãî âûñîòå òî÷êó O
òàê, ÷òîáû AOC�$  áûë ðàâíîñòîðîííèì. Äàëåå
èç ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ DBC  è OCB  âûòåêà-

åò DCB OBC�• �� �• . Ïîýòîìó 
18

DCB
�P

�• �� . Ïðè

ýòîì 0,18
18
�P

�� , ïîñêîëüêó 3,24�P �� .

5. 
2

;
3

x �¥ �·�• �
�d �
�¦ �¸�§ �¹
.

Èñõîäíîå íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó

2

2 1
2 2
x x�¥ �´�¥ �´�¦ �µ�� �� �r�¦ �µ�¦ �µ�§ �¶�§ �¶

�r �� �	2 12 1 2 1 1 8xx x ���¥ �´�� �� �� �� �– �š�¦ �µ
�§ �¶

Û �� �	
2

2 3 21 2 1 2 1 1 2
2 2

xx x
x x ���¥ �´ �¥ �´�� �� �r �� �� �� �� �–�¦ �µ�¦ �µ �§ �¶�§ �¶

.

Ôóíêöèÿ �� �	 2 1f t t t�� �� ��  âñþäó ïîëîæèòåëüíà
è ìîíîòîííî âîçðàñòàåò. Ïðè 0t �r  ýòî î÷åâèäíî,
ïðè t < 0 ýòî òîæå âåðíî, òàê êàê òîãäà

�� �	
21

1t t
f t

�� �� �
  ïîëîæèòåëüíà è óáûâàåò. Ôàêò

âîçðàñòàíèÿ ìîæíî äîêàçàòü è ñ ïîìîùüþ ïðîèç-

âîäíîé.

Åñëè 2 1
2
x

x�� �� , òî 
2
3

x �� �
 . Òîãäà 
2
x

f �¥ ��́��¦ �µ
�§ �¶

�� �	2 1f x�� �� , 3 22 1x �� �� , è ëåâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà

ðàâíà ïðàâîé.

Åñëè 
2
3

x �� �
 ,  òî 2 1
2
x

x�� �� ,  0
2
x

f �¥ �´�� ���¦ �µ
�§ �¶

�� �	2 1f x�� �� , 3 22 1x �� �� ,
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1
2

nt m t�¥ �´�� ���¦ �µ
�§ �¶

, �� �	 �� �	5 2nt n t�� �� �
 , ãäå ,n m �• N .

Èñêëþ÷àÿ ïåðåìåííóþ t , ïîëó÷àåì

24 4 20 25 0n nm n m�
 �� �
 �� �š
125

4 4 5
4 25

m n
n

�š �� �
 ��
��

.

Òàê êàê n �• N , òî 4 n +25 = 125, n = 25, m = 24.

5. 
16
3

 êì/÷.

Ïóñòü �� �	v x kx b�� ��  – ñêîðîñòü ïàðîìà â êì/÷,
x – âåñ ãðóçà â òîííàõ. Ïî óñëîâèþ,

�� �	10
50 1 60

100
k b k b�¥ �´�– �� �� �� �– ���¦ �µ

�§ �¶
, 6 70k b�� �– �� .

Îòñþäà 
1

15
k �� �
 , 

32
3

b �� . Ãðóçîîáîðîò ðàâåí

�� �	 1 32
15 3

g x x x�¥ �´�� �
 ���¦ �µ
�§ �¶

. Ýòà êâàäðàòè÷íàÿ ôóíê-

öèÿ ìàêñèìàëüíà ïðè x = 80.
6. Âòîðîå ÷èñëî áîëüøå.
Âû÷èñëèì ïåðâîå ÷èñëî. Ïîñêîëüêó

 
sin 9 cos9 2

tg 9 tg 81
cos9 sin 9 sin18

�o �o
�o �� �o �� �� ��

�o �o �o

è (àíàëîãè÷íî)

2
tg 27 tg 63

sin 54
�o �� �o ��

�o
,

îíî ðàâíî

�� �	2 sin 54 sin182 2
sin18 sin 54 sin18 sin 54

�o �
 �o
�
 �� ��

�o �o �o �– �o

= 
2 2sin18 cos 36

4
sin18 cos 36
�– �o �– �o

��
�o �– �o

.

Ïðè ýòîì

200 100
4 4 4

157 314 3,14
�P

�P �� �– �P �� �– ��.

7. x = –1.
Âûäåëÿÿ ïîëíûå êâàäðàòû è ïåðåõîäÿ â ëîãà-
ðèôìàõ ê äðóãèì îñíîâàíèÿì, ïîëó÷àåì

�� �	�� �	 �� �	�� �	2 2
3 5log 27 2 1 log 3 1 25x x�� �� �� �� �� ��

= �� �	�� �	2
2log 32 1 x�
 �� .

Ëåâàÿ ÷àñòü íå ìåíüøå 5, à ïðàâàÿ íå áîëüøå 5.

8. 
3

6 ,
4

x k k
�P

�� �� �P �•Z .

Ïîëîæèì 
4 3

x
t

�P
�� �
 . Òîãäà

3cos 2 2cos 5 0t t�� �
 �r �š

�� �	 4
6 cos 1 cos 0

3
t t�¥ �´�š �
 �� �r�¦ �µ

�§ �¶
.

Ïîëó÷àåì �; �	4
cos ; 1;

3
t �¥ �·�• �
�d �
 �� �d�¦ �¸�§ �¹

U . Ïîýòîìó

cos 1t �� , 2
4 3

x
k

�P
�
 �� �P , k �• Z .

Âîçìîæåí äðóãîé ñïîñîá ðåøåíèÿ: ëåâàÿ ÷àñòü
íåðàâåíñòâà íå áîëüøå 3, à ïðàâàÿ íå ìåíüøå 3.
9. 15.
Áèññåêòðèñà òðåóãîëüíèêà ABM  ñëóæèò åãî âû-
ñîòîé, ïîýòîìó AB BM MC x�� �� �y , à òàêæå
AL : LC = AB : BC = 1 : 2, ïîýòîìó BCLS ��

2 20ABLS�� �� , 30ABCS �� , 
1

15
2ABM ABCS S�� �� .

10. 12.
Òðåóãîëüíèêè ABC, ACK  è CBK  ïîäîáíû. Ïåðè-
ìåòðû ïîäîáíûõ òðåóãîëüíèêîâ îòíîñÿòñÿ òàê
æå, êàê ñîîòâåòñòâóþùèå ñòîðîíû. Ïîýòîìó

ACK

ABC

P AC
P AB

�� , CBK

ABC

P CB
P AB

�� . Ïî òåîðåìå Ïèôàãî-

ðà ïîëó÷àåì 
�� �	
�� �	

�� �	
�� �	

2 2

2 2 1
AC CB

AB AB
�� �� ,  îòêóäà

2 2 2
CBK AKC ABCP P P�� �� . Ïîýòîìó 12AKCP �� .

11. 2log 3a �� .
Èñõîäíîå íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó

�� �	3 2log log 3 1x a�– �
 �� . Åñëè 2log 3a �� , òî ðåøå-

íèé íåò. Åñëè 2log 3a �� , òî 2

1
log 33 1ax �
�� �� .

Åñëè 2log 3a �� , òî 2

1
log 30 3 1ax �
�� �� �� .

12. a = 5, b = –5, c = –6.
Óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî ìíîãî÷ëåí 4 3 25x x ax�� �� ��

bx c�� ��  äåëèòñÿ íà ìíîãî÷ëåí òðåòüåé ñòåïåíè

�� �	 �� �	 �� �	3 28 4 3x b x b x c�� �� �� �� �� ��  áåç îñòàòêà.
Äàííîå óñëîâèå ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå

�� �	 �� �	
�� �	 �� �	 �� �	
�� �	 �� �	

4 8 3 ,

3 4 3 ,

3 3 .

a b b b

b c b b

c c b

�
 �
 �� �� �
 �
�«
�®

�
 �� �� �� �
 �
�¬
�® �� �� �
 �
�­

Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ âûðàæàåì c + 3 è ïîäñòàâ-

ëÿåì â ïðàâóþ ÷àñòü òðåòüåãî: �� 2 8c b b�� �� ��

�	�� �	12 3 b�� �
 �
 . Òåïåðü ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ñêëà-
äûâàåì ñî âòîðûì è ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

3 212 44 45 0b b b�� �� �� �� . Åãî åäèíñòâåííûì öåëî-
÷èñëåííûì ðåøåíèåì áóäåò b = –5. Ñëåäîâàòåëü-
íî, a = 5, c = –6.
Ïðè ýòîì óðàâíåíèå 3 23 3 0x x x�� �
 �
 ��  èìååò
òðè ðåøåíèÿ: 1�p , –3.

13. 
6
7

.

Ñ îäíîé ñòîðîíû,

1 1 2 2 3 3 4 4
1 1 1 1
3 3 3 3

V h S h S h S h S�� �� �� �� .
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîëí.

3
S r

V
�–

�� . Ïîýòîìó

ïîëí.

3V
r

S
�� ��

1 2 3 4

1 2 3 4

3 1 6
1 1 1 1 7

V
S S S S

h h h h

�� �� ��
�� �� �� �� �� ��

.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè äàííûõ çíà÷åíèÿõ âûñîò ïèðà-
ìèäà ñóùåñòâóåò. Íà ðèñóíêå 15 îíà âïèñàíà â

ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä ñî ñòîðîíàìè 3,
4 è 7.
14. Ïóñòü a – ñòîðîíà îñíîâàíèÿ. Ðàäèóñ âïèñàí-
íîé â ïðàâèëüíûé øåñòèóãîëüíèê îêðóæíîñòè

3
2

a
R �� . Ðàññòîÿíèå ìåæäó ïëîñêîñòÿìè îñíî-

âàíèÿ ðàâíî 2 R. Ïîýòîìó â ïðèçìó ìîæíî âïè-

ñàòü øàð ðàäèóñà R; ó íàñ R = 1.
Ââåäåì ñèñòåìó êîîðäèíàò, êàê óêàçàíî íà ðè-
ñóíêå 16. Òîãäà óðàâíåíèå ïëîñêîñòè ïðèíèìàåò

âèä 1
3 3

x y z
a a a

�� �� �� , à êîîðäèíàòû òî÷êè öåí-

òðà âïèñàííîãî øàðà – 
3 3

; ;
2 2 2
a a a�¥ �´

�¦ �µ�¦ �µ
�§ �¶

. Íàõî-

äèì ðàññòîÿíèå îò öåíòðà äî ïëîñêîñòè:

1 1 1
1

32 2 2
2 51 1 1

1
3 3

a

a

�� �� �

�R �� ��

�� ��

.

Ðèñ. 15

Ðèñ. 16

Ðèñ. 17

Òîãäà (ðèñ.17) 
3 1

1
2 5

a
h R

�¥ �´
�� �
 �R �� �
�¦ �µ

�§ �¶
 è

3
2 3 10 5 14

3 2 15 5

h a
V h R

�¥ �´ �
�¥ �´�� �P �
 �� �P�¦ �µ�¦ �µ �¦ �µ�§ �¶ �§ �¶
=

= 
�� �	2 25 7 5

75

�P �

.
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