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Ðèñ. 5. Ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè

ÑËÅÄÓÞÙÈÉ  ÏÐÈÌÅÐ – ÐÈÌÀÍÎÂÛ
ïîâåðõíîñòè. Èõ ââåë â ðàññìîòðåíèå

íåìåöêèé ìàòåìàòèê Áåðíõàðä Ðèìàí â
ñåðåäèíå ïðîøëîãî âåêà. Ýòî ïîâåðõíîñ-
òè, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ â ðåçóëüòàòå ñî-
îòâåòñòâóþùåãî ðàçðåçàíèÿ è ñêëåèâàíèÿ
íåñêîëüêèõ (èëè äàæå áåñêîíå÷íîãî ÷èñ-
ëà) ïëîñêîñòåé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííî-
ãî. Òîïîëîãè÷åñêè òàêàÿ ïîâåðõíîñòü ìî-
æåò áûòü ñôåðîé, ñôåðîé ñ íåñêîëüêèìè
ðó÷êàìè è ò.ä. (ðèñ.5). Ó÷åíèå î ðèìàíî-

âûõ ïîâåðõíîñòÿõ ðàçðàáîòàíî â òåîðèè
ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. Çà-
òåì îíè íåîæèäàííî îêàçàëèñü ïîëåçíû-
ìè ñîâåðøåííî â äðóãèõ çàäà÷àõ. Íàïðè-
ìåð, íà ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòÿõ ïîëó÷è-
ëè ïðîñòóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ òðàêòîâêó
ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû.

Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, äâèæåíèå ÷àñòèöû
ïî ïðÿìîé â ïîëå ñ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé U ,
îïðåäåëÿåìîå óðàâíåíèåì Íüþòîíà

dU
x

dx
�a�a�� �
 .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî U  – ìíîãî÷ëåí ÷åòâåðòîé

ñòåïåíè ñ äâóìÿ íåñèììåòðè÷íûìè ïîòåíöè-
àëüíûìè ÿìàìè (ðèñ.6). Äâèæåíèå ÷àñòèöû â

êàæäîé èç ÿì ïåðèîäè÷íî. Â êàêîé èç ÿì
ïåðèîä êîëåáàíèé (ïðè äàííîì çíà÷åíèè ïîë-
íîé ýíåðãèè Å) áîëüøå: â áîëåå ãëóáîêîé èëè
áîëåå ìåëêîé? Èç òåîðèè ðèìàíîâûõ ïîâåðõ-
íîñòåé ñëåäóåò, ÷òî îáà ýòèõ ïåðèîäà òî÷íî
ðàâíû.

Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè
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Åñëè U  – ìíîãî÷ëåí 4-é ñòåïåíè, òî ýòîò
èíòåãðàë ýëëèïòè÷åñêèé, îí íå áåðåòñÿ â ýëå-
ìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ. Ïðè÷èíà – òîïîëîãè÷åñ-

Äëÿ ÷åãî ìû èçó÷àåì
ìàòåìàòèêó?

×òî îá ýòîì äóìàþò ñàìè ìàòåìàòèêè

Â.ÀÐÍÎËÜÄ

Îêîí÷àíèå. Íà÷àëî – â ïðåäûäóùåì íîìåðå
æóðíàëà.

Ðèñ. 6. Ïîòåíöèàëüíûå ÿìû è ôàçîâàÿ ïëîñ-
êîñòü



êàÿ. Óðàâíåíèå çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè
îïðåäåëÿåò «êðèâóþ» íà «ïëîñêîñòè» äâóõ
êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ �� �	,x y  (ýòà ïëîñ-
êîñòü èìååò âåùåñòâåííóþ ðàçìåðíîñòü 4). Ýòà
«êðèâàÿ» (ïîïîëíåííàÿ ïàðîé áåñêîíå÷íî óäà-
ëåííûõ òî÷åê) è åñòü ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü
íàøåé çàäà÷è. Òîïîëîãè÷åñêè ýòà ïîâåðõíîñòü
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òîð (ðèñ.7). Ýòèì è îáúÿñ-

íÿåòñÿ íåñâîäèìîñòú ýëëèïòè÷åñêèõ èíòåãðà-
ëîâ ê ýëåìåíòàðíûì (÷òîáû èíòåãðàëû áðà-
ëèñü, ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü äîëæíà èìåòü òî-
ïîëîãèþ ñôåðû).

Âåùåñòâåííûå òî÷êè íàøåé ðèìàíîâîé ïî-
âåðõíîñòè – ýòî â òî÷íîñòè äâå çàìêíóòûå
òðàåêòîðèè íà âåùåñòâåííîé ôàçîâîé ïëîñêî-
ñòè �� �	,x y , ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðèîäè÷åñêèì
äâèæåíèÿì ÷àñòèöû ñ ôèêñèðîâàííîé ïîëíîé
ýíåðãèåé Å â îáåèõ ÿìàõ è èçîáðàæåííûå íà
ðèñóíêå 6 âíèçó. Íà ïîâåðõíîñòè òîðà îíè
ðàñïîëîæåíû êàê äâà ìåðèäèàíà (ñì. ðèñ.7).

Ðàâåíñòâî ïåðèîäîâ êîëåáàíèé â îáåèõ ÿìàõ
ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ñóììàðíûé ïîòîê íåñæè-
ìàåìîé æèäêîñòè, òåêóùåé ïî ïîâåðõíîñòè
òîðà, ÷åðåç îáà êðàÿ öèëèíäðà, îãðàíè÷åííîãî
ïà òîðå ïàðîé åãî ìåðèäèàíîâ, ðàâåí íóëþ.

Êàðë Ãóñòàâ ßêîáè äîêàçàë, ÷òî ðèìàíî-
âû ïîâåðõíîñòè «óïðàâëÿþò» åùå äâóìÿ
çàäà÷àìè:

1) îïðåäåëåíèå ÷èñëà ñïîñîáîâ, êîòîðû-
ìè çàäàííîå ÷èñëî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå ñóììû ÷åòûðåõ êâàäðàòîâ

2 2 2 2N x y z u�� �� �� �� ;

2) èññëåäîâàíèå êîëåáàíèé ìàÿòíèêà,
êîòîðîå ïðèâîäèò ê ðåøåíèþ äèôôåðåí-
öèàëüíîãî óðàâíåíèÿ sinx x�a�a�� �
 .

Â êà÷åñòâå ïÿòîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì
òàê íàçûâàåìûé òðåóãîëüíèê Áåðíóëëè–

Ýéëåðà:

Îí çàïîëíÿåòñÿ òàê. Â íóëåâîé ñòðîêå
ïèøåòñÿ «1». Êàæäàÿ íå÷åòíàÿ ñòðîêà
(1-ÿ, 3-ÿ, ...) çàïîëíÿåòñÿ ñïðàâà: â êàæ-
äîé ïîçèöèè ñòîèò ñóììà âñåõ ÷èñåë ïðå-
äûäóùåé ñòðîêè, ñòîÿùèõ ïðàâåå äàííîé
ïîçèöèè. Êàæäàÿ ÷åòíàÿ ñòðîêà çàïîëíÿ-
åòñÿ àíàëîãè÷íî, íî ñëåâà.

×óäî, çàêëþ÷åííîå â ýòîì òðåóãîëüíèêå,
îòêðûòî 100 ëåò íàçàä. Êëþ÷ ê íåìó äàåò
«ïðîñòàÿ» (ìàòåìàòèêè ÷àñòî ñêðûâàþò,
÷òî âñå îáñòîèò î÷åíü ïðîñòî) òåîðåìà:
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Êîýôôèöèåíòû nk  â ýòîì ðàâåíñòâå ñòîÿò
íà «ñêëîíàõ» (áîêîâûõ ñòîðîíàõ) òðå-
óãîëüíèêà Áåðíóëëè–Ýéëåðà.

Îòñþäà ïî ëåâîìó «ñêëîíó»ëåãêî ïîëó-
÷èòü ðàçëîæåíèå â ñòåïåííîé ðÿä ôóíêöèè
tg x  (âñïîìíèòå, ÷òî îíà íå÷åòíàÿ, è â
ðàçëîæåíèè áóäóò òîëüêî íå÷åòíûå ÷ëå-
íû):

1
1 1

1!
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Àíàëîãè÷íî ïî ïðàâîìó «ñêëîíó»ïîëó-
÷àåòñÿ ðàçëîæåíèå â ðÿä ñåêàíñà.

Òðåóãîëüíèê Áåðíóëëè–Ýéëåðà äîñòàâëÿåò
òîïîëîãè÷åñêóþ êëàññèôèêàöèþ âåùåñòâåííûõ
ìíîãî÷ëåíîâ

1
1 1

n n
nx a x a��

���� �� ��K ,
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Ðèñ. 7. Ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü ýëëèïòè÷åñêèõ
èíòåãðàëîâ
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Ðèñ. 8. Êëàññèôèêàöèÿ çìåé

âñå n êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé êîòîðûõ âåùå-
ñòâåííû è ðàçëè÷íû.

Ãðàôèê òàêîãî ìíîãî÷ëåíà èìååò âèä çìåè, è
ÿ áóäó íàçûâàòü åãî çìååé.

Âñå âîçìîæíûå òèïû çìåé ñ 4n �b  óêàçàíû
íà ðèñóíêå 8.

Ìû îòíîñèì äâå çìåè ê îäíîìó òèïó, åñëè
îíè ïåðåâîäÿòñÿ äðóã â äðóãà ãëàäêèìè çàìåíà-
ìè íåçàâèñèìûõ è çàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ,
ñîõðàíÿþùèìè îðèåíòàöèè (ò.å. èìåþùèìè
ïîëîæèòåëüíûå ïðîèçâîäíûå).

Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, çìåè ìíîãî÷ëåíîâ
ñòåïåíè 4 ( n = 3). Òðè êðèòè÷åñêèå òî÷êè
îáÿçàòåëüíî èäóò â ïîðÿäêå ìèíèìóì – ìàêñè-
ìóì – ìèíèìóì. Òîïîëîãè÷åñêèé òèï çìåè
îïðåäåëÿåòñÿ òåì, áóäåò ëè ïîñëåäíèé ìèíè-
ìóì âûøå èëè íèæå ïåðâîãî. Ïîýòîìó ÷èñëî
òèïîâ çìåé ñ n = 3 ðàâíî 2.

Äëÿ çìåé ñ n = 4 âòîðîé ìàêñèìóì ìîæåò
áûòü íèæå èëè âûøå ïåðâîãî. Â ïåðâîì ñëó÷àå
âòîðîé ìèíèìóì ìîæåò çàíèìàòü äâà ïîëîæå-
íèÿ (âûøå èëè íèæå ïåðâîãî ìèíèìóìà, íî
âñåãäà íèæå îáîèõ ìàêñèìóìîâ), à âî âòîðîì –
òðè. Èòîãî 5 òèïîâ.

Åñëè ó âàñ õâàòèò òåðïåíèÿ íàðèñîâàòü âñå
çìåè ñ n = 5, òî âû óáåäèòåñü, ÷òî èõ 16, à ïðè
n = 6 èõ 61 (ýòî òîæå åùå ïîääàåòñÿ ðèñîâà-
íèþ). Ïîÿâëåíèå â êàêîé-íèáóäü êëàññèôèêà-
öèè ÷èñëà Ýéëåðà 61 – îáû÷íî ïðèçíàê òîãî,
÷òî ðÿäîì è îñòàëüíûå.

Áóäåì òåïåðü êëàññèôèöèðîâàòü çìåé ïî
õâîñòàì, ò.å. ïî ñàìûì ïðàâûì êðèòè÷åñêèì
òî÷êàì. Çàíóìåðóåì âñå n êðèòè÷åñêèõ çíà÷å-
íèé (çíà÷åíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ â òî÷êàõ ëîêàëü-
íûõ ìàêñèìóìîâ è ìèíèìóìîâ) â ïîðÿäêå
âîçðàñòàíèÿ (ò.å. ñíèçó ââåðõ) ÷èñëàìè îò 1 äî
n. Ýòîò íîìåð êðèòè÷åñêîé òî÷êè áóäåì íàçû-
âàòü åå âûñîòîé.

Âûñîòû õâîñòîâ çìåé óêàçàíû íà ðèñóíêå 8.
Íàïðèìåð, ïÿòü çìåé ñ n = 4 ðàñïðåäåëÿþòñÿ ïî
âûñîòàì õâîñòîâ òàê:

âûñîòà õâîñòà 1 2 3 4

÷èñëî çìåé 2 2 1 0

Ñóììà 2 + 2 + 1 + 0 = 5, åñòåñòâåííî, ðàâíà

ïîëíîìó ÷èñëó çìåé. Ñðàâíèâàÿ ýòè ÷èñëà çìåé
ñ ðàçíûìè âûñîòàìè õâîñòîâ ñ ÷èñëàìè òðåó-
ãîëüíèêà Áåðíóëëè–Ýéëåðà, âèäèì, ÷òî îíè (ñ
òî÷íîñòüþ äî ïîðÿäêà) ñîâïàäàþò.

Ïîñëå òîãî êàê ýòîò – äîñòàòî÷íî íåîæèäàí-
íûé – ôàêò çàìå÷åí (äëÿ ÷åãî îáÿçàòåëüíî

íóæíà ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ ðàáîòà ñ ðèñîâàíè-
åì çìåé), óæå íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî ðàñïðå-
äåëåíèå çìåé ïî âûñîòàì õâîñòîâ óäîâëåòâîðÿ-
åò ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ, îïðåäåëÿþ-
ùåìó òðåóãîëüíèê Áåðíóëëè–Ýéëåðà. Ñàìà
ôîðìóëà
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äîêàçûâàåòñÿ òàê.
Ðàññìîòðèì çìåþ ñ n + 1 êðèòè÷åñêîé òî÷êîé.

Âûáåðåì ñàìûé âûñîêèé ëîêàëüíûé ìàêñèìóì
è ïîòÿíåì åãî ââåðõ äî áåñêîíå÷íîñòè. Â ðå-
çóëüòàòå çìåÿ ðàñïàäåòñÿ íà äâå áîëåå êîðîòêèå
çìåè, ïðè÷åì ñóììàðíîå ÷èñëî êðèòè÷åñêèõ
òî÷åê óìåíüøèòñÿ íà 1. Àíàëîãè÷íî ìîæíî
ïîòÿíóòü äî �
�d  ñàìûé íèçêèé ëîêàëüíûé
ìèíèìóì. Îòñþäà ïîëó÷àåòñÿ ðåêóððåíòíîå
ñîîòíîøåíèå
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êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé íà îáîèõ îáðûâêàõ. à
êîýôôèöèåíò 2 ó÷èòûâàåò èñïîëüçîâàíèå è
ìàêñèìóìà, è ìèíèìóìà.

Â òåðìèíàõ ôóíêöèé K  íàøå ñîîòíîøåíèå
çàïèñûâàåòñÿ â âèäå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ
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Ïîñëåäíèé ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ìîäåëü
èçìåíåíèÿ ÷èñëåííîñòè íåêîòîðîé ïîïó-
ëÿöèè æèâîòíûõ (íàïðèìåð, êîëè÷åñòâî
ðûáû â ïðóäó èëè îêåàíå). Â ïðîñòåéøåì
ñëó÷àå ñèòóàöèÿ îïèñûâàåòñÿ ìîäåëüþ

x kx�a��  ( õ – ÷èñëåííîñòü
ïîïóëÿöèè, k – êîýôôèöè-
åíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè).
Ðåøåíèåì ýòîãî äèôôåðåí-
öèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿ-
åòñÿ ýêñïîíåíòà.

Îäíàêî íà ïðàêòèêå ñ
ðîñòîì õ óõóäøàþòñÿ óñëî-
âèÿ æèçíè ïîïóëÿöèè, è
êîýôôèöèåíò k óìåíüøàåò-
ñÿ. Íàïðèìåð, ïðè k = à –
– bx ïîëó÷àåì òàê íàçûâàå-
ìîå ëîãèñòè÷åñêîå óðàâíå-
íèå. Â ñëó÷àå à = b = 1 åãî
ðåøåíèÿ (ðèñ.9) âåäóò ê ñòà-
áèëüíîìó óðîâíþ «íàñåëå-
íèÿ»  õ = 1.

Åñëè âäîáàâîê ââåñòè íå-
êîòîðóþ êâîòó ñ íà îòëîâ
÷àñòè ïîïóëÿöèè, òî óðàâ-
íåíèå óñëîæíèòñÿ íåçíà÷è-
òåëüíî: 2x x x c�a�� �
 �
 . Ýòî
ïðîñòåéøàÿ ìîäåëü ðûáî-
ëîâñòâà. Ïðè óðîâíå êâîòû

1 4c ��  ñíîâà óñòàíàâëèâà-
åòñÿ óñòîé÷èâîå ðåøåíèå
(ðèñ.10), ïðè 1 4c ��  ïîëó-
÷èì áûñòðûé ïðîöåññ âû-
ìèðàíèÿ (ðèñ.11).

Ïðè 1 4c ��  ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ ïðèâîäÿò ê óñòà-
íîâèâøåìóñÿ ðåæèìó íà
óðîâíå 1/2 îò èñõîäíîé
ïîïóëÿöèè (ðèñ.12). Îäíà-
êî ýòîò ðåæèì íåóñòîé÷èâ:
ìàëûå ñëó÷àéíûå êîëåáà-
íèÿ âåäóò ê êàòàñòðîôå –
óíè÷òîæåíèþ ïîïóëÿöèè.

Êàê äîñòè÷ü îïòèìàëüíî-
ãî âûëîâà ïðè ñîõðàíåíèè
ïîïóëÿöèè íà íåêîòîðîì
óñòîé÷èâîì óðîâíå? Îòâåò:
íå íàçíà÷àòü æåñòêîãî ïëà-
íà âûëîâà, à âåñòè åãî ñ
ó÷åòîì îáðàòíîé ñâÿçè, ò.å.
ââåñòè êâîòó, ïðîïîðöèî-

íàëüíóþ ôàêòè÷åñêè èìåþùèìñÿ ðåñóð-
ñàì. Â ìîäåëè ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ

2x x x kx�a�� �
 �
  îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå êî-
ýôôèöèåíòà 1 2k �� . Ïðè òàêîì âûáîðå k
óñòàíàâëèâàåòñÿ ñðåäíèé ìíîãîëåòíèé âû-

Ä Ë ß  × Å Ã Î  Ì Û  È Ç Ó × À Å Ì  Ì À Ò Å Ì À Ò È Ê Ó ? 5

Ðèñ. 9. Ñòàáèëèçàöèÿ íàñåëåíèÿ

Ðèñ. 10. Ìîäåëü ðûáîëîâñòâà

Ðèñ. 11. Ïåðåëîâ

Ðèñ. 12. Îïòèìàëüíûé ïëàí óíè÷òîæàåò ïîïóëÿöèþ

Ðèñ.13. Îáðàòíàÿ ñâÿçü ñòàáèëèçèðóåò ñèñòåìó
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ëîâ 0 1 4kx ��  (ðèñ.13). Ýòî òàêîé æå âû-
ëîâ, êàê ïðè ìàêñèìàëüíî æåñòêîì ïëàíå
îòëîâà.

Áîëüøàÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü â ýòîì ñëó-
÷àå íåâîçìîæíà. Íî ïðè æåñòêîì ïëàíå
ñèñòåìà òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü è ãàðàíòèðî-
âàííî ñàìîóíè÷òîæàåòñÿ, à îáðàòíàÿ ñâÿçü
ñòàáèëèçèðóåò åå, è íåáîëüøèå èçìåíå-
íèÿ êîýôôèöèåíòà k íå âåäóò ê êàòàñòðî-
ôå.

Áûëî áû ñîâñåì íåïëîõî, åñëè áû ëèöà,
ïðèíèìàþùèå îòâåòñòâåííûå ðåøåíèÿ,
áûëè îçíàêîìëåíû ñ ïîäîáíûìè ìîäåëÿ-
ìè è äðóãèìè ïðàâèëàìè âûáîðà ñòðàòå-
ãè÷åñêèõ ñîöèàëüíûõ ðåøåíèé.

Áîëåå ïðîñòûå ìàòåìàòè÷åñêèå ñîîáðà-
æåíèÿ – òîò ôàêò, ÷òî çàêîíû ïðèðîäû
îïèñûâàþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâ-
íåíèÿìè, – ïîçâîëÿþò ïîíÿòü íåêîòîðûå
êàæóùèåñÿ ïàðàäîêñàëüíûìè ÿâëåíèÿ â
íàøåé æèçíè.

Â òå÷åíèå íåñêîëüêèõ äåñÿòèëåòèé ñî-
ñòîÿíèå íàøåé ýêîíîìèêè âûçûâàëî òðå-
âîãó ñïåöèàëèñòîâ: ìèëèòàðèçàöèÿ, ìî-
íîïîëèÿ è îáùàÿ íåêîìïåòåíòíîñòü ðóêî-
âîäñòâà ïðèâåëè ê òîìó, ÷òî ñäåëàëàñü
óñòîé÷èâî îòðèöàòåëüíîé âòîðàÿ ïðîèç-
âîäíàÿ (ñòàëè ñèñòåìàòè÷åñêè çàìåäëÿòü-
ñÿ òåìïû ðàçâèòèÿ).

Íå ïîíèìàþùåãî ìàòåìàòèêó ýòî íå
ñëèøêîì ïóãàëî, òàê êàê ïåðâàÿ ïðîèç-
âîäíàÿ âñå æå áûëà ïîëîæèòåëüíà (áëà-
ãîñîñòîÿíèå ðîñëî). Íî ìàòåìàòèêè çíà-
þò, ÷òî ïîñòîÿííî îòðèöàòåëüíàÿ ïðîèç-
âîäíàÿ (äàæå âûñîêîãî ïîðÿäêà) â êîíöå
êîíöîâ ïðèâåäåò ê îòðèöàòåëüíîñòè ïåð-
âîé ïðîèçâîäíîé, ò.å. ê ïàäåíèþ ïðîèç-
âîäñòâà è áëàãîñîñòîÿíèÿ îáùåñòâà, ïðè-
÷åì ýòîò ïðîöåññ óõóäøåíèÿ, êîãäà îí
ñäåëàåòñÿ çàìåòíûì, áóäåò óñêîðÿòüñÿ.
Âñëåäñòâèå èíåðöèîííîñòè ñèñòåìû ìãíî-
âåííî èçìåíèòü ïîëîæåíèå â òàêîå âðåìÿ
íåëüçÿ óæå íèêàêèìè ñðåäñòâàìè, òàê êàê
âñÿêîãî ðîäà èçìåíåíèÿ âëèÿþò ëèøü íà
çíàê ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé (äëÿ íàøåé
ïåðåñòðîéêè – òðåòüåé èëè äàæå ÷åòâåð-
òîé). Òàêèì îáðàçîì, íàáëþäàåìàÿ ýêî-
íîìè÷åñêàÿ äåãðàäàöèÿ âûçâàíà íå
ñòîëüêî íåïðàâèëüíûìè íîâûìè ðåøåíè-
ÿìè, ñêîëüêî äàâíèìè îøèáêàìè, ñäåëàí-
íûìè åùå âî âðåìÿ ðîñòà ïðîèçâîäñòâà.

Ê ñîæàëåíèþ, ýòè ýëåìåíòàðíûå ìàòåìà-
òè÷åñêèå ôàêòû î÷åíü òðóäíî îáúÿñíèòü
îãðàáëåííîìó íàðîäó, ñêëîííîìó ïðèïè-
ñûâàòü âñå óõóäøåíèå ðåôîðìàì. Ëþáûå
ðåôîðìû, êîíå÷íî, äîëæíû ïðèâîäèòü ê
óõóäøåíèþ, äàæå åñëè îíè ñàìûå ïðà-
âèëüíûå.

Ïëàíû îáû÷íî ñîñòàâëÿëèñü òàê, ÷òîáû
îïòèìèçèðîâàòü ïðîäóêöèþ íà 20 ëåò âïå-
ðåä («íà íàø âåê õâàòèò»). Ìàòåìàòèêó
ÿñíî, ÷òî îïòèìàëüíîå ïëàíèðîâàíèå ýòî-
ãî ðîäà äîëæíî ïðèâåñòè ê ïîëíîìó óíè÷-
òîæåíèþ âñåõ ðåñóðñîâ ê êîíöó ñðîêà
(èíà÷å îñòàâøèåñÿ ðåñóðñû ìîæíî áûëî
áû èñïîëüçîâàòü è, çíà÷èò, ïëàí íå áûë
áû îïòèìàëüíûì). Ê ñ÷àñòüþ, ïëàíû ýòè
«êîððåêòèðîâàëèñü» è íå èñïîëíÿëèñü.
Íî âñå æå îñíîâíûå òåíäåíöèè âûäåðæè-
âàëèñü, è ìû ê íà÷àëó ïåðåñòðîéêè, ãðó-
áî ãîâîðÿ, ñúåëè âñå, ÷òî ó íàñ áûëî.

Ïîïûòêè ñîñòàâèòü äåòàëüíûå «ïðîãðàì-
ìû» ýêîíîìè÷åñêîé ðåôîðìû ïî äíÿì ïî-
äîáíû ïîïûòêàì ïëàíèðîâàíèÿ âñåé ýêî-
íîìèêè è àíàëîãè÷íû ïîïûòêå ñîñòàâèòü
ïðîãðàììó äëÿ âîäèòåëÿ àâòîìîáèëÿ, êî-
òîðûé äîëæåí äîåõàòü îò Ìîñêâû äî
Ñàíêò-Ïåòåðáóðãà (íà òàêîé-òî ìèíóòå
ïîâåðíè íàïðàâî, íà òàêîé-òî – íàëåâî).
Óñïåõ ìîæåò áûòü äîñòèãíóò òîëüêî çà
ñ÷åò îáðàòíîé ñâÿçè, ò.å. íóæíà íå ïðî-
ãðàììà (òðàåêòîðèÿ), à, ãîâîðÿ ìàòåìà-
òè÷åñêèìè òåðìèíàìè, âåêòîðíîå ïîëå â
ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé ñèñòåìû – ìåõà-
íèçì ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé â çàâèñèìîñòè îò
ðåàëüíî äîñòèãíóòîãî ñîñòîÿíèÿ, à íå îò
êàëåíäàðíîé äàòû.

Êîå-÷òî èç ñêàçàííîãî ñëåäóåò èìåòü â
âèäó è ïðè ðåôîðìèðîâàíèè ñèñòåìû îá-
ðàçîâàíèÿ. Íàøè ïðèìåðû ïîêàçûâàþò,
÷òî «íåò íè÷åãî ïðàêòè÷íåå õîðîøåé òåî-
ðèè». Íóæíî, ÷òîáû ðàáîòíèêè îáðàçî-
âàíèÿ íå ãíàëèñü çà ñèþìèíóòíîé ïðàê-
òè÷åñêîé ïîòðåáíîñòüþ, à âñåãäà âèäåëè
ïåðñïåêòèâíûå öåëè îáùåñòâà.



Ï îâåðõíîñòü
è ÷òî íà íåé ïðîèñõîäèò

Ë.ÀØÊÈÍÀÇÈ

Ïðîÿâèòü òâåðäîñòü

Äëÿ ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèìåíåíèé
èìååò çíà÷åíèå òî, ÷òî ìû íàçûâàåì òâåð-
äîñòüþ. Âðîäå áû âñåì ïîíÿòíî, ÷òî ýòî
òàêîå. Íàïðèìåð, òâåðäîñòü õàðàêòåðà:
«Íå ó÷óñü è íå áóäó ó÷èòüñÿ!»

Ñïîñîáîâ èçìåðåíèÿ òâåðäîñòè â òåõíè-
êå èñïîëüçóåòñÿ íåñêîëüêî, è âñå îíè òàê
èëè èíà÷å èìèòèðóþò óñëîâèÿ ýêñïëóàòà-
öèè – âíåäðåíèå â ìàòåðèàë ÷åãî-òî, ñäå-
ëàííîãî èç äðóãîãî, ñïîñîáíîãî âíåäðÿòü-
ñÿ â íåãî, ò.å. áîëåå òâåðäîãî, ìàòåðèàëà.
Â êà÷åñòâå âíåäðÿåìîãî îáúåêòà, åãî íà-
çûâàþò èíäåíòîðîì, âûáèðàþò ëèáî ñòàëü-
íîé øàðèê (êîòîðûé, êàê âû ïîíèìàåòå,
íå âî âñå ìîæíî âíåäðèòü), ëèáî àëìàç-
íàÿ ïèðàìèäêà. Â ðàçíûõ ñëó÷àÿõ øàðè-
êè, ïèðàìèäêè è ïðèëàãàåìûå óñèëèÿ ðàç-
íûå, íî êðèòåðèåì òâåðäîñòè âñåãäà ÿâ-

ëÿåòñÿ ðàçìåð îñòàþùåãîñÿ îòïå÷àòêà. Â
ìèíåðàëîãèè èñïîëüçóþò äðóãîé ìåòîä
èçìåðåíèÿ òâåðäîñòè – öàðàïàþò îäèí
ìàòåðèàë äðóãèì. Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî
åñëè ïîïûòàòüñÿ ñâÿçàòü òâåðäîñòü ñ îñ-
íîâíûìè ïàðàìåòðàìè, õàðàêòåðèçóþùè-
ìè òâåðäîå òåëî, òî îêàæåòñÿ, ÷òî îíà
ñâÿçàíà ñ íèìè íåîäíîçíà÷íî. Äëÿ ïëàñ-
òè÷íûõ ìàòåðèàëîâ òâåðäîñòü îïèðàåòñÿ
íà ïðåäåë òåêó÷åñòè, à äëÿ õðóïêèõ – íà
ïðåäåë ïðî÷íîñòè.

Ñêàçàòü, êàêîé ìàòåðèàë ÿâëÿåòñÿ ñà-
ìûì ìÿãêèì, î÷åâèäíî, íåâîçìîæíî – â
ìÿãêîå âñå ýòè øàðèêè è ïèðàìèäêè áó-
äóò ïðîñòî ïðîâàëèâàòüñÿ. Èç ìåòàëëîâ
ñàìûé ìÿãêèé, íàâåðíîå, öåçèé Cs, îñî-
áåííî â æàðêóþ ïîãîäó (îí ïëàâèòñÿ ïðè
28,4 C° ). Ñàìûì òâåðäûì íà ñåãîäíÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ àëìàç, ñëåäóþùèé çà íèì – íèò-

ðèä áîðà BN (îäíà èç ìîäèôèêà-
öèé). Ðàçíûå ãðàíè ìîíîêðèñòàëëà
àëìàçà èìåþò ðàçíóþ òâåðäîñòü, íî
BN óñòóïàåò, õîòÿ è íåìíîãî, äàæå
ìåíåå òâåðäîé èç íèõ. Ñîãëàñíî ïóá-
ëèêàöèÿì îäíîé ãðóïïû àâòîðîâ,
áûë ïîëó÷åí ìàòåðèàë òâåðæå àë-
ìàçà – ôóëëåðèò, ìàòåðèàë íà îñ-
íîâå ìîëåêóë ôóëëåðåíà C60. Îä-
íàêî ýòî ïîêà ÷òî òåìíûé âîïðîñ…

×òî êàñàåòñÿ ïðàêòè÷åñêèõ ïðè-
ìåíåíèé, íàïðèìåð â êà÷åñòâå àá-
ðàçèâà, òî âàæíû è äðóãèå ñâîé-
ñòâà: òåïëîïðîâîäíîñòü (çîíà îáðà-
áîòêè ãðååòñÿ); õèìè÷åñêàÿ ñòîé-
êîñòü, ïðè÷åì èìåííî â òåõ óñëîâè-
ÿõ, êîòîðûå ñîçäàþòñÿ â çîíå ðåçà;
ñòîèìîñòü. Òàê ÷òî ïðèìåíÿþòñÿ äà-
ëåêî íå òîëüêî óêàçàííûå ðåêîðä-
ñìåíû.

Êðîìå òâåðäîñòè ñóùåñòâóþò åùå
òàêèå ïîíÿòèÿ, êàê ìèêðîòâåðäîñòü
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è, åñòåñòâåííî, íàíîòâåðäîñòü. Ýòî òå æå
òâåðäîñòè, íî èçìåðåííûå ïðè ìàëûõ íà-
ãðóçêàõ è îõâàòûâàþùèå ìåíüøóþ ïëî-
ùàäü ïîâåðõíîñòè. Äëÿ íåîäíîðîäíûõ
ìàòåðèàëîâ, íàïðèìåð åñëè ìû èìååì áî-
ëåå òâåðäûå âêëþ÷åíèÿ â ìåíåå òâåðäóþ
ìàòðèöó, ìèêðî- è íàíîòâåðäîñòü ìîãóò
áûòü ðàçíûìè – â çàâèñèìîñòè îò òîãî,
ïîïàëè ëè ìû èíäåíòîðîì, ò.å. òåì, ÷òî
âíåäðÿåì, â ìÿãêîå èëè â òâåðäîå ìåñòî.
È âî âòîðîì ñëó÷àå ðåçóëüòàò áóäåò âûøå,
÷åì ïðè èçìåðåíèè ïðîñòî òâåðäîñòè, ò.å.
íà îòíîñèòåëüíî áîëüøîì ó÷àñòêå ïîâåðõ-
íîñòè. Íî áóäåò ëè îí ñîîòâåòñòâîâàòü
òâåðäîñòè «èñòèííî òâåðäîãî» âêëþ÷åíèÿ
– âîïðîñ.

Ïðèæìèñü êî ìíå ïîêðåï÷å

Ðàç óæ ìû çàãîâîðèëè îá àáðàçèâàõ, òî
ïðèøëà ïîðà âñïîìíèòü ïðî òðåíèå, èç-
íîñîñòîéêîñòü è àäãåçèþ. Âñå ýòè òðè ïðî-
öåññà ïðîèñõîäÿò íà ïîâåðõíîñòè, ÷òî íå-
ìåäëåííî äåëàåò çàäà÷ó íà ñòóïåíü ñëîæ-
íåå, è áîëåå òîãî – íà ãðàíèöå äâóõ ìàòå-
ðèàëîâ, ò.å. ñëîæíîñòü ïîäíèìàåòñÿ åùå
íà ñòóïåíü ââåðõ. Ôîðìàëüíî – ïðîñòî
ïîòîìó, ÷òî äëÿ îïèñàíèÿ ñèòóàöèè òðå-
áóåòñÿ áîëüøå ïàðàìåòðîâ: â ñïèñîê âîé-
äóò ïàðàìåòðû íå îäíîãî ìàòåðèàëà, à
äâóõ, äà åùå è ïàðàìåòðû âçàèìîäåé-
ñòâèÿ (íàïðèìåð, ñêîðîñòü âçàèìíîãî ïå-
ðåìåùåíèÿ è ñèëà ïðèæàòèÿ).

×òîáû ïðåäñòàâèòü ñåáå, âî ÷òî âûëüåò-
ñÿ ýòîò óæàñ, ðàññìîòðèì ïðîñòåíüêóþ
ñèòóàöèþ. Ïóñòü ìàòåðèàë õàðàêòåðèçó-
åòñÿ ïÿòüþ ïàðàìåòðàìè, ïðèíèìàþùèìè
ïî ïÿòü çíà÷åíèé êàæäûé. Â ýòîì ñëó÷àå
ó íàñ, âî âñåé íàøåé âñåëåííîé, áóäåò

55 3125=  ìàòåðèàëîâ – ñîãëàñèòåñü, ÷òî
ýòî âåñüìà ñêðîìíî, â ðåàëüíîñòè èõ ïî-
ðÿäêà íà òðè áîëüøå. Îäíèõ òîëüêî ñòà-
ëåé ÷åëîâå÷åñòâî ïðèäóìàëî áîëåå òûñÿ-
÷è! À ñïëàâîâ äðóãèõ ìåòàëëîâ, à íåìå-
òàëëîâ, à êîìïîçèòîâ – íå ñ÷åñòü. Íó
ëàäíî, ïóñòü ìû òàêèå íåñ÷àñòíûå è â
íàøåé ìàëåíüêîé âñåëåííîé, íàõîäÿùåé-
ñÿ òî ëè â ñòàãíàöèè, òî ëè â ñòàãôëÿ-
öèè, åñòü âñåãî 3125 ìàòåðèàëîâ. Íî ñî-
÷åòàíèé èç äâóõ ìàòåðèàëîâ áóäåò óæå
9765625 – ïî÷òè 10 ìèëëèîíîâ. À ñ ó÷å-
òîì ïàðàìåòðîâ âçàèìîäåéñòâèÿ – ñêîðî-

ñòè è ñèëû ïðèæàòèÿ – àæ 39062500.
Âïðî÷åì, 10 ìèëëèîíîâ èëè 40 – óæå
ðàçíèöû íåò.

È ýòî åùå äàëåêî íå âñå. Ïîòîìó ÷òî,
åñëè ãîâîðèòü ñåðüåçíî, ó ïîâåðõíîñòè
ëþáîãî ìàòåðèàëà ïàðàìåòðîâ ñóùåñòâåí-
íî áîëüøå, ÷åì ó îáúåìà. Õîòÿ ïðè÷èíà
ýòîãî íå âïîëíå ÷åñòíà… Êàçàëîñü áû, ó
ïîâåðõíîñòè ïàðàìåòðîâ ìîæåò áûòü è
ìåíüøå, ÷åì ó îáúåìà. Íàïðèìåð, âîçüìåì
ïëîòíîñòü èëè óäåëüíûé âåñ – ýòîò ïàðà-
ìåòð åñòü ó îáúåìà, íî åãî íåò ó ïîâåðõ-
íîñòè. Ðàññòîÿíèå ìåæäó àòîìàìè – ýòî
åñòü è ó íåãî, è ó íåå. Äèñëîêàöèè – îíè
åñòü ó íåãî è â íåêîòîðîì ñìûñëå (îòêëî-
íåíèÿ ñòðóêòóðû îò èäåàëüíîé) ó íåå, íî
íå ôàêò, ÷òî ó íåå èõ áîëüøå, ñêîðåå
íàîáîðîò. Òàê ÷òî âðîäå áû ïîáåäèòåëü
íå î÷åâèäåí. Íî áåäà â òîì, ÷òî ïîâåðõ-
íîñòü – ýòî íåêîå èäåàëüíîå, ãåîìåòðè-
÷åñêîå ïîíÿòèå, à ñ òî÷êè çðåíèÿ ôèçèêè
ïîâåðõíîñòü – ýòî è îáúåì! Ïîòîìó ÷òî
ïðèïîâåðõíîñòíûå ñëîè ïðèíèìàþò ó÷àñ-
òèå âî âñåõ ïîâåðõíîñòíûõ ïðîöåññàõ.
Íàïðèìåð, íåêàÿ ðåàêöèÿ èäåò íà ïîâåðõ-
íîñòè, íî ìàòåðèàë äëÿ íåå ïîäàåòñÿ äèô-
ôóçèåé èç îáúåìà. È áîëåå òîãî, â ðå-
çóëüòàòå ýòèõ ñàìûõ ïîâåðõíîñòíûõ
ðåàêöèé è ïðîöåññîâ (íàïðèìåð, èñïàðå-
íèÿ) ñîñòàâ ìàòåðèàëà âáëèçè ïîâåðõíîñ-
òè èçìåíÿåòñÿ, ôîðìèðóåòñÿ ïðèïîâåðõ-
íîñòíûé ñëîé, êîòîðûé âñåãäà ìîë÷àëèâî
ïðè÷èñëÿþò ê «ïîâåðõíîñòè». Ïîýòîìó
íå óäèâëÿéòåñü ñëîâàì Âîëüôãàíãà Ïàó-
ëè, êîòîðûé ñêàçàë: «Ïîâåðõíîñòü ïðè-
äóìàë äüÿâîë».

Íî èçó÷àòü è èññëåäîâàòü ïîâåðõíîñòü è
ïðîöåññû íà íåé âîîáùå, à òðåíèå, èçíîñ
è àäãåçèþ – â ÷àñòíîñòè, êîíå÷íî, íàäî.
Ïîòîìó ÷òî â ìèðå áîëåå òðåòè ýíåðãèè
èäåò íà ïðåîäîëåíèå ñèë òðåíèÿ, à ÷åò-
âåðòü ìåòàëëà ðàñõîäóåòñÿ íà âîññòàíîâ-
ëåíèå ïîòåðü, ñâÿçàííûõ ñ èçíîñîì äåòà-
ëåé è óçëîâ â ìàøèíàõ. Ñàìûå ñîâåðøåí-
íûå äâèãàòåëè âíóòðåííåãî ñãîðàíèÿ òðà-
òÿò îò 12 äî 20% óãëåâîäîðîäíîãî ãîðþ÷å-
ãî íà ïðåîäîëåíèå ñâîèõ ñîáñòâåííûõ âíóò-
ðåííèõ ìåõàíè÷åñêèõ ïîòåðü ïëþñ íå ìå-
íåå 10% òåðÿåòñÿ â òðàíñìèññèè, èòîãî –
äî 30% ãîðþ÷åãî ðàñõîäóåòñÿ íà ïðåîäî-
ëåíèå òðåíèÿ. À åñëè âñïîìíèòü, ÷òî òðå-



íèå ñóùåñòâåííî è äëÿ ðàáîòû êîìïüþòå-
ðà, è äëÿ ðàáîòû âàøåãî óâàæàåìîãî îðãà-
íèçìà (à êñòàòè, ãäå èìåííî?)…

Î÷åíü óïðîùåííî êàðòèíà òðåíèÿ âûã-
ëÿäèò òàê – ìàòåðèàëû ñîïðèêàñàþòñÿ,
êîíòàêòèðóþò ïî ìàëåíüêèì ïëîùàäêàì
«èñòèííîãî êîíòàêòà», óñïåâàþò îáðàçî-
âàòü ìîñòèêè åäèíîãî ìàòåðèàëà, êîòî-
ðûå ïðè äâèæåíèè òóò æå ñðåçàþòñÿ. Âòî-
ðîé ìåõàíèçì òðåíèÿ – áîëåå òâåðäûé
ìàòåðèàë âðåçàåòñÿ ñâîèìè ìèêðîâûñòó-
ïàìè â ìåíåå òâåðäûé è íà÷èíàåò ïðè
äâèæåíèè ïðîïàõèâàòü â íåì áîðîçäû.
Åñëè ìû õîòèì îñëàáèòü òðåíèå, íàäî
ïðåæäå âñåãî ïðèìåíèòü æèäêóþ ñìàçêó
– îíà ÷àñòè÷íî èëè ïîëíîñòüþ ðàçäåëèò
ïîâåðõíîñòè. À åñëè òàêîé ñìàçêè íåò, òî
äëÿ óìåíüøåíèÿ òðåíèÿ íàäî èñïîëüçî-
âàòü òâåðäûå ìàòåðèàëû (÷òîáû ìåíüøå
«âðåçàëèñü» è áûëè ìåíüøå ïëîùàäêè
èñòèííîãî êîíòàêòà) è ðàçíîðîäíûå (÷òî-
áû õóæå îáðàçîâûâàëñÿ èëè áûë ìåíåå
ïðî÷åí «åäèíûé ìàòåðèàë»).

Îò÷àñòè ýòî ïîäòâåðæäàåòñÿ. Òàê, êî-
ýôôèöèåíò òðåíèÿ ó òâåðäûõ âåùåñòâ â
ïàðå àëìàç/àëìàç ðàâåí 0,1, â ïàðàõ ñàï-
ôèð/ñàïôèð ( 2 3Al O ) è êàðáèä âîëüô-
ðàìà/ êàðáèä âîëüôðàìà (WC) – 0,2, à
ó ìÿãêèõ âåùåñòâ â ïàðå àëþìèíèé/àëþ-
ìèíèé (Al) èëè ñåðåáðî/ñåðåáðî (Ag) –
1,4. Íî ýòî íà âîçäóõå, êîãäà íà ïîâåðõ-
íîñòè åñòü îêèñëåííàÿ ïëåíêà, ñîðáèðî-
âàâøàÿ âëàãó è âîîáùå âñå íà ñâåòå. Åñëè
æå ïîâåðõíîñòè î÷èñòèòü è ïîìåñòèòü â
âàêóóì, íå äàâàÿ çàãðÿçíèòüñÿ, òî äëÿ
àëìàçà ìû ïîëó÷èì êîýôôèöèåíò íå 0,1,
à 0,4, äëÿ ñàïôèðà – 0,6. Ïàðà íèêåëü
(Ni)/âîëüôðàì (W) íà âîçäóõå èìååò
êîýôôèöèåíò òðåíèÿ 0,3, â âàêóóìå –
0,6. Ïàðû íèêåëü/íèêåëü (Ni) è ìåäü/
ìåäü (Cu) íà âîçäóõå èìåþò êîýôôèöè-
åíò 0,5, à â âàêóóìå – 4,8! Á óëüøèõ
öèôð ÿ íå âñòðå÷àë.

Îäíàêî ÷åëîâå÷åñòâî èíòåðåñóåòñÿ â îñ-
íîâíîì óìåíüøåíèåì òðåíèÿ. Â êà÷åñòâå
ðåêîðäñìåíîâ îáû÷íî íàçûâàþò ôòîðî-
ïëàñò-4, îí æå òåôëîí; â ïàðå ñ òåôëî-
íîì æå èëè ñ ìåòàëëàìè èõ êîýôôèöèåíò
òðåíèÿ ñîñòàâëÿåò 0,03–0,04. Åñëè íóæíà
áîëüøàÿ òåðìîñòîéêîñòü, òî ê íàøèì óñ-
ëóãàì «òâåðäûå ñìàçêè» – ãðàôèò (Ñ) è

äèñóëüôèä ìîëèáäåíà ( 2MoS ), îáåñïå-
÷èâàþùèå êîýôôèöèåíò òðåíèÿ 0,03–0,04.
Îí çàâèñèò îò ñêîðîñòè è äàâëåíèÿ, òàê
÷òî ìîæåò áûòü è çàìåòíî áîëüøå; ýòî æå
îòíîñèòñÿ è ê òåôëîíó. Íèçêîå òðåíèå
ãðàôèò è äèñóëüôèä ìîëèáäåíà îáåñïå-
÷èâàþò ïîòîìó, ÷òî ðàñïàäàþòñÿ íà ìèê-
ðî÷åøóéêè, ò.å. íà ïëîñêîñòè, ñëîæåí-
íûå øåñòèóãîëüíèêàìè èç àòîìîâ óãëåðî-
äà. Ýòè ïëîñêîñòè ñëàáî ñâÿçàíû äðóã ñ
äðóãîì è ëåãêî äðóã ïî äðóãó ñêîëüçÿò.
Ïðàâäà, ãðàôèò ïåðåñòàåò áûòü õîðîøåé
ñìàçêîé â âàêóóìå, åãî êîýôôèöèåíò òðå-
íèÿ âîçðàñòàåò êàòàñòðîôè÷åñêè – äî 0,8.
Ïðè÷èíà ýòîãî òàêîâà – ÷òîáû áûòü õî-
ðîøåé ñìàçêîé, ÷åøóéêè ãðàôèòà äîëæ-
íû õîðîøî äåðæàòüñÿ íà îáåèõ òðóùèõñÿ
ïîâåðõíîñòÿõ, äàáû íà ñàìîì äåëå òåð-
ëèñü ÷åøóéêè ïî ÷åøóéêàì, à íå ÷åøóé-
êè ïî ìåòàëëó. Ãðàôèò õîðîøî äåðæèòñÿ
íà ìåòàëëå çà ñ÷åò äèïîëüíîãî ìîìåíòà,
êîòîðûé âîçíèêàåò, åñëè îí îêèñëåí ïî
êðàÿì, ò.å. åñëè ïëîñêîñòè îáðàìëåíû êèñ-
ëîðîäîì. Íà âîçäóõå ýòî òàê è åñòü, à â
âàêóóìå è ïîñëå ïðîãðåâà êèñëîðîä óëå-
òàåò. Ó ÷åøóåê æå äèñóëüôèäà äèïîëü-
íûé ìîìåíò (ñâÿçü Mo–S) åñòü è òàê,
êèñëîðîä èì äëÿ ýòîãî íå íóæåí. Âïðî-
÷åì, ôòîðèðîâàííûé ãðàôèò, ò.å. ñ «îá-
ðàìëåíèåì» èç ôòîðà (F), ðàáîòîñïîñî-
áåí è â âàêóóìå.

Èíîãäà êàê ïðèìåð íèçêîãî òðåíèÿ ïðè-
âîäÿò ëåä – ïðè ñêîëüæåíèè êîíüêà êî-
ýôôèöèåíò òðåíèÿ ñîñòàâëÿåò 0,015. Â
êà÷åñòâå îáúÿñíåíèÿ îáû÷íî íàçûâàþò ïî-
íèæåíèå òåìïåðàòóðû ïëàâëåíèÿ ëüäà ïðè
ïîâûøåíèè äàâëåíèÿ. Òåìïåðàòóðà ïëàâ-
ëåíèÿ ëüäà (êàê è íåñêîëüêèõ äðóãèõ
âåùåñòâ) äåéñòâèòåëüíî ïîíèæàåòñÿ ïðè
ïîâûøåíèè äàâëåíèÿ, íî, ñîãëàñíî íåêî-
òîðûì îöåíêàì, ýòîãî ïîíèæåíèÿ íåäî-
ñòàòî÷íî äëÿ ïëàâëåíèÿ. Ïîâåðõíîñòíûé
ñëîé ëüäà è ñàì ïî ñåáå îáëàäàåò ñâîé-
ñòâàìè, îòëè÷àþùèìèñÿ îò ñâîéñòâ îáúå-
ìà, ïðè÷åì ýòè îòëè÷èÿ çàâèñÿò îò òåìïå-
ðàòóðû. Â ïàðå ëåä/ëåä êîýôôèöèåíò
òðåíèÿ îêîëî 0,5 ïðè íèçêèõ òåìïåðàòó-
ðàõ (ïîðÿäêà 50 C- ° ) è 0,05–0,1 ïðè
âûñîêèõ (âûøå 20 C- ° ). Âû ìîæåòå ñî
âðåìåíåì ïîïûòàòüñÿ ðåøèòü ýòó çàäà÷ó
ñàìîñòîÿòåëüíî.
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Íî åñòü â îáëàñòè òðåíèÿ çàäà÷à âàæ-
íåå êàòàíèÿ íà êîíüêàõ. Íàïðèìåð, òðå-
íèå â ïðîòåçàõ ñóñòàâîâ, ïðè÷åì â òàê
íàçûâàåìûõ «ôèçèîëîãè÷åñêèõ óñëîâè-
ÿõ». Ñ îäíîé ñòîðîíû, ýòî õîðîøî – ñî
ñìàçêîé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðèíöèïè-
àëüíî âàæíûì îêàçûâàåòñÿ èçíîñ – èáî
ïðîäóêòû èçíîñà ïîïàäàþò â îðãàíèçì,
êîòîðûé íå çíàåò, ÷òî ñ íèìè äåëàòü.
Âîçìîæíî, ÷òî îïòèìàëüíîå ðåøåíèå äàåò
ïàðà ïîëèýòèëåí/êåðàìèêà ñ êîýôôèöè-
åíòîì òðåíèÿ 0,01.

Åñëè è åñòü ÷òî-òî òóìàííåå è çàïóòàí-
íåå òðåíèÿ, òàê ýòî åãî áðàòåö – èçíîñ. Â
ëèòåðàòóðå ðàññìàòðèâàåòñÿ áîëåå äåñÿòè
ìåõàíèçìîâ èçíîñà, è âñå îíè çàâèñÿò îò
ìàòåðèàëîâ è ðåæèìà òðåíèÿ (ñêîðîñòè,
äàâëåíèÿ, òåìïåðàòóðû, ñìàçêè). Â öå-
ëîì è îáùåì ìîæíî ëèøü ñêàçàòü, ÷òî
èçíîñ îáû÷íî ìåíüøå, åñëè ìåíüøå òðå-
íèå, ïîòîìó ÷òî ÷åì ìåíüøå ñèëà, òåì
ìåíüøå ðàçðóøåíèå. Êðîìå òîãî, èçíîñ
óìåíüøàåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì ïðî÷íîñòè –
ïðè ïðî÷èõ ðàâíûõ óñëîâèÿõ ïðî÷íûé
ìàòåðèàë ìåäëåííåå ðàçðóøàåòñÿ. Íàïðè-
ìåð, åñòü óñïåøíûå ïîïûòêè ñîçäàòü èç-
íîñîñòîéêèå ïîêðûòèÿ íà îñíîâå êàðáè-
äîâ TiC, WC, SiC.

Â ëèòåðàòóðå âñòðå÷àåòñÿ âûðàæåíèå
«áåçûçíîñíîå òðåíèå». Â ðåêëàìíûõ ïóá-
ëèêàöèÿõ îíî îçíà÷àåò æåëàíèå ïðèâëå÷ü
ïîêóïàòåëÿ. Â òåõ æå ñëó÷àÿõ, êîãäà çà
íèì ÷òî-òî ñòîèò, ýòî ìîæåò îçíà÷àòü ñëå-
äóþùåå. Ïåðâûé âàðèàíò – ýòî ñîçäàíèå
íà ïîâåðõíîñòè ñòðóêòóð (íàïðèìåð, ïî-
ðèñòîñòè èëè ëóíîê), êîòîðûå óäåðæèâà-
þò ñìàçêó, äåéñòâèòåëüíî óìåíüøàÿ òðå-
íèå è, â êàêîé-òî ìåðå, èçíîñ. Âòîðîé
âàðèàíò, áîëåå èíòåðåñíûé, êîãäà ïðîèñ-
õîäèò ðàçäåëåíèå êîìïîíåíòîâ ìàòåðèàëà
(íàïðèìåð, ñïëàâà) è îäèí, áîëåå ïðî÷-
íûé, êîìïîíåíò ôîðìèðóåò ïîðèñòóþ
ñòðóêòóðó, à âòîðîé, áîëåå ìÿãêèé, çà-
ïîëíÿåò ïîðû èëè ëóíêè, íà÷èíàÿ èãðàòü
ðîëü ñìàçêè. Íàêîíåö, òðåòèé âàðèàíò –
ôîðìèðîâàíèå íà ïîâåðõíîñòè ìÿãêîãî ìà-
òåðèàëà (èç èñõîäíîãî ìàòåðèàëà è êîì-
ïîíåíòîâ ñìàçêè ñëîÿ), êîòîðûé ñàì ïî
ñåáå èãðàåò ðîëü ñìàçêè, óìåíüøàåò òðå-
íèå è, â êàêîé-òî ìåðå, èçíîñ. Çàìåòèì,
÷òî åñëè òðóùèåñÿ ïîâåðõíîñòè íå èìåþò

âûõîäà «íàðóæó» è ìîãóò ëèøü îáìåíè-
âàòüñÿ ìàòåðèàëîì, òî äåéñòâèòåëüíî ìîæ-
íî ïîëó÷èòü îòñóòñòâèå èçíîñà. Îäíàêî â
ðåàëüíîé ýêñïëóàòàöèè òàêèå óñëîâèÿ
âñòðå÷àþòñÿ íå âñåãäà.

È ó÷òèòå, ÷òî íå òîëüêî êàïëÿ òî÷èò
êàìåíü, íî è ðóêà ÷åëîâåêà ñïîñîáíà èç-
íàøèâàòü ìåòàëë (ñì. çàñòàâêó ê ñòàòüå).
Íó è äâà âîïðîñà äëÿ ðàçìûøëåíèÿ: ÷òî
â äàííîì ñëó÷àå èçíàøèâàëà ðóêà è ïî-
÷åìó êàïëÿ òî÷èò êàìåíü?

Îé! À åñòü åùå òðåíèå êà÷åíèÿ, ó êîòî-
ðîãî ñîâåðøåííî äðóãîé ìåõàíèçì, íåæå-
ëè ó òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ (õîòÿ äîëüøå
âñåãî áóäåò êàòèòüñÿ – ïðè ïðî÷èõ ðàâ-
íûõ óñëîâèÿõ – àëìàçíûé øàð ïî àëìàç-
íîé ïëîñêîñòè), è òðåíèå âåð÷åíèÿ (÷òî
âû äóìàåòå ïðî åãî ìåõàíèçì?).

Àäãåçèÿ è êëåè

Åñëè ìû ïîñìîòðèì âîêðóã ñåáÿ, òî
óâèäèì, ÷òî ïî÷òè âñå âåùè ñäåëàíû èç
íåñêîëüêèõ êîíòàêòèðóþùèõ ìàòåðèàëîâ.
Åäèíñòâåííîå î÷åâèäíîå èñêëþ÷åíèå –
ëèñò áóìàãè, è òî ëèøü äî òîãî, êàê íà
íåì ÷òî-òî áóäåò íàïèñàíî. Ïðè÷åì êîëè-
÷åñòâî ðàçíûõ ìàòåðèàëîâ â îäíîé âåùè
ìîæåò èçìåðÿòüñÿ è äåñÿòêàìè, è ñîòíÿ-
ìè. Òåõíèêà âñå âðåìÿ ðàçâèâàëàñü ïî
ïóòè ñîçäàíèÿ íîâûõ ìàòåðèàëîâ è ñî-
âìåùåíèÿ èõ â èçäåëèÿõ, è âðÿä ëè îíà
îò ýòîé âîçìîæíîñòè îòêàæåòñÿ. Ïîýòîìó
âîñòîðæåííûå ñëîâà íàñ÷åò íîâîé ýðû 3D-
ïðèíòåðîâ, ÷òî çàâòðà ñäåëàåì êîìïüþ-
òåð, çàâòðà ñäåëàåì äâèãàòåëü, çàâòðà òî,
çàâòðà ñå… – âñå ýòî ìîãóò ïèñàòü òîëüêî
æóðíàëèñòû, íå ïîíèìàþùèå, èç ÷åãî ñäå-
ëàíî òî, ÷åì è íà ÷åì îíè ïèøóò. Ïîëà-
ãàþùèå, ÷òî ìèð óñòðîåí, êàê ïåñîê, ïå-
ñî÷íèöà, ôîðìî÷êè è êóëè÷èêè.

Òåõíèêà ñîñòîèò èç âåëèêîãî ìíîæå-
ñòâà ìàòåðèàëîâ. Ìíîãèå èç íèõ «ïðîñòî
êîíòàêòèðóþò», ò.å. îíè íå äîëæíû íè
âçàèìîäåéñòâîâàòü, íè ðàçðóøàòü äðóã
äðóãà. Íî ìíîãèå äîëæíû êðåïêî äðóã çà
äðóãà äåðæàòüñÿ: êðàñêè – íà áóìàãå,
ëûæíûå êðåïëåíèÿ – íà ëûæàõ, èçîëÿ-
öèÿ – íà ïðîâîäàõ, óïëîòíåíèÿ – íà äâåð-
öå õîëîäèëüíèêà… ñ åäîé. È âñå ýòè ñî-
åäèíåíèÿ äîëæíû èìåòü îïðåäåëåííóþ
ïðî÷íîñòü íà îòðûâ. Ñïîñîáíîñòü ïðîòè-



âîñòîÿòü ïîïûòêàì îòäåëèòü îäèí ìàòå-
ðèàë îò äðóãîãî íàçûâàåòñÿ àäãåçèåé. Îíà
îïðåäåëÿåò êàïèëëÿðíîñòü, ñìà÷èâàåìîñòü,
ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæåíèå, îíà ñóùåñòâåí-
íà äëÿ òðåíèÿ, ñêëåèâàíèÿ, ïàéêè, ñâàð-
êè, íàíåñåíèÿ ïîêðûòèé. Àäãåçèÿ ìàòðè-
öû è íàïîëíèòåëÿ êîìïîçèòîâ âëèÿåò íà
èõ ïðî÷íîñòü.

Ïîñëå âñåãî ñêàçàííîãî âàñ íå äîëæíî
óäèâèòü, ÷òî ñ òåîðèåé àäãåçèè äåëî îá-
ñòîèò íå î÷åíü õîðîøî. Ñëîæíîñòè ïðî-
èñòåêàþò îò òîãî, ÷òî ýòî ïîâåðõíîñòíûé
ýôôåêò, è îò òîãî, ÷òî åñëè ìû ñîåäèíÿ-
åì äâà ðàçíûõ ìàòåðèàëà, òî èìååì «áî-
íóñ òðåê» – óäâîåííîå êîëè÷åñòâî ïàðà-
ìåòðîâ è óìíîæåííîå âî ìíîãî ðàç êîëè-
÷åñòâî ñî÷åòàíèé èõ çíà÷åíèé. Ñóùåñòâó-
þò ïî êðàéíåé ìåðå ÷åòûðå ìåõàíèçìà
àäãåçèè.

Ïðåæäå âñåãî, ìåæäó ìàòåðèàëîì è àä-
ãåçèâîì ïðîèñõîäèò ìîëåêóëÿðíîå âçàè-
ìîäåéñòâèå, êîòîðîå â íåêîòîðûõ ñëó÷à-
ÿõ ïåðåõîäèò â õèìè÷åñêóþ ðåàêöèþ.
Ýëåêòðè÷åñêàÿ òåîðèÿ àäãåçèè îñíîâûâà-
åòñÿ íà îáðàçîâàíèè äâîéíîãî ýëåêòðè-
÷åñêîãî ñëîÿ ïðè êîíòàêòå äâóõ òåë. Â
ýòîì ñëó÷àå âëèÿíèå íà ïðî÷íîñòü ñêëåè-
âàíèÿ îêàçûâàåò íàëè÷èå â ìîëåêóëàõ êëå-
ÿùåãî âåùåñòâà è îáúåêòà ñêëåèâàíèÿ ïî-
ëÿðíûõ ãðóïï, è àäãåçèÿ îáóñëàâëèâàåò-
ñÿ ïðèòÿæåíèåì çàðÿäîâ. Äèôôóçèîííûé
ìåõàíèçì – ýòî ïðîöåññ äèôôóçèè êëåÿ-
ùåãî âåùåñòâà â ìàòåðèàë, â ðåçóëüòàòå
÷åãî èñ÷åçàåò ðåçêàÿ ãðàíèöà ìåæäó ñêëå-
èâàåìîé ïîâåðõíîñòüþ è êëåÿùèì âåùå-
ñòâîì, à ïåðåõîäíîé ñëîé îêàçûâàåòñÿ äî-
ñòàòî÷íî ïðî÷åí. È íàêîíåö, ìåõàíè÷åñ-
êîå ñöåïëåíèå êëåÿ è ìàòåðèàëà – ïðî-
íèêíîâåíèå æèäêîãî êëåÿ â ïîðû ñêëåè-
âàåìûõ ìàòåðèàëîâ è îáðàçîâàíèå (ïîñëå
çàòâåðäåâàíèÿ êëåÿ) ìîñòèêîâ, «çàêëå-
ïîê». Ýòîò ïðîöåññ èäåò, òîëüêî åñëè õîòÿ
áû îäèí èç ñêëåèâàåìûõ ìàòåðèàëîâ ïî-
ðèñòûé.

Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ îò ñîåäèíåíèÿ íóæ-
íà íå ïðîñòî ïðî÷íîñòü, à ïðî÷íîñòü â
êîíêðåòíûõ óñëîâèÿõ ýêñïëóàòàöèè – íà-
ïðèìåð âèáðî- èëè óäàðîïðî÷íîñòü. Èíîã-
äà ïðèíöèïèàëüíî âàæíî ÷òî-òî äðóãîå,
íàïðèìåð ãåðìåòè÷íîñòü èëè íèçêàÿ ãàçî-
ïðîíèöàåìîñòü. Â âàêóóìíîé òåõíèêå ãî-

âîðÿò «âàêóóìíàÿ ïëîòíîñòü», è òàì òðå-
áîâàíèÿ îáû÷íî æåñò÷å – åñëè âû íå ðàç-
ðàáàòûâàåòå áàêòåðèîëîãè÷åñêîå èëè òîê-
ñèííîå îðóæèå. Â âàêóóìíîé òåõíèêå âàæ-
íî äàâëåíèå ïàðà ìàòåðèàëà îáðàçóþùå-
ãîñÿ ñîåäèíåíèÿ – îíî íå äîëæíî áûòü
ñëèøêîì âåëèêî. Ýòî òðåáîâàíèå îãðàíè-
÷èâàåò, íàïðèìåð, âûáîð ïðèïîåâ – ëåã-
êîïëàâêèå ïðèïîè ÷àñòî äàþò øîâ, ìàòå-
ðèàë êîòîðîãî èìååò âûñîêîå äàâëåíèå
ïàðà. Èíîãäà âàæíû ýëåêòðè÷åñêèå ñâîé-
ñòâà ñîåäèíåíèÿ – îíî äîëæíî èìåòü íèç-
êîå ñîïðîòèâëåíèå, êàê ñîåäèíÿåìûå ìå-
òàëëû. Îñîáàÿ ïðîáëåìà – åñëè ìû õî-
òèì ñîåäèíèòü ïàéêîé äâà ñâåðõïðîâîä-
íèêà. Èëè íàîáîðîò, âûñîêîå ñîïðîòèâ-
ëåíèå, åñëè ìû ñîåäèíÿåì äèýëåêòðèêè è
õîòèì ñîõðàíèòü äèýëåêòðè÷åñêèå ñâîé-
ñòâà. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ âàæíà ñïîñîá-
íîñòü ïåðåæèòü äàëüíåéøèå òåõíîëîãè-
÷åñêèå ïðîöåññû – íàïðèìåð, åñëè ìàòå-
ðèàëû ñîåäèíÿþòñÿ, à ïîòîì êàê-òî îá-
ðàáàòûâàþòñÿ. ×àñòî åñòü êàêèå-òî ñóùå-
ñòâåííûå îãðàíè÷åíèÿ íà ñàì òåõíîëîãè-
÷åñêèé ïðîöåññ – êîãäà ñîåäèíÿåìûå äå-
òàëè, ñêàæåì, íåëüçÿ ñèëüíî íàãðåâàòü
èëè êîãäà ñàì ïðîöåññ ñîåäèíåíèÿ äîë-
æåí ïðîèñõîäèòü ïîä âîäîé (è íå÷åãî
óäèâëÿòüñÿ, ñóùåñòâóþò è ïîäâîäíàÿ ñâàð-
êà, è ñêëåèâàíèå ïîä âîäîé). Ïðè ñîåäè-
íåíèè õðóïêèõ ìàòåðèàëîâ, ò.å. ñòåêëà è
êåðàìèêè, ñ ìåòàëëàìè äîëæíû áûòü ñî-
ãëàñîâàíû êîýôôèöèåíòû òåðìè÷åñêîãî
ðàñøèðåíèÿ, èíà÷å ïðè îõëàæäåíèè (îò
òåìïåðàòóðû, ïðè êîòîðîé ïðîèñõîäèò
ñîåäèíåíèå) ñïàé ñàì ïî ñåáå ðàçðóøèòñÿ
– ïðèëàãàòü âíåøíèå óñèëèÿ è íå ïðè-
äåòñÿ.

Êëàññèôèöèðîâàòü ñèòóàöèè ñîåäèíåíèÿ
äâóõ ìàòåðèàëîâ èëè äåòàëåé íåïðîñòî –
ìíîãèå ìåòîäû ïëàâíî ïåðåõîäÿò îäèí â
äðóãîé, à íåêîòîðûå íàêëàäûâàþòñÿ, ïî-
ðîæäàÿ ãèáðèäû. Íàâåðíîå, ïåðâûì ñëå-
äóåò ïðèçíàòü äåëåíèå ñèòóàöèé íà òàêèå
ñîåäèíåíèÿ: äåòàëè è ìàòåðèàëà, äâóõ ìà-
òåðèàëîâ è, íàêîíåö, äâóõ äåòàëåé.

Ñîåäèíåíèå äåòàëè è ìàòåðèàëà – ýòî
íàíåñåíèå âñÿ÷åñêèõ ïîêðûòèé (îêðàñêà),
èçìåíåíèå ïîâåðõíîñòíîãî ñëîÿ ïîñðåä-
ñòâîì âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ãàçîì èëè æèä-
êîñòüþ (àçîòèðîâàíèå ñòàëè, àíîäèðîâà-
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íèå àëþìèíèÿ). Âîïðîñ î ïðî÷íîñòè íà-
íåñåííîãî èëè èçìåíåííîãî ñëîÿ âîçíèêà-
åò è â ýòîì ñëó÷àå – îí ìîæåò îòñëàè-
âàòüñÿ èç-çà òåðìè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé,
âîçíèêàþùèõ ïðè èçìåíåíèÿõ òåìïåðà-
òóðû, èç-çà âèáðàöèé è óäàðîâ.

Ñîåäèíåíèå äâóõ ìàòåðèàëîâ – ýòî, ñêà-
æåì òàê, íåêîòîðàÿ ýêçîòèêà, íî îíà òîæå
âîçìîæíà: ïðåäñòàâüòå ñåáå, ÷òî âû ðàñ-
ïûëÿåòå îäíîâðåìåííî äâà ðàçíûõ âåùå-
ñòâà, à ïîëó÷àþùèåñÿ ÷àñòè÷êè òóò æå
ñëèïàþòñÿ è îáðàçóþò åäèíûé êîìïîçè-
öèîííûé ìàòåðèàë.

Åñëè ãîâîðèòü î ñîåäèíåíèè äâóõ äåòà-
ëåé, òî ðàññìîòðèì òîëüêî íåðàçáîðíûå,
òî÷íåå – íå ïðåäíàçíà÷åííûå äëÿ ðàçáîð-
êè, ñîåäèíåíèÿ. Áîëòû, âèíòû, ãàéêè è
ò.ï. – ïîáîêó. À çàêëåïêè? Îíè òîæå
«íåðàçáîðíûå», õîòü èõ çà÷àñòóþ è ðàç-
áèðàþò ïûòëèâûå þíûå «íååñòåñòâåííî-
èñïûòàòåëè». Íàâåðíîå, íàäî âûäåëèòü
ñèòóàöèè, êîãäà ìåæäó ìàòåðèàëàìè âîç-
íèêàåò ñóùåñòâåííîå õèìè÷åñêîå âçàèìî-
äåéñòâèå (ìåæìîëåêóëÿðíûå ñâÿçè) èëè
òîëüêî ôèçè÷åñêîå âçàèìîäåéñòâèå, íà-
ïðèìåð òðåíèå. Íî, ñîãëàñíî ñîâðåìåí-
íûì òåîðèÿì, òðåíèå òîæå îáÿçàíî õèìè-
÷åñêîìó âçàèìîäåéñòâèþ (ìåõàíèçì «ñâà-
ðèâàíèå–ñðåç»). Â îáùåì, ïîïûòêà äàòü
òî÷íîå îïðåäåëåíèå çàâîäèò â òàêîé ëåñ,
â òàêóþ ÷àùó… Òàê ÷òî ñäåëàåì âèä,
÷òî ìû çàáûëè ïðî çàêëåïêè, è ïîéäåì
äàëüøå.

Ñèòóàöèè íåðàçáîðíîãî ñîåäèíåíèÿ äâóõ
äåòàëåé ïðèíÿòî äåëèòü íà ñëó÷àè, êîãäà
â çîíó ñîåäèíåíèÿ íå âíîñÿòñÿ êàêèå-ëèáî
òðåòüè âåùåñòâà, êðîìå äâóõ ñîåäèíÿå-
ìûõ, è êîãäà âíîñÿòñÿ. Ïåðâûé ñëó÷àé –
ýòî ñâàðêà, âòîðîé – ïàéêà, åñëè åñòü
íàãðåâ äî ïëàâëåíèÿ ýòîãî òðåòüåãî âåùå-
ñòâà, è ñêëåéêà, êîãäà íàãðåâà íåò. Ýòà
êëàññèôèêàöèÿ, êàê è, íàâåðíîå, âñå èí-
æåíåðíûå êëàññèôèêàöèè, íå æåñòêàÿ;
âàæíû åùå ðîëü ïåðâîîòêðûâàòåëÿ (êòî
ïåðâûé ïðèäóìàë, íàçâàë è âíåäðèë) è
òðàäèöèè. Íàïðèìåð, åñòü «òåðìîêîìï-
ðåññèîííàÿ ñâàðêà» – äåòàëè íàãðåâàþò-
ñÿ è ñèëüíî ñæèìàþòñÿ, íî íå ïëàâÿòñÿ.
È åñòü ñâàðêà «ïîä ôëþñîì», êîãäà âå-
ùåñòâî âíîñèòñÿ, íî íå ñòàíîâèòñÿ ïîòîì
÷àñòüþ äåòàëè, êàê ïðè ïàéêå, à ëèøü

(õîðîøåíüêîå ëèøü!) çàùèùàåò äåòàëè
îò îêèñëåíèÿ â ïðîöåññå ñâàðêè.

Â öåëîì òåõíîëîãèÿ ñâàðêè è ïàéêè
óñîâåðøåíñòâîâàíà äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïðî-
áëåìû ñîáñòâåííî ïðî÷íîñòè áûëè ðåøå-
íû. Èíûìè ñëîâàìè, âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ
ìàòåðèàë øâà íå ìåíåå ïðî÷åí, ÷åì áîëåå
ñëàáûé èç ñîåäèíÿåìûõ ìàòåðèàëîâ, è
óæ âî âñÿêîì ñëó÷àå óäîâëåòâîðÿåò òðå-
áîâàíèÿì ïî ïðî÷íîñòè. Ñëîæíåå îáñòîèò
äåëî ñ âèáðîñòîéêîñòüþ è âîçìîæíîñòüþ
äàëüíåéøåé îáðàáîòêè. Ïåðåõîäíûå ñëîè,
êîòîðûå îáðàçóþòñÿ ïðè ñâàðêå, èíîãäà
ñîñòîÿò èç «èíòåðìåòàëëèäîâ» – ñîåäèíå-
íèé ìåòàëëîâ, êîòîðûå áûâàþò õðóïêè-
ìè. Íó, â ýòîì ñëó÷àå ïðèìåíÿþò ïàéêó.
Ñåãîäíÿ òåõíèêà ñâàðêè è ïàéêè äîñòèã-
ëà ñîñòîÿíèÿ, êîãäà áîëüøèíñòâî ìàòåðè-
àëîâ òàê èëè èíà÷å ñîåäèíèòü óäàåòñÿ è
ïðî÷íîñòü ñîåäèíåíèÿ íå óñòóïàåò ñàìèì
ñîåäèíÿåìûì ìàòåðèàëàì.

Íî åñòü íåñêîëüêî îñîáî ñëîæíûõ ñëó-
÷àåâ. Îäèí èç íèõ – ñîåäèíåíèå ïîëèýòè-
ëåíà è ôòîðîïëàñòà. È ýòî íå ñëó÷àéíî:
ìàòåðèàëû ñ ñàìûì íèçêèì òðåíèåì –
ýòî ìàòåðèàëû ñ ñàìîé íèçêîé àäãåçèåé.
Òîëüêî ïîñëå ñëîæíîé îáðàáîòêè ïîâåðõ-
íîñòè («àêòèâèðîâàíèÿ») óäàåòñÿ ïîëó-
÷èòü ïðî÷íîñòü ñêëåéêè 14 ÌÏà – ýòî
ëèøü âäâîå ìåíüøå, ÷åì ó ñàìîãî ôòî-
ðîïëàñòà.

Äðóãîé ñëîæíûé ñëó÷àé – êëåè äëÿ
ñêëåèâàíèÿ ïîä âîäîé. Âîîáùå-òî îíè ñó-
ùåñòâóþò, íî îáåñïå÷èâàþò äîâîëüíî
ñêðîìíóþ ïðî÷íîñòü ñêëåéêè – 10 ÌÏà.
Êàðàêàòèöû è ìèäèè ñîçäàëè òàêîé êëåé
äàâíûì-äàâíî – äëÿ ýòîãî ó íèõ åñòü
ñïåöèàëüíûå êëåòêè, äà è íå òîëüêî îíè.
È áèîëîãè ïûòàþòñÿ ñîçäàòü ïîäâîäíûé
êëåé íà îñíîâå êëåÿ ìèäèé. Ñêîðåå âñå-
ãî, ýòî ó íèõ ïîëó÷èòñÿ, Èíòåðåñíî áû
åãî ïîïðîáîâàòü íà ñóøå è íà ïîëèýòèëå-
íå ñ ôòîðîïëàñòîì. Âäðóã ìèäèÿ è ñ ýòèì
ñïðàâèòñÿ?
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Ýòîò ðàçäåë âåäåòñÿ ó íàñ èç íîìåðà â íîìåð ñ ìîìåí òà îñíîâàíèÿ æóðíàëà. Ïóáëèêóåìûå
â íåì çàäà÷è  íåñòàíäàðòíû, íî  äëÿ  èõ ðåøåíèÿ íå òðåáóåòñÿ çíàíèé, âûõîäÿùèõ  çà ðàìêè
øêîëüíîé  ïðîãðàììû. Íàèáîëåå òðóäíûå çàäà÷è îòìå÷à þòñÿ çâåçäî÷êîé. Ïîñëå ôîðìóëè-
ðîâêè çàäà÷è ìû îáû÷íî óêàçûâàåì, êòî íàì åå ïðåäëî æèë. Ðàçóìååòñÿ, íå âñå ýòè çàäà÷è
ïóáëèêóþòñÿ âïåðâûå.

Ðåøåíèÿ çàäà÷ ïî ìàòåìàòèêå è ôèçèêå èç ýòîãî íîìåð à ñëåäóåò îòïðàâëÿòü ïî ýëåêòðîí-
íûì àäðåñàì: math@kvant.ras.ru è phys@kvant.ras.ru ñîîòâåòñòâåííî èëè ïî ïî÷òîâîìó àäðåñó:
119296 Ìîñêâà, Ëåíèíñêèé ïðîñïåêò, 64-À, «Êâàíò».

Óñëîâèÿ êàæäîé îðèãèíàëüíîé çàäà÷è, ïðåäëàãàåìîé äë ÿ ïóáëèêàöèè, âìåñòå ñ Âàøèì
ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è ïðèñûëàéòå ïî òåì æå àäðåñàì.

Çàäà÷à Ì2476 ïðåäëàãàëàñü íà VIII Ìåæäóíàðîäíîé îëè ìïèàäå Romanian Master in Mathematics,
à çàäà÷à Ì2477 – íà XXIV Ìåæäóíàðîäíîé îëèìïèàäå «Ò óéìààäà».

Àâòîð çàäà÷ Ô2481–Ô2484 – Ä.Àëåêñàíäðîâ.

Çàäà÷è
ïî ìàòåìàòèêå è ôèçèêå

Çàäà÷è Ì2474–Ì2477, Ô2481–Ô2484

M2474.  Íàòóðàëüíûå ÷èñëà x, y, z òàêîâû,
÷òî �� �	 �� �	 �� �	x y y z z x x y z�
 �
 �
 �� �� �� . Äî-
êàæèòå, ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ äëèíàìè ñòîðîí
íåêîòîðîãî òðåóãîëüíèêà.

Â.Ñåíäåðîâ

M2475.  Äàí êâàä-
ðàò ABCD . Ïåðå-
ìåííûé êâàäðàò
KLMN  ðàñïîëî-
æåí òàê, ÷òî K  ëå-
æèò íà îòðåçêå AD ,
B ëåæèò íà îòðåçêå
LM , à C ëåæèò íà
îòðåçêå MN  (ñì.
ðèñóíîê). Íàéäèòå
ãåîìåòðè÷åñêîå ìå-
ñòî òî÷åê T ïåðåñå-
÷åíèÿ ïðÿìûõ AL
è DN .

Â.Ðàñòîðãóåâ

M2476.  Íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè ïîñò-
ðîåíû ãðàôèêè 1G  è 2G  êâàäðàòè÷íûõ
ôóíêöèé �� �	 2

1 1 1 1f x p x q x r�� �� ��  è �� �	2f x ��
2

2 2 2p x q x r�� �� �� , ïðè÷åì 1 20p p�� �� . Ãðà-
ôèêè 1G  è 2G  ïåðåñåêàþòñÿ â äâóõ ðàçëè÷-
íûõ òî÷êàõ A è B. ×åòûðå êàñàòåëüíûå ê

1G  è 2G , ïðîâåäåííûå â òî÷êàõ A è B,
îáðàçóþò âûïóêëûé ÷åòûðåõóãîëüíèê, â

êîòîðûé ìîæíî âïèñàòü îêðóæíîñòü. Äî-
êàæèòå, ÷òî ãðàôèêè 1G  è 2G  èìåþò îá-
ùóþ îñü ñèììåòðèè.

À.Çàñëàâñêèé

M2477.  Èìååòñÿ 25 ìàñîê, êàæäàÿ ñâîåãî
öâåòà. k ìóäðåöîâ èãðàþò â èãðó: èì ïîêà-
çûâàþò âñå ìàñêè, ïîòîì îíè äîãîâàðèâà-
þòñÿ ìåæäó ñîáîé, ïîñëå ÷åãî èì íàäåâàþò
ìàñêè òàêèì îáðàçîì, ÷òî êàæäûé èç íèõ
âèäèò ìàñêè âñåõ îñòàëüíûõ (íî íå çíàåò íà
êîì îíè íàäåòû) è íå âèäèò ñâîþ. Íèêàêèå
ôîðìû âçàèìîäåéñòâèÿ ïðè ýòîì íå ðàçðå-
øàþòñÿ.Âñå ìóäðåöû îäíîâðåìåííî íàçû-
âàþò ïî îäíîìó öâåòó, ïûòàÿñü óãàäàòü
öâåò ñâîåé ìàñêè. Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì
k îíè ìîãóò òàê çàðàíåå äîãîâîðèòüñÿ,
÷òîáû õîòÿ áû îäèí èç íèõ íåïðåìåííî
óãàäàë?

Ñ.Áåðëîâ

Ô2481.  Êàìåíü áðîøåí ñî ñêîðîñòüþ
0 17 ì cv =  ïîä óãëîì 60�A= °  ê ãîðèçîí-

òó. Ñ êàêîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ ïîâîðà÷è-
âàåòñÿ âåêòîð ñêîðîñòè êàìíÿ ÷åðåç t = 1 ñ
ïîñëå áðîñêà? Ïðèíÿòü 210 ì ñg = , ñî-
ïðîòèâëåíèå âîçäóõà íå ó÷èòûâàòü. Ðå-
çóëüòàò âûðàçèòå â ðàäèàíàõ â ñåêóíäó è
îêðóãëèòå äî äåñÿòûõ.

Ô2482.  Íà ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé ïî-
âåðõíîñòè íàõîäÿòñÿ íåïîäâèæíûé øàðèê
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ìàññîé 2 m è äâèæóùèéñÿ ñî ñêîðîñòüþ
0 6 ì ñv =  øàðèê ìàññîé m. Ïðîèñõîäèò

öåíòðàëüíûé íå âïîëíå óïðóãèé óäàð, òàê
÷òî â òåïëî ïåðåõîäèò òîëüêî 3/4 îò
ýíåðãèè, êîòîðàÿ ïåðåøëà áû â òåïëî ïðè
àáñîëþòíî íåóïðóãîì óäàðå. Íàéäèòå ñêî-
ðîñòü íàëåòàþùåãî øàðèêà ïîñëå óäàðà.

Ô2483.  Øàð ðàäèóñîì R çàðÿæåí ðàâíî-
ìåðíî ïî îáúåìó. Ïîòåíöèàë öåíòðà øàðà
(îòíîñèòåëüíî áåñêîíå÷íîñòè) ðàâåí ( )0�J =
= 120 Â. Íàéäèòå ïîòåíöèàë íà ðàññòîÿ-
íèè 2R  îò öåíòðà øàðà.

Ô2484.  Îïòè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ
èç ðàñïîëîæåííûõ íà îáùåé îïòè÷åñêîé
îñè íà ðàññòîÿíèè l = 10 ñì äðóã îò äðóãà
ñîáèðàþùåé ëèíçû ñ ôîêóñíûì ðàññòîÿ-
íèåì 1F  = 15 ñì è ðàññåèâàþùåé ëèíçû ñ
ôîêóñíûì ðàññòîÿíèåì 2F  = 5 ñì, ñîçäà-
åò èçîáðàæåíèå ïðåäìåòà, íàõîäÿùåãîñÿ
íà íåêîòîðîì ðàññòîÿíèè ïåðåä ñîáèðàþ-
ùåé ëèíçîé. Âî ñêîëüêî ðàç èçìåíèòñÿ
ðàçìåð èçîáðàæåíèÿ, åñëè ëèíçû ïîìå-
íÿòü ìåñòàìè?

Ðåøåíèÿ çàäà÷ Ì2462–Ì2465,
Ô2469–Ô2472

M2462.   Â ìàðñèàíñêîì áàñêåòáîëå â
ñîñòàâå êîìàíäû ðîâíî øåñòü èãðîêîâ.
Òðåíåð ñáîðíîé Ìàðñà ìîæåò ñîáðàòü
ñîñòàâ èç ëþáûõ øåñòè èãðîêîâ ñðåäè 100
êàíäèäàòîâ. Ïðè ýòîì íåêîòîðûå ñîñòà-
âû òðåíåð ñ÷èòàåò ñûãðàííûìè, à íåêî-
òîðûå – íåò (õîòÿ áû îäèí ñûãðàííûé
ñîñòàâ ñóùåñòâóåò). Íàçîâåì ïÿòåðêó
êàíäèäàòîâ ïåðñïåêòèâíîé, åñëè ê íåé
ìîæíî äîáàâèòü åùå îäíîãî êàíäèäàòà è
ïîëó÷èòü ñûãðàííûé ñîñòàâ. Íàçîâåì êàí-
äèäàòà óíèâåðñàëüíûì, åñëè îí äîïîëíÿ-
åò äî ñûãðàííîãî ñîñòàâà ëþáóþ ïåðñïåê-
òèâíóþ ïÿòåðêó êàíäèäàòîâ (â êîòîðóþ
îí ñàì íå âõîäèò). Òðåíåð ñîáðàë ñîñòàâ
èç øåñòè óíèâåðñàëüíûõ êàíäèäàòîâ.
Îáÿçàòåëüíî ëè ýòîò ñîñòàâ ÿâëÿåòñÿ
ñûãðàííûì?

Îòâåò : äà, îáÿçàòåëüíî.
Ïóñòü �[ �]1 2 3 4 5 6, , , , ,A A A A A A A��  – ñîñòàâ
èç øåñòè óíèâåðñàëüíûõ êàíäèäàòîâ, è
ïóñòü �[ �]1 2 3 4 5 6, , , , ,B B B B B B B��  – íåêîòî-

ðûé ñûãðàííûé ñîñòàâ êàíäèäàòîâ. Åñëè
øåñòåðêè A è B ñîâïàäàþò, òî âñå äîêàçà-
íî. Èíà÷å â ñîñòàâå B íåò êàêîãî-òî èãðîêà
èç A, ñêàæåì 1A , à â øåñòåðêå B åñòü
èãðîê, íå âõîäÿùèé â øåñòåðêó A, ïóñòü
äëÿ îïðåäåëåííîñòè ýòî 1B . Òîãäà â ñûã-
ðàííîì ñîñòàâå �[ �]1 2 3 4 5 6, , , , ,B B B B B B B��
ïîìåíÿåì 1B  íà 1A . Ïîëó÷èì ñîñòàâ

�[ �]1 2 3 4 5 6, , , , ,B A B B B B B�a�� , êîòîðûé òîæå
ñûãðàííûé, ïîñêîëüêó 1A  – óíèâåðñàëü-
íûé èãðîê. Åñëè B�a è A ñîâïàäàþò, òî âñå
äîêàçàíî, èíà÷å ïðîâîäèì ñ ñîñòàâîì B�a
àíàëîãè÷íóþ îïåðàöèþ îáìåíà îäíîãî èã-
ðîêà. Íå áîëåå ÷åì çà øåñòü òàêèõ îïåðà-
öèé ìû ïåðåâåäåì â ñîñòàâ B âñåõ èãðîêîâ
èç A. Ïîñêîëüêó â ïðîöåññå îïåðàöèé
îáìåíà ñûãðàííîñòü ñîõðàíÿåòñÿ, çàäà÷à
ðåøåíà.

Â.Áðàãèí

M2463.  Äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà a, b è c

òàêîâû, ÷òî 
2 2 2a b c

2
ab

+ -
< . Äîêàæè-

òå, ÷òî äëÿ ýòèõ ÷èñåë âåðíû òàêæå

íåðàâåíñòâà 
2 2 2b c a

2
bc

+ -
<  è

2 2 2c a b
2

ca
+ -

< .

Óìíîæåíèå ëþáîãî èç ÷èñåë a, b, c íà –1
íå èçìåíÿåò ôàêò èñòèííîñòè êàæäîãî èç
ðàññìàòðèâàåìûõ íåðàâåíñòâ. Êðîìå òîãî,
a è b èç óñëîâèÿ íå ðàâíû 0. Çíà÷èò, áåç
îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
a > 0, b > 0, 0c �r .

Ïî óñëîâèþ, 
2 2 2

1
2

a b c
ab

�� �

�� , çíà÷èò, ñó-

ùåñòâóåò óãîë ( )0;�G �PÎ , êîñèíóñ êîòîðîãî

ðàâåí 
2 2 2

2
a b c

ab
�� �


, ò.å. âûïîëíåíî ðàâåí-

ñòâî 2 2 2 2 cosa b c ab�� �
 �� �G, èëè 2 2c a�� ��
2 2 cosb ab�� �
 �G.

Ïîñòðîèì òðåóãîëüíèê, ó êîòîðîãî äâå
ñòîðîíû ðàâíû a è b, à óãîë ìåæäó ýòèìè
ñòîðîíàìè ðàâåí �G. Ïóñòü òðåòüÿ ñòîðîíà
ýòîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíà 1c . Ïî òåîðåìå
êîñèíóñîâ, 2 2 2

1 2 cosc a b ab�� �� �
 �G. Ñ ó÷å-

òîì 0c �r  ïîëó÷àåì 1c c�� .
Ïóñòü �A – óãîë íàøåãî òðåóãîëüíèêà
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íàïðîòèâ ñòîðîíû a. Ñíîâà èç òåîðåìû

êîñèíóñîâ èìååì 
2 2 2

2 cos
b c a

bc
�� �


�� �A.

Òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî 
2 2 2

2
b c a

bc
�� �


��

âûòåêàåò òåïåðü èç òîãî, ÷òî cos 1�A �� .
Çàäà÷à èìååò è ñëåäóþùåå ÷èñòî àëãåáðà-
è÷åñêîå ðåøåíèå.
Çàìåòèì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè ïåðâîãî
íåðàâåíñòâà 0c �x  (òàê êàê ïðè c = 0 èìååì

íåðàâåíñòâî 2 2 2a b ab�� �� , ÷òî íåâåðíî).
Ñäåëàåì ðàâíîñèëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ
íåðàâåíñòâà ïðè óñëîâèè 0a �x , 0b �x ,

0c �x :

2 2 2
2 2 22 2

a b c
a b c ab

ab
�� �


�� �š �� �
 �� �š

�š �� �	 �� �	
2 22 2 2 2a b c ab�� �
 �� �š

�š �� �	 �� �	
2 22 2 2 2 0a b c ab�� �
 �
 �� �š

�š �� �	 ��2 2 2 2 22a b c ab a b�� �
 �
 �� �


�	2 2 0c ab�
 �� �� �š

�š �� �	�� �	 �� �	�� �	2 22 2 0a b c a b c�
 �
 �� �
 �� �š

�š �� �	 �� �	 ��a b c a b c a b�
 �
 �
 �� �� �


�	 �� �	 0c a b c�
 �� �� �� �š

�š �� �	 �� �	 ��b c a c a b a b�� �
 �� �
 �� �


�	 �� �	 0c a b c�
 �� �� �� .
Íåðàâåíñòâî ïðèâåäåíî ê ñèììåòðè÷íîìó
âèäó îòíîñèòåëüíî a, b, c. Àíàëîãè÷íî,
êàæäîå èç äâóõ äðóãèõ íåðàâåíñòâ èç óñëî-
âèÿ çàäà÷è ýêâèâàëåíòíî ýòîìó ñèììåò-
ðè÷íîìó íåðàâåíñòâó âìåñòå ñ óñëîâèÿìè

0a �x , 0b �x , 0c �x .
Ë.Åìåëüÿíîâ, Ï.Êîæåâíèêîâ

M2464.  Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå
ABC ñòîðîíà AB ìåíüøå ñòîðîíû BC,

bBH  – âûñîòà, òî÷êà O – öåíòð îïèñàí-
íîé îêðóæíîñòè (ðèñ.1). Ïðÿìàÿ, ïðîõî-
äÿùàÿ ÷åðåç bH  ïàðàëëåëüíî ïðÿìîé CO,
ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ BO â òî÷êå X. Äîêà-
æèòå, ÷òî òî÷êà X è ñåðåäèíû ñòîðîí AB
è AC ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Ïóñòü M  – ñåðåäèíà AB (ðèñ.2). Êàê
èçâåñòíî, 90OBC OCB A�• �� �• �� �o �
 �• . Äî-

ñòàòî÷íî ïîíÿòü, ÷òî MX BCP , èëè ÷òî
90MXB A�• �� �o �
 �• . Çàìåòèì, ÷òî

 2 180 2bH XB XOC OBC A�• �� �• �� �• �� �o �
 �• .

Èç ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà bABH :

MA = MB = bMH  è

 2b b bBMH MAH MH A A�• �� �• �� �• �� �• .

Â ÷åòûðåõóãîëüíèêå bBMH X  ñóììà ïðî-
òèâîïîëîæíûõ óãëîâ ðàâíà 180�o, çíà÷èò,
îí âïèñàííûé. Âïèñàííûå óãëû BXM  è

bMXH�•  îïèðàþòñÿ íà ðàâíûå õîðäû,

ñëåäîâàòåëüíî, îíè ðàâíû. Îòñþäà MXB�• ��
1

90
2 bBXH A�� �• �� �o �
 �• , ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Ïðèâåäåì åùå îäíî ðåøåíèå ñ èñïîëüçîâà-
íèåì äðóãîé âñïîìîãàòåëüíîé îêðóæíîñ-
òè. Ïóñòü K  – ïðîåêöèÿ B íà ïðÿìóþ,
ïàðàëëåëüíóþ BC è ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç A
(ðèñ.3). ×åòûðåõóãîëüíèê bBKAH  âïè-
ñàí â îêðóæíîñòü ñ äèàìåòðîì AB, ïîýòîìó

b bAKH ABH�• �� �• ��
90 A OBC OCB�� �o �
 �• �� �• �� �• .

Ðèñ. 2

Ðèñ. 1
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Ýòî çíà÷èò, ÷òî bKH COP , òåì ñàìûì, X
– ýòî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ bKH  è BO. Íî
ïðÿìûå bKH  è BO ñèììåòðè÷íû îòíîñè-
òåëüíî ñåðåäèííîãî ïåðïåíäèêóëÿðà m ê
BK , çíà÷èò, X  ëåæèò íà m. Îñòàåòñÿ
çàìåòèòü, ÷òî m – ýòî ïðÿìàÿ, ñîäåðæàùàÿ
ñðåäíþþ ëèíèþ, ïàðàëëåëüíóþ BC.

Ï.Êîæåâíèêîâ

M2465.   à) Íà ïëîñêîñòè îòìå÷åíû 100
òî÷åê, íèêàêèå òðè èç êîòîðûõ íå ëåæàò
íà îäíîé ïðÿìîé. Îäíà èç ýòèõ òî÷åê
êðàñíàÿ, à îñòàëüíûå ñèíèå. Òðåóãîëüíèê
ñ âåðøèíàìè â ñèíèõ òî÷êàõ íàçûâàåòñÿ
õîðîøèì, åñëè êðàñíàÿ òî÷êà íàõîäèòñÿ
âíóòðè íåãî. Ìîæåò ëè îêàçàòüñÿ, ÷òî
êîëè÷åñòâî õîðîøèõ òðåóãîëüíèêîâ ñî-
ñòàâëÿåò íå ìåíåå ïîëîâèíû îò îáùåãî
êîëè÷åñòâà òðåóãîëüíèêîâ ñ âåðøèíàìè â
ñèíèõ òî÷êàõ?
á) Íà îêðóæíîñòè îòìå÷åíû 99 òî÷åê.
Êàêîâî íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî îñòðî-
óãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ ñðåäè âñåõ òðåó-
ãîëüíèêîâ ñ âåðøèíàìè â îòìå÷åííûõ òî÷-
êàõ?

à) Îòâåò : íåò, íå ìîæåò.
Âîçüìåì ëþáûå ÷åòûðå ñèíèå òî÷êè A, B,
C, D . Äîêàæåì ëåììó : ñðåäè òðåóãîëüíè-
êîâ ABC, BCD , CDA , DAB  íå áîëåå äâóõ
õîðîøèõ. Ðàññìîòðèì âûïóêëóþ îáîëî÷-
êó P òî÷åê A, B, C, D . Åñëè êðàñíàÿ òî÷êà
ëåæèò âíå P, òî ñðåäè òðåóãîëüíèêîâ ABC,
BCD , CDA , DAB  íåò õîðîøèõ.
Ïóñòü P – ÷åòûðåõóãîëüíèê, äëÿ îïðåäå-
ëåííîñòè ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD , è E –
òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ åãî äèàãîíàëåé (ðèñ.1).
Êðàñíàÿ òî÷êà ëåæèò â îäíîì èç òðåóãîëü-
íèêîâ ABE, BCE, CDE , DAE ; ïóñòü, äëÿ

îïðåäåëåííîñòè,
îíà ëåæèò â òðåó-
ãîëüíèêå ABE. Â
òàêîì ñëó÷àå ñðå-
äè òðåóãîëüíèêîâ
ABC, BCD , CDA ,
DAB  õîðîøèìè
ÿâëÿþòñÿ òîëüêî
òðåóãîëüíèêè ABC
è DAB . Íàêîíåö,
ïóñòü P – òðåóãîëü-
íèê, äëÿ îïðåäå-
ëåííîñòè òðåóãîëü-
íèê ABC (ðèñ.2).
Êðàñíàÿ òî÷êà ëå-
æèò â îäíîì èç òðå-
óãîëüíèêîâ ABD ,
BCD , CAD , ò.å. äâà
äðóãèõ òî÷íî íå ÿâëÿþòñÿ õîðîøèìè. Ëåì-
ìà äîêàçàíà.
Îöåíèì êîëè÷åñòâî õîðîøèõ òðåóãîëüíè-
êîâ, ïðèìåíèâ ëåììó êî âñåâîçìîæíûì
÷åòâåðêàì ñèíèõ òî÷åê (èõ êîëè÷åñòâî

ðàâíî 4
99

99 98 97 96
1 2 3 4

C
�– �– �–

��
�– �– �–

). Ïîñêîëüêó

êàæäûé õîðîøèé òðåóãîëüíèê âõîäèò ðîâ-
íî â 96 ÷åòâåðîê (÷åòâåðòóþ ñèíþþ òî÷êó
ìîæíî äîáàâèòü 99 – 3 = 96 ñïîñîáàìè),
êîëè÷åñòâî õîðîøèõ òðåóãîëüíèêîâ íå áî-
ëåå ÷åì

4
992 2 99 98 97 96

96 1 2 3 4 96
C�– �– �– �– �–

�� ��
�– �– �– �–

3
9999 98 97

1 2 3 2 2
C�– �–

�� ��
�– �– �–

.

À îáùåå êîëè÷åñòâî òðîåê 3
99

99 98 97
1 2 3

C
�– �–

��
�– �–

íå÷åòíî, çíà÷èò, õîðîøèõ òðîåê ñðåäè íèõ
ñòðîãî ìåíüøå ïîëîâèíû. Çàäà÷à à) ðå-
øåíà.
Òåïåðü ñäåëàåì ïåðåôîðìóëèðîâêó çàäà÷è
à). Ïóñòü O – êðàñíàÿ òî÷êà. Ïðîâåäåì
îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â O è çàìåíèì
êàæäóþ ñèíþþ òî÷êó A íà òî÷êó A’ ïåðå-
ñå÷åíèÿ ëó÷à OA ñ îêðóæíîñòüþ. Ëåãêî
âèäåòü, ÷òî ïðè òàêîé çàìåíå õîðîøèå
òðåóãîëüíèêè îñòàþòñÿ õîðîøèìè, à ïëî-
õèå – ïëîõèìè (ðèñ.3), çíà÷èò, îò òàêîé
çàìåíû êîëè÷åñòâî õîðîøèõ òðåóãîëüíè-
êîâ íå èçìåíèòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, â ïóíêòå

Ðèñ. 2

Ðèñ. 1

Ðèñ. 3
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à) äîêàçàíî ñëåäó-
þùåå. Íà îêðóæ-
íîñòè ñ öåíòðîì
O ðàñïîëàãàþòñÿ
n = 99 cèíèõ òî-
÷åê, íèêàêèå äâå èç
êîòîðûõ íå ÿâëÿ-
þòñÿ êîíöàìè äè-
àìåòðà; òîãäà ñðå-
äè âñåõ òðåóãîëü-
íèêîâ ñ âåðøèíàìè

â ñèíèõ òî÷êàõ ìåíüøå ïîëîâèíû òðåó-
ãîëüíèêîâ, ñîäåðæàùèõ òî÷êó O, ò.å.
ìåíüøå ïîëîâèíû îñòðîóãîëüíûõ òðå-
óãîëüíèêîâ.  Òåïåðü ÿñíî, ÷òî â ïóíêòå á)
òðåáóåòñÿ óñèëèòü ïóíêò à) – äàòü òî÷íóþ
âåðõíþþ îöåíêó íà êîëè÷åñòâî
îñòðîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ.
á) Îòâåò : 40425.
Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî íèêàêèå äâå ñèíèå
òî÷êè íå ÿâëÿþòñÿ êîíöàìè äèàìåòðà, èíà-

÷å ïðè «ìàëîì øå-
âåëåíèè» îäíîé èç
ýòèõ òî÷åê êîëè-
÷åñòâî îñòðîóãîëü-
íûõ òðåóãîëüíè-
êîâ íå óìåíüøèò-
ñÿ. Îöåíèì ñíèçó
êîëè÷åñòâî òóïîó-
ãîëüíûõ òðåóãîëü-
íèêîâ, à òî÷íåå òó-
ïûõ óãëîâ âèäà

ABC, ãäå A, B, C – ñèíèå òî÷êè.
Çàôèêñèðóåì ïàðó ñèíèõ òî÷åê A è B
(ðèñ.4). Ïóñòü íà îäíîé èç äóã ñ êîíöàìè
A è B, à èìåííî íà äóãå 1�G, ðàñïîëîæåíî

2
2

n
t

�

�b  ñèíèõ òî÷åê; ñîîòâåòñòâåííî, íà

äîïîëíèòåëüíîé äóãå 2�G ðàñïîëîæåíî
2n t t�
 �
 �r  òî÷åê. Êîãäà X ïðîáåãàåò ñè-

íèå òî÷êè íà îäíîé èç äâóõ äóã 1�G, 2�G, âñå
óãëû AXB  áóäóò òóïûìè. Ïîýòîìó ñðåäè
óãëîâ âèäà AXB , ãäå X ïðîáåãàåò âñå ñèíèå
òî÷êè, çà èñêëþ÷åíèåì A è B, òóïûõ óãëîâ

íå ìåíåå �[ �]min , 2t t n t�� �
 �
 .
Ñóììèðóåì ýòè îöåíêè ïî âñåì ïàðàì
ñèíèõ òî÷åê A, B, ó÷èòûâàÿ, ÷òî äëÿ íå÷åò-
íîãî n = 2 k + 1 èìååòñÿ ðîâíî n ïàð ñèíèõ
òî÷åê, äëÿ êîòîðûõ t  = 0 (ñîñåäíèå òî÷êè),
ðîâíî n ïàð ñèíèõ òî÷åê, äëÿ êîòîðûõ

t  = 1 (òî÷êè ÷åðåç îäíó), ... ðîâíî n ïàð
ñèíèõ òî÷åê, äëÿ êîòîðûõ t  = k – 1. Ïî-
ëó÷àåì òàêóþ îöåíêó: òóïûõ óãëîâ íå
ìåíüøå ÷åì n + 2n + 3n + … + �� �	1n k �
 ��

�� �	1 2nk k�� �
 . Îòñþäà îñòðîóãîëüíûõ òðå-
óãîëüíèêîâ íå áîëåå

�� �	3 1

2n
nk k

C
�


�
 ��

�� �	 �� �	 �� �	1 2 3 1

6

n n n nk k�
 �
 �
 �

�� ��

�� �	1

6

nk k ��
.

(Çàìåòèì, ÷òî ìàêñèìàëüíàÿ äîëÿ îñòðî-
óãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ ñðåäè âñåõ òðå-
óãîëüíèêîâ ñ âåðøèíàìè â ñèíèõ òî÷êàõ

�� �	
3

1

6 n

nk k

C

��
 ñòðåìèòñÿ ê 1 4  ïðè n �m �d.)

Îöåíêà òî÷íà: äëÿ íå÷åòíîãî n îíà äîñòè-
ãàåòñÿ, íàïðèìåð, êîãäà ñèíèå âåðøèíû
ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè ïðàâèëüíîãî n-óãîëü-
íèêà (íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî â ñëó÷àå ïðà-
âèëüíîãî n-óãîëüíèêà â ïðîâåäåííîé îöåí-
êå âñå íåðàâåíñòâà îáðàùàþòñÿ â ðàâåí-
ñòâà). Ïðè n = 99 ïîëó÷àåì îòâåò: 40425.
Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ÷åòíîãî n ìàêñèìàëüíîå
êîëè÷åñòâî îñòðîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ
äîñòèãàåòñÿ, êîãäà ñèíèå âåðøèíû ÿâëÿ-
þòñÿ âåðøèíàìè «ïî÷òè ïðàâèëüíîãî»
n-óãîëüíèêà, ò.å. ìíîãîóãîëüíèêà, ïîëó-
÷åííîãî èç ïðàâèëüíîãî «ìàëûì øåâåëå-
íèåì» âåðøèí – òàê, ÷òîáû ïðîòèâîïîëîæ-
íûå âåðøèíû íå ÿâëÿëèñü êîíöàìè äèà-
ìåòðà.

Ñ.Áåðëîâ, Ï.Êîæåâíèêîâ

Ô2469.  Âîâà, Ñàøà è Åãîð îäíîâðåìåííî
íà÷àëè äâèæåíèå ñ ïîñòîÿííûìè ñêîðîñ-
òÿìè â îäíîì íàïðàâëåíèè ( ïî ÷àñîâîé
ñòðåëêå)  èç òðåõ ðàâíîóäàëåííûõ äðóã
îò äðóãà òî÷åê êðóãîâî-
ãî ìîòîâåëîòðåêà ( ñì.
ðèñóíîê ) . ×åðåç íåêîòî-
ðîå âðåìÿ Ñàøà, äâèæó-
ùèéñÿ íà ìîòîöèêëå ñ
ñàìîé áîëüøîé ñêîðîñ-
òüþ, ïîðàâíÿëñÿ ñ Âîâîé
è Åãîðîì, êîòîðûå â òîò æå ìîìåíò
âñòðåòèëèñü â ïåðâûé ðàç. Êàêàÿ ñêî-
ðîñòü v ìîãëà áûòü ó Ñàøè , åñëè Åãîð è
Âîâà åõàëè íà âåëîñèïåäàõ ñî ñêîðîñòÿìè

1v 10 êì ÷=  è 2v 20 êì ÷=  ñîîòâåò-

Ðèñ. 4

Ðèñ. 3
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ñòâåííî ? Èçâåñòíî, ÷òî ñêîðîñòü Ñàøè
íå ïðåâûøàëà 80 êì ÷ .

Ïóñòü íà÷àëüíûå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ãîí-
ùèêàìè áûëè l . Ðàññìîòðèì èõ äâèæåíèå
ñ òî÷êè çðåíèÿ åõàâøåãî ìåäëåííåå âñåõ
Åãîðà.
Âîçìîæíû äâà âàðèàíòà íà÷àëüíîãî ðàñ-
ïîëîæåíèÿ ãîíùèêîâ.
1) Ðàññòîÿíèå (ïî õîäó äâèæåíèÿ) îò
Âîâû äî Åãîðà l , à îò Ñàøè äî Åãîðà 2 l .
Òîãäà äî âñòðå÷è ñ Åãîðîì Âîâà äîëæåí
ïðîåõàòü ðàññòîÿíèå l  ñî ñêîðîñòüþ 2 1v v- ,
à Ñàøà çà ýòî æå âðåìÿ, èìåÿ ñêîðîñòü

1v v- , äîëæåí ïðåîäîëåòü ðàññòîÿíèÿ 2 l ,
5l , 8 l… â çàâèñèìîñòè îò ñâîåé ñêîðîñòè
äâèæåíèÿ. Òàê êàê ïî óñëîâèþ

2 1 10 êì ÷v v- = ,  òî 1 20v v- = ,  50,
80 êì ÷K . Çíà÷èò,

30 èëè 60 êì ÷v = .
Áóëüøàÿ ñêîðîñòü ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ
çàäà÷è.
2) Ðàññòîÿíèå îò Âîâû äî Åãîðà 2 l , à îò
Ñàøè äî Åãîðà l . Òîãäà äî âñòðå÷è ñ
Åãîðîì Âîâà äîëæåí ïðîåõàòü ðàññòîÿíèå
2l  ñî ñêîðîñòüþ 2 1v v- , à Ñàøà çà ýòî æå
âðåìÿ, èìåÿ ñêîðîñòü 1v v- , äîëæåí ïðå-
îäîëåòü ðàññòîÿíèÿ 4 l , 7l , 10l , 13l ...  â
çàâèñèìîñòè îò ñêîðîñòè äâèæåíèÿ. Òàê
êàê 2 1 10 êì ÷v v- = , òî 1 20v v- = , 35,
50, 65 êì ÷K . Ñëåäîâàòåëüíî,

30v = , 45, 60 èëè 75 êì ÷ .
Áóëüøàÿ ñêîðîñòü ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ
çàäà÷è.
Îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ ïîëó÷åííûõ âåëè-
÷èí äàåò ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ âîçìîæíûõ
ñêîðîñòåé Ñàøè:

30v = , 45, 60 èëè 75 êì ÷ .

Ì.Çàìÿòíèí

Ô2470.  Â ñîëåíîì îêåàíå ïëàâàþò òðè
íåáîëüøèõ àéñáåðãà 1, 2 è 3, êàê ïîêàçàíî
íà ðèñóíêå (ìàñøòàáû ñîáëþäåíû íå âåç-
äå). Êàæäûé èç íèõ èìååò ôîðìó ïðÿìî-
óãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà. Íà àéñáåðãå
1 ñòîèò ÷åëîâåê. Ïëîùàäè ïîâåðõíîñòåé
âåðõíèõ ãðàíåé ó àéñáåðãîâ îäèíàêîâû, à
âûñîòû íàäâîäíûõ ÷àñòåé ðàâíû

1 ñìh 5= , 2 ñìh 10=  è 3 ñìh 12=  ñîîò-
âåòñòâåííî. Êîãäà ÷åëîâåê ïåðåøåë ñ

àéñáåðãà 1 íà àéñáåðã 2, òî ïðè ðàâíîâå-
ñèè ïîâåðõíîñòè àéñáåðãîâ 1 è 2 îêàçà-
ëèñü íà îäèíàêîâîé âûñîòå íàä óðîâíåì
âîäû. Ïîñëå ýòîãî ÷åëîâåê ïåðåøåë ñ
àéñáåðãà 2 íà àéñáåðã 3. Îïðåäåëèòå,
êàêèìè ñòàëè âûñîòû íàäâîäíûõ ÷àñòåé
êàæäîãî èç àéñáåðãîâ, êîãäà âíîâü íàñòó-
ïèëî ðàâíîâåñèå.

Äëÿ êàæäîãî àéñáåðãà ñèëà òÿæåñòè, äåé-
ñòâóþùàÿ íà íåãî, ïëþñ âåñ ÷åëîâåêà (åñëè
íà àéñáåðãå ñòîèò ÷åëîâåê) óðàâíîâåøèâà-
þòñÿ ñèëîé Àðõèìåäà, äåéñòâóþùåé íà
ïîäâîäíóþ ÷àñòü àéñáåðãà. Ñèëà Àðõèìå-
äà ðàâíà ÀðõF gV�R= , ãäå �R – ïëîòíîñòü
âîäû, g  – óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ,
V  – îáúåì ïîäâîäíîé ÷àñòè àéñáåðãà. Ýòîò
îáúåì ïîäâîäíîé ÷àñòè ìîæíî âûðàçèòü
ôîðìóëîé V = SH , ãäå S – ïëîùàäü
âåðõíåé ãðàíè àéñáåðãà, H  – âûñîòà åãî
ïîäâîäíîé ÷àñòè. Ïî óñëîâèþ çàäà÷è ïëî-
ùàäè âåðõíèõ ãðàíåé ó âñåõ àéñáåðãîâ
îäèíàêîâû. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìàññà
êàæäîãî èç àéñáåðãîâ ïëþñ ìàññà ÷åëîâåêà
(åñëè íà àéñáåðãå ñòîèò ÷åëîâåê) ïðîïîð-
öèîíàëüíû âûñîòå ïîäâîäíîé ÷àñòè àéñ-
áåðãà. Ïîýòîìó êîãäà ÷åëîâåê ïåðåõîäèò ñ
ïåðâîãî àéñáåðãà íà âòîðîé, òî âòîðîé
àéñáåðã ïîãðóæàåòñÿ â âîäó íà ñòîëüêî æå,
íà ñêîëüêî âñïëûâàåò ïåðâûé.
Êîãäà ÷åëîâåê ïåðåøåë ñ ïåðâîãî àéñáåðãà
íà âòîðîé, ïîâåðõíîñòè ýòèõ äâóõ àéñáåð-
ãîâ îêàçàëèñü íà îäèíàêîâîì óðîâíå. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ïåðâûé àéñáåðã âñïëûë íà
2,5 ñì, à âòîðîé ïîãðóçèëñÿ íà 2,5 ñì.
Âûñîòû íàäâîäíûõ ÷àñòåé àéñáåðãîâ íàä
óðîâíåì ìîðÿ ñòàëè ðàâíûìè 7,5 ñì, 7,5 ñì
è 12 ñì ñîîòâåòñòâåííî.
Êîãäà ÷åëîâåê ïåðåøåë ñî âòîðîãî àéñáåð-
ãà íà òðåòèé, âûñîòà íàäâîäíîé ÷àñòè
âòîðîãî àéñáåðãà âåðíóëàñü ê èñõîäíîìó
çíà÷åíèþ 10 ñì, à òðåòèé àéñáåðã ïîãðó-
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çèëñÿ íà 2,5 ñì. Âûñîòà åãî íàäâîäíîé
÷àñòè ñòàëà 9,5 ñì.
Èòàê, âûñîòû íàäâîäíûõ ÷àñòåé àéñáåðãîâ
1, 2 è 3 ñòàëè ðàâíûìè 7,5 ñì, 10 ñì è
9,5 ñì ñîîòâåòñòâåííî.

Ì.Ðîìàøêà

Ô2471. Ýëåêòðè÷åñêàÿ öåïü, ñõåìà êîòî-
ðîé èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 1, ñîáðàíà èç

äâóõ áàòàðåé ñ ÝÄÑ 1U 36 B=  è 2U =
= 12 Â, à òàêæå òðåõ âîëüòìåòðîâ. Ñîïðî-
òèâëåíèå ó îäíîãî èç ýòèõ ïðèáîðîâ â äâà
ðàçà ìåíüøå, ÷åì ó êàæäîãî èç äâóõ äðóãèõ.
Ïðè ýòîì ñîïðîòèâëåíèå ó êàæäîãî èç
âîëüòìåòðîâ âñå ðàâíî çíà÷èòåëüíî áîëü-
øå âíóòðåííåãî ñîïðîòèâëåíèÿ êàæäîé áà-
òàðåè. Èçâåñòíî, ÷òî îäèí èç âîëüòìåò-
ðîâ ïîêàçûâàåò íàïðÿæåíèå 24 Â.
1) Êàêîé èìåííî âîëüòìåòð ïîêàçûâàåò
24 Â?
2) ×òî ïîêàçûâàþò îñòàëüíûå âîëüò-
ìåòðû ?
3) Îïðåäåëèòå, ãäå âêëþ÷åí âîëüòìåòð ñ
ìàëûì ñîïðîòèâëåíèåì, à ãäå âêëþ÷åíû
âîëüòìåòðû ñ áîëüøèì ñîïðîòèâëåíèåì.

Ðàññìîòðèì òðè ïîäõîäà ê ðåøåíèþ çàäà-
÷è.
Âîçìîæíîå ðåøåíèå 1
Ïðîíóìåðóåì âîëüòìåòðû è îáîçíà÷èì
ñèëû òîêîâ, òåêóùèõ â âåòâÿõ öåïè, êàê
ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 2. Ñîïðîòèâëåíèÿ
âîëüòìåòðîâ îáîçíà÷èì 1R , 2R  è 3R  ñîîò-

âåòñòâåííî. Ïîêà ÷òî, äëÿ áîëüøåãî óäîá-
ñòâà çàïèñè ôîðìóë, áóäåì ñ÷èòàòü âñå ýòè
ñîïðîòèâëåíèÿ ðàçíûìè.
Ïóñòü íàïðÿæåíèå ìåæäó âåðõíèì è íèæ-
íèì óçëàìè öåïè ðàâíî xU . Òîãäà äëÿ ñèë

òîêîâ ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

1
1

1

xU U
i

R
-

= , 2
2

2

xU U
i

R
-

= , 3
3

xU
i

R
= .

Ïîêàçàíèÿ âîëüòìåòðîâ ïðè ýòîì ðàâíû

1 1 xV U U= - , 2 2 xV U U= - , 3 xV U= .
Òàê êàê

1 2 3i i i+ = ,
òî èç çàïèñàííûõ óðàâíåíèé ïîëó÷àåì

1 1 2 2

1 2 31 1 1x
U R U R

U
R R R

+
=

+ +
.

Ñóììà îáðàòíûõ ñîïðîòèâëåíèé â ïîñëå-
äíåé ôîðìóëå íå çàâèñèò îò ðàñïîëîæåíèÿ
âîëüòìåòðîâ. Åñëè êàæäûé èç äâóõ îäèíà-
êîâûõ âîëüòìåòðîâ èìååò ñîïðîòèâëåíèå
R , òî ýòà ñóììà ðàâíà

1 2 3

1 1 1 4
R R R R

+ + = .

×èñëèòåëü â âûðàæåíèè äëÿ xU  çàâèñèò
îò òîãî, ãäå èìåííî âêëþ÷åí âîëüòìåòð ñ
ìåíüøèì ñîïðîòèâëåíèåì. Ñóùåñòâóþò òðè
âîçìîæíûõ âàðèàíòà.
1. Ìåíüøåå ñîïðîòèâëåíèå 2R  èìååò ïåð-
âûé âîëüòìåòð. Òîãäà

3 xV U= =

1 2
1 2

1
(2 ) 21 B

4 2 4
R U U

U U
R R

æ ö
= + = + =ç ÷è ø

,

 1 1 15 BxV U U= - = ,

2 2 9 BxV U U= - = - .

2. Ìåíüøåå ñîïðîòèâëåíèå R/2 èìååò
âòîðîé âîëüòìåòð. Òîãäà

3 xV U= =

1 2
1 2

1
( 2 ) 15 B

4 2 4
R U U

U U
R R

æ ö
= + = + =ç ÷è ø

,

1 1 21 BxV U U= - = ,

2 2 3 BxV U U= - = - .

3. Ìåíüøåå ñîïðîòèâëåíèå 2R  èìååò òðå-
òèé âîëüòìåòð. Òîãäà

3 xV U= =

1 2
1 2

1
( ) 12 B

4 4
R U U

U U
R R

æ ö= + = + =ç ÷è ø
,

1 1 24 BxV U U= - = , 2 2 0 BxV U U= - = .

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2
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Âèäíî, ÷òî óñëîâèþ çàäà÷è óäîâëåòâîðÿåò
òîëüêî òðåòèé ñëó÷àé. Òàêèì îáðàçîì,
ìàëîå ñîïðîòèâëåíèå èìååò âîëüòìåòð,
âêëþ÷åííûé â öåíòðàëüíóþ ÷àñòü öåïè, à
äâà äðóãèõ âîëüòìåòðà èìåþò áîëüøèå
ñîïðîòèâëåíèÿ. Íàïðÿæåíèå 24 Â ïîêàçû-
âàåò ïåðâûé âîëüòìåòð, à äâà îñòàëüíûõ
âîëüòìåòðà ïîêàçûâàþò íàïðÿæåíèÿ 0 Â
è 12 Â.
Âîçìîæíîå ðåøåíèå 2
Âîñïîëüçóåìñÿ «ìåòîäîì íàëîæåíèÿ», êî-
òîðûé îñíîâàí íà ïðèíöèïå ñóïåðïîçè-
öèè. Ðàññìîòðèì ñõåìû äâóõ âñïîìîãà-
òåëüíûõ öåïåé (ðèñ. 3), â êàæäóþ èç
êîòîðûõ âêëþ÷åíà òîëüêî îäíà èç áàòàðåé,

à ÝÄÑ äðóãîé áàòàðåè ñ÷èòàåòñÿ ðàâíîé
íóëþ (â îáùåì ñëó÷àå âíóòðåííèå ñîïðî-
òèâëåíèÿ óäàëåííûõ èç öåïè èñòî÷íèêîâ
âêëþ÷àþò â ñîîòâåòñòâóþùèå ó÷àñòêè öå-
ïåé, à ÷èñëî âñïîìîãàòåëüíûõ öåïåé ðàâíî
÷èñëó èñòî÷íèêîâ â èñõîäíîé öåïè). Èñêî-
ìûå íàïðÿæåíèÿ (èëè ñèëû òîêîâ) íà
ó÷àñòêàõ öåïè íàõîäÿò, ñóììèðóÿ íàïðÿ-
æåíèÿ (òîêè) íà ýòîì ó÷àñòêå âî âñåõ
âñïîìîãàòåëüíûõ öåïÿõ. Ýòîò ìåòîä ïîä-
õîäèò òîëüêî äëÿ öåïåé, íå ñîäåðæàùèõ
íåëèíåéíûõ ýëåìåíòîâ. Âî âñïîìîãàòåëü-
íûõ öåïÿõ ïîêàçàíèÿ âîëüòìåòðîâ ïîäñ÷è-
òûâàþòñÿ î÷åíü ïðîñòî – ïðè ïîìîùè
çàêîíà Îìà äëÿ ó÷àñòêà öåïè, ñ ó÷åòîì
èçâåñòíûõ ñîïðîòèâëåíèé ó÷àñòêîâ öåïåé.
Ïðè ýòîì íóæíî ïîìíèòü î çíàêàõ âû÷èñ-
ëÿåìûõ âåëè÷èí.
Çàïîëíèì äëÿ êàæäîé öåïè òàáëèöó ïîêà-
çàíèé âîëüòìåòðîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ âîç-

ìîæíûõ ïîëîæåíèé âîëüòìåòðà ñ ìàëûì
ñîïðîòèâëåíèåì. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ìåíü-
øèì ñîïðîòèâëåíèåì îáëàäàåò òðåòèé âîëü-
òìåòð, íàïðÿæåíèå 24 Â ïîêàçûâàåò ïåð-
âûé âîëüòìåòð, à äâà îñòàëüíûõ âîëüòìåò-
ðà ïîêàçûâàþò íàïðÿæåíèÿ 0 Â è 12 Â.
Âîçìîæíîå ðåøåíèå 3
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàïðÿæåíèå 24 Â ïî-
êàçûâàåò ïðàâûé âîëüòìåòð. Òîãäà ñðåä-
íèé âîëüòìåòð ïîêàçûâàåò 36 Â, à âîëüò-
ìåòð ñëåâà ïîêàçûâàåò 0 Â. Òàêîãî, î÷å-
âèäíî, áûòü íå ìîæåò, òàê êàê âîëüòìåòð
ñëåâà îáÿçàòåëüíî ÷òî-íèáóäü äà ïîêàçû-
âàåò, ïîñêîëüêó îí ïîäêëþ÷åí ê áàòàðåéêå
ñ áîëüøåé ÝÄÑ.

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàïðÿæåíèå 24 Â
ïîêàçûâàåò ñðåäíèé âîëüòìåòð. Â ýòîì
ñëó÷àå ïðàâûé âîëüòìåòð ïîêàçûâàåò 12 Â,
è âîëüòìåòð ñëåâà òîæå ïîêàçûâàåò 12 Â.
Íî â êàêîå áû ìåñòî öåïè ìû íè âêëþ÷èëè
âîëüòìåòð ñ ìåíüøèì ñîïðîòèâëåíèåì,
àëãåáðàè÷åñêàÿ ñóììà òîêîâ äëÿ óçëà, â
êîòîðîì ñîåäèíåíû âñå òðè âîëüòìåòðà,
ïðè òàêèõ ïîêàçàíèÿõ âîëüòìåòðîâ íå ìî-
æåò áûòü ðàâíîé íóëþ. Äåéñòâèòåëüíî,
âû÷èñëèì óêàçàííóþ ñóììó äëÿ âîçìîæ-
íûõ âàðèàíòîâ ðàñïîëîæåíèÿ âîëüòìåòðà
ñ ìåíüøèì ñîïðîòèâëåíèåì. Ïóñòü îí
à) íàõîäèòñÿ ñëåâà: 12 2 24 12 0- - ¹ ;
á) íàõîäèòñÿ â öåíòðå: 12 12 24 2 0- - ¹ ;
â) íàõîäèòñÿ ñïðàâà: 12 24 12 2 0- - ¹ .
Îñòàåòñÿ ïîñëåäíèé âàðèàíò: íàïðÿæåíèå
24 Â ïîêàçûâàåò ëåâûé âîëüòìåòð. Òîãäà
ñðåäíèé âîëüòìåòð ïîêàçûâàåò 12 Â, à
âîëüòìåòð ñïðàâà ïîêàçûâàåò 0 Â. Â ýòîì

Ðèñ. 3
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ñëó÷àå, î÷åâèäíî, âîëüòìåòð ñ ìåíüøèì
ñîïðîòèâëåíèåì çàíèìàåò ñðåäíåå ïîëîæå-
íèå, òàê êàê íà íåãî ïðèõîäèòñÿ ìåíüøåå
íàïðÿæåíèå ïðè òàêîì æå òîêå, êàê è â
âîëüòìåòðå ñëåâà.

Ï.Êðþêîâ, À.Áû÷êîâ

Ô2472.  Äâà ìàëåíüêèõ øàðèêà ìàññàìè
1m  è 2m  çàêðåïëåíû íà êîíöàõ òîíêîãî

æåñòêîãî î÷åíü ëåãêîãî ñòåðæíÿ äëèíîé
L. Ýòîò ñòåðæåíü ïîêîèòñÿ íà ïîâåðõ-
íîñòè øåðîõîâàòîãî ãîðèçîíòàëüíîãî
íåïîäâèæíî çàêðåïëåííîãî öèëèíäðà ðà-
äèóñîì R . Â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ ñòåð-
æåíü ãîðèçîíòàëåí è ïåðïåíäèêóëÿðåí
îñè öèëèíäðà ( íà ðèñóíêå 1 ïîêàçàí âèä ñî

ñòîðîíû òîðöà öèëèíäðà ) . Ñòåðæåíü
ïîâîðà÷èâàþò íà ìàëûé óãîë òàêèì îá-
ðàçîì, ÷òî îí äâèæåòñÿ îòíîñèòåëüíî
öèëèíäðà áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ, è îòïóñ-
êàþò. Ïîñëå ýòîãî íà÷èíàþòñÿ êîëåáà-
íèÿ, â ïðîöåññå êîòîðûõ ñòåðæåíü êàòà-
åòñÿ ïî ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà òàêæå áåç
ïðîñêàëüçûâàíèÿ, à øàðèêè äâèæóòñÿ â
ïëîñêîñòè ðèñóíêà. ×åìó ðàâåí ïåðèîä
ýòèõ êîëåáàíèé? Ñîïðîòèâëåíèåì âîçäó-
õà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

Â èñõîäíîì ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ ñòåð-
æåíü êàñàëñÿ öèëèíäðà íåêîòîðîé òî÷êîé
O. Ðàññòîÿíèÿ 1l  è 2l  îò ýòîé òî÷êè äî
øàðèêîâ ìàññàìè 1m  è 2m  îïðåäåëÿþòñÿ
èç óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ ñòåðæíÿ:

1 1 2 2m gl m gl= .

Ñ ó÷åòîì òîãî ÷òî 1 2l l L+ = , íàõîäèì

2
1

1 2

m L
l

m m
=

+
, 1

2
1 2

m L
l

m m
=

+
.

Ïóñòü ñòåðæåíü, ïåðåêàòûâàÿñü â ïðîöåññå
êîëåáàíèé ïî öèëèíäðó, â íåêîòîðûé ìî-
ìåíò âðåìåíè îêàçàëñÿ îòêëîíåííûì îò
èñõîäíîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ íà ìà-
ëûé óãîë �A (ðèñ. 2). Ïðè ýòîì ñòåðæåíü

êàñàåòñÿ öèëèíäðà òî÷êîé A è AO R�A= .
Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ øàðèêîâ â ïîëå
òÿæåñòè â ðåçóëüòàòå òàêîãî ïîâîðîòà ñòåð-
æíÿ èçìåíèëàñü (îòíîñèòåëüíî èñõîäíîãî
çíà÷åíèÿ) íà 2 2 1 1U m gh m gh�$ = - , ãäå ðàç-
íîñòè âûñîò 1h  è 2h  îòñ÷èòûâàþòñÿ îò
èñõîäíîãî ãîðèçîíòàëüíîãî ïîëîæåíèÿ
ñòåðæíÿ è ðàâíû 1 1( )sinh l AO y�A �$= - +
è 2 2( )sinh l AO y�A �$= + - , à (1y R�$ = -

cos )�A- . Ñ ó÷åòîì òîãî ÷òî óãîë �A ìàë,

ò.å. sin �A �A=  è ( )2cos 1 2a�A= - , âûðàæå-
íèå äëÿ U�$  ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

2 2 1 1U m gh m gh�$ = - =

( )( )2 2 sinm g l AO y�A �$= + - -

( )( )1 1 sinm g l AO y�A �$- - + =

( )
2

2 2 2
m g l R R

�A
�A �A

æ ö
= + - -ç ÷è ø

( )
2

1 1 2
m g l R R

�A
�A �A

æ ö
- - + =ç ÷è ø

21 2( )
2

m m gR
�A

+
= .

Â ðàññìàòðèâàåìûé ìîìåíò âðåìåíè êèíå-
òè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ øàðèêîâ ðàâíà

2 2 2 2 2 2
1 1 2 2 1 1 2 2

2 2 2 2
m v m v m r m r

W
�W �W

= + = + =

2 2 2 2
1 1 2 2( ) ( )

2 2
m l R m l R�W �A �W �A- +

= + =

2 2 2 2
1 1 2 2

2 2
m l m l�W �W

= + ,

ãäå �W – óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ ñòåðæ-
íÿ, 1 1r l AO= -  è 2 2r l AO= +  – ðàññòîÿ-
íèÿ îò ìãíîâåííîé îñè âðàùåíèÿ A äî
øàðèêîâ ìàññàìè 1m  è 2m  ñîîòâåòñòâåííî.

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2

(Ïðîäîëæåíèå ñì. íà ñ. 45)
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Ýòè çàäà÷è ïðåäíàçíà÷åíû ïðåæäå âñåãî
ó÷àùèìñÿ 6–8 êëàññîâ.

Ýòè çàäà÷è ïðåäëàãàëèñü íà XXIII Òóðíèðå
ìàòåìàòè÷åñêèõ áîåâ èìåíè À.Ï.Ñàâèíà.

Çàäà÷è
1. à) Ðàññòàâüòå ïî îäíîìó ðàçó öèô-
ðû îò 1 äî 6 íà ìåñòà ïðîïóñêîâ â
òåêñòå òàê, ÷òîáû íå âîçíèêëî ìàòå-
ìàòè÷åñêèõ ïðîòèâîðå÷èé. Îêîí÷àíèÿ
ñëîâ ìîæíî ìåíÿòü. á) Ñêîëüêî åñòü
ñïîñîáîâ ýòî ñäåëàòü?
Îäíàæäû ñëîíû ñîðâàëè ___ êîêî-
ñîâ è ___ áàíàíîâ, òðåòü ýòèõ ïëî-
äîâ ñúåëè, à îñòàëüíîå âçÿëè ñ ñî-
áîé íà ïðîãóëêó. Êàæäûé èç ýòèõ ___
ñëîíîâ íåñ ïî ___ ïëîäîâ. Âñòðåòèâ
___ ñëîíèõ, îíè îòäàëè èì âñå ñâîè
ïëîäû. Ïðè ýòîì êàæäîé ñëîíèõå äî-
ñòàëîñü ïî ___ ïëîäîâ.

Å.Áàêàåâ, Ä.Øíîëü

2. Êàæäàÿ ãðàíü êóáèêà ðàçìåðîì
2�s2�s2 ðàçáèòà íà ÷åòûðå êâàäðàòà

1�s1. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî
êâàäðàòîâ ìîæíî çàêðàñèòü òàê, ÷òî-
áû îíè íå ñîïðèêàñàëèñü äàæå óã-
ëàìè?

À.Øàïîâàëîâ

3. Ïåòÿ çàïèñàë íåñêîëüêî ðàçëè÷-
íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñ ñóììîé 92,
èñïîëüçóÿ òîëüêî äâå ðàçëè÷íûå öèô-
ðû. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî
÷èñåë ìîã çàïèñàòü Ïåòÿ?

Å.Áàêàåâ, Í.×åðíÿòüåâ

4. Øåñòèóãîëüíèê (íå îáÿçàòåëüíî
âûïóêëûé), âñå ñòîðîíû êîòîðîãî ðàç-
íîé äëèíû, ðàçðåçàëè íà ðàâíîñòî-
ðîííèå òðåóãîëüíèêè. Êàêîå íàèìåíü-
øåå êîëè÷åñòâî òðåóãîëüíèêîâ ìîãëî
ïîëó÷èòüñÿ?

Å.Áàêàåâ
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Èçáðàííûå çàäà÷è

1. (7–8) 1  Èç A â B ïðîòèâ òå÷åíèÿ
îòïëûë êàòåð, à ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ èç
Â íàâñòðå÷ó åìó íà÷àëà äâèãàòüñÿ ëîäêà.

Îíè âñòðåòèëèñü, êîãäà êàòåð ïðîøåë 
4
5

ïóòè äî B. Äîïëûâ äî B, êàòåð ðàçâåð-
íóëñÿ è äîãíàë ëîäêó, çàòðàòèâ íà ýòî

ïîñëå âûõîäà èç Â 
3
5

 âðåìåíè, êîòîðîå
òðåáóåòñÿ åìó íà âåñü ïóòü èç B â A.
×åðåç êàêîå âðåìÿ ïîñëå êàòåðà ïðèïëû-
âåò â A ëîäêà, åñëè íà âåñü ïóòü êàòåð
çàòðàòèë 10 ÷àñîâ?

ß.Äðîêèí

2. (6–8) Íà äîñêå çàïèñàíî íàòóðàëüíîå
÷èñëî, âñå öèôðû êîòîðîãî ðàçëè÷íû. Ïåòÿ
çàìåòèë, ÷òî åñëè ïîä÷åðêíóòü ëþáûå äâå
åãî ñîñåäíèå öèôðû, òî ïîä÷åðêíóòîå äâó-
çíà÷íîå ÷èñëî ëèáî ïðîñòîå, ëèáî òî÷íûé
êâàäðàò. Íàéäèòå íàèáîëüøåå ÷èñëî, êîòî-
ðîå ìîãëî áûòü íà äîñêå.

Ì.Åâäîêèìîâ

3. (8) Øàõìàòíàÿ
ôèãóðà êóçíå÷èê
ïðûãàåò íà ëþáîå
ðàññòîÿíèå ïî ãîðè-
çîíòàëè, âåðòèêàëè
èëè äèàãîíàëè, ïðè-
÷åì îíà äîëæíà ïå-
ðåïðûãíóòü ðîâíî
îäíó çàíÿòóþ êëåò-
êó è îïóñòèòüñÿ íà
ñëåäóþùóþ çà íåé
ñâîáîäíóþ êëåòêó.

Íà áåñêîíå÷íîì
êëåò÷àòîì ïîëå ñè-
äÿò ïÿòü êóçíå÷èêîâ
â âèäå áóêâû «F»
(ðèñ. 1, à). Ìîãóò ëè
êóçíå÷èêè ÷åðåç íå-

ñêîëüêî ïðûæêîâ îáðàçîâàòü «êðåñò» (ðèñ.
1,á)?

À.Øàïîâàëîâ

4. (8) Íà îêðóæíîñòè îòìå÷åíû 2 n òî-
÷åê, ðàçáèâàþùèõ åå íà ðàâíûå äóãè. Â
îäíîé èç îòìå÷åííûõ òî÷åê ñèäèò êðî-
ëèê, à â äâóõ ñîñåäíèõ íàõîäÿòñÿ âîëêè.
Çà îäèí õîä êàæäûé èç íèõ ìîæåò ïåðå-
ìåñòèòüñÿ ëèáî â ñîñåäíþþ, ëèáî â ïðî-
òèâîïîëîæíóþ îòìå÷åííóþ òî÷êó. Õîäÿò
ïî î÷åðåäè, ïåðâûé õîä äåëàåò êðîëèê, à
çàòåì õîäÿò îáà âîëêà. Åñëè â êàêîé-òî
ìîìåíò êðîëèê îêàæåòñÿ â îäíîé òî÷êå ñ
âîëêîì, åãî ñúåäàþò. Âîëêè ìîãóò íà-
õîäèòüñÿ â îäíîé îòìå÷åííîé òî÷êå. Ïðè
êàêèõ n êðîëèê ìîæåò áåãàòü îò âîë-
êîâ áåñêîíå÷íî äîëãî, êàê áû îíè íè
õîäèëè?

À.Ãðèáàëêî

5. (8) Â êîíôåðåíöèè ó÷àñòâîâàëè 8
ìóæ÷èí è 8 æåíùèí. Êàæäûé äåíü íåêî-
òîðûå èç íèõ ÷èòàëè äîêëàä. Ïî îêîí÷à-
íèè êîíôåðåíöèè îêàçàëîñü, ÷òî äëÿ êàæ-
äûõ äâóõ ó÷àñòíèêîâ îäíîãî ïîëà áûëè
äâà äíÿ, â êîòîðûå îíè îáà ÷èòàëè äîê-
ëàäû, íî ïðè ýòîì íè äëÿ êàêèõ òðåõ
ó÷àñòíèêîâ òàêèå äâà äíÿ óêàçàòü íåëüçÿ.
Äîêàæèòå, ÷òî êîíôåðåíöèÿ äëèëàñü íå
ìåíåå 14 äíåé.

À.Ãðèáàëêî

6. (8) Ìîæíî ëè íà ãðàíÿõ âîñüìè îäè-
íàêîâûõ êóáèêîâ çàïèñàòü ÷èñëà (íå îáÿ-
çàòåëüíî íàòóðàëüíûå) òàê, ÷òîáû èç ýòèõ
êóáèêîâ ìîæíî áûëî ñîñòàâèòü âäâîå áîëü-
øèé êóá ñ ëþáîé ñóììîé îò 1 äî 10000000
íà âèäèìûõ ãðàíÿõ?

À.Øàïîâàëîâ

7. (8) Êàæäàÿ êëåòêà êâàäðàòà n�sn ïî-
êðàøåíà â îäèí èç äâóõ öâåòîâ – ÷åðíûé
èëè áåëûé. Îäíèì õîäîì ðàçðåøàåòñÿ
âûáðàòü ëþáîé ïðÿìîóãîëüíèê 1 �s5 èëè
1�s7 ñî ñòîðîíàìè, èäóùèìè ïî ãðàíèöàì
êëåòîê, è ïåðåêðàñèòü êàæäóþ èç åãî êëå-

XXIII Òóðíèð ìàòåìàòè÷åñêèõ áîåâ
èìåíè À.Ï. Ñàâèíà

1 Â ñêîáêàõ ïîñëå íîìåðà çàäà÷è óêàçàí
êëàññ, â êîòîðîì îíà ïðåäëàãàëàñü.

Ðèñ. 1
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òîê â ïðîòèâîïîëîæíûé öâåò. Ïðè êàêèõ
íàòóðàëüíûõ n ìîæíî ãàðàíòèðîâàòü, ÷òî
âñþ äîñêó ïîëó÷èòñÿ ñäåëàòü áåëîé ñ ïî-
ìîùüþ íåñêîëüêèõ òàêèõ õîäîâ?

Ì.Àðòåìüåâ, Å.Áàêàåâ, È.Ðàñêèíà

8. (7–8) Ïî êðóãó ñòîÿò 25 äåòåé. Êàæ-
äîãî èç íèõ ñïðîñèëè: «Ñêîëüêî òâîèõ
ñîñåäåé îäíîãî ñ òîáîé ïîëà?» Èçâåñòíî,
÷òî 8 äåòåé îòâåòèëè: «2», 8 îòâåòèëè:
«1», 8 îòâåòèëè: «0». ×òî îòâåòèë 25-é
ðåáåíîê?

À.Øàïîâàëîâ

9. (6-7) Ïåòÿ è Âàñÿ èãðàþò â òàêóþ
èãðó. Ïåòÿ ïèøåò íà äîñêå åäèíèöó, Âàñÿ
ïðèïèñûâàåò ê íåé ñëåâà èëè ñïðàâà äâîé-
êó, çàòåì Ïåòÿ ïðèïèñûâàåò ê ïîëó÷åí-
íîìó ÷èñëó ñëåâà èëè ñïðàâà òðîéêó è
òàê äàëåå. Ïîñëåäíèì õîäîì Ïåòÿ ïðèïè-
ñûâàåò ê òåêóùåìó ÷èñëó ñëåâà èëè ñïðà-
âà äåâÿòêó. Åñëè ïîëó÷åííîå äåâÿòèçíà÷-
íîå ÷èñëî êðàòíî 11, òî ïîáåæäàåò Ïåòÿ,
èíà÷å ïîáåæäàåò Âàñÿ. Êòî èç íèõ ñìî-
æåò ïîáåäèòü, êàê áû íè èãðàë ñîïåð-
íèê?

À.Ãðèáàëêî

10. (8) Çàáîð îêðóæàåò ó÷àñòîê, êîòî-
ðûé ìîæíî áûëî áû ðàçáèòü íà ïÿòü

êâàäðàòîâ ñî ñòî-
ðîíîé 10 ìåòðîâ
(ðèñ.2). Ìîæíî ëè
ðàçáèòü ýòîò ó÷àñ-
òîê íà äâå ÷àñòè
ðàâíîé ïëîùàäè

äîïîëíèòåëüíûì çàáîðîì äëèíîé ìåíåå
14 ìåòðîâ?

À.Øàïîâàëîâ

11. (8) Èç áóìàãè âûðåçàëè íåñêîëüêî
ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ òðåóãîëüíèêîâ. Îêà-
çàëîñü, ÷òî ñðåäè ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ åñòü
õîòÿ áû îäèí íå ïðÿìîóãîëüíûé, à êàæäûå
äâà èç íèõ ìîæíî ñêëåèòü ïî ñòîðîíå òàê,
÷òî ïîëó÷èòñÿ òðåóãîëüíèê (òðåóãîëüíèêè
ðàçðåøàåòñÿ ïåðåâîðà÷èâàòü). Êàêîå íàè-
áîëüøåå êîëè÷åñòâî òðåóãîëüíèêîâ ìîãëî
áûòü âûðåçàíî?

À.Ãðèáàëêî

12. (8) Ìîæíî ëè ðàâíîñòîðîííèé òðåó-
ãîëüíèê ðàçðåçàòü íà ïÿòü ðàâíîáåäðåí-
íûõ òðåóãîëüíèêîâ, ñðåäè êîòîðûõ íåò
ïîäîáíûõ?

Ì.Ïàíîâ

13. (8) Ñóùåñòâóåò ëè òàêàÿ îòëè÷íàÿ îò
êðóãà ôèãóðà, îãðàíè÷åííàÿ îòðåçêàìè è
äóãàìè îêðóæíîñòåé, ÷òî âñå îòðåçêè, äå-
ëÿùèå ïîïîëàì åå ïåðèìåòð, èìåþò îäèíà-
êîâûå äëèíû?

À.Çàñëàâñêèé

14. (7) Âûñîòû îñòðîóãîëüíîãî òðåó-
ãîëüíèêà ÀÂÑ ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå Í ,
òî÷êà K  – ñåðåäèíà îòðåçêà ÑÍ . Äîêàæè-
òå, ÷òî óãîë AKB  – îñòðûé.

À.Áëèíêîâ, À.Çàñëàâñêèé

15. (8) Â òðåóãîëüíèêå ÀÂÑ íà ñòîðîíå
ÀÂ è íà ïðîäîëæåíèè ñòîðîíû ÂÑ çà òî÷êó
Ñ îòìå÷åíû òî÷êè Å è F ñîîòâåòñòâåííî
òàê, ÷òî ÀÅ = CF = AC. Ïðÿìûå ÅÑ è AF
ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå D , òî÷êà Í  – îñíîâà-
íèå ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç D  íà
ïðÿìóþ ÀÑ. Äîêàæèòå, ÷òî äëèíà ÀÍ
ðàâíà ïîëóïåðèìåòðó òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ.

Ì.Âîë÷êåâè÷

Ïóáëèêàöèþ ïîäãîòîâèë À.Áëèíêîâ

Ðèñ. 2

ÂÍÈÌÀÍÈÞ ÍÀØÈÕ ×ÈÒÀÒÅËÅÉ

Ðåäàêöèÿ «Êâàíòà» ïðèíîñèò ÷èòàòåëÿì ñâîè èçâèíåíèÿ  çà îøèáêó,
äîïóùåííóþ â ïðîøëîì íîìåðå æóðíàëà. Íà ñòðàíèöå 23  áûëè íåâåðíî
óêàçàíû äàòû æèçíè Èãîðÿ Ôåäîðîâè÷à Øàðûãèíà.

Ïðàâèëüíûå äàòû æèçíè Èãîðÿ Ôåäîðîâè÷à: 13.02.1937– 12.03.2004.



Ì åòîä
êîîðäèíàò:

ðåøåíèÿ áåç
ëèøíèõ

âû÷èñëåíèé
Î.ÈÂÀÍÎÂ

«Ì ÅÒÎÄ ÊÎÎÐÄÈÍÀÒ» ×ÀÑÒÎ ÂÎÑ-
ïðèíèìàåòñÿ êàê ñâîåãî ðîäà «îò-

ìû÷êà», ïîçâîëÿþùàÿ ðåøàòü âû÷èñëèòåëü-
íî ãåîìåòðè÷åñêèå çàäà÷è. Â ýòîé ñòàòüå ìû
òîæå áóäåì ðàáîòàòü ñ êîîðäèíàòàìè, íî
óâèäèì, ÷òî èíîãäà âû÷èñëåíèÿ ïî÷òè íå
òðåáóþòñÿ, à ðåøåíèå ìîæíî çàïèñàòü áóê-
âàëüíî â îäíó ñòðî÷êó.

Ìíîæåñòâà íà ïëîñêîñòè è óðàâíåíèÿ

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà ïëîñêîñòè çàäàíà
ñèñòåìà êîîðäèíàò. Ãîâîðÿò, ÷òî ìíîæåñòâî
M  çàäàíî óðàâíåíèåì  îòíîñèòåëüíî íåèçâå-
ñòíûõ x, y, åñëè ýòî ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç òåõ
è òîëüêî òåõ òî÷åê �� �	,x y , êîîðäèíàòû êîòî-
ðûõ óäîâëåòâîðÿþò äàííîìó óðàâíåíèþ. Òåì
ñàìûì, óðàâíåíèþ �� �	, 0f x y ��  ñîïîñòàâëÿåò-
ñÿ íåêàÿ «êàðòèíêà» íà êîîðäèíàòíîé ïëîñ-
êîñòè.

Íàïðèìåð, åñëè �� �	,f x y ax by c�� �� ��  è ïðè
ýòîì êîýôôèöèåíòû a è b îäíîâðåìåííî íå
ðàâíû íóëþ, òî óðàâíåíèå �� �	, 0f x y ��  çàäàåò
ïðÿìóþ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè b = 0, òî

óðàâíåíèå ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó 
c

x
a

�� �
  è,

òåì ñàìûì, çàäàåò âåðòèêàëüíóþ ïðÿìóþ.
Åñëè 0b �x , òî ýòî óðàâíåíèå ïðåîáðàçóåòñÿ

ê âèäó 
a ñ

y x
b a

�� �
 �
 , òàêèì îáðàçîì, çàäàí-
íîå èì ìíîæåñòâî – ãðàôèê ëèíåéíîé ôóí-
êöèè.

Îêðóæíîñòü ðàäèóñîì r ñ öåíòðîì â òî÷êå
�� �	0 0;P x y  çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

�� �	 �� �	2 2 2
0 0x x y y r�
 �� �
 �� , èëè

 �� �	 �� �	2 2 2
0 0 0x x y y r�
 �� �
 �
 �� .

Äåéñòâèòåëüíî, òî÷êà M  ëåæèò íà îêðóæíî-
ñòè ðàäèóñîì r ñ öåíòðîì â òî÷êå �� �	0 0;P x y
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàññòîÿíèå îò
òî÷êè M  äî öåíòðà P ýòîé îêðóæíîñòè ðàâíî
åå ðàäèóñó, MP = r.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó äëÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæ-
äó òî÷êàìè íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè, ïî-
ëó÷àåì óðàâíåíèå

�� �	 �� �	2 2
0 0x x y y r�
 �� �
 �� , èëè

 �� �	 �� �	2 2 2
0 0x x y y r�
 �� �
 �� .

Êâàäðàòè÷íûå óðàâíåíèÿ âèäà �� �	2 2a x y�� ��
0bx cy d�� �� �� ��  (ãäå 0a �x ) âñåãäà çàäàþò

ëèáî îêðóæíîñòü, ëèáî òî÷êó, ëèáî íå èìåþò
ðåøåíèé. Âîçüìåì, íàïðèìåð, óðàâíåíèå

�� �	2 22 16 4 0x y x y d�� �� �
 �� �� . Ïðåîáðàçóåì
åãî:

2 2 8 2 0
2
d

x y x y�� �� �
 �� �� ,

2 28 2 0
2
d

x x y y�� �� �
 �� �� ,

�� �	 �� �	2 28 16 16 2 1 1 0
2
d

x x y y�� �� �
 �� �
 �� �
 �� �� ,

�� �	 �� �	2 24 1 17 0
2
d

x y�� �� �
 �� �
 �� .

Ïðè 17 0
2
d

�
 ��  ïîëó÷àåòñÿ îêðóæíîñòü ñ

öåíòðîì �� �	4; 1�
 , ïðè 17 0
2
d

�
 ��  – îäíà òî÷êà

�� �	4; 1�
 , à ïðè 17 0
2
d

�
 ��  ìíîæåñòâî ðåøåíèé

ïóñòî.
Óïðàæíåíèå 1.  Íàéäèòå óñëîâèÿ íà êîýôôèöè-

åíòû óðàâíåíèÿ �� �	2 2 0a x y bx cy d�� �� �� �� �� , ãäå
0a �x , ïðè êîòîðûõ ýòî óðàâíåíèå çàäàåò îêðóæ-

íîñòü.

Â øêîëå ïàðàáîëîé ïðèíÿòî íàçûâàòü ãðà-
ôèê êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè 2y ax bx c�� �� ��
(çäåñü êîýôôèöèåíò a îòëè÷åí îò íóëÿ).
Îäíàêî åñëè ìû ïîâåðíåì ýòîò ãðàôèê íà
íåêîòîðûé óãîë èëè æå îòðàçèì îòíîñèòåëü-
íî íåêîòîðîé ïðÿìîé, ïîëó÷åííîå ìíîæå-
ñòâî ïàðàáîëîé áûòü íå ïåðåñòàíåò. Íàïðè-
ìåð, óðàâíåíèå 2 0x y�
 ��  çàäàåò ïàðàáîëó,
îñü êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ îñüþ Ox. Ëó÷øå
îïðåäåëÿòü ïàðàáîëó ãåîìåòðè÷åñêè (êàê

Äàííàÿ ñòàòüÿ îñíîâàíà íà ìàòåðèàëå òåì 2 è
8 êíèãè «Ìàòåìàòèêà 10–11, ïðèÿòíàÿ âî âñåõ
îòíîøåíèÿõ (ìàòåðèàëû äëÿ ôàêóëüòàòèâíûõ
çàíÿòèé)» è ïå÷àòàåòñÿ ñ ëþáåçíîãî ðàçðåøå-
íèÿ èçäàòåëüñòâà «ÑÌÈÎ Ïðåññ».
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ìíîæåñòâî òî÷åê, ðàâíîóäàëåííûõ îò äàí-
íîé òî÷êè è äàííîé ïðÿìîé).

Óïðàæíåíèå 2.  Íàéäèòå óðàâíåíèå ìíîæåñòâà
âñåõ òî÷åê, ðàâíîóäàëåííûõ îò òî÷êè (1; 1) è
ïðÿìîé y = –1, è óáåäèòåñü, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî
ÿâëÿåòñÿ ïàðàáîëîé.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ñîâñåì íå òðóäíîå
(äîêàæèòå åãî ñàìîñòîÿòåëüíî), íî âàæíîå,
ïîñêîëüêó ïîêàçûâàåò ñâÿçü ìåæäó îïåðàöè-
ÿìè íàä ìíîæåñòâàìè è íàä óðàâíåíèÿìè.

Òåîðåìà 1.  Ïóñòü ìíîæåñòâî A  çàäàíî
óðàâíåíèåì �� �	,f x y 0�� , à ìíîæåñòâî B  –
óðàâíåíèåì �� �	,g x y 0�� . Òîãäà óðàâíåíèå

�� �	 �� �	, ,f x y g x y 0��  çàäàåò îáúåäèíåíèå
UA B  ýòèõ ìíîæåñòâ, à ñèñòåìà

�� �	
�� �	

, ,

,

f x y 0

g x y 0

���«�®
�¬

���®�­
çàäàåò èõ ïåðåñå÷åíèå.

Ïî ìíåíèþ àâòîðà, ýòà òåîðåìà çàñëóæèâà-
åò íàçâàíèÿ «îñíîâíàÿ òåîðåìà àíàëèòè÷åñ-
êîé ãåîìåòðèè». Íà ñàìîì äåëå, ðàáîòàÿ ñ
óðàâíåíèÿìè ìíîæåñòâ, ìû ÷àñòî (äàæå íå
çàìå÷àÿ òîãî) ïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 1. Ê
ïðèìåðó, ïîñêîëüêó �� �	 ��2 21 4 1x y x�
 �
 �� �
 �


�	 �� �	2 1 2y x y�
 �
 �� , òî óðàâíåíèå �� �	2 21 4x y�
 ��

çàäàåò îáúåäèíåíèå (ïàðó) ïðÿìûõ 
1

2
x

y
�


��

è 
1

2
x

y
�


�� �
 . À òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ

ïðÿìûõ ñ îêðóæíîñòüþ ðàäèóñà 2 ñ öåíòðîì
â íà÷àëå êîîðäèíàò ìîæíî íàéòè, ðåøèâ
ñèñòåìó

�� �	2 2

2 2

1 4 ,

4.

x y

x y

�« �
 ���®
�¬

�� ���®�­

Èçÿùíûå ðåøåíèÿ áåç ëèøíèõ
âû÷èñëåíèé

Íà÷íåì ñ ðåøåíèÿ äâóõ âû÷èñëèòåëüíûõ
çàäà÷.

Çàäà÷à 1. Íàéäèòå óðàâíåíèå ïðÿìîé,
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ îê-
ðóæíîñòåé: ñ öåíòðîì â òî÷êå �� �	1 ;O 3 3  è
ðàäèóñîì 1r 10��  è ñ öåíòðîì â òî÷êå

�� �	2 ;O 5 1�
 �
 è ðàäèóñîì 5 2  (ðèñ.1).
Ïîïðîáóåì ïîéòè ñòàíäàðòíûì ïóòåì. Íàäî

íàïèñàòü óðàâíåíèå êàæäîé èç äàííûõ îê-
ðóæíîñòåé, íàéòè èõ òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ,
ðåøèâ ñèñòåìó äâóõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ íåèç-
âåñòíûìè, à äàëåå íàïèñàòü óðàâíåíèå ïðÿ-
ìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íàéäåííûå òî÷êè.

Íàïèøåì óðàâíåíèÿ äàííûõ îêðóæíîñ-
òåé. Ïåðâàÿ èç íèõ çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

�� �	 �� �	2 23 3 10x y�
 �� �
 �� ,
2 26 9 6 9 10x x y y�
 �� �� �
 �� �� ,

2 2 6 6 8 0x y x y�� �
 �
 �� �� .

Âòîðàÿ – óðàâíåíèåì

�� �	 �� �	2 25 1 50x y�� �� �� �� ,
2 210 25 2 1 50x x y y�� �� �� �� �� �� ,

2 2 10 2 24 0x y x y�� �� �� �
 �� .

Òàêèì îáðàçîì, êîîðäèíàòàìè òî÷åê ïåðåñå-
÷åíèÿ ýòèõ îêðóæíîñòåé ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿ
ñèñòåìû

2 2

2 2

6 6 8 0,

10 2 24 0.

x y x y

x y x y

�« �� �
 �
 �� ���®
�¬

�� �� �� �
 ���®�­
     (1)

Âû÷òÿ èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ýòîé ñèñòåìû åå
ïåðâîå óðàâíåíèå, ïîëó÷èì ñèñòåìó

2 2 6 6 8 0,

16 8 32 0,

x y x y

x y

�« �� �
 �
 �� ���®
�¬

�� �
 ���®�­
èëè

2 2 6 6 8 0,

2 4 0,

x y x y

x y

�« �� �
 �
 �� ���®
�¬

�� �
 ���®�­
Âûðàçèâ y ÷åðåç x ïðè ïîìîùè âòîðîãî
óðàâíåíèÿ è ïîäñòàâèâ ýòî âûðàæåíèå â
ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû, ïîëó÷èì óðàâíå-
íèå äëÿ àáñöèññ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ äàííûõ
îêðóæíîñòåé. Èìååì y = 4 – 2 x, ïîýòîìó

�� �	 �� �	22 4 2 6 6 4 2 8 0x x x x�� �
 �
 �
 �
 �� �� ,

èëè
25 10 0x x�
 �� ,

îòêóäà x = 0; 2. Åñëè x = 0, òî y = 4, à åñëè
x = 2, òî y = 0. Òàêèì îáðàçîì, òî÷êàìè
ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòåé ÿâëÿþòñÿ òî÷êè

�� �	0; 4A  è �� �	2; 0B . Ïîýòîìó â óðàâíåíèè y =
= kx + b ïðÿìîé AB k = –2 è b = 4. Òàêèì
îáðàçîì, èñêîìàÿ ïðÿìàÿ çàäàåòñÿ óðàâíå-
íèåì y = 4 – 2 x.

Ðèñ. 1
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Ñòîï, ìû óæå âèäåëè ýòî óðàâíåíèå! Ýòî
âåäü â òî÷íîñòè âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû
(1). Âîçìîæíî, íàì è íå ñëåäîâàëî ðåøàòü
ýòó ñèñòåìó? Ïðîàíàëèçèðóåì ïðîèçâåäåí-
íûå îïåðàöèè ñ ëîãè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ.
Ìû ïîëó÷èëè óðàâíåíèå 2 x + y – 4 = 0 êàê
ñëåäñòâèå ñèñòåìû (1), çíà÷èò, âñå îáùèå
òî÷êè äâóõ ìíîæåñòâ (îêðóæíîñòåé), çàäàí-
íûõ óðàâíåíèÿìè ñèñòåìû (1), ëåæàò íà
ýòîé ïðÿìîé!

Îáîáùèì óòâåðæäåíèå, êîòîðîå èñïîëüçî-
âàëîñü â ïðèâåäåííîì ðàññóæäåíèè.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ìíîæåñòâî A  çàäàíî
óðàâíåíèåì �� �	,f x y �� 0, à ìíîæåñòâî B  –
yðàâíåíèåì �� �	,g x y �� 0. Åñëè ìíîæåñòâà A
è B  èìåþò îáùèå òî÷êè, òî äëÿ ëþáûõ
÷èñåë a è b óðàâíåíèå �� �	 �� �	, ,af x y bg x y 0�� ��
çàäàåò ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå âñå òî÷êè
ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ ìíîæåñòâ.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü �� �	0 0;M x y  – êàêàÿ-
ëèáî îáùàÿ òî÷êà ìíîæåñòâ A  è B . Ñëå-
äîâàòåëüíî, �� �	0 0, 0f x y ��  è �� �	0 0, 0g x y �� ,
ïîýòîìó è �� �	 �� �	0 0 0 0, , 0af x y bg x y�� �� , ÷òî
è îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êà M  ëåæèò â ìíîæå-
ñòâå, çàäàííîì óðàâíåíèåì �� �	,af x y ��

�� �	, 0bg x y�� �� .

Óïðàæíåíèå 3.  (Î ïó÷êå ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ
÷åðåç îäíó òî÷êó) Ïóñòü òî÷êà P – òî÷êà ïåðåñå-
÷åíèÿ ïðÿìûõ, çàäàííûõ ëèíåéíûìè óðàâíåíèÿ-
ìè �� �	1 , 0l x y ��  è �� �	2 , 0l x y �� . Äîêàæèòå, ÷òî
ëèíåéíîå óðàâíåíèå �� �	, 0l x y ��  çàäàåò ïðÿìóþ,
ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó P, òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ñóùåñòâóþò ÷èñëà 1�A  è 2�A  òàêèå, ÷òî

�� �	 �� �	 �� �	1 1 2 2, , ,l x y l x y l x y�� �A �
 �A .

Çàäà÷à 2. Íàéäèòå óðàâíåíèå êàêîé-íè-
áóäü ïðÿìîé, îòäåëÿþùåé äðóã îò äðóãà

ïàðàáîëû 2 1
y x

2
�� ��  è 2y 2x 12x 12�� �
 �� �


(ðèñ.2).
Äîñòàòî÷íî íàéòè ïðÿìóþ, êîòîðàÿ íå ïå-

ðåñåêàåò íè îäíó èç äâóõ äàííûõ ïàðàáîë.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ñòàðøèå êîýôôèöèåí-
òû óðàâíåíèé äâóõ ïàðàáîë èìåþò ðàçíûå
çíàêè. Òîãäà åñëè ïðÿìàÿ íå ïåðåñåêàåò íè
îäíó èç ýòèõ äâóõ ïàðàáîë, òî îíà îáÿçàòåëü-
íî îòäåëÿåò èõ, ò.å. ïàðàáîëû ðàñïîëàãàþòñÿ
ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ïðÿìîé (äîêàæèòå
ýòî!).

Ñíîâà íà÷íåì ñ «ëîáîâîãî» ïóòè ðåøåíèÿ
çàäà÷è.

Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî äàííûå ïàðàáîëû
íå ïåðåñåêàþòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, óðàâíåíèå

2 21
2 12 12

2
x x x�� �� �
 �� �
 , èëè 23 12x x�
 ��

25
0

2
�� �� , íå èìååò ðåøåíèé, ïîñêîëüêó

75
36 0

4 2
D

�� �
 �� .

Íàì íàäî íàéòè êîýôôèöèåíòû â óðàâíå-
íèè y = kx + b ïðÿìîé, ïðè êîòîðûõ ýòà
ïðÿìàÿ íå ïåðåñåêàåò íè îäíó èç äàííûõ

ïàðàáîë. Óðàâíåíèå 2 1
2

kx b x�� �� ��  íå èìå-

åò ðåøåíèé, åñëè 2 4 2 0k b�� �
 �� , èëè
22

4
k

b
�


�� . Óðàâíåíèå 22 12kx b x x�� �� �
 �� �


– 12 íå èìååò ðåøåíèé, åñëè �� �	212k �
 �


�� �	8 12 0b�
 �� �� , èëè �� �	21
12 12

8
b k�� �
 �
 . Äëÿ

òîãî ÷òîáû íàéòè êàêîå-òî ðåøåíèå ñèñòåìû

�� �	

2

2

2
,

4
1

12 12,
8

k
b

b k

�« �

���®�®

�¬
�® �� �
 �
�®�­

äîñòàòî÷íî âíà÷àëå íàéòè çíà÷åíèå k, ÿâëÿ-
þùååñÿ ðåøåíèåì íåðàâåíñòâà

�� �	
2

21 2
12 12

8 4
k

k
�


�
 �
 �� ,

èëè

�� �	2 212 96 4 2k k�
 �
 �� �
 ,

èëè
23 24 44 0k k�
 �� �� .

Òåïåðü æå áóäåì ðàññóæäàòü èíà÷å. ßñíî,
÷òî åñëè íå èìååò ðåøåíèé ñèñòåìà

�� �	
�� �	

, 0,

, 0,

f x y

g x y

���«�®
�¬

���®�­
òî íå èìååò ðåøåíèé íè îäíà èç ñèñòåì

�� �	 �� �	
�� �	

, , 0,

, 0

f x y g x y

g x y

�� ���«�®
�¬
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è

�� �	 �� �	
�� �	

, , 0,

, 0.

f x y g x y

f x y

�� ���«�®
�¬

���®�­
Åñëè ïîëîæèòü �� �	 2, 2 2 1f x y y x�� �
 ��  è

�� �	 2, 2 12 12g x y y x x�� �� �
 �� ,  òî �� �	,f x y ��

�� �	, 3 12 11g x y y x�� �� �
 �� . Ïîýòîìó ïðÿìàÿ,
çàäàííàÿ óðàâíåíèåì 3 y – 12x + 11 = 0, èëè

11
4

3
y x�� �
 , íå ïåðåñåêàåò íè îäíó èç äàí-

íûõ ïàðàáîë.
Ïî àíàëîãèè ñ òåîðåìîé 2 ñôîðìóëèðóåì

òåîðåìó 3 – îáîáùåíèå óòâåðæäåíèÿ, íà
êîòîðîì îñíîâûâàëîñü ðåøåíèå çàäà÷è 2.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü ìíîæåñòâî A  çàäàíî
óðàâíåíèåì �� �	,f x y 0�� , à ìíîæåñòâî B  –
óðàâíåíèåì �� �	,g x y 0�� . Åñëè ìíîæåñòâà
A  è B  íå èìåþò îáùèõ òî÷åê, òî äëÿ
ëþáûõ îòëè÷íûõ îò íóëÿ ÷èñåë a è b
óðàâíåíèå �� �	 �� �	, ,af x y bg x y 0�� ��  çàäàåò
ìíîæåñòâî, íå èìåþùåå îáùèõ òî÷åê ñ
ìíîæåñòâàìè A  è B .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî, çàäàííîå
óðàâíåíèåì �� �	 �� �	, , 0af x y bg x y�� �� , èìååò
îáùèå òî÷êè, íàïðèìåð, ñ ìíîæåñòâîì A .
Îáîçíà÷èì ÷åðåç �� �	0 0;x y  êîîðäèíàòû îäíîé
èç òàêèõ òî÷åê. Òîãäà, òàê êàê �� �	0 0, 0f x y ��
è �� �	 �� �	0 0 0 0, , 0af x y bf x y�� �� , òî �� �	0 0,bg x y ��
= 0. Ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ 0b �x , òî

�� �	0 0, 0g x y �� . Òåì ñàìûì, òî÷êà ñ êîîðäèíà-
òàìè �� �	0 0;x y  ëåæèò è â ìíîæåñòâå B , ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî ïî óñëîâèþ ìíîæå-
ñòâà A  è B  îáùèõ òî÷åê íå èìåþò.

Åùå êîîðäèíàòíûå äîêàçàòåëüñòâà
«â îäíó ñòðî÷êó»

Òåïåðü ìû áóäåì ïðèìåíÿòü èäåè, êîòîðûå
îáñóæäàëèñü âûøå, äëÿ «íåâû÷èñëèòåëü-
íûõ» ðåøåíèé.

Çàäà÷à 3. Ïóñòü íà ïëîñêîñòè çàäàíû
òðè ïîïàðíî ïåðåñåêàþùèåñÿ îêðóæíîñòè,
öåíòðû êîòîðûõ íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿ-
ìîé. Äëÿ êàæäîé ïàðû èç ýòèõ îêðóæíîñ-
òåé ðàññìîòðèì ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷å-
ðåç òî÷êè èõ ïåðåñå÷åíèÿ (ðèñ.3). Äîêàæè-
òå, ÷òî ýòè ïðÿìûå ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó
òî÷êó.

Êàæäàÿ èç äàííûõ îêðóæíîñòåé çàäàåòñÿ
óðàâíåíèåì �� �	, 0if x y �� , ãäå

�� �	 �� �	 �� �	2 2 2,i i i if x y x x y y r�� �
 �� �
 �
 ,

i  = 1, 2, 3.

Êàê ìû âèäåëè â ðåøåíèè çàäà÷è 1, ïðÿìûå
12l , 13l  è 23l  ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êè ïåðå-

ñå÷åíèÿ äàííûõ îêðóæíîñòåé, çàäàþòñÿ óðàâ-
íåíèÿìè �� �	 �� �	1 2, ,f x y f x y�� ,  �� �	1 ,f x y ��

�� �	3 ,f x y��  è �� �	 �� �	3 2, ,f x y f x y��  ñîîòâåòñò-
âåííî.

Ïóñòü �� �	0 0,M x y  – òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿ-
ìûõ 12l  è 13l  (èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî ýòè
ïðÿìûå íå ïàðàëëåëüíû). Òàê êàê �� �	1 0 0,f x y ��

�� �	2 0 0,f x y��  è �� �	 �� �	1 0 0 3 0 0, ,f x y f x y�� ,  òî

�� �	 �� �	2 0 0 3 0 0, ,f x y f x y�� . Òàêèì îáðàçîì, òî÷-
êà M  ëåæèò è íà ïðÿìîé 23l , ÷òî è îçíà÷àåò,
÷òî âñå ýòè ïðÿìûå ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó
òî÷êó.

Èçÿùíîå ðàññóæäåíèå, íå ïðàâäà ëè?

Óïðàæíåíèÿ  (Ðàäèêàëüíûå îñè)

Ñòåïåíüþ òî÷êè  îòíîñèòåëüíî äàííîé îêðóæ-
íîñòè íàçûâàåòñÿ ÷èñëî 2 2d r�
 , ãäå d – ðàññòîÿ-
íèå îò ýòîé òî÷êè äî öåíòðà îêðóæíîñòè, à r – ýòî
ðàäèóñ ýòîé îêðóæíîñòè. Ðàäèêàëüíîé îñüþ  äâóõ
îêðóæíîñòåé íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê, èìåþ-
ùèõ ðàâíûå ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî ýòèõ îêðóæíî-
ñòåé.

4. Ïóñòü îêðóæíîñòè çàäàíû óðàâíåíèÿìè

�� �	 �� �	 �� �	2 2 2, 0i i i if x y x x y y r�� �
 �� �
 �
 �� , i  = 1, 2.
Äîêàæèòå, ÷òî ðàäèêàëüíàÿ îñü ýòèõ îêðóæíîñ-
òåé çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì �� �	 �� �	1 2, ,f x y f x y�� . (Â
÷àñòíîñòè, ðàäèêàëüíîé îñüþ äâóõ ïåðåñåêàþ-
ùèõñÿ îêðóæíîñòåé ÿâëÿåòñÿ ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿ-
ùàÿ ÷åðåç òî÷êè èõ ïåðåñå÷åíèÿ.)

5. Äîêàæèòå, ÷òî òðè ïîïàðíûå ðàäèêàëüíûå
îñè òðåõ îêðóæíîñòåé èëè ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé
òî÷êå, èëè ïàðàëëåëüíû, èëè ñîâïàäàþò.

6. Ïóñòü P – òî÷êà, ëåæàùàÿ íà ðàäèêàëüíîé
îñè äâóõ îêðóæíîñòåé. Ðàññìîòðèì äâå ïðÿìûå,
ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êó P, è ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ïåðâàÿ èç íèõ ïåðåñåêàåò ïåðâóþ îêðóæíîñòü â
òî÷êàõ A è B, à âòîðàÿ ïåðåñåêàåò âòîðóþ îêðóæ-
íîñòü â òî÷êàõ C è D . Äîêàæèòå, ÷òî ÷åòûðåõ-
óãîëüíèê ABCD  ÿâëÿåòñÿ âïèñàííûì.

Çàäà÷à 4. Ðàññìîòðèì äâå ïàðàáîëû íà
ïëîñêîñòè, ïåðåñåêàþùèåñÿ â ÷åòûðåõ òî÷-
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êàõ. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè îñè ñèììåòðèè
ýòèõ ïàðàáîë âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû,
òî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ ïàðàáîë ëåæàò
íà îäíîé îêðóæíîñòè (ðèñ.4).

Ââåäåì ñèñòåìó êîîðäèíàò, âçÿâ â êà÷åñòâå
îñåé îñè ñèììåòðèè äàííûõ ïàðàáîë. Â ýòîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò ïàðàáîëû çàäàþòñÿ óðàâ-
íåíèÿìè 2

0y ax y�� ��  è 2
0x by x�� �� . Óìíî-

æèâ ïåðâîå óðàâíåíèå íà b, âòîðîå – íà a è
ñëîæèâ èõ, ìû ïîëó÷èì óðàâíåíèå

�� �	2 2
0 0by ax ab x y ax by�� �� �� �� �� ,

èëè 2 2 0 0 0
x y x y

x y
b a b a

�� �
 �
 �� �� �� .

Ýòî óðàâíåíèå çàäàåò îêðóæíîñòü, êîòîðàÿ,
â ñèëó òåîðåìû 2, ïðîõîäèò ÷åðåç âñå òî÷êè
ïåðåñå÷åíèÿ äàííûõ ïàðàáîë.

Óïðàæíåíèÿ

7. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàæäàÿ ñòîðîíà îäíîãî
óãëà ïåðåñåêàåòñÿ ñ êàæäîé èç ñòîðîí äðóãîãî
óãëà. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè áèññåêòðèñû ýòèõ óãëîâ
ïåðïåíäèêóëÿðíû äðóã äðóãó, òî âñå ÷åòûðå òî÷-
êè ïîïàðíîãî ïåðåñå÷åíèÿ ñòîðîí ýòèõ óãëîâ
ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

8. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êðèâûõ
2 24 3 3x xy y�� �� ��  è 2 24 2 3 11x xy y�
 �� ��  ëåæàò

íà îäíîé îêðóæíîñòè.

Åùå îäíà «âû÷èñëèòåëüíàÿ» çàäà÷à, â êî-
òîðîé âû÷èñëÿòü íè÷åãî íå íàäî.

Çàäà÷à 5. Íàïèøèòå óðàâíåíèå îêðóæíî-
ñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó �� �	M 4; 2  è
÷åðåç òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòåé: ñ
öåíòðîì â òî÷êå �� �	1O –1; 0  è ðàäèóñîì 3 è
ñ öåíòðîì â òî÷êå �� �	1O 3; 2  è ðàäèóñîì 10
(ðèñ.5).

Êîíå÷íî, ìîæíî íàéòè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ
äàííûõ îêðóæíîñòåé (îíè áóäóò èìåòü «õî-
ðîøèå» êîîðäèíàòû) è çàòåì íàïèñàòü óðàâ-
íåíèå îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òðè
äàííûå òî÷êè. Íî âñå æå òàêîé ïóòü ñâÿçàí
ñ íå î÷åíü ïðèÿòíûìè âû÷èñëåíèÿìè.

Ïîïðîáóåì ïðèìåíèòü èçâåñòíûé íàì
ïðèåì.

Óðàâíåíèå ïåðâîé îêðóæíîñòè �� �	, 0f x y �� ,
ãäå �� �	 �� �	2 2, 1 9f x y x y�� �� �� �
 . Óðàâíåíèå
âòîðîé îêðóæíîñòè �� �	, 0g x y �� ,  ãäå

�� �	 �� �	 �� �	2 2, 3 2 10g x y x y�� �
 �� �
 �
 . Ïðè ëþáûõ
a è b (îäíîâðåìåííî íå ðàâíûõ íóëþ) óðàâ-
íåíèå �� �	 �� �	, , 0af x y bg x y�� ��  çàäàåò ìíîæå-
ñòâî, ïðîõîäÿùåå ÷åðåç òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ
äàííûõ îêðóæíîñòåé. Ïî÷òè âî âñåõ ñëó÷àÿõ
ýòî óðàâíåíèå îêðóæíîñòè (êðîìå ñëó÷àÿ
a = – b, êîãäà ýòî óðàâíåíèå çàäàåò ïðÿìóþ).
Îñòàåòñÿ ïîäîáðàòü êîýôôèöèåíòû a è b òàê,
÷òîáû ýòà îêðóæíîñòü ïðîõîäèëà ÷åðåç òî÷-
êó �� �	4; 2 , ò.å. òàê, ÷òîáû �� �	 �� �	4; 2 4; 2af bg�� ��
= 0. Ïîäñòàíîâêà äàåò �� �	4; 2 20f �� ,

�� �	4; 2 9g �� �
 , ïîýòîìó ìîæåì âçÿòü a = 9, b =
= 20. Ïîëó÷àåì îòâåò:

�� �	�� �	2 29 1 9x y�� �� �
 ��

�� �	 �� �	�� �	2 220 3 2 10 0x y�� �
 �� �
 �
 �� ,

èëè (ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê è ïðèâåäåíèÿ
ïîäîáíûõ)

2 229 29 102 80 12 0x y x y�� �
 �
 �
 �� .

Îáùèé âèä çàäà÷è 5 ïðåäëàãàåì â âèäå
óïðàæíåíèÿ.

Óïðàæíåíèå 9.  Ïóñòü äâå ïåðåñåêàþùèåñÿ îê-
ðóæíîñòè çàäàíû (ñòàíäàðòíûìè êâàäðàòè÷íû-
ìè) óðàâíåíèÿìè �� �	, 0f x y ��  è �� �	, 0g x y �� . Òîã-
äà óðàâíåíèå îêðóæíîñòè (èëè ïðÿìîé), ïðîõî-
äÿùåé ÷åðåç òî÷êó �� �	0 0; 0M x y ��  è ÷åðåç òî÷êè
ïåðåñå÷åíèÿ äàííûõ îêðóæíîñòåé, èìååò âèä

�� �	 �� �	 �� �	 �� �	0 0 0 0, , , ,f x y g x y g x y f x y�� .

Â çàêëþ÷åíèå ðàññìîòðèì åùå îäíó çàäà-
÷ó, ðåøåíèå êîòîðîé îñíîâàíî íà òîé æå
èäåå.

Çàäà÷à 6. Äàíû òðè ïîïàðíî ïåðåñåêàþ-
ùèåñÿ îêðóæíîñòè 1�G, 2�G, 3�G è òî÷êà P, íå
ëåæàùàÿ íè íà îäíîé èç íèõ è òàêæå íå
ëåæàùàÿ íè íà îäíîé èç ïðÿìûõ, ïðîõîäÿ-
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ùèõ ÷åðåç òî÷êè ïîïàðíîãî ïåðåñå÷åíèÿ
ýòèõ îêðóæíîñòåé. Ðàññìîòðèì òðè îê-
ðóæíîñòè 1�W, 2�W , 3�W , êàæäàÿ èç êîòîðûõ
ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó P è ÷åðåç òî÷êè
ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ èç äàííûõ îêðóæíîñòåé

i�G (ðèñ.6). Äîêàæèòå, ÷òî ýòè îêðóæíîñ-
òè èìåþò ïîìèìî òî÷êè P åùå îäíó îáùóþ
òî÷êó ëèáî êàñàþòñÿ äðóã äðóãà â òî÷êå P.

Ïóñòü �� �	, 0if x y �� , i  = 1, 2, 3, – (ñòàíäàð-
òíûå) óðàâíåíèÿ îêðóæíîñòåé i�G (íà ðèñóí-
êå îíè ÷åðíûå). Ïóñòü òî÷êà P èìååò êîîðäè-
íàòû �� �	0 0;x y . Òîãäà, ñîãëàñíî óïðàæíåíèþ
9, îêðóæíîñòè 1�W, 2�W , 3�W  çàäàþòñÿ, ñîîò-
âåòñòâåííî, óðàâíåíèÿìè

 �� �	 �� �	 �� �	 �� �	2 0 0 3 3 0 0 2, , , ,f x y f x y f x y f x y�� ,

 �� �	 �� �	 �� �	 �� �	1 0 0 3 3 0 0 1, , , ,f x y f x y f x y f x y�� ,

 �� �	 �� �	 �� �	 �� �	1 0 0 2 2 0 0 1, , , ,f x y f x y f x y f x y�� .

Äîñòàòî÷íî ïîíÿòü, ÷òî ëþáàÿ îáùàÿ òî÷êà
äâóõ èç ýòèõ îêðóæíîñòåé ëåæèò è íà òðå-
òüåé. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, îáùóþ òî÷êó
( );x y¢ ¢ îêðóæíîñòåé 3�W  è 2�W . Åå êîîðäèíà-
òû óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå

�� �	 �� �	 �� �	 �� �	
�� �	 �� �	 �� �	 �� �	

1 0 0 2 2 0 0 1

1 0 0 3 3 0 0 1

, , , , ,

, , , , .

f x y f x y f x y f x y

f x y f x y f x y f x y

�a �a �a �a���«�®
�¬

�a �a �a �a���®�­
Óìíîæèâ ïåðâîå óðàâíåíèå íà �� �	3 0 0,f x y ,
âòîðîå – íà �� �	2 0 0,f x y , ìû ïîëó÷èì, ÷òî

�� �	 �� �	 �� �	3 0 0 1 0 0 2, , ,f x y f x y f x y�a �a��

= �� �	 �� �	 �� �	3 0 0 2 0 0 1, , ,f x y f x y f x y�a �a��

= �� �	 �� �	 �� �	2 0 0 1 0 0 3, , ,f x y f x y f x y�a �a.

Âñïîìíèì, ÷òî òî÷êà P íå ëåæèò íà 1�G,
ïîýòîìó ïîñëå ñîêðàùåíèÿ íà �� �	1 0 0, 0f x y �x
ïîëó÷àåì

�� �	 �� �	 �� �	 �� �	3 0 0 2 2 0 0 3, , , ,f x y f x y f x y f x y�a �a �a �a�� ,

ò.å. òî÷êà ( );x y¢ ¢ ëåæèò è íà îêðóæíîñòè 1�W.

Í àáëþäàÿ çà
ñòðóåé âîäû …

Â.ÄÐÎÇÄÎÂ

ÇÀÌÅÒÈË ÎÄÍÀÆÄÛ Â ÊÓÕÍÅ, ×ÒÎ ÄÈÀ-
ìåòð âûòåêàþùåé èç êðàíà ñòðóè âîäû

óìåíüøàåòñÿ ñâåðõó âíèç. Ýòîò ýôôåêò ïðî-
ÿâëÿåòñÿ ñèëüíåå è ëó÷øå âñåãî íàáëþäàåò-
ñÿ, êîãäà íàïîð âîäû ñðåäíèé. Èáî ïðè
ñèëüíîì òå÷åíèè ñóæåíèå ñòðóè íåçíà÷è-
òåëüíî, à ïðè ñëèøêîì ñëàáîì ñòðóÿ ïðåðû-
âèñòà è íå÷åòêî ôèêñèðóþòñÿ åå íà÷àëüíûé
è áîëåå íèçêèé êîíå÷íûé äèàìåòðû.

Èçìåðèòü ìèëëèìåòðîâîé ëèíåéêîé äèà-
ìåòð ñòðóè 0d  ó íîñèêà êðàíà è åå äèàìåòð
d íà ðàññòîÿíèè h íèæå íå ïðåäñòàâëÿåò
òðóäà. Èíòåðåñíî óçíàòü, ñ êàêîé ñêîðîñòüþ

0v  âûòåêàåò âîäà èç êðàíà. À ýòî íåïîñðåä-
ñòâåííî íå èçìåðèòü, çíà÷èò, áóäåì âû÷èñ-
ëÿòü.

Îòìåòèì íà ðèñóíêå äâà ñå÷å-
íèÿ ñòðóè. Ïóñòü ñêîðîñòü âîäû
â íèæíåì ñå÷åíèè ðàâíà v. Ïî
óðàâíåíèþ íåðàçðûâíîñòè
ñòðóè èìååì

0 0S v Sv= ,

ãäå 
2
0

0 4
d

S
�P

=  è 
2

4
d

S
�P

=  – ïëî-

ùàäè ñîîòâåòñòâóþùèõ ñå÷åíèé,
èëè 2 2

0 0d v d v= . Äîáàâèì ê ïîñ-
ëåäíåìó óðàâíåíèþ î÷åâèäíîå
êèíåìàòè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå

2 2
0 2v v gh- =  è ïîëó÷èì ëåãêî

ðåøàåìóþ ñèñòåìó äâóõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ
ïåðåìåííûìè 0v  è v:

2 2
0 0

2 2
0

,

2 .

d v d v

v v gh

ì =ï
í

- =ïî

Âûðàæàåì èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñêîðîñòü v:
2
0

02

d
v v

d
= ,

ïîäñòàâëÿåì ýòî çíà÷åíèå âî âòîðîå óðàâíå-
íèå è íàõîäèì èñêîìóþ íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü
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âûòåêàþùåé èç êðàíà âîäû:

( )0 4
0

2

1

gh
v

d d
=

-
.

Ïðè ðåàëüíûõ çíà÷åíèÿõ 0d  = 15 ìì, d =
= 6 ìì, h = 210 ìì ýòà ôîðìóëà äàåò

0 0,33 ì ñv = .
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû çàáûëè çàêðûòü

êðàí. Ïîñòàâèì âîïðîñ: êàêàÿ ìàññà âîäû m
óòå÷åò çà âðåìÿ t? Î÷åâèäíî, ÷òî âûëèâøèé-
ñÿ îáúåì âîäû ðàâåí 0 0V S v t= , òîãäà

0 0m V S v t�R �R= = ,

ãäå 3 310 êã ì�R=  – ïëîòíîñòü âîäû. Ïîä-
ñòàâëÿÿ ñþäà âåëè÷èíû 0S  è 0v , ïîëó÷àåì

( )

2
0

4
0

2
4 1

d t gh
m

d d

�P �R
=

-
.

Ïóñòü âîäà òåêëà îäèí ÷àñ, ò.å. t  = 3600 c.
Òîãäà ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî m = 209 êã. Âåëèêà
öåíà çàáûâ÷èâîñòè, îñîáåííî åñëè âîäà îïëà-
÷èâàåòñÿ ïî ñ÷åò÷èêó!

Òåïåðü ïðîâåðèì ýêñïåðèìåíòàëüíî ôîð-
ìóëó äëÿ ìàññû âûòåêàþùåé âîäû. Èçâåñò-
íî, ÷òî ïðè ðàññìàòðèâàåìîì íàïîðå âîäû
ïÿòèëèòðîâûé ÷àéíèê íàïîëíÿåòñÿ çà 80 ñ.
Çíà÷èò, çà ÷àñ âûòå÷åò

3600
5 ë 225 ë

80
× = ,

ò.å. 225 êã âîäû.
Ó÷èòûâàÿ íå ñëèøêîì áîëüøóþ òî÷íîñòü

èçìåðåíèé, ñîîòíîøåíèå òåîðèè ñ îïûòîì
âïîëíå ïðèåìëåìî.

Î äèíîêàÿ êàïëÿ
â äàëåêîé
âñåëåííîé
Þ.ÁÐÓÊ, À.ÑÒÀÑÅÍÊÎ

Ìû çíàåì, ÷òî åñëè â ìèðå íå èñ÷åçíåò
ìèëëèîííàÿ ÷àñòü êàïëè âîäû èëè ðîñèíêè
è ãäå-òî âî âñåëåííîé áóäåò ñóùåñòâîâàòü â
âèäå ïàðà èëè îïÿòü æèäêîñòè, òî òåì áîëåå
íå ìîæåò ïîãèáíóòü èëè èñ÷åçíóòü îäíàæäû
âîçíèêøàÿ ìûñëü.

È.Âîñòîðãîâ. Î ñóäüáàõ Ðîññèè

ÊÀÊ-ÒÎ ÑËÓ×ÈËÎÑÜ, ×ÒÎ ÄÀËÅÊÎ-ÄÀËÅ-
êî – òàì, ãäå íåò íè ìîëåêóë, íè àòîìîâ,

íè èçëó÷åíèÿ, – îêàçàëàñü êàïëÿ âîäû, êî-
íå÷íî ñ íà÷àëüíûì ðàäèóñîì 0a  è òåìïåðà-
òóðîé 0T . Åñòåñòâåííî, îíà íà÷àëà èñïàðÿòü-
ñÿ â ïóñòîå ïðîñòðàíñòâî, à ïîñêîëüêó íà
èñïàðåíèå íåîáõîäèìî çàòðà÷èâàòü ýíåðãèþ
(âñïîìíèì õîòÿ áû ÷àéíèê íà ïëèòå), òî
òåìïåðàòóðà êàïëè ñòàëà óìåíüøàòüñÿ, òàê
æå êàê è åå ìàññà.

Âïðî÷åì, ïî÷åìó êàïëÿ äîëæíà íåïðåìåí-
íî èñïàðÿòüñÿ? ×òîáû îòâåòèòü íà ýòîò âîï-
ðîñ, ïîñòàâèì ìûñëåííûé ýêñïåðèìåíò. Âî-
îáðàçèì, ÷òî êàïëþ ïîìåñòèëè â öåëëîôàíî-

âûé ïàêåò, íå ïðîïóñêàþùèé íàðóæó ìîëå-
êóëû âîäû. À âíóòðè ïàêåòà îáðàçîâàëîñü
ñòîëüêî ïàðîâ âîäû, ÷òî íàñòóïèëî òàê íàçû-
âàåìîå äèíàìè÷åñêîå ðàâíîâåñèå: ñêîëüêî
ìîëåêóë ïðè äàííîé òåìïåðàòóðå èñïàðÿåòñÿ
ñ ïîâåðõíîñòè êàïëè, ñòîëüêî æå âîçâðàùà-
åòñÿ.

Íî çàâåðøèì ìûñëåííûé ýêñïåðèìåíò –
óáåðåì öåëëîôàíîâóþ îáîëî÷êó. Ïðè ýòîì
ìîëåêóëû ðàçëåòÿòñÿ ïî âñåëåííîé, à íîâûå
áóäóò ïîñòóïàòü ñ ïîâåðõíîñòè êàïëè – â
ïåðâîå ìãíîâåíèå ñ ïðåæíåé ñêîðîñòüþ. À
ïîñêîëüêó òåðìîäèíàìè÷åñêîå ðàâíîâåñèå
òåïåðü íàðóøåíî (íåò îáðàòíîãî ïîòîêà ìàñ-
ñû è òåïëà), òåìïåðàòóðà êàïëè íà÷íåò ïà-
äàòü âìåñòå ñ ïîòåðåé ìàññû.

È òóò âîçíèêàåò ïðèíöèïèàëüíî âàæíûé
(äëÿ êàïëè) âîïðîñ: èñïàðèòñÿ îíà ïîëíîñ-
òüþ èëè õîòü ÷òî-òî îò íåå îñòàíåòñÿ?

Ðàññìîòðèì, ïðåæäå âñåãî, êàê èçìåíÿåò-
ñÿ ìàññà êàïëè ñ èçìåíåíèåì òåìïåðàòóðû.
Ïðåäñòàâèì êàïëþ â íåêîòîðûé ìîìåíò âðå-
ìåíè ñîñòîÿùåé èç äâóõ ÷àñòåé: íåáîëüøîé
ìàññû m�$ , êîòîðàÿ ñîáèðàåòñÿ èñïàðèòüñÿ,
è îñòàþùåéñÿ ìàññû m (ðèñ.1). È ïóñòü â
ýòîò ìîìåíò òåìïåðàòóðà ñóììû m m�� �$
ýòèõ äâóõ ìàññ ðàâíà Ò. Òîãäà êîëè÷åñòâî
òåïëîâîé ýíåðãèè, íåîáõîäèìîé äëÿ èñïàðå-
íèÿ ìàññû m�$ , ðàâíî L m�$ , ãäå L  – óäåëü-
íàÿ òåïëîòà ïàðîîáðàçîâàíèÿ ( �; �= Äæ êãL �� ).
Íî îòêóäà åå ïîëó÷èòü? Êîíå÷íî, çà ñ÷åò

(Ïðîäîëæåíèå ñì. íà ñ. 34)



Â çàäà÷å î òðèñåêöèè óãëà òðåáóåòñÿ ïðè
ïîìîùè öèðêóëÿ è ëèíåéêè ðàçäåëèòü äàí-
íûé óãîë íà òðè ðàâíûå ÷àñòè (èëè, ÷òî
ðàâíîñèëüíî, ïîñòðîèòü óãîë, ðàâíûé òðåòè
äàííîãî óãëà). Êàê è âî âñåõ êëàññè÷åñêèõ
çàäà÷àõ íà ïîñòðîåíèå, öèðêóëü è ëèíåéêà
ïðåäïîëàãàþòñÿ èäåàëüíûìè: ïðè ïîìîùè
öèðêóëÿ ìîæíî ñòðîèòü îêðóæíîñòè ëþáîãî
ðàäèóñà (è îòêëàäûâàòü ðàâíûå îòðåçêè íà
ïðÿìîé), à ïðè ïîìîùè ëèíåéêè (îäíîñòî-
ðîííåé è áåç äåëåíèé) ìîæíî ïðîâîäèòü
ïðÿìûå ëèíèè.

Ýòà çàäà÷à, íàðÿäó ñ äâóìÿ äðóãèìè èçâå-
ñòíûìè çàäà÷àìè íà ïîñòðîåíèå – óäâîåíèåì
êóáà è êâàäðàòóðîé êðóãà, íå ïîääàâàëàñü
ìàòåìàòèêàì ñ àíòè÷íûõ âðåìåí. Òîëüêî â
XIX âåêå áûëî äîêàçàíî, ÷òî íè îäíà èç
ýòèõ òðåõ çàäà÷ íå ðàçðåøèìà â îáùåì ñëó-
÷àå. Âïðî÷åì, íåêîòîðûå êîíêðåòíûå óãëû
ðàçäåëèòü íà òðè ÷àñòè ïðè ýòîì ìîæíî.
Íàïðèìåð, íå ñîñòàâëÿåò òðóäà ñäåëàòü ýòî ñ
ïðÿìûì óãëîì.

Óïðàæíåíèå 1.  Ïðèâåäèòå ïðèìåð óãëà, ãðàäóñ-
íàÿ ìåðà êîòîðîãî íå êðàòíà 15°  è êîòîðûé ìîæíî
ðàçäåëèòü íà òðè ðàâíûå ÷àñòè ïðè ïîìîùè öèðêó-
ëÿ è ëèíåéêè.

Äîêàçàòåëüñòâî íåâîçìîæíîñòè òðèñåêöèè
ïðîèçâîëüíîãî óãëà äàë â 1837 ãîäó ôðàíöóç-
ñêèé ìàòåìàòèê Ïüåð Ëîðàí Âàíöåëü. Êàê íè
ñòðàííî, äîêàçàòåëüñòâî ýòî âîâñå íå ãåîìåò-
ðè÷åñêîå, à àëãåáðàè÷åñêîå.

Åñëè ñèëüíî óïðîñòèòü, òî èäåÿ â ñëåäóþùåì.
Âî-ïåðâûõ, ïåðåâåäåì âñå ñ ãåîìåòðè÷åñêîãî ÿçû-
êà íà àëãåáðàè÷åñêèé: ëþáîå ïîñòðîåíèå öèðêó-
ëåì è ëèíåéêîé ñâîäèòñÿ ê ïîñëåäîâàòåëüíîìó
ðåøåíèþ ñèñòåì, ñîñòîÿùèõ èç ëèíåéíûõ è êâàä-
ðàòíûõ óðàâíåíèé (òàê êàê ïðÿìàÿ çàäàåòñÿ óðàâ-
íåíèåì ïåðâîé ñòåïåíè, à îêðóæíîñòü – óðàâíåíè-
åì âòîðîé ñòåïåíè). Âî-âòîðûõ, çàìåòèì, ÷òî ïîñò-
ðîåíèå óãëà ðàâíîñèëüíî ïîñòðîåíèþ äâóõ îòðåç-
êîâ, îòíîøåíèå äëèí êîòîðûõ ðàâíî êîñèíóñó
ýòîãî óãëà. Èç ýòîãî, ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó êîñèíóñà
òðîéíîãî óãëà, ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî óãîë �A
ïîääàåòñÿ òðèñåêöèè, åñëè óðàâíåíèå 3 3x x- -

2cos 0�A- =  ðàçðåøèìî â êâàäðàòíûõ ðàäèêàëàõ,
à ýòî ïðîèñõîäèò äàëåêî íå âñåãäà.

Óïðàæíåíèå 2.  Îáîñíóéòå óòâåðæäåíèå «âî-
âòîðûõ» è ñâåäåíèå ê óêàçàííîìó êóáè÷åñêîìó

óðàâíåíèþ â ïðèâåäåííîé âûøå èäåå äîêàçàòåëü-
ñòâà. Ìîæíî ëè âûïîëíèòü òðèñåêöèþ óãëà 60° ?

Òåì íå ìåíåå îêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè èñïîëü-
çîâàòü íåòðàäèöèîííûå äëÿ çàäà÷ íà ïîñòðî-
åíèå èíñòðóìåíòû, òî òðèñåêöèþ óãëà âïîëíå
ìîæíî «ñòðîèòü». Íèæå ïðèâåäåíî íåñêîëü-
êî ïðèìåðîâ òàêèõ êîíñòðóêöèé.

Òðàíñïîðòèð

Åñëè ó êîãî-íèáóäü åñòü èäåàëüíûé òðàíñ-
ïîðòèð (ðèñ.1), êîòîðûé ñïîñîáåí àáñîëþòíî

òî÷íî èçìåðÿòü óãëû, òî ñ÷àñòëèâûé îáëàäà-
òåëü ýòîãî ïðèáîðà ñìîæåò ñ ëåãêîñòüþ ïðî-
èçâîäèòü òðèñåêöèþ ëþáûõ óãëîâ.

Äàëåå ìû ðàññìîòðèì áîëåå ñåðüåçíûå (âî
âñåõ îòíîøåíèÿõ) ñïîñîáû âûïîëíèòü òðè-
ñåêöèþ.

Íåâñèñ

Íåâñèñîì íàçûâàåòñÿ ñïîñîá ãåîìåòðè÷åñ-
êîãî ïîñòðîåíèÿ, öåëüþ êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ
âïèñûâàíèå äàííîãî îòðåçêà ìåæäó äâóìÿ
äàííûìè êðèâûìè òàê, ÷òîáû îòðåçîê èëè åãî
ïðîäîëæåíèå ïðèõîäèëè ÷åðåç äàííóþ òî÷-
êó. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ ëèíåéêà, íà êîòî-
ðîé ìîæíî äåëàòü ïîìåòêè. Ýòó ëèíåéêó ñ
îòìå÷åííûì íà åå êðàþ îòðåçêîì ðàñïîëàãà-
þò òàê, ÷òîáû îäèí èç åãî êîíöîâ ïîïàë íà
îäíó èç äàííûõ êðèâûõ, à êðàé ëèíåéêè
ïðîõîäèë ÷åðåç äàííóþ òî÷êó. Ïîñëå ÷åãî,
ïîâîðà÷èâàÿ ëèíåéêó âîêðóã äàííîé òî÷êè ñ
ïðîñêàëüçûâàíèåì, ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî,

Òðèñåêòîðû

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2



÷òîáû âòîðîé êîíåö îòðåçêà ïîïàë íà âòîðóþ
êðèâóþ.

Íà ðèñóíêå 2 ïîêàçàíà ïîñëåäíÿÿ ñòàäèÿ
òðèñåêöèè äàííîãî óãëà �A ïðè ïîìîùè
íåâñèñà. Ýòî ïîñòðîåíèå ïðèïèñûâàþò Àðõè-
ìåäó.

Óïðàæíåíèå 3.  Âîññòàíîâèòå ïîëíîñòüþ ïîñò-
ðîåíèå, ïðèâåäåííîå íà ðèñóíêå 2, è äîêàæèòå, ÷òî
óãîë �B äåéñòâèòåëüíî ðàâåí 3�A .

Ìîæíî äåéñòâîâàòü è íåìíîãî ïî-äðóãîìó.
Ïóñòü äàí óãîë ÀÂÑ, ïðè÷åì òî÷êè À è Ñ
âûáðàíû òàê, ÷òî óãîë ÂÑÀ ïðÿìîé (ðèñ.3).

×åðåç òî÷êó À ïðîâåäåì ïðÿìóþ, ïàðàëëåëü-
íóþ ÂÑ. Ïðè ïîìîùè íåâñèñà ïîñòðîèì òî÷-
êó D  íà ÀÑ è òî÷êó E íà ýòîé ïðÿìîé òàê, ÷òî
DE  = 2AB.

Óïðàæíåíèå 4.  Äîêàæèòå, ÷òî íà ðèñóíêå 3
1
3

DBC ABCÐ = Ð .

Òîìàãàâê

Ýòèì âîèíñòâåííûì ñëîâîì íàçûâàþò êîí-
ñòðóêöèþ, èçîáðàæåííóþ íà ðèñóíêå 4. Îíà

ñîñòîèò èç ïîëóîê-
ðóæíîñòè è äâóõ ïåð-
ïåíäèêóëÿðíûõ äðóã
äðóãó îòðåçêîâ, îäèí
èç êîòîðûõ îòëîæåí
íà ïðîäîëæåíèè äèà-
ìåòðà ïîëóîêðóæíî-
ñòè è ðàâåí åå ðàäè-
óñó, à âòîðîé ïðîâå-

äåí èç òîãî êîíöà ïåðâîãî îòðåçêà, êîòîðûé
ëåæèò íà ïîëóîêðóæíîñòè.

Óïðàæíåíèÿ

5. Âûïîëíèòå òðèñåêöèþ äàííîãî óãëà ïðè ïî-
ìîùè òîìàãàâêà.

6. Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî òîìàãàâê ìîæíî
«ïîñòðîèòü» öèðêóëåì è ëèíåéêîé. Îáúÿñíèòå,
ïî÷åìó, òåì íå ìåíåå, òðèñåêöèÿ ïðè ïîìîùè
òîìàãàâêà íå ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî òðèñåêöèþ
íåâîçìîæíî âûïîëíèòü ïðè ïîìîùè öèðêóëÿ è
ëèíåéêè.

Óãîëüíèê

Óãîëüíèê – ýòî ïðÿìîé óãîë ñ «òîëñòûìè»
ñòîðîíàìè, ïðè÷åì òîëùèíà îáåèõ ñòîðîí
îäèíàêîâà è ðàâíà d. Ñ åãî ïîìîùüþ òîæå
ìîæíî ñäåëàòü òðèñåêöèþ. Ñíà÷àëà íóæíî

ñäåëàòü äîïîëíèòåëüíîå ïîñòðîåíèå – ïðîâå-
ñòè ïðÿìóþ l  ïàðàëëåëüíî îäíîé èç ñòîðîí
óãëà íà ðàññòîÿíèè d îò íåå. Çàòåì íóæíî
ðàñïîëîæèòü óãîëüíèê òàê, êàê íà ðèñóíêå 5:
÷òîáû åãî âíåøíèé óãîë ïîïàë íà ïðÿìóþ l ,
à âåðøèíà äàííîãî óãëà ðàñïîëàãàëàñü íà
âíóòðåííåé êðîìêå óãîëüíèêà. Òîãäà îòìå-
÷åííûå òî÷êè áóäóò ëåæàòü íà òðèñåêòðèñàõ
äàííîãî óãëà.

Óïðàæíåíèå 7.  Äîêàæèòå, ÷òî îïèñàííîå ïîñò-
ðîåíèå ïðè ïîìîùè óãîëüíèêà – ýòî òðèñåêöèÿ.

Íèòêà

Íèòêó ìîæíî íàìàòûâàòü íà êàòóøêè (ò.å.
öèëèíäðû), ïîýòîìó îíà ïîçâîëÿåò ïåðåíî-
ñèòü äëèíû äóã ñ îêðóæíîñòè íà îêðóæíîñòü.
Èìåÿ êàòóøêè ðàäèóñîâ r è 3 r, ìîæíî ïîñò-
ðîèòü ðàâíûå äóãè íà ñîîòâåòñòâóþùèõ îê-

ðóæíîñòÿõ (ðèñ.6). Òîãäà öåíòðàëüíûå óãëû
ýòèõ äóã îòëè÷àþòñÿ â òðè ðàçà.

Ìàòåðèàë ïîäãîòîâèë Å.Åïèôàíîâ

Ðèñ. 3

Ðèñ. 4

Ðèñ. 5

Ðèñ. 6

(Îêîí÷àíèå ñëåäóåò)
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îõëàæäåíèÿ îñòàâøåéñÿ ìàññû m äî òåìïå-
ðàòóðû T T�
 �$ . Ñîîòâåòñòâóþùàÿ óáûëü
òåïëîâîé ýíåðãèè ýòîé ìàññû ðàâíà mc T�$ ,
ãäå ñ – óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü âîäû
( �; �= �� �	Äæ êã Êc �� �– ).

Èòàê,
L m mc T�$ �� �$ .

Ðàçäåëèì ïåðåìåííûå (êàê ãîâîðÿò ìàòåìà-
òèêè) è ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå çàïèøåì â
âèäå

dm ñ
dT

m L
�� .                (1)

Â íà÷àëüíûé ìîìåíò ìàññà 0m  èìååò òåìïå-
ðàòóðó 0T . Òîãäà ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1)
áóäåò âûãëÿäåòü òàê:

0

0
1

0

cT T
L Tm

e
m

�¥ �´
�
 �
�¦ �µ

�§ �¶�� .            (2)

Ýòî î÷åíü ðàñïðîñòðàíåííûå óðàâíåíèÿ –
è â ôèçèêå, è â äðóãèõ ñôåðàõ ÷åëîâå÷åñêîé
ïðàêòèêè. Åñëè âìåñòî ïðèðàùåíèÿ òåìïå-
ðàòóðû dT çàïèñàòü ïðèðàùåíèå âðåìåíè dt ,

òî óðàâíåíèå 
dm

dt
m

�
:  áóäåò îïèñûâàòü,

íàïðèìåð, ðàñïàä ðàäèîàêòèâíîãî âåùåñòâà,

à óðàâíåíèå 
dm

dt
m

:  – ðîñò áàíêîâñêîãî

âêëàäà. À æåëàþùèå ìîãóò âîîáðàçèòü óáûëü
ìàññû ðàêåòû ñ ðîñòîì åå ñêîðîñòè v:
dm

dv
m

�
: , îòêóäà ñëåäóåò ôîðìóëà Öèîë-

êîâñêîãî 
0

v
um

e
m

�

: , ãäå u – ñêîðîñòü èñòå÷å-

íèÿ ìàññû òîïëèâà îòíîñèòåëüíî ðàêåòû.
Î ÷åì æå ñâèäåòåëüñòâóåò çàâèñèìîñòü

(2)? Åñëè ïðåäñòàâèòü ñåáå, ÷òî òåìïåðàòó-
ðà îäèíîêîé êàïëè óñòðåìèëàñü ê àáñîëþò-

íîìó íóëþ, 0T �m , òî åå (îòíîñèòåëüíàÿ)
ìàññà äîñòèãíåò íåêîòîðîé êîíå÷íîé âå-

ëè÷èíû 
0

*

0

cT
Lm

e
m

�

�� . Ïîäñòàâèâ äëÿ îöåíêè

õàðàêòåðíûå ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ, à èìåííî

�� �	34,2 10 Äæ êã Êc �� �– �– , 62,4 10 Äæ êãL �� �– ,

0 300 ÊT �� , ïîëó÷èì
1

* 2

0

1m
e

m e

�

�z ��

– äîâîëüíî èçÿùíûé, õîòÿ è ïðèáëèæåííûé,
ðåçóëüòàò. (À ïðèáëèæåííûé ïîòîìó, ÷òî,
èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå (1), ìû ñ÷èòàëè L è ñ
ïîñòîÿííûìè; ìåæäó òåì, îíè èçìåíÿþòñÿ

ïî ìåðå îõëàæäåíèÿ êàïëè.)  Ïîëó÷åííàÿ
òåìïåðàòóðíàÿ çàâèñèìîñòü ìàññû èñïàðèâ-
øåéñÿ êàïëè èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 2 ÷åð-
íîé êðèâîé.

 Îäíàêî íå áóäåì îñòàíàâëèâàòüñÿ íà äîñ-
òèãíóòîì. Âñïîìíèì, ãäå ìû ìîãëè âçÿòü,
íàïðèìåð, çíà÷åíèå L . Êîíå÷íî, èç ñïðàâî÷-
íèêà. Íî âåäü òàì äàíû ðåçóëüòàòû èçìåðå-
íèé â óñëîâèÿõ òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíî-
âåñèÿ – â ïðèñóòñòâèè ïàðà, êîòîðîãî, êîíå÷-
íî, íåò â îêðåñòíîñòè îäèíîêîé êàïëè âî
âñåëåííîé. Çíà÷èò, íå íóæíî çàòðà÷èâàòü
ïîäâîäèìóþ ýíåðãèþ (âñïîìíèì ÷àéíèê íà
ïëèòå) íà ðàñøèðåíèå èñïàðèâøåéñÿ ìàññû

m�$  äî ðàâíîâåñíîãî äàâëåíèÿ ïp RT�� �R �-/M,
ãäå R – óíèâåðñàëüíàÿ ãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ,
�-  – ìîëÿðíàÿ ìàññà ïàðà. Â «îáû÷íûõ»
óñëîâèÿõ ýòà äîïîëíèòåëüíàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà

�� �	ï æp V V RT�
 �� / M, ãäå ï ï1V �� �R  è
æ æ1V �� �R  – óäåëüíûå îáúåìû ïàðà è æèäêî-

ñòè, ïðè÷åì æ ï�R �R? , æ ïV V= .

Ðèñ. 2. Êà÷åñòâåííàÿ òåìïåðàòóðíàÿ çàâèñè-
ìîñòü (îòíîñèòåëüíîé) ìàññû êàïëè ïî ìåðå åå
èñïàðåíèÿ

Ðèñ. 1. Óñëîâíî ïîêàçàíî ïðåâðàùåíèå æèäêî-
ñòè ìàññîé �$m (ñëåâà) â ïàð ìàññîé �$m
(ñïðàâà), ñîïðîâîæäàþùååñÿ îõëàæäåíèåì îñ-
òàâøåéñÿ êàïëè ìàññîé m

(Íà÷àëî ñì. íà ñ. 31)
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Àíòèïàðàëëåëè
è êîíèêè

Ï.ÊÎÆÅÂÍÈÊÎÂ

Î ÁÐÀÒÈÌÑß Ê ÑÒÀÒÜÅ Î.ÈÂÀÍÎÂÀ,   ÍÀ-
ïå÷àòàííîé â ýòîì íîìåðå æóðíàëà, è

ïîñìîòðèì åùå ðàç íà êîíñòðóêöèè èç óï-
ðàæíåíèÿ 7 (ðèñ.1) è èç çàäà÷è 4 (ðèñ.2).
Ñõîäñòâî íå òîëüêî âíåøíåå: êàê ìû âèäåëè,
êîîðäèíàòíûå ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷ ïîõîæè,
êàê áëèçíåöû. Íî ïîãîâîðèì åùå íåìíîãî î

Ðèñ. 1

Íî âñïîìíèì åùå, êàê ñîçäàåòñÿ äàâëåíèå:
èìïóëüñ ìîëåêóëû i  äî íîðìàëüíîãî ñòîëê-
íîâåíèÿ ñ ïîâåðõíîñòüþ òåëà ïîñëå óïðóãîãî
ñòîëêíîâåíèÿ ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì – i , òàê ÷òî
êàæäàÿ ìîëåêóëà ñîîáùàåò òåëó èìïóëüñ

�� �	 2i i i�
 �
 �� . Çíà÷èò, ïàð, íå âîçâðàùàþ-
ùèéñÿ íà îäèíîêóþ êàïëþ, ëèøàåò åå ÷àñòè
âíåøíåãî äàâëåíèÿ. Â ðåçóëüòàòå ïðè èñïà-
ðåíèè â âàêóóì íå íóæíî ñîâåðøàòü ðàáîòó
ïî ðàñøèðåíèþ ïàðà.

Òàêèì îáðàçîì, â óðàâíåíèè (1) â çíàìåíà-
òåëå ïðàâîé ÷àñòè âìåñòî L  îêàæåòñÿ âåëè÷è-
íà L�a, ìåíüøàÿ L . Äàæå íå ðåøàÿ ýòî íîâîå
óðàâíåíèå, ìîæíî âèäåòü, ÷òî èíòåíñèâíîñòü
óáûëè ìàññû êàïëè óâåëè÷èòñÿ. Çíà÷èò, òå-
ïåðü íîâàÿ êðèâàÿ òåìïåðàòóðíîé çàâèñèìî-
ñòè ìàññû êàïëè ïðîéäåò íèæå ïðåæíåé. Îíà
èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 2 êðàñíîé êðèâîé.

Íî òóò âñÿêèé çäðàâîìûñëÿùèé îòëè÷íèê
ìîæåò âîñêëèêíóòü: «Ïîçâîëüòå, à ÷òî æå
ïðîèçîéäåò, êîãäà òåìïåðàòóðà êàïëè äîñ-
òèãíåò çíà÷åíèÿ Tê = 273 K?!» Òóò íàäî åùå
ïîðàçìûøëÿòü. Åñëè âîäà êàïëè àáñîëþòíî
÷èñòàÿ, êàïëÿ ìîæåò îñòàâàòüñÿ æèäêîé äàæå
ïðè äàëüíåéøåì îõëàæäåíèè – ýòî òàê íàçû-
âàåìîå ìåòàñòàáèëüíîå ñîñòîÿíèå. Åñëè æå â
íåé îêàæåòñÿ ñîðèíêà èëè ýëåêòðè÷åñêèé
çàðÿä, ìîæåò íà÷àòüñÿ êðèñòàëëèçàöèÿ. Ïðè
ýòîì òåìïåðàòóðà êàïëè áóäåò îñòàâàòüñÿ
ïîñòîÿííîé, òàê ÷òî óáûëü ìàññû ìîæíî
èçîáðàçèòü âåðòèêàëüíûì îòðåçêîì. Ìàññà

áóäåò óìåíüøàòüñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà òåïëîòà
êðèñòàëëèçàöèè íå áóäåò óíåñåíà èñïàðÿþ-
ùèìèñÿ ìîëåêóëàìè. Íàêîíåö, êîãäà âñÿ
îñòàâøàÿñÿ ìàññà îõëàäèòñÿ äî òåìïåðàòóðû
êðèñòàëëèçàöèè, ïðîäîëæèòñÿ äàëüíåéøåå
óìåíüøåíèå ìàññû è òåìïåðàòóðû çà ñ÷åò
ñóáëèìàöèè ëüäà. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòîò ïðî-
öåññ ìîæíî îïèñàòü òåìè æå ñîîòíîøåíèÿìè,
÷òî è ïðè èñïàðåíèè æèäêîé êàïëè, ïîäñòà-
âèâ âìåñòî òåïëîòû èñïàðåíèÿ è òåïëîïðî-
âîäíîñòè âîäû òåïëîòó ñóáëèìàöèè è òåïëî-
åìêîñòü ëüäà. Ñîîòâåòñòâóþùèé ãðàôèê äëÿ
òàêîé «ãðÿçíîé» êàïëè èçîáðàæåí íà ðèñóí-
êå 2 ñèíåé ëèíèåé.

×òî æå ïîëó÷àåòñÿ – êàïëÿ íå ìîæåò ñàìà
ñåáÿ ïîëíîñòüþ èñïàðèòü?! Äàæå áàðîí
Ìþíõãàóçåí, èçâåñòíûé ñâîåé èçîáðåòàòåëü-
íîñòüþ, íå ðåøèëñÿ óòâåðæäàòü, ÷òî ìîæåò
ñàì ñåáÿ ðàçîðâàòü â ìåëêèå êëî÷üÿ.

Îäíàêî âåðíåìñÿ ê ïîñòàíîâêå ïðîáëåìû.
Óâû, â ðåàëüíîé âñåëåííîé íåò àáñîëþòíîé
ïóñòîòû è àáñîëþòíîãî íóëÿ òåìïåðàòóðû.
Åñòü, ïî êðàéíåé ìåðå, ðåëèêòîâîå èçëó÷å-
íèå ñ òåìïåðàòóðîé 3 ÊT : . È õîòÿ áû îíî
(íå ãîâîðÿ óæå îá èçëó÷åíèè çâåçä èëè î
ïîòîêàõ ÷àñòèö) íå äàåò îäèíîêîé êàïëå
æèòü âå÷íî. Âïðî÷åì, ýïèãðàô âîçâðàùàåò
îïòèìèçì. Òåì áîëåå ÷òî, ïîñòóïèâ â Ìîñ-
êîâñêèé ôèçèêî-òåõíè÷åñêèé èíñòèòóò, âû
ñìîæåòå ïðîàíàëèçèðîâàòü âñå ðàññìîòðåí-
íûå ïðîöåññû ãîðàçäî ïîäðîáíåå.
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ãåîìåòðè÷åñêîì è àëãåáðàè÷åñêîì ðîäñòâå
ýòèõ êîíñòðóêöèé.

Äëÿ íà÷àëà îáñóäèì, êàê ðåøèòü óïðàæíå-
íèå 7 ãåîìåòðè÷åñêè. Ïî óñëîâèþ, íà ðèñóí-
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êîãäà KM è LN àíòèïàðàëëåëüíû îòíîñè-
òåëüíî ïàðû ïðÿìûõ a è b.

Óïðàæíåíèÿ

1. Ïóñòü a è b – ïàðà ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ,
òî÷êè K  è L  ëåæàò íà ïðÿìîé a è òî÷êè M  è N –
íà ïðÿìîé b (òî÷êè K , L , M , N  ðàçëè÷íû).
Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå KN  è LM  àíòèïàðàëëåëü-
íû îòíîñèòåëüíî ïàðû ïðÿìûõ a è b òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà KM  è LN  àíòèïàðàëëåëüíû
îòíîñèòåëüíî ïàðû ïðÿìûõ a è b.

2. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ïðÿìûå c è d àíòèïàðàë-
ëåëüíû îòíîñèòåëüíî ïàðû ïðÿìûõ a è b, òî è
íàîáîðîò, ïðÿìûå a è b àíòèïàðàëëåëüíû îòíîñè-
òåëüíî ïàðû ïðÿìûõ c è d.

3. Ïóñòü ïðÿìûå d è d�a ñèììåòðè÷íû îòíîñè-
òåëüíî áèññåêòðèñû l  óãëà ìåæäó ïðÿìûìè a è b.
Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå c è d àíòèïàðàëëåëüíû
îòíîñèòåëüíî ïàðû ïðÿìûõ a è b òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà c è d�a ïàðàëëåëüíû (èëè ñîâïàäàþò).

4. Ïóñòü a è b – ïàðà ïðÿìûõ, òî÷êè K , L , P
ëåæàò íà ïðÿìîé a è òî÷êè M , N , Q – íà ïðÿìîé
b (âñå óêàçàííûå òî÷êè ðàçëè÷íû) (ðèñ.4). Äîêà-

æèòå, ÷òî åñëè K , L , M , N  ëåæàò íà îäíîé
îêðóæíîñòè è K , M , P, Q ëåæàò íà îäíîé
îêðóæíîñòè, òî LN PQP .

Â ñëåäóþùèõ äâóõ óïðàæíåíèÿõ ïåðåñå÷å-
íèå îêðóæíîñòè è ïðÿ-
ìîé «âûðîæäàåòñÿ» â êà-
ñàíèå.

5. Ïóñòü a è b – ïàðà
ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ,
òî÷êè K  è L  ëåæàò íà ïðÿ-
ìîé a è òî÷êà M  – íà ïðÿìîé
b. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå
KM  è LM  àíòèïàðàëëåëüíû
îòíîñèòåëüíî ïàðû ïðÿìûõ
a è b òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü
òðåóãîëüíèêà KLM  êàñàåò-
ñÿ ïðÿìîé b (ðèñ.5).

6. Ïóñòü ABCD  – òðàïå-

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3

êå 1 áèññåêòðèñû l  è m óãëîâ ìåæäó ïàðàìè
ïðÿìûõ ïåðïåíäèêóëÿðíû. Ïðÿìûå c è d
ñîñòàâëÿþò ðàâíûå óãëû ñ îñüþ ñèììåòðèè
(áèññåêòðèñîé) l  óãëà ìåæäó a è b. Ïàðû
ïðÿìûõ ñ òàêèì ñâîéñòâîì íàçûâàþò àíòè-
ïàðàëëåëÿìè , èëè àíòèïàðàëëåëüíûìè îò-
íîñèòåëüíî ïàðû ïðÿìûõ a è b. Ïðÿìûå a è
b ïîëó÷àþòñÿ èç ïðÿìîé l  ïîâîðîòîì íà
ðàâíûå óãëû ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå è ïðîòèâ
÷àñîâîé ñòðåëêè, ïîýòîìó ñîîòâåòñòâóþùèå
óãëû ìåæäó ïðÿìûìè a è c è ìåæäó ïðÿìûìè
b è d ðàâíû. Îòñþäà ïî èçâåñòíîìó ïðèçíàêó
ñëåäóåò âïèñàííîñòü ÷åòûðåõóãîëüíèêà â
ïåðåñå÷åíèè ïðÿìûõ a, b, c, d. (Çàìåòèì, ÷òî
ýòè ðàññóæäåíèÿ è âûâîä ñîõðàíÿþòñÿ è äëÿ
äðóãèõ êîíôèãóðàöèé àíòèïàðàëëåëåé;
ðèñ.3.) Íåòðóäíî îáðàòèòü ðàññóæäåíèÿ è

äîêàçàòü, ÷òî åñëè îêðóæíîñòü ïåðåñåêàåò
ïðÿìóþ a â òî÷êàõ K  è L , à ïðÿìóþ b – â
òî÷êàõ M  è N , òî ïàðà ïðÿìûõ KM , LN  (êàê
è ïàðà KN , ML ) – ýòî ïàðà àíòèïàðàëëåëåé
îòíîñèòåëüíî ïàðû ïðÿìûõ a è b. Èòàê,
ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùèé êðèòåðèé àíòèïà-
ðàëëåëüíîñòè :

Ïóñòü a è b – ïàðà ïåðåñåêàþùèõñÿ
ïðÿìûõ, òî÷êè K è L ëåæàò íà ïðÿìîé a è
òî÷êè M è N – íà ïðÿìîé b (òî÷êè K, L, M,
N ðàçëè÷íû). Òî÷êè K, L, M, N ëåæàò íà
îäíîé îêðóæíîñòè òîãäà è òîëüêî òîãäà,

Ðèñ. 4

Ðèñ. 5
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Ðèñ. 7 Ðèñ. 8

öèÿ, AD BCP . Äîêàæèòå, ÷òî îïèñàííàÿ îêðóæ-
íîñòü òðåóãîëüíèêà ABD  êàñàåòñÿ ïðÿìîé CD
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îïèñàííàÿ îêðóæ-
íîñòü òðåóãîëüíèêà BCD  êàñàåòñÿ ïðÿìîé AB.

Ïîñìîòðèì òåïåðü íà ðèñóíîê 2 – ïî
óñëîâèþ, îñè äàííûõ ïàðàáîë ïåðïåíäèêó-
ëÿðíû. Îêàçûâàåòñÿ (ìû ïîêàæåì ýòî íèæå),
÷òî ïðÿìûå KM  è LN  (èëè KL  è MN , èëè
KN  è LM ) ñîñòàâëÿþò ðàâíûå óãëû ñ îñüþ
êàæäîé ïàðàáîëû, ò.å. ïàðó ïðÿìûõ KL  è
MN  ïî ïðàâó ìîæíî íàçâàòü àíòèïàðàëëåëü-
íûìè îòíîñèòåëüíî ïàðàáîëû. Ñ òî÷êè çðå-
íèÿ ïîäõîäÿùåé ñèñòåìû êîîðäèíàò (îñè
êîîðäèíàò ïàðàëëåëüíû îñÿì ïàðàáîëû) àí-
òèïàðàëëåëè – ýòî ïðÿìûå, èìåþùèå ïðîòè-
âîïîëîæíûå óãëîâûå êîýôôèöèåíòû (ëèáî
ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå îñè îðäèíàò). (Òî æå
âåðíî è äëÿ àíòèïàðàëëåëåé îòíîñèòåëüíî
ïàðû ïðÿìûõ a è b, åñëè çà îñè êîîðäèíàò
âçÿòü ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå áèññåêòðèñàì
(âíóòðåííåé è âíåøíåé) óãëîâ ìåæäó ïðÿ-

ìûìè a è b.) Èòàê,
äëÿ ïàðàáîëû âåðåí
àíàëîã  êðèòåðèÿ àí-
òèïàðàëëåëüíîñòè :

Ïóñòü ðàçëè÷íûå
òî÷êè K, L, M, N
ëåæàò íà äàííîé ïà-
ðàáîëå (ðèñ.6). Òî÷-
êè K, L, M, N ëå-
æàò íà îäíîé îê-
ðóæíîñòè òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîã-
äà ïðÿìûå KM è LN
àíòèïàðàëëåëüíû.

Äîêàæåì ýòîò êðèòåðèé â äóõå ðåøåíèé èç
ñòàòüè Î.Èâàíîâà.

Âûáðàâ îñè ïàðàáîëû çà îñè êîîðäèíàò,
ñ÷èòàåì, ÷òî ïàðàáîëà çàäàíà óðàâíåíèåì

2y ax��  èëè óðàâíåíèåì F  = 0, ãäå
2F x y a�� �
 . Ïóñòü y = kx + b – óðàâíåíèå

ïðÿìîé KM , y = – kx + c – óðàâíåíèå
àíòèïàðàëëåëè l  ê ïðÿìîé KM , ïðîõîäÿùåé
÷åðåç òî÷êó L ; òîãäà óðàâíåíèå H = 0, ãäå

�� �	 �� �	H y kx b y kx c�� �
 �
 �� �
 , çàäàåò îáúåäè-
íåíèå ýòèõ àíòèïàðàëëåëåé. Çàìåòèì, ÷òî

2 2 2H y k x dx ey f�� �
 �� �� ��  äëÿ íåêîòîðûõ
êîíñòàíò d, e, f . Ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì
�Lìíîæåñòâî, çàäàííîå óðàâíåíèåì H F�� �L ��
= 0, ñîäåðæèò òî÷êè K , L , M  (îáùèå òî÷êè
ïàðàáîëû è îáúåäèíåíèÿ ïðÿìûõ KM  è l ).
Âîçüìåì 2 1k�L �� �� , òîãäà H F�� �L  èìååò âèä

2 2x y dx gy f�� �� �� �� , çíà÷èò, óðàâíåíèå

G = 0, ãäå �� �	2 1G H k F�� �� �� , çàäàåò îêðóæ-
íîñòü, à èìåííî îïèñàííóþ îêðóæíîñòü òðå-
óãîëüíèêà KLM .

Ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå.
Åñëè K , L , M , N  ëåæàò íà îäíîé îêðóæíî-

ñòè, òî N  ëåæèò íà îïèñàííîé îêðóæíîñòè
òðåóãîëüíèêà KLM , ïîýòîìó êîîðäèíàòû
òî÷êè N óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ G = 0.
Òàê êàê N  ëåæèò íà ïàðàáîëå, òî åå êîîðäè-
íàòû óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ F = 0, à
ïîòîìó è óðàâíåíèþ G – H  = 0, èëè

�� �	2 1 0 0k F F�� �� �• �� , çíà÷èò, N  ïðèíàäëå-
æèò îáúåäèíåíèþ ïðÿìûõ KM  è l . Íî ïî-
ñêîëüêó ïðÿìàÿ KM  ïåðåñåêàåò ïàðàáîëó â
äâóõ òî÷êàõ, òî÷êà N ëåæèò íà l , ò.å. LN  –
àíòèïàðàëëåëü äëÿ KM .

Íàîáîðîò, åñëè KM  è LN  àíòèïàðàëëåëü-
íû, òî êîîðäèíàòû òî÷êè N  óäîâëåòâîðÿþò è
óðàâíåíèþ F = 0, è óðàâíåíèþ H  = 0, à
çíà÷èò, è óðàâíåíèþ G = 0, ò.å. N  ëåæèò è íà
îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà KLM .

Óïðàæíåíèÿ

7. Ïóñòü òî÷êè K , L , P, M , N , Q ëåæàò íà îäíîé
ïàðàáîëå (ðèñ.7). Äîêàæèòå, ÷òî åñëè K , L , M , N
ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè è K , M , P, Q ëåæàò
íà îäíîé îêðóæíîñòè, òî LN PQP .

Ñëåäóþùèå óïðàæíåíèÿ ìîæíî âûâåñòè
èç ïðåäûäóùèõ ðàññóæäåíèé â ñëó÷àå, êîãäà
ïåðåñå÷åíèå «âûðîæäàåòñÿ» â êàñàíèå. (Ìîæ-
íî äàòü è íåçàâèñèìûå âû÷èñëèòåëüíûå ðå-
øåíèÿ.)

8. Ïóñòü K , L , M  – òðè ðàçëè÷íûå òî÷êè íà
ïàðàáîëå òàêèå, ÷òî ïðÿìûå KM  è LM  àíòèïàðàë-
ëåëüíû. Äîêàæèòå, ÷òî îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü
òðåóãîëüíèêà KLM  êàñàåòñÿ ïàðàáîëû â òî÷êå M
(ðèñ.8).

Ðèñ. 6



Ê Â À Í T  $ 2 0 1 7 / ¹ 838
9. Ïóñòü äàíû äâå àíòèïàðàëëåëè ê ïàðàáîëå,

îäíà êàñàåòñÿ ïàðàáîëû â òî÷êå M , à äðóãàÿ
ïåðåñåêàåò ïàðàáîëó â òî÷êàõ K  è L  (òî÷êè K , L ,
M  ðàçëè÷íûå). Äîêàæèòå, ÷òî îïèñàííàÿ îêðóæ-
íîñòü òðåóãîëüíèêà KLM  êàñàåòñÿ ïàðàáîëû â
òî÷êå M  (ðèñ.9).

10 (Ñ.Ìàðêåëîâ, Òóðíèð ãîðîäîâ, 2004 ã.). Íà
ïëîñêîñòè äàíû ïàðàáîëà è îêðóæíîñòü, èìåþ-

ùèå ñ ïàðàáîëîé ðîâíî äâå îáùèå òî÷êè: K  è M .
Îêàçàëîñü, ÷òî êàñàòåëüíûå ê îêðóæíîñòè è ïàðà-
áîëå â òî÷êå M  ñîâïàäàþò. Îáÿçàòåëüíî ëè òîãäà
êàñàòåëüíûå ê îêðóæíîñòè è ïàðàáîëå â òî÷êå K
òàêæå ñîâïàäàþò?

Îòâåò : íå îáÿçàòåëüíî.
Óêàçàíèå. Ðàññìîòðèì äâå àíòèïàðàëëåëè ê

ïàðàáîëå, îäíà àíòèïàðàëëåëü m êàñàåòñÿ ïàðàáî-
ëû â òî÷êå M , à äðóãàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç M  è
âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò ïàðàáîëó â òî÷êå K  (ðèñ.10).
Òîãäà îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç K  è êàñàþ-
ùàÿñÿ ïðÿìîé m â òî÷êå M , – òðåáóåìàÿ.

11. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå àíàëîã óòâåðæ-
äåíèÿ óïðàæíåíèÿ 6 äëÿ äâóõ ïàðàëëåëüíûõ
ñåêóùèõ ïàðàáîëû.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî îïðåäåëèòü àíòèïàðàë-
ëåëè îòíîñèòåëüíî äðóãèõ êðèâûõ âòîðîãî
ïîðÿäêà (êîíèê) – ýëëèïñà, ãèïåðáîëû. Ïðè
ðàáîòå â äàííîé ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êî-
îðäèíàò ïîëó÷àåòñÿ îäíî è òî æå îïðåäåëå-

1 Êðèâûå êëàññà K  – â òî÷íîñòè êðèâûå
âòîðîãî ïîðÿäêà, ó êîòîðûõ ãëàâíûå íàïðàâëå-
íèÿ ïàðàëëåëüíû îñÿì êîîðäèíàò.

Ðèñ. 9

Ðèñ. 10

íèå àíòèïàðàëëåëåé äëÿ áîëüøîãî êëàññà K
êðèâûõ, çàäàâàåìûõ óðàâíåíèåì âèäà

2 2 0px qy rx sy t�� �� �� �� ��

(ãäå êîýôôèöèåíòû p è q îäíîâðåìåííî íå
îáðàùàþòñÿ â 0). 1  Êàê ìû âèäåëè, â êëàññ
K  âõîäèò è îáúåäèíåíèå ëþáîé ïàðû àíòè-
ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ y = kx + b, y = – kx +
+ c. Ïðåäëàãàåì ÷èòàòåëþ îáîáùèòü óòâåðæ-
äåíèÿ, êîòîðûå ìû âñòðåòèëè äëÿ ïàð ïðÿ-
ìûõ è ïàðàáîë. Â ÷àñòíîñòè, ïðåäëàãàåì
äîêàçàòü ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

Òåîðåìà î ïåðåñå÷åíèè.  Ïóñòü �A è �B –
äâå ðàçëè÷íûå êðèâûå êëàññà K , èìåþùèå
÷åòûðå îáùèå òî÷êè (ðèñ.11). Òîãäà ýòè
òî÷êè ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

Îáîáùåííûé êðèòåðèé àíòèïàðàëëåëü-
íîñòè.  Ïóñòü äàíà êðèâàÿ �A èç êëàññà K ,
íå ÿâëÿþùàÿñÿ îêðóæíîñòüþ, è ðàçëè÷íûå
òî÷êè K, L, M, N íà ýòîé êðèâîé òàêèå,
÷òî �A íå ñîäåðæèò öåëèêîì íè ïðÿìóþ
KM, íè ïðÿìóþ LN. Òî÷êè K, L, M, N
ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà KM è LN àíòèïàðàëëåëüíû
(ðèñ.12).

Ðèñ. 11

Ðèñ. 12



Î  ãðàíèöàõ
ïðèìåíèìîñòè
êëàññè÷åñêîé
ìîëåêóëÿðíî-
êèíåòè÷åñêîé

òåîðèè
Ñ.ÂÀÐËÀÌÎÂ

ÊÀÊ ÈÇÂÅÑÒÍÎ, ÌÎËÅÊÓËÛ ÕÀÐÀÊÒÅ-
ðèçóþòñÿ òàêèìè ìåõàíè÷åñêèìè ïàðà-

ìåòðàìè: ìàññîé m è ðàçìåðîì (äèàìåòðîì)
D . Ìàññà ìîëåêóëû ðàâíà �- N A, ãäå �-  –
ýòî ìîëÿðíàÿ ìàññà ñîîòâåòñòâóþùåãî âåùå-
ñòâà, N A – ýòî ÷èñëî Àâîãàäðî, ò.å. ÷èñëî
ìîëåêóë â îäíîì ìîëå âåùåñòâà. Ðàçìåðû
íåáîëüøèõ ìîëåêóë, íàïðèìåð ìîëåêóëû
ãåëèÿ, èìåþò ïîðÿäîê 1010�
  ì. Ïðè êàêîé
òåìïåðàòóðå Ò èìååò ñìûñë óêàçàííàÿ âåëè-
÷èíà?

Ïðè òåïëîâîì õàîòè÷åñêîì ïîñòóïàòåëü-
íîì äâèæåíèè ìîëåêóëû èìåþò ñðåäíèå âå-
ëè÷èíû èìïóëüñîâ, â ïðîåêöèÿõ íà îðòîãî-
íàëüíûå îñè êîîðäèíàò ðàâíûå ïðèìåðíî

2x y zp p p mkT�� �� �z ,

ãäå k – ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà. Ýòèì èì-
ïóëüñàì ñîîòâåòñòâóþò äëèíû âîëí äå Áðîé-
ëÿ �L. Åñëè �L ìåíüøå óêàçàííîãî ðàçìåðà D ,
òî êëàññè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå î ðàçìåðå
ìîëåêóëû ñïðàâåäëèâî. Ýòî îçíà÷àåò âûïîë-
íåíèå íåðàâåíñòâà

2

2
D

mkT

�P
�L �� ��

h
, èëè 

�� �	2
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Äëÿ ìîëåêóë ãåëèÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ òåìïå-
ðàòóðà ðàâíà ïðèìåðíî 240 Ê. Ýòî îçíà÷à-
åò, ÷òî, íàïðèìåð, äëÿ ðàñ÷åòîâ äëèíû ñâî-

áîäíîãî ïðîáåãà L  ìîëåêóë ãåëèÿ â ñèëüíî
ðàçðåæåííîì ãàçå ñ êîíöåíòðàöèåé ìîëåêóë

3n D �
=  ïî èçâåñòíîé ôîðìóëå
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��
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                (2)

ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ ïðåäñòàâëåíèåì î ðàç-
ìåðå ìîëåêóëû D  ïîðÿäêà 1010�
  ì òîëüêî
ïðè òåìïåðàòóðå T > 240Ê. Ïðè áîëåå íèç-
êèõ òåìïåðàòóðàõ íóæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ðàçìåð
ìîëåêóëû ïðèìåðíî ñîîòâåòñòâóåò äëèíå
âîëíû äå Áðîéëÿ è ïîýòîìó äëèíó ñâîáîäíî-
ãî ïðîáåãà ñëåäóåò âû÷èñëÿòü ïî äðóãîé
ôîðìóëå:
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Åñëè ïðè óâåëè÷åíèè êîíöåíòðàöèè ìîëå-
êóë n ñðåäíåå ðàññòîÿíèå ìåæäó áëèæàéøè-
ìè ñîñåäíèìè ìîëåêóëàìè 1 3n�
  ñðàâíèòñÿ ñ
äëèíîé âîëíû äå Áðîéëÿ �L, òî íåëüçÿ ñ÷è-
òàòü, ÷òî ìîëåêóëû ëåòàþò ñâîáîäíî îò îäíî-
ãî ñòîëêíîâåíèÿ äî äðóãîãî, êàê ýòî ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ «â êëàññèêå», à ñëåäóåò ó÷èòû-
âàòü, ÷òî ìîëåêóëû íåïðåðûâíî âçàèìîäåé-
ñòâóþò ñî ñâîèìè áëèæàéøèìè ñîñåäÿìè.
Ýòîìó óñëîâèþ ñîîòâåòñòâóåò íåðàâåíñòâî
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2 1
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.          (4)

Ðàññìàòðèâàÿ ãàç, â êëàññè÷åñêîé ôèçèêå
ïîëüçóþòñÿ ôîðìóëîé äëÿ äàâëåíèÿ p = nkT
(èëè �� �	n p kT�� ). Íàïðèìåð, ïðè àòìîñôåð-
íîì äàâëåíèè äëÿ ãåëèÿ òåìïåðàòóðà, ïðè
êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (4), ðàâíà
ïðèìåðíî 3,7 Ê:
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Óäèâèòåëüíî, ÷òî ïîëó÷åííàÿ âåëè÷èíà âåñü-
ìà áëèçêà ê òåìïåðàòóðå êîíäåíñàöèè ãåëèÿ
ïðè àòìîñôåðíîì äàâëåíèè, ðàâíîé 4 Ê.
Àíàëîãè÷íûé ðàñ÷åò äëÿ âîäîðîäà äàåò òåì-
ïåðàòóðó 6 Ê. Áîëåå ìàññèâíûå ìîëåêóëû
äðóãèõ âåùåñòâ (è ìîëåêóëû âîäîðîäà òîæå)
ïðè àòìîñôåðíîì äàâëåíèè íà÷èíàþò êîí-
äåíñèðîâàòüñÿ ïðè áîëåå âûñîêèõ òåìïåðà-
òóðàõ, ïîýòîìó îòìå÷åííîå êâàíòîâîå îãðà-
íè÷åíèå (4) íå èãðàåò äëÿ íèõ ñóùåñòâåííîé
ðîëè.

Ýòà ñòàòüÿ ïî ñóùåñòâó ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì
ñòàòüè «Ìîëåêóëÿðíî-êèíåòè÷åñêàÿ òåîðèÿ è õà-
ðàêòåðèñòèêè âåùåñòâà» îïóáëèêîâàííîé â «Êâàí-
òå» ¹3 è 4 çà 2017 ãîä. ( Ïðèì. ðåä .)

Ô È Ç È × Å Ñ Ê È É  Ô À Ê Ó Ë Ü Ò À Ò È Â



Ê Â À Í T  $ 2 0 1 7 / ¹ 840
Â êëàññè÷åñêîé ìîëåêóëÿðíî-êèíåòè÷åñ-

êîé òåîðèè ãàçû ðàçäåëÿþòñÿ íà òðè êàòåãî-
ðèè: îäíîàòîìíûå, äëÿ êîòîðûõ îòíîøåíèå
ìîëÿðíûõ òåïëîåìêîñòåé ïðè ïîñòîÿííîì
äàâëåíèè è ïðè ïîñòîÿííîì îáúåìå ðàâíî

5 3P VC C �� ; äâóõàòîìíûå, äëÿ êîòîðûõ
7 5P VC C �� ; òðåõàòîìíûå, äëÿ êîòîðûõ
8 6P VC C �� . Â êàòåãîðèþ òðåõàòîìíûõ

ïîïàäàþò âñå ãàçû, êàæäàÿ ìîëåêóëà êîòî-
ðûõ ñîäåðæèò òðè èëè áîëüøå àòîìîâ.

Îäíîàòîìíûå ìîëåêóëû (He, Ne, Ar, Kr,
Xe, Rn) «ïî êëàññèêå» íå ìîãóò èçìåíÿòü
ñâîþ êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ, ñâÿçàííóþ ñ
íàëè÷èåì ó íèõ âðàùàòåëüíîãî ìîìåíòà êî-
ëè÷åñòâà äâèæåíèÿ (èõ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåð-
ãèÿ îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî ïîñòóïàòåëüíûì
äâèæåíèåì). Ýòî ñïðàâåäëèâî ëèøü ïðè
äîñòàòî÷íî íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ, êîãäà ìî-
ëåêóëû, âñëåäñòâèå ìàëîé ñðåäíåé ýíåðãèè
òåïëîâîãî äâèæåíèÿ, íå ìîãóò ÷àñòî ïåðåõî-
äèòü â âîçáóæäåííîå ñîñòîÿíèå. Ïîòåíöèàëû
îäíîêðàòíîé èîíèçàöèè ìîëåêóë ýòèõ âå-
ùåñòâ ñîñòàâëÿþò îò 10,75 Â (Rn) äî 24,6 Â
(He). Ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ ïåðåõîäà â ïåð-
âîå âîçáóæäåííîå ñîñòîÿíèå ýòèì ìîëåêóëàì
íóæíà ýíåðãèÿ e U�$  ïðèáëèçèòåëüíî îò
(3/4)10 ýÂ = 7,5 ýÂ äî (3/4)24 ýÂ = 18 ýÂ.
Äëÿ òîãî ÷òîáû áîëüøèíñòâî ìîëåêóë ýòèõ
âåùåñòâ «îñòàâàëèñü» îäíîàòîìíûìè, äîëæ-
íî âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî
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 (5)

Äâóõàòîìíûå ìîëåêóëû, íàïðèìåð ñîñòîÿ-
ùèå èç äâóõ îäèíàêîâûõ ïî ìàññå m àòîìîâ,
îòñòîÿùèõ äðóã îò äðóãà íà ðàññòîÿíèå D , «â
êëàññèêå» ìîãóò èçìåíÿòü êèíåòè÷åñêóþ ýíåð-
ãèþ, ñâÿçàííóþ ñ âðàùåíèåì. Îäíàêî íà
ñàìîì äåëå ýòî âîçìîæíî, òîëüêî åñëè òåìïå-
ðàòóðà, èëè ýíåðãèÿ õàîòè÷åñêîãî òåïëîâîãî
äâèæåíèÿ, áîëüøå îïðåäåëåííîé âåëè÷èíû:
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Â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà ñòîèò êâàäðàò
êâàíòà äåéñòâèÿ (ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâè-
æåíèÿ) h , ðàçäåëåííûé íà óäâîåííûé ìî-
ìåíò èíåðöèè 2 2mD  ìîëåêóëû îòíîñèòåëü-
íî åå îñè ñèììåòðèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé
ëèíèè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ÿäðà àòîìîâ. Íà-
ïðèìåð, äëÿ ìîëåêóë âîäîðîäà ñîîòâåòñòâó-
þùàÿ òåìïåðàòóðà ðàâíà ïðèìåðíî 50 Ê.
Ïîýòîìó â ýêñïåðèìåíòàõ íàáëþäàåòñÿ, ÷òî

ïðè òåìïåðàòóðàõ ìåíüøå 80 Ê âîäîðîä
âåäåò ñåáÿ êàê îäíîàòîìíûé ãàç.

Îãðàíè÷åíèå ïî òåìïåðàòóðå «ñâåðõó» äëÿ
äâóõàòîìíûõ ìîëåêóë ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ïðè
âûñîêîé ñðåäíåé ýíåðãèè õàîòè÷åñêîãî òåï-
ëîâîãî äâèæåíèÿ ìîãóò âîçáóæäàòüñÿ ïðî-
äîëüíûå (âäîëü ëèíèè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
ÿäðà àòîìîâ ìîëåêóëû) êîëåáàíèÿ ìîëåêóë.

×àñòîòà êîëåáàíèé äâóõàòîìíûõ ìîëåêóë
�W ñâÿçàíà ñ ìàññîé m àòîìîâ (ïðåäïîëàãàåò-
ñÿ, ÷òî ìàññû äâóõ àòîìîâ îäíîé ìîëåêóëû
îäèíàêîâû) è ñ «æåñòêîñòüþ» G ýêâèâàëåí-
òíîé ïðóæèíû, ñêðåïëÿþùåé ýòè àòîìû â
ìîëåêóëå, òàêèì ñîîòíîøåíèåì:

2 2G
m

�W �� .

Åñëè ÷àñòîòà ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèé ìîëå-
êóëû ðàâíà êîëåá�W , òî ýòè êîëåáàíèÿ ìîãóò
âîçáóæäàòüñÿ òîëüêî ïðè òåìïåðàòóðàõ âûøå
îïðåäåëåííîé âåëè÷èíû:
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Ïðè ìåíüøèõ òåìïåðàòóðàõ äâóõàòîìíàÿ
ìîëåêóëà âåäåò ñåáÿ «êëàññè÷åñêè», ò.å. êàê
æåñòêàÿ ãàíòåëüêà.

Äëÿ áîëüøîãî êîëè÷åñòâà òâåðäûõ òåë, â
÷àñòíîñòè ìåòàëëîâ, â äèàïàçîíå òåìïåðàòóð
îò íóëÿ äî íåñêîëüêèõ ñîòåí ãðàäóñîâ ïî
Öåëüñèþ âûïîëíÿåòñÿ êëàññè÷åñêèé çàêîí
äëÿ èçîáàðíîé òåïëîåìêîñòè – çàêîí Äþëîí-
ãà è Ïòè. Ñîãëàñíî ýòîìó çàêîíó, ïðè èçìå-
íåíèè òåìïåðàòóðû íà T�$  íà êàæäûé àòîì
òâåðäîãî âåùåñòâà ïðèõîäèòñÿ â ñðåäíåì
èçìåíåíèå âíóòðåííåé ýíåðãèè, ðàâíîå 3k T�$ .
Èíûìè ñëîâàìè, êàæäûé ìîëü àòîìîâ, âõî-
äÿùèõ â ñîñòàâ òâåðäîãî òåëà, èìååò òåïëîåì-
êîñòü 3R. Îáúÿñíÿåòñÿ ýòî â êëàññè÷åñêîé
ôèçèêå òåì, ÷òî êàæäûé àòîì ìîæåò êîëå-
áàòüñÿ âáëèçè åãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ êàê
áû íåçàâèñèìî îò äðóãèõ àòîìîâ, íàõîäÿùèõ-
ñÿ ðÿäîì. À òàêîìó äâèæåíèþ ñîîòâåòñòâóåò
ñðåäíÿÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ 3 2kT  è ñðåä-
íÿÿ äîáàâî÷íàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ
3 2kT . Âîò âìåñòå è ïîëó÷àåòñÿ 3 kT.

Êîëåáàíèÿ àòîìîâ âáëèçè èõ ïîëîæåíèé
ðàâíîâåñèÿ íà ñàìîì äåëå ïðîèñõîäÿò ñîãëà-
ñîâàííî. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â òâåðäîì òåëå
ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ óïðóãèå âîëíû. Îäíàêî
ñàìàÿ áîëüøàÿ ÷àñòîòà max�W  êîëåáàíèé àòî-
ìà âáëèçè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ êàê ðàç
ñîîòâåòñòâóåò ñèòóàöèè, êîãäà ñìåùåíèÿìè
îñòàëüíûõ àòîìîâ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü è ðàñ-



ñìàòðèâàòü êîëåáàíèÿ
êàæäîãî àòîìà íåçàâè-
ñèìûìè. Ïðè îäèíàêî-
âîì óñòðîéñòâå âíåø-
íèõ îáîëî÷åê àòîìîâ,
êîòîðûì îïðåäåëÿåòñÿ
âèä çàâèñèìîñòè ýíåð-
ãèè âçàèìîäåéñòâèÿ
ñîñåäíèõ àòîìîâ äðóã ñ
äðóãîì îò ðàññòîÿíèÿ
ìåæäó èõ öåíòðàìè, ÷àñòîòà êîëåáàíèé òåì
ìåíüøå, ÷åì áîëüøå ìàññà àòîìîâ. Åñëè
òåìïåðàòóðà òâåðäîãî âåùåñòâà òàêîâà, ÷òî
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

maxkT �� �Wh ,                (8)

òî â ýòîì äèàïàçîíå òåìïåðàòóð çàêîí Äþ-
ëîíãà è Ïòè äëÿ ýòîãî âåùåñòâà ñïðàâåäëèâ.
Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãðàíè÷íàÿ òåìïåðàòóðà
íàçûâàåòñÿ òåìïåðàòóðîé Äåáàÿ:

max
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h

.

Çäåñü ïðèâåäåíà òàáëèöà çíà÷åíèé òåìïå-
ðàòóðû Äåáàÿ (â êåëüâèíàõ) äëÿ ïðîñòûõ
âåùåñòâ). Òåíäåíöèþ óìåíüøåíèÿ òåìïåðà-
òóðû Äåáàÿ ñ ðîñòîì ìàññû àòîìîâ âåùåñòâ

ñ ïîõîæèìè õèìè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè ìîæíî
óâèäåòü íà ïðèìåðå òàêèõ ãðóïï âåùåñòâ: à)
ìåäü, ñåðåáðî, çîëîòî; á) àëìàç, êðåìíèé,
ãåðìàíèé, îëîâî, ñâèíåö; â) ëèòèé, íàòðèé,
êàëèé. Äëÿ áåðèëëèÿ è àëìàçà, íàïðèìåð,
òåìïåðàòóðû Äåáàÿ ðàâíû ïðèìåðíî 310  Ê
è 32 10  Ê�– . Ïîýòîìó äëÿ ýòèõ âåùåñòâ çàêîí
Äþëîíãà è Ïòè ïðè íîðìàëüíûõ (êîìíàò-
íûõ) òåìïåðàòóðàõ íå âûïîëíÿåòñÿ.

* * *
Êàê âû çàìåòèëè, âî âñå ôîðìóëû, îãðàíè-

÷èâàþùèå «êëàññèêó» â îáëàñòè ìîëåêóëÿð-
íî-êèíåòè÷åñêîé òåîðèè, âõîäèò îñíîâíàÿ
êâàíòîâàÿ âåëè÷èíà h. Â ôîðìóëå (5), ïðàâ-
äà, îíà «ñïðÿòàíà» â U�$ .

Ï Ð Î Ã Ó Ë Ê È  Ñ  Ô È Ç È Ê Î É

Óçîðû ïîä ñêàìåéêîé

(Íà÷àëî ñì. íà 4-é ñòðàíèöå îáëîæêè)

Ïîñìîòðèòå íà ôîòîãðàôèè, ïðèâåäåííûå
çäåñü è íà îáëîæêå. Îêàçûâàåòñÿ, óçîðû ïîä
ñêàìåéêîé íàðèñîâàíû… ìõîì. Ýòè ôîòîãðà-
ôèè çàñòàâëÿþò âñïîìíèòü è îá èçâåñòíîé
ïðèìåòå – ìîõ ðàñòåò íà ñåâåðíîé ñòîðîíå
äåðåâà, è î ìåãàëèòè÷åñêèõ ñîîðóæåíèÿõ (íà-
ïðèìåð, çíàìåíèòîì Íüþãðåéíäæå â Èðëàí-
äèè) – ñþäà ñîëíå÷íûé ñâåò ïðîíèêàåò ðàç â
ãîäó. Ïîäðîáíóþ èíôîðìàöèþ è î òîì è î
äðóãîì, à òàêæå î÷åíü êðàñèâûå êàðòèíêè
ìîæíî íàéòè ïî êëþ÷åâûì ñëîâàì â èíòåðíåòå.

Ðåøåò÷àòàÿ ñòðóêòóðà ñèäåíèé ñêàìååê âìå-
ñòå ñ èõ ðàñïîëîæåíèåì íà ëåñíîé ïîëÿíå (ãäå
îêðóæàþùèå äåðåâüÿ îãðàíè÷èâàþò ðàñïðîñò-
ðàíåíèå ïðÿìîãî ñîëíå÷íîãî ñâåòà) è õàðàêòå-
ðîì ñóòî÷íîãî äâèæåíèÿ ñîëíöà ïî íåáîñâîäó
îáåñïå÷èâàþò íåðàâíîìåðíîå ïðîíèêíîâåíèå
ñâåòà ïîä ñêàìåéêè â òå÷åíèå ñóòîê. À ïðî-
ñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå ñîëíå÷íîé îñâå-
ùåííîñòè âèçóàëèçèðóåòñÿ ìõîì.

Ïðàâäà, íà ôîòîãðàôèÿõ ìîæíî çàìåòèòü,
÷òî ìîõ ðàñòåò ñêîðåå íà îñâåùåííûõ, íåæåëè
íà òåíåâûõ ó÷àñòêàõ çåìëè. Âåðîÿòíî, â îòëè-
÷èå îò ðîñòà ìõà íà äåðåâüÿõ, â äàííîì ñëó÷àå
èç äâóõ ôàêòîðîâ – äîñòóïíîñòè âëàãè è äîñ-
òóïíîñòè îñâåùåíèÿ – îñâåùåíèå îêàçûâàåòñÿ
äîìèíèðóþùèì. (Âïðî÷åì, çäåñü ÿâíî ñêàçû-
âàåòñÿ åùå è òðåòèé ôàêòîð – âûòàïòûâàíèå.)

Â.Ïòóøåíêî
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XXIV Ìåæäóíàðîäíàÿ îëèìïèàäà
«Òóéìààäà»

Î Ë È Ì Ï È À Ä Û

Ìåæäóíàðîäíàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ
«Òóéìààäà» ïðîâîäèòñÿ â ßêóòèè åæåãîäíî,
íà÷èíàÿ ñ 1994 ãîäà. Ñ ñàìîãî íà÷àëà ýòà
îëèìïèàäà áûëà çàäóìàíà íå òîëüêî êàê ìåæ-
äóíàðîäíàÿ (êðîìå øêîëüíèêîâ èç ðàçíûõ
ðåãèîíîâ Ðîññèè, â ðàçíûå ãîäû â íåé ó÷à-
ñòâîâàëè ïðåäñòàâèòåëè Ðóìûíèè, Áîëãàðèè,
Ìîíãîëèè è äðóãèõ ñòðàí), íî è êàê ìíîãî-
ïðåäìåòíàÿ – â ñîñòàâ îëèìïèàäû âõîäÿò
ñîðåâíîâàíèÿ ïî ìàòåìàòèêå, ôèçèêå, õèìèè
è èíôîðìàòèêå.

Ì À Ò Å Ì À Ò È Ê À

Â ïîñëåäíèå 18 ëåò îëèìïèàäà ïî ìàòåìà-
òèêå â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè ñîñòàâëÿåòñÿ ÷ëå-
íàìè æþðè Ïåòåðáóðãñêîé îëèìïèàäû øêîëü-
íèêîâ ïî ìàòåìàòèêå; îïûòíûé ÷èòàòåëü áåç
òðóäà çàìåòèò, ñ îäíîé ñòîðîíû, íåêîòîðîå
ñòèëèñòè÷åñêîå ðîäñòâî äâóõ îëèìïèàä, à ñ
äðóãîé – ïðèñóùèé ìåæäóíàðîäíûì ìàòå-
ìàòè÷åñêèì ñîðåâíîâàíèÿì òåõíè÷åñêèé óê-
ëîí.

ÌËÀÄØÀß ËÈÃÀ

Ïåðâûé äåíü

1. Ôóíêöèè f  è g îïðåäåëåíû íà ìíîæåñòâå
âñåõ öåëûõ ÷èñåë èç ïðîìåæóòêà �; �=100; 100�

è ïðèíèìàþò öåëûå çíà÷åíèÿ. Äîêàæèòå,
÷òî äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî k ÷èñëî ðåøåíèé
óðàâíåíèÿ �� �	 �� �	f x g y k�
 ��  íå÷åòíî.

À.Ãîëîâàíîâ

2. Äèàãîíàëè AC è BD  âïèñàííîãî ÷åòûðåõ-
óãîëüíèêà ABCD  ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå P ïîä
ïðÿìûì óãëîì (ðèñ.1). Òî÷êà Q íà îòðåçêå
PC âûáðàíà òàê, ÷òî AP = QC. Äîêàæèòå,

÷òî ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà BQD  íå ìåíüøå
÷åì 2 AC.

À.Êóçíåöîâ

3. Â ñòðàíå ëþáûå äâà ãîðîäà ñîåäèíåíû
ëèáî ïðÿìûì àâòîáóñíûì, ëèáî ïðÿìûì
àâèàñîîáùåíèåì. Êëèêà – ýòî íàáîð ãîðî-
äîâ, ïîïàðíî ñîåäèíåííûõ àâèàðåéñàìè.
Êëþêà  – ýòî íàáîð ãîðîäîâ, ïîïàðíî ñîåäè-
íåííûõ ïðÿìûìè àâèàðåéñàìè è ïðè ýòîì
òàêèõ, ÷òî èç íèõ âûõîäèò ïîðîâíó àâòîáóñ-
íûõ ðåéñîâ. Êëÿêà – ýòî íàáîð ãîðîäîâ,
ïîïàðíî ñîåäèíåííûõ ïðÿìûìè àâèàðåéñà-
ìè è ïðè ýòîì òàêèõ, ÷òî èç ëþáûõ äâóõ èç
íèõ âûõîäèò ðàçíîå ÷èñëî àâòîáóñíûõ ðåé-
ñîâ. Äîêàæèòå, ÷òî ðàçìåð ëþáîé êëèêè íå
ïðåâîñõîäèò ïðîèçâåäåíèÿ ðàçìåðîâ ìàêñè-
ìàëüíîé (ïî êîëè÷åñòâó ãîðîäîâ) êëþêè è
ìàêñèìàëüíîé êëÿêè.

Ï.Áîðã, È.Êàðî

4. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå âñå ñòî-
ðîíû ðàöèîíàëüíû, à ïëîùàäü ðàâíà S.
Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðÿìîóãîëüíûé
òðåóãîëüíèê, íå ðàâíûé èñõîäíîìó, ó êîòî-
ðîãî âñå ñòîðîíû ðàöè-
îíàëüíû è ïëîùàäü
ðàâíà S.

Ñ.×åíü

Âòîðîé äåíü

5. Â ðàâíîáåäðåííîì
òðåóãîëüíèêå ABC ïðî-
âåäåíà áèññåêòðèñà BL
(ðèñ.2). Íà îñíîâàíèè
BC âûáðàíà òî÷êà D , à

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2



Î Ë È Ì Ï È À Ä Û 43

íà áîêîâîé ñòîðîíå AB – òî÷êà E òàê, ÷òî
1
2

AE AL CD�� �� . Äîêàæèòå, ÷òî LE  = LD .
À.Êóçíåöîâ

6. Îáîçíà÷èì ÷åðåç �� �	n�S  ñóììó íàòóðàëü-
íûõ äåëèòåëåé ÷èñëà n. Äàíî íàòóðàëüíîå
÷èñëî 2rN b�� , ãäå r è b – íàòóðàëüíûå
÷èñëà, ïðè÷åì b íå÷åòíî. Èçâåñòíî, ÷òî

�� �	 2 1N N�S �� �
 . Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëà b è �� �	b�S
âçàèìíî ïðîñòû.

Äæ.Àíòàëàí, Äæ.Äðèç

7. Ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê ñî ñòîðî-
íîé 20 ðàçáèò òðåìÿ ñåìåéñòâàìè ïàðàëëåëü-
íûõ ïðÿìûõ íà 400 ðàâíîñòîðîííèõ òðå-
óãîëüíè÷êîâ ñî ñòîðîíîé 1. Êàêîå íàèáîëü-
øåå êîëè÷åñòâî ýòèõ òðåóãîëüíè÷êîâ ìîæíî
ïåðåñå÷ü (âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ) îäíîé ïðÿ-
ìîé?

À.Ãîëîâàíîâ

8. Äàí ãðàô ñ âåðøèíàìè 1A , 2A , …
..., 2017A , 1B , 2B , …, 2017B  è ðåáðàìè i iA B ,

1i iA A �� , 17i iB B ��  (â öèêëè÷åñêîé íóìåðàöèè).
Âåðíî ëè, ÷òî ïðè ëþáîì íà÷àëüíîì ðàñïî-
ëîæåíèè â âåðøèíàõ ãðàôà 4 ïîëèöåéñêèõ
ñìîãóò ïîéìàòü âîðà? (Ñíà÷àëà äåëàåò õîä
êàæäûé ïîëèöåéñêèé, ïîòîì âîð, ïîòîì ñíî-
âà ïîëèöåéñêèå, ïîòîì ñíîâà âîð è ò.ä. Õîä
ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïåðñîíàæ ëèáî îñòàåòñÿ â
òîé âåðøèíå, ãäå áûë, ëèáî ïåðåìåùàåòñÿ â
ñîñåäíþþ âåðøèíó. Âñå âèäÿò, ãäå íàõîäÿò-
ñÿ îñòàëüíûå, ïîëèöåéñêèå ìîãóò êîîðäèíè-
ðîâàòü ñâîè äåéñòâèÿ. Âîð ïîéìàí, åñëè îí
îêàæåòñÿ â îäíîé âåðøèíå ñ ïîëèöåéñêèì.)

Ò.Áîëë, Ð.Áåëë, Äæ.Ãóçìàí, Ì.Õàíñîí-
Êîëâèí, Í.Øîíøåê

ÑÒÀÐØÀß ËÈÃÀ

Ïåðâûé äåíü

1. Ñì. çàäà÷ó 1 ìëàäøåé ëèãè.

2. Ñì. çàäà÷ó 2 ìëàäøåé ëèãè.

3. Ñì. çàäà÷ó 4 ìëàäøåé ëèãè.

4. Ñì. çàäà÷ó Ì2477 «Çàäà÷íèêà «Êâàí-
òà».

Âòîðîé äåíü

5. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîé êâàäðàòíûé òðåõ-
÷ëåí �� �	f x ,  ÷òî �� �	1 2017 1 2018f ��  è

�� �	1 2018 1 2017f ��  è äâà åãî êîýôôèöèåíòà
öåëûå?

À.Õðàáðîâ

6. Ñì. çàäà÷ó 6 ìëàäøåé ëèãè.

7. Íà ïðîäîëæåíèè ñòîðîíû AD  ïðÿìîó-
ãîëüíèêà ABCD  çà òî÷êó D  âûáðàíà òî÷êà E
(ðèñ.3). Ëó÷ EC âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò îêðóæ-
íîñòü �W, îïèñàííóþ îêîëî òðåóãîëüíèêà

ABE, â òî÷êå F. Ëó÷è DC  è AF ïåðåñåêàþòñÿ
â òî÷êå P. Íà ïðÿìóþ l , ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç
òî÷êó E ïàðàëëåëüíî ïðÿìîé AF, îïóùåí
ïåðïåíäèêóëÿð CH . Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ
PH  êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè �W.

À.Êóçíåöîâ

8. Íà ïëîñêîñòè äàíû äâå òî÷êè A è B.
Íàçîâåì òî÷êó X èõ íåëåïîé ñåðåäèíîé , åñëè
íà ïëîñêîñòè ñóùåñòâóåò òàêàÿ äåêàðòîâà
ñèñòåìà êîîðäèíàò, ÷òî òî÷êè A è B èìåþò â
íåé íåîòðèöàòåëüíûå êîîðäèíàòû, ïðè÷åì
àáñöèññà òî÷êè X â ýòîé ñèñòåìå ðàâíà ñðåä-
íåìó ãåîìåòðè÷åñêîìó àáñöèññ òî÷åê A è B,
à îðäèíàòà – ñðåäíåìó ãåîìåòðè÷åñêîìó îð-
äèíàò A è B. Íàéäèòå ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî
âñåõ íåëåïûõ ñåðåäèí òî÷åê A è B.

Ê.Òûùóê

Ðèñ. 3

Ô È Ç È Ê À

Ó÷àñòíèêè îëèìïèàäû ïî ôèçèêå ñîðåâíî-
âàëèñü êàê îáû÷íî â äâóõ ëèãàõ: ñòàðøåé è
ìëàäøåé (æþðè ðàñïðåäåëÿåò ó÷àñòíèêîâ ïî
ëèãàì â çàâèñèìîñòè îò èõ âîçðàñòà è êëàññà).
Îëèìïèàäà â êàæäîé ëèãå ñîñòîÿëà èç äâóõ
òóðîâ: òåîðåòè÷åñêîãî è ýêñïåðèìåíòàëüíîãî.
Ñîãëàñíî ïðîãðàììå îëèìïèàäû ïî ôèçèêå,
ó÷àñòíèêàì ìîãóò áûòü ïðåäëîæåíû çàäà÷è íà
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ëþáûå òåìû, ñîäåðæàùèåñÿ â óãëóáëåííîé
øêîëüíîé ïðîãðàììå (â ìëàäøåé ëèãå – çà
èñêëþ÷åíèåì òåì, îòíîñÿùèõñÿ ê âûïóñêíîìó
êëàññó).

Àâòîðû îðèãèíàëüíûõ çàäà÷ (êàê òåîðåòè-
÷åñêèõ, òàê è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ) ìîãóò ïðè-
ñûëàòü èõ ìåòîäè÷åñêîé êîìèññèè
(achudn@mail.ru) – ëó÷øèå çàäà÷è âîéäóò â
èòîãîâûé êîìïëåêò è ïîñëå îëèìïèàäû áóäóò
îïóáëèêîâàíû â îáðàçîâàòåëüíûõ æóðíàëàõ.

Ñòàòüÿ ïîäãîòîâëåíà íà îñíîâàíèè ìåòîäè-
÷åñêîãî ïîñîáèÿ: À.Â.×óäíîâñêèé, Ð.Å.Àâàíå-
ñÿí, À.Á.Àêèìîâ, À.È.Áû÷êîâ, Ñ.Ä.Âàðëàìîâ,
Â.Â.Åôèìîâ, À.Ð.Çèëüáåðìàí, Â.È.Ïëèñ, Ã.Ì.Òàð-
íîïîëüñêèé. XXIV Ìåæäóíàðîäíàÿ îëèìïèàäà
«Òóéìààäà». Ôèçèêà. Òåîðåòè÷åñêèé òóð. Ìå-
òîäè÷åñêîå ïîñîáèå / ïîä ðåä. À.Â.×óäíîâñêî-
ãî – Ì.-ßêóòñê, 2017.

Òåîðåòè÷åñêèé òóð

ÑÒÀÐØÀß ËÈÃÀ

Çàäà÷à 1. Êàòåð è áàðæà
Êàòåð, ðàâíîìåðíî òÿíóùèé áàðæó íà äëèí-

íîì òðîñå, äâèæåòñÿ ñ íåé â �A ðàç ìåäëåí-
íåå, ÷åì áåç íåå, ïðè òîé æå ñèëå òÿãè âèíòà.
Åñëè, äâèãàÿñü ñ áàðæåé, êàòåð âûêëþ÷èò
äâèãàòåëü, òî áàðæà äî ïîëíîé îñòàíîâêè
ïðîéäåò â �B ðàç áîëüøåå ðàññòîÿíèå, ÷åì
êàòåð. Âî ñêîëüêî ðàç ìàññà áàðæè áîëüøå
ìàññû êàòåðà? Ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ âîäû
ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíà ñêîðîñòè.

Â.Åôèìîâ

Çàäà÷à 2. Êàïëÿ â òðóáêå ìåæäó ñîñó-
äàìè

Äâà îäèíàêîâûõ æåñòêèõ ñîñóäà íàïîëíå-
íû ðàçíûìè èäåàëüíûìè ãàçàìè, èìåþùè-
ìè òåìïåðàòóðû 1T  è 2T  (ïðè÷åì 1 2T T�� ),
è ñîåäèíåíû òîíêîé ãîðèçîíòàëüíîé öèëèí-
äðè÷åñêîé òðóáêîé äëèíîé L , ïîñåðåäèíå
êîòîðîé íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñèè êàïëÿ ðòó-
òè, íå ñìà÷èâàþùàÿ ñòåíêè òðóáêè. Îáúåì
ãàçà â òðóáêå ñîñòàâëÿåò î÷åíü ìàëóþ äîëþ
îò îáúåìà îäíîãî ñîñóäà. Êàê èçìåíèòñÿ
ïîëîæåíèå êàïëè, åñëè óâåëè÷èòü òåìïåðà-
òóðó â îáîèõ ñîñóäàõ íà îäèíàêîâóþ âåëè-
÷èíó T�$ ?

Ñ.Âàðëàìîâ

Çàäà÷à 3. Êîíäåíñàòîðû è êàòóøêà
Èçíà÷àëüíî íåçàðÿæåííûå êîíäåíñàòîðû

åìêîñòÿìè 1C  è 2C  è èäåàëüíûé èñòî÷íèê
ÝÄÑ E  ñîåäèíèëè ïîñëåäîâàòåëüíî, à çàòåì
â íóëåâîé ìîìåíò âðåìåíè ïàðàëëåëüíî êîí-

äåíñàòîðó åìêîñòüþ 1C  ïîäêëþ÷èëè êàòóø-
êó èíäóêòèâíîñòüþ L .

1) Â êàêîé ìîìåíò âðåìåíè 1t ñèëà òîêà
÷åðåç êàòóøêó âïåðâûå áóäåò ìàêñèìàëü-
íîé?

2) Íàéäèòå ìàêñèìàëüíóþ ñèëó òîêà 0I
÷åðåç êàòóøêó.

3) Â êàêîé ìîìåíò âðåìåíè 2t  íàïðÿæåíèå
íà êîíäåíñàòîðå åìêîñòüþ 2C âïåðâûå áóäåò
ìàêñèìàëüíûì?

4) Íàéäèòå ìàêñèìàëüíîå íàïðÿæåíèå 2U
íà êîíäåíñàòîðå åìêîñòüþ 2C .

À.Çèëüáåðìàí

Çàäà÷à 4. Äåðåâÿííûé ñåðäå÷íèê
Íà öèëèíäðè÷åñêóþ ÷àñòü äëèííîãî îñòðî

çàòî÷åííîãî îñåñèììåòðè÷íîãî äåðåâÿííîãî
êàðàíäàøà íàìîòàëè ïëîòíî â îäèí ñëîé
ìíîãî âèòêîâ òîíêîãî ïðîâîäà, à åãî êîíöû
çàìêíóëè ìåæäó ñîáîé. Êàðàíäàø ñ ïðîâî-
äîì ìîæíî ñ÷èòàòü îäíîðîäíûì öèëèíäðîì
ìàññîé m è ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì S. Êàðàí-
äàø àêêóðàòíî ïîñòàâèëè ãðèôåëåì âíèç íà
ãîðèçîíòàëüíóþ øåðîõîâàòóþ ïîâåðõíîñòü,
âêëþ÷èëè âíåøíåå îäíîðîäíîå âåðòèêàëü-
íîå ìàãíèòíîå ïîëå èíäóêöèåé B, çàòåì
îõëàäèëè ïðîâîä, ïåðåâåäÿ åãî â ñâåðõïðî-
âîäÿùåå ñîñòîÿíèå, ïîñëå ÷åãî êàðàíäàø
âûøåë èç ïîëîæåíèÿ íåóñòîé÷èâîãî ðàâíî-
âåñèÿ.

1) Íàéäèòå óãîë 0�J  îòêëîíåíèÿ êàðàíäà-
øà îò âåðòèêàëè â ïîëîæåíèè óñòîé÷èâîãî
ðàâíîâåñèÿ.

2) Íàéäèòå ïåðèîä ìàëûõ êîëåáàíèé êà-
ðàíäàøà â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè, ïðîõî-
äÿùåé ÷åðåç îñü ñèììåòðèè êàðàíäàøà â ïî-
ëîæåíèè óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ, åñëè èçâå-
ñòíî, ÷òî ýòè êîëåáàíèÿ âîçìîæíû.

À.×óäíîâñêèé

Çàäà÷à 5. Óãîëêîâûé îòðàæàòåëü è îñêî-
ëîê ëèíçû

Äâà ïîëóáåñêîíå÷íûõ ïëîñêèõ çåðêàëà
ðàñïîëîæåíû âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíî è
êàñàþòñÿ äðóã äðóãà ñâîèìè êðàÿìè, îáðàçóÿ
óãîëêîâûé îòðàæàòåëü. Áîëüøèé èç îñêîë-
êîâ òîíêîé ñîáèðàþùåé ëèíçû ðàäèóñîì R ñ
ôîêóñíûì ðàññòîÿíèåì 2 r, ðàñêîëîòîé òî÷íî
âäîëü õîðäû, ïðîõîäÿùåé íà ðàññòîÿíèè r îò
öåíòðà ëèíçû, ðàñïîëîæåí òàê, ÷òî åãî ãëàâ-
íàÿ îïòè÷åñêàÿ îñü ïåðïåíäèêóëÿðíà ïåðâî-
ìó çåðêàëó, ëèíèÿ ðàñêîëà ïàðàëëåëüíà âòî-
ðîìó çåðêàëó, à îïòè÷åñêèé öåíòð óäàëåí îò
ïåðâîãî è âòîðîãî çåðêàë íà ðàññòîÿíèÿ 5 r è
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2r ñîîòâåòñòâåííî. Òî÷å÷íûé èñòî÷íèê ñâåòà
íàõîäèòñÿ íà ãëàâíîé îïòè÷åñêîé îñè îñêîë-
êà è óäàëåí îò íåãî è îò ïåðâîãî çåðêàëà íà
ðàññòîÿíèÿ 3 r è 8 r ñîîòâåòñòâåííî.

1) Ïðè óñëîâèè R r?  íàéäèòå âñå èçîáðà-
æåíèÿ èñòî÷íèêà â îïèñàííîé îïòè÷åñêîé
ñèñòåìå è îòìåòüòå èõ ïîëîæåíèÿ îòíîñè-
òåëüíî íåå íà êëåò÷àòîé áóìàãå, ïðèíÿâ
ñòîðîíó êëåòêè ðàâíîé r. Åñëè êàêîå-òî
èçîáðàæåíèå ëåæèò íå òî÷íî íà ïåðåñå÷åíèè

ëèíèé ñåòêè, òî óêàæèòå âû÷èñëåííûå çíà÷å-
íèÿ ðàññòîÿíèé îò ýòîãî èçîáðàæåíèÿ äî
ïëîñêîñòåé îáîèõ çåðêàë.

2) Íàéäèòå êîëè÷åñòâî N  èçîáðàæåíèé
äëÿ êàæäîãî èç øåñòè âàðèàíòîâ: R r �• {3; 5;
10; 20; 40; 80}. Èçîáðàæåíèÿ, ñîçäàííûå
ðàçíûìè ýëåìåíòàìè îïòè÷åñêîé ñèñòåìû è
îêàçàâøèåñÿ â îäíîé òî÷êå, ñ÷èòàþòñÿ ðàç-
ëè÷íûìè.

À.×óäíîâñêèé

ÑÒÀÐØÀß ËÈÃÀ

Àíäðåé Êîñìèí  (Andrei Cosmin), Ðóìûíèÿ –
äèïëîì I ñòåïåíè,

Àëèíà Ãàóõàðòàñ  (Alina Gaukhartas), Êàçàõ-
ñòàí – äèïëîì II ñòåïåíè,

Ðóçâàí Ìèõàé Óðñó  (R ãzvan Mihai Ursu),
Ðóìûíèÿ – äèïëîì II ñòåïåíè,

Øòåôàí Äîëòÿíó  (Stefan Dolteanu), Ðóìû-
íèÿ – äèïëîì II ñòåïåíè,

Òåíãèç Èáðàåâ (Tengiz Ibrayev), Êàçàõñòàí –
áðîíçîâàÿ ìåäàëü,

Äæîøóà Òåî Âýé Õåðí  (Joshua Teo Wei Hern),
Ñèíãàïóð – áðîíçîâàÿ ìåäàëü,

Îëæàñ Æàêóíîâ , Ðîññèÿ, Íîâîñèáèðñêàÿ îá-
ëàñòü – ïîõâàëüíàÿ ãðàìîòà,

Âàñèëèé Þ÷þãàåâ , Ðîññèÿ, Ðåñïóáëèêà Ñàõà
(ßêóòèÿ) – ïîõâàëüíàÿ ãðàìîòà,

ÏÎÁÅÄÈÒÅËÈ ÎËÈÌÏÈÀÄÛ ÏÎ ÔÈÇÈÊÅ

Þðèé Ìàðòûíîâ , Ðîññèÿ, Ðåñïóáëèêà Ñàõà
(ßêóòèÿ) – ïîõâàëüíàÿ ãðàìîòà;

ÌËÀÄØÀß ËÈÃÀ

Äèàð Òóëåíîâ  (Diyar Tulenov), Êàçàõñòàí –
äèïëîì I ñòåïåíè è êóáîê,

×èà Öçûíü Öþàíü Ìýòüþ  (Chia Jin Quan
Matthew), Ñèíãàïóð – äèïëîì II ñòåïåíè,

Àíäðåé Êîìàí  (Andrei Coman), Ðóìûíèÿ –
äèïëîì II ñòåïåíè,

ßðîñëàâ Áàñcîâ  (Yaroslav Bassov), Êàçàõñòàí
– äèïëîì III ñòåïåíè,

Ðàäæà Äèøàôíÿ À÷àäè  (Raja Dishafnya
Achadi), Èíäîíåçèÿ – äèïëîì III ñòåïåíè,

Òèìóð Õèñìàòóëèí , Ðîññèÿ, Êàëèíèíãðàäñ-
êàÿ îáëàñòü – ïîõâàëüíàÿ ãðàìîòà,

Àíäðåé Äüÿêîíó  (Andrei-C ãlin Diaconu), Ðó-
ìûíèÿ – ïîõâàëüíàÿ ãðàìîòà.

Ïóáëèêàöèþ ïî ìàòåìàòèêå ïîäãîòîâèëè À.Ãîëîâàíîâ, Ê .Êîõàñü;
ïî ôèçèêå – À.×óäíîâñêèé, Þ.Ãðèãîðüåâ

(Íà÷àëî ñì. íà ñ. 21)

Ïîñêîëüêó ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ äàí-
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Î ëèìïèàäà
«Ïîêîðè Âîðîáüåâû ãîðû!»
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Îëèìïèàäà «Ïîêîðè Âîðîáüåâû ãîðû!» ïî
ôèçèêå â 2016/17 ó÷åáíîì ãîäó ïðîõîäèëà â
äâà ýòàïà: îòáîðî÷íûé (äèñòàíöèîííî)) è çàê-
ëþ÷èòåëüíûé (äëÿ 10–11 êëàññîâ – î÷íî â ÌÃÓ
è â ðåãèîíàõ, äëÿ îñòàëüíûõ êëàññîâ – äèñòàí-
öèîííî). Çàäàíèå îòáîðî÷íîãî òóðà ñîñòîÿëî
èç òåñòîâîé ÷àñòè (ïðîâåðÿëèñü òîëüêî îòâåòû)
è òâîð÷åñêîé ÷àñòè (ïðîâåðÿëèñü è îöåíèâà-
ëèñü ðåøåíèÿ). Íà çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï ïðè-
ãëàøàëèñü ïîáåäèòåëè è ïðèçåðû îòáîðî÷íî-
ãî ýòàïà, à òàêæå ïîáåäèòåëè è ïðèçåðû ïðî-
øëîãîäíåé îëèìïèàäû.

Íèæå ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû çàäàíèé îáîèõ
òóðîâ îëèìïèàäû äëÿ 10–11 êëàññîâ.

ÎÒÁÎÐÎ×ÍÛÉ ÝÒÀÏ

×àñòü I (òåñòîâîå çàäàíèå)
1. (10 áàëëîâ) Íà ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåð-

õíîñòè ëåæèò îäíîðîäíûé êóáèê. ×òîáû
çàñòàâèòü åãî ñêîëüçèòü ïî ïîâåðõíîñòè,
íàäàâèâ â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè íà
öåíòð åãî áîêîâîé ãðàíè (ïåðïåíäèêóëÿðíî
ýòîé ãðàíè), íóæíî ïðèëîæèòü ñèëó íå ìåíåå
14 Í. Íà íåêîòîðîì ðàññòîÿíèè îò íåãî
ñòàâÿò âòîðîé îäíîðîäíûé êóáèê. Ìàññà
ýòîãî êóáèêà â 2 ðàçà áîëüøå, ÷åì ó ïåðâîãî,
à êîýôôèöèåíò òðåíèÿ î ïîâåðõíîñòü òî÷íî
òàêîé æå. Îáðàùåííûå äðóã ê äðóãó ãðàíè
êóáèêîâ ïàðàëëåëüíû è ïåðïåíäèêóëÿðíû
ëèíèè 1 2O O , ñîåäèíÿþùåé èõ öåíòðû. Ìåæ-
äó êóáèêàìè âñòàâèëè íåâåñîìóþ ïðóæèíó,
îñü êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ 1 2O O . Ïðóæèíà
èçíà÷àëüíî íå äåôîðìèðîâàíà (åå äëèíà â
òî÷íîñòè ðàâíà ðàññòîÿíèþ ìåæäó êóáèêà-
ìè). Ñ êàêîé ìèíèìàëüíîé ïîñòîÿííîé  ñè-
ëîé íóæíî äàâèòü íà öåíòð áîêîâîé ãðàíè
ïåðâîãî êóáèêà â íàïðàâëåíèè âòîðîãî (ñæè-
ìàÿ ïðóæèíó), ÷òîáû â ðåçóëüòàòå ýòîãî
âîçäåéñòâèÿ âòîðîé êóáèê ñäâèíóëñÿ ñ ìåñ-
òà? Ïðóæèíà íå èçãèáàåòñÿ, êóáèêè íå îòðû-
âàþòñÿ îò ïîâåðõíîñòè. Îòâåò çàïèøèòå â
íüþòîíàõ, ïðè íåîáõîäèìîñòè îêðóãëèâ äî
öåëîãî çíà÷åíèÿ.

2. (7 áàëëîâ) Äâà ñîñóäà îáúåìàìè 1V  =

= 6 ë è 2V  = 14 ë ñîåäèíåíû íåáîëüøîé
óçêîé òðóáî÷êîé ñ âåíòèëåì. Ïåðâîíà÷àëüíî
âåíòèëü çàêðûò è â ïåðâîì ñîñóäå íàõîäèòñÿ
âëàæíûé âîçäóõ ñ îòíîñèòåëüíîé âëàæíîñ-
òüþ 1 70%r �� , à âî âòîðîì – ñ îòíîñèòåëüíîé
âëàæíîñòüþ 2 50%r �� . Òåìïåðàòóðà âîçäóõà
â îáîèõ ñîñóäàõ îäèíàêîâà. Çàòåì âåíòèëü
îòêðûâàþò. Êàêîé áóäåò îòíîñèòåëüíàÿ âëàæ-
íîñòü âîçäóõà ïîñëå óñòàíîâëåíèÿ ðàâíîâå-
ñèÿ, åñëè òåìïåðàòóðà îñòàíåòñÿ ïðåæíåé?
Îòâåò çàïèøèòå â ïðîöåíòàõ.

3. (8 áàëëîâ) Íà ðàññåèâàþùóþ ëèíçó ñ
ôîêóñíûì ðàññòîÿíèåì F = 12 ñì ïàäàåò
ñõîäÿùèéñÿ ïó÷îê ñâåòà. Ïðîéäÿ ëèíçó,
ïó÷îê ñõîäèòñÿ íà îïòè÷åñêîé îñè â ãëàâíîì
ôîêóñå ëèíçû. Íà êàêîì ðàññòîÿíèè îò ëèí-
çû ñîáåðåòñÿ ïó÷îê, åñëè ðàññåèâàþùóþ
ëèíçó çàìåíèòü ñîáèðàþùåé ñ òåì æå ïî
âåëè÷èíå ôîêóñíûì ðàññòîÿíèåì? Îòâåò çà-
ïèøèòå â ñàíòèìåòðàõ, ïðè íåîáõîäèìîñòè
îêðóãëèâ äî öåëîãî çíà÷åíèÿ.

×àñòü II (òâîð÷åñêîå çàäàíèå)
Îïûòû ïðîôåññîðà Âàãíåðà

1. Ãîðêà ïðîôåññîðà Âàãíåðà
Îäíàæäû ëåòîì íà ñâîåé äà÷å ïðîôåññîð

Âàãíåð ñîîðóäèë ãîðêó. Íàêëîí ãîðêè ê
ãîðèçîíòó áûë íåâåëèê, 10�A= o, íî ñêàòû-
âàòüñÿ ñ íåå íóæíî áûëî ñ ïîìîùüþ ïðè-
ñïîñîáëåíèÿ èç äâóõ öèëèíäðè÷åñêèõ òîíêî-
ñòåííûõ òðóá è ðîâíîé òÿæåëîé äîñêè (ðèñ.1).
Òðóáû óñòàíàâëèâàëèñü íà íàêëîííóþ ïëîñ-
êîñòü ãîðêè òàê, ÷òî èõ îñè áûëè ãîðèçîí-
òàëüíûìè è ëåæàùàÿ íà íèõ äîñêà òîæå áûëà
ãîðèçîíòàëüíîé. Íà äîñêå ðàçìåùàëñÿ ãðóç,

Ðèñ. 1
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è çàòåì ñèñòåìà îòïóñêàëàñü áåç íà÷àëüíîé
ñêîðîñòè. Â îäíîì èç ñëó÷àåâ íåáîëüøîé
ãðóç áûë ðàçìåùåí íàä îñüþ ìåíüøåé ïî
äèàìåòðó òðóáû. Ïðè ýòîì ðàññòîÿíèå ïî
ãîðèçîíòàëè äî îñè áîëüøåé òðóáû ðàâíÿ-
ëîñü L = 1,46 ì. Ïðîôåññîð èçìåðèë âðåìÿ
îò ñòàðòà äî òîãî ìîìåíòà, êîãäà ãðóç îêàçàë-
ñÿ íàä îñüþ áîëüøåé òðóáû. Êàêîé ðåçóëüòàò
îí ïîëó÷èë (åãî ñåêóíäîìåð îòñ÷èòûâàåò
âðåìÿ ñ òî÷íîñòüþ 0,1 ñ)? Ìàññà îäíîé èç
òðóá â k = 2 ðàçà, à äðóãîé – â n = 3 ðàçà
ïðåâîñõîäèò ìàññó äîñêè. Óñêîðåíèå ñâîáîä-
íîãî ïàäåíèÿ ñ÷èòàòü ðàâíûì 29,8 ì ñg �� .
Â ïðîöåññå ñêàòûâàíèÿ â ïðåäåëàõ èññëåäó-
åìîãî èíòåðâàëà âðåìåíè äîñêà íå îòðûâà-
ëàñü îò òðóá è íå ñêîëüçèëà ïî íèì, ãðóç íå
ñêîëüçèë ïî äîñêå, à òðóáû íå ñêîëüçèëè ïî
ãîðêå. Òðåíèå êà÷åíèÿ íå ó÷èòûâàòü.

2. Ïîèñêè õîëîäèëüíèêà
Â îäíîé èç ñâîèõ óñòàíîâîê ïî èçó÷åíèþ

ïðîöåññîâ îáðàçîâàíèÿ òîïîëîãè÷åñêè íå-
òðèâèàëüíûõ æèäêîêðèñòàëëè÷åñêèõ ñòðóê-
òóð ïðîôåññîð Âàãíåð äëÿ ïëàâíîãî âðàùå-
íèÿ ðåçåðâóàðà èñïîëüçîâàë â êà÷åñòâå äâè-
ãàòåëÿ òåïëîâóþ ìàøèíó. Ðàáî÷èì òåëîì
ýòîé ìàøèíû áûëè íåñêîëüêî ìîëåé íåîíà.
Öèêë ðàáî÷åãî òåëà ïîêàçàí íà ðèñóíêå 2 â

êîîðäèíàòàõ äàâëåíèå – îáúåì. Óêàæèòå
ó÷àñòêè öèêëà, íà êîòîðûõ ãàç îòäàåò òåïëî
õîëîäèëüíèêó, ò.å. îïðåäåëèòå êîîðäèíàòû
òî÷åê, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ íà÷àëîì è êîíöîì
òàêîãî ó÷àñòêà (èëè ó÷àñòêîâ, åñëè èõ íå-
ñêîëüêî). Ïðåíåáðåãàÿ âñåìè ïîòåðÿìè (êðî-
ìå ïåðåäà÷è òåïëà õîëîäèëüíèêó), íàéäèòå
ÊÏÄ ýòîé òåïëîâîé ìàøèíû.

3. Ýëåêòðîñòàòè÷åñêàÿ øêàòóëêà
Êàê-òî ïðîôåññîð Âàãíåð ðåøèë ñîáðàòü

îðèãèíàëüíóþ ýëåêòðîñòàòè÷åñêóþ øêàòóë-
êó. Èç ãëàäêèõ íåïðîâîäÿùèõ «óãîëêîâ» îí
èçãîòîâèë êàðêàñ â ôîðìå ïðàâèëüíîãî òåò-
ðàýäðà ñ äëèíîé ðåáðà a. «Óãîëêè» íå ïîçâî-
ëÿëè ïëàñòèíàì â ôîðìå ïðàâèëüíûõ òðåó-

ãîëüíèêîâ, âñòàâëåííûõ íà ìåñòî ãðàíåé
òåòðàýäðà, ñìåùàòüñÿ âäîëü ïëîñêîñòè ãðàíè
èëè âíóòðü òåòðàýäðà, íî ñîâåðøåííî íå
ìåøàëè èì âûñêàëüçûâàòü íàðóæó. Íà êàæ-
äóþ èç ÷åòûðåõ ïëàñòèí áûë ðàâíîìåðíî
íàíåñåí çàðÿä q < 0, à â öåíòðå òåòðàýäðà
ïðîôåññîð çàêðåïèë ìàëåíüêèé íåïðîâîäÿ-
ùèé øàðèê ñ çàðÿäîì Q > 2|q|. Âàãíåð
âëîæèë ïëàñòèíû â ãðàíè êàðêàñà. Çàòåì îí
íà÷àë ìåäëåííî çàêà÷èâàòü âíóòðü òåòðàýäðà
âîçäóõ, ïîâûøàÿ åãî äàâëåíèå. Ïðè êàêîé
ðàçíîñòè äàâëåíèé âíóòðè è ñíàðóæè øêà-
òóëêà ðàññûïàëàñü? Ýëåêòðè÷åñêàÿ ïîñòîÿí-
íàÿ ðàâíà 0�E .

4. Íà ïåðåãèáå
Â ñòàðûõ ëàáîðàòîðíûõ æóðíàëàõ ïðî-

ôåññîð Âàãíåð íàøåë îò÷åò îá îäíîì èç
ñâîèõ ýêñïåðèìåíòîâ. Â ýòîì ýêñïåðèìåíòå
èçó÷àëîñü ñêàòûâàíèå ìàëåíüêîé øàéáû ïî
îäíîðîäíîìó ïëàñòèêîâîìó ïðîôèëþ áåç
íà÷àëüíîé ñêîðîñòè (ðèñ.3). Â æóðíàëå áûëà
òàáëèöà çàâèñèìîñòè òîðìîçíîãî ïóòè øàé-

áû s íà ãîðèçîíòàëüíîì ó÷àñòêå ïðîôèëÿ îò
âûñîòû òî÷êè ñòàðòà h íà íàêëîííîì ó÷àñòêå
ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè óãëà íàêëîíà �A
(òàáë. 1). Êðîìå òîãî, òàì òàêæå áûëà òàáëè-

öà çàâèñèìîñòè s îò óãëà íàêëîíà �A ïðè
h = 20 ñì (òàáë. 2). Íà îñíîâàíèè äàííûõ
ïðîôåññîðà îïðåäåëèòå: ïðè êàêîì çíà÷åíèè
�A ïðîâîäèëàñü ñåðèÿ îïûòîâ, ðåçóëüòàòû
êîòîðîé ïðèâåäåíû â òàáëèöå 1, è ÷åìó ðàâåí
êîýôôèöèåíò òðåíèÿ øàéáû î ïîâåðõíîñòü

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3

Òàáëèöà 1

Òàáëèöà 2
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ïðîôèëÿ (èçâåñòíî, ÷òî îí îäèíàêîâ äëÿ
âñåõ ó÷àñòêîâ ïîâåðõíîñòè). Êàêîâû âåëè-
÷èíû âîçìîæíûõ îøèáîê âàøèõ ðåçóëüòà-
òîâ? Ïðîôåññîð âñïîìíèë, ÷òî ïðîôèëü íà
ó÷àñòêå ñîïðÿæåíèÿ íàêëîííîãî è ãîðèçîí-
òàëüíîãî ó÷àñòêîâ âñåãäà èçãèáàëñÿ ñ îäíèì
è òåì æå ðàäèóñîì êðèâèçíû, ïðè÷åì ýòîò
ðàäèóñ áûë çíà÷èòåëüíî áîëüøå ðàçìåðîâ
øàéáû è – â áîëüøèíñòâå îïûòîâ – çàìåòíî
ìåíüøå h. Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ
ñ÷èòàéòå ðàâíûì 29,8 ì ñg �� . Äàííûå òàá-
ëèöû 1 ïîëó÷åíû ñ òî÷íîñòüþ 2�p  ìì, à
äàííûå òàáëèöû 2 – ñ òî÷íîñòüþ 1�p �o è

1�p  ìì.

ÇÀÊËÞ×ÈÒÅËÜÍÛÉ ÝÒÀÏ

Âàðèàíò 1

ÇÀÄÀÍÈÅ 1

Âîïðîñ.  Òðè îäèíàêîâûõ ãðóçà ìàññîé
m = 100 ã ñâÿçàíû ïîïàðíî (1-é ñî 2-ì, 2-é
ñ 3-ì) äâóìÿ ëåãêèìè íåðàñòÿæèìûìè íèòÿ-
ìè. Âåðõíèé ãðóç ïîäíèìàþò ââåðõ ñ óñêîðå-
íèåì 25 ì ña �� , äâà äðóãèõ ïîäíèìàþòñÿ çà
íèì. Íà ñêîëüêî ðàçëè÷àþòñÿ ñèëû íàòÿæå-
íèÿ âåðõíåé è íèæíåé íèòåé? Óñêîðåíèå
ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ 210 ì ñg �� .

Çàäà÷à. Íà ãëàäêîì âåðòèêàëüíîì ñòåðæ-
íå íàäåòû òðè øàéáû, êîòîðûå ïðè ñêîëü-
æåíèè ïî ñòåðæíþ îñòàþòñÿ ãîðèçîíòàëü-

íûìè (ðèñ.4). Íèæíÿÿ øàéáà ìàñ-
ñîé 2 m ïîêîèòñÿ íà æåñòêîì óïî-
ðå, âòîðàÿ – ìàññîé m – ïîêîèòñÿ
íà íåâåñîìîé äëèííîé ïðóæèíå æå-
ñòêîñòüþ k, ñîåäèíÿþùåé åå ñ ïåð-
âîé. Îñü ïðóæèíû ñîâïàäàåò ñ
îñüþ ñòåðæíÿ. Òðåòüþ øàéáó, ìàñ-
ñà êîòîðîé òàêæå m, ñíà÷àëà óäåð-
æèâàþò íà íåêîòîðîé âûñîòå íàä
âòîðîé, à çàòåì àêêóðàòíî îòïóñ-
êàþò. Ïðè êàêîé ìàêñèìàëüíîé âå-

ëè÷èíå ýòîé âûñîòû âòîðàÿ è òðåòüÿ øàéáû,
ìãíîâåííî ñëèïøèåñÿ â ðåçóëüòàòå íåóïðó-
ãîãî ñîóäàðåíèÿ, áóäóò ñîâåðøàòü ãàðìîíè-
÷åñêèå êîëåáàíèÿ? Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî
ïàäåíèÿ ðàâíî g.

ÇÀÄÀÍÈÅ 2

Âîïðîñ.  Íàéäèòå ðàçíèöó ìîëÿðíûõ òåï-
ëîåìêîñòåé èäåàëüíîãî ãàçà â èçîáàðíîì è
èçîõîðíîì ïðîöåññàõ.

Çàäà÷à. Ðàáî÷èì òåëîì òåïëîâîé ìàøèíû
ÿâëÿåòñÿ 1 ìîëü îäíîàòîìíîãî èäåàëüíîãî

ãàçà, ñîâåðøàþùèé öèêëè÷åñêèé ïðîöåññ,
äèàãðàììà êîòîðîãî â êîîðäèíàòàõ òåïëîåì-
êîñòü – òåìïåðàòóðà ïîêàçàíà íà ðèñóíêå 5.

Èçâåñòíî, ÷òî ìàêñèìàëüíàÿ àáñîëþòíàÿ òåì-
ïåðàòóðà ãàçà â öèêëå áîëüøå ìèíèìàëüíîé
â 4 2n ��  ðàç. Íàéäèòå ÊÏÄ öèêëà. Óðàâ-
íåíèå àäèàáàòû äëÿ îäíîàòîìíîãî èäåàëüíî-
ãî ãàçà èìååò âèä 5 3 constpV �� .

ÇÀÄÀÍÈÅ 3

Âîïðîñ.  Ñïðàâåäëèâ ëè äëÿ íèòè ëàìïû
íàêàëèâàíèÿ çàêîí Îìà? Îòâåò îáúÿñíèòå.

Çàäà÷à. Ïðè èçìåðåíèè ñîïðîòèâëåíèÿ
âîëüôðàìîâîé íèòè ëàìïî÷êè â «õîëîäíîì»
ðåæèìå, ïðè òåìïåðàòóðå îêîëî 0 C�o , îíî
îêàçàëîñü ðàâíûì 0R  = 34 Îì. Â «ðàáî÷åì»
ðåæèìå ëàìïî÷êó ïîäêëþ÷àþò ê àêêóìóëÿ-
òîðó ñ ÝÄÑ E  = 100 Â è âíóòðåííèì ñîïðî-
òèâëåíèåì r = 19 Îì, è ïðè ýòîì îíà ïîòðåá-
ëÿåò ìîùíîñòü P = 25 Âò. Íàéäèòå òåìïåðà-
òóðó íèòè ëàìïî÷êè â «ðàáî÷åì» ðåæèìå.
Òåìïåðàòóðíûé êîýôôèöèåíò ñîïðîòèâëå-
íèÿ âîëüôðàìà 3 14,1 10  Ê�
 �
�A �z �– , èçìåíåíè-
åì îòíîøåíèÿ äëèíû íèòè ê ïëîùàäè åå
ñå÷åíèÿ, âñëåäñòâèå òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ
âîëüôðàìà, ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

ÇÀÄÀÍÈÅ 4

Âîïðîñ.  Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ëèíçó ìîæ-
íî ñ÷èòàòü òîíêîé?

Çàäà÷à. Â òîíêîé íåïðîçðà÷íîé øèðìå
åñòü êðóãëîå îòâåðñòèå, â êîòîðîå ïëîòíî
âñòàâëåíà òîíêàÿ ëèíçà (ðàäèóñ ëèíçû ñî-
âïàäàåò ñ ðàäèóñîì îòâåðñòèÿ). Ïî îäíó
ñòîðîíó îò ëèíçû íà ðàññòîÿíèè L = 40 ñì îò
íåå ïîìåùåí ýêðàí, ïëîñêîñòü êîòîðîãî ïà-
ðàëëåëüíà ïëîñêîñòè ëèíçû. Ïî äðóãóþ ñòî-
ðîíó îò ëèíçû íà åå îïòè÷åñêîé îñè ðàñïîëà-
ãàþò òî÷å÷íûé èñòî÷íèê ñâåòà – òàêèì îáðà-
çîì, ÷òîáû íà ýêðàíå íàáëþäàëîñü åãî ÷åòêîå
èçîáðàæåíèå. Êîãäà ê ýòîé ëèíçå ïëîòíî

Ðèñ. 4

Ðèñ. 5
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ïðèæàëè âòîðóþ òîíêóþ ëèíçó, ðàäèóñ êîòî-
ðîé ÷óòü áîëüøå ðàäèóñà ïåðâîé, íà ýêðàíå
îáðàçîâàëîñü ñâåòëîå ïÿòíî ñ ðàäèóñîì â
n = 2 ðàçà ìåíüøå ðàäèóñà îòâåðñòèÿ â
øèðìå. Íàéäèòå îïòè÷åñêóþ ñèëó âòîðîé
ëèíçû. Èçâåñòíî, ÷òî âòîðàÿ ëèíçà – ñîáèðà-
þùàÿ.

Âàðèàíò 2

ÇÀÄÀÍÈÅ 1

Âîïðîñ.  Äâà îòðåçêà ëåñêè èçãîòîâëåíû
èç îäíîãî ìàòåðèàëà. Ïðè ýòîì äèàìåòð
ïåðâîé ëåñêè â äâà ðàçà ìåíüøå, ÷åì ó
âòîðîé, à äëèíà – â äâà ðàçà áîëüøå. Ïîä
âåñîì ïðèêðåïëåííîãî ê êîíöó ëåñêè ãðóçà
ïåðâàÿ ëåñêà ðàñòÿíóëàñü íà 4 ìì (÷òî
çíà÷èòåëüíî ìåíüøå åå äëèíû). Êàêîé áóäåò
âåëè÷èíà äåôîðìàöèè âòîðîé ëåñêè, åñëè íà
íåé ïîäâåñèòü òîò æå ãðóç?

Çàäà÷à. Íåáîëüøîé ãðóç ìàññîé m ëåæèò
íåïîäâèæíî íà ãîðèçîíòàëüíîé ïëàòôîðìå,

êîòîðóþ âûòÿãè-
âàþò èç-ïîä íåãî
(ðèñ. 6). Ãðóç
óäåðæèâàþò íà
ìåñòå äâà îòðåçêà
îäíîé ëåãêîé íå-
ðàñòÿæèìîé íèòè.
Íàéäèòå ñèëû íà-
òÿæåíèÿ îáîèõ îò-
ðåçêîâ. Âòîðûå

êîíöû îòðåçêîâ íèòè çàêðåïëåíû íà ñòåíå
òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïðè íàõîæäåíèè ãðóçà íà
ïëàòôîðìå îíè íàòÿãèâàþòñÿ îäíîâðåìåííî,
ñîñòàâëÿÿ ïðè ýòîì ñ ãîðèçîíòàëüþ óãëû 60�o
è 45�o. Êîýôôèöèåíò òðåíèÿ ìåæäó ãðóçîì è
ïëàòôîðìîé 0,5�M �� . Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî
ïàäåíèÿ ðàâíî g.

ÇÀÄÀÍÈÅ 2

Âîïðîñ.  Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ äëÿ íåêîòî-
ðîãî ãàçà ìîæíî èñïîëüçîâàòü óðàâíåíèå
Ìåíäåëååâà – Êëàïåéðîíà?

Çàäà÷à. Â âåðòèêàëüíîì ãëàäêîì öèëèíä-
ðå ñ ïëîùàäüþ ñå÷åíèÿ 24 ñìS ��  ïîä ïîðø-
íåì ìàññîé m = 800 ã íàõîäèòñÿ ãàç. Ïðè
óâåëè÷åíèè àáñîëþòíîé òåìïåðàòóðû ãàçà â
n = 1,5 ðàçà ïîðøåíü ïîäíèìàåòñÿ ââåðõ è
óïèðàåòñÿ â óñòóïû. Ïðè ýòîì îáúåì ãàçà ïî
ñðàâíåíèþ ñ ïåðâîíà÷àëüíûì óâåëè÷èâàåòñÿ
â k = 1,2 ðàçà. Îïðåäåëèòå ñèëó, ñ êîòîðîé
ïîðøåíü äàâèò íà óñòóïû. Àòìîñôåðíîå äàâ-

Ðèñ. 6

ëåíèå 0 100p �z  êÏà, óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî
ïàäåíèÿ 210 ì ñg �z .

ÇÀÄÀÍÈÅ 3

Âîïðîñ.  Êàê âû÷èñëÿåòñÿ ìîùíîñòü, ïî-
òðåáëÿåìàÿ íåëèíåéíûì ýëåìåíòîì öåïè
ïîñòîÿííîãî òîêà (ò.å. ýëåìåíòîì, äëÿ êîòî-
ðîãî íå âûïîëíÿåòñÿ çàêîí Îìà)?

Çàäà÷à. Â ñõåìå, ïîêàçàííîé íà ðèñóíêå
7, îáà èñòî÷íèêà îäèíàêîâûå. Ëàìïà ÿâëÿ-

åòñÿ íåëèíåéíûì ýëåìåíòîì: åå âîëüò-àì-
ïåðíàÿ õàðàêòåðèñòèêà (ñâÿçü ïðîòåêàþùå-
ãî òîêà ñ íàïðÿæåíèåì) îïèñûâàåòñÿ âûðà-

æåíèåì �� �	 2
3
U

I U
r

��
E

, ãäå r – âíóòðåííåå

ñîïðîòèâëåíèå, à E  – âåëè÷èíà ÝÄÑ êàæ-
äîãî èñòî÷íèêà. Ïîêà êëþ÷ Ê ðàçîìêíóò,
ëàìïà ïîòðåáëÿåò ìîùíîñòü 1P  = 6 Âò. Êà-
êîé ñòàíåò ïîòðåáëÿåìàÿ ëàìïîé ìîùíîñòü
ïîñëå çàìûêàíèÿ êëþ÷à?

ÇÀÄÀÍÈÅ 4

Âîïðîñ.  Ëó÷ ñâåòà ïàäàåò íà òîíêóþ ñîáè-
ðàþùóþ ëèíçó ïîä óãëîì 0,1 ðàä ê ãëàâíîé
îïòè÷åñêîé îñè â òî÷êå, íàõîäÿùåéñÿ íà
ðàññòîÿíèè x = 0,05F îò ýòîé îñè ( F –
ôîêóñíîå ðàññòîÿíèå). Ïîä êàêèì óãëîì ê
îñè ïîéäåò ïðåëîìëåííûé ëó÷?

Çàäà÷à. Â îòâåðñòèå ðàäèóñîì R = 2 ñì â
òîíêîé íåïðîçðà÷íîé ïåðåãîðîäêå âñòàâëåíà
ñîáèðàþùàÿ ëèíçà. Òî÷å÷íûé èñòî÷íèê ñâå-
òà ðàñïîëîæåí íà ãëàâíîé îïòè÷åñêîé îñè
ëèíçû. Ïî äðóãóþ ñòîðîíó îòíîñèòåëüíî
ïåðåãîðîäêè íàõîäèòñÿ ýêðàí. Ýêðàí, âíà÷à-
ëå ñîïðèêàñàþùèéñÿ ñ ëèíçîé, îòîäâèãàþò
îò ëèíçû. Ïðè ýòîì ðàäèóñ ñâåòëîãî ïÿòíà íà
ýêðàíå ïëàâíî óâåëè÷èâàåòñÿ è íà ðàññòîÿ-
íèè L = 18 ñì îò ïåðåãîðîäêè äîñòèãàåò
çíà÷åíèÿ r = 3 ñì. Åñëè ëèíçó óáðàòü,
îñòàâèâ ýêðàí íà ìåñòå, òî ðàäèóñ ïÿòíà íà
ýêðàíå ñòàíåò r �a = 4 ñì. Îïðåäåëèòå ôîêóñ-
íîå ðàññòîÿíèå ëèíçû.

Ïóáëèêàöèþ ïîäãîòîâèë Ê.Ïàðôåíîâ

Ðèñ. 7
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«ÊÂÀÍÒ» ÄËß ÌËÀÄØÈÕ ØÊÎËÜÍÈÊÎÂ

ÇÀÄÀ×È

(ñì. «Êâàíò» ¹7)

1. Ìîæíî ïîäáðîñèòü ìÿ÷ ââåðõ è ïîéìàòü.
2. 100%.
Òðè òî÷êè âñåãäà íàõîäÿòñÿ â îäíîé ïëîñêîñòè.
3. 7 êîïååê.
Ìèøå íå õâàòàëî âñåãî îäíîé êîïåéêè, è ïîñëå
äîáàâëåíèÿ Ìàøèíûõ äåíåã íà áóêâàðü ïî-ïðå-
æíåìó íå õâàòàåò. Çíà÷èò, ó Ìàøè äåíåã ìåíüøå
îäíîé êîïåéêè, ò.å. èõ íåò ñîâñåì. Ïðè ýòîì
ñêàçàíî, ÷òî åé íå õâàòàåò 7 êîïååê, çíà÷èò, êàê
ðàç ñòîëüêî ñòîèò áóêâàðü.
4. Ïðèâåäåì îäèí èç âîçìîæíûõ ïðèìåðîâ.
Ïóñòü êâàäðàòû èç óñëîâèÿ çàäà÷è èìåþò ñòîðî-
íó äëèíû 3. Ñîáåðåì ìíîãîãðàííèê èç òðåõ ïðèçì.
Ïåðâûé è òðåòèé «ñëîè» áóäóò îäèíàêîâûìè –
ýòî áóäóò ïðèçìû ñ âûñîòîé 1 è îñíîâàíèåì M ,
âòîðîé «ñëîé» – ïðèçìà ñ âûñîòîé 1 è îñíîâàíè-
åì N (ðèñ.1).

Òîãäà ñáîêó ìíîãîãðàííèê (ðèñ.2) áóäåò âûãëÿ-
äåòü, êàê ìíîãîóãîëüíèê M .

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2

XXIII ÒÓÐÍÈÐ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÁÎÅÂ
ÈÌÅÍÈ À.Ï. ÑÀÂÈÍÀ

1. ×åðåç 2 ÷àñà.
Ïåðâûé ñïîñîá  (àðèôìåòè÷åñêèé). Èç óñëîâèÿ
çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî îáãîí ïðîèçîøåë, êîãäà ëîä-

êå îñòàëîñü ïðîïëûòü 
2
5

 ðàññòîÿíèÿ îò Â äî À.

Ìåæäó äâóìÿ âñòðå÷àìè ñ êàòåðîì îíà òàêæå

Ðèñ. 3

Ðèñ. 4

ïðîøëà 
2
5

 ýòîãî ðàññòîÿíèÿ. Çà òî æå ñàìîå

âðåìÿ êàòåð äîïîëíèòåëüíî ïðîøåë ïî 
1
5

 ðàñ-

ñòîÿíèÿ ÀÂ òóäà è îáðàòíî. Çíà÷èò, ìåæäó ñâî-
èì ïðèáûòèåì â À è ïðèáûòèåì òóäà ëîäêè îí
ñìîã áû ïðîïëûòü òàêîå æå ðàññòîÿíèå òóäà è
îáðàòíî. Íà ýòî åìó íóæíî 10 : 5 = 2 ÷àñà,
ñëåäîâàòåëüíî, ëîäêà ïðèïëûâåò â À ÷åðåç 2 ÷àñà
ïîñëå êàòåðà.
Âòîðîé ñïîñîá  (àëãåáðàè÷åñêèé). Ðàçîáüåì îò-
ðåçîê ìåæäó A è B íà ïÿòü ðàâíûõ ó÷àñòêîâ
(ðèñ. 3). Òîãäà ïåðâûé ðàç êàòåð è ëîäêà âñòðå-

òèëèñü â òî÷êå F, à âòîðîé ðàç – â òî÷êå D .
Îáîçíà÷èì ÷åðåç x (÷) âðåìÿ, çà êîòîðîå êàòåð
ïðîõîäèò îäèí ó÷àñòîê ïðîòèâ òå÷åíèÿ, à ÷åðåç
y (÷) è z (÷) – âðåìÿ, çà êîòîðîå ïðîõîäÿò îäèí
ó÷àñòîê ïî òå÷åíèþ êàòåð è ëîäêà ñîîòâåòñòâåí-
íî. Ïî óñëîâèþ: 5( x + y) = 10, îòêóäà x + y = 2.
Ïóòü ìåæäó òî÷êàìè F è D  êàòåð ïðîøåë çà x +
+ 3y (÷), à ëîäêà – çà 2 z (÷), ïîýòîìó x + 3y = 2z.
×òîáû äîïëûòü îò D  äî A, êàòåðó ïîòðåáóåòñÿ
2y (÷), à ëîäêå – 2 z (÷). Ñëåäîâàòåëüíî, ëîäêà
ïðèïëûâåò â À ïîñëå êàòåðà ÷åðåç 2z – 2 y =
= ( x + 3y) – 2 y = x + y = 2 (÷).
Òðåòèé ñïîñîá  (ãåîìåòðè÷åñêèé). Ïîñòðîèì ãðà-
ôèê äâèæåíèÿ êàòåðà è ëîäêè, ïðèíÿâ çà íà÷àëî
îòñ÷åòà ñòàðò êàòåðà èç ïóíêòà À è ââåäÿ íåîáõî-
äèìûå îáîçíà÷åíèÿ òî÷åê (ðèñ. 4).

Ïóñòü NQ  = x (÷) – èñêîìîå âðåìÿ, òîãäà,

ó÷èòûâàÿ, ÷òî êàòåð äîãíàë ëîäêó ÷åðåç 
3
5

 âðå-

ìåíè, çàòðà÷åííîãî èì íà ïóòü èç B â A, èç
ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ LNQ  è LMP  è òåîðåìû
î ïðîïîðöèîíàëüíûõ îòðåçêàõ ïîëó÷èì

2
3

x LN L N
MP LM L M

¢
= = =

¢ ¢
.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî êàòåð è ëîäêà âñòðåòèëèñü, êîãäà
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êàòåð ïðîøåë 
3
5

 ïóòè äî B, èç ïîäîáèÿ òðå-

óãîëüíèêîâ KPM  è KQO  è òåîðåìû î ïðîïîðöè-
îíàëüíûõ îòðåçêàõ ïîëó÷èì

1
4

MP KP K S
OQ KQ K O

¢
= = =

¢
.

Ïåðåìíîæàÿ ïîëó÷åííûå ðàâåíñòâà è ó÷èòûâàÿ,

÷òî ON  = 10, ïîëó÷èì 
1

10 6
x

x
=

+
, îòêóäà x = 2.

Òàêîå æå óðàâíåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü, åñëè âìåñ-
òî äâóõ ïîäîáèé ïðèìåíèòü òåîðåìó Ìåíåëàÿ
äëÿ òðåóãîëüíèêà  ÎÌN è ïðÿìîé  KQ.
2. 25973641.
Ñíà÷àëà âûÿñíèì, êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî
öèôð ìîæåò áûòü â ÷èñëå. Î÷åâèäíî, â íåì íå
ìîæåò áûòü íóëÿ. Òàêæå â íåì íå ìîãóò îäíîâðå-
ìåííî ïðèñóòñòâîâàòü öèôðû 2 è 8, òàê êàê õîòÿ
áû îäíà èç íèõ áóäåò íå ïåðâîé, íî ïðîñòûå
äâóçíà÷íûå ÷èñëà è òî÷íûå êâàäðàòû íå îêàí÷è-
âàþòñÿ íà 2 èëè 8. Èç ýòîãî òàêæå ñëåäóåò, ÷òî
åñëè õîòÿ áû îäíà èç ýòèõ öèôð ïðèñóòñòâóåò, òî
îíà ñòîèò íà ïåðâîì ìåñòå. Åñëè ïðè ýòîì â
÷èñëå åñòü öèôðà 5, òî äâóçíà÷íîå ÷èñëî, îêàí-
÷èâàþùååñÿ íà íåå, íå ìîæåò áûòü ïðîñòûì,
ïîýòîìó äîëæíî áûòü êâàäðàòîì. Íî òàêîé êâàä-
ðàò òîëüêî îäèí – ýòî 25. Ñëåäîâàòåëüíî, êîëè-
÷åñòâî öèôð â ÷èñëå áóäåò íàèáîëüøèì, åñëè â
íåì íåò öèôðû 8 è îíî íà÷èíàåòñÿ íà 25.
Îñòàëîñü äîáàâèòü ñïðàâà âñå îñòàëüíûå öèôðû.
Áóäåì êàæäûì øàãîì ïðèïèñûâàòü ê òåêóùåìó
÷èñëó íàèáîëüøóþ èç îñòàâøèõñÿ öèôð òàê,
÷òîáû íå íàðóøàëèñü óñëîâèÿ çàäà÷è. Â èòîãå
ïîëó÷èì ÷èñëî 25973641. Âñå óñëîâèÿ äëÿ íåãî
âûïîëíåíû: 59, 97, 73 è 41 – ïðîñòûå ÷èñëà, à 36
è 64 – òî÷íûå êâàäðàòû .
3. Íå ìîãóò.
Ïîêðàñèì òàáëèöó â ÷åòûðå öâåòà 1, 2, 3, 4 òàê,
êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 5. Ðàññìîòðèì îäèí

êàêîé-òî öâåò. Äîêàæåì, ÷òî åñëè äî ïðûæêà
õîòÿ áû îäíà êëåòêà ýòîãî öâåòà áûëà çàíÿòà
êóçíå÷èêîì, òî òàê áóäåò è ïîñëå ïðûæêà.

Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñëåäíèé èç
êóçíå÷èêîâ, ñèäÿùèõ â êëåòêå ýòîãî öâåòà, ïðû-
ãàåò ÷åðåç êóçíå÷èêà, ñèäÿùåãî â êëåòêå äðóãîãî
öâåòà, è ïðèçåìëÿåòñÿ òàêæå â êëåòêå äðóãîãî
öâåòà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íà êàêîé-òî ãîðèçîíòà-
ëè, âåðòèêàëè èëè äèàãîíàëè ñòîÿò ïîäðÿä äâå
êëåòêè îäíîãî öâåòà, íî ýòî íå òàê.
Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî ïðè ëþáîì ðàñïîëîæåíèè â
âèäå áóêâû «F» êóçíå÷èêè çàíèìàþò êëåòêè âñåõ
÷åòûðåõ öâåòîâ, çíà÷èò, ïîñëå ëþáîãî êîëè÷å-
ñòâà èõ ïðûæêîâ äîëæíû òàêæå áûòü çàíÿòû
êëåòêè ÷åòûðåõ öâåòîâ. Íî ðàñïîëîæèòü «êðåñò»
òàê, ÷òîáû áûëè çàíÿòû êëåòêè ÷åòûðåõ öâåòîâ,
íåâîçìîæíî.
4. Ïðè âñåõ íå÷åòíûõ n > 2.
Äëÿ íå÷åòíîãî n ðàñêðàñèì òî÷êè â äâà öâåòà
òàê, ÷òîáû öâåòà ÷åðåäîâàëèñü. Òîãäà è êðîëèê,
è âîëêè, äåëàÿ ëþáîé õîä, ìåíÿþò öâåò òî÷êè,
íà êîòîðîé íàõîäÿòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, âîëêè õî-
äÿò â òî÷êè, öâåòà êîòîðûõ îòëè÷íû îò öâåòà
òî÷êè, çàíèìàåìîé êðîëèêîì, ïîýòîìó ïîéìàòü
åãî îíè íå ñìîãóò. Òàê êàê ó êðîëèêà âñåãäà åñòü
íà âûáîð òðè õîäà, òî îí ìîæåò õîäèòü òàê,
÷òîáû íå ïîïàñòüñÿ.
Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ÷åòíîãî n âîëêè ñìîãóò ïîé-
ìàòü êðîëèêà. Ïðîâåäåì ÷åðåç îòìå÷åííûå òî÷êè
äèàìåòðû îêðóæíîñòè è ïðîíóìåðóåì èõ ïî ÷à-
ñîâîé ñòðåëêå ÷èñëàìè îò 1 äî n. Îáîçíà÷èì
êðîëèêà áóêâîé Ê, à âîëêîâ – Â1 è Â2. Ïóñòü Ê
â íà÷àëüíûé ìîìåíò íàõîäèòñÿ íà äèàìåòðå 1,
Â1 è Â2 – íà äèàìåòðàõ 2 è n ñîîòâåòñòâåííî. Â1
ìîæåò äåëàòü êàæäûé õîä ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåë-
êè, à Â2 – âñåãäà ïîâòîðÿòü õîä Ê (ò.å. õîäèòü
ëèáî ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, ëèáî ïî äèàìåòðó, êàê
ñäåëàë ïåðåä ýòèì Ê). Ïîñëå ïåðâîãî õîäà Ê è
Â1 áóäóò íà äèàìåòðå 1, à Â2 – íà äèàìåòðå n.
Ïîñëå êàæäîé ñëåäóþùåé ñåðèè õîäîâ Ê è Â1
áóäóò íàõîäèòüñÿ ëèáî íà äèàìåòðàõ îäíîé ÷åò-
íîñòè è ñ îäíîé ñòîðîíû îò äèàìåòðà 1, ëèáî íà
äèàìåòðàõ ðàçíîé ÷åòíîñòè è ñ ðàçíûõ ñòîðîí îò
äèàìåòðà 1. Ïðè ýòîì íîìåð äèàìåòðà, íà êîòî-
ðîì íàõîäèòñÿ Â1, êàæäûé ðàç áóäåò óìåíüøàòü-
ñÿ, à Ê íå ñìîæåò íèêîãäà ñäåëàòü õîä ïðîòèâ
÷àñîâîé ñòðåëêè, ïîýòîìó íîìåð äèàìåòðà, íà
êîòîðîì îí íàõîäèòñÿ, óìåíüøàòüñÿ íå áóäåò.
Çíà÷èò, â êàêîé-òî ìîìåíò îíè îêàæóòñÿ íà
îäíîì äèàìåòðå. Åñëè ýòî ïðîèçîéäåò ïîñëå õîäà
Â1, òî Ê è Â1 îêàæóòñÿ â îäíîé òî÷êå. Åñëè æå
ýòî ïðîèçîéäåò ïîñëå õîäà Ê, òî Ê è Â1 áóäóò â
ïðîòèâîïîëîæíûõ òî÷êàõ, è Â1 ñìîæåò ïîéìàòü
Ê ñëåäóþùèì õîäîì.
5. Ðàññìîòðèì ëþáîãî ó÷àñòíèêà. Åñëè áû îí
÷èòàë äîêëàäû íå áîëåå ÷åòûðåõ äíåé, òî èç íèõ

ìîæíî áûëî áû ñîñòàâèòü íå áîëüøå 4 3
2
×  = 6

ïàð. Îäíàêî åñòü åùå ñåìü ó÷àñòíèêîâ òîãî æå

Ðèñ. 5
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ïîëà, êàæäîìó èç êîòîðûõ äîëæíà ñîîòâåòñòâî-
âàòü îäíà òàêàÿ ïàðà. Çíà÷èò, êàæäûé ó÷àñòíèê
÷èòàë äîêëàäû íå ìåíåå ïÿòè äíåé, è èç íèõ

ìîæíî ñîñòàâèòü íå ìåíüøå 
5 4

2
×

 = 10 ïàð.

Âûïèøåì âñå ïàðû äíåé, â êîòîðûå ÷èòàëè äîê-
ëàäû âñå ó÷àñòíèêè êîíôåðåíöèè. Èõ áóäåò íå
ìåíüøå 10 �– 16 = 160. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîíôå-
ðåíöèÿ äëèëàñü íå áîëåå òðèíàäöàòè äíåé. Òîãäà

âñåãî ïàð äíåé áûëî íå áîëüøå 
13 12

2
×

 = 78 è

õîòÿ áû òðè ïàðû èç âûïèñàííûõ ñòà øåñòèäåñÿ-
òè ñîâïàäàþò, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.
6. Ìîæíî.
Ó íàñ åñòü 24 ïàðû ïðîòèâîïîëîæíûõ ãðàíåé.
Ïðîíóìåðóåì èõ ÷èñëàìè îò 0 äî 23, è íà ãðàíÿõ
k-é ïàðû çàïèøåì ÷èñëà 0 è 2k . Òàê êàê 242  >
> 10000000, òî ëþáàÿ òðåáóåìàÿ ñóììà îäíî-
çíà÷íî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû ðàçëè÷íûõ
ñòåïåíåé äâîéêè. Îòìåòèì íà êóáèêàõ ãðàíè ñ
íóæíûìè ñòåïåíÿìè, à äëÿ îñòàëüíûõ ñòåïåíåé
îòìåòèì ïðîòèâîïîëîæíûå ãðàíè. Òîãäà â êàæ-
äîì êóáèêå áóäóò îòìå÷åíû ðîâíî òðè ãðàíè ñ
îáùåé âåðøèíîé. Ïîìåñòèì åãî â áîëüøîé êóá
îòìå÷åííûìè ãðàíÿìè íàðóæó.
7. Ïðè 10n ³ .
Ïðè ÷åòíûõ 8n £  ÷åòíîñòü êîëè÷åñòâà çàêðà-
øåííûõ êëåòîê â öåíòðàëüíîì êâàäðàòå 2 2´  íå
èçìåíÿåòñÿ, ò.å. ñäåëàòü êâàäðàò áåëûì ïîëó÷èò-
ñÿ íå âñåãäà.
Ïðè íå÷åòíûõ 9n £  íå èçìåíÿåòñÿ ÷åòíîñòü êî-
ëè÷åñòâà çàêðàøåííûõ êëåòîê âî âñåì êâàäðàòå
êðîìå ñðåäíåãî ñòîëáöà è ñðåäíåé ñòðîêè.
Â ñëó÷àå 10n ³  ìîæíî ïåðåêðàñèòü ëþáóþ äî-
ìèíîøêó, ò.å. ïðÿìîóãîëüíèê èç äâóõ êëåòîê
(ýòî áóäåò äîêàçàíî íèæå). ×òîáû ïåðåêðàñèòü
îäíó ëþáóþ êëåòêó, äîñòàòî÷íî ïåðåêðàñèòü ïÿ-
òèêëåòî÷íóþ ïîëîñêó, íà÷èíàþùóþñÿ â ýòîé êëåò-
êå, à çàòåì ïåðåêðàñèòü îáðàòíî 4 îñòàëüíûå
êëåòêè ïîëîñêè, ðàçáèâ èõ íà äâå äîìèíîøêè.
Óìåÿ ïåðåêðàøèâàòü ëþáóþ êëåòêó, íåñëîæíî
ñäåëàòü âåñü êâàäðàò áåëûì.
Ïîêàæåì òåïåðü, êàê ïåðåêðàñèòü äîìèíîøêó.
Îñíîâíîé àëãîðèòì òàêîé: ïåðåêðàñèòü ñåìèêëå-
òî÷íóþ ïîëîñêó, êðàéíèå äâå êëåòêè êîòîðîé
ïîêðûâàåò äàííàÿ äîìèíîøêà, à çàòåì ïåðåêðà-
ñèòü îáðàòíî îñòàëüíûå 5 êëåòîê ïÿòèêëåòî÷íîé
ïîëîñêè. Ýòîò ñïîñîá ïðèìåíèì âñåãäà, êîãäà
ñóùåñòâóåò ïîäõîäÿùàÿ ñåìèêëåòî÷íàÿ ïîëîñêà.
Ñðåäè âñåõ äîìèíîøåê â êâàäðàòàõ n n´  ïðè

10n ³  åå íå ñóùåñòâóåò òîëüêî ïðè n = 10 äëÿ
äîìèíîøåê, ïåðåñåêàþùèõ ñðåäíèå ëèíèè êâàä-
ðàòà.
Íî âñå äîìèíîøêè, ïåðåñåêàþùèå ñðåäíþþ ëè-
íèþ êâàäðàòà 10 10´ , ìîæíî ïåðåêðàñèòü ïî
îäíîé êëåòêå. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ãîðèçîí-

òàëüíóþ äîìèíîøêó, ïåðåñåêàþùóþ âåðòèêàëü-
íóþ ñðåäíþþ ëèíèþ êâàäðàòà. ×òîáû ïåðåêðà-
ñèòü åå ëåâóþ êëåòêó, äîñòàòî÷íî â ýòîé ñòðîêå
ïåðåêðàñèòü ïÿòèêëåòî÷íóþ ïîëîñêó, íà÷èíàþ-
ùóþñÿ ñ ëåâîãî êðàÿ, à çàòåì ïåðåêðàñèòü îáðàò-
íî ëèøíèå 4 êëåòêè, èñïîëüçîâàâ ïåðåêðàøèâà-
íèå âåðòèêàëüíûõ äîìèíîøåê, êîòîðûå èõ ñî-
äåðæàò (îíè íå ïåðåñåêàþò ñðåäíèå ëèíèè). Ïðà-
âàÿ êëåòêà ðàññìàòðèâàåìîé äîìèíîøêè ïåðå-
êðàøèâàåòñÿ ñèììåòðè÷íî.
8. 2.
Ïåðâûé ñïîñîá . Äîêàæåì, ÷òî, íåçàâèñèìî îò
ðàñïîëîæåíèÿ äåòåé, ñóììà ÷èñåë, íàçâàííûõ
âñåìè, äîëæíà èìåòü òîò æå îñòàòîê îò äåëåíèÿ
íà 4, ÷òî è ÷èñëî 2 N, ãäå N  – êîëè÷åñòâî
ñòîÿùèõ äåòåé.
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ïî êðóãó ñòîÿò òîëüêî N
äåâî÷åê, òîãäà êàæäàÿ èç íèõ äàñò îòâåò «2», ò.å.
ýòà ñóììà ðàâíà 2 N. Åñëè êàêóþ-òî èç äåâî÷åê
çàìåíèòü íà ìàëü÷èêà, òî ñóììà îòâåòîâ óìåíü-
øèòñÿ íà 4 (ìàëü÷èê ñêàæåò «0», à åãî ñîñåäêè –
«1»). Åñëè ïîñëå ýòîãî çàìåíèòü íà ìàëü÷èêà
îäíó èç åãî ñîñåäîê, òî ñóììà îòâåòîâ íå èçìå-
íèòñÿ. Òàê êàê ëþáóþ ðàññòàíîâêó ìàëü÷èêîâ è
äåâî÷åê ìîæíî ïîëó÷èòü ëèáî ýòèìè îïåðàöèÿ-
ìè, ëèáî èì ñèììåòðè÷íûìè (àíàëîãè÷íûå çàìå-
íû ìàëü÷èêîâ íà äåâî÷åê äàþò òàêèå æå ðåçóëü-
òàòû), òî îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà 4 ó èñêîìîé
ñóììû íå èçìåíèòñÿ.
Â äàííîì ñëó÷àå 2 N = 50 äàåò îñòàòîê 2 ïðè
äåëåíèè íà 4. Ñóììà îòâåòîâ, óêàçàííûõ â óñëî-
âèè, ðàâíà 8 ´ 2 + 8´ 1 = 24, ñëåäîâàòåëüíî, 25-é
ðåáåíîê ìîæåò îòâåòèòü òîëüêî «2». Îäèí èç
ïðèìåðîâ ñîîòâåòñòâóþùåé ðàññòàíîâêè ïîêàçàí
íà ðèñóíêå 6.

Âòîðîé ñïîñîá . Åñëè áû ó êàæäîãî èç òåõ æå
äåòåé ñïðîñèëè: «Ñêîëüêî ó òåáÿ ñîñåäåé ïðîòè-
âîïîëîæíîãî ïîëà?», òî äåòè, ñêàçàâøèå «0» è
«2», ïîìåíÿëèñü áû ðîëÿìè, à ñêàçàâøèå «1»
ïîâòîðèëè áû òîò æå îòâåò. Òàêèì îáðàçîì,

Ðèñ. 6
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êîëè÷åñòâî îòâåòîâ êàæäîãî âèäà íå èçìåíèëîñü
áû, à ñóììà îòâåòîâ âñåõ äåòåé áûëà áû ðàâíà
óäâîåííîìó êîëè÷åñòâó «ñìåí ïîëà» ïðè îáõîäå
êðóãà. Êîëè÷åñòâî «ñìåí ïîëà» ÷åòíî, ïîýòîìó
ñóììà îòâåòîâ äîëæíà äåëèòüñÿ íà 4. Çíà÷èò,
25-é ðåáåíîê ñêàçàë áû «0».
Ýòî ñîîòâåòñòâóåò åãî îòâåòó «2» íà âîïðîñ
«Ñêîëüêî òâîèõ ñîñåäåé îäíîãî ñ òîáîé ïîëà?».
9. Ïåòÿ.
Ïîñëå ïåðâîãî õîäà Âàñè 2 è 1 îêàæóòñÿ íà
ïîçèöèÿõ ðàçíîé ÷åòíîñòè. Ïîêðàñèì öèôðû,
êîòîðûå â èòîãå îêàæóòñÿ íà ïîçèöèÿõ òîé æå
÷åòíîñòè, ÷òî è 1, ïåðâûì öâåòîì, à îñòàëüíûå –
âòîðûì. Ïåòÿ ñìîæåò çàïèñàòü 3 íà ïîçèöèþ
ïåðâîãî öâåòà. Âàñÿ áóäåò âûíóæäåí çàïèñàòü 4
íà ïîçèöèþ âòîðîãî öâåòà. Ïåòÿ òîæå ñìîæåò
çàïèñàòü 5 íà ïîçèöèþ âòîðîãî öâåòà. Çàòåì
Âàñÿ áóäåò âûíóæäåí çàïèñàòü 6 íà ïîçèöèþ
ïåðâîãî öâåòà, è Ïåòÿ ñìîæåò çàïèñàòü 7 íà
ïîçèöèþ ïåðâîãî öâåòà. Íàêîíåö, Âàñÿ áóäåò
âûíóæäåí çàïèñàòü 8 íà ïîçèöèþ âòîðîãî öâåòà,
è Ïåòÿ ñìîæåò çàïèñàòü 9 íà ïîçèöèþ âòîðîãî
öâåòà. Â èòîãå ñóììà öèôð íà íå÷åòíûõ ïîçèöè-
ÿõ (âòîðîãî öâåòà) áóäåò ðàâíà 8 + 4 + 2 + 5 + 9 =
= 28, à íà ÷åòíûõ (ïåðâîãî öâåòà): 6 + 3 + 1 + 7 =
= 17. Òàê êàê 28 –17 = 11, ÷èñëî êðàòíî 11 (ïî
ïðèçíàêó äåëèìîñòè).
10. Ìîæíî.
Ïðîâåäåì ëîìàíóþ ÀÂÑ òàê, êàê ïîêàçàíî íà
ðèñóíêå 7. Äëÿ òîãî ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå

çàäà÷è, íåîáõîäèìî, ÷òîáû ïëîùàäü òðàïåöèè

ABCD  áûëà ðàâíà 50, ò.å. 
( )10 10

50
2

b
a

+ -
× = ,

îòêóäà 
100

20
a

b
=

-
.

Äëèíà çàáîðà ðàâíà 2 210 b a b- + +  è äîëæíà

áûòü ìåíüøå 14. Ñëåäîâàòåëüíî, 2 2a b+ <
4 b< + , ò.å. 2 16 8a b< + . Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííîå

çíà÷åíèå à è èçáàâèâøèñü îò çíàìåíàòåëÿ, ïîëó-
÷èì íåðàâåíñòâî ( )2(20 ) 2 1250.b b- + >  Åìó
óäîâëåòâîðÿåò, íàïðèìåð, b = 5.
11. 4.
Îöåíêà . Çàìåòèì, ÷òî åñëè èç äâóõ òðåóãîëüíè-
êîâ ìîæíî ñëîæèòü òðåóãîëüíèê, òî îíè èìåþò
äâà ñìåæíûõ óãëà, ïîýòîìó íàèáîëüøèé èç ýòèõ

óãëîâ 90�J o³ . Ïðè ýòîì â òðåóãîëüíèêå, êîòîðî-
ìó íå ïðèíàäëåæèò äàííûé óãîë, âñå óãëû íå
áîëüøå �J , à åñëè 90�J o> , òî âñå óãëû ñòðîãî
ìåíüøå �J .
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò 5 òðåóãîëüíèêîâ

1 2 3 4 5, , , ,�$ �$ �$ �$ �$, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì
çàäà÷è. Âîçüìåì â êàæäîì òðåóãîëüíèêå åãî íàè-
áîëüøèé óãîë, ïóñòü 1 2�J �J>  – äâà íàèáîëüøèõ
èç íèõ (ñðåäè òðåóãîëüíèêîâ åñòü õîòÿ áû îäèí
íå ïðÿìîóãîëüíûé, ò.å. 90�J o> , ïîýòîìó íåðà-
âåíñòâî ñòðîãîå). Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæ-
íî ñ÷èòàòü, ÷òî îíè ïðèíàäëåæàò òðåóãîëüíèêàì

1�$  è 2�$  ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà â êàæäîì èç
òðåóãîëüíèêîâ 2 3 4 5, , ,�$ �$ �$ �$ åñòü óãîë, ðàâíûé

1180 �Jo - , à â êàæäîì èç òðåóãîëüíèêîâ 3 4 5, ,�$ �$ �$
åñòü óãîë, ðàâíûé 2180 �Jo - . Ñëåäîâàòåëüíî, òðå-
óãîëüíèêè 3 4 5, ,�$ �$ �$ ïîäîáíû, ÷òî âîçìîæíî
òîëüêî â ñëó÷àå, åñëè îíè ïðÿìîóãîëüíûå (èíà÷å
íè èç êàêèõ äâóõ èç íèõ íåëüçÿ áûëî áû ñëîæèòü
òðåóãîëüíèê). Ïðè ýòîì êàæäûå äâà èç íèõ äîë-
æíû èìåòü ïî ðàâíîìó êàòåòó. Íî â òàêîì ñëó÷àå
êàêèå-òî äâà èç íèõ ðàâíû, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
óñëîâèþ.
Ïðèìåð . Ïóñòü ABC – ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëü-
íèê ñ ïðÿìûì óãëîì C. Ïðîâåäåì â íåì áèññåêò-
ðèñó AD è îáîçíà÷èì DAB DAC �AÐ = Ð = . Åñëè
âçÿòü ñòîðîíó AC î÷åíü ìàëåíüêîé, òî AC < BD .
Åñëè AC > BC, òî AC > BD . Çíà÷èò, èç ñîîáðà-
æåíèé íåïðåðûâíîñòè, ïðè èçìåíåíèè äëèíû ñòî-
ðîíû AC åñòü ìîìåíò, êîãäà AC = BD . Ðàññìîò-
ðèì èìåííî òàêóþ ñèòóàöèþ (ðèñ. 8). Â êà÷åñòâå

äâóõ âûðåçàííûõ òðåóãîëüíèêîâ ìîæíî âçÿòü
ABD è ACD . Ïîñòðîèì òðåóãîëüíèê ECA, ïî-
äîáíûé ACD , â êîòîðîì AC – êàòåò, ïðîòèâîëå-
æàùèé óãëó �A. Òîãäà èç òðåóãîëüíèêîâ ACD è
ECA òðåóãîëüíèê óæå ñëîæåí. Èç òðåóãîëüíèêîâ
ABD è ECA òàêæå ëåãêî ñëîæèòü òðåóãîëüíèê –
äîñòàòî÷íî ñêëåèòü ñòîðîíû BD è CA, ñîâìåñòèâ
óãëû D è A.
Îñòàëîñü ê ïîëó÷åííîìó íàáîðó òðåóãîëüíèêîâ
äîáàâèòü åùå îäèí, â êîòîðîì îäèí èç óãëîâ
ðàâåí 180 �Ao - , à ïðèëåæàùèå ê íåìó ñòîðîíû
ðàâíû, íàïðèìåð, AD è EC. Ïîëó÷åííûå ÷åòûðå
òðåóãîëüíèêà óäîâëåòâîðÿþò âñåì óñëîâèÿì çà-
äà÷è (ïðè ýòîì AB = EC, ïîýòîìó ïîñëåäíèé
òðåóãîëüíèê ìîæíî ñêëåèòü ñ òðåóãîëüíèêîì ABD
äàæå äâóìÿ ñïîñîáàìè).
12. Ìîæíî.

Ðèñ. 7
Ðèñ. 8
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Íà ñòîðîíå ÀÑ ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà
ÀÂÑ îòìåòèì òî÷êó D  òàê, ÷òî 20ABD oÐ = , à
íà îòðåçêå BD  – òî÷êó Å òàê, ÷òî 40EAD oÐ =
(ðèñ. 9). Òîãäà òðåóãîëüíèêè ÀÅÂ è ÀDÅ  –

ðàâíîáåäðåííûå ñ óãëàìè ïðè îñíîâàíèÿõ 20o è
40o ñîîòâåòñòâåííî.
Â òðåóãîëüíèêå BDC  îòìåòèì öåíòð Î  åãî îïè-
ñàííîé îêðóæíîñòè. Óãëû ýòîãî òðåóãîëüíèêà:
40o, 80o è 60o, îí îñòðîóãîëüíûé, ïîýòîìó Î
ëåæèò âíóòðè òðåóãîëüíèêà. Âû÷èñëèâ öåíòðàëü-
íûå óãëû, ïîëó÷èì, ÷òî òðåóãîëüíèêè ÑOD ,
DOB  è ÂÎÑ  ðàâíîáåäðåííûå ñ óãëàìè ïðè îñíî-
âàíèÿõ 50o, 30o è 10o  ñîîòâåòñòâåííî.
13. Ñóùåñòâóåò.
Ïóñòü ABC – ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê, A¢,
B¢ è C¢ – ñåðåäèíû ñòîðîí BC, CA è AB
ñîîòâåòñòâåííî. Ïîñòðîèì íà ñòîðîíàõ òðåóãîëü-
íèêà êàê íà äèàìåòðàõ ïîëóêðóãè âî âíóòðåí-
íþþ ñòîðîíó (ðèñ. 10). Èõ îáúåäèíåíèå îãðàíè-

÷åíî øåñòüþ ðàâíûìè äóãàìè îêðóæíîñòåé. Ïóñòü
P è Q – äâå òî÷êè, äåëÿùèå ïåðèìåòð ýòîé
ôèãóðû ïîïîëàì. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî P ëåæèò
íà äóãå AB¢, òîãäà Q ëåæèò íà äóãå A B¢ ,
ïðè÷åì äóãè AP è A Q¢  ðàâíû. Òàê êàê äóãè
AB¢ è A B¢  ïðèíàäëåæàò îäíîé îêðóæíîñòè ñ

öåíòðîì C¢, òî óãîë PC Q¢  ðàâåí 120o è ýòî íå
çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè Ð. Ñëåäîâàòåëüíî, äëè-
íà PQ ïîñòîÿííà.
14. Ïóñòü Ì  – ñåðåäèíà ÀÂ, òîãäà óòâåðæäåíèå
çàäà÷è ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî äëèíà ìåäèàíû

KM  òðåóãîëüíèêà AKB  áîëüøå ïîëîâèíû ñòîðî-
íû ÀÂ (ðèñ. 11).

Ïóñòü AD  – îäíà èç âûñîò òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ,
òîãäà òðåóãîëüíèê ADB  ïðÿìîóãîëüíûé . Ñëåäî-
âàòåëüíî, åãî ìåäèàíà DM  ðàâíà ïîëîâèíå ÀÂ,
ò.å. MD  = MB . Òîãäà MDB MBD �BÐ = Ð = .
Ðàññìîòðèì âûñîòó ÑÅ òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ. Èç
ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ÑÂÅ ïîëó÷èì, ÷òî

90BCE �BÐ = -o . Êðîìå òîãî, DK  – ìåäèàíà
ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà CDH , çíà÷èò,

90KDC BCE oÐ = Ð = – �B. Òàêèì îáðàçîì,

90KDM oÐ = , ïîýòîìó 
1
2

KM DM AB> = , ÷òî

è òðåáîâàëîñü.
Îòìåòèì, ÷òî óòâåðæäåíèå çàäà÷è ñïðàâåäëèâî è
äëÿ òóïîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà,  à ðàññìîòðåí-
íûé îòðåçîê  KM ÿâëÿåòñÿ äèàìåòðîì îêðóæíîñ-
òè äåâÿòè òî÷åê òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ.
15. Óòâåðæäåíèå çàäà÷è ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî
Í  – òî÷êà êàñàíèÿ âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè
òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ ñ ïðîäîëæåíèåì ñòîðîíû ÀÑ
(ðèñ. 12). Çíà÷èò, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî öåíòð
ýòîé îêðóæíîñòè ëåæèò íà ïðÿìîé DH .
Ïóñòü áèññåêòðèñà óãëà ÂÀÑ ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ
DH  â òî÷êå Ì . Òàê êàê ÀÅ = AC, òî AM DE^ .

Ðèñ. 9

Ðèñ. 10

Ðèñ. 11

Ðèñ. 12
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Ïóñòü ïðÿìàÿ ÌÑ  ïåðåñåêàåò AD  â òî÷êå G. Òàê
êàê Ñ – òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ âûñîò òðåóãîëü-
íèêà AMD , òî  MG  – åãî òðåòüÿ âûñîòà. Èç
ðàâåíñòâà ÑÀ = ÑF ñëåäóåò, ÷òî ÑG – áèññåêòðè-
ñà òðåóãîëüíèêà ACF.  Òîãäà ÑÌ  – áèññåêòðèñà
âíåøíåãî óãëà ÂÑÍ  òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ.
Òàêèì îáðàçîì, Ì  – öåíòð âíåâïèñàííîé îêðóæ-
íîñòè òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

ÌÅÒÎÄ ÊÎÎÐÄÈÍÀÒ: ÐÅØÅÍÈß
ÁÅÇ ËÈØÍÈÕ ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÉ

1. Âûäåëèâ ïîëíûå êâàäðàòû ïî êàæäîé èç ïåðå-
ìåííûõ x è y, ïîëó÷èì óðàâíåíèå

2 2 2 2 4
2 2 4
b c b c ad

a x a y
a a a

+ -æ ö æ ö+ + + =ç ÷ ç ÷è ø è ø
,

èëè
2 2 2 2

2

4
2 2 4

b c b c ad
x y

a a a

+ -æ ö æ ö+ + + =ç ÷ ç ÷è ø è ø ,

êîòîðîå çàäàåò îêðóæíîñòü òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà 2 2 4 0b c ad+ - > .
2. Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè ( ),x y  äî òî÷êè (1;1)

ðàâíî ( ) ( )2 21 1x y- + - , à ðàññòîÿíèå äî ïðÿ-

ìîé y = –1 ðàâíî | y + 1|. Ïîýòîìó èñêîìîå
óðàâíåíèå èìååò âèä

( ) ( ) ( ) ( )2
2 2 2 1

1 1 1
4

x
x y y y

-
- + - = + Û = .

3. ßñíî, ÷òî åñëè ( ) ( ) ( )1 1 2 2, , ,l x y l x y l x y�A �A= - ,
òî óðàâíåíèå ( ), 0l x y =  çàäàåò ïðÿìóþ, ïðîõî-
äÿùóþ ÷åðåç òî÷êó P. Òàêèì îáðàçîì, íàäî äî-
êàçàòü îáðàòíîå óòâåðæäåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
óðàâíåíèå ( ), 0l x y =  çàäàåò ïðÿìóþ, ïðîõîäÿ-
ùóþ ÷åðåç òî÷êó P. Ðàññìîòðèì òî÷êó ( )0 0,Q x y ,
îòëè÷íóþ îò òî÷êè P è ëåæàùóþ íà ýòîé ïðÿ-
ìîé. Óðàâíåíèå

( ) ( ) ( ) ( )2 0 0 1 1 0 0 2, , , , 0l x y l x y l x y l x y- =

çàäàåò ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ êàê ÷åðåç òî÷êó P,
òàê è ÷åðåç òî÷êó Q. Ñëåäîâàòåëüíî, îíî çàäàåò
òó æå ñàìóþ ïðÿìóþ, ÷òî è óðàâíåíèå ( ), 0l x y = .
Ïîñêîëüêó êîýôôèöèåíòû â óðàâíåíèè ïðÿìîé
îïðåäåëåíû ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ, òî ñóùå-
ñòâóåò ÷èñëî k òàêîå, ÷òî

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 0 0 1 1 0 0 2, , , , ,l x y kl x y l x y kl x y l x y= - .

4. Äëÿ ëþáîé òî÷êè ( );M x y  ïëîñêîñòè çíà÷å-
íèå âûðàæåíèÿ

( ) ( ) ( )2 2 2 2 2,i i i i i if x y x x y y r d r= - + - - = -

è åñòü ñòåïåíü òî÷êè îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè,
çàäàííîé óðàâíåíèåì ( ), 0if x y = .
5. Ôîðìóëèðîâêà îáîáùåíèÿ óïðàæíåíèÿ 5:
Ðàññìîòðèì òðè îêðóæíîñòè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

ñðåäè ðàäèêàëüíûõ îñåé ïàð ýòèõ îêðóæíîñòåé
íåò ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ. Òîãäà âñå ýòè òðè
ðàäèêàëüíûå îñè ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó òî÷êó (íà-
çûâàåìóþ ðàäèêàëüíûì öåíòðîì  òðåõ äàííûõ
îêðóæíîñòåé).
Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ òî÷ü â òî÷ü
ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì çàäà÷è 3.
6. Óêàçàíèå. Âîñïîëüçóéòåñü ïðåäûäóùèì óï-
ðàæíåíèåì.
7. Åñëè çà îñè êîîðäèíàò âçÿòü áèññåêòðèñû
äàííûõ óãëîâ, òî ýòè óãëû ëåæàò íà êðèâûõ,
çàäàííûõ óðàâíåíèÿìè ( )2 2

1x a k y- =  è

( )22
2x k y b= - , èëè

2 2 2
1 2 0x k y ax a- - + =

è
2 2 2

2 2 22 0x k y k by k b- + - = .

Óìíîæèâ ïåðâîå óðàâíåíèå íà 21 k+ , âòîðîå íà
( )11 k- +  è ñëîæèâ ðåçóëüòàòû, ìû ïîëó÷èì óðàâ-

íåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà, ñóììà ñòàðøèõ ÷ëåíîâ

êîòîðîãî èìååò âèä ( ) ( )2 2
2 1k k x y- + . Òàêèì îá-

ðàçîì ìû ïîëó÷èì óðàâíåíèå îêðóæíîñòè, ïðî-
õîäÿùåé ÷åðåç ÷åòûðå ïîïàðíûå òî÷êè ïåðåñå÷å-
íèÿ ñòîðîí äàííûõ óãëîâ.
Êîíå÷íî, ýòà çàäà÷à èìååò è ãåîìåòðè÷åñêîå ðå-
øåíèå. Íàéäèòå åãî!
8. Óêàçàíèå. Ïðèáàâüòå ê ïåðâîìó óðàâíåíèþ
óäâîåííîå âòîðîå.

XXIV ÌÅÆÄÓÍÀÐÎÄÍÀß ÎËÈÌÏÈÀÄÀ
«ÒÓÉÌÀÀÄÀ»

Ì À Ò Å Ì À Ò È Ê À

Ìëàäøàÿ ëèãà

1. Ìíîæåñòâî M  âñåõ ïàð �� �	,x y , â êîòîðûõ x è
y ïðèíàäëåæàò îáëàñòÿì îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé f
è g, ñîäåðæèò 2201  ýëåìåíòîâ. Ýòî ÷èñëî íå÷åò-
íî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ïðè êàæäîì k ðàñ-
ñìîòðåòü ìíîæåñòâî kM  âñåõ ïàð �� �	,x y , äëÿ
êîòîðûõ �� �	 �� �	f x g y k�
 �� , òî M  ÿâëÿåòñÿ îáúåäè-
íåíèåì ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ

kM . Ñëåäîâàòåëüíî, õîòÿ áû â îäíîì kM  êîëè-
÷åñòâî ýëåìåíòîâ íå÷åòíî.
2. Ïîñòðîèì îòðåçîê 1 1B D , ñèììåòðè÷íûé îòðåç-
êó BD  îòíîñèòåëüíî ñåðåäèííîãî ïåðïåíäèêóëÿ-
ðà ê îòðåçêó AC (ðèñ.13). Òîãäà 1PD QD�� ,

1PD QD�� , îòðåçîê 1BD  – äèàìåòð îêðóæíîñ-
òè, îïèñàííîé îêîëî ÷åòûðåõóãîëüíèêà, è

BQDP BQ QD DP PB�� �� �� �� ��

�� �	 �� �	1 1 12 2BQ QD D P PB BD AC�� �� �� �� �r �r .

3. Ïóñòü D  – êàêàÿ-íèáóäü êëèêà, A – ìàêñè-
ìàëüíàÿ êëÿêà, B – ìàêñèìàëüíàÿ êëþêà, iD  –
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óãîëüíèêó A B C�a �a �a ñ êîýôôèöèåíòîì ïîäîáèÿ
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2bc
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, èìååò ðàöèîíàëüíûå ñòîðîíû è ïëî-

ùàäü S. Ýòîò òðåóãîëüíèê íå ðàâåí èñõîäíîìó,
ïîñêîëüêó óðàâíåíèå

tg B A C�a �a �a�• ��
b
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, ò.å. 
�� �	
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1
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t
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íå èìååò ïîëîæèòåëüíûõ ðàöèîíàëüíûõ êîðíåé.

5. Ïðîâåäåì LF  || BD  (ðèñ.15). Äîñòàòî÷íî äîêà-
çàòü ðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêîâ FLE  è CDL .

Èìååì

AFL ABC ACB�• �� �• �� �• ,

EF = AF – AE = AL – AE = AE = CD .

Òàê êàê FLB LBC�• �� �• , òî òðåóãîëüíèê BFL –
ðàâíîáåäðåííûé, îòêóäà  FL = FB = LC.
6. Ó ÷èñëà 2r  äåëèòåëÿìè ÿâëÿþòñÿ ñòåïåíè
äâîéêè 1, 2, 22 , ..., 2r . Ïóñòü 1d ,..., kd  –
äåëèòåëè ÷èñëà b. Ðàññìîòðèì âûðàæåíèå

�� �	�� �	2
11 2 2 2r

kd d�� �� �� �� �� ��K K .

Ðàñêðûâàÿ ñêîáêè, ìû ïîëó÷èì ñóììó, â êîòî-
ðîé êàæäîå ñëàãàåìîå ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ÷èñëà
N, ïðè÷åì î÷åâèäíî, ÷òî êàæäûé äåëèòåëü ÷èñëà
N ïðèñóòñòâóåò â ýòîé ñóììå ðîâíî îäèí ðàç.
Òàêèì îáðàçîì,

�� �	 �� �	 �� �	12 1rN b���S �� �
 �S ,

è ìû çíàåì ïî óñëîâèþ, ÷òî

�� �	 12 1 2 1rN N b���S �� �
 �� �
 .

Èòàê,

�� �	 �� �	1 12 1 2 1r rb�� ���
 �S �� �
 .

Ðèñ. 13

Ðèñ. 14

Ðèñ. 15

ìíîæåñòâî âåðøèí èç D , ó êîòîðûõ àâòîáóñíàÿ
ñòåïåíü ðàâíà i . Îáîçíà÷èì ÷åðåç s ÷èñëî âåð-
øèí â íàèáîëüøåì èç iD , òîãäà s B�b . Ïóñòü

1d , 2d , …, rd  – ñïèñîê âîçìîæíûõ àâòîáóñíûõ
ñòåïåíåé ó âåðøèí èç D , òîãäà r A�b , è ñëåäî-
âàòåëüíî,

1 2 rd d dD D D D rs A B�� �� �� �� �b �b �–K .

4. Ïóñòü BC = a, AC = b > a è AB = c – ñòîðîíû
èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà ABC, 2 2 2c a b�� �� . Ïóñòü
ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê ãèïîòåíóçå AB ïå-
ðåñåêàåò êàòåò AC â òî÷êå C�a (ðèñ.14). Îáîçíà-

÷èì ÷åðåç B�a ÷åòâåðòóþ âåðøèíó ïðÿìîóãîëüíè-
êà BCC B�a �a. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå
AC B�a �a êàòåò AC�a äëèííåå êàòåòà B C�a �a, òàê êàê
AC C B BC�a �a�� �� . Ïóñòü ñåðåäèííûé ïåðïåíäè-

êóëÿð ê îòðåçêó AB�a ïåðåñåêàåò îòðåçîê AC�a â
òî÷êå A�a. Íåìíîãî ïîñ÷èòàåì. Ïî ïîñòðîåíèþ

C B a�a �a��  è 
21

tg
2 2

c
AC AB BAC

b
�a�� �• �� . Îáîçíà-

÷èì B AC�a �a�A �� �• . Òîãäà 2

2
tg

B C ab
AC c

�a �a
�A �� ��

�a
. Äà-

ëåå,

tg tg 2B A C�a �a �a�• �� �A ��

�� �	
22

2 2 22 2

2

2
2

2tg 4

1 tg 2
1

ab
abcc

ab b a
c

�A
�� �� ��

�
 �A �¥ �´ �
�
 �¦ �µ
�§ �¶

.

Âåëè÷èíà cos2�A òîæå âûðàæàåòñÿ ðàöèîíàëüíî
÷åðåç tg �A, ïîýòîìó ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíîãî
òðåóãîëüíèêà A B C�a �a �a ðàöèîíàëüíû.
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Èç ýòîãî ðàâåíñòâà âèäíî, ÷òî ÷èñëà b è �� �	b�S  íå
ìîãóò èìåòü îáùèõ äåëèòåëåé.
7. 39.
Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ïàðàëëåëüíî ñòîðîíå áîëü-
øîãî òðåóãîëüíèêà íà ðàññòîÿíèè 0,1, ïåðåñåêà-
åò 39 òðåóãîëüíè÷êîâ, ïðèìûêàþùèõ ê ýòîé ñòî-
ðîíå.
Äîêàæåì, ÷òî áîëüøå 39 òðåóãîëüíè÷êîâ ïåðå-
ñå÷ü íåâîçìîæíî. Ïóñòü ïðÿìàÿ l  ïåðåñåêàåò
ñòîðîíû AB è AC áîëüøîãî òðåóãîëüíèêà íà
ðàññòîÿíèÿõ x è y x�b  îò âåðøèíû A ñîîòâåò-
ñòâåííî (ðèñ.16). Åñëè x m���¨ �·�© �¸ , ìîæíî îãðàíè-

÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì òðåóãîëüíèêà AB C�a �a ñî
ñòîðîíîé m, ðàçáèòîãî íà 2m  åäèíè÷íûõ òðå-
óãîëüíè÷êîâ (çäåñü B�a è C�a – òî÷êè, ëåæàùèå
íà ðàññòîÿíèè m îò âåðøèíû A íà ñòîðîíàõ AB è
AC ñîîòâåòñòâåííî).
Ïóñòü ïðÿìàÿ l  ïåðåñåêàåò AC�a â òî÷êå D , à
âíóòðè îòðåçêîâ AD  è C D�a  ñîäåðæèòñÿ r è s
âåðøèí òðåóãîëüíè÷êîâ ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà

1r s m�� �b �
 . Ïðÿìàÿ l  ïåðåñåêàåò m – 1 ãðàíèö
òðåóãîëüíè÷êîâ, ïàðàëëåëüíûõ AC, r ãðàíèö,
ïàðàëëåëüíûõ AB, è s ãðàíèö, ïàðàëëåëüíûõ
BC. Ïîýòîìó îáùåå êîëè÷åñòâî ïåðåñå÷åíèé ïðÿ-
ìîé l  ñ ãðàíèöàìè òðåóãîëüíè÷êîâ ðàâíî

1 2 2r s m m�� �� �
 �b �
 , ñëåäîâàòåëüíî, êîëè÷åñòâî
òðåóãîëüíè÷êîâ, êîòîðûå ïåðåñåêàåò l , íå áîëü-
øå 2 1 39m �
 �b .
8. Äà.
Â ïðåäëàãàåìîì àëãîðèòìå ïåðâàÿ ïàðà ïîëèöåé-
ñêèõ ãîíèò âîðà ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, à âòîðàÿ
ïàðà – ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.
Ñêàæåì, ÷òî âåðøèíû iA  îáðàçóþò â íàøåì
ãðàôå ñëîé A, à âåðøèíû iB  – ñëîé B. Åñëè
ïîëèöåéñêèé 1C  (èëè âîð R) íàõîäèòñÿ â âåð-
øèíå iA  èëè iB , ñêàæåì, ÷òî åãî êîîðäèíàòà

1x i��  (ñîîòâåòñòâåííî, Rx i�� ). Â ëþáîé ìî-
ìåíò ìû ìîæåì äëÿ óäîáñòâà óìåíüøèòü èëè
óâåëè÷èòü ëþáóþ èç êîîðäèíàò ïîëèöåéñêèõ íà
2017. Ìû áóäåì, îäíàêî, àêêóðàòíî ñëåäèòü çà

èçìåíåíèåì êîîðäèíàòû âîðà ïðè åãî äâèæåíèè,
òàê ÷òî âîçìîæíî, ÷òî ÷åðåç êàêîå-òî âðåìÿ âîð
îêàæåòñÿ â âåðøèíå iA , íî ìû áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî, ñêàæåì, 2017Rx i�� �� , ïîñêîëüêó âîð ñäå-
ëàë ïîëíûé îáîðîò.
Ñòðàòåãèÿ ïîëèöåéñêèõ 1C  è 2C  ñîñòîèò èç äâóõ
÷àñòåé.
×àñòü I . Ïîëèöåéñêèé 2C  ïðîñòî ñòîèò â íåêî-
òîðîé âåðøèíå ñëîÿ A. Ïîëèöåéñêèé 1C  äâèæåò-
ñÿ ïî ñëîþ A ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Åãî öåëü –
äîáèòüñÿ, ÷òîáû åãî êîîðäèíàòà 1x  áûëà ñðàâíè-
ìà ïî ìîäóëþ 17 ñ êîîðäèíàòîé âîðà Rx . Ðàñ-
ñìîòðèì îñòàòîê îò äåëåíèÿ ðàçíîñòè 1Rx x�
  íà
17. Åñëè âîð õîäèò ïî ðåáðàì ñëîÿ B, ïî ðåáðó

i iA B  èëè ïðîñòî ñòîèò íà ìåñòå, îñòàòîê íå
ìåíÿåòñÿ, à ïîëèöåéñêèé 1C  íà ñëåäóþùåì õîäó
ñìîæåò óìåíüøèòü îñòàòîê íà 1. Åñëè âîð õîäèò
ïî ðåáðó 1i iA A �� , ïîñëå ñëåäóþùåãî õîäà 1C
îñòàòîê íå èçìåíèòñÿ, íî áåñêîíå÷íî ýòî ïðîäîë-
æàòüñÿ íå ìîæåò èç-çà ïîëèöåéñêîãî 2C . Íàêî-
íåö, åñëè âîð èäåò ïî ðåáðó 1i iA A�� , ïîëèöåéñêèé

1C  ñòîèò íà ìåñòå.
Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå íåñêîëüêèõ õîäîâ áóäåò
âûïîëíåíî óñëîâèå �� �	1 mod17Rx x�y . Áîëåå òîãî,
ñëåäóþùèì õîäîì ïîëèöåéñêèé 1C  ìîæåò ñäå-
ëàòü òàê, ÷òîáû ñîõðàíèëîñü óñëîâèå

�� �	1 mod17Rx x�y  è îí îêàçàëñÿ â îäíîì ñëîå ñ
âîðîì.
×àñòü II . Âûáåðåì 1x  òàê, ÷òî �� �	1 mod17Rx x�y
è 1 Rx x�� . Ïóñòü ïðè ýòîì 1 17Rx x k�
 �� . Òåïåðü
ïîëèöåéñêèé 1C  äîëæåí ñîõðàíÿòü ñðàâíåíèå

�� �	1 mod17Rx x�y  è îñòàâàòüñÿ â îäíîì ñëîå ñ
âîðîì. Îí äîëæåí òàêæå ñòàðàòüñÿ óìåíüøèòü
ðàçíîñòü 1Rx x�
 . Äëÿ ýòîãî îí áóäåò ïðîñòî
«êîïèðîâàòü» õîäû âîðà: åñëè âîð õîäèò ïî
ñëîþ A, ïîëèöåéñêèé 1C  äåëàåò òàêîé æå õîä â
ñëîå A; åñëè âîð îñòàåòñÿ â ñâîåé âåðøèíå èëè
õîäèò èç ñëîÿ â ñëîé, 1C  äåëàåò òî æå ñàìîå;
åñëè âîð õîäèò ïî ñëîþ B ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå,

1C  äåëàåò òàêîé æå õîä â ñëîå B. Íî åñëè âîð
õîäèò ïî ñëîþ B ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè (íàçî-
âåì òàêîé õîä êðèòè÷åñêèì ), 1C  îñòàåòñÿ íà
ìåñòå, è â ýòîò ìîìåíò ðàçíîñòü 1Rx x�
  óìåíü-
øàåòñÿ íà 17. ßñíî, ÷òî â ýòîé ÷àñòè èãðû âîð
ìîæåò ñäåëàòü íå áîëåå k êðèòè÷åñêèõ õîäîâ.
×òî êàñàåòñÿ ïîëèöåéñêîãî 2C , òî â íà÷àëå ìû
âûáèðàåì (ïðèáàâëåíèåì êðàòíîãî 2017) çíà÷å-
íèå 2 Rx x�� , è 2C  ïðîñòî äâèæåòñÿ âäîëü ñëîÿ
A ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå.
Äîêàæåì, ÷òî êîîðäèíàòà Rx  áóäåò ðàñòè íåî-
ãðàíè÷åííî. Äåéñòâèòåëüíî, îíà íå óâåëè÷èâàåò-
ñÿ òîëüêî â òðåõ ñëó÷àÿõ:
1) âîð ïåðåõîäèò èç ñëîÿ â ñëîé èëè îñòàåòñÿ íà
ìåñòå (òîãäà ðàçíîñòü 2Rx x�
  óìåíüøàåòñÿ â
ðåçóëüòàòå ñëåäóþùåãî õîäà 2C ),
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2) âîð õîäèò ïî ñëîþ A ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè
(òîãäà óìåíüøàåòñÿ ðàçíîñòü 2Rx x�
 ),
3) âîð äåëàåò êðèòè÷åñêèé õîä; òîãäà îí ïåðå-
ïðûãèâàåò ÷åðåç 2C , è ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî çíà-
÷åíèå 2x  ìåíÿåòñÿ íà 2 2017x �
 , îò÷åãî ðàçíîñòü

2Rx x�
  âîçðàñòàåò ïî÷òè íà 2000.
Ïîñêîëüêó òðåòüå ìîæåò ïðîèçîéòè íå áîëåå k
ðàç, Rx  ñòàíåò ñêîëü óãîäíî âåëèêî.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè äâà äðóãèõ ïîëèöåéñêèõ
áóäóò ïðèìåíÿòü àíàëîãè÷íóþ ñòðàòåãèþ â ïðî-
òèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè, Rx  áóäåò íåîãðà-
íè÷åííî óìåíüøàòüñÿ.
Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå îçíà÷àåò, ÷òî êîãäà-
íèáóäü âîð áóäåò ïîéìàí.

Ñòàðøàÿ ëèãà

5. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ëþáîé ìíîãî÷ëåí âèäà

�� �	 1 1 1 1
2017 2018 2017 2018

f x x A x x�¥ �´ �¥ �´�� �� �
 �� �
 �
�¦ �µ �¦ �µ
�§ �¶ �§ �¶

ïðèíèìàåò òðåáóåìûå çíà÷åíèÿ ïðè 
1

2017
x ��  è

1
2018

x �� . Ïðè 2017 2018A �� �–  äâà åãî êîýôôè-

öèåíòà öåëûå.
7. Ïóñòü ïðÿìûå CH  è AF ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå
L , òîãäà 90ALH�• �� �o  (ðèñ.17). Ïîñêîëüêó

90CDE CHE�• �� �• �� �o , òî÷êè C, H , E, K  ëåæàò
íà îäíîé îêðóæíîñòè, îáîçíà÷èì åå 1�W. Ïóñòü K
– ÷åòâåðòàÿ âåðøèíà ïðÿìîóãîëüíèêà EDCK ,
î÷åâèäíî, òî÷êà K  ëåæèò íà îáåèõ îêðóæíîñòÿõ
�W è 1�W.
Çàìåòèì, ÷òî

FKB BAF FPC�• �� �• �� �•
(â ïåðâîì ðàâåíñòâå óãëû îïèðàþòñÿ íà îáùóþ
äóãó îêðóæíîñòè �W, âòîðîå ñëåäóåò èç ïàðàë-
ëåëüíîñòè). Çíà÷èò, ÷åòûðåõóãîëüíèê FPKC  âïè-

ñàííûé. Òîãäà

180FPK FCK ECK�• �� �o �
 �• �� �• ��

= 90 90CEK CHK�o �
 �• �� �o �
 �• .

Ïåðåïèøåì ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî â âèäå
90LPK LH K�• �� �o �
 �• . Îíî îçíà÷àåò, ÷òî ÷åòûðå-

õóãîëüíèê LPKH  íà ñàìîì äåëå ÿâëÿåòñÿ ïðÿìî-
óãîëüíûì òðåóãîëüíèêîì, â êîòîðîì òî÷êè P, K ,
H ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Îñòàëîñü ïðîâåðèòü,
÷òî ïðÿìàÿ PH  êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè �W â òî÷êå
K. Ýòî ñëåäóåò, íàïðèìåð, èç ðàâåíñòâà óãëîâ:

FKP FCP FEK�• �� �• �� �• .

8. Êðóã ñ äèàìåòðîì AB, êðîìå åãî öåíòðà.
Êðóã ñ äèàìåòðîì AB ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì
âñåõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ ñ äèàãîíàëüþ AB. Î÷å-
âèäíî, åñëè ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíèêà ñ äèàãîíà-
ëüþ AB ïàðàëëåëüíû îñÿì êîîðäèíàò, òî íåëå-
ïàÿ ñåðåäèíà ëåæèò â òàêîì ïðÿìîóãîëüíèêå
(òàê êàê êîîðäèíàòû íåëåïîé ñåðåäèíû çàêëþ-
÷åíû ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè êîîðäèíàòàìè
òî÷åê A è B).
Äîêàæåì îáðàòíîå: åñëè òî÷êà C ëåæèò â íåêîòî-
ðîì ïðÿìîóãîëüíèêå ñ äèàãîíàëüþ AB, òî îíà
ÿâëÿåòñÿ íåëåïîé ñåðåäèíîé òî÷åê A è B. Ñïðîå-
öèðóåì òî÷êó C íà ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíèêà.
Íàì äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà ïðî-
åêöèÿ C íà êàæäóþ èç ñòîðîí ðàñïîëîæåíà íå
äàëüøå îò ïðîåêöèè A, ÷åì îò ïðîåêöèè B. (Â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìû ìîæåì îòðàçèòü ñèñòåìó
êîîðäèíàò îòíîñèòåëüíî ñåðåäèííîãî ïåðïåíäè-
êóëÿðà ê ñòîðîíå; êîîðäèíàòû òî÷åê A è B ïî-
ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè, è íåëåïàÿ ñåðåäèíà òàêæå
îòðàçèòñÿ îòíîñèòåëüíî ñåðåäèííîãî ïåðïåíäè-
êóëÿðà.) Ïóñòü ïðîåêöèè îòðåçêîâ AB è AC íà
îñü àáñöèññ ðàâíû u è v, 2v u�b . ×òîáû òî÷êà C,
îòëè÷íàÿ îò ñåðåäèíû îòðåçêà AB, áûëà íåëåïîé
ñåðåäèíîé A è B, êîîðäèíàòà x òî÷êè A äîëæíà
óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ �� �	 �� �	2x x u x v�� �� �� , ò.å.
�� �	 22u v x v�
 �� . Ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå x íåîòðè-
öàòåëüíî, ïîýòîìó òàêîå çàäàíèå àáñöèññ âîç-
ìîæíî ïðè 2u v�x . Àíàëîãè÷íî ìîæíî çàäàòü
îðäèíàòû.

Ðèñ. 17
Ô È Ç È Ê À

1. Ïîñêîëüêó òðîñ äëèííûé, ñèëà ñîïðîòèâëå-
íèÿ, äåéñòâóþùàÿ íà îäíî ñóäíî (êàòåð èëè
áàðæó), íå çàâèñèò îò äâèæåíèÿ äðóãîãî ñóäíà.
Ïóñòü 1k  è 2k  – êîýôôèöèåíòû ïðîïîðöèîíàëü-
íîñòè ìåæäó ñèëîé ñîïðîòèâëåíèÿ è ñêîðîñòüþ
êàòåðà è áàðæè ñîîòâåòñòâåííî, 0F  – ñèëà òÿãè
âèíòà, v – ñêîðîñòü êàòåðà ñ áàðæîé, òîãäà
óñëîâèÿ ðàâíîìåðíîñòè óñòàíîâèâøèõñÿ äâèæå-
íèé èìåþò âèä

0 1F k v�A= ×  è 0 1 2F k v k v= + ,
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îòêóäà ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

( )2 11k k�A= - .

Ðàññìîòðèì äâèæåíèå òåëà ìàññîé m, èìåþùåãî
íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü 0v , ïîä äåéñòâèåì ñèëû
ñîïðîòèâëåíèÿ F kv

ur r
= - , ãäå v

r
 – ìãíîâåííàÿ

ñêîðîñòü òåëà. Èç âòîðîãî çàêîíà Íüþòîíà â
ïðîåêöèè íà íàïðàâëåíèå âäîëü íà÷àëüíîé ñêî-
ðîñòè

ma kv= -

ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè äî ìîìåíòà
îñòàíîâêè ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

0

0
0
s

vmv kx= - , èëè ( ) ( )0 0 0m v k s- = - - ,

èç êîòîðîãî íàõîäèì ïóòü s, ïðîéäåííûé òåëîì
ê ìîìåíòó îñòàíîâêè:

0mv
s

k
= .

Çàìå÷àíèå. Ïðåäëàãàåì ÷èòàòåëÿì ñàìîñòîÿòåëü-
íî âûâåñòè ôîðìóëó 0q LI R=  äëÿ çàðÿäà q,
ïðîòåêøåãî çà âñå âðåìÿ â êîíòóðå, ñîñòîÿùåì
èç êàòóøêè èíäóêòèâíîñòüþ L è ðåçèñòîðà ñî-
ïðîòèâëåíèåì R, åñëè íà÷àëüíàÿ ñèëà òîêà â
êîíòóðå áûëà ðàâíà 0I , è ïîäóìàòü î ïðè÷èíàõ
ñõîäñòâà ýòîé ôîðìóëû ñ ôîðìóëîé äëÿ s, ïîñëå
÷åãî ñðàâíèòü ñâîè âûâîäû ñ îïèñàííûìè â ëèòå-
ðàòóðå «ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèìè àíàëîãèÿìè».
Ïóñòü 1m  è 2m  – ìàññà êàòåðà è áàðæè ñîîòâåò-
ñòâåííî, òîãäà ôîðìóëà äëÿ s, ïðèìåíåííàÿ ê èõ
äâèæåíèþ ïî èíåðöèè, ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ

1 2

1 2

m v m v
k k

�B× = ,

èç êîòîðîãî ïîëó÷àåì èñêîìîå îòíîøåíèå ìàññ:

( )2

1

1
m
m

�A �B= - .

2. Îäèíàêîâîå àáñîëþòíîå óâåëè÷åíèå òåìïåðà-
òóðû îáîèõ ãàçîâ îçíà÷àåò áîëüøåå îòíîñèòåëü-
íîå óâåëè÷åíèå ìåíüøåé òåìïåðàòóðû 1T , ïîýòî-
ìó äàâëåíèå ïåðâîãî ãàçà âûðàñòåò ñèëüíåå è
êàïëÿ áóäåò ñìåùàòüñÿ â ñòîðîíó âòîðîãî ãàçà äî
âîññòàíîâëåíèÿ ðàâåíñòâà äàâëåíèé.
Ïóñòü ð – íà÷àëüíîå äàâëåíèå â êàæäîì ñîñóäå,
V – îáúåì êàæäîãî ñîñóäà, òîãäà óðàâíåíèÿ
Ìåíäåëååâà–Êëàïåéðîíà äëÿ êàæäîãî ãàçà èìå-
þò âèä

1

const
pV
T

= , 
2

const
pV
T

= ,

îòêóäà ïîñëå ëîãàðèôìèðîâàíèÿ è äèôôåðåíöè-
ðîâàíèÿ ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ

0 0 0

1

0
p V T
p V T

�$ �$ �$
+ - = , 0 0 0

2

0
p V T
p V T

�$ �$ �$
- - = ,

ãäå 0V�$  – èçìåíåíèå îáúåìà, ðàâíîå ïîëîâèíå

îáúåìà òðóáêè è èìåþùåå ðàçíûå çíàêè äëÿ
ðàçíûõ ãàçîâ, à 0p�$  è 0T�$  – èçìåíåíèÿ äàâëå-
íèÿ è òåìïåðàòóðû, ïðè êîòîðûõ êàïëÿ ñìåùàåò-
ñÿ äî êîíöà òðóáêè. Ïðàâîìåðíîñòü ïîäñòàíîâêè
óêàçàííûõ êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé âìåñòî áåñêî-
íå÷íî ìàëûõ äèôôåðåíöèàëîâ dp, dV è dT ñëå-
äóåò èç óñëîâèÿ 1�A= . Èç çàïèñàííûõ óðàâíå-
íèé, ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ 0 2V V�$ �A= , ïîëó÷à-
åì âûðàæåíèå

1 2
0

2 1

TT
T

T T
�A

�$ =
-

.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè áîëüøèõ èçìåíåíèÿõ òåìïå-
ðàòóðû ( 0T T�$ �$> ) êàïëÿ ñòå÷åò âî âòîðîé ñî-
ñóä, ïîñëå ÷åãî ãàçû ïåðåìåøàþòñÿ. À ïðè ìà-
ëûõ èçìåíåíèÿõ òåìïåðàòóðû ( 0T T�$ �$< ) êàïëÿ
ñìåñòèòñÿ íà ðàññòîÿíèå x�$ , êîòîðîå â ñèëó
óñëîâèÿ 1�A=  ìîæíî ñ÷èòàòü ëèíåéíî çàâèñÿ-
ùèì îò òåìïåðàòóðû:

( )2 1

0 1 22 2

L T TL T
x T

T TT
�$

�$ �$
�$ �A

-
= × = × .

3. Òèïè÷íîå ðåøåíèå ïîäîáíûõ çàäà÷ âêëþ÷àåò
ðàññìîòðåíèå ïðîòåêøèõ çàðÿäîâ è ðàáîòû èñ-
òî÷íèêà. Îäíàêî åñòü ãîðàçäî áîëåå ýôôåêòèâ-
íûé ïîäõîä, îñíîâàííûé íà óïðîùåíèè ñõåì ñ
ïîìîùüþ ñâîéñòâ ïîñëåäîâàòåëüíîãî è ïàðàë-
ëåëüíîãî ñîåäèíåíèé ýëåìåíòîâ â ñèòóàöèÿõ, êîã-
äà, ñîãëàñíî ðàñïðîñòðàíåííîìó îøèáî÷íîìó
ìíåíèþ, ýòî äåëàòü ÿêîáû íåëüçÿ.
Íà÷àëüíîå íàïðÿæåíèå 0U  íà êîíäåíñàòîðå åì-
êîñòüþ 1C  ñðàçó ïîñëå ïîäêëþ÷åíèÿ èñòî÷íèêà
è äî ïîäêëþ÷åíèÿ êàòóøêè íàéäåì ïî ñâîéñòâàì
ïîñëåäîâàòåëüíîãî ñîåäèíåíèÿ:

1 2 2
0

1 1 2 1 2

1 C C C
U

C C C C C
E

E
æ ö

= =ç ÷+ +è ø
.

Ïåðåðèñóåì ñõåìó ïîñëå ïîäêëþ÷åíèÿ êàòóøêè
â áîëåå íàãëÿäíîì âèäå (ðèñ.18). Çàìåíèì ïîñ-
ëåäîâàòåëüíî ñîåäèíåííûå èñòî÷íèê è êîíäåíñà-

òîð åìêîñòüþ 2C  íà ýêâèâàëåíòíûé êîíäåíñàòîð
åìêîñòüþ 3 2C C= , íàïðÿæåíèå íà êîòîðîì îòëè-
÷àåòñÿ íà E  îò íàïðÿæåíèÿ íà êîíäåíñàòîðå

Ðèñ. 18



Ê Â À Í T  $ 2 0 1 7 / ¹ 860

åìêîñòüþ 2C . Äàëåå çàìåíèì ïàðàëëåëüíî ñî-
åäèíåííûå êîíäåíñàòîðû åìêîñòÿìè 1C  è 3C  íà
ýêâèâàëåíòíûé êîíäåíñàòîð åìêîñòüþ

1 2C C C= +  ñ íà÷àëüíûì íàïðÿæåíèåì 0U , ÷òî
ïðåâðàòèò ñõåìó â îáû÷íûé LC -êîíòóð, ïåðèîä
T êîëåáàíèé â êîòîðîì íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå
Òîìñîíà:

( )1 22T L C C�P= + .

1) Ìàêñèìàëüíàÿ ñèëà òîêà ÷åðåç êàòóøêó áóäåò
íàáëþäàòüñÿ âïåðâûå ÷åðåç ÷åòâåðòü ïåðèîäà êî-
ëåáàíèé ïîñëå ìàêñèìóìà íàïðÿæåíèÿ íà ýêâè-
âàëåíòíîì êîíäåíñàòîðå åìêîñòüþ Ñ, èìåâøåãî
ìåñòî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè:

( )1 1 24 2
T

t L C C
�P

= = + .

2) Çàïèøåì çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè ïðè êî-
ëåáàíèÿõ:

2 2
0 0

2 2
CU LI

= ,

îòêóäà íàõîäèì ìàêñèìàëüíóþ ñèëó òîêà ÷åðåç
êàòóøêó:

( )
2

0 0
1 2

C C
I U

L L C C

E
= =

+
.

3) Íàïðÿæåíèå íà êîíäåíñàòîðå åìêîñòüþ 2C
áóäåò ìàêñèìàëüíûì ïî ìîäóëþ, êîãäà íàïðÿæå-
íèå íà êîíäåíñàòîðå åìêîñòüþ Ñ áóäåò ìàêñè-
ìàëüíûì è ïðîòèâîïîëîæíûì ïî çíàêó íàïðÿæå-
íèþ íà èñòî÷íèêå, ò.å. âïåðâûå ýòî ïðîèçîéäåò
÷åðåç ïîëîâèíó ïåðèîäà êîëåáàíèé:

( )2 1 22
T

t L C C�P= = + .

4) Ìàêñèìàëüíîå íàïðÿæåíèå íà êîíäåíñàòîðå
åìêîñòüþ 2C  íàéäåì èç óñëîâèÿ îòëè÷èÿ åãî íà
E  îò íàïðÿæåíèÿ íà ýêâèâàëåíòíîì êîíäåíñà-
òîðå:

2
2 0

1 2

1
C

U U
C C

E E
æ ö

= + = +ç ÷+è ø
.

4. Ïóñòü N – ÷èñëî âèòêîâ ïðîâîäà, �J  – óãîë
îòêëîíåíèÿ êàðàíäàøà îò âåðòèêàëè, òîãäà èçìå-
íåíèå �$�& âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîòîêà ÷åðåç
ñîëåíîèä ïî ñðàâíåíèþ ñ ïîòîêîì â âåðòèêàëü-
íîì ïîëîæåíèè çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì

( )1 cosBSN�$�& �J= - .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç 0�M  ìàãíèòíóþ ïîñòîÿííóþ è
÷åðåç l  – äëèíó öèëèíäðè÷åñêîé ÷àñòè êàðàíäà-
øà, òîãäà íàìîòàííàÿ íà íåå ïðîâîëîêà îáðàçóåò
ñîëåíîèä, èíäóêòèâíîñòü L êîòîðîãî ðàâíà

2
0SN

L
l

�M
= .

Â ñâåðõïðîâîäÿùåì ñîëåíîèäå èíäóöèðóåòñÿ òîê,
êîòîðûé ñîçäàñò ñîáñòâåííûé ìàãíèòíûé ïîòîê,
êîìïåíñèðóþùèé èçìåíåíèå âíåøíåãî ìàãíèòíî-
ãî ïîòîêà. Îòñþäà íàõîäèì ñèëó I èíäóêöèîííî-
ãî òîêà:

( )
0

1 cosBl
I

L N

�J�$�&
�M

-
= = .

Íà âèòîê ñ òîêîì â ìàãíèòíîì ïîëå äåéñòâóåò
ñóììàðíûé ìîìåíò ìàãíèòíûõ ñèë

( )2

1
0

1 cos sin
sin

B Sl
M NBIS

�J �J
�J

�M

-
= - = - ,

ãäå çíàê «ìèíóñ» îòðàæàåò òîò ôàêò, ÷òî ýòîò
ìîìåíò ñòðåìèòñÿ óìåíüøèòü óãîë �J . Íà êàðàí-
äàø äåéñòâóåò åùå ìîìåíò, ñîçäàâàåìûé ïàðîé
ìåõàíè÷åñêèõ ñèë – ðåàêöèè îïîðû è ñèëû òÿæå-
ñòè – è ðàâíûé

2
sin
2

mgl
M

�J
= .

Çàìå÷àíèå. Ïàðà ñèë – ýòî öåëüíûé òåðìèí, à íå
ïðîñòî êàêèå-òî äâå ñèëû. Äâå ñèëû íàçûâàþòñÿ
ïàðîé, òîëüêî åñëè èõ âåêòîðíàÿ ñóììà ðàâíà
íóëþ. Ìîìåíò, ñîçäàâàåìûé ïàðîé ñèë, ðàâåí
ïðîèçâåäåíèþ ìîäóëÿ îäíîé ñèëû íà ðàññòîÿíèå
ìåæäó ëèíèÿìè äåéñòâèÿ ñèë è íå çàâèñèò îò
âûáîðà îñè âðàùåíèÿ (äîêàæèòå ýòî ñàìîñòîÿ-
òåëüíî). Ìàãíèòíûå ñèëû äàþò â ñóììå íîëü, à
ñèëà òÿæåñòè óðàâíîâåøåíà ðåàêöèåé îïîðû, ïî-
ýòîìó ïðè âû÷èñëåíèè îáîèõ ìîìåíòîâ 1M  è

2M  íå áûëî íåîáõîäèìîñòè âûáèðàòü îñü âðà-
ùåíèÿ.
Çàïèøåì ñóììàðíûé ìîìåíò Ì ñèë, äåéñòâóþ-
ùèõ íà êàðàíäàø:

( )2

1 2
0

1 cos
sin

2

B Smg
M M M l

�J
�J

�M

æ ö-
= + = -ç ÷

è ø
.

Èç óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ ( )0 0M �J =  íàõîäèì îæè-
äàåìîå íóëåâîå îòêëîíåíèå â ïîëîæåíèè íåóñ-
òîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ è èñêîìîå îòêëîíåíèå 0�J
â ïîëîæåíèè óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ:

0
0 2cos 1

2

mg

B S

�M
�J = - .

Çàìåòèì, ÷òî ïðè îòðèöàòåëüíîì çíà÷åíèè âû-
ðàæåíèÿ äëÿ 0cos�J  êàðàíäàø íå ïðîâàëèòñÿ
ñêâîçü îïîðó, à áóäåò óñòîé÷èâî ëåæàòü íà íåé,
ïîýòîìó ïîëíûé îòâåò íà ïåðâûé âîïðîñ âûãëÿ-
äèò òàê:

20
02

0
2

0

arccos 1 , åñëè 2 ;
2

, åñëè 2 .
2

mg
B S mg

B S

B S mg

�M
�M

�J
�P

�M

ì æ ö- >ç ÷ï è øï
= í

ï £ïî
Äëÿ óïðîùåíèÿ äàëüíåéøèõ âû÷èñëåíèé ââåäåì
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îáîçíà÷åíèå

0
22

mg
a

B S

�M
=

è ïåðåïèøåì ïîëó÷åííûå ðàíåå ôîðìóëû ñ åãî
èñïîëüçîâàíèåì:

( )
2

0
0

cos 1 , 1 cos sin
B Sl

a M a�J �J �J
�M

= - = - + .

Ëåæàùèé íà îïîðå êàðàíäàø êîëåáàòüñÿ íå ìî-
æåò, ïîýòîìó èç ôàêòà âîçìîæíîñòè ðàññìàòðè-
âàåìûõ êîëåáàíèé ñëåäóåò óñëîâèå a < 1. Âûðà-
çèì ýôôåêòèâíóþ óãëîâóþ æåñòêîñòü ( )k �J  â
ïðîèçâîëüíîì ïîëîæåíèè è íàéäåì åå çíà÷åíèå

0k  â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ:

( ) ( )( )
2

2

0

1 1 cos 2cos
dM B Sl

k a
d

�J �J �J
�J �M

= - = - - - ,

( ) ( ) ( )
2

2
0 0

0

2 2
2

B Sl mgl
k k a a a�J

�M
= = - = - .

Ïîëîæèòåëüíîñòü 0k  îçíà÷àåò, ÷òî íàéäåííîå
ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ
óñòîé÷èâûì è êîëåáàíèÿ îêîëî íåãî âîçìîæíû.
Òîãäà ìîìåíò èíåðöèè I  êàðàíäàøà îòíîñèòåëü-
íî îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç åãî òî÷êó îïîðû ïåð-
ïåíäèêóëÿðíî êàðàíäàøó, äàåòñÿ ôîðìóëîé

2 3I ml= , è èñêîìûé ïåðèîä êðóòèëüíûõ êîëå-
áàíèé ðàâåí

00
2

2
2 2

3 2
2

I l
T

mgk g
B S

�P �P
�M

= =
æ ö-ç ÷è ø

.

5. Èçîáðàçèì íà êëåò÷àòîé áóìàãå ñå÷åíèå îïòè-
÷åñêîé ñèñòåìû ïëîñêîñòüþ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
ãëàâíóþ îïòè÷åñêóþ îñü îñêîëêà ëèíçû ïåðïåí-
äèêóëÿðíî îáîèì çåðêàëàì (ðèñ.19). Îòìåòèì
áîëüøèìè òî÷êàìè îñíîâíûå ýëåìåíòû: îáùèé
êðàé çåðêàë Ñ, èñòî÷íèê ñâåòà S, îïòè÷åñêèé
öåíòð îñêîëêà O, åãî ôîêóñû 1F  è 2F , à áóêâà-
ìè A è B îòìåòèì êðàÿ îñêîëêàìè, ðàñïîëîæåí-
íûå íà ðàçíûõ ðàññòîÿíèÿõ îò öåíòðà: OA =
= R > r = OB .
×òîáû íå çàïóòàòüñÿ ïðè ïîñòðîåíèè èçîáðàæå-
íèé, ïðîíóìåðóåì ýëåìåíòû: 1 – ïåðâîå çåðêàëî,
2 – âòîðîå çåðêàëî, 3 – îñêîëîê ëèíçû è áóäåì
ïèñàòü â èíäåêñå îáîçíà÷åíèÿ êàæäîãî èçîáðà-
æåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íîìåðîâ ýëåìåíòîâ,
÷åðåç êîòîðûå ïðîøëè ëó÷è, ñîçäàâøèå äàííîå
èçîáðàæåíèå. À ÷òîáû íå ïîñòðîèòü ëèøíèå èçîá-
ðàæåíèÿ, ñëåäóåò êàæäûé ðàç ïðîâåðÿòü, ÷òî
îïòè÷åñêèé ýëåìåíò íàõîäèòñÿ â îáëàñòè âèäè-
ìîñòè ïðåäìåòà, ò.å. ÷òî íà îïòè÷åñêèé ýëåìåíò
ïàäàåò õîòÿ áû îäèí ëó÷ îò ïðåäìåòà.
Ïðèìåíåíèå îáû÷íûõ ïðàâèë ïîñòðîåíèÿ èçîá-
ðàæåíèé â çåðêàëå è ëèíçå (íàïîìíèì, ÷òî ëþ-

áàÿ ÷àñòü ëèíçû ñîçäàåò èçîáðàæåíèå òàì æå,
ãäå è öåëàÿ ëèíçà, íî âîò îáëàñòè âèäèìîñòè
ìîãóò ðàçëè÷àòüñÿ) äàåò 20 èçîáðàæåíèé, äâà èç
êîòîðûõ, 12S  è 21S , ñîâïàäàþò.
Äëÿ áîëüøåé ÿñíîñòè ðàññìîòðèì íåêîòîðûå
èçîáðàæåíèÿ áîëåå ïîäðîáíî. Ïîñêîëüêó çåðêà-
ëà ïîëóáåñêîíå÷íûå, à ëèíçà èìååò êîíå÷íûé
ðàçìåð, îáÿçàòåëüíî íàéäóòñÿ ëó÷è, èäóùèå îò
èñòî÷íèêà S ê ïåðâîìó çåðêàëó ìèìî ëèíçû.
Ïîñëå îòðàæåíèÿ îíè ñîçäàäóò èçîáðàæåíèå 1S ,
íî ïîïàñòü â ëèíçó íè íàïðÿìóþ, íè ïîñëå îòðà-
æåíèÿ åùå è îò âòîðîãî çåðêàëà, ñîçäàâ òåì
ñàìûì èçîáðàæåíèå 12S , îíè íå ñìîãóò, â ÷åì
ëåãêî óáåäèòüñÿ, ðàññìîòðåâ ïðîåêöèè ýòèõ ëó-
÷åé íà ïëîñêîñòü ðèñóíêà, ïîýòîìó èçîáðàæåíèé

13S  è 123S  íå ñóùåñòâóåò.
Åñòü ðîâíî äâà èçîáðàæåíèÿ, 213S  è 2132S , êîòî-
ðûå ëåæàò íå òî÷íî íà ïåðåñå÷åíèÿõ ëèíèé ñåò-
êè, ïîýòîìó èõ ïîëîæåíèÿ íóæíî âû÷èñëèòü ïî
ôîðìóëàì. Èçîáðàæåííûé íà ðèñóíêå ïóíêòè-
ðîì ëó÷ ñîçäàåò ïîñëå ïåðâîãî îòðàæåíèÿ èçîá-
ðàæåíèå 2S , ïîñëå âòîðîãî – 21S , à ïîñëå ïðå-
ëîìëåíèÿ – 213S . Ïóñòü F = 2 r – ôîêóñíîå
ðàññòîÿíèå ëèíçû, d = 13r è f  – ðàññòîÿíèÿ îò
ïëîñêîñòè ëèíçû äî ïðåäìåòà 21S  è  åãî èçîáðà-

Ðèñ. 19
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æåíèÿ 213S  ñîîòâåòñòâåííî, òîãäà èç ôîðìóëû
òîíêîé ëèíçû ïîëó÷àåì

26
11

dF
f r

d F
= =

-
,

à èç ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ, âîçíèêàþùèõ ïðè
ïðîâåäåíèè ëó÷à ÷åðåç îïòè÷åñêèé öåíòð ëèíçû,
íàõîäèì ðàññòîÿíèå l îò 213S  äî ãëàâíîé îïòè-
÷åñêîé îñè:

8
4

11
f

l r r
d

= × = .

Ïîñêîëüêó l < r < R , ðàññìàòðèâàåìûé ëó÷
ìîæåò èäòè â ñòîðîíó âòîðîãî çåðêàëà, ïîýòîìó
èçîáðàæåíèå 2132S  áóäåò ñóùåñòâîâàòü ïðè ëþ-
áûõ çíà÷åíèÿõ R. Òàêèì îáðàçîì, ðàññòîÿíèÿ õ
è ó îò ëþáîãî èç èçîáðàæåíèé 213S  è 2132S  äî
ïëîñêîñòåé ïåðâîãî è âòîðîãî çåðêàë ñîîòâåò-
ñòâåííî èìåþò âèä

81 30
5 , 2

11 11
x r f r y r l r= + = = + = .

Ïðåäñòàâëåííûå íà ðèñóíêå èçîáðàæåíèÿ ïîñò-
ðîåíû â ïðåäïîëîæåíèè R r? , à òåïåðü ïðåä-
ñòîèò âûÿñíèòü, êàêèå èç íèõ íå áóäóò íàáëþ-
äàòüñÿ ïðè ìåíüøèõ çíà÷åíèÿõ R. Äëÿ ýòîãî
íóæíî äëÿ êàæäîãî èçîáðàæåíèÿ ïîñòðîèòü ñî-
çäàþùèå åãî ãðàíè÷íûå ëó÷è, äâèãàÿñü ìûñëåí-
íî â íàïðàâëåíèè ê èñòî÷íèêó, è íàéòè èõ òî÷êè
ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïëîñêîñòüþ ëèíçû. Èòîãîì ýòèõ
íåñëîæíûõ (õîòÿ è ìíîãî÷èñëåííûõ) ïîñòðîå-
íèé ÿâëÿåòñÿ òàáëèöà 1, èç êîòîðîé ñëåäóåò

îòâåò íà âòîðîé âîïðîñ, ïðåäñòàâëåííûé â òàáëè-
öå 2.

Òàáëèöà 1

Òàáëèöà 2

ÎËÈÌÏÈÀÄÀ
«ÏÎÊÎÐÈ ÂÎÐÎÁÜÅÂÛ ÃÎÐÛ!»

Ô È Ç È Ê À

Îòáîðî÷íûé ýòàï

×àñòü I

1. min 2 2 14 H 28 HF F�� �� �– �� .

2. 1 1 2 2

1 2

56%
rV r V

r
V V

��
�� ��

��
.

3. 4 ñì
3
F

f �� �� .

×àñòü II

1. 
1 cos

2 2,0 c
1 sin

n k L
t

n k g
�� �� �� �A

�� �z
�� �� �A

 (äîñêà

äâèæåòñÿ ïîñòóïàòåëüíî ïî ãîðèçîíòàëè, òðóáû
äâèæóòñÿ ïîñòóïàòåëüíî âäîëü íàêëîííîé ãîðêè
è âðàùàþòñÿ îòíîñèòåëüíî ñâîèõ îñåé, à ãðóç
îòíîñèòåëüíî îñè áîëüøåé òðóáû äâèæåòñÿ ïî
ãîðèçîíòàëè ñ óñêîðåíèåì).
2. Îáîçíà÷èì òî÷êè öèêëà 1, 2, 3, 4, íà÷èíàÿ ñ
ëåâîé âåðõíåé òî÷êè, è áóäåì îáõîäèòü åãî ïî
÷àñîâîé ñòðåëêå.
Ãàç îòäàåò òåïëî íà ó÷àñòêàõ 2–3, 3–4 è K – 1
(êîîðäèíàòû òî÷êè K  ðàâíû 3,75 ë è

52,25 10�–  Ïà).
Ãàç ïîëó÷àåò òåïëî íà ó÷àñòêàõ 1–2 è 4–K .
Ðàáîòà ãàçà ðàâíà ïëîùàäè öèêëà. Ïîýòîìó ÊÏÄ
òåïëîâîé ìàøèíû ðàâåí

ïîë

0,22 22%
A

Q
�H �� �z �� .

3. Íà êàæäóþ ãðàíü øêàòóëêè äåéñòâóåò ñèëà,
ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ åå ïîâåðõíîñòè è ïðîïîðöèî-
íàëüíàÿ ïîòîêó ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Ýòîò ïîòîê
ñîçäàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì çàðÿäîì øàðèêà è îò-
ðèöàòåëüíûìè çàðÿäàìè òðåõ äðóãèõ ãðàíåé. Äëÿ
òîãî ÷òîáû øêàòóëêà ðàññûïàëàñü, ðàçíîñòü ñèë
äàâëåíèÿ âîçäóõà âíóòðè è ñíàðóæè äîëæíà ïðå-
âûñèòü ýëåêòðè÷åñêóþ ñèëó. Îêîí÷àòåëüíî ïî-
ëó÷àåì

p�$ �r
�� �	

4
0

4 2

3

q Q q

a

�


�E
.

4. Ïîñëå ñêàòûâàíèÿ øàéáû ïî ïðÿìîëèíåéíîìó
íàêëîííîìó ó÷àñòêó îíà ïðèîáðåòåò ñêîðîñòü,
êâàäðàò êîòîðîé ðàâåí

�� �	 �� �	2
1 2 1 ctg 2 1 cosv gh gr�� �
 �M �A �
 �
 �A,

ãäå r – ðàäèóñ êðèâèçíû ó÷àñòêà ñîïðÿæåíèÿ.
Ïðè ïðîõîæäåíèè ïî ïåðåãèáó óäîáíåå ïîëüçî-
âàòüñÿ óãëîì ïîâîðîòà øàéáû îò íà÷àëà ñîïðÿ-
æåíèÿ �J , îí èçìåíÿåòñÿ îò 0 äî �A. Çàïèøåì
óðàâíåíèÿ äëÿ êàñàòåëüíîãî è íîðìàëüíîãî óñêî-
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ðåíèé øàéáû:

�� �	sin
dv

m N mg
dt

�� �
�M �� �A �
 �J,

�� �	
2

cos
v

m N mg
r

�� �
 �A �
 �J .

Îòñþäà íàõîäèì

�� �	 �� �	�� �	
2

sin cos
dv v

g
dt r

�� �
�M �� �A �
 �J �
 �M �A �
 �J ��

�� �	2
1
2

d v

r dt
�� ,

�� �	
�� �	 �� �	�� �	

2
22 2 sin cos

d v
v gr

d
�� �
 �M �� �A �
 �J �
 �M �A �
 �J �z

�J
22 v�z �
 �M ,

�� �	2 2 2 2
1constv e v e�
 �M�J �
 �M�J�J �z �– �z �– .

Íà ãîðèçîíòàëüíûé ó÷àñòîê øàéáà âûåçæàåò ñî
ñêîðîñòüþ 2v , êâàäðàò êîòîðîé ðàâåí

�� �	2 2
2 2 1 ctgv gh e cgr�
 �M�A�� �
 �M �A �– �
 ,

ãäå 1c �z , à äëèíà òîðìîçíîãî ïóòè íà ãîðèçîí-
òàëüíîì ó÷àñòêå, ãäå óñêîðåíèå øàéáû ðàâíî

sa g�� �M , ñîñòàâëÿåò

2
21

ctg
2 2
v c

s h e r
g

�
 �M�A�¥ �´
�� �� �
 �A �– �
 ���¦ �µ�M �M �M�§ �¶

kh + b.

Åñëè ïîñòðîèòü ãðàôèê �� �	s h  íà îñíîâàíèè òàá-
ëèöû 1, òî îí äåéñòâèòåëüíî áóäåò ëèíåéíûì.
Ïîäáîð çíà÷åíèé k è b ãðàôè÷åñêèì ìåòîäîì
äàåò 0,456 0,003k �z �p  è �� �	0,0112 0,0008b �z �
 �p ì.
Ïðîäîëæàÿ ýòó çàâèñèìîñòü â îáëàñòü áîëåå ìà-
ëûõ h, íàéäåì, ÷òî �� �	 �� �	0,2 ì 0,080 0,007  ìs �z �p .
Òåïåðü èç òàáëèöû 2 ìîæíî îïðåäåëèòü óãîë,
ïðè êîòîðîì ïîëó÷åíû äàííûå òàáëèöû 1:

�� �	45 2�A �z �p �o.

Çíà÷èò, êîýôôèöèåíò òðåíèÿ äîëæåí óäîâëåòâî-
ðÿòü óðàâíåíèþ

�� �	1
1 exp 1,57 0,456

�¥ �´
�
 �– �
 �M �z�¦ �µ�M�§ �¶

.

Ðåøèâ ýòî óðàâíåíèå ñ ïîìîùüþ Excel, ïîëó÷èì

0,50 0,02�M �z �p .

Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï

ÂÀÐÈÀÍÒ 1

Çàäàíèå 1

Âîïðîñ.  Ðàçíîñòü ñèë íàòÿæåíèÿ âåðõíåé è íèæ-
íåé íèòåé ðàâíà �� �	â í 1,5 HT T m g a�
 �� �� �� .
Çàäà÷à. Åñëè â ïðîöåññå äâèæåíèÿ âåðõíèå äâå
øàéáû íå áóäóò îòðûâàòüñÿ äðóã îò äðóãà, à
íèæíÿÿ – îò óïîðà, òî ïàðà âåðõíèõ øàéá áóäåò
ñîâåðøàòü ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòîé

2
k
m

�W ��  è àìïëèòóäîé 
2 2

2m
m g mgh

x
kk

�� �� .

Íèæíÿÿ øàéáà íå îòðûâàåòñÿ îò óïîðà, åñëè
ñèëà óïðóãîñòè ðàñòÿíóòîé ïðóæèíû íå ïðåâû-
øàåò ñèëó òÿæåñòè øàéáû. Îòñþäà ñëåäóåò

15
mg

h
k

�b .

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ñèëû ñöåïëåíèÿ øàéá íåâåëè-
êè, òî òîëüêî ñèëà òÿæåñòè ìîæåò ñîîáùèòü
âåðõíåé øàéáå óñêîðåíèå, íàïðàâëåííîå âíèç. Â
ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ

3
mg

h
k

�b .

Çàäàíèå 2

Âîïðîñ.  Ðàçíîñòü ìîëÿðíûõ òåïëîåìêîñòåé ðàâ-
íà p VC C R�
 �� .
Çàäà÷à. Öèêë ñîñòîèò èç èçîáàðû 1–2, èçîõîðû
2–3 è àäèàáàòû 3–1. Òåïëî îò íàãðåâàòåëÿ ïîñòó-
ïàåò íà èçîáàðå, à îòäàåòñÿ õîëîäèëüíèêó íà
èçîõîðå. Òîãäà äëÿ ÊÏÄ öèêëà ïîëó÷àåì

�� �	
�� �	2 5

3 1
1 0,24 24%

5

n

n n

�

�H �� �
 �z ��

�

.

Çàäàíèå 3

Âîïðîñ. Â îáû÷íîì ñìûñëå çàêîí Îìà äëÿ íèòè
ëàìïû íàêàëèâàíèÿ íå ïðèìåíèì, ïîñêîëüêó åå
ñîïðîòèâëåíèå ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò òåìïåðà-
òóðû.
Çàäà÷à. Ñîïðîòèâëåíèå íèòè ëàìïî÷êè â «ðàáî-
÷åì» ðåæèìå ðàâíî

2 2 2

2 4
R r r

P P P

�¥ �´
�� �
 �� �
�¦ �µ�¦ �µ

�§ �¶

E E E
.

Òîãäà èç âûðàæåíèÿ �� �	0 1R R t�� �� �A  íàõîäèì èñ-
êîìóþ òåìïåðàòóðó:

0

1
1 2400 C

R
t

R

�¥ �´
�� �
 �z �o�¦ �µ

�A�§ �¶
.

Çàäàíèå 4

Âîïðîñ. Òîëùèíà ëèíçû äîëæíà áûòü ìàëîé ïî
ñðàâíåíèþ ñ åå ðàçìåðàìè, à ïó÷êè ëó÷åé äîëæ-
íû áûòü ïàðàêñèàëüíûìè.
Çàäà÷à. Ïðè òåñíîì ïðèæàòèè äâóõ òîíêèõ ëèíç
èõ îïòè÷åñêèå ñèëû ñêëàäûâàþòñÿ, ïîýòîìó òî÷-
êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðåëîìëåííûõ ëó÷åé ïðèáëèçèò-
ñÿ ê øèðìå. Ñ ó÷åòîì ôîðìóëû ëèíçû ïîëó÷àåì

2
1

1,25 äïòðD
nL

�� �� �� .

ÂÀÐÈÀÍÒ 2

Çàäàíèå 1

Âîïðîñ. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî ëåñêè ïîä÷èíÿ-
þòñÿ çàêîíó Ãóêà, ïðè÷åì æåñòêîñòü âòîðîé ëåñ-



Ê Â À Í T  $ 2 0 1 7 / ¹ 864

êè â 2 ðàçà áîëüøå æåñòêîñòè ïåðâîé. Òîãäà

1
2

4 ìì
0,5 ìì

8 8
x

x �� �� �� .

Çàäà÷à. Íà ãðóç äåéñòâóþò 5 ñèë – òÿæåñòè,
òðåíèÿ, ðåàêöèè ïëàòôîðìû è íàòÿæåíèÿ äâóõ
íèòåé. Òàê êàê íèòè ðàçëè÷àþòñÿ òîëüêî äëèíîé,
òî èõ æåñòêîñòè ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

2 1

1 2

cos
cos

k l
k l

�B
�� ��

�A
.

Ïðè ìàëîì ñäâèãå ãðóçà îò ñòåíû íà dx óäëèíå-
íèÿ íèòåé áóäóò ðàâíû

�� �	2 2
1 1 2 2

1

cos
x

dl d h x dx dx
h x

�� �� �� �� �A �–
��

è 2 cosdl dx�� �B �– .

Òîãäà
2

2 2 2

1 1 1

cos
2

cos
T k dl
T k dl

�B�¥ �´�� �� ���¦ �µ�A�§ �¶
.

Îêîí÷àòåëüíî èç óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ ãðóçà íà-
õîäèì

1 2
2 4

è
2 3 6 2 2 3 6 2

mg mg
T T�� ��

�� �� �� ��
.

Çàäàíèå 2

Âîïðîñ. Ñðåäíåå ðàññòîÿíèå ìåæäó ìîëåêóëàìè
ãàçà äîëæíî áûòü çíà÷èòåëüíî áîëüøå èõ ðàçìå-
ðîâ, à ñðåäíÿÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ âçàèìî-
äåéñòâèÿ ìîëåêóë äîëæíà áûòü ìíîãî ìåíüøå
ñðåäíåé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ìîëåêóë.
Çàäà÷à. Èç óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ãàçà è óñëîâèÿ
ðàâíîâåñèÿ ïîðøíÿ íàõîäèì ñèëó äàâëåíèÿ ïîð-
øíÿ íà óñòóïû:

�� �	01 12 H
n

F p S mg
k

�¥ �´�� �
 �� �z�¦ �µ
�§ �¶

.

Çàäàíèå 3

Âîïðîñ. Ìîùíîñòü, ïîòðåáëÿåìàÿ ëþáûì ýëå-
ìåíòîì öåïè, ðàâíà ìîùíîñòè ðàáîòû ýëåêòðè-
÷åñêèõ ñèë ïî ïåðåìåùåíèþ çàðÿäà ÷åðåç ýòîò
ýëåìåíò. Åñëè äëÿ ýòîãî ýëåìåíòà �� �	I f U�� , òî

�� �	P U I U f U�� �– �� �– .
Çàäà÷à. Ïðè ðàçîìêíóòîì êëþ÷å ëàìïà ïîòðåá-
ëÿåò ìîùíîñòü

�� �	
2

1 1 1 1 1
2
9

P U I rI I
r

�� �� �
 ��
E

E .

Ïîñëå çàìûêàíèÿ êëþ÷à áóäåò ïîòðåáëÿòüñÿ ìîù-
íîñòü

�� �	 �� �	2

2 2 2

13 1 13 1

12 3
P U I

r

�¥ ��́¥ �´�
 �
�¦ �µ�¦ �µ�� �� ���¦ �µ�¦ �µ�¦ �µ�§ �¶�§ �¶

E E

�� �	3
1

13 1
13,3 Âò

8
P

�

�z .

Çàäàíèå 4

Âîïðîñ.  Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðåëîìëåííîãî ëó÷à
íàäî ïðîâåñòè ëó÷, ïàðàëëåëüíûé äàííîìó è
ïðîõîäÿùèé ÷åðåç îïòè÷åñêèé öåíòð ëèíçû áåç
ïðåëîìëåíèÿ. Ýòè ëó÷è äîëæíû ïîïàñòü â îäíó
òî÷êó ôîêàëüíîé ïëîñêîñòè. Èç ãåîìåòðèè ïîëó-
÷àåì

�� �	0,15 0,05  ðàä
x
F

�B �z �A �p �� �p

(ëó÷ ìîæåò ïàäàòü íà ëèíçó êàê ñâåðõó, òàê è
ñíèçó).
Çàäà÷à. Â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèåì, èçîáðàæå-
íèå èñòî÷íèêà ìíèìîå. Èç ïîñòðîåíèÿ èçîáðàæå-
íèÿ è ôîðìóëû ëèíçû íàõîäèì ôîêóñíîå ðàññòî-
ÿíèå:

36 ñì
LR

F
r r

�� ��
�a�
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