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Ï îâåðõíîñòíîå íàòÿæåíèå:
íàíîòåõíîëîãèè è ïëàâàþùèé

øàðèê
À.ÊÍßÇÅÂ

Ïàìÿòè Êîíñòàíòèíà Þðüåâè÷à Áîãäàíîâà

ÒÐÓÄÍÎ ÑÊÀÇÀÒÜ, ÏÎ×ÅÌÓ ÒÅÌÀ «ÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒ-
íîå íàòÿæåíèå» íå âõîäèò ñåãîäíÿ â ïåðå÷åíü îñ-
íîâíûõ âîïðîñîâ øêîëüíîé ïðîãðàììû ïî ôèçè-

êå. Ëåò ñîðîê íàçàä åå çà÷åì-òî ïðîñòî èñêëþ÷èëè èç
áîëüøèíñòâà ó÷åáíèêîâ, îíà óøëà è èç îëèìïèàäíîé
òåìàòèêè. Ìåæäó òåì, â íàøó æèçíü óæå ïðî÷íî âîøåë
òåðìèí «íàíîòåõíîëîãèÿ», ïîÿâèëàñü íîâàÿ ìîäíàÿ
ñïåöèàëüíîñòü â óíèâåðñèòåòàõ, î ñìûñëå êîòîðîé
àáèòóðèåíòû íè÷åãî òîëêîì ñêàçàòü íå ìîãóò. À âåäü
ÿâëåíèå ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ – îäíà èç îñíîâ
ïîíèìàíèÿ â ýòîé îáëàñòè çíàíèé è òåõíîëîãèé. Èìåí-
íî ÷åðåç ýòî ÿâëåíèå ìîæíî ïî÷óâñòâîâàòü, ÷åì ìàëåí ü-
êèå ÷àñòè÷êè âåùåñòâà îòëè÷àþòñÿ îò áîëüøèõ ïî
ñâîèì ôèçèêî-õèìè÷åñêèì ñâîéñòâàì.

Î ñèëàõ ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ

Âïåðâûå ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæåíèå îïèñàë âåíãåðñ-
êèé ó÷åíûé ßíîø Ñåãíåð åùå â XVIII âåêå. Âíåøíå îíî
ïðîÿâëÿåòñÿ ïðåæäå âñåãî â æèäêîñòè, è íàçâàíèå ýòî ãî
ÿâëåíèÿ î÷åíü óäà÷íî îòðàæàåò åãî ñóòü. Òàê, íàëèâà ÿ
âîäó â ñòàêàí, ìû ñíà÷àëà ìîæåì çàìåòèòü ïðèëèïàíèå
âîäû ê ñòåêëó ó êðàåâ ñòàêàíà, çàòåì óâèäèì, êàê
ïîâåðõíîñòü âîäû ïðèîáðåòàåò ñãëàæåííóþ âîëíèñòóþ
ôîðìó. À ïîòîì, êîãäà ñòàêàí íàïîëíèòñÿ äî êðàåâ,
âîäà íå âûòåêàåò ñðàçó, à íåêîòîðîå âðåìÿ óäåðæèâà-
åòñÿ íà óðîâíå âûøå êðàÿ. Åñëè íè÷åãî íå çíàòü î
ìîëåêóëàõ, òî, ãëÿäÿ íà æèäêîñòü, à åùå ëó÷øå íà
ñìîëó, ìîæíî ïîäóìàòü, ÷òî ïîâåðõíîñòü äåéñòâèòåëü-
íî ñòÿíóòà êàêîé-òî ïëåíêîé.

Ñåé÷àñ óæå èçâåñòíî, ÷òî ìåëü÷àéøèå ÷àñòè÷êè æèä-
êîñòè – ìîëåêóëû – âçàèìîäåéñòâóþò äðóã ñ äðóãîì.
Òàê, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ðàññòîÿíèÿ îíè ïðèòÿãèâà-
þòñÿ äðóã ê äðóãó. Ýòî ðàññòîÿíèå êàê ðàç òî, íà
êîòîðîì ìîëåêóëû íàõîäÿòñÿ â æèäêîñòè. Ìîëåêóëû,
ïðåáûâàþùèå â ãëóáèíå æèäêîñòè, ïðèòÿãèâàþòñÿ ñâî-
èìè ñîñåäêàìè ñî âñåõ ñòîðîí îäèíàêîâî è ïîýòîìó
íàõîäÿòñÿ â îòíîñèòåëüíîì ðàâíîâåñèè (ðèñ.1). À
ìîëåêóëû íà ïîâåðõíîñòè âåäóò ñåáÿ èíà÷å – ó íèõ
êðîìå ñîñåäîê òîãî æå âåùåñòâà åñòü è ìîëåêóëû
âíåøíåé ñðåäû, íàïðèìåð ìîëåêóëû âîçäóõà èëè äðó-
ãîé æèäêîñòè (ãàçà). Âîçíèêàåò êîíôëèêò ñèë, è åñëè
âíóòðåííèå ìîëåêóëû ðàññìàòðèâàåìîé æèäêîñòè ïå-

ðåòÿãèâàþò, òî ìîëåêóëû ñ ïîâåðõíîñòè çàòÿãèâàþòñÿ
âíóòðü. Îñòàâøèåñÿ íà ïîâåðõíîñòè ìîëåêóëû ñìûêà-
þòñÿ ïîä äåéñòâèåì ñèë ïðèòÿæåíèÿ, è ëþáàÿ âûïóê-
ëîñòü íà÷èíàåò ðàçãëàæèâàòüñÿ, íàòÿãèâàòüñÿ, ïëî-
ùàäü ïîâåðõíîñòè âåùåñòâà ñîêðàùàåòñÿ. Íàïðèìåð,
åñëè ìû íà÷èíàåì êðàñèòü ÷òî-íèáóäü êèñòî÷êîé, òî
õîðîøî âèäíî, êàê íåðîâíîñòè êðàñêè ïîñëå êèñòè
ïðÿìî íà ãëàçàõ çàòÿãèâàþòñÿ è ïîëó÷àåòñÿ ãëàäêàÿ
ïîâåðõíîñòü.

Òàê âîçíèêàåò ïðåäñòàâëåíèå î ñèëå, äåéñòâóþùåé
âäîëü ïîâåðõíîñòè, ïîäîáíî ñèëå óïðóãîñòè íà ðåçèíî -
âîé ïëåíêå. Åñëè íå ìåøàþò äðóãèå ñèëû, òî æèäêîñòü
ñòðåìèòñÿ ïðèîáðåñòè ôîðìó, áëèçêóþ ê ñôåðå – èç
âñåõ òåë ñ çàäàííûì îáúåìîì ñôåðà èìååò íàèìåíüøóþ
ïîâåðõíîñòü. Òàêóþ ïðèáëèçèòåëüíî ôîðìó ïðèîáðå-
òàåò ïàäàþùàÿ êàïëÿ äîæäÿ. Åå èäåàëüíîñòè ìåøàþò
ñèëà òÿæåñòè è ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ ñðåäû. Ïðåïÿò-
ñòâèåì ê äîñòèæåíèþ èäåàëüíîé ôîðìû ìîãóò áûòü
òàêæå âîëíåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè, êîòîðûå íå
âèäíû ãëàçîì â äîæäåâîé êàïëå, íî ëåãêî îáíàðóæèâà-
þòñÿ, íàïðèìåð, íà ïîâåðõíîñòè ÿè÷íîãî æåëòêà, ïëà-
âàþùåãî â äðóãîé æèäêîñòè (â ÷àñòíîñòè, â áåëêå
ÿéöà).

Òàêèå æå ïî ñóòè ðàññóæäåíèÿ äîëæíû ïðèâåñòè íàñ
ê âûâîäó î òîì, ÷òî ýòî ÿâëåíèå íàáëþäàåòñÿ íå òîëü êî
â æèäêîñòÿõ, íî è íà ïîâåðõíîñòè êðèñòàëëîâ. Íåñìîò -
ðÿ íà òî ÷òî ìîëåêóëû áîëüøèíñòâà êðèñòàëëîâ âçàè-
ìîäåéñòâóþò ìåæäó ñîáîé êóäà ñèëüíåå, ÷åì ìîëåêóëû
â áîëüøèíñòâå æèäêîñòåé, ÿâëåíèå ïîâåðõíîñòíîãî
íàòÿæåíèÿ ïðîÿâëÿåòñÿ è â íèõ – ëþáîé îñòðûé ñêîë
ñî âðåìåíåì òåðÿåò ôîðìó è ïîâåðõíîñòü êðèñòàëëà
ïðèòóïëÿåòñÿ.

À ÷òî ïîëó÷àåòñÿ, åñëè ìîëåêóëû æèäêîñòè – áó-
äåì ïðèäåðæèâàòüñÿ èìåííî ýòîãî ïðèìåðà – ñîñåä-
ñòâóþò îäíîâðåìåííî è ñî ñòåíêàìè ñîñóäà, è ñ âîç-

Ðèñ. 1



Ï Î Â Å Ð Õ Î Ñ Ò Í Î Å  Í À Ò ß Æ Å Í È Å :  Í À Í Î Ò Å Õ Í Î Ë Î Ã È È  È  Ï Ë À Â À Þ Ù È É  Ø À Ð È Ê 3
äóõîì? Çäåñü îñíîâíîé êîíôëèêò ñèë áóäåò ðàçûãðû-
âàòüñÿ ìåæäó ñèëàìè ïðèòÿæåíèÿ ìîëåêóë æèäêîñòè
äðóã ê äðóãó è ñèëàìè ïðèòÿæåíèÿ èõ ê ìîëåêóëàì
ñîñóäà. Ìîæåò ñëó÷èòüñÿ, ÷òî ìîëåêóëû æèäêîñòè
îêàçûâàþòñÿ «ñèëüíåå» ìîëåêóë òâåðäîãî òåëà. È
òîãäà æèäêîñòü íå ðàñòåêàåòñÿ – ãîâîðÿò, ÷òî òâåðäî å
òåëî íå ñìà÷èâàåòñÿ  æèäêîñòüþ. Â ýòîì ñëó÷àå åå
ïîâåðõíîñòü ïðèíèìàåò ôîðìó, îáðàùåííóþ âíóòðü
æèäêîñòè. Åñëè æå ñèëû ïðèòÿæåíèÿ ê òâåðäîìó
òåëó îêàæóòñÿ ñèëüíåå, áóäåò íàáëþäàòüñÿ ñìà÷èâà-
íèå , è æèäêîñòü áóäåò êàê áû âûòÿãèâàòüñÿ ñòåíêà-
ìè. Òàê, ó êðàåâ ñòåêëÿííîãî èëè ïëàñòèêîâîãî ñòà-
êàíà âîäà áóäåò ïîäíèìàòüñÿ, è ìû áóäåì íàáëþäàòü
âîãíóòûé ìåíèñê, à êîãäà âîäà áóäåò íàëèòà âûøå
êðàÿ ñòàêàíà, ìîëåêóëû òâåðäîãî òåëà áóäóò óäåðæè-
âàòü âîäó è ìåíèñê ïðèìåò âûïóêëóþ ôîðìó. Íå-
òðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ðòóòü â ãðàäóñíèêå íå
ñìà÷èâàåò ñòåêëî èëè ÷òî ìàñëî íå ñìà÷èâàåòñÿ âî-
äîé. Íàâåðíîå, êàæäûé âèäåë, êàê æóêè-âîäîìåðêè
ìîãóò áåãàòü ïî ïîâåðõíîñòè âîäû. Èõ ëàïêè íå ñìà-
÷èâàþòñÿ, è âîäà óäåðæèâàåò èõ, êàê áóäòî îíè áåãóò
ïî âîäÿíîé ïëåíêå. À âîò ìûëüíàÿ âîäà ñìà÷èâàåò
ãðÿçíûå çàìàñëåííûå ðóêè, è òîãäà ãðÿçü ëåãêî ñìû-
âàåòñÿ ñ ðóê. Òàê ìû èñïîëüçóåì ÿâëåíèå ïîâåðõíîñ-
òíîãî íàòÿæåíèÿ íà ïðàêòèêå.

À âîò äðóãèå ïðèìåðû. Ìóðàâüþ òðóäíî íàïèòüñÿ èç
êàïëè ðîñû, ïîòîìó ÷òî åãî õîáîòîê ïëîõî ñìà÷èâàåòñ ÿ
âîäîé è åìó ñëîæíî ïðîëåçòü âíóòðü êàïëè – îí
ñíà÷àëà òîëüêî ñìèíàåò êàïëþ, à ïîòîì âñå-òàêè íàìî -
êàåò è ïðîëåçàåò â íåå. Ïî÷âà î÷åíü õîðîøî ñìà÷èâà-
åòñÿ âîäîé, ïîýòîìó âîäà âïèòûâàåòñÿ â çåìëþ è
ïîäíèìàåòñÿ èç íåäð ïî÷âû íà ïîâåðõíîñòü, à ïî ïîðà ì
äåðåâüåâ – íà çíà÷èòåëüíûå âûñîòû.

Âíèìàòåëüíî íàáëþäàÿ, ìîæíî óâèäåòü ðàçëè÷íûå
ïðîÿâëåíèÿ ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ è ïîíÿòü ìíî-
ãèå ñèòóàöèè. À ïðîÿâèâ íåêîòîðóþ ôàíòàçèþ, ìîæíî
ñàìèì ïðèäóìàòü ðàçëè÷íûå ïðèìåðû è ïðîâåñòè îïû-
òû. Îêàçûâàåòñÿ, íàïðèìåð, ÷òî ïëîñêàÿ ïðîâîëî÷íàÿ

ïðóæèíêà (ðèñ.2) ïëàâàåò íà ïîâåðõíîñòè âîäû è íå
òîíåò. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî åå ïîääåðæèâàåò óïðóãàÿ
ïîâåðõíîñòü âîäû, à ìîæíî ñêàçàòü è áîëåå ñòðîãî –

ñèëû ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ (îíè ïîêàçàíû æåë-
òûì öâåòîì íà îäíîì èç ó÷àñòêîâ ïðîâîëî÷êè), äåé-
ñòâóÿ ïî âñåìó ïåðèìåòðó íåñìà÷èâàåìîé ïðîâîëî÷êè,
óðàâíîâåøèâàþò åå ñèëó òÿæåñòè. Äåéñòâèå ñèëû Àð-
õèìåäà çäåñü íå ñòîëü çíà÷èòåëüíî èç-çà ìàëîãî îáúå -
ìà ïðîâîëî÷êè, õîòÿ è ýòî ìîæåò áûòü ó÷òåíî ïðè
ñòðîãîì ðàñ÷åòå. Îäíàêî ñòîèò òîëüêî ïðèêîñíóòüñÿ ê
âîäå êóñî÷êîì ìûëà, êàê ïðóæèíêà ñðàçó óòîíåò –
ìûëî îñëàáëÿåò ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæåíèå âîäû. Åñëè
â ïðóä âûëèòü, íàïðèìåð, ìûëüíóþ âîäó – âîäîìåðêè
ïîòîíóò.

Òàêîâà âêðàòöå ñóòü ÿâëåíèÿ. Äëÿ ïîëíîòû îïèñàíèÿ
íóæíî áûëî áû ðàñøèðèòü ïîíÿòèå ñòðîåíèÿ æèäêîñòè
íåêîòîðûìè äåòàëÿìè. Îäíàêî ýòè äåòàëè ìû áóäåì
äîáàâëÿòü ëèøü ïî ìåðå íàäîáíîñòè, èíà÷å ìîæíî
çàïóòàòüñÿ â ìåëî÷àõ. Íàïðèìåð, ìû íå áóäåì îáðà-
ùàòü âíèìàíèå íà ïðèñóòñòâèå õàîòè÷åñêîãî òåïëîâîãî
äâèæåíèÿ ìîëåêóë. Îíî, áåçóñëîâíî, åñòü, è íåêîòîðû å
ìîëåêóëû äàæå îòðûâàþòñÿ îò ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè
– ïðîèñõîäèò ïðîöåññ èñïàðåíèÿ. Ïðè ïîâûøåíèè
òåìïåðàòóðû ýòî èñïàðåíèå ñòàíîâèòñÿ çàìåòíûì íà-
ñòîëüêî, ÷òî ïîíÿòèå æèäêîñòè òåðÿåò ñìûñë – æèä-
êîñòü ïðåâðàùàåòñÿ â ãàç, ò.å. â ñîñòîÿíèå, ïðè êîò îðîì
âçàèìîäåéñòâèåì ìîëåêóë ìåæäó ñîáîé ìîæíî âîîáùå
ïðåíåáðå÷ü. Ïðè òàêèõ óñëîâèÿõ òåðÿåò ñìûñë ãîâî-
ðèòü î ïîâåðõíîñòíîì íàòÿæåíèè – ãàç çàíèìàåò âåñü
ïðåäîñòàâëåííûé îáúåì è ïîýòîìó íå èìååò ñîáñòâåí-
íîé ôîðìû.

Ìû ïðîäîëæèì ðàçãîâîð, ñ÷èòàÿ ýòè ìîìåíòû íåñó-
ùåñòâåííûìè äëÿ íàøèõ óñëîâèé. Íàøà çàäà÷à –
íàó÷èòüñÿ ðàññ÷èòûâàòü ñèëû ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæå-
íèÿ. À äëÿ ýòîãî íóæíî çíàòü, êàê âçàèìîäåéñòâóþò
ìîëåêóëû. Íà ðèñóíêå 3, à èçîáðàæåíû ñèëû âçàèìî-
äåéñòâèÿ äâóõ ñîñåäíèõ ìîëåêóë, íàõîäÿùèõñÿ íà
ðàññòîÿíèè r äðóã îò äðóãà. Êàê âèäèì, ýòèõ ñèë äâå.
Îäíà èç ñèë – ñèëà ïðèòÿæåíèÿ, èìåþùàÿ ýëåêòðî-
ñòàòè÷åñêîå ïðîèñõîæäåíèå. Òàê âçàèìîäåéñòâóþò çà-
ðÿäû, âõîäÿùèå â ñîñòàâ ìîëåêóë. Ýòà ñèëà óáûâàåò
ïðîïîðöèîíàëüíî 71 r è ìîæåò áûòü ïðèìåðíî âû÷èñ-
ëåíà äàæå íà øêîëüíîì óðîâíå. Ìû æå äîâåðèìñÿ
ýòîìó ðåçóëüòàòó è íå áóäåì ýòîãî äåëàòü çäåñü, ïî-
ñêîëüêó ïîäðîáíûå âû÷èñëåíèÿ óâåäóò íàñ îò òåìû.
Ñêàæåì òîëüêî, ÷òî êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñ-
òè çàâèñèò îò çàðÿäîâ è êîíôèãóðàöèè ìîëåêóëû.
Âòîðàÿ ñèëà – ýòî ñèëà îòòàëêèâàíèÿ, óáûâàþùàÿ
ïðèìåðíî ïðîïîðöèîíàëüíî 121 r- . Îíà èìååò ýëåêò-
ðîäèíàìè÷åñêîå ïðîèñõîæäåíèå, íî âû÷èñëèòü åå ìîæ-
íî òîëüêî ïî çàêîíàì êâàíòîâîé ôèçèêè, ïîñêîëüêó
îáû÷íûå (êëàññè÷åñêèå) ïðåäñòàâëåíèÿ î äâèæåíèè
çàðÿäîâ â ìèêðîìèðå àòîìà îêàçûâàþòñÿ íåðàáîòàþ-
ùèìè. Â êóðñå øêîëüíîé ôèçèêè ñâåäåíèÿ î êâàíòî-
âîì îïèñàíèè î÷åíü ñêóäíû, ïîñêîëüêó ñâÿçàíû ñî
ñëîæíîñòüþ ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà.

Ðåçóëüòèðóþùàÿ ñèëà îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñóììà ýòèõ
äâóõ ñèë, è ãðàôèê òàêîãî ñëîæåíèÿ èçîáðàæåí ñèíåé
ëèíèåé. Âèäíî, ÷òî íà îïðåäåëåííîì ðàññòîÿíèè ìåæ-
äó ìîëåêóëàìè ñóùåñòâóåò òî÷êà ðàâíîâåñèÿ ñèë – ê
ýòîìó ðàññòîÿíèþ ñòðåìÿòñÿ ìîëåêóëû, îêîëî íåãî
ïðîèñõîäèò òåïëîâîå äðîæàíèå ìîëåêóë. Íà ðàññòîÿ-
íèÿõ, áîëüøèõ òî÷êè ðàâíîâåñèÿ, ïðåîáëàäàþò ñèëû
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ïðèòÿæåíèÿ, íà ìåíüøèõ ðàññòîÿíèÿõ ïðåîáëàäàþò
ñèëû îòòàëêèâàíèÿ.

Íà óïîìÿíóòîì ðèñóíêå 3, à êðàñíàÿ ëèíèÿ îòîáðàæà-
åò ãðàôèê ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ

ìîëåêóë – ìèíèìóì ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè êàê ðàç
ñîîòâåòñòâóåò òî÷êå ðàâíîâåñèÿ. À íà ðèñóíêå 3, á
ïðîâåäåíî ïîñòðîåíèå òåõ æå ãðàôèêîâ ñèë è ýíåðãèè
íà êîìïüþòåðå.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî íàñ èíòåðåñóþò ðàññòîÿíèÿ, íà
êîòîðûõ äåéñòâóþò èìåííî ñèëû ïðèòÿæåíèÿ. Çäåñü
ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ îòðèöàòåëüíà è îïðåäåëÿåòñÿ â
îñíîâíîì ýëåêòðîñòàòè÷åñêèì âçàèìîäåéñòâèåì. Âíóò-
ðè æèäêîñòè ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ äëÿ âûäåëåííîé
ìîëåêóëû ìîæíî îöåíèòü êàê ñóììó ýíåðãèé âçàèìî-
äåéñòâèÿ âñåõ ãðàíè÷àùèõ ñ íåé ìîëåêóë. Íà ïîâåðõ-
íîñòè ñîñåäåé áóäåò ïî÷òè â äâà ðàçà ìåíüøå, ñëåäîâ à-
òåëüíî, ðåçóëüòèðóþùàÿ ýíåðãèÿ ïîâåðõíîñòíîé ìîëå-
êóëû ñòàíåò ïî÷òè â äâà ðàçà áîëüøå (íå çàáóäåì, ÷ò î
ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ çäåñü îòðèöàòåëüíà). Â ðå-
çóëüòàòå ïîâåðõíîñòíûå ìîëåêóëû ñòàíîâÿòñÿ àêòèâ-
íåå âíóòðåííèõ – èõ äàëüíåéøåå ïîâåäåíèå íàïðàâëåíî
íà óìåíüøåíèå ñâîåé ýíåðãèè ëþáûì ñïîñîáîì: ëèáî
óéòè â ãëóáèíó âåùåñòâà, ëèáî âûãîäíûì îáðàçîì
ïðèñîåäèíèòü ê ñåáå ìîëåêóëó ÷óæîãî âåùåñòâà.

×åì áîëüøå ïîâåðõíîñòü æèäêîñòè, òåì áîëüøå åå
àêòèâíîñòü. Ïðèìåíÿÿ ýòè æå ðàññóæäåíèÿ ê òâåðäîìó
âåùåñòâó, ñêàæåì: ïðè îäíîì è òîì æå îáúåìå âåùåñòâ î
áóäåò àêòèâíåå ïðè áîëüøåé äîëè â íåì ïîâåðõíîñòíûõ
ìîëåêóë – ò.å. ïðè áîëüøåé ñòåïåíè åãî ðàçìåëü÷åíèÿ .
Òàê, åñëè âåùåñòâî ðàçäðîáèòü íà êóáèêè, ñîäåðæàùèå
27 ìîëåêóë, òî îíî áóäåò ñîäåðæàòü âñåãî îäíó âíóòð åí-
íþþ ìîëåêóëó è ìîæåò, íàïðèìåð, ðàñòâîðèòüñÿ âñåãî
â îäíó ñòàäèþ – äîñòàòî÷íî ðàñòâîðèòüñÿ (âñòóïèòü â
ðåàêöèþ) âåðõíåìó ñëîþ èç 26-òè àêòèâíûõ ìîëåêóë.
Ëåãêî ïîñ÷èòàòü òàêèì æå îáðàçîì, âî ñêîëüêî ðàç
äîëüøå áóäåò ðàñòâîðÿòüñÿ êóáèê èç 1000 ìîëåêóë. Âî ò
ìû è íà÷èíàåì ïîíèìàòü îäíó èç ãëàâíûõ èäåé íàíî-
òåõíîëîãèè – äàæå ïðîñòîå èçìåëü÷åíèå âåùåñòâà èçìå -
íÿåò åãî àêòèâíîñòü.

Òåïåðü ìû ìîæåì çàïèñàòü ãëàâíóþ ôîðìóëó, îïè-
ñûâàþùóþ ÿâëåíèå ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ. Äåé-
ñòâèòåëüíî, ïðè îòñóòñòâèè õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé èçìå-
íåíèå ýíåðãèè âçàèìîäåéñòâèÿ íåêîòîðîãî îáúåìà âå-
ùåñòâà ïðîïîðöèîíàëüíî èçìåíåíèþ ÷èñëà ïîâåðõíîñ-

òíûõ ìîëåêóë, èëè, ÷òî îäíî è òî æå, èçìåíåíèþ
(óìåíüøåíèþ) ïîâåðõíîñòè ýòîãî âåùåñòâà. Ìàòåìàòè-
÷åñêè ýòó ìûñëü ìîæíî çàïèñàòü òàêèì ñîîòíîøåíèåì:

U SD D: . Äëÿ ïåðåõîäà îò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ê
ðàâåíñòâó ââåäåì ÷èñëîâîé êîýôôèöèåíò, îòðàæàþ-
ùèé ñâÿçü ìåæäó âåëè÷èíàìè:

U SD = -sD .

Ýòîò êîýôôèöèåíò s  íàçûâàþò êîýôôèöèåíòîì ïîâåðõ-
íîñòíîãî íàòÿæåíèÿ. Åãî âû÷èñëåíèå ïðåäñòàâëÿåò
ñëîæíóþ òåîðåòè÷åñêóþ çàäà÷ó, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðîé
íåîáõîäèìû ñâåäåíèÿ î ôîðìå ìîëåêóë. Â ïðàêòè÷åñ-
êèõ ïðèëîæåíèÿõ åãî îïðåäåëÿþò ýêñïåðèìåíòàëüíî,
îñîáåííî åñëè ðå÷ü èäåò î æèäêîñòÿõ. Äëÿ íåêîòîðûõ
æèäêîñòåé åãî îðèåíòèðîâî÷íîå çíà÷åíèå ìîæíî íàéòè
â òàáëèöàõ. Òàê, äëÿ ðòóòè 2470 ìÄæ ì 470 ìÍ ìs = = ;
äëÿ âîäû 71 ìÍ ìs = ; äëÿ ãëèöåðèíà 64 ìÍ ìs = ; äëÿ
êåðîñèíà 29 ìÍ ìs = .

Âîñïîëüçîâàâøèñü ñîîáðàæåíèÿìè ðàçìåðíîñòåé,
îñíîâíóþ ôîðìóëó ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì:

F L= s ,
ãäå L  – äëèíà ãðàíèöû æèäêîñòè ñ òâåðäûì òåëîì, à
F – ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà ýòîé ãðàíèöå ïåðïåíäèêó-
ëÿðíî ëèíèè ãðàíèöû íà êàæäîì èç ó÷àñòêîâ. Çäåñü
ïðîñòî ïðîèçâåäåíî ñîêðàùåíèå øèðèíû èçìåíÿåìîé
îáëàñòè â çàïèñè äëÿ ðàáîòû ïîòåíöèàëüíîé ñèëû è â
âûðàæåíèè óìåíüøåíèÿ ïëîùàäè.

Ïî÷åìó â ñïðàâî÷íèêàõ ïðèâîäèòñÿ êîýôôèöèåíò
ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ òîëüêî äëÿ æèäêîñòåé? Â
îñíîâíîì ïîòîìó, ÷òî äëÿ êðèñòàëëîâ åãî çíà÷åíèå
áóäåò çàâèñåòü îò ðàñïîëîæåíèÿ ïëîñêîñòè ñêîëà –
ðàñêàëûâàÿ êðèñòàëë ïî ðàçíûì íàïðàâëåíèÿì, ìû
îáíàæàåì ðàçíîå ÷èñëî ìîëåêóë èëè àòîìîâ íà åäèíèöó
åãî ïîâåðõíîñòè.

Êàê âèäèì, îò ñèëû óïðóãîñòè ñèëó ïîâåðõíîñòíîãî
íàòÿæåíèÿ îòëè÷àåò òî, ÷òî îíà âñåãäà îïðåäåëÿåòñÿ
òîëüêî ñâîéñòâàìè âåùåñòâà, ñèëàìè âçàèìîäåéñòâèÿ
åãî ìîëåêóë ìåæäó ñîáîé è íå çàâèñèò íè îò ñòåïåíè
ðàñòÿæåíèÿ ïîâåðõíîñòè, íè îò ïëîùàäè è òîëùèíû
ñëîÿ æèäêîñòè.

Îïûòû ñ øàðèêàìè

Ïðèìåðîâ èñïîëüçîâàíèÿ ôîðìóëû äëÿ ñèëû ïîâåðõ-
íîñòíîãî íàòÿæåíèÿ ìîæíî íàéòè äîâîëüíî ìíîãî.
Îñîáåííî â ñòàðûõ çàäà÷íèêàõ. Ìû æå ðàññìîòðèì
ìàëîèçâåñòíûé îïûò ñ ïëàâàþùèìè â âîäå øàðèêàìè. 1

Îïûò ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.
Åñëè øàðèê ïëàâàåò â ñòàêàíå ñ æèäêîñòüþ, íàëèòîé

íå äî ñàìûõ êðàåâ, òî îí ñòðåìèòñÿ ïðèáëèçèòüñÿ è
«ïðèëèïíóòü» ê ñòåíêå ñòàêàíà. Åñëè æå ñòàêàí äîëèò ü
âîäîé âûøå êðàåâ, òî øàðèê òóò æå óõîäèò îò êðàÿ ê
öåíòðó ñòàêàíà.

Î÷åâèäíî, çäåñü íà øàðèê, êðîìå ñèëû Àðõèìåäà è
ñèëû òÿæåñòè, äåéñòâóþò åùå ñèëû ïîâåðõíîñòíîãî

1 ß óâèäåë ýòîò îïûò íà ñàéòå ìîåãî äðóãà Êîíñòàíòèí à
Þðüåâè÷à Áîãäàíîâà. Îïèñàíèå, ôîòî è ðàñ÷åòû ïðîäåë àíû
ìíîé – À.Ê .
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íàòÿæåíèÿ. Ïîïûòàåìñÿ âûÿñíèòü õàðàêòåð èõ äåé-
ñòâèÿ. Íà ôîòîãðàôèè, ïðèâåäåííîé íà ðèñóíêå 4,
íàíåñåíû æåëòûå ëèíèè äåéñòâèÿ ñèë ïîâåðõíîñòíîãî

íàòÿæåíèÿ, ïî êîòîðûì ïîâåðõíîñòü æèäêîñòè ðàñòÿ-
ãèâàåòñÿ: ñ îäíîé ñòîðîíû – âäîëü æèäêîñòè, ñ äðóãî é
– ââåðõ ïî ïîâåðõíîñòè øàðèêà. Çäåñü æå êðàñíûì
ïîêàçàíà ñèëà, äåéñòâóþùàÿ óæå íà øàðèê, â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ òðåòüèì çàêîíîì Íüþòîíà, è åå ãîðèçîíòàëüíà ÿ
ñîñòàâëÿþùàÿ. Çíà÷åíèå êàæäîé èç ýòèõ ñèë ìîæíî
îöåíèòü òàê:

3 3 372 10 3 15 10  H 3 10  HF r - - -» sp × × × × ×: : ,

2 cosxF r» sp j .
Òàêàÿ æå ñèëà äåéñòâóåò ñ ïðîòèâîïîëîæíîé ñòîðîíû
øàðèêà, åñëè øàðèê ëåæèò íà ðîâíîé ïîâåðõíîñòè
âîäû. Ïîýòîìó îí îñòàåòñÿ â íåïîäâèæíîñòè.

Åñëè æå øàðèê íàõîäèòñÿ íà èñêðèâëåííîé ïîâåðõ-
íîñòè âîäû, òî çíà÷åíèå ãîðèçîíòàëüíûõ ñîñòàâëÿþ-
ùèõ ñèë ñëåâà è ñïðàâà ðàçëè÷íû. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæí î
ãîâîðèòü î íåíóëåâîì çíà÷åíèè ðåçóëüòèðóþùåé ñèëû.
Òàê, åñëè øàðèê íàõîäèòñÿ âáëèçè âûïóêëîãî ìåíèñêà,
òî åãî ñìåùåíèå â ñòîðîíó ìåíèñêà ïðèâîäèò ê óìåíü-
øåíèþ óãëà j  ìåæäó ñêëàäûâàþùèìèñÿ ñèëàìè íà
âåëè÷èíó Dj  (ðèñ.5). Ýòî ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ

êîñèíóñíîé ñîñòàâëÿþùåé ñïðàâà, â ðåçóëüòàòå ÷åãî
øàðèê íà÷èíàåò âûòàëêèâàòüñÿ íàâåðõ, â ñòîðîíó âû-
ïóêëîñòè ìåíèñêà. Ðåçóëüòèðóþùåå çíà÷åíèå ñèëû,
äåéñòâóþùåé òåïåðü íà øàðèê, ïîëó÷àåòñÿ êàê ðàç-
íîñòü ñèë, äåéñòâóþùèõ ñ ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí:

( )( )p 2 cos cosF r» sp j - Dj - j .

Ðèñ. 4

Ðèñ. 5

Ó÷èòûâàÿ ìàëîñòü óãëà Dj , ìîæíî çàïèñàòü, ÷òî

( )cos cos sinj - Dj » j + Dj × j ,

è òîãäà

pF 2 sinr» Dj × sp j .
Â ðåçóëüòàòå çíà÷åíèå âîçâðàùàþùåé ãîðèçîíòàëüíîé
ñîñòàâëÿþùåé ñèëû óìåíüøèòñÿ ïðèìåðíî íà ïîðÿäîê
ïî ñðàâíåíèþ ñ ìîäóëåì, è òåïåðü åå ìîæíî îöåíèòü ê àê

4 510 10  H- -- .
Â æèäêîñòè ñòîëü ìàëîå çíà÷åíèå äåéñòâóþùåé ñèëû

ïîçâîëÿåò øàðèêó äâèãàòüñÿ èç-çà ìàëîñòè ñèëû âÿç-
êîãî ñîïðîòèâëåíèÿ. Ìû íå áóäåì çäåñü îòâëåêàòüñÿ
íà åå ðàñ÷åò. Â îïûòå ìîæíî íàáëþäàòü, ÷òî äâèæåíèå
øàðèêà õîðîøî çàìåòíî è ÷òî ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü ýòîãî
äâèæåíèÿ ñîñòàâëÿåò íåñêîëüêî ìèëëèìåòðîâ â ñå-
êóíäó.

Ïðè âîãíóòîì ìåíèñêå íàáëþäàåòñÿ îáðàòíûé ýô-
ôåêò – óãîë ìåæäó äåéñòâóþùèìè ñèëàìè óâåëè÷èâà-
åòñÿ ïðè ïðèáëèæåíèè ê êðàþ, ïîýòîìó øàðèê è
ïîäòàëêèâàåòñÿ ê êðàþ ñîñóäà.

Èíòåðåñíî, ÷òî ýôôåêò íå çàâèñèò îò ãëóáèíû ïîãðó-
æåíèÿ øàðèêà – è â ñëó÷àå ãëóáîêî ïîãðóæåííîãî
øàðèêà ðåçóëüòàò îñòàåòñÿ òåì æå.

Ìîæíî ïðîâåñòè è äðóãîé ýêñïåðèìåíò, ïðîñòî íà-
ñûïàâ íà ïîâåðõíîñòü âîäû ïåíîïëàñòîâûå êðîøêè
(ðèñ.6). Êàê âèäíî, êðîøêè òàêæå ñòðåìÿòñÿ ê öåíò-

ðó ïðè îáðàçîâàíèè âûïóêëîãî ìåíèñêà. Îäíàêî íàøå
îáúÿñíåíèå ýòîãî ýôôåêòà îêàçàëîñü íå íàñòîëüêî óæ
î÷åâèäíûì… Íî íà ñàéòå «Ôèçèêà âàì â ïîìîùü»

Ðèñ. 6

Ðèñ. 7
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Ê.Þ.Áîãäàíîâà ìû âñòðåòèëè èíóþ ïîïûòêó îáúÿñ-
íåíèÿ ýôôåêòà ñ ìåëêèìè ÷àñòèöàìè. Òàì îáñóæäà-
ëîñü ìåäëåííîå ïåðåëèâàíèå ÷àÿ èç ñîñóäà ñ íîñèêîì
(ðèñ.7). Ïî öåíòðó è ïî êðàÿì îáðàçîâàëèñü äâà
âñòðå÷íûõ òå÷åíèÿ (ñòðåëêè ÷åðíîãî öâåòà). Ýòè òå-
÷åíèÿ ìîæíî óâèäåòü ïî ÷àèíêàì, äâèæóùèìñÿ â
íèõ. È âîò êàêîå òàì 1 ïðåäëàãàåòñÿ îáúÿñíåíèå:

«Äîâîëüíî ëåãêî ïëûâóò ïðîòèâ òå÷åíèÿ ÷àèíêè
÷àÿ ìàòå, êîãäà â íåãî íàëèâàþò ÷èñòóþ âîäó ñ íå-
áîëüøîé âûñîòû. Ïðè÷èíà íåîáû÷íîãî ÿâëåíèÿ –
ñòðåìëåíèå âñåé æèäêîñòè (ìàòå + ñòðóÿ + âîäà â
âåðõíåé ÷àøêå) óìåíüøèòü ñâîþ ïîâåðõíîñòíóþ ýíåð-
ãèþ. Ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæåíèå ìàòå íèæå, ÷åì ó
÷èñòîé âîäû. Ïîýòîìó ïîâåðõíîñòíî-àêòèâíûå âåùå-
ñòâà èç ìàòå óñòðåìëÿþòñÿ ââåðõ ïî ñòðóå, óâëåêàÿ ñ
ñîáîé ÷àèíêè. Ïî-âèäèìîìó, òî æå ïðîèçîéäåò, åñëè
âìåñòî ìàòå âçÿòü ìûëüíûé ðàñòâîð ñ ÷àèíêàìè».

Çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ
äëÿ äàííîãî ÷àÿ íå îöåíèâàåòñÿ è íå ïðèâîäèòñÿ.

Ìåæäó òåì, ïîäîáíîå ïîâåäåíèå ìîæíî íàáëþäàòü íå
òîëüêî ñ ÷àåì ìàòå, íî è ñ êîôå, è ñ îáû÷íûì ÷àåì, è
ïðîñòî ñ ìóòíîé âîäîé. Ïî-âèäèìîìó, àâòîð îáðàòèë
âíèìàíèå íà òàêîå ïîâåäåíèå èìåííî â ýòèõ îáñòîÿ-
òåëüñòâàõ.

Íà íàø âçãëÿä, ÿâëåíèå ìîæíî îáúÿñíèòü, ïðîñëå-
äèâ çà äâèæåíèåì ÷àèíîê. Íàøè ñòðåëêè, ïîêàçûâà-
þùèå äâèæåíèå ÷àèíîê (à íå âîäû!), íà ðèñóíêå 7
âûäåëåíû êðàñíûì öâåòîì. Îñíîâíàÿ ïðè÷èíà òàêàÿ
æå, ÷òî è ó îïèñàííîãî íàìè ÿâëåíèÿ. Äåéñòâèòåëü-
íî, â äàííîì òå÷åíèè ìîæíî âûäåëèòü äâà âçàèìíî
ïåðïåíäèêóëÿðíûõ íàïðàâëåíèÿ: âäîëü òå÷åíèÿ è ïî-
ïåðåê íåãî. Ïîïåðåê òå÷åíèÿ ìåíèñê îáóñëîâëåí ñìà-
÷èâàåìîñòüþ æèäêîñòè, è ïîýòîìó ÷àèíêè óõîäÿò ê
êðàÿì ñîñóäà. Â ïðîäîëüíîì íàïðàâëåíèè ÷àèíêè ñíî-
ñèò òå÷åíèå, íî ìåíèñê ó ñàìîãî êðàÿ – âûïóêëûé.
×àèíêè, õîòÿ è ñîïðîòèâëÿþòñÿ òå÷åíèþ, íî ñòðåìÿò-
ñÿ óéòè íàçàä – îò âûïóêëîñòè. Ïîýòîìó ïðè àêêó-
ðàòíîì ñëèâàíèè æèäêîñòè è íàáëþäàåòñÿ îáðàòíîå
òå÷åíèå.

À êàêîå îáúÿñíåíèå ìîæåòå ïðåäëîæèòü âû, óâàæà-
åìûå ÷èòàòåëè?

25 ìàÿ 2015 ãîäà óøåë èç æèçíè ñòàðåéøèé ñîòðóäíèê íàøåãî æóðíàëà Âëàäèìèð Àëåêñååâè÷ Ëåøêîâöåâ.
Èäåå ñîçäàíèÿ æóðíàëà «Êâàíò» áîëåå ïîëóâåêà, îäíàê î âûøåë â ñâåò îí ëèøü ïîñëå íåñêîëüêèõ ëåò èíòåíñè âíîé

ïîäãîòîâêè è òùàòåëüíîãî ïîäáîðà ðåäàêöèîííîé êîëëå ãèè è ñîòðóäíèêîâ ðåäàêöèè. ×òîáû «Êâàíò» «èçëó÷àëñ ÿ»
ðåãóëÿðíî, ìåñÿö çà ìåñÿöåì, ïîòðåáîâàëèñü íå òîëüê î òâîð÷åñêèå óñèëèÿ åãî àâòîðîâ è ÷ëåíîâ ðåäêîëëåãè è, íî è
óìåíèå ñîòðóäíèêîâ ðåäàêöèè îáåñïå÷èòü áåñïåðåáîéíî ñòü èçäàòåëüñêîãî ïðîöåññà. Îäíèì èç òåõ, êòî ñ ïåð âîãî íîìåðà
æóðíàëà íà ïðîòÿæåíèè äâàäöàòè ëåò îòâå÷àë çà åãî â ûïóñê, áûë Âëàäèìèð Àëåêñååâè÷ Ëåøêîâöåâ, øòàòíûé
çàìåñòèòåëü ãëàâíîãî ðåäàêòîðà.

Òðóäíî ñêàçàòü, êîãî Âëàäèìèð Àëåêñååâè÷ íå çíàë â Àêàäåìèè íàóê ÑÑÑÐ è Àêàäåìèè ïåäàãîãè÷åñêèõ íàóê Ñ ÑÑÐ
– ó÷ðåäèòåëÿõ æóðíàëà. Åãî áëèçêèå, áóêâàëüíî «íà ò û» êîíòàêòû ñ îãðîìíûì ÷èñëîì ó÷åíûõ è ïåäàãîãîâ î÷ åíü
ïîìîãàëè â ðåøåíèè ñëîæíûõ ïðîáëåì èçäàíèÿ æóðíàëà.  Îäíàêî Âëàäèìèð Àëåêñååâè÷ çàíèìàëñÿ íå òîëüêî
«òåêó÷êîé» – åãî ñòàòüè ïî èñòîðèè ñîâåòñêîé ôèçèêè , ðåöåíçèè è îáçîðû íàó÷íî-ïîïóëÿðíûõ êíèã, ñâÿçàíí ûå ñ
ïàìÿòíûìè äàòàìè ïåðåäîâèöû íåîäíîêðàòíî ïîÿâëÿëèñü  íà ñòðàíèöàõ «Êâàíòà». Êîíüêîì æå Âëàäèìèðà Àëåêñå åâè÷à
áûëà ðóáðèêà «Óãîëîê ôèëàòåëèñòà», ïðåäñòàâèâøàÿ öå ëóþ êîëëåêöèþ ìàðîê íàó÷íî-òåõíè÷åñêîé òåìàòèêè. Íå ëüçÿ íå
ñêàçàòü è î åãî àêòèâíîé äåÿòåëüíîñòè â êà÷åñòâå îä íîãî èç ëó÷øèõ ëåêòîðîâ Âñåñîþçíîãî îáùåñòâà «Çíàíè å»,
ñîòðóäíèêàì «Êâàíòà» âûïàëà óäà÷à ïîñòîÿííî óáåæäàò üñÿ â åãî îðàòîðñêîì ìàñòåðñòâå, íå ñõîäÿ ñ ðàáî÷åã î ìåñòà.

Òå, êîãî ñóäüáà òåñíî ñâåëà ñ Âëàäèìèðîì Àëåêñååâè÷ åì Ëåøêîâöåâûì, íå çàáóäóò ñîâìåñòíóþ ðàáîòó, äîâåð èòåëüíîå
îáùåíèå ñ íèì, åãî óðîêè ìóäðîñòè, öåííîñòü êîòîðûõ  ëèøü âîçðàñòàåò ñî âðåìåíåì.

Âëàäèìèð Àëåêñååâè÷ Ëåøêîâöåâ
(16.08.1922–25.05.2015)

1 Àäðåñ: http://www.sciencenews.org/view/generic/id/
351383/description Particles_defy_gravity_float_ups tream



Î á îäíîé «îëèìïèàäíîé»
çàäà÷å ïðî ãðàôû ðàññòîÿíèé

À.ÐÀÉÃÎÐÎÄÑÊÈÉ, Ë.ØÀÁÀÍÎÂ

Îäíà îëèìïèàäíàÿ çàäà÷à

Â 2010 ãîäó ïåðâûé àâòîð ýòîé ñòàòüè îòâå÷àë çà
ñîñòàâëåíèå âàðèàíòà äëÿ 10 êëàññà íà Ìîñêîâñêîé
ìàòåìàòè÷åñêîé îëèìïèàäå. È îí ïðåäëîæèë ñëåäóþ-
ùóþ çàäà÷ó êàê ñàìóþ ñëîæíóþ â âàðèàíòå.

Çàäà÷à. Ïóñòü íà ïëîñêîñòè ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì
ðàññòàâëåíû 4n òî÷åê. Åñëè äâå òî÷êè îòñòîÿò äðóã
îò äðóãà íà ðàññòîÿíèå 1, òî ñîåäèíèì èõ îòðåçêîì
äëèíû 1. Ïðîâåäåì âñå òàêèå îòðåçêè. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî â ëþáîì ïîäìíîæåñòâå èñõîäíîãî ìíîæåñòâà,
èìåþùåì ìîùíîñòü n + 1, íàõîäèòñÿ õîòÿ áû îäèí
îòðåçîê. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà îáùåå ÷èñëî îòðåçêîâ
â ìíîæåñòâå íå ìåíüøå ÷åì 7n.

Òîãäà çàäà÷ó ðåøèëà òîëüêî Äàøà Àíçîí, êîòîðàÿ
ñåé÷àñ ó÷èòñÿ íà 4-ì êóðñå ôàêóëüòåòà èííîâàöèé è
âûñîêèõ òåõíîëîãèé ÌÔÒÈ. À çàäà÷à î÷åíü ïðèìå÷à-
òåëüíàÿ, è ñâÿçàíà îíà ñ âåñüìà ñåðüåçíîé è â òî æå
âðåìÿ êðàñèâîé êîìáèíàòîðíîé ãåîìåòðèåé. Â ýòîé
ñòàòüå ìû ðàññêàæåì îá åå èñòîêàõ, ðåøèì åå, à
ãëàâíîå, îáñóäèì íåäàâíèå óëó÷øåíèÿ, êîòîðûå óäà-
ëîñü ïîëó÷èòü âòîðîìó àâòîðó ñòàòüè.

×òî òàêîå ãðàôû ðàññòîÿíèé?

Ãðàôîì (åäèíè÷íûõ) ðàññòîÿíèé  (íà ïëîñêîñòè)
íàçûâàåòñÿ ëþáîé ãðàô ( ),G V E= , ó êîòîðîãî ìíîæå-
ñòâî âåðøèí V  – ýòî ìíîæåñòâî òî÷åê íà ïëîñêîñòè, à
ðåáðà – ýòî âñå ïàðû òî÷åê, îòñòîÿùèõ äðóã îò äðóãà  íà
ðàññòîÿíèå 1. Î÷åâèäíî, ÷òî â íàøåé îëèìïèàäíîé
çàäà÷å ðå÷ü èäåò î ÷èñëå ðåáåð â ãðàôàõ ðàññòîÿíèé.

Ãðàôû ðàññòîÿíèé íà÷àëè èçó÷àòüñÿ â 40-å ãîäû ÕÕ
âåêà. Îäíèì èç ïåðâûõ, êòî çàèíòåðåñîâàëñÿ èõ ñâîé-
ñòâàìè, áûë Ïîë Ýðäåø – âûäàþùèéñÿ âåíãåðñêèé
ìàòåìàòèê, àâòîð âåëèêîãî ìíîæåñòâà çàäà÷ è ñòàòåé ïî
êîìáèíàòîðèêå, òåîðèè ãðàôîâ, òåîðèè ìíîæåñòâ è
òåîðèè ÷èñåë. À ñ 1950 ãîäà çàäà÷è î ãðàôàõ ðàññòîÿ íèé
ñòàëè â ïåðâóþ î÷åðåäü àññîöèèðîâàòüñÿ ñ îäíîé èç
ñàìûõ ÿðêèõ ïðîáëåì êîìáèíàòîðíîé ãåîìåòðèè – ñ
ïðîáëåìîé Íåëñîíà–Õàäâèãåðà î ðàñêðàñêå ïëîñêîñòè.
Íàïîìíèì, â ÷åì ñîñòîèò çàäà÷à, è ïîéìåì, êàê îíà
ñâÿçàíà ñ ãðàôàìè ðàññòîÿíèé.

Èòàê, íàçîâåì õðîìàòè÷åñêèì ÷èñëîì ïëîñêîñòè
íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî öâåòîâ, â êîòîðûå ìîæíî òàê
ïîêðàñèòü âñå òî÷êè ïëîñêîñòè, ÷òîáû òî÷êè îäíîãî
öâåòà íå ìîãëè îòñòîÿòü äðóã îò äðóãà íà ðàññòîÿíèå  1.
Èíà÷å ãîâîðÿ, åñëè òî÷êè îòñòîÿò äðóã îò äðóãà íà
ðàññòîÿíèå 1, òî îíè äîëæíû èìåòü ðàçíûå öâåòà. È
ýòèõ öâåòîâ õî÷åòñÿ çàäåéñòâîâàòü êàê ìîæíî ìåíüøå.
Ïîñêîëüêó ñàìó ïëîñêîñòü ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü 2R , åå

õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî îáîçíà÷àþò ( )2c R , ïðè ýòîì
ãðå÷åñêàÿ áóêâà «õè» òàêæå íå ñëó÷àéíà: îíà ÿâëÿåòñÿ
ïåðâîé áóêâîé ñëîâà «õðîì» – «öâåò».

Â ïðèíöèïå î õðîìàòè÷åñêîì ÷èñëå ïëîñêîñòè åñòü
ìíîãî õîðîøåé ëèòåðàòóðû äëÿ øêîëüíèêîâ. Îòìåòèì,
íàïðèìåð, êíèãè [1] è [2], à òàêæå ñòàòüþ [3]. Ïîýò îìó
çäåñü ìû íå ñòàíåì âäàâàòüñÿ â ïîäðîáíîñòè, êîòîðûå ,
íàäî ñêàçàòü, âåñüìà ëþáîïûòíû. Ìû ëèøü ñêàæåì,
÷òî ñåé÷àñ èçâåñòíû íåðàâåíñòâà

( )24 7c£ £R ,

è îáà îíè ëåãêî ìîãóò áûòü äîêàçàíû øêîëüíèêîì! Ýòî ,
êîíå÷íî, íå ìîæåò íå âïå÷àòëÿòü: çàäà÷å áîëüøå øåñ-
òèäåñÿòè ëåò, îíà îäíà èç öåíòðàëüíûõ â ñâîåé îáëàñ òè,
è òàêîé áîëüøîé ðàçðûâ ìåæäó âåðõíåé è íèæíåé
îöåíêàìè.

Ãäå æå, îäíàêî, ñâÿçü ìåæäó çàäà÷åé î õðîìàòè÷åñ-
êîì ÷èñëå è çàäà÷àìè î ãðàôàõ ðàññòîÿíèé? ×òî æ,
íàïîìíèì, ÷òî õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî  ãðàôà – ýòî
ìèíèìàëüíîå ÷èñëî öâåòîâ, â êîòîðûå ìîæíî òàê
ïîêðàñèòü âåðøèíû ãðàôà, ÷òîáû êîíöû ëþáîãî ðåáðà
èìåëè ðàçíûå öâåòà. Õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî ãðàôà G
îáîçíà÷àåòñÿ ( )Gc . Î÷åíü ïîõîæå! È òî÷íî: åñëè âçÿòü
íà ïëîñêîñòè ëþáîé ãðàô ðàññòîÿíèé, òî, êîíå÷íî, åã î
õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî íå áîëü-
øå õðîìàòè÷åñêîãî ÷èñëà âñåé
ïëîñêîñòè, âåäü, æåëàÿ ïî-
êðàñèòü ïëîñêîñòü, ìû íå ìî-
æåì íå ïîêðàñèòü è êàæäûé
ãðàô ðàññòîÿíèé íà íåé. Íà-
ïðèìåð, îöåíêà ( )2 4c ³R  ïî-
ëó÷àåòñÿ èç ðàññìîòðåíèÿ çà-
ìå÷àòåëüíîãî ãðàôà, èçîáðà-
æåííîãî íà ðèñóíêå 1 è íàçû-
âàåìîãî Ìîçåðîâñêèì âåðå-
òåíîì  â ÷åñòü áðàòüåâ Ë.Ìî-
çåðà è Ó.Ìîçåðà, êîòîðûå
èçó÷èëè íåêîòîðûå ñâîéñòâà ýòîãî ãðàôà. Âèäíî, ÷òî
ýòîò ãðàô íå äîïóñêàåò ðàñêðàñêè â 3 öâåòà, ïðè
êîòîðîé êîíöû ëþáîãî ðåáðà èìåþò ðàçíûå öâåòà,
îòñþäà è îöåíêà ÷åòâåðêîé. Ïðàâäà, óäèâèòåëüíî, ÷òî
çà ñòîëüêî ëåò äà ïðè íàëè÷èè êîìïüþòåðîâ íèêòî
íè÷åãî ëó÷øåãî íå íàøåë? À äåëî â òîì, ÷òî áîëüøèí-
ñòâî ñïåöèàëèñòîâ âåðÿò â ãèïîòåçó ( )2c R  = 4 è äàæå
ãîâîðÿò èíîãäà î «íîâîé ïðîáëåìå ÷åòûðåõ êðàñîê».
Êàê âèäíî, ïîêà ÷òî äî äîêàçàòåëüñòâà ãèïîòåçû î÷åí ü
è î÷åíü äàëåêî.

Ïî-ïðåæíåìó íå ÿñíî, êàê ñâÿçàíà îëèìïèàäíàÿ

Ðèñ. 1. Ìîçåðîâñêîå âåðå-
òåíî
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çàäà÷à ñ çàäà÷åé Íåëñîíà–Õàäâèãåðà. Äàâàéòå ðàçáè-
ðàòüñÿ. Íàçîâåì íåçàâèñèìûì ìíîæåñòâîì  âåðøèí
ãðàôà ëþáîå ìíîæåñòâî åãî âåðøèí, íèêàêèå äâå èç
êîòîðûõ íå ñîåäèíåíû ðåáðàìè. Íàïðèìåð, â Ìîçåðîâ-
ñêîì âåðåòåíå åñòü íåçàâèñèìûå ìíîæåñòâà ìîùíîñòè
1 (ëþáàÿ âåðøèíà) è íåçàâèñèìûå ìíîæåñòâà ìîùíî-
ñòè 2, íî íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ ìîùíîñòè 3 òàì íåò.
Ñðåäè ëþáûõ òðåõ âåðøèí åñòü ïàðà ñîåäèíåííûõ
ðåáðîì. Îáîçíà÷èì ( )Ga  ìàêñèìàëüíóþ ìîùíîñòü
íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà â ãðàôå G, íàçûâàåìóþ ÷èñ-
ëîì íåçàâèñèìîñòè . Çàìå÷àÿ, ÷òî êàæäûé öâåò â
«ïðàâèëüíîé» ïîêðàñêå âåðøèí ãðàôà ( ),G V E=  (ò.å.
áåç ðåáåð ñ êîíöàìè îäíîãî öâåòà) ÿâëÿåòñÿ ïî îïðåä å-
ëåíèþ íåçàâèñèìûì ìíîæåñòâîì, ïîëó÷àåì ïðîñòóþ
îöåíêó

( )
( )
V

G
G

c
a

³ .

Ñêàæåì, äëÿ Ìîçåðîâñêîãî âåðåòåíà a  = 2, îòêóäà
3,5c ³ , à çíà÷èò, 4c ³ , è ìû èìååì àëüòåðíàòèâíîå

äîêàçàòåëüñòâî íèæíåé îöåíêè õðîìàòè÷åñêîãî ÷èñëà
ïëîñêîñòè.

Âîò òåïåðü âñå ïîíÿòíî. Â íîâûõ òåðìèíàõ îëèìïè-
àäíàÿ çàäà÷à çâó÷èò òàê:

Ïóñòü ó ãðàôà ðàññòîÿíèé G íà ïëîñêîñòè 4n
âåðøèí è ( )G na £ . Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà ÷èñëî ðåáåð
ýòîãî ãðàôà íå ìåíüøå ÷åì 7n .

Çàìåòèì, ÷òî ãðàô ðàññòîÿíèé â çàäà÷å âåñüìà ñïåöè-
ôè÷åí ñ òî÷êè çðåíèÿ «íîâîé ãèïîòåçû ÷åòûðåõ êðà-
ñîê». Âåäü åñëè åùå õîòÿ áû íà åäèíèöó óìåíüøèòü

ãðàíèöó äëÿ ( )Ga , ìû ïîëó÷èì ( ) 4
4

1
n

G
n

c ³ >
-

, îòêó-

äà ( ) 5Gc ³ , ò.å.  òàêîé ãðàô óæå äàñò îöåíêó ( )2 5c ³R ,
â êîòîðóþ ìàëî êòî âåðèò. Ñóùåñòâîâàíèå ãðàôîâ
ðàññòîÿíèé èç çàäà÷è – ýòî èçâåñòíàÿ ãèïîòåçà Ýðäåø à,
êîòîðàÿ òîæå ïîêà íå äîêàçàíà, õîòÿ â åå ñïðàâåäëè-
âîñòü âåðÿò âñå.

Â ïîñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ ìû áóäåì ïîñòåïåííî óëó÷-
øàòü îöåíêó â îëèìïèàäíîé çàäà÷å.

Îöåíêà âåëè÷èíîé 6 n

Îöåíêà âåëè÷èíîé 6 n ñîâñåì ïðîñòàÿ. Â ñàìîì äåëå,
ïóñòü äàí ãðàô ( ),G V E= , ó êîòîðîãî | V | = 4n,

( )G na £ . Ïóñòü W  – îäíî èç ñàìûõ áîëüøèõ ïî
ìîùíîñòè íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ â G. Ðàçóìååòñÿ,

( )W G na= £ . Â òî æå âðåìÿ ÿñíî, ÷òî èç êàæäîé
âåðøèíû, êîòîðàÿ íå ïðèíàäëåæèò W , ò.å. íàõîäèòñÿ
â ìíîæåñòâå V \ W , õîòÿ áû îäíî ðåáðî èäåò â ìíîæå-
ñòâî W  (èíà÷å îíî íå áûëî áû ìàêñèìàëüíûì ñðåäè
íåçàâèñèìûõ). Òàêèõ ðåáåð íå ìåíüøå ÷åì | V \ W | =
= 3n.

Âûáðîñèì èç ìíîæåñòâà V  âñå âåðøèíû ìíîæåñòâà
W  è ðàññìîòðèì òîëüêî òå ðåáðà ãðàôà G, êîòîðûå
ñîõðàíÿòñÿ â ðåçóëüòàòå, ò.å. òå ðåáðà, ó êîòîðûõ î áà
êîíöà ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó V \ W . Ïîëó÷èòñÿ ãðàô

( )1 1\ ,G V W E= . Ïîíÿòíî, ÷òî ( ) ( )1G G na a£ £ . Êàê
è â íà÷àëå äîêàçàòåëüñòâà, íàéäåì â ãðàôå 1G  ìàêñè-
ìàëüíîå íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî 1W . Èç êàæäîé âåð-
øèíû ãðàôà 1G , íå ïðèíàäëåæàùåé 1W , â 1W  èäåò

õîòÿ áû îäíî ðåáðî. Ýòî åùå, êàê ìèíèìóì, 2 n ðåáåð.
Èòîãî óæå íå ìåíüøå 5 n ðåáåð.

Äåëàåì åùå ðàç àíàëîãè÷íóþ ïðîöåäóðó è äîáàâëÿåì
n ðåáåð, ïîëó÷àÿ, òåì ñàìûì, çàÿâëåííóþ îöåíêó.

Âèäíî, ÷òî íèêàêîé ñïåöèôèêè ãðàôà ðàññòîÿíèé â
ïðèâåäåííîì ðàññóæäåíèè èñïîëüçîâàíî íå áûëî. Áî-
ëåå òîãî, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ãðàôà ýòà îöåíêà íå ìîæ åò
áûòü óëó÷øåíà. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ïðèìåð. Ïóñòü

{ }1, , nA a a= K , { }1, , nB b b= K ,

{ }1, , nC c c= K , { }1, , nD d d= K ,

V A B C D= U U U .

Âíóòðè ìíîæåñòâ A, B, C, D  ìû íèêàêèõ ðåáåð íå
ïðîâîäèì. À ìåæäó êàæäûìè äâóìÿ ìíîæåñòâàìè
ïðîâîäèì òîëüêî ðåáðà ñ êîíöàìè â âåðøèíàõ ñ îäèíà-
êîâûìè íîìåðàìè. Òàê, äëÿ A è B ïðîâîäèì ðåáðà
( )1 1,a b , ( )2 2,a b , …, ( ),n na b . Ïàð ìíîæåñòâ ó íàñ 6.
Òàêèì îáðàçîì, âñåãî ðåáåð ïîëó÷àåòñÿ 6 n. È ÿñíî, ÷òî
÷èñëî íåçàâèñèìîñòè ãðàôà ðàâíî n.

Îäíàêî ïîñòðîåííûé ãðàô, êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü,
ãðàôîì ðàññòîÿíèé íå ÿâëÿåòñÿ. Çíà÷èò, íàäî êàê-òî
èñïîëüçîâàòü ñïåöèôè÷åñêèå ñâîéñòâà ãðàôîâ ðàññòîÿ-
íèé.

Îöåíêà âåëè÷èíîé 7 n  :
ðåøåíèå îëèìïèàäíîé çàäà÷è

Äàâàéòå âåðíåìñÿ ê íà÷àëó ðàññóæäåíèÿ èç ïðåäûäó-
ùåãî ðàçäåëà. Â íåì êàæäàÿ âåðøèíà èç ìíîæåñòâà
V \ W  ñîåäèíåíà ñ õîòÿ áû îäíîé âåðøèíîé èç ìíîæå-
ñòâà W . Îòñþäà – âêëàä 3 n â èòîãîâîå ÷èñëî ðåáåð. Íî
âåäü ìîæåò æå òàê áûòü, ÷òî íåêîòîðûå âåðøèíû èç
V \ W  èìåþò äâóõ è áîëåå ñîñåäåé â W . Äîêàæåì, ÷òî
òàêèõ âåðøèí íå ìåíüøå n, è ýòîãî õâàòèò äëÿ íàøåé
öåëè, ïîñêîëüêó óæå íà ïåðâîì øàãå ðàññóæäåíèÿ ìû
íàáåðåì íå 3 n, íî 4 n èëè áîëåå ðåáåð. À îñòàëüíûå äâà
øàãà ïðîâåäåì òàê æå, êàê â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå,
ïîëó÷àÿ â èòîãå â àêêóðàò 4 n + 2n + n = 7 n ðåáåð.

Èòàê, ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ñðåäè âåðøèí èç
ìíîæåñòâà V \ W  íå áîëüøå n – 1 òàêèõ, ÷òî â W  ó
êàæäîé èç íèõ õîòÿ áû äâà ñîñåäà. Òîãäà, íàîáîðîò, â
V \ W  íå ìåíåå 2 n + 1 âåðøèí èìåþò ðîâíî ïî îäíîìó
ñîñåäó â W . Äëÿ ìíîæåñòâà ýòèõ âåðøèí ââåäåì

îáîçíà÷åíèå 1V . Çíà÷èò, 1 2 1V n³ + . Íî â W  íå
áîëüøå n âåðøèí. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ïðèíöèïó Äèðèõ-
ëå â W  åñòü õîòÿ áû îäíà âåðøèíà y, ÿâëÿþùàÿñÿ
åäèíñòâåííûì ñîñåäîì ñðàçó äëÿ òðåõ âåðøèí

1 2 3 1, ,x x x VÎ .
Ðàññìîòðèì âåðøèíû 1 2 3, , ,y x x x . Ìîæåò ëè íå áûòü

ðåáðà ìåæäó 1x  è 2x ? Íåò, íå ìîæåò, âåäü åñëè áû åãî
íå áûëî, ìû ìîãëè áû óäàëèòü èç W  âåðøèíó y è
äîáàâèòü ê íåìó âåðøèíû 1x , 2x , íå òåðÿÿ íåçàâèñèìî-
ñòè (÷òî çàâåäîìî íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó W  – ìàêñè-
ìàëüíîå íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî â ãðàôå): ðåáåð-òî èç

1x , 2x  â W  íå îñòàíåòñÿ, òàê êàê y áûëà åäèíñòâåííûì
ñîñåäîì â W  äëÿ 1x , 2x , è ïîëó÷èòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî

{ } { }1 2, \W x x yU  íåçàâèñèìîå âîïðåêè ìàêñèìàëü-
íîñòè W . Ñòàëî áûòü, ðåáðî ìåæäó 1x  è 2x  åñòü.
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Àíàëîãè÷íî, åñòü ðåáðî è ìåæäó 2x , 3x , è ìåæäó

1x , 3x .
Íî ÷òî æå ìû âèäèì? Ìû âèäèì ïîëíûé ãðàô íà

÷åòûðåõ âåðøèíàõ 1x , 2x , 3x , y. Î÷åâèäíî, îäíàêî,
÷òî íà ïëîñêîñòè íåëüçÿ ïîñòàâèòü 4 òî÷êè ñ ïîïàðíû ìè
ðàññòîÿíèÿìè 1, õîòÿ ìû ñ ñàìîãî íà÷àëà ñ÷èòàëè, ÷ò î
ãðàô G – ýòî ãðàô ðàññòîÿíèé. Â èòîãå ïîëó÷àåì
ïðîòèâîðå÷èå ñ èçíà÷àëüíûì ïðåäïîëîæåíèåì î òîì,
÷òî 1 2 1V n³ + , è ýòîãî, êàê ìû ïîìíèì, äîñòàòî÷íî
äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îöåíêè 7 n.

Îëèìïèàäíàÿ çàäà÷à ðåøåíà.
Èç íàøåãî ðàññóæäåíèÿ âèäíî, ÷òî îò ãðàôà ðàññòî-

ÿíèé íàì ïîíàäîáèëîñü ëèøü îòñóòñòâèå â íåì ïîëíûõ
ãðàôîâ 4K  íà ÷åòûðåõ âåðøèíàõ. Íî, ìîæåò áûòü,
ìîæíî ñäåëàòü íå÷òî áîëüøåå, èñõîäÿ èç ýòîãî ñâîé-
ñòâà? Èëè, êàê â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ìîæíî äîêàçàòü
íåóëó÷øàåìîñòü ðàññóæäåíèÿ, ò.å. â äàííîì ñëó÷àå
ïðèâåñòè ïðèìåð ãðàôà áåç 4K  ñ 4n âåðøèíàìè, 7 n
ðåáðàìè è ÷èñëîì íåçàâèñèìîñòè n? Â ñëåäóþùåì
ðàçäåëå ìû îáñóäèì ýòè âîïðîñû.

Îöåíêà âåëè÷èíîé 8 n
Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî íåäàâíå-

ãî ðåçóëüòàòà âòîðîãî àâòîðà çàìåòêè, à èìåííî, ìû
ïîêàæåì, ÷òî ó âñÿêîãî ãðàôà, êîòîðûé èìååò 4 n
âåðøèí, ó êîòîðîãî ÷èñëî íåçàâèñèìîñòè íå ïðåâîñõî-
äèò n è â êîòîðîì íåò 4K  â êà÷åñòâå ïîäãðàôà, íå
ìåíüøå ÷åì 8 n ðåáåð. Ðàçóìååòñÿ, èç ýòîãî áóäåò
ñëåäîâàòü óëó÷øåíèå îöåíêè â îëèìïèàäíîé çàäà÷å,
âåäü, êàê ìû ïîìíèì, â ãðàôå ðàññòîÿíèé 4K  íå
âñòðå÷àåòñÿ.

Ïóñòü äëÿ íà÷àëà n = 1. Òîãäà ðå÷ü èäåò î ãðàôàõ íà
÷åòûðåõ âåðøèíàõ. Ïðàâäà, 4K  ó íàñ çàïðåùåí. Çíà-
÷èò, â êàæäîì èç íàøèõ ãðàôîâ äîëæíî îòñóòñòâîâàòü
õîòÿ áû îäíî ðåáðî ãðàôà 4K , ò.å. ÷èñëî íåçàâèñèìî-
ñòè ëþáîãî òàêîãî ãðàôà íå ìåíüøå äâóõ. Íî ìû-òî
õîòåëè èçó÷àòü ãðàôû ñ ÷èñëîì íåçàâèñèìîñòè, íå
áîëüøèì n = 1. Âûõîäèò, ÷òî ïðè n = 1 èíòåðåñóþùèõ
íàñ îáúåêòîâ ïðîñòî íåò.

Ïóñòü òåïåðü n = 2. Íàïîìíèì, ÷òî ñòåïåíü âåðøèíû
A ãðàôà – ýòî êîëè÷åñòâî ðåáåð, êîíöîì êîòîðûõ îíà
ñëóæèò (îáîçíà÷åíèå: deg A). Îäíèì èç ãëàâíûõ èíñò-
ðóìåíòîâ âî âñåõ äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèÿõ áóäåò
ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà.  Ïóñòü A – âåðøèíà ìèíèìàëüíîé ñòåïåíè â
ãðàôå G , ó êîòîðîãî 4n âåðøèí, ÷èñëî íåçàâèñèìîñòè
íå ïðåâîñõîäèò n è â êîòîðîì íåò 4K . Åñëè deg A 3£ ,
òî ìîæíî óäàëèòü èç G ÷åòûðå âåðøèíû ñî âñåìè
ðåáðàìè, óäàëèâ íå ìåíåå âîñüìè ðåáåð è óìåíüøèâ
÷èñëî íåçàâèñèìîñòè õîòÿ áû íà åäèíèöó.

Ëåììó ìû äîêàæåì ÷óòü ïîçæå, à ñåé÷àñ âåðíåìñÿ ê
ñëó÷àþ n = 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ãðàô íà
âîñüìè âåðøèíàõ ñ ÷èñëîì íåçàâèñèìîñòè íå áîëüøå
äâóõ, áåç 4K  è ñ õîòÿ áû îäíîé âåðøèíîé ñòåïåíè íå
âûøå òðåõ. Òîãäà, ïî ëåììå, èç ýòîãî ãðàôà ìîæíî
óäàëèòü 4 âåðøèíû, óìåíüøèâ ÷èñëî íåçàâèñèìîñòè
êàê ìèíèìóì íà åäèíèöó. Ïîëó÷èòñÿ ãðàô íà ÷åòûðåõ
âåðøèíàõ ñ ÷èñëîì íåçàâèñèìîñòè íå áîëüøå îäíîãî è
áåç 4K . Íî ìû òîëüêî ÷òî ïîíÿëè, ÷òî òàêîãî ãðàôà íå
áûâàåò. Çíà÷èò, íàøå ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî, ò.å. ó

ëþáîãî ãðàôà íà âîñüìè âåðøèíàõ ñ ÷èñëîì íåçàâèñè-
ìîñòè íå áîëüøå äâóõ è áåç 4K  âñå ñòåïåíè âåðøèí íå
ìåíüøå ÷åòâåðêè. Èç ýòîãî, íàêîíåö, ñëåäóåò, ÷òî ÷è ñëî

ðåáåð ó òàêîãî ãðàôà íå ìåíüøå âåëè÷èíû 
4 4

8
2

n
n

×
= ,

ò.å. ïðè n = 2 îöåíêà 8 n äåéñòâèòåëüíî ñïðàâåäëèâà.
Îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà, î÷åâèäíî, ïðîâî-

äèòñÿ èíäóêöèåé ïî n ñ áàçîé n = 2. Ïðè ïåðåõîäå îò n
ê n + 1 ìû âñÿêèé ðàç ðàññìàòðèâàåì äâà ñëó÷àÿ: 1) âñå
ñòåïåíè âåðøèí ãðàôà íå ìåíüøå ÷åòâåðêè (è òîãäà

îöåíêà 
( ) ( )

4 4 1
8 1

2

n
n

× +
= +  ó íàñ â êàðìàíå); 2) â

ãðàôå åñòü âåðøèíà A ñòåïåíè íå âûøå òðåõ (è òîãäà ìû
ïðèìåíÿåì ëåììó âêóïå ñ ïðåäïîëîæåíèåì èíäóêöèè,
ïîëó÷àÿ â èòîãå âñå òó æå îöåíêó âåëè÷èíîé ( )8 1n + ).

Çàìåòèì, ÷òî ïðè n = 2 ãðàôû áåç 4K  ñ ÷èñëîì
íåçàâèñèìîñòè 2 äåéñòâèòåëüíî ñóùåñòâóþò (ðèñ.2). Ñ
îäíîé ñòîðîíû, ãðàô, èçîá-
ðàæåííûé íà ðèñóíêå 2, ñâè-
äåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî îöåí-
êó 8n óëó÷øèòü íåëüçÿ, åñëè
èñïîëüçîâàòü òîëüêî  îòñóò-
ñòâèå 4K  â ãðàôàõ ðàññòîÿ-
íèé: â íåì ðîâíî 16 ðåáåð. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, ýòîò ãðàô
íåâîçìîæíî èçîáðàçèòü íà
ïëîñêîñòè êàê ãðàô ðàññòîÿ-
íèé, è ýòî îñòàâëÿåò íàäåæäó
íà äàëüíåéøåå óñèëåíèå îöåí-
êè â èñõîäíîé îëèìïèàäíîé
çàäà÷å.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî â ãðàôå íà ðèñóíêå 2 (êîíå÷íî)
âñå ñòåïåíè âåðøèí ðàâíû ÷åòûðåì, è âîçíèêàåò âîï-
ðîñ: «À ìîæåò, âñå òðèâèàëüíî, è íèêàêàÿ ëåììà íå
íóæíà? Ìîæåò, íè ïðè êàêîì n íåò ãðàôà íà 4 n
âåðøèíàõ ñ ÷èñëîì íåçàâèñèìîñòè íå áîëüøå n, áåç 4K
è ñ õîòÿ áû îäíîé âåðøèíîé ñòåïåíè íå âûøå òðåõ?»
Îäíàêî óæå ïðè n = 3 âñå ñòàíîâèòñÿ íà ñâîè ìåñòà, è
ìû èìååì ãðàô íà ðèñóíêå 3, ïîêàçûâàþùèé íåñîñòî-
ÿòåëüíîñòü ïîäîáíûõ âîïðîñîâ.

Îñòàåòñÿ, ñòàëî áûòü, äîêàçàòü ëåììó. Äîêàçàòåëü-
ñòâî îïèðàåòñÿ íà êëàññè÷åñêèé ôàêò, íàçûâàåìûé
òåîðåìîé Áðóêñà (äîêàçàòåëüñòâî ìû íå ïðèâîäèì, åãî
ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â êíèãå [4]).

Òåîðåìà.  Ïóñòü d > 2 è G – ãðàô, ñòåïåíü êàæäîé
âåðøèíû êîòîðîãî íå ïðåâîñõîäèò d è â êîòîðîì íåò

Ðèñ. 3. Ãðàô íà äâåíàäöàòè âåðøèíàõ

Ðèñ. 2. Ãðàô íà âîñüìè
âåðøèíàõ



Ê Â À Í T  $ 2 0 1 5 / ¹ 310
ïîëíîãî ïîäãðàôà 1dK +  íà d + 1 âåðøèíå. Òîãäà

( )G dc £ .
Èòàê, ïóñòü â ãðàôå G (íà 4 n âåðøèíàõ, ñ ÷èñëîì

íåçàâèñèìîñòè íå áîëüøå n è áåç 4K ) âåðøèíà ìèíè-
ìàëüíîé ñòåïåíè îáîçíà÷åíà A è åå ñòåïåíü íå áîëüøå
òðåõ. Ðàññìîòðèì ïî îòäåëüíîñòè ñëó÷àè deg A = 0,
degA = 1, deg A = 2, deg A = 3. Çàìåòèì, ÷òî, ïîñêîëüêó
â G íåò 4K , äëÿ ëþáîãî ïîäãðàôà G¢ ãðàôà G
(âêëþ÷àÿ ñàì G) âåðíî ñëåäñòâèå èç òåîðåìû Áðóêñà:
åñëè ( )G dc ³¢ , ãäå d – ýòî 4 èëè 5, òî â ãðàôå G¢ åñòü
âåðøèíà ñòåïåíè íå íèæå d .

Çà ñ÷åò ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû Áðóêñà ñîâñåì ëåãêî
ïîëó÷àåòñÿ ðàçîáðàòü ñëó÷àé deg A = 0. Äåéñòâèòåëüíî,
ïóñòü deg A = 0. Òîãäà óäàëåíèå âåðøèíû A èç ãðàôà
G óìåíüøàåò íà åäèíèöó ÷èñëî íåçàâèñèìîñòè. Â íîâîì
ãðàôå G¢ âñåãî 4n – 1 âåðøèí è ÷èñëî íåçàâèñèìîñòè
íå áîëüøå n – 1. Òîãäà

( ) 4 1
4

1
n

G
n

c
-

³ >¢
-

,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî â ãðàôå G¢ åñòü âåðøèíà B ñî
ñòåïåíüþ íå íèæå ïÿòè. Óäàëèì èç G¢ âåðøèíó B.
Îñòàíåòñÿ ãðàô G¢¢ ñ 4n – 2 âåðøèíàìè è ÷èñëîì
íåçàâèñèìîñòè íå áîëüøå n – 1 . Îïÿòü ( ) 4Gc >¢¢ , è ìû
èìååì åùå îäíó âåðøèíó C ñòåïåíè õîòÿ áû 5. Â èòîãå
âûõîäèò, ÷òî äàæå óäàëåíèå òðåõ âåðøèí A, B, C
ïîíèæàåò ÷èñëî íåçàâèñèìîñòè è óìåíüøàåò êîëè÷å-
ñòâî ðåáåð íà 10.

Ñëó÷àé degA = 1 î÷åíü ïîõîæ íà ðàññìîòðåííûé. Ó
âåðøèíû A åñòü ðîâíî îäèí ñîñåä B. Óäàëèì èç ãðàôà
G è A, è B. Ïîëó÷èì ãðàô G¢. Ïîñêîëüêó â íåì ó
âåðøèíû A ñîñåäåé íåò, òî åãî ÷èñëî íåçàâèñèìîñòè
õîòÿ áû íà 1 ìåíüøå, ÷åì ( )Ga . Íà äàííîì ýòàïå ìû
óäàëèëè äâå âåðøèíû è îäíî ðåáðî, óæå óìåíüøèâ
÷èñëî íåçàâèñèìîñòè. Ó íàñ åñòü âîçìîæíîñòü óäàëèòü
åùå äâå âåðøèíû. Êàê è ðàíüøå,

( )
( )
( )

4 2
4

1

V G n
G

G n
c

a

¢ -
³ ³ >¢

-¢
,

è ïî ñëåäñòâèþ èç òåîðåìû Áðóêñà â G¢ åñòü âåðøèíà
C ñî ñòåïåíüþ íå íèæå ïÿòè. Ïîñëå åå óäàëåíèÿ
îñòàåòñÿ ãðàô G¢¢ ñ ( ) 4Gc >¢¢ , è ìû â èòîãå íàáèðàåì
4 âåðøèíû è, êàê ìèíèìóì, 11 ðåáåð. Çàïàñ ïðî÷íîñòè
ïî-ïðåæíåìó âåëèê!

Ïóñòü òåïåðü deg A = 2. Óäàëèì âåðøèíó A âìåñòå ñî
ñìåæíûìè ñ íåé âåðøèíàìè B è C. ×èñëî íåçàâèñèìî-
ñòè íîâîãî ãðàôà G¢ õîòÿ áû íà åäèíèöó ìåíüøå, òàê
êàê ó A â G¢ ñîñåäåé íåò. Ïðè ýòîì ìû óäàëèëè íå
ìåíåå òðåõ ðåáåð, âåäü A èìååò ìèíèìàëüíóþ ñòåïåíü
â G, à ñòàëî áûòü, ó B äîëæíû áûòü åùå ñîñåäè (â
õóäøåì ñëó÷àå ñîñåä îäèí, è ýòî C). Ñíîâà èìååì

( ) 4 3
4

1
n

G
n

c
-

³ >¢
-

,

òàê ÷òî â G¢ åñòü âåðøèíà D  ñòåïåíè 5 èëè âûøå.
Óäàëÿåì åå è ïîëó÷àåì ñóììàðíî â òî÷íîñòè 8 óäàëåí-
íûõ ðåáåð, ò.å. âñå óæå íà ãðàíè.

Ïóñòü, íàêîíåö, deg A = 3. Îáîçíà÷èì B, C, D  ñî-
ñåäåé A. Çàìåòèì ñðàçó, ÷òî ñòåïåíè âåðøèí B, C, D
íå ìåíüøå òðåõ, âåäü ó A ìèíèìàëüíàÿ ñòåïåíü. Ïî-
ñêîëüêó ãðàô G íå ñîäåðæèò 4K , áåç îãðàíè÷åíèÿ
îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìåæäó B è D  ðåáðà
íåò. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè ê òîìó æå íåò ðåáðà
ìåæäó B è C èëè ìåæäó C è D  èëè åñëè ñòåïåíü õîòÿ
áû îäíîé èç âåðøèí B, C, D  ñòðîãî áîëüøå òðåõ, òî
îáùåå êîëè÷åñòâî ðåáåð, èñõîäÿùèõ èç âåðøèí A, B,
C, D , íå ìåíüøå âîñüìè. Äîñòàòî÷íî, ñòàëî áûòü,
óäàëèòü ýòè ÷åòûðå âåðøèíû, òàê êàê ó A äðóãèõ
ñîñåäåé íåò.

Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà ñòåïåíü êàæ-
äîé èç òðåõ âåðøèí B, C, D  â òî÷íîñòè ðàâíà òðåì è
åñòü ðåáðà ìåæäó B è C è ìåæäó C è D . Â ýòîì
ñëó÷àå ó âåðøèíû B åñòü åùå îäèí ñîñåä E. Óäàëèì
èç G âåðøèíû A, B, C, E. Ïîëó÷èì ãðàô G¢, â
êîòîðîì íåò ñîñåäåé B è ÷èñëî íåçàâèñèìîñòè êîòîðî-
ãî, òåì ñàìûì, íà åäèíèöó ìåíüøå ÷åì ( )Ga . Ïðè
ýòîì ïðîïàäåò íå ìåíåå âîñüìè ðåáåð, ïîñêîëüêó ó E,
ïîìèìî B, åñòü åùå õîòÿ áû äâà ñîñåäà.

Ëåììà, à âìåñòå ñ íåé è îöåíêà 8 n, ïîëíîñòüþ
äîêàçàíà.

Â ýòîì ðàçäåëå ìû äîêàçàëè îöåíêó 8 n èñêëþ÷è-
òåëüíî çà ñ÷åò îòñóòñòâèÿ 4K  â äèñòàíöèîííûõ ãðà-
ôàõ. Ïðè ýòîì ìû âèäåëè, ÷òî íà äàííîì ïóòè äàëü-
íåéøèõ óëó÷øåíèé â çàäà÷å íå äîáèòüñÿ. Îäíàêî
íåóæåëè ãðàô ðàññòîÿíèé – ýòî òî æå, ÷òî è ãðàô áåç

4K ? Êîíå÷íî, íåò! Íàïðèìåð, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â
ãðàôàõ ðàññòîÿíèé íå áûâàåò ïîäãðàôîâ âèäà 2,3K ,
ò.å. ãðàôîâ ñ äâóìÿ äîëÿìè – îäíà èç äâóõ âåðøèí,
äðóãàÿ èç òðåõ âåðøèí, – ìåæäó êîòîðûìè ïðîâåäå-
íû âñå 6 ðåáåð. Çà ñ÷åò ýòîãî âòîðîé àâòîð ñòàòüè

óìååò äîêàçûâàòü îöåíêó 
25

3
n

, à ñêîðåå âñåãî, äàæå

9n. Íî ýòî óæå çíà÷èòåëüíî ñëîæíåå, è ìû íå ñòàíåì
çàãðîìîæäàòü ýòó ñòàòüþ òðóäîåìêèìè âûêëàäêàìè.
Òåì íå ìåíåå, âîïðîñ îñòàåòñÿ: êàê æå âñå-òàêè âûã-
ëÿäèò íåóëó÷øàåìàÿ îöåíêà â «îëèìïèàäíîé» çà-
äà÷å?!
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Âåëèêàÿ
è óæàñíàÿ

ÿäåðíàÿ ýíåðãèÿ
À.ÂÀÐËÀÌÎÂ, Æ.ÂÈËËÅÍ, À.ÐÈÃÀÌÎÍÒÈ

Âàøå ìíåíèå, ïðîôåññîð Ðåéíáåðã?
Íèçåíüêèé, îïðÿòíûé ñòàðè÷îê – áîðîäêà êëèíûø-

êîì, äëèííûå ñåäûå óñû – ëåãêî ïðèïîäíÿëñÿ, êðóòî
ïîâåðíóëñÿ ê Òîôôåëþ, ïîòîì ê ïðåäñåäàòåëþ è
ãîðîõîì ðàññûïàë ñëîâà:

– Ïðåæäå âñåãî ÿ äîëæåí îòìåòèòü îäíî ïå÷àëüíîå
íåäîðàçóìåíèå. Çäåñü ãîâîðèëîñü î äîáûâàíèè âíóò-
ðåííåé ýíåðãèè ïðè ðàñùåïëåíèè àòîìíîãî ÿäðà.
Êîãäà î ïîäîáíûõ âåùàõ ïèøóò ðîìàíèñòû-ôàíòàñòû,
ýòî åùå äîïóñòèìî, íî êîãäà ñ èäååé äîáû÷è íåèñ÷åð-
ïàåìîé âíóòðèàòîìíîé ýíåðãèè âûñòóïàåò ó÷åíûé, ÿ,
êàê ýíåðãåòèê, ïðîòåñòóþ. Ýòî ÷ðåçâû÷àéíî ãëóáîêàÿ,
ïå÷àëüíàÿ è äàæå ïàãóáíàÿ îøèáêà. Ïðè ðàñùåïëå-
íèè àòîìíîãî ÿäðà íèêàêîé âíóòðåííåé ýíåðãèè ìû
íå áóäåì èìåòü, ïîêà ñóùåñòâóåò è íå îïðîâåðãíóò
âòîðîé çàêîí òåðìîäèíàìèêè.

À.Áåëÿåâ. ×óäåñíîå îêî

Î ÄÍÀÆÄÛ ÂÅËÈÊÎÃÎ ÀÍÃËÈÉÑÊÎÃÎ ÔÈÇÈÊÀ  ÝÐÍÅÑ-
òà Ðåçåðôîðäà, îñíîâîïîëîæíèêà ÿäåðíîé ôèçèêè, ñïðî -

ñèëè, êàêîé ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ ìîãóò èìåòü åãî îò êðûòèÿ
â îáëàñòè ðàäèîàêòèâíîñòè. Ó÷åíûé, ðàâíî êàê è ãåðî é
ôàíòàñòà Àëåêñàíäðà Áåëÿåâà, îòâåòèë, ÷òî ðîâíî íèê àêîãî.
Â òî âðåìÿ (â ñàìîì íà÷àëå äâàäöàòîãî âåêà) äåéñòâè òåëüíî
íåâîçìîæíî áûëî äàæå âîîáðàçèòü âîçìîæíîñòü èñïîëüç îâà-
íèÿ íà ïðàêòèêå âíóòðèÿäåðíûõ ïðîöåññîâ è ÿâëåíèé. Ñåãîä-
íÿ æå êàæäûé ïðåäñòàâëÿåò, êàêîå çíà÷åíèå â æèçíè ÷ åëî-
âå÷åñòâà èìååò àòîìíàÿ ýíåðãåòèêà.

Âàæíåéøóþ ðîëü â ïðàêòè÷åñêîì èñïîëüçîâàíèÿ àòîìíîé
ýíåðãèè ñûãðàëà ñïîñîáíîñòü íåêîòîðûõ òÿæåëûõ ÿäåð ê
äåëåíèþ. Â 1938 ãîäó áûëî îáíàðóæåíî, ÷òî ïðè áîìáà ðäè-
ðîâêå ÿäåð óðàíà íåéòðîíàìè îáðàçóþòñÿ ÿäðà-îñêîëêè
áîëåå ëåãêèõ ýëåìåíòîâ. Ïðè÷åì ýòîò ïðîöåññ âñåãäà ñîïðî-
âîæäàåòñÿ èñïóñêàíèåì íåñêîëüêèõ íîâûõ íåéòðîíîâ.

Ïî÷åìó æå ÿäðà ìîãóò äåëèòüñÿ? Ïåðâóþ òåîðèþ äåëåíè ÿ
ÿäåð ñîçäàëè â 1939 ãîäó ôèçèêè-òåîðåòèêè äàò÷àíèí Íèëüñ
Áîð è àìåðèêàíåö Äæîí Óèëåð è íåçàâèñèìî îò íèõ ñîâ åò-
ñêèé ôèçèê-òåîðåòèê ßêîâ Èëüè÷ Ôðåíêåëü. Äàííîå èìè
îáúÿñíåíèå îñíîâûâàëîñü íà êàïåëüíîé ìîäåëè àòîìíîã î
ÿäðà. Ñîãëàñíî ýòîé ìîäåëè ÿäðî, ïðåäñòàâëÿþùåå ñîá îé
ñãóñòîê íóêëîíîâ, âåäåò ñåáÿ ïîäîáíî êàïëå ýëåêòðè÷ åñêè
çàðÿæåííîé æèäêîñòè. Ïîïðîáóåì ðàçîáðàòüñÿ â ýòîì. È
ïðåæäå âñåãî âûÿñíèì, îò ÷åãî è êàê çàâèñèò ýíåðãèÿ  ñâÿçè
ÿäðà — ýíåðãèÿ, êîòîðóþ íåîáõîäèìî çàòðàòèòü äëÿ ðà çäå-
ëåíèÿ ÿäðà íà ñîñòàâëÿþùèå åãî íóêëîíû.

ßäåðíûå ñèëû, ïðèòÿãèâàþùèå íóêëîíû äðóã ê äðóãó,
ïðîÿâëÿþòñÿ ëèøü íà î÷åíü ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ ïîðÿäêà

1510-  ì, ïîýòîìó êàæäûé íóêëîí âçàèìîäåéñòâóåò ïðàêòè-
÷åñêè òîëüêî ñî ñâîèìè áëèæàéøèìè ñîñåäÿìè, à íå ñî  âñåìè
èìåþùèìèñÿ â ÿäðå íóêëîíàìè. Òàê æå îáñòîÿò äåëà è â
îáû÷íîé êàïëå — ïîñêîëüêó ñèëû ìåæìîëåêóëÿðíîãî ïðè -
òÿæåíèÿ äåéñòâóþò íà ðàññòîÿíèÿõ, íå ïðåâûøàþùèõ ðà ñ-
ñòîÿíèÿ ìåæäó ìîëåêóëàìè, òî ïðèõîäèòñÿ ñ÷èòàòüñÿ ë èøü
ñ âçàèìîäåéñòâèåì áëèæàéøèõ ñîñåäåé. À ÷èñëî ñîñåäå é ó
êàæäîãî íóêëîíà ìîæíî ñ÷èòàòü ïîñòîÿííûì. Òàêèì îáð à-
çîì, âêëàä â ýíåðãèþ ñâÿçè, îáóñëîâëåííûé ÿäåðíûìè ñèëà-
ìè, îêàçûâàåòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíûì ÷èñëó íóêëîíîâ â ÿ äðå,
ò.å. ìàññîâîìó ÷èñëó:

ÿE A: .
Îäíàêî ó íóêëîíîâ íà ïîâåðõíîñòè «ÿäåðíîé êàïëè» ñî ñåäåé
ìåíüøå, ÷åì âíóòðè ÿäðà, ïîýòîìó â ýíåðãèþ ñâÿçè îí è äàþò
íåñêîëüêî ìåíüøèé âêëàä, ÷åì ìû èì óæå ïðèïèñàëè. Ý òî
ìîæíî ó÷åñòü, âû÷òÿ èç ÿE  ïîâåðõíîñòíóþ ýíåðãèþ ïîâE ,
ïðîïîðöèîíàëüíóþ ÷èñëó íóêëîíîâ íà ïîâåðõíîñòè ÿäðà , à
ñëåäîâàòåëüíî, è ïëîùàäè åãî ïîâåðõíîñòè:

2 2 3
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(çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî, êàê ïîêàçûâàåò îïûò,
ðàäèóñû ÿäåð äîâîëüíî òî÷íî ïðîïîðöèîíàëüíû êóáè÷åñ êî-
ìó êîðíþ èç ìàññîâîãî ÷èñëà). Êàê âèäèì, è òóò èìåå òñÿ
ïîëíàÿ àíàëîãèÿ ñ êàïëåé îáû÷íîé æèäêîñòè — ìîëåêóë û,
íàõîäÿùèåñÿ íà ïîâåðõíîñòè, ñòðåìÿòñÿ óéòè âãëóáü è  ñîçäà-
þò ñèëû ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ, ñ êîòîðûìè ñâÿçàí à
ïîâåðõíîñòíàÿ ýíåðãèÿ æèäêîñòè.

×òîáû ïîëó÷èòü îêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèå äëÿ ýíåðãèè
ñâÿçè ÿäðà, íàì îñòàëîñü ó÷åñòü, ÷òî ÷àñòü íóêëîíîâ , à
èìåííî ïðîòîíû, çàðÿæåíû. À ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîìèì î
ÿäåðíîãî ïðèòÿæåíèÿ ê áëèæàéøèì ñîñåäÿì îíè èñïûòûâ à-
þò åùå äåéñòâèå ñèë îáû÷íîãî ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî îò òàëêè-
âàíèÿ, ïîä÷èíÿþùåãîñÿ çàêîíó Êóëîíà. Âçàèìíîå îòòàë êè-
âàíèå ïðîòîíîâ ñòðåìèòñÿ ðàçîðâàòü ÿäðî è, òàêèì îá ðàçîì,
óìåíüøàåò åãî ýíåðãèþ ñâÿçè. Â îòëè÷èå îò ÿäåðíûõ, êóëî-
íîâñêèå ñèëû äàëüíîäåéñòâóþùèå — êàæäûé ïðîòîí âçàè -
ìîäåéñòâóåò ñî âñåìè ïðîòîíàìè ýòîãî ÿäðà. Ýíåðãèÿ âçàèìî-
äåéñòâèÿ äâóõ ïðîòîíîâ 2

ÿe R: . Åñëè â ÿäðå èìååòñÿ Z
ïðîòîíîâ, òî êàæäûé èç íèõ âçàèìîäåéñòâóåò ñ ( )1Z -
îñòàëüíûìè è ÷èñëî âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïàð ðàâíî

( )1 2Z Z -  (äëÿ áîëüøèõ Z ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî ÷èñëî
ïðîïîðöèîíàëüíî 2Z ). Òàêèì îáðàçîì, ýíåðãèÿ ýëåêòðîñòà-
òè÷åñêîãî îòòàëêèâàíèÿ ïðîòîíîâ â ÿäðå

2 2 2 2
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Èòàê, äëÿ ýíåðãèè ñâÿçè ÿäðà ïîëó÷àåì
2

2 3
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Ìîäåëü ýêñïåðèìåíòàëüíîé óñòàíîâêè, ñ ïîìîùüþ êîòîð îé
áûëî îñóùåñòâëåíî îòêðûòèå äåëåíèÿ òÿæåëûõ ÿäåð: 1 – èñòî÷-
íèê íåéòðîíîâ; 2 – ïàðàôèíîâûé áëîê äëÿ çàìåäëåíèÿ íåéòðî-
íîâ; 3 – îáëó÷àåìûé ïðåïàðàò (ðàñòâîð ñîëè óðàíà); 4 –
ìåòàëëè÷åñêàÿ ìèøåíü
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ãäå a , b  è g  — íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå. Ýòà ôîðìóëà
íåïëîõî îïèñûâàåò ýêñïåðèìåíòàëüíóþ êðèâóþ çàâèñèìî ñòè
óäåëüíîé ýíåðãèè ñâÿçè îò ìàññîâîãî ÷èñëà, õîòÿ ìû è
îñòàâèëè âíå íàøåãî ðàññìîòðåíèÿ íåñêîëüêî äðóãèõ, ìåíåå
çíà÷èìûõ, âêëàäîâ â ýòó ýíåðãèþ. Ýòà êðèâàÿ íàãëÿäí î
ïîêàçûâàåò, ÷òî ñíà÷àëà ñ ðîñòîì ìàññîâîãî ÷èñëà À ýíåðãèÿ
ñâÿçè áûñòðî ðàñòåò. Ãäå-òî â ñðåäíåé ÷àñòè òàáëèöû Ìåíäå-
ëååâà îíà  äîñòèãàåò ìàêñèìóìà, à çàòåì íà÷èíàåò ìåäëåííî
óìåíüøàòüñÿ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîöåññ äåëåíèÿ ÿäðà. Ïóñòü ÿäåðí àÿ
«êàïëÿ», ïîãëîòèâ ïîïàâøèé â íåå èçâíå íåéòðîí, íà÷ èíàåò
êîëåáàòüñÿ è â êàêîé-òî ìîìåíò âûòÿãèâàåòñÿ. Ìèíèìà ëü-
íóþ ïîâåðõíîñòü ïðè çàäàííîì îáúåìå èìååò ñôåðè÷åñê àÿ
êàïëÿ. Ó âûòÿíóòîé êàïëè ïîâåðõíîñòíàÿ ýíåðãèÿ óâåë è÷è-
âàåòñÿ, à ýíåðãèÿ ñâÿçè ÿäðà ñîîòâåòñòâåííî óìåíüøà åòñÿ. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, ïðè ðàñòÿæåíèè ÿäðà âîçðàñòàåò ñðåä íåå
ðàññòîÿíèå ìåæäó íóêëîíàìè, è ýíåðãèÿ èõ ýëåêòðîñòà òè÷åñ-
êîãî îòòàëêèâàíèÿ óìåíüøàåòñÿ, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ýí åðãèÿ
ñâÿçè äîëæíà óâåëè÷èòüñÿ. Åñëè â ýòîé áîðüáå ïîáåäè ò
ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå âçàèìîäåéñòâèå, ÿäðî ðàçîðâåòñÿ; åñëè
æå ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæåíèå— ÿäðî âåðíåòñÿ â èñõîäíî å
ñîñòîÿíèå.

Èç ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ äëÿ ñâE  ïîíÿòíî, ÷òî ñóäüáà
ÿäðà âî ìíîãîì çàâèñèò îò ÷èñëà ïðîòîíîâ Z è îáùåãî
÷èñëà íóêëîíîâ À. Ñ ðîñòîì ïîðÿäêîâîãî íîìåðà ýëåìåíòà
ýíåðãèÿ ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî îòòàëêèâàíèÿ âîçðàñòàåò áûñò-
ðåå ïîâåðõíîñòíîé ýíåðãèè, ïîýòîìó äåëèòüñÿ ìîãóò ò îëüêî
òÿæåëûå ÿäðà. Ïðè÷åì äåëåíèå òÿæåëûõ ÿäåð ìîæåò áûò ü
êàê ñïîíòàííûì, òàê è ïîä âîçäåéñòâèåì áîìáàðäèðîâê è
íåéòðîíàìè. Ñïîíòàííûå äåëåíèÿ çà âðåìÿ ñóùåñòâîâàí èÿ

Çåìëè ïðèâåëè ê òîìó, ÷òî â ïðèðîäå íå îñòàëîñü òðà íñó-
ðàíîâûõ ýëåìåíòîâ, òåïåðü èõ ìîæíî ïîëó÷àòü òîëüêî èñ-
êóññòâåííî. À âîò â ïðîöåññå äåëåíèÿ ÿäðà â ðåçóëüò àòå
áîìáàðäèðîâêè åãî íåéòðîíîì âñåãäà èñïóñêàåòñÿ åùå íå-
ñêîëüêî íåéòðîíîâ (äëÿ óðàíà îáû÷íî 2—3). Ýòè íåéòð î-
íû, â ñâîþ î÷åðåäü, ìîãóò âûçâàòü äàëüíåéøèå äåëåíè ÿ
ÿäåð, ïîÿâèòñÿ åùå áîëüøå ñâîáîäíûõ íåéòðîíîâ è òàê
äàëåå – ïðîèçîéäåò íàðàñòàþùàÿ öåïíàÿ ðåàêöèÿ. Èìåí íî
ðåàëèçàöèÿ íà ïðàêòèêå òàêîé öåïíîé ÿäåðíîé ðåàêöèè
äåëåíèÿ, ñîïðîâîæäàþùåéñÿ âûäåëåíèåì îãðîìíîãî êîëè -
÷åñòâà òåïëîâîé ýíåðãèè, è îïðîâåðãëà ïåññèìèñòè÷åñ êîå
ïðåäñêàçàíèå Ðåçåðôîðäà.

Îäíàêî ýòîò ñàìîïîääåðæèâàþùèéñÿ ïðîöåññ ïðîèñõî-
äèò òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ìàññà óðàíîâîãî îáðàç öà
ïðåâûøàåò íåêîòîðóþ  «êðèòè÷åñêóþ» âåëè÷èíó. Äåéñòâ è-
òåëüíî, åñëè  ìàññà âûáðàííîãî îáðàçöà íåâåëèêà, òî  ó
êàæäîãî èçëó÷àåìîãî ïðè ðàñùåïëåíèè ÿäðà íåéòðîíà, ïðåæ-
äå ÷åì ñòîëêíóòüñÿ ñ äðóãèì ÿäðîì è âûçâàòü íîâîå ä åëå-
íèå, âûñîêà âåðîÿòíîñòü âûéòè èç åãî îáúåìà. Åñëè æ å
ìàññà îáðàçöà ïðåâûøàåò êðèòè÷åñêóþ âåëè÷èíó, òî öå ï-
íàÿ ðåàêöèÿ «ðàçãîíÿåòñÿ»: â åäèíèöó âðåìåíè ïðîèñõ îäèò
âñå áîëüøåå è áîëüøåå ÷èñëî äåëåíèé ÿäåð, êîòîðûå ï ðè-
âîäÿò êî âñå áîëüøåìó è áîëüøåìó âûäåëåíèþ òåïëà. Ï ðè
îòñóòñòâèè êîíòðîëÿ òåïëîâûäåëåíèÿ âñêîðå íåèçáåæíî  ïðî-
èñõîäèò âçðûâ.

Îöåíêà êðèòè÷åñêîé ìàññû óðàíà-235, íåîáõîäèìîé äëÿ
âîçíèêíîâåíèÿ öåïíîé ðåàêöèè, ñòàëà âàæíåéøåé çàäà÷ åé
äëÿ ôèçèêîâ ïî îáå ñòîðîíû ôðîíòà âî âðåìÿ Âòîðîé
ìèðîâîé âîéíû. Êàæåòñÿ, íåìöû, â òîì ÷èñëå è âåëèêè é
Âåðíåð Ãåéçåíáåðã, ýòó âåëè÷èíó ñèëüíî çàâûñèëè – ï îëó-
÷àþùàÿñÿ áîìáà èì êàçàëàñü ñëèøêîì òÿæåëîé, ÷òîáû
áûòü äîñòàâëåííîé ê öåëè ñàìîëåòîì. Âîçìîæíî ïîýòîì ó
èõ àòîìíûé ïðîåêò îêàçàëñÿ ëèøü îäíèì èç íåñêîëüêèõ
íàïðàâëåíèé ñîçäàíèÿ «÷óäåñíîãî îðóæèÿ» (wunder waf fe).

Ïî äðóãóþ ñòîðîíó Ëà-Ìàíøà ôèçèê íåìåöêîãî ïðîèñ-
õîæäåíèÿ Ðóäîëüô Ïàéåðëñ, ýìèãðèðîâàâøèé èç Ãåðìà-
íèè â Âåëèêîáðèòàíèþ ñ ïðèõîäîì ê âëàñòè Ãèòëåðà â
1933 ãîäó, â ñâîåé îöåíêå âåëè÷èíû êðèòè÷åñêîé ìàññ û
ïðèøåë ê ãîðàçäî áîëåå îïòèìèñòè÷íûì âûâîäàì. Îí äà æå
îïóáëèêîâàë ñâîè ðàñ÷åòû, îäíàêî áåç óêàçàíèÿ âîçìî æíî-
ñòè âîåííîãî ïðèìåíåíèÿ ýòèõ ðåçóëüòàòîâ. Ïîñëåäíåå , ïðè
÷òåíèè ðàáîòû Ïàéåðëñà, ïðèøëî â ãîëîâó Îòòî Ôðèøó,
àâñòðèéñêîìó ôèçèêó, êîòîðûé òàêæå ýìèãðèðîâàë â Âå ëè-
êîáðèòàíèþ. Â 1940 ãîäó Ôðèø è Ïàéåðëñ íàïèñàëè ìåì î-
ðàíäóì, íà ýòîò ðàç ñòðîãî êîíôèäåíöèàëüíûé, êîòîðû é
áûë ïðåäñòàâëåí áðèòàíñêèì âëàñòÿì. Â ýòîì äîêóìåíò å
àâòîðû îïèñàëè îñíîâíûå ýòàïû ïðîöåññà ñîçäàíèÿ àòî ì-
íîé áîìáû è îöåíèëè åå ðàçðóøèòåëüíóþ ñèëó.

Âñêîðå ñîþçíèêè âñåðüåç âçÿëèñü çà äåëî, è áûëà ðàç ðà-
áîòàíà ãðàíäèîçíàÿ ïðîãðàììà ÿäåðíûõ èññëåäîâàíèé –
Ìàíõýòòåíñêèé ïðîåêò. Îí ñòàðòîâàë â ÑØÀ â 1942 ãîä ó è
áûë ðåàëèçîâàí â òå÷åíèå òðåõ ëåò â ðåçóëüòàòå óñèëèé
áîëüøîãî êîëëåêòèâà ó÷åíûõ, ñðåäè êîòîðûõ, êðîìå Ôð è-
øà è Ïàéåðëñà, áûëè òàêèå âûäàþùèåñÿ óìû, êàê Ýíðèê î
Ôåðìè, Ðîáåðò Îïïåíãåéìåð, Ðè÷àðä Ôåéíìàí è ìíîãèå
äðóãèå. Âçðûâîì äâóõ àòîìíûõ áîìá â Õèðîñèìå è Íàãà ñà-
êè â àâãóñòå 1945 ãîäà áûëà çàâåðøåíà Âòîðàÿ ìèðîâà ÿ
âîéíà è íà÷àòà àòîìíàÿ ýðà â èñòîðèè ÷åëîâå÷åñòâà.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ äåëåíèå ÿäåð íàõîäèò ñâîå ìèðíîå
ïðèìåíåíèå â ýíåðãåòèêå ìíîãèõ ñòðàí. Ïðåîáðàçîâàíè å
ÿäåðíîé ýíåðãèè â óæå ëåãêî èñïîëüçóåìóþ ýëåêòðè÷åñ êóþ
ýíåðãèþ ïðîèñõîäèò, êàê ïðàâèëî, ñëåäóþùèì îáðàçîì.  Â
ðåàêòîðå ÿäåðíîå òîïëèâî, îáû÷íî óðàí, ïðè áîìáàðäè ðîâ-
êå íåéòðîíàìè ðàñïàäàåòñÿ íà ÿäðà áîëåå ëåãêèõ ýëåì åíòîâ
òàáëèöû Ìåíäåëååâà. Ïðè êàæäîì àêòå òàêîãî äåëåíèÿ
âûäåëÿåòñÿ çíà÷èòåëüíàÿ ýíåðãèÿ – è â ýòîì ñóòü ïðî öåññà.

Ãðàôèê çàâèñèìîñòè óäåëüíîé (â ðàñ÷åòå íà îäèí íóêë îí)
ýíåðãèè ñâÿçè îò ìàññîâîãî ÷èñëà

Äåëåíèå òÿæåëîãî ÿäðà â ðåçóëüòàòå áîìáàðäèðîâêè åã î íåéòðî-
íîì



Åñëè ñðàâíèòü ýíåðãèþ, âûäåëÿåìóþ ïðè äåëåíèè ÿäåð
óðàíà, ñ ýíåðãèåé, ïîëó÷àåìîé ïðè ñãîðàíèè íåôòè, ò î
îäèí ãðàìì óðàíà çàìåíÿåò áîëåå òîííû íåôòè.

Â ÿäåðíîì ðåàêòîðå òåïëî, âûäåëÿåìîå ïðè ðàñùåïëåíè è
ÿäåð óðàíà, ïåðåäàåòñÿ ïðîòåêàþùåé ïî òðóáàì âîêðóã
ðåàêòîðà æèäêîñòè – òàê íàçûâàåìîìó òåïëîíîñèòåëþ. Â
ñâîþ î÷åðåäü, òåïëîíîñèòåëü ïåðåäàåò ýíåðãèþ âîäå, êîòî-
ðàÿ ïðåâðàùàåòñÿ â ïàð. À ïàð óæå âðàùàåò òóðáèíó –  òóò
âñå ïðîèñõîäèò, êàê â ïàðîâîçå. È, íàêîíåö, ìåõàíè÷ åñêàÿ
ýíåðãèÿ òóðáèíû ïðåîáðàçóåòñÿ â ýëåêòðîýíåðãèþ ñ ïî ìî-
ùüþ äèíàìî-ìàøèíû. Ïîëó÷åííàÿ ýëåêòðîýíåðãèÿ ïî âû-
ñîêîâîëüòíûì ëèíèÿì ïåðåäà÷ ïîñòàâëÿåòñÿ ïîëüçîâàòå -
ëÿì çà ñîòíè êèëîìåòðîâ îò àòîìíîé ýëåêòðîñòàíöèè.

Âàæíî, ÷òî íå âñå èçîòîïû óðàíà ñïîñîáíû ðàñùåïëÿòü -
ñÿ â ðåàêòîðå, òàêèì ñâîéñòâîì îáëàäàåò ëèøü èçîòîï
235U . Åãî äîëÿ â äîáûâàåìîé íà ðóäíèêàõ óðàíîâîé ðóäå
ñîñòàâëÿåò âñåãî ëèøü 0,71%. Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåí íûì
â ïðèðîäå èçîòîïîì ÿâëÿåòñÿ 238U , îäíàêî îí â óñëîâèÿõ,

Ïðåâðàùåíèÿ ýíåðãèè â ÿäåðíîì ðåàêòîðå

ðåàëèçóåìûõ â ðåàêòîðàõ, íå ðàñùåïëÿåòñÿ. Ïîýòîìó ä ëÿ
èñïîëüçîâàíèÿ â ÿäåðíîé ýíåðãåòèêå ïðèðîäíûé óðàí ä îë-
æåí áûòü «îáîãàùåí»: íà ñïåöèàëüíûõ ôàáðèêàõ ñ ïîìî -
ùüþ öåíòðèôóãèðîâàíèÿ èç íåãî âûäåëÿåòñÿ íåîáõîäèìû é
èçîòîï 235U . Äëÿ ðàáîòû ñîâðåìåííîãî ðåàêòîðà äîñòàòî÷-
íî èìåòü óðàí ñ îáîãàùåíèåì 2,5%.

Ïðè ïðîåêòèðîâàíèè è ýêñïëóàòàöèè ÿäåðíûõ ðåàêòîðîâ
îãðîìíóþ ðîëü èãðàåò ïðîáëåìà èõ áåçîïàñíîñòè. Êàê óæå
ãîâîðèëîñü, òåïëî â ðåàêòîðå âûäåëÿåòñÿ ïðè ðàñïàäå  ÿäðà
óðàíà-235 íà äâà ÿäðà áîëåå ëåãêèõ ýëåìåíòîâ. Ýòî ä åëå-
íèå ïðîèñõîäèò ïðè áîìáàðäèðîâêå ÿäåðíîãî òîïëèâà í åéò-
ðîíàìè è ñîïðîâîæäàåòñÿ èñïóñêàíèåì íåñêîëüêèõ äîïî ë-
íèòåëüíûõ íåéòðîíîâ, áëàãîäàðÿ êîòîðûì ïðîèñõîäÿò ä àëü-
íåéøèå äåëåíèÿ ÿäåð: èäåò öåïíàÿ ðåàêöèÿ. Ïðè ýòîì âàæ-
íî íå äîïóñòèòü ðàçãîíà öåïíîé ðåàêöèè, ìàëåéøàÿ îø èá-
êà – è ðåàêòîð ïðåâðàòèòñÿ â ... àòîìíóþ áîìáó!

Äëÿ óïðàâëåíèÿ ïðîöåññîì ÿäåðíîãî äåëåíèÿ â ðåàêòîð
ââîäÿò ðåãóëèðóþùèå ñòåðæíè, èçãîòîâëåííûå èç ìàòåð èà-
ëà, ýôôåêòèâíî ïîãëîùàþùåãî íåéòðîíû (ýòî ìîãóò áûò ü
ìàòåðèàëû íà îñíîâå êàäìèÿ, êàðáèäà áîðà, ñåðåáðà è ëè
èíäèÿ). Íåêîòîðûå èç ýòèõ ñòåðæíåé ïîäâåøèâàþòñÿ íà ä
òîïëèâîì, ÷òîáû áûòü ãîòîâûìè óïàñòü â ñîîòâåòñòâóþ ùèå
öèëèíäðè÷åñêèå îòâåðñòèÿ è îñòàíîâèòü ðàçãîíÿþùóþñÿ
öåïíóþ ðåàêöèþ. Èìåííî ñ òàêîé âûøåäøåé èç-ïîä êîíò -
ðîëÿ öåïíîé ðåàêöèåé áûëà ñâÿçàíà êàòàñòðîôà, ïðîèç î-
øåäøàÿ â àïðåëå 1986 ãîäà èç-çà ñåðèè ãðóáûõ îøèáîê  â
óïðàâëåíèè ðåàêòîðîì íà ×åðíîáûëüñêîé ÀÝÑ. Â ðåçóëü -
òàòå ðåàêòîð áûë ðàçðóøåí, è ðàäèàêòèâíûå âåùåñòâà ðàñ-
ïðîñòðàíèëèñü ïî îãðîìíîé òåððèòîðèè. Â 2011 ãîäó, â
ñâÿçè ñ öóíàìè, êàòàñòðîôà ñëó÷èëàñü íà ÀÝÑ â Ôóêóñ èìå
(ßïîíèÿ). Îäíàêî çäåñü öåïíàÿ ðåàêöèÿ áûëà âîâðåìÿ
îñòàíîâëåíà çàùèòíûìè óñòðîéñòâàìè. Óùåðá îêàçàëñÿ îã-
ðîìíûì, îäíàêî íåñîèçìåðèìûì ñ ×åðíîáûëåì è «àòîìíû -
ìè ãðèáàìè» Õèðîñèìû è Íàãàñàêè.
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Êàê çàêàëÿåòñÿ ñòàëü?

(Íà÷àëî ñì. íà 4-é ñòðàíèöå îáëîæêè)

…Êàê èçâåñòíî, ñòàëü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñïëàâ æåëåç à
ñ óãëåðîäîì (äî 2%). ×òîáû ñäåëàòü ñòàëü áîëåå òâåð äîé,
íàäî â êðèñòàëëè÷åñêóþ ðåøåòêó æåëåçà äîáàâèòü åùå

íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî àòîìîâ óãëåðîäà. Îäíàêî ïðè íè çêîé
òåìïåðàòóðå æåëåçî íå ïóñêàåò óãëåðîä âíóòðü ñâîåé ðå-
øåòêè. Ïîýòîìó ñòàëü íàãðåâàþò äî òåìïåðàòóðû âûøå
760 C°  – òîãäà êðèñòàëëè÷åñêàÿ ðåøåòêà èçìåíÿåòñÿ (ñì.
ëåâóþ ÷àñòü ðèñóíêà) è íà ìåñòî îäíîãî èç àòîìîâ æå ëåçà
ñòàíîâèòñÿ óãëåðîä (ñì. ïðàâóþ ÷àñòü ðèñóíêà; ÷åðíû é
øàð ýòî óãëåðîä). Íî äèôôóçèÿ àòîìîâ óãëåðîäà ïðè ò à-

êîé âûñîêîé òåìïåðàòóðå ïðîèñõîäèò î÷åíü àêòèâ-
íî, è ïðè îáû÷íîì îõëàæäåíèè ñòàëè àòîìû óã-
ëåðîäà óñïåâàþò âûñêî÷èòü èç ðåøåòêè. ×òîáû ýòî-
ãî íå ïðîèçîøëî, ñòàëü îõëàæäàþò î÷åíü ÁÛÑÒ-
ÐÎ, è àòîìû óãëåðîäà îñòàþòñÿ «çà æåëåçíîé ðå-
øåòêîé».

Åñëè íàäî ñäåëàòü ñòàëü ìåíåå òâåðäîé è ïðèãîä-
íîé äëÿ îáðàáîòêè, åå «îòïóñêàþò», ò.å. ñíà÷àëà
íàãðåâàþò, à ïîòîì ÌÅÄËÅÍÍÎ îõëàæäàþò, âû-
òàëêèâàÿ ïðè ýòîì àòîìû óãëåðîäà èç æåëåçíîé
ðåøåòêè.

Ê.Áîãäàíîâ
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Ýòîò ðàçäåë âåäåòñÿ ó íàñ èç íîìåðà â íîìåð ñ ìîìåí òà îñíîâàíèÿ æóðíàëà. Ïóáëèêóåìûå  â  íåì çàäà÷è
íåñòàíäàðòíû, íî  äëÿ  èõ ðåøåíèÿ íå òðåáóåòñÿ çíàí èé, âûõîäÿùèõ  çà ðàìêè  øêîëüíîé  ïðîãðàììû. Íàèáî ëåå òðóäíûå
çàäà÷è îòìå÷àþòñÿ çâåçäî÷êîé. Ïîñëå ôîðìóëèðîâêè çà äà÷è ìû îáû÷íî óêàçûâàåì, êòî íàì åå ïðåäëîæèë. Ðàç óìååòñÿ,
íå âñå ýòè çàäà÷è ïóáëèêóþòñÿ âïåðâûå.

Ðåøåíèÿ çàäà÷ èç ýòîãî íîìåðà ñëåäóåò îòïðàâëÿòü  ï î àäðåñó: 119296 Ìîñêâà, Ëåíèíñêèé ïðîñïåêò, 64-À, «Êâàíò».
Ðåøåíèÿ çàäà÷ èç ðàçíûõ íîìåðîâ æóðíàëà èëè ïî ðàçí ûì ïðåäìåòàì (ìàòåìàòèêå è ôèçèêå) ïðèñûëàéòå â ðàç íûõ
êîíâåðòàõ. Íà êîíâåðòå â ãðàôå «Êîìó» íàïèøèòå: «Çà äà÷íèê «Êâàíòà» ¹3–2015» è íîìåðà çàäà÷, ðåøåíèÿ êî òîðûõ
Âû ïîñûëàåòå, íàïðèìåð «Ì2381» èëè «Ô2388». Â ãðàôå  «Îò êîãî» ôàìèëèþ è èìÿ ïðîñèì ïèñàòü ðàçáîð÷èâî. Â ïèñüìî
âëîæèòå êîíâåðò ñ íàïèñàííûì íà íåì Âàøèì àäðåñîì è  íåîáõîäèìûé íàáîð ìàðîê (â ýòîì êîíâåðòå Âû ïîëó÷è òå
ðåçóëüòàòû ïðîâåðêè ðåøåíèé). Ðåøåíèÿ çàäà÷ ïî ìàòå ìàòèêå è ôèçèêå ìîæíî ïðèñûëàòü òàêæå ïî ýëåêòðîííû ì
àäðåñàì: math@kvant.ras.ru è phys@kvant.ras.ru ñîîò âåòñòâåííî.

Óñëîâèÿ êàæäîé îðèãèíàëüíîé çàäà÷è, ïðåäëàãàåìîé äë ÿ ïóáëèêàöèè, ïðèñûëàéòå â îòäåëüíîì êîíâåðòå â äâó õ
ýêçåìïëÿðàõ âìåñòå ñ Âàøèì ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è (íà  êîíâåðòå ïîìåòüòå: «Çàäà÷íèê «Êâàíòà», íîâàÿ çàäà÷ à ïî
ôèçèêå» èëè «Çàäà÷íèê «Êâàíòà», íîâàÿ çàäà÷à ïî ìàò åìàòèêå»).

Â íà÷àëå êàæäîãî ïèñüìà ïðîñèì óêàçûâàòü íîìåð øêîë û è êëàññ, â êîòîðîì Âû ó÷èòåñü.
Çàäà÷à M2384 ïðåäëàãàëàñü íà VII Ìåæäóíàðîäíîé îëèì ïèàäå Romanian Masters of Mathematics, çàäà÷à M2388  – íà

XI Îëèìïèàäå èìåíè È.Ô.Øàðûãèíà.

Çàäà÷è
ïî ìàòåìàòèêå è ôèçèêå

Çàäà÷è Ì2381–Ì2388, Ô2388–Ô2394

M2381. Â êîìïàíèè èç 25 ÷åëîâåê êàæäûé çíàêîì
ðîâíî ñ ÷åòûðüìÿ äðóãèìè. Îêàçàëîñü, ÷òî òðîéêó
ïîïàðíî çíàêîìûõ ëþäåé ìîæíî âûáðàòü k ñïîñîáàìè.
Íàéäèòå íàèáîëüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå k.

Ï.Êîæåâíèêîâ

M2382.  Äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî n. Áåñêîíå÷íàÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ÷èñåë 1 2, ,a a K  òàêîâà, ÷òî äëÿ ëþáîãî
íàòóðàëüíîãî k ÷èñëî k na +  ðàâíî êîëè÷åñòâó ðàçëè÷-
íûõ ÷èñåë ñðåäè ÷èñåë 1 1, , ,k k k na a a+ + -K  (íàïðèìåð,
äëÿ n = 3 âîçìîæíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 1, 5, 1, 2, 3, 3,
2, 2, 2, 1, 2, 2, 2, 1, …). Äîêàæèòå, ÷òî íà÷èíàÿ ñ
íåêîòîðîãî ÷ëåíà äàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðèî-
äè÷íà.

Ä.×àðûåâ

M2383.  à) Èçâåñòíî, ÷òî 2 1x yq p= + , ãäå x, p, q, y –
íàòóðàëüíûå, áîëüøèå 1, ïðè÷åì p è q – ïðîñòûå.
Ìîæåò ëè x îêàçàòüñÿ ñîñòàâíûì?
á) Â ðàâåíñòâå 2 1x yq p= -  ÷èñëà x, p, q – ïðîñòûå, à
y – íàòóðàëüíîå, áîëüøåå 1. ×åìó ìîæåò ðàâíÿòüñÿ p?

Â.Ñåíäåðîâ

M2384.  Â òðåóãîëüíèêå ABC âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü
êàñàåòñÿ ñòîðîíû BC â òî÷êå D . Ïóñòü bJ  è cJ  –
öåíòðû îêðóæíîñòåé, âïèñàííûõ â òðåóãîëüíèêè ABD
è ACD  ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî öåíòð îïèñàííîé
îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà b cAJ J  ëåæèò íà áèññåêòðèñå
óãëà BAC.

Ô.Èâëåâ

M2385.  Ïåòÿ âçÿë k êàðòî÷åê ( k > 1) è ïîêðàñèë
êàæäóþ ñ îäíîé ñòîðîíû ëèáî â êðàñíûé, ëèáî â
çåëåíûé öâåò. Çàòåì îí âûëîæèë ýòè êàðòî÷êè ïî êðóã ó
îêðàøåííûìè ñòîðîíàìè âíèç. Çà õîä Âàñÿ ìîæåò
óêàçàòü íà ëþáîå ìíîæåñòâî êàðòî÷åê è âûÿñíèòü,
ïðàâäà ëè, ÷òî íà êàðòî÷êàõ ýòîãî ìíîæåñòâà âñòðå÷à -
þòñÿ îáà öâåòà. Ïîñëå íåñêîëüêèõ õîäîâ îí äîëæåí

ëèáî óêàçàòü äâå ñîñåäíèå êàðòî÷êè ðàçíûõ öâåòîâ,
ëèáî äîêàçàòü, ÷òî âñå êàðòî÷êè îäíîöâåòíû. Çà êàêî å
íàèìåíüøåå ÷èñëî õîäîâ îí ãàðàíòèðîâàííî ìîæåò ýòî
ñäåëàòü?

È.Áîãäàíîâ, C.Âîë÷¸íêîâ, À.Øàïîâàëîâ

M2386 *. Îçåðî èìååò ôîðìó âûïóêëîãî ìíîãîóãîëüíè-
êà. Â íåêîòîðîé òî÷êå îçåðà íàõîäèòñÿ ëîäêà, à â
äðóãîé òî÷êå ðàñòåò âîäÿíàÿ ëèëèÿ. Åñëè â íåêîòîðûé
ìîìåíò ëîäêà íàõîäèòñÿ â òî÷êå A, òî çà îäèí øàã îíà
ìîæåò ïðîïëûòü ïî íàïðàâëåíèþ ê îäíîé èç âåðøèí B
ìíîãîóãîëüíèêà ðàññòîÿíèå, ðàâíîå AB/4. Äîêàæèòå,
÷òî ìîæíî âûáèðàòü íà êàæäîì øàãå âåðøèíû òàê,
÷òîáû ÷åðåç íåñêîëüêî øàãîâ ëîäêà îêàçàëàñü íà ðàñ-
ñòîÿíèè ìåíåå 1 ì îò ëèëèè.

Â.Èëüè÷åâ

M2387 *. Ïóñòü p – ïðîñòîå ÷èñëî, 1 2k k
kA = + +K

( )1 kp+ -K . Äîêàæèòå, ÷òî:
à) åñëè 7p ³  è k – íå÷åòíîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî 3 < k <
< p , òî 1 2k kkpA A- -  äåëèòñÿ íà 4p ;

á) åñëè 5p ³ , òî 2
1 2p pp A A- -  äåëèòñÿ íà 5p .

È.Âàéíøòåéí

M2388 *. Äàíû îêðóæíîñòü è ëåæàùèé âíóòðè íåå
ýëëèïñ ñ ôîêóñîì C. Íàéäèòå ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî
öåíòðîâ îïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêîâ ABC,
ãäå AB – õîðäà îêðóæíîñòè, êàñàþùàÿñÿ ýëëèïñà.

À.Çàñëàâñêèé

Ô2388.  Ñîëíöå, Çåìëÿ è Ëóíà «âûñòðîèëèñü» âäîëü
îäíîé ëèíèè. Êóäà íàïðàâëåíî óñêîðåíèå Ëóíû îò-
íîñèòåëüíî äàëåêèõ çâåçä? Êàêîâî îòíîøåíèå âåëè-
÷èí óñêîðåíèé Ëóíû â ìîìåíòû ëóííîãî è ñîëíå÷-
íîãî çàòìåíèé? Ðàññòîÿíèå îò Çåìëè äî Ñîëíöà L  =
= 150 ìëí êì, ðàññòîÿíèå îò Çåìëè äî Ëóíû D  =
= 380 òûñ. êì.

À.Ëóíèí
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Ðåøåíèÿ çàäà÷ Ì2366–Ì2373,
Ô2373–Ô2379

M2366.  Ñ íà÷àëà ó÷åáíîãî ãîäà Àíäðåé çàïèñûâàë ñâîè
îöåíêè ïî ìàòåìàòèêå. Ïîëó÷àÿ î÷åðåäíóþ îöåíêó
(2, 3, 4 èëè 5), îí íàçûâàë åå íåîæèäàííîé, åñëè äî
ýòîãî ìîìåíòà îíà âñòðå÷àëàñü ðåæå êàæäîé èç âñåõ
îñòàëüíûõ âîçìîæíûõ îöåíîê. (Íàïðèìåð, åñëè áû îí
ïîëó÷èë ñ íà÷àëà ãîäà ïîäðÿä îöåíêè 3,4,2,5,5,5,2,3 ,4,3,
òî íåîæèäàííûìè áûëè áû ïåðâàÿ ïÿòåðêà è âòîðàÿ
÷åòâåðêà.) Çà âåñü ó÷åáíûé ãîä Àíäðåé ïîëó÷èë
40 îöåíîê – ïî 10 ïÿòåðîê, ÷åòâåðîê, òðîåê è äâîåê
(íåèçâåñòíî, â êàêîì ïîðÿäêå). Ìîæíî ëè òî÷íî
ñêàçàòü, ñêîëüêî îöåíîê áûëè äëÿ íåãî íåîæèäàí-
íûìè?

Ðåøåíèå ñì. â ñòàòüå Å.Áàêàåâà «Ìàëü÷èêè, äåâî÷êè,
òàáëèöû, ãðàôû …» â ýòîì íîìåðå æóðíàëà.
M2367.  Äîêàæèòå, ÷òî â ëþáîì îïèñàííîì îêîëî
îêðóæíîñòè ìíîãîóãîëüíèêå íàéäóòñÿ òðè ñòîðîíû,
èç êîòîðûõ ìîæíî ñîñòàâèòü òðåóãîëüíèê.

Ïóñòü íàèáîëüøàÿ ñòîðîíà AB ìíîãîóãîëüíèêà êàñàåò-
ñÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòè â òî÷êå K , à BC è AD  –
ñîñåäíèå ñòîðîíû
(ñì. ðèñóíîê), ïóñòü
îíè êàñàþòñÿ îê-
ðóæíîñòè â òî÷êàõ
L  è M  ñîîòâåòñòâåí-
íî. Òîãäà BC >
> BL = BK , AD >
> AM = AK , çíà÷èò,
BC + AD > BK +
+ AK = AB . Ïîëó÷à-
åòñÿ, ÷òî íàèáîëü-
øèé èç îòðåçêîâ  AB,
AC è BC ìåíüøå
ñóììû äâóõ äðóãèõ, è, çíà÷èò, èç îòðåçêîâ AB, AC è BC
ìîæíî ñîñòàâèòü òðåóãîëüíèê.

Ò.Êàçèöûíà, Á.Ôðåíêèí

M2368.  Âíóòðè ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ïîñò-
ðîèëè äâå ðàâíûå îêðóæíîñòè òàê, ÷òî ïåðâàÿ êàñà-
åòñÿ îäíîãî èç êàòåòîâ è ãèïîòåíóçû, âòîðàÿ êàñà-

Ô2389.  Êîíöû îäíîðîäíîé öåïî÷êè äëèíîé L è ìàññîé
M  çàêðåïëåíû, è öåïî÷êà, ñîñòîÿùàÿ èç ìíîæåñòâà
çâåíüåâ, ñâîáîäíî âèñèò â âîçäóõå. Êàñàòåëüíûå ê
öåïî÷êå â ìåñòàõ êðåïëåíèÿ êîíöîâ ñîñòàâëÿþò ñ
ãîðèçîíòîì óãëû a  è b  ( a b> ). Êàêîâî íàòÿæåíèå
öåïî÷êè â ñàìîé íèæíåé åå òî÷êå? Êàêîâà ðàçíîñòü
óðîâíåé (ïî âåðòèêàëè) òî÷åê, â êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ
ñàìîå âåðõíåå è ñàìîå íèæíåå çâåíüÿ öåïî÷êè?

Ö.Ïî÷êèí

Ô2390.  Ãîðèçîíòàëüíàÿ ïëîñêàÿ ïîâåðõíîñòü ðàçäåëå-
íà ïðÿìîé ëèíèåé íà äâå ÷àñòè. Ïî îäíó ñòîðîíó îò
ïðÿìîé ïîâåðõíîñòü àáñîëþòíî ãëàäêàÿ, ïî äðóãóþ –
øåðîõîâàòàÿ, ïðè÷åì êîýôôèöèåíò òðåíèÿ m â êàæäîé
åå òî÷êå ïðîïîðöèîíàëåí ðàññòîÿíèþ îò ýòîé òî÷êè äî
ðàçäåëèòåëüíîé ïðÿìîé. Äâå îäèíàêîâûå ìàëåíüêèå
øàéáû äâèæóòñÿ ïîñòóïàòåëüíî ïî ãëàäêîé ÷àñòè ïî-
âåðõíîñòè ïåðïåíäèêóëÿðíî ðàçäåëèòåëüíîé ïðÿìîé è
îäíîâðåìåííî ïåðåñåêàþò åå. Êàêàÿ øàéáà îñòàíîâèòñÿ
ðàíüøå, åñëè ñêîðîñòü ïåðâîé øàéáû â 10 ðàç áîëüøå
ñêîðîñòè âòîðîé?

È.Àêóëè÷

Ô2391.  Äâà ïðîâîäÿùèõ äèñêà, çàðÿæåííûõ çàðÿäàìè
q è – q, ìîãóò äâèãàòüñÿ áåç òðåíèÿ â äëèííîì íåïðîâî-

äÿùåì öèëèíäðå, ðàñ-
ïîëîæåííîì ãîðèçîí-
òàëüíî (ñì. ðèñóíîê).
Ìåæäó äèñêàìè íàõî-
äèòñÿ íåêîòîðîå êîëè-
÷åñòâî ãåëèÿ, çà äèñêà-
ìè ãàçà íåò. Çàðÿäû
äèñêîâ ìãíîâåííî
óìåíüøàþò âäâîå, ïîñ-

ëå ÷åãî îæèäàþò ïðèõîäà ñèñòåìû â ðàâíîâåñèå. Ïðå-
íåáðåãàÿ òåïëîîáìåíîì, íàéäèòå, âî ñêîëüêî ðàç èçìå -
íÿòñÿ òåìïåðàòóðà ãàçà è ðàññòîÿíèå ìåæäó äèñêàìè.

À.×åðíîóöàí

Ô2392.  Íà ñòîëå íà âûñîêîé íåïðîâîäÿùåé ïîäñòàâêå
çàêðåïëåí ìàëåíüêèé øàðèê ñ çàðÿäîì Q. Íà äðóãîé
ïîäñòàâêå òàêîé æå âûñîòû, êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ íà
ðàññòîÿíèè L  îò ïåðâîé, çàêðåïëåí øàðíèð. Â øàðíèð
âñòàâëåí è ìîæåò ñâîáîäíî âðàùàòüñÿ íåâåñîìûé ñòåð-
æåíü, äëèíà êîòîðîãî ìíîãî ìåíüøå L . Íà êîíöàõ ýòîãî
ñòåðæíÿ çàêðåïëåíû äâà ìàëåíüêèõ øàðèêà ìàññîé m
êàæäûé ñ çàðÿäàìè + q è – q. Ðàññòîÿíèÿ îò øàðèêîâ äî
îñè âðàùåíèÿ îäèíàêîâû. Äèïîëü – äâà øàðèêà ñ
ðàçíûìè ïî çíàêàì çàðÿäàìè íà ñòåðæíå – ðàñêðóòèëè,
è îí íà÷àë áûñòðî âðàùàåòüñÿ. Ïåðèîä îáðàùåíèÿ
äèïîëÿ ðàâåí T. Çàðÿä Q è çàðÿäû + q è – q âñåãäà
íàõîäÿòñÿ â îäíîé è òîé æå ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè .
Ñ êàêîé ñðåäíåé ïî âðåìåíè ñèëîé âçàèìîäåéñòâóþò
òî÷å÷íûé çàðÿä è äèïîëü?

Ñ.Âàðëàìîâ

Ô2393.  Âàñÿ ïîëó÷èë òàêîå çàäàíèå: íà äëèííûé
äèýëåêòðè÷åñêèé öèëèíäð ñ âíåøíèì ðàäèóñîì R íà-
ìîòàòü òîíêóþ ïðîâîëîêó ôèêñèðîâàííîé äëèíû òàê,
÷òîáû â îäíîé èç òî÷åê íà îñè ñèììåòðèè öèëèíäðà
ìîæíî áûëî ñîçäàòü ìàêñèìàëüíóþ èíäóêöèþ ìàãíèò-
íîãî ïîëÿ ïðè ïðîïóñêàíèè ïî ïðîâîëîêå ôèêñèðîâàí-
íîãî ïîñòîÿííîãî òîêà. Êîãäà çàäàíèå áûëî âûïîëíåíî ,

îêàçàëîñü, ÷òî ìàêñèìàëüíàÿ òîëùèíà h âñåõ ñëîåâ
ïðîâîëîêè íà öèëèíäðå ðàâíà R. Êàêèì ïðè ýòîì
îêàçàëîñü ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó âèòêàìè
íàìîòêè âäîëü îñè öèëèíäðà?

Â.Ìàêñèìîâ

Ô2394.  Ñèììåòðè÷íàÿ òîíêàÿ ñîáèðàþùàÿ ëèíçà ñ
îïòè÷åñêîé ñèëîé D  = 1 äïòð ñäåëàíà èç ñòåêëà ñ
ïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ n = 3/2. Ëèíçà ñòîèò íà
ïîäñòàâêå ïîñðåäèíå îïòè÷åñêîé ñêàìüè, äëèíà êîòî-
ðîé L  = 4 ì. Íà êàêîì ìàêñèìàëüíîì ðàññòîÿíèè îò
ëèíçû íà åå ãëàâíîé îïòè÷åñêîé îñè íóæíî ïîìåñòèòü
íà ñêàìüþ î÷åíü ìàëåíüêèé èñòî÷íèê ñâåòà, ÷òîáû îäí î
èç åãî äåéñòâèòåëüíûõ èçîáðàæåíèé ïîïàëî â îäèí èç
ôîêóñîâ ëèíçû?
Ïîäñêàçêà.  Íà ãðàíèöå ðàçäåëà âîçäóõ–ñòåêëî ïðîèñ-
õîäèò ÷àñòè÷íîå îòðàæåíèå ñâåòà.

Â.Ñåðãååâ
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åòñÿ äðóãîãî êàòåòà è ãèïîòåíóçû, à åùå ýòè îêðóæ-
íîñòè êàñàþòñÿ äðóã äðóãà. Ïóñòü M è N – òî÷êè
êàñàíèÿ îêðóæíîñòåé ñ ãèïîòåíóçîé. Äîêàæèòå, ÷òî
ñåðåäèíà îòðåçêà MN ëåæèò íà áèññåêòðèñå ïðÿìîãî
óãëà òðåóãîëüíèêà .

Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ñåðåäèíà K  îòðåçêà MN
ðàâíîóäàëåíà îò êàòåòîâ AC è BC òðåóãîëüíèêà ABC.
Ïðîâåäåì îáùóþ êàñàòåëüíóþ l  ê äâóì îêðóæíîñòÿì
÷åðåç èõ òî÷êó êàñàíèÿ. Òàê êàê îêðóæíîñòè ðàâíû, ò î
îíè ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî l . Çíà÷èò, l  ïåðïåíäè-
êóëÿðíà ïðÿìîé AB è ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó K . Ïóñòü
l  ïåðåñåêàåò ïðÿìûå AC è BC â òî÷êàõ P è Q ñîîòâåò-
ñòâåííî (ðèñ. 1). Ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè AKP  è

QKB  î÷åâèäíî ïîäîáíû (óãëû PAK  è QBK  â ñóììå
äàþò 90° ), à òàê êàê èõ âïèñàííûå îêðóæíîñòè ðàâíû,
òî ýòè òðåóãîëüíèêè ðàâíû. Çíà÷èò, ðàâíû è èõ âûñî-
òû, îïóùåííûå èç îáùåé âåðøèíû K , ò.å. ðàññòîÿíèÿ
îò K  äî ïðÿìûõ AC è BC.
À âîò åùå îäíî ïðîñòîå ðåøåíèå. Ïðîâåäåì ÷åðåç
öåíòðû 1O  è 2O  îêðóæíîñòåé ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå
áëèæàéøèì êàòåòàì, äî ïåðåñå÷åíèÿ â òî÷êå L  (ðèñ. 2).
Óãëû 1 2O LO  è 1 2O KO  – ïðÿìûå, çíà÷èò, ÷åòûðåõ-

óãîëüíèê 1 2O LO K  – âïèñàííûé. Ïîýòîìó óãëû 1O LK
è 2O LK  ðàâíû êàê îïèðàþùèåñÿ íà ðàâíûå õîðäû.
Ñëåäîâàòåëüíî, LK  – áèññåêòðèñà óãëà 1 2O LO , ò.å.
òî÷êà K  ðàâíîóäàëåíà îò ïðÿìûõ 1O L  è 2O L , à çíà÷èò,
è îò ïðÿìûõ AC è BC (ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðÿìûìè

1O L  è AC, êàê è ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðÿìûìè 2O L  è
BC, ðàâíî ðàäèóñó èñõîäíûõ îêðóæíîñòåé).
Ïðèâåäåì åùå îäíî ðåøåíèå çàäà÷è, â êîòîðîì íå
èñïîëüçóåòñÿ ïîäîáèå.
Òî÷êà K  ðàâíîóäàëåíà îò öåíòðîâ îêðóæíîñòåé, à
çíà÷èò, ñóùåñòâóåò ïîâîðîò ñ öåíòðîì â òî÷êå K ,
ïåðåâîäÿùèé ïåðâóþ îêðóæíîñòü (êàñàþùóþñÿ êàòåòà
AC) âî âòîðóþ (êàñàþùóþñÿ êàòåòà BC). Î÷åâèäíî,
÷òî ýòî ïîâîðîò íà 90°. Ïðè ýòîì ïîâîðîòå ïðÿìàÿ AC
ïåðåõîäèò, âî-ïåðâûõ, â ïåðïåíäèêóëÿðíóþ ïðÿìóþ
(òàê êàê ïîâîðîò íà 90°). Âî-âòîðûõ, îíà ïåðåéäåò â

ïðÿìóþ, êàñàþùóþñÿ âòîðîé îêðóæíîñòè (òàê êàê AC
êàñàåòñÿ ïåðâîé îêðóæíîñòè). Èç ýòèõ äâóõ óñëîâèé
ñëåäóåò, ÷òî ïðÿìàÿ AC ïåðåéäåò â ïðÿìóþ BC. Çíà-
÷èò, ýòè äâå ïðÿìûå ðàâíîóäàëåíû îò öåíòðà ïîâîðîòà
K , è, òàêèì îáðàçîì, òî÷êà K  ëåæèò íà áèññåêòðèñå
óãëà ìåæäó ýòèìè ïðÿìûìè.

Å.Áàêàåâ
M2369.  Ãðèøà çàïèñàë íà äîñêå 100 ÷èñåë. Çàòåì îí
óâåëè÷èë êàæäîå ÷èñëî íà 1 è çàìåòèë, ÷òî ïðîèç-
âåäåíèå âñåõ 100 ÷èñåë íå èçìåíèëîñü. Îí îïÿòü
óâåëè÷èë êàæäîå ÷èñëî íà 1, è ñíîâà ïðîèçâåäåíèå
âñåõ ÷èñåë íå èçìåíèëîñü, è òàê äàëåå. Âñåãî Ãðèøà
ïîâòîðèë ýòó ïðîöåäóðó k ðàç, è âñå k ðàç ïðîèçâåäå -
íèå ÷èñåë íå ìåíÿëîñü. Íàéäèòå íàèáîëüøåå âîçìîæ-
íîå çíà÷åíèå k .

Îòâåò : 99.
Îöåíêà . Ïóñòü çàïèñàíû ÷èñëà 1 2 100, , ,a a aK . Ïîëî-
æèì 1i ib a a= - . Ìíîãî÷ëåí ñîòîé ñòåïåíè ( )P x =

( ) ( )1 100x b x b= + +K  íå ìîæåò ïðèíèìàòü îäíî çíà÷å-
íèå áîëåå 100 ðàç. Íî ïî óñëîâèþ îí ïðèíèìàåò îäíî
è òî æå çíà÷åíèå â òî÷êàõ 1a , 1 1a + , 1 2a + , …, 1a k+ .
Ñëåäîâàòåëüíî, 99k £ .
Ïðèìåð . Ïóñòü çàïèñàíû ÷èñëà –99, –98, …, – 1, 0.
Òîãäà ïðè ïðèáàâëåíèè ê íèì îò îäíîé äî 99 åäèíèö
ïðîèçâåäåíèå ïîëó÷åííûõ ÷èñåë ðàâíî íóëþ.

È.Áîãäàíîâ, Ë.Ìåäíèêîâ

M2370.  Ìîæíî ëè âñå íàòóðàëüíûå äåëèòåëè ÷èñëà
100! (âêëþ÷àÿ 1 è ñàìî ÷èñëî) ðàçáèòü: à) íà äâå
ãðóïïû; á) íà 100 ãðóïï òàê, ÷òîáû â ãðóïïàõ áûëî
îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî ÷èñåë è ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë
ïåðâîé ãðóïïû ðàâíÿëîñü ïðîèçâåäåíèþ ÷èñåë âòîðîé
ãðóïïû? â) Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå n, äëÿ êîòîðûõ
ìîæíî ðàçáèòü âñå äåëèòåëè ÷èñëà n íà äâå ãðóïïû
òàê, ÷òîáû â ãðóïïàõ áûëî îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî
÷èñåë è ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë ïåðâîé ãðóïïû ðàâíÿëîñü
ïðîèçâåäåíèþ ÷èñåë âòîðîé ãðóïïû .

Îòâåò : à) ìîæíî; á) ìîæíî; â) âñå íàòóðàëüíûå n, íå
ÿâëÿþùèåñÿ òî÷íûìè êâàäðàòàìè è íå ïðåäñòàâèìûå â
âèäå 4 1 2tp m+ , ãäå p – ïðîñòîå, m íàòóðàëüíîå, íå
êðàòíîå p, t  – öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå.
Îïèøåì íóæíîå ðàçáèåíèå äëÿ ïóíêòà á). Ïîñëå ýòîãî
äëÿ ðåøåíèÿ ïóíêòà à) áóäåò äîñòàòî÷íî îáúåäèíèòü
íåêîòîðûå 50 ãðóïï â îäíó ãðóïïó, à îñòàëüíûå 50
ãðóïï – â äðóãóþ.
Ïîêàæåì, ÷òî êîëè÷åñòâî äåëèòåëåé ÷èñëà 100! äåëèòñ ÿ
íà 200. Äåéñòâèòåëüíî, âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé êîëè-
÷åñòâà äåëèòåëåé ( ) ( )( ) ( )1 21 1 1kd n = a + a + a +K  íà-
òóðàëüíîãî ÷èñëà n, èìåþùåãî ðàçëîæåíèå

1 2
1 2

k
kn p p paa a= K , ãäå 1, , kp pK  – ðàçëè÷íûå ïðîñòûå

÷èñëà. Â ðàçëîæåíèå ÷èñëà 100! íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè
ïðîñòûå ÷èñëà 11, 23, 89, 97 âõîäÿò â 9-é, 4-é, 1-é ,
1-é ñòåïåíè ñîîòâåòñòâåííî, ïîýòîìó ( )100!d  äåëèòñÿ
íà 10 5 2 2 200× × × = .
Âñå äåëèòåëè ìîæíî ðàçáèòü íà ïàðû âèäà ( ), 100!x x
(ýòî âîçìîæíî, òàê êàê 100! íå ïîëíûé êâàäðàò) òàê,
÷òî ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë â êàæäîé ïàðå ðàâíî 100!,
ïðè÷åì êîëè÷åñòâî òàêèõ ïàð êðàòíî 100. Çàòåì ðàçî-
áüåì âñå äåëèòåëè ÷èñëà 100! íà 100 ãðóïï òàê, ÷òîá û

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2
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â êàæäîé ãðóïïå îêàçàëîñü îäèíàêîâîå ÷èñëî ïàð.
Òåïåðü ðåøèì ïóíêò â). Åñëè ( )d n  äåëèòñÿ íà 4, òî
ìîæíî èñïîëüçîâàòü èäåþ êîíñòðóêöèè èç çàäà÷è á): â
ýòîì ñëó÷àå âñå äåëèòåëè ìîæíî ðàçáèòü íà ÷åòíîå
÷èñëî ïàð âèäà ( ),x n x . Êîëè÷åñòâî äåëèòåëåé ( )d n
÷èñëà 1 2

1 2
k

kn p p paa a= K  äåëèòñÿ íà 4, åñëè ñðåäè ïîêà-
çàòåëåé ia  åñòü õîòÿ áû äâà íå÷åòíûõ èëè õîòÿ áû îäíî
÷èñëî âèäà 4t  + 3.
Îñòàåòñÿ ðàçîáðàòü ñëó÷àè, êîãäà âñå ia  ÷åòíû, ò.å. n
– òî÷íûé êâàäðàò, è êîãäà âñå ia  ÷åòíû, çà èñêëþ÷å-
íèåì îäíîãî ïîêàçàòåëÿ âèäà 4 t  + 1. Â ïåðâîì ñëó÷àå
íóæíîãî ðàçáèåíèÿ íå ñóùåñòâóåò, ïîòîìó ÷òî ( )d n
íå÷åòíî.
Ðàññìîòðèì âòîðîé ñëó÷àé: 4 1 2tn p m+= , ãäå m íå
äåëèòñÿ íà ïðîñòîå p. Âñå äåëèòåëè ÷èñëà n ðàçáèâàþò-
ñÿ íà ñåðèè âèäà q, pq, 2p q , …, 4 1tp q+ , ãäå q ïðîáåãàåò
äåëèòåëè ÷èñëà 2m . Â ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë êàæäîé
ñåðèè p âõîäèò ñ íå÷åòíûì ïîêàçàòåëåì 1 + 2 + ...

( ) ( )( )4 1 4 1 2 1t t t+ + = + +K , à ÷èñëî ñåðèé òîæå íå÷åò-

íî (ïîñêîëüêó ( )2d m  íå÷åòíî). Ñëåäîâàòåëüíî, ñòå-
ïåíü âõîæäåíèÿ p â ïðîèçâåäåíèå âñåõ äåëèòåëåé ÷èñëà
n íå÷åòíà, çíà÷èò, íóæíîå ðàçáèåíèå íåâîçìîæíî.
Çàìå÷àíèå . Åñëè â óñëîâèè çàäà÷è â) ñíÿòü îãðàíè÷å-
íèå ïðî êîëè÷åñòâî ÷èñåë â ãðóïïàõ (ò.å. âñå äåëèòå ëè
÷èñëà n òðåáóåòñÿ ïðîñòî ðàçáèòü íà äâå ãðóïïû ñ
ðàâíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè), òî ê îòâåòó çàäà÷è â)
äîáàâÿòñÿ åùå òî÷íûå 4-å ñòåïåíè.

Ì.Ìàëêèí

M2371. à) Íàçîâåì öåíòðîì òðåõêëåòî÷íîãî óãîëêà
òî÷êó, ïðèíàäëåæàùóþ âñåì òðåì åãî êëåòêàì.
Øàõìàòíóþ äîñêó 99 99´  ïîëíîñòüþ ïîêðûëè òðåõ-
êëåòî÷íûìè óãîëêàìè áåç íàëîæåíèé, ïîñëå ÷åãî êàæ-
äûé óãîëîê ïîâåðíóëè âîêðóã ñâîåãî öåíòðà íà 90°  (â
ëþáîì íàïðàâëåíèè). Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ýòîì êà-
êàÿ-òî êëåòêà äîñêè îêàçàëàñü íåïîêðûòîé íè îäíèì
óãîëêîì.
á) Ðåøèòå òó æå çàäà÷ó, åñëè êàæäûé óãîëîê ðàçðå-
øàåòñÿ ïîâåðíóòü âîêðóã ñâîåãî öåíòðà íà 90°  èëè íà
180° .

à) Ðàñêðàñèì äîñêó â äâà öâåòà â øàõìàòíîì ïîðÿäêå
òàê, ÷òîáû óãëîâûå êëåòêè áûëè ÷åðíûìè. Òîãäà
÷åðíûõ êëåòîê áóäåò íå÷åòíîå êîëè÷åñòâî, à áåëûõ –
÷åòíîå. Íàçîâåì óãîëîê áåëûì (ñîîòâåòñòâåííî, ÷åð-
íûì), åñëè â íåì äâå áåëûå (ñîîòâåòñòâåííî, ÷åðíûå)
êëåòêè. Ïóñòü áåëûõ óãîëêîâ b, à ÷åðíûõ ñ. Òîãäà
êîëè÷åñòâî ÷åðíûõ êëåòîê ðàâíî b + 2c, à áåëûõ
2b + c, îòêóäà b íå÷åòíî, à c – ÷åòíî. Ïîñëå îïèñàííûõ
â óñëîâèè ïîâîðîòîâ áåëûå óãîëêè ñòàíóò ÷åðíûìè è
íàîáîðîò, çíà÷èò, ÷åðíûõ óãîëêîâ ñòàíåò ÷åòíîå êîëè -
÷åñòâî. Íî åñëè áû ïîâåðíóòûå óãîëêè ïîêðûâàëè âñþ
äîñêó, ÷åðíûõ óãîëêîâ äîëæíî áûëî áû áûòü íå÷åòíîå
êîëè÷åñòâî.
á) Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ðàññìîòðèì èñõîäíóþ
êîíôèãóðàöèþ óãîëêîâ. Äëÿ óãîëêà X îáîçíà÷èì ÷åðåç

( )c X  åãî öåíòð, à ÷åðåç ( )f X  – (åäèíñòâåííóþ)
êëåòêó ñ âåðøèíîé ( )c X , íå ëåæàùóþ â X. Çàìåòèì,
÷òî ïîñëå ïîâîðîòà X íàêðîåò ( )f X . Äëÿ êàæäîãî
óãîëêà X ïðîâåäåì ñòðåëêó èç ( )c X  â öåíòð óãîëêà,

êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò ( )f X ; ïîëó÷èòñÿ îðèåíòèðî-
âàííûé ãðàô ñ âåðøèíàìè â öåíòðàõ óãîëêîâ (ÿñíî, ÷ò î
êàæäàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì íå áîëåå ÷åì îäíîãî
óãîëêà). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â êàêóþ-òî âåðøèíó ( )c Y
âõîäÿò äâå ñòðåëêè – èç ( )1c X  è èç ( )2c X . Ïîñëå
ïîâîðîòà óãîëîê 1X  íàêðîåò ( )1f X , óãîëîê 2X  íàêðîåò

( )2f X , à óãîëîê Y  çàéìåò òðè êëåòêè, ñîäåðæàùèå
( )c Y . Çíà÷èò, ýòè óãîëêè íàêðîþò 5 êëåòîê, ñîäåðæà-

ùèõ ( )c Y , ÷òî íåâîçìîæíî. Çíà÷èò, èç êàæäîé âåðøè-
íû èñõîäèò ðîâíî îäíà ñòðåëêà è âõîäèò íå áîëåå îäí îé
ñòðåëêè. Òîãäà íàø ãðàô ðàçáèâàåòñÿ íà öèêëû. Êðîìå
òîãî, åñëè ðåáðî èç ( )c X  èäåò â ( )c Y  ïî ñòîðîíå
êëåòêè (à íå ïî äèàãîíàëè), òî X è Y  ïîêðûâàþò âñå 6
êëåòîê, ñìåæíûõ ñ ( )c X  è ( )c Y . Çíà÷èò, îíè îáðàçóþò
ïðÿìîóãîëüíèê 2 3´  è èç ( )c Y  èäåò ñòðåëêà â ( )c X .
Èòàê, âñå ðåáðà ïî ñòîðîíàì êëåòîê ðàçáèëèñü íà
öèêëû äëèíû 2. Îñòàëüíûå ðåáðà èäóò ïî äèàãîíàëÿì;
â êàæäîì öèêëå èç òàêèõ ðåáåð ÷åòíîñòü àáñöèññ
öåíòðîâ ÷åðåäóåòñÿ, çíà÷èò, ýòè öèêëû òàêæå ÷åòíû.
Èòîãî, îáùåå ÷èñëî âåðøèí ÷åòíî; îäíàêî îíî ðàâíî

299 3 . Ïðîòèâîðå÷èå.
À.Ãðèáàëêî

M2372 *. Äàíà ñôåðà W  è òî÷êà P âíóòðè íåå. ×åðåç
P ïðîâîäÿòñÿ òðè ïîïàðíî ïåðïåíäèêóëÿðíûå õîðäû
AA¢, BB¢ è CC¢. Òî÷êè X, X ¢ – ïðîåêöèè òî÷êè P íà
ïëîñêîñòè ABC è A B C¢ ¢ ¢. Äîêàæèòå, ÷òî âñå ïðÿìûå
XX ¢ ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó òî÷êó .

Ïóñòü 2PA PA PB PB PC PC r¢ ¢ ¢× = × = × = . Âûïîëíèì
ïðåîáðàçîâàíèå: èíâåðñèþ îòíîñèòåëüíî ñôåðû W
ðàäèóñà r ñ öåíòðîì P, à çàòåì öåíòðàëüíóþ ñèììåòðèþ
ñ öåíòðîì P – òàê ÷òî W  ïåðåõîäèò â ñåáÿ, à òî÷êè A
è A¢, B è B¢, C è C¢ ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè. (Î ñâîéñòâàõ
èíâåðñèè ìîæíî ïðî÷èòàòü â ñòàòüå Â.Óðîåâà «Èíâåð-
ñèÿ» â «Êâàíòå» ¹5 çà 1984 ãîä èëè â ñòàòüå Â.Àðíîë ü-
äà «Èíâåðñèÿ â öèëèíäðè÷åñêèõ çåðêàëàõ ìåòðî» â
«Êâàíòå» ¹5 çà 2010 ãîä.)
Òî÷êà X ¢ ïðè èíâåðñèè ïåðåõîäèò â òî÷êó ñôåðû
PABC, äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíóþ òî÷êå P, ò.å. â
ïðîòèâîïîëîæíóþ äëÿ P âåðøèíó ïàðàëëåëåïèïåäà,
ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ PA

uuur
, PB

uuur
, PC

uuur
. Ïóñòü ýòî

òî÷êà Z, òîãäà PZ PA PB PC= + +
uuur uuur uuur uuur

. Ïóñòü, àíàëîãè÷-
íî, òî÷êà Z¢ òàêîâà, ÷òî PZ PA PB PC¢ ¢ ¢ ¢= + +

uuuur uuuur uuuur uuuur
. Èìååì

(ñ ó÷åòîì ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè âåêòîðîâ PA
uuur

, PB
uuur

,
PC
uuur

)

( )22OZ OP PA PB PC= + + + =
uuur uuur uuur uuur

= 2 2 2 2OP OP PA OP PB OP PC+ × + × + × +
uuur uuur uuur uuur uuur uuur

+ ( )2 2 2 2 22PA PB PC OP OP PA PA+ + = + × + +
uuur uuur

+ ( )2 22OP OP PB PB+ × + +
uuur uuur

+ ( )2 2 22 2OP OP PC PC OP+ × + - =
uuur uuur

= 2 2 2 2 2 22 3 2OA OB OC OP R OP+ + - = - .

Ïîëó÷àåì, ÷òî OZ è, àíàëîãè÷íî, OZ¢ ðàâíû îäíîé è
òîé æå âåëè÷èíå m, íå çàâèñÿùåé îò òðîéêè õîðä.
Äàëåå, ïóñòü 0 0 0, ,A B C  – ñåðåäèíû õîðä, èëè ïðîåê-
öèè O íà AA¢, BB¢, CC¢ ñîîòâåòñòâåííî. Â ñèëó
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ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè õîðä,

0 0 0PO PA PB PC= + + =
uuuur uuuur uuuur uuuur

= ( ) 2PA PA PB PB PC PC¢ ¢ ¢+ + + + + =
uuur uuuur uuur uuuur uuur uuuur ( ) 2PZ PZ ¢+

uuur uuuur
,

çíà÷èò, O – ñåðåäèíà ZZ¢. Îêðóæíîñòè PZZ¢, ÿâëÿ-
þùèåñÿ îáðàçîì ïðÿìûõ XX ¢ ïðè íàøåì ïðåîáðàçîâà-
íèè, ïðîõîäÿò ÷åðåç ôèêñèðîâàííóþ òî÷êó, à èìåííî –
÷åðåç òî÷êó Q íà ïðîäîëæåíèè îòðåçêà PO çà òî÷êó O
òàêóþ, ÷òî 2OQ OP m× = . Çíà÷èò, è ïðÿìûå XX ¢
ïðîõîäÿò ÷åðåç ôèêñèðîâàííóþ òî÷êó.

À.Çàñëàâñêèé

M2373 *. Â íåêîòîðîì ãîñóäàðñòâå öåíÿòñÿ çîëîòîé è
ïëàòèíîâûé ïåñîê. Çîëîòî ìîæíî ìåíÿòü íà ïëàòè-
íó, à ïëàòèíó – íà çîëîòî ïî êóðñó, êîòîðûé îïðåäå-
ëÿåòñÿ íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè g è p òàê: x ãðàììîâ
çîëîòîãî ïåñêà ðàâíîöåííû y ãðàììàì ïëàòèíîâîãî,
åñëè xg = yp (÷èñëà x è y ìîãóò áûòü íåöåëûìè).
Ñåé÷àñ ó áàíêèðà åñòü ïî êèëîãðàììó çîëîòîãî è
ïëàòèíîâîãî ïåñêà, à g = p = 1001. Ãîñóäàðñòâî
îáåùàåò êàæäûé äåíü óìåíüøàòü îäíî èç ÷èñåë g è p
íà åäèíèöó, òàê ÷òî ÷åðåç 2000 äíåé îíè îáà ñòàíóò
åäèíèöàìè; íî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óìåíüøåíèé íåèç-
âåñòíà. Ìîæåò ëè áàíêèð êàæäûé äåíü ìåíÿòü ïåñîê
òàê, ÷òîáû â êîíöå ãàðàíòèðîâàííî ïîëó÷èòü õîòÿ
áû ïî 2 êã êàæäîãî ïåñêà?

Îòâåò : íå ìîæåò.
Äîêàæåì, ÷òî åñëè âíà÷àëå ó áàíêèðà ïî 1 êã êàæäîãî
ïåñêà è g = p = k , òî â êîíöå õîòÿ áû îäíîãî ïåñêà áóäåò
íå áîëüøå 2 1 k-  êã. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü,

÷òî åñëè âíà÷àëå ó áàíêèðà ïî 
2 1

k
k -

 êã ïåñêà, òî â

êîíöå îí íå ìîæåò ïîëó÷èòü êàæäîãî ïåñêà áîëüøå ÷åì
ïî êèëîãðàììó.
Íàçîâåì ñîñòîÿíèåì  áàíêèðà ÷èñëî S = Gp + Pg , åñëè
ó íåãî G êã çîëîòà è P êã ïëàòèíû. Çàìåòèì, ÷òî â
ðåçóëüòàòå îáìåíà ïåñêà ïî êóðñó ñîñòîÿíèå íå ìåíÿå ò-
ñÿ. Ïîêàæåì èíäóêöèåé ïî ÷èñëó äíåé, ÷òî íàèáîëüøåå
ãàðàíòèðîâàííîå ñîñòîÿíèå áàíêèðà â äåíü, êîãäà êóð -

ñû ðàâíû g è p, íå ïðåâîñõîäèò 
2

1
gp

g p+ -
.

Â íà÷àëüíûé äåíü ýòî òàê.
Ïóñòü â íåêîòîðûé äåíü ýòî òàê. ßñíî, ÷òî ïðè ýòîì

ëèáî 
1

2
g

Gp
g p

-
³

+ -
S, ëèáî 

1
2

p
Pg S

g p
-

³
+ -

. (Îáà íå-

ðàâåíñòâà âûïîëíåíû îäíîâðåìåííî òîëüêî â ñëó÷àå,
êîãäà îáà ïðåâðàùàþòñÿ â ðàâåíñòâà.)
Ïóñòü âûïîëíåíî ïåðâîå íåðàâåíñòâî, ò.å.

1
2

g S
G

g p p
-

³ ×
+ -

. Òîãäà ãîñóäàðñòâî óìåíüøèò p íà 1

(ñëó÷àé g > p  = 1 áóäåò ðàçîáðàí íèæå). Ïðè ýòîì èç
ñîñòîÿíèÿ âû÷òåòñÿ G, ò.å. îíî ñòàíåò ðàâíî

1
2

g S
S G p

g p p

æ ö-
- £ - × =ç ÷

+ -è ø

2 2 1
2

pg p p g S
g p p

+ - - +
× =

+ -

= 
( )( ) ( )

( )
1 1 2 12

1 1 1 1

p p g g pg
g p g p g p

- + - -
× £

+ - + - + - -
,

÷òî è òðåáîâàëîñü.

Ô2373.  Ïî ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè ïîëçóò ñ
ïîñòîÿííûìè ñêîðîñòÿìè äâà æóêà: ñèíèé è êðàñíûé.
Âàíÿ ïîñòðîèë ãðàôèêè çàâèñèìîñòåé êîîðäèíàò
æóêîâ îò âðåìåíè (ñì. ðèñóíîê). Ïî ãîðèçîíòàëüíûì

îñÿì îòëîæåíî âðåìÿ (â ÷àñàõ è ìèíóòàõ), à ïî
âåðòèêàëüíûì – ðàññòîÿíèÿ (â ñàíòèìåòðàõ) îò
æóêîâ äî íà÷àëà êîîðäèíàò â íàïðàâëåíèÿõ íà ñåâåð
(N) è íà âîñòîê (E). Ëèíèè äëÿ êðàñíîãî æóêà –
êðàñíûå, à äëÿ ñèíåãî – ñèíèå. Â êàêîé ìîìåíò
ðàññòîÿíèå ìåæäó æóêàìè áûëî ñàìûì ìàëåíüêèì?
Êàêèì áûëî ýòî ðàññòîÿíèå?

Ñêîðîñòè æóêîâ â ïðîåêöèÿõ íà îñè N,E ðàâíû
+5 ñì/ìèí è +10 ñì/ìèí äëÿ ñèíåãî æóêà,
–5 ñì/ìèí è –10 ñì/ìèí äëÿ êðàñíîãî æóêà. Åñëè
ïåðåñåñòü â ñèñòåìó îòñ÷åòà, â êîòîðîé îäèí èç æó-
êîâ, íàïðèìåð êðàñíûé, ïîêîèòñÿ, è íà÷àëî êîîðäè-
íàò âûáðàòü â ìåñòå íàõîæäåíèÿ ýòîãî æóêà, òî â
íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè êîîðäèíàòû äðóãîãî, ò.å.
ñèíåãî, æóêà â íîâîé ñèñòåìå îòñ÷åòà ðàâíû 0 è
–200 ì, à ïðîåêöèè ñêîðîñòè â ýòîé ñèñòåìå ðàâíû
+10 ñì/ìèí è +20 ñì/ìèí. Êâàäðàò ðàññòîÿíèÿ L
ìåæäó æóêàìè çàâèñèò îò âðåìåíè è ðàâåí

( ) ( )2 22 10 200 20L t t= + - + .

Ìèíèìóìó êâàäðàòà ðàññòîÿíèÿ ñîîòâåòñòâóåò è ìèíè-
ìóì ðàññòîÿíèÿ ìåæäó æóêàìè. Ýòîò ìèíèìóì äîñòè-
ãàåòñÿ ïðè t  = 8 ìèí, ò.å. â ìîìåíò âðåìåíè 12:08.
Ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó æóêàìè ðàâíî

min 8000 ñì 89,4 ñìL = » .
Â.Æóêîâ

Ô2374.  Ìàëåíüêàÿ áóñèíêà ìàññîé m íàäåòà íà
òîíêóþ ïðîâîëîêó è ñêîëüçèò áåç òðåíèÿ âäîëü ýòîé
ïðîâîëîêè, çàìêíóòîé â êîëüöî, èìåþùåå ôîðìó ýë-
ëèïñà. Ïëîñêîñòü êîëüöà âåðòèêàëüíà, äëèííàÿ ïîëó-

Ñëó÷àé, êîãäà âûïîëíåíî âòîðîå íåðàâåíñòâî, â ÷àñò-
íîñòè ñëó÷àé g > p  = 1, ðàçáèðàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
Â èòîãå, â ïîñëåäíèé äåíü ( g = p = 1) ñîñòîÿíèå áóäåò
íå áîëüøå 2, à çíà÷èò, êîëè÷åñòâî êàêîãî-òî ïåñêà á óäåò
íå áîëüøå êèëîãðàììà.
Çàìå÷àíèå . Ïîëó÷åííàÿ îöåíêà – òî÷íàÿ. Åñëè áàíêèð
êàæäûé äåíü áóäåò äåëàòü òàê, ÷òîáû ìàññû çîëîòîãî è
ïëàòèíîâîãî ïåñêîâ îòíîñèëèñü êàê ( ) ( )1 : 1g g p p- -
(÷òî âîçìîæíî), òî åãî ñîñòîÿíèå êàæäûé äåíü áóäåò

ðàâíÿòüñÿ 
2

1
gp

g p+ -
. Â ÷àñòíîñòè, â ïîñëåäíèé äåíü ó

íåãî áóäåò ðîâíî äâà êèëîãðàììà ïåñêà è îí ñìîæåò å ãî
îáìåíÿòü òàê, ÷òî êàæäîãî ñîðòà áóäåò ïî 1 êã.

È.Áîãäàíîâ, Ë.Ìåäíèêîâ
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îñü ýëëèïñà âåðòèêàëüíà è èìååò ðàçìåð à, à êîðîò-
êàÿ ïîëóîñü ýëëèïñà ãîðèçîíòàëüíà è èìååò ðàçìåð
b. Ñêîðîñòü äâèæåíèÿ áóñèíêè â âåðõíåé òî÷êå
êîëüöà ðàâíà v. Êàêîâà ïî âåëè÷èíå ñèëà, ñ êîòîðîé
ïðîâîëîêà äåéñòâóåò íà áóñèíêó â òî÷êàõ òðàåêòî-
ðèè: 1) âåðõíåé; 2) íèæíåé; 3) êðàéíåé ïî ãîðèçîí-
òàëè?

Ââåäåì îñè êîîðäèíàò x è y òàê, ÷òîáû ýëëèïñ
îïèñûâàëñÿ óðàâíåíèåì

2 2

2 2 1
x y

a b
+ = .

Î÷åâèäíî, ÷òî êðèâèçíà òðàåêòîðèè ìàêñèìàëüíà è
ìèíèìàëüíà â òî÷êàõ, â êîòîðûõ y = 0 è x = 0
ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ðàâåíñòâå íóëþ îäíîé èç êîîðäè-
íàò âòîðàÿ êîîðäèíàòà âáëèçè ýòîé òî÷êè çàâèñèò îò
âðåìåíè t  ïî êâàäðàòè÷íîìó çàêîíó. Åñëè, íàïðèìåð,
y = 0 è áóñèíêà íàõîäèòñÿ â âåðõíåé òî÷êå êîëüöà, òî
dy dt v= . Â ýòîì ñëó÷àå

2 2 2
2

2 2 2

1
1 1

2 2

y y av
x a a a t

b b b

æ ö
= - » - = -ç ÷ç ÷

è ø
.

Òàêàÿ çàâèñèìîñòü êîîðäèíàòû îò âðåìåíè ñîîòâåò-
ñòâóåò äâèæåíèþ ñ óñêîðåíèåì, êîòîðîå íàïðàâëåíî
âíèç è ðàâíî ïî ìîäóëþ 2 2av b . Ýòî óñêîðåíèå
îáåñïå÷èâàåòñÿ äåéñòâèåì íà áóñèíêó äâóõ íàïðàâëåí-
íûõ âíèç ñèë – ñèëû òÿæåñòè mg è ñèëû 1N  ñî ñòîðîíû
ïðîâîëîêè:

2

1 2

av
N mg m

b
+ = .

Îòñþäà íàõîäèì
2

1 2

av
N m g

b

æ ö
= -ç ÷ç ÷

è ø
.

Â íèæíåé òî÷êå êâàäðàò ñêîðîñòè áóñèíêè, â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè, áóäåò äðóãèì:

( )2 2
2 4v v ga= + .

Ïîýòîìó íàïðàâëåííàÿ ââåðõ ñèëà ñî ñòîðîíû áóñèíêè
áóäåò ðàâíà

( )2

2 2

4a v ga
N m g

b

æ ö+
ç ÷= +
ç ÷
è ø

.

Â ñàìîé êðàéíåé ïî ãîðèçîíòàëè òî÷êå êâàäðàò ñêîðî-
ñòè áóñèíêè ðàâåí

( )2 2
3 2v v ga= + ,

óñêîðåíèå áóñèíêè â ýòîì ìåñòå èìååò âåðòèêàëüíóþ
( g) è ãîðèçîíòàëüíóþ ( 2

3v b ) ñîñòàâëÿþùèå. Ãîðèçîí-
òàëüíóþ ñîñòàâëÿþùóþ îáåñïå÷èâàåò ñèëà ñî ñòîðîíû
ïðîâîëîêè, ðàâíàÿ

2

3
2v ga

N m
b

+
= .

Ñ.Âàðëàìîâ

Ô2375.  «Äîëåòàéòå äî ñàìîãî Ñîëíöà è äîìîé âîç-
âðàùàéòåñü ñêîðåé!» – íà çàðå êîñìè÷åñêîé ýðû
áûëà ñëîæåíà ïåñíÿ ñ òàêîé ñòðî÷êîé. Êàêîå ìè-
íèìàëüíîå âðåìÿ òðåáóåòñÿ äëÿ ïîëåòà êîñìè÷åñ-

êîãî êîðàáëÿ ê Ñîëíöó è îáðàòíî, åñëè äâèãàòåëè
êîðàáëÿ ðàáîòàþò òîëüêî âáëèçè Çåìëè íà ñòàðòå
è ôèíèøå?

×òîáû êîñìè÷åñêèé êîðàáëü ïðîëåòåë ñîâñåì áëèçêî îò
Ñîëíöà, íî íå óïàë íà íåãî, åìó íóæíî ïî îòíîøåíèþ
ê Çåìëå íà äîñòàòî÷íî áîëüøîì óäàëåíèè îò íåå èìåòü
ñêîðîñòü ïîðÿäêà 30 êì/ñ. Òîãäà ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
îòíîñèòåëüíî äàëåêèõ çâåçä è öåíòðà Ñîëíöà (â ñèñòå ìå
îòñ÷åòà Êîïåðíèêà) êîðàáëü ïî÷òè îñòàíîâèëñÿ. ×òîáû
êîðàáëü âñå-òàêè íå óïàë íà Ñîëíöå, òðàåêòîðèÿ êîðà á-
ëÿ äîëæíà áûòü ñèëüíî âûòÿíóòûì ýëëèïñîì ñ áîëüøîé
îñüþ, ïî÷òè ðàâíîé ðàññòîÿíèþ L  îò Çåìëè äî Ñîëíöà
( L = 150 ìëí êì = 1 à.å.), â îäíîì èç ôîêóñîâ êîòîðîãî
íàõîäèòñÿ Ñîëíöå. Êîðàáëü ïðîëåòèò âîçëå Ñîëíöà è
ñíîâà ñìîæåò óäàëèòüñÿ îò íåãî íà ðàññòîÿíèå, ðàâíî å
ðàññòîÿíèþ îò Çåìëè äî Ñîëíöà. Ïåðèîä t  äâèæåíèÿ
êîðàáëÿ ïî òàêîé òðàåêòîðèè ìîæíî íàéòè, âîñïîëüçî-
âàâøèñü òðåòüèì çàêîíîì Êåïëåðà:

( )

2 2

3 32

T t

L L
= , è 

8

T
t = ,

ãäå T – ýòî ïåðèîä îáðàùåíèÿ Çåìëè âîêðóã Ñîëíöà, ò.å.
îäèí ãîä. Òàêèì îáðàçîì, ïåðèîä äâèæåíèÿ êîðàáëÿ,
åñëè íå âêëþ÷àòü äâèãàòåëè, ïðèìåðíî â òðè ðàçà
ìåíüøå ãîäà. ×òîáû êîðàáëü è Çåìëÿ ñíîâà îêàçàëèñü íà
ìàëîì (â ñðàâíåíèè ñ 1 à.å.) ðàññòîÿíèè, äîëæåí ïðî é-
òè 1 ãîä. Çà ýòîò ãîä êîðàáëü òðèæäû ïðîëåòèò âîçëå
Ñîëíöà.
Îäíàêî, ïî-âèäèìîìó, ýòî íå ñàìîå ìàëîå âîçìîæíîå
âðåìÿ ïóòåøåñòâèÿ. Âåäü äëÿ èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè êî-
ðàáëÿ è, ñîîòâåòñòâåííî, åãî òðàåêòîðèè ìîæíî âîñïî ëü-
çîâàòüñÿ «ïîìîùüþ» ïëàíåò, êîòîðûå ðàñïîëîæåíû
áëèæå ê Ñîëíöó, ÷åì Çåìëÿ. Ýòè ïëàíåòû – Ìåðêóðèé
è Âåíåðà. Åñëè êîðàáëü ïðîëåòàåò âáëèçè ìàññèâíîé
ïëàíåòû, òî ñèëà åå ïðèòÿæåíèÿ ìåíÿåò ñêîðîñòü êîðà á-
ëÿ. Òàêîå âîçäåéñòâèå ïëàíåòû íà êîñìè÷åñêèé êîðàáë ü
íàçûâàåòñÿ ãðàâèòàöèîííûì ìàíåâðîì. Â ÷àñòíîñòè,
òàêèìè ìàíåâðàìè ìåíÿëàñü ñêîðîñòü êîñìè÷åñêîãî àï-
ïàðàòà Âîÿäæåð-2, êîòîðûé ïðîëåòàë âáëèçè Þïèòåðà,
Ñàòóðíà, Óðàíà è Íåïòóíà. Ïðåäëàãàåì çàèíòåðåñîâàâ-
øèìñÿ ÷èòàòåëÿì ðàññ÷èòàòü (âîçìîæíî, ñ ïðèìåíåíèåì
äîìàøíåãî êîìïüþòåðà) òàêèå ìàíåâðû. Ïðè÷åì ìîæíî
íå îãðàíè÷èâàòüñÿ ïîñòàâëåííîé ÷èñòî ìåõàíè÷åñêîé
ïðîáëåìîé, à ïîïûòàòüñÿ ðåøèòü è çàäà÷ó «âûæèâàíèÿ»
òàêîãî êîñìè÷åñêîãî êîðàáëÿ â îêðåñòíîñòÿõ Ñîëíöà,
ãäå íàâåðíÿêà î÷åíü æàðêî.

Ä.Ñîëíöåâ

Ô2376.  Â îãðîìíîé äëèííîé ãîðèçîíòàëüíîé òðóáå
êâàäðàòíîãî ñå÷åíèÿ, êîòîðàÿ ðàçáèòà íà òðè «êàìå-
ðû» äâóìÿ òîëñòûìè ïîðøíÿìè, åñòü öåíòðàëüíàÿ
êàìåðà è äâå áîêîâûå, äîñòàòî÷íî äëèííûå (ñì. ðèñó-
íîê). Äâå ñòåíêè òðóáû âåðòèêàëüíû è äâå ñòåíêè
ãîðèçîíòàëüíû. Ñòåíêè è ïîðøíè òåïëî íå ïðîâîäÿò.
Öåíòðàëüíàÿ êàìåðà ïî÷òè äîâåðõó çàïîëíåíà âîäîé,
à íàä âîäîé íàõîäèòñÿ âîçäóõ ïðè àòìîñôåðíîì äàâëå-
íèè. Äàâëåíèå â ëåâîé è ïðàâîé êàìåðàõ âñå âðåìÿ
àòìîñôåðíîå. Òðåíèÿ ìåæäó ïîðøíÿìè è ñòåíêàìè
òðóáû íåò. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò ïîðøíè è âîäà
íåïîäâèæíû, ðàññòîÿíèå ìåæäó ïîðøíÿìè ðàâíî 40 ì.
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Ïîðøíè îòïóñêàþò, è â òå÷åíèå íåêîòîðîãî âðåìåíè
ñèñòåìà ïåðåõîäèò â íîâîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ.
Ñ÷èòàÿ, ÷òî òåìïåðàòóðà â íà÷àëå è â êîíöå îäèíà-
êîâà è ðàâíà 81 C° , âû÷èñëèòå âûñîòó óðîâíÿ âîäû â
êîíå÷íîì ñîñòîÿíèè (â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ ñèñòå-
ìû). Íà êàêîå ðàññòîÿíèå ñìåñòÿòñÿ ïîðøíè? Ñêîëü-
êî âîäû èñïàðèòñÿ? Êàêîå êîëè÷åñòâî òåïëîòû íóæ-
íî áóäåò ïîäâåñòè â öåíòðàëüíóþ êàìåðó, ÷òîáû
òåìïåðàòóðà â íåé íå èçìåíèëàñü? Âûñîòà òðóáû
ðàâíà 40 ì. Óäåëüíàÿ òåïëîòà èñïàðåíèÿ âîäû
2,3 ÌÄæ/êã.

Ìàññà âñåé âîäû â öåíòðàëüíîé êàìåðå ðàâíà
3 3 3 3 7

â 10 êã ì 40 ì 6,4 10  êãm V= r = × = × .

Îáîçíà÷èì àòìîñôåðíîå äàâëåíèå 0p , âûñîòó òðóáû
H, âûñîòó óðîâíÿ âîäû â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè (êîòî-
ðàÿ ÷óòü ìåíüøå H) 0h . Òàê êàê äàâëåíèå æèäêîñòè ñ
ãëóáèíîé ðàñòåò ëèíåéíî, òî ýôôåêòèâíîå äàâëåíèå
äëÿ ïîäñ÷åòà ñèëû äåéñòâèÿ íà ïîðøåíü ñî ñòîðîíû

âîäû â êîíöå ïðîöåññà ðàâíî 
2
gh

p
r

+ , ãäå p – êîíå÷íîå

äàâëåíèå íàä âîäîé â öåíòðàëüíîé êàìåðå, à h –
èñêîìàÿ âûñîòà. Çàïèøåì óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ ïðàâîãî
ïîðøíÿ (äëÿ ëåâîãî îíî òàêîå æå):

( ) 02
gh

p H h p h p H
ræ ö- + + =ç ÷

è ø
.

Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëó÷èì
2

02
gh

pH p H
r

+ = .

Ïîñêîëüêó òåìïåðàòóðà â öåíòðàëüíîé êàìåðå îñòàåòñÿ
ïîñòîÿííîé è ðàâíîé 81 C° , à ïðè ýòîé òåìïåðàòóðå
äàâëåíèå íàñûùåííûõ ïàðîâ âîäû ðàâíî ïîëîâèíå
íîðìàëüíîãî àòìîñôåðíîãî äàâëåíèÿ, òî äàâëåíèå âîç-
äóõà íàä âîäîé áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ñóììó äàâëå -
íèÿ íàñûùåííîãî ïàðà è äàâëåíèÿ âîçäóõà, îáúåì
êîòîðîãî óâåëè÷èëñÿ. Â óñëîâèè áûëî îòìå÷åíî, ÷òî
âîçäóõà íàä âîäîé áûëî ìàëî, ïîýòîìó âêëàäîì âîçäó-
õà â êîíå÷íîå äàâëåíèå ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Ñëåäîâà-
òåëüíî, 0 2p p= , è

2
0

2 2
gh p Hr

= .

Îòñþäà íàõîäèì âûñîòó óðîâíÿ âîäû â öåíòðàëüíîé
êàìåðå:

h = 20 ì.
Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ñðåäíÿÿ êàìåðà áóäåò òîëüêî íàïîëî-
âèíó çàïîëíåíà âîäîé, à íàä íåé áóäåò íàñûùåííûé
âîäÿíîé ïàð. Ïëîòíîñòü âîäÿíîãî ïàðà âî ìíîãî ðàç
ìåíüøå ïëîòíîñòè æèäêîé âîäû, ïîýòîìó îáúåì æèäêî-
ñòè èçìåíèòñÿ ìàëî. Ïîñêîëüêó ñå÷åíèå òðóáû – êâàä-

ðàò, óðîâåíü âîäû óìåíüøèëñÿ â äâà ðàçà, à îáúåì âî äû
èçìåíèëñÿ ìàëî, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæ äó
ïîðøíÿìè óâåëè÷èëîñü â äâà ðàçà – ñ 40 äî 80 ì.
Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäûé ïîðøåíü ñìåñòèëñÿ îò ñâîåãî
íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ íà

l = 20 ì.
Äàëåå. Îáúåì âîäÿíîãî ïàðà â öåíòðàëüíîé êàìåðå
ñòàë ðàâíûì

3 4 3
ï 20 40 80 ì 6,4 10  ìV = ´ ´ = × .

Ìàññó íàñûùåííîãî âîäÿíîãî ïàðà ïðè 81 C°  â ýòîì
îáúåìå íàéäåì èç óðàâíåíèÿ Ìåíäåëååâà–Êëàïåéðîíà:

0 ï
ï2

p m
V RT=

M
, è 4

ï 2 10  êãm = × .

Ýòà ìàññà âî ìíîãî ðàç ìåíüøå âñåé ìàññû âîäû â
öåíòðàëüíîé êàìåðå.
Òåïåðü î òåïëîòå. Öåíòð ìàññ âîäû îïóñòèëñÿ íà HD =
= 10 ì âíèç, ñëåäîâàòåëüíî, ñèëà òÿæåñòè ñîâåðøèëà
ðàáîòó

9
â 6,4 10  Äæm g HD = × .

Ïîðøíè ïåðåäâèíóëèñü è, äåéñòâóÿ íà âíåøíèé âîç-
äóõ, íàõîäÿùèéñÿ ïðè àòìîñôåðíîì äàâëåíèè, ñîâåð-
øèëè ðàáîòó

5 3 3 9
0 10  Ïà 40 ì 6,4 10  Äæp VD = × = × .

Òàêèì îáðàçîì, âñÿ ðàáîòà ñèëû òÿæåñòè ïîøëà íà
ðàñòàëêèâàíèå àòìîñôåðíîãî âîçäóõà. Óäåëüíàÿ òåï-
ëîòà èñïàðåíèÿ âîäû ðàâíà L  = 2,3 ÌÄæ/êã, è äëÿ
èñïàðåíèÿ 4

ï 2 10  êãm = ×  âîäû òðåáóåòñÿ êîëè÷åñòâî
òåïëîòû

10
ï 4,6 10  ÄæQ Lm= = × .

Ïîýòîìó äëÿ ïîääåðæàíèÿ â ñðåäíåé êàìåðå íåèçìåí-
íîé òåìïåðàòóðû íóæíî áûëî ïîäâåñòè èìåííî òàêîå
êîëè÷åñòâî òåïëîòû.

Ä.ßãíÿòèíñêèé

Ô2377 *. Èç êàïåëüêè ìûëüíîãî ðàñòâîðà äèàìåòðîì
d = 2 ìì ñ êîýôôèöèåíòîì ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæå-
íèÿ 240 ìÄæ ìs =  âûäóëè ìûëüíûé ïóçûðü äèàìåò-
ðîì D = 8 ñì. Íàéäèòå âåëè÷èíó ýëåêòðè÷åñêîãî
çàðÿäà, êîòîðûé íóæíî ñîîáùèòü ïóçûðþ, ÷òîáû îí
íà÷àë âñïëûâàòü â âîçäóõå. Îöåíèòå ðàçóìíîñòü
ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà âû÷èñëåíèé. Ïëîòíîñòü âîç-
äóõà 31,2 êã ìr = .

Íà÷àëüíûé îáúåì ïóçûðÿ ðàâåí
3

4 3
0 2,7 10 ì

6
D

V -p
= = × .

Äàâëåíèå âíóòðè ïóçûðÿ îòëè÷àåòñÿ îò âíåøíåãî àò-
ìîñôåðíîãî äàâëåíèÿ íà

2
2 4 Ïà

2
p

D
s

D = × = .

Ýòà âåëè÷èíà çíà÷èòåëüíî ìåíüøå àòìîñôåðíîãî äàâ-
ëåíèÿ 5

0 10  Ïàp = . Êîëè÷åñòâî âîçäóõà âíóòðè ïóçû-
ðÿ ôèêñèðîâàíî. ×òîáû ïóçûðü íà÷àë âñïëûâàòü â
âîçäóõå, åãî ñðåäíÿÿ ïëîòíîñòü äîëæíà ñòàòü ìåíüøå
ïëîòíîñòè âîçäóõà. Äëÿ ýòîãî íóæíî, ÷òîáû îáúåì
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ïóçûðÿ óâåëè÷èëñÿ íà

( )3
0 6 3

0

6
3,5 10 ì

d
V V-

r p
D = = ×

r
= .

Çäåñü 0r  – ýòî ïëîòíîñòü ìûëüíîãî ðàñòâîðà, êîòîðàÿ,
åñòåñòâåííî, ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò ïëîòíîñòè âîäû, ðàâ -
íîé 3 310 êã ì . Èçìåíåíèå îáúåìà ìàëî, ïîýòîìó ðàç-
ìåðû ïóçûðÿ èçìåíèëèñü ìàëî. Ñ÷èòàåì, ÷òî òåìïåðà-
òóðà âîçäóõà â ïóçûðå òàêàÿ æå, êàê è ñíàðóæè, è ïî ñëå
çàðÿäêè ïóçûðÿ íå ìåíÿåòñÿ. Äàâëåíèå âîçäóõà âíóòðè
ïóçûðÿ óìåíüøèëîñü íà

0
0 0

0 0

1 1290 Ïà
V V

p p p
V V V

æ ö D
D = - » =ç ÷

+ Dè ø
.

Òàêîå æå ïî âåëè÷èíå äàâëåíèå, òîëüêî ñ îòðèöàòåëü-
íûì çíàêîì, äîëæíî áûòü ñîçäàíî ýëåêòðè÷åñêèì
ïîëåì, êîòîðîå ïîÿâèòñÿ âáëèçè ïîâåðõíîñòè øàðèêà
ïîñëå åãî çàðÿäêè. Íàïðÿæåííîñòü ýòîãî ïîëÿ áóäåò
ðàâíà

( )2
0

1
4 2

Q
E

D
=

pe
.

Äàâëåíèå ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ðàâíî îáúåìíîé ïëîòíî-
ñòè ýíåðãèè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ:

2 2
0

ýë 2 4
02 2

E Q
p

D

e
= =

p e
.

Èç ðàâåíñòâà ýëp pD =  ïîëó÷àåòñÿ âåëè÷èíà ýëåêòðè-
÷åñêîãî çàðÿäà:

63 10  ÊëQ -» × .
Äëÿ ïðîâåðêè ïîëó÷åííîãî îòâåòà íà «ðàçóìíîñòü»
âû÷èñëèì, êàêîé òîëùèíû ïîëó÷èòñÿ ñòåíêà ìûëüíîãî
ïóçûðÿ, è îöåíèì âåëè÷èíó íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè-
÷åñêîãî ïîëÿ, ñîçäàííîãî âû÷èñëåííûì çàðÿäîì âáëè-
çè ïîâåðõíîñòè øàðèêà. Òîëùèíà ïëåíêè ðàâíà

3
7

2 2 10  ì
6

d

D
-» × .

Ýòî ïðèìåðíî 310  õàðàêòåðíûõ ðàçìåðîâ ìîëåêóëû
âîäû. Âåëè÷èíà âïîëíå ðàçóìíàÿ. Íàïðÿæåííîñòü ýëåê-
òðè÷åñêîãî ïîëÿ ðàâíà

( )
7

2
0

1
1,7 10 Â ì

4 2

Q
E

D
= » ×

pe
.

Èçâåñòíî, ÷òî ñóõîé âîçäóõ ïðîáèâàåòñÿ ïðè íàïðÿ-
æåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, ðàâíîé ïðèìåðíî

63 10 Â ì× . Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò äëÿ
ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà íåëüçÿ ñ÷èòàòü «ðàçóìíûì».
Òàêèì îáðàçîì, çàäóìàííûé ýêñïåðèìåíò ñ ïîëåòîì
ìûëüíîãî ïóçûðÿ íå ïîëó÷èòñÿ.

Ì.Ïóçûðåâ

Ô2378.  Â îäíîðîäíîì âåðòèêàëüíîì ìàãíèòîì ïîëå B
íà ïàðàëëåëüíûõ ãîðèçîíòàëüíûõ òîëñòûõ ìåäíûõ
(ñîïðîòèâëåíèÿ íåò) íàïðàâëÿþùèõ, ðàññòîÿíèå
ìåæäó êîòîðûìè L, ëåæèò ïåðåìû÷êà, ñîïðîòèâëåíèå
êîòîðîé R è ìàññà m. Ê íàïðàâëÿþùèì ïîäêëþ÷àþò
çàðÿæåííûé äî íàïðÿæåíèÿ U êîíäåíñàòîð åìêîñòüþ
C. Òðåíèÿ íåò. Ïåðåìû÷êà ïðèõîäèò â äâèæåíèå.
Êàêîé áóäåò óñòàíîâèâøàÿñÿ ñêîðîñòü ïåðåìû÷êè?

Êàêîâà ýôôåêòèâíîñòü (ÊÏÄ) ïðåîáðàçîâàíèÿ ýëåê-
òðè÷åñêîé ýíåðãèè, îòîáðàííîé ó êîíäåíñàòîðà, â
ìåõàíè÷åñêóþ ýíåðãèþ? Êàêîå êîëè÷åñòâî òåïëîòû
âûäåëèëîñü â ñîïðîòèâëåíèè ïåðåìû÷êè?

Îäíà ÷àñòü ïåðâîíà÷àëüíîé ýíåðãèè êîíäåíñàòîðà ïðå-
âðàòèëàñü â êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ ïåðåìû÷êè, äðóãàÿ
÷àñòü ïåðåøëî â òåïëà, è â êîíäåíñàòîðå îñòàëàñü åù å
÷àñòü ýíåðãèè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Íàïðÿæåíèå 1U ,
êîòîðîå áóäåò íà êîíäåíñàòîðå ïîñëå ðàçãîíà ïåðåìû÷ -
êè, ñâÿçàíî ñ óñòàíîâèâøåéñÿ ñêîðîñòüþ ïåðåìû÷êè v
óñëîâèåì ðàâåíñòâà ýòîãî íàïðÿæåíèÿ âîçíèêøåé â
ïåðåìû÷êå ÝÄÑ èíäóêöèè:

1U vLB= .

Èìïóëüñ, ïîëó÷åííûé ïåðåìû÷êîé, ïðîïîðöèîíàëåí
ýëåêòðè÷åñêîìó çàðÿäó q, ïðîøåäøåìó ÷åðåç ïåðå-
ìû÷êó:

m v mv F t ILB t qLBD = = D = D = .
Ïåðâîíà÷àëüíîå íàïðÿæåíèå U  è íàïðÿæåíèå 1U ,
îñòàâøååñÿ íà êîíäåíñàòîðå ïîñëå ðàçãîíà ïåðåìû÷êè,
ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

( )1C U U q- = .

Èç ýòèõ òðåõ ñîîòíîøåíèé ïîëó÷àþòñÿ îòâåòû íà âñå
âîïðîñû çàäà÷è:

2 2

ULBC
v

m L B C
=

+
, 

2 2

2 22

L B C

m L B C
h =

+
,

 
2

2 22
CU m

Q
m L B C

=
+

.

À.Ñòàðîâ

Ô2379 *. Íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîå ñóäíî ïðîâåëî
íàáëþäåíèå çà âîëíåíèåì, âûçâàííûì óïàâøèì â þæíîé
÷àñòè Òèõîãî îêåàíà ìåòåîðèòîì. Ïðè ýòîì áûëà
ïîëó÷åíà çàâèñèìîñòü ïåðèîäà êîëåáàíèé âîëí T îò
âðåìåíè íàáëþäåíèÿ t. Ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé ïðåä-
ñòàâëåíû â òàáëèöå 1 (âðåìÿ t = 0 ñîîòâåòñòâóåò
íà÷àëó íàáëþäåíèé â 12:00).

Âîëíà ñ äëèíîé âîëíû l , ðàñïðîñòðàíÿþùàÿñÿ ïî
ïîâåðõíîñòè âîäû â íàïðàâëåíèè îñè x, îïèñûâàåòñÿ
ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé ñ óìåíüøàþùåéñÿ àìïëèòó-
äîé: ( ) ( ),y t x f t kxw= - . Ýòà ôóíêöèÿ ïåðèîäè÷íà ïî
âðåìåíè ñ ïåðèîäîì 2T p w=  è ïåðèîäè÷íà ïî êîîðäè-
íàòå ñ ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðèîäîì 2 kl p= . Ôàçî-
âàÿ ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ òàêîé âîëíû ðàâíà
v kw= . Îöåíèòå ïî ýòèì äàííûì ðàññòîÿíèå îò
êîðàáëÿ äî ìåñòà ïàäåíèÿ ìåòåîðèòà, à òàêæå
ìîìåíò âðåìåíè åãî ïàäåíèÿ.
Óêàçàíèÿ. Äèñïåðñèÿ âîëí â îêåàíå (çàâèñèìîñòü
ôàçîâîé ñêîðîñòè îò äëèíû âîëíû) îïèñûâàåòñÿ

çàêîíîì 
g

v
2
l
p

=  (ãðàâèòàöèîííûå âîëíû íà «ãëóáî-

êîé» âîäå). Ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ôðîíòà âîëí

Òàáëèöà 1
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ñ äëèíîé âîëíû l  îïðåäåëÿåòñÿ ãðóïïîâîé ñêîðîñòüþ
u d dkw= . Ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòü u ìîæåò áûòü íàéäå-

íà ïî ôîðìóëå Ýéëåðà: 
dv

u v
d

l
l

= - .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî v k= w , èç çàêîíà äèñïåðñèè íàõîäèì
çàâèñèìîñòü ôàçîâîé ñêîðîñòè îò ÷àñòîòû:

g
v =

w
.

Èç ôîðìóëû Ýéëåðà äëÿ ãðóïïîâîé ñêîðîñòè ïîëó÷àåì
1
2 2

dv g
u v v

d
= - l = =

l w
.

Åñëè ðàññòîÿíèå äî ìåñòà ïàäåíèÿ ìåòåîðèòà L , à
ðåãèñòðàöèÿ âîëí íà÷àëàñü ÷åðåç âðåìÿ t  ïîñëå ïàäå-
íèÿ ìåòåîðèòà, òî âðåìÿ ïðèõîäà ãðóïï âîëí ñ ÷àñòîò îé

2 Tw = p  ðàâíî t t¢= + t , ò.å.

( )2
L L

t
u g

= = + t
w

, èëè 
( )
2

g t

L

+ t
w = .

Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ÷àñòîòà w  ëèíåéíî ðàñòåò ñî âðåìå-
íåì, ïðè÷åì óãëîâîé êîýôôèöèåíò ïðÿìîé ( )tw  ðàâåí

( )2A g L= . Ïîñòðîèì ãðàôèê çàâèñèìîñòè ( )tw = w ,
ñîîòâåòñòâóþùèé òàáëèöå 2.

Òàáëèöà 2

Ãðàôèê, ïðèâåäåííûé íà ðèñóíêå, õîðîøî îïèñûâàåò-
ñÿ ïðÿìîé ( )t At Bw = +  ñ óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì

10,06 c ÷A
t

-Dw
= =

D
.

Îòñþäà íàõîäèì ðàññòîÿíèå äî ìåñòà ïàäåíèÿ ñïóò-
íèêà íà çåìëþ:

300 êì
2
g

L
A

= » .

Ìåòåîðèò óïàë çà 18,5 ÷B At = = äî íà÷àëà íàáëþäå-
íèé. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî íàáëþäåíèÿ çà âîëíåíèåì íà÷àëèñü
â 12:00, ìîìåíò ïàäåíèÿ ìåòåîðèòà ñîîòâåòñòâóåò âðå -
ìåíè 17:30 ïðåäøåñòâóþùèõ äíþ íàáëþäåíèÿ ñóòîê.

À.Ãóäåíêî

Ãëèíÿíûå ãèðè
Íå ñåêðåò, ÷òî ìàòåìàòèêà – âîâñå íå ñóõàÿ è ñêó÷íà ÿ

íàóêà. Â íåé ìíîãî èíòåðåñíûõ çàäà÷, è áûâàåò, ÷òî
âïå÷àòëåíèå îò ðåøåíèÿ êðàñèâîé çàäà÷è çàïîìèíàåòñÿ  íà
âñþ æèçíü.

Î òàêîì ÿðêîì ìîìåíòå èç ñâîèõ øêîëüíûõ ëåò íàïèñàë
íàì íàø ÷èòàòåëü èç ãîðîäà Ïåðåñâåò Ìîñêîâñêîé îáëà ñòè
Äàíèë Âëàäèìèðîâè÷ Ïîòàøíèêîâ, âåòåðàí Âåëèêîé îòå-
÷åñòâåííîé âîéíû. Âîò íåñêîëüêî åãî ñòðîê î ñåáå:

«Â 1961 ãîäó çàêîí÷èë ÌÀÈ î÷íî. Â 1999 ãîäó çàî÷íî
îñâîèë ïÿòèãîäè÷íûé êóðñ Îòêðûòîãî óíèâåðñèòåòà Èç-
ðàèëÿ. Íå ïðîïóñòèë íè îäíó ëåêöèþ èç öèêëà «Àêàäåì èÿ
òåëåêàíàëà «Êóëüòóðà».

À âîò âûäåðæêà èç åãî ïèñüìà î çàïîìíèâøåéñÿ çàäà÷å :
«Êîãäà ÿ ó÷èëñÿ â ïÿòîì êëàññå (à ýòî áûëî â ãîðîäå

Êàìåíêà ×åðêàññêîé îáëàñòè íà Óêðàèíå â 1936 ãîäó),
ó÷èòåëü ìàòåìàòèêè çàïèñàë íà äîñêå äîìàøíåå çàäàíè å è
ïîïðîñèë äîïîëíèòåëüíî ðåøèòü ãîëîâîëîìêó.

Íà Óêðàèíå â XIX âåêå ãèðè äëÿ ðû÷àæíûõ âåñîâ
èçãîòàâëèâàëèñü è ñàìîäåëüíûå – èç ãëèíû. Ñàìàÿ
áîëüøàÿ áûëà ïóäîâàÿ (40 ôóíòîâ). Ïî äîðîãå íà
ÿðìàðêó ïóäîâàÿ ãèðÿ óïàëà ñ âîçà è ðàçáèëàñü íà ÷å òûðå
÷àñòè. Îêàçàëîñü, ÷òî ýòèìè ÷àñòÿìè ìîæíî âçâåñèòü
íà ðû÷àæíûõ âåñàõ ëþáûå ïîêóïêè âåñîì îò îäíîãî äî
ñîðîêà ôóíòîâ. Ñóòü çàäàíèÿ: íàéòè âåñ êàæäîé ÷àñòè .

Íèêîãäà íå çàáóäó òó áåññîííóþ íî÷ü!

Í À Ì  Ï È Ø Ó Ò

Êîãäà ÿ íàçâàë âåñ êàæäîé ÷àñòè: 1, 3, 9, 27, ó÷èòå ëü
ïîïðîñèë âûéòè ê äîñêå è ïîÿñíèòü îòâåò.

Îäèí ôóíò – íåëîãè÷íî èñïîëüçîâàòü äâå ÷àñòè äëÿ
îïðåäåëåíèÿ îäíîãî ôóíòà.

Òðè ôóíòà – «1» è «3» ïîçâîëÿò âçâåñèòü 1, 2, 3 è 4
ôóíòà.

Äåâÿòü ôóíòîâ – ñìîæåì âçâåñèòü îò 5 äî 13 ôóíòîâ.
Äâàäöàòü ñåìü ôóíòîâ – ñìîæåì âçâåñèòü îò 14 äî 40

ôóíòîâ.
Íà îäíîé èç ïîñëåäíèõ âñòðå÷ ñ ó÷åíèêàìè 6-ãî êëàññ à

ÿ ïîïðîñèë ðåøèòü ýòó ãîëîâîëîìêó. ß ñîîáùèë äåòÿì
ñâîé òåëåôîí è îáåùàë ïîäàðîê òîìó, êòî ïåðâûé íàéä åò
ðåøåíèå.

Óâû!»
Ïðåäëàãàåì íàøèì ÷èòàòåëÿì ñïðàâèòüñÿ ñ òàêèì îáîá-

ùåíèåì ýòîé ãîëîâîëîìêè, ñòàâøèì êëàññè÷åñêîé îëèì-
ïèàäíîé çàäà÷åé:

Äîêàæèòå, ÷òî ñ ïîìîùüþ n ãèðü ìàññàìè 1, 3, 9, ...
..., 13n-  êã ìîæíî âçâåñèòü íà ÷àøå÷íûõ âåñàõ ëþáîé

ïðåäìåò ìàññîé 
3 1

2

n

M
-

£  êã (M – öåëîå ÷èñëî, ãèðè

ìîæíî êëàñòü íà îáå ÷àøè âåñîâ).
Â çàâåðøåíèå ïðèâåäåì åùå îäíó öèòàòó èç ïèñüìà

Ä.Â.Ïîòàøíèêîâà:
«Â ýòîì ãîäó ïî ïðîñüáå äåòåé è âíóêîâ ÿ íàïèñàë ñâ îè

âîñïîìèíàíèÿ, êîòîðûå çàêîí÷èë ñëîâàìè «ß æèâó, ïîê à
ïîçíàþ».
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Çàäà÷è

Ýòè çàäà÷è ïðåäíàçíà÷åíû ïðåæäå âñåãî ó÷àùèìñÿ 6–8
êëàññîâ.

Çàäà÷è 1, 2, 5 ïðåäëàãàëèñü íà XXVI Ìàòåìàòè÷åñêîì
ïðàçäíèêå, à âàðèàöèÿ çàäà÷è 3 – íà LXXVIII Ìîñêîâñ êîé
ìàòåìàòè÷åñêîé îëèìïèàäå.

È
ëë

þñ
òð

àö
èè

 Ä
.Ã

ðè
ø

óê
îâ

îé

1. Â àêâàðèóìå æèâåò òðè âèäà ðûáîê: çîëîòûå,
ñåðåáðÿíûå è êðàñíûå. Åñëè êîò ñúåñò âñåõ çîëîòûõ
ðûáîê, òî ðûáîê ñòàíåò íà 1 ìåíüøå, ÷åì 2/3 èñõîäíî ãî
÷èñëà. Åñëè êîò ñúåñò âñåõ êðàñíûõ ðûáîê, òî ðûáîê
ñòàíåò íà 4 áîëüøå, ÷åì 2/3 èñõîäíîãî ÷èñëà. Êàêèõ
ðûáîê – çîëîòûõ èëè ñåðåáðÿíûõ – áîëüøå è íà
ñêîëüêî?

È.Âûñîöêèé, È.Ðàñêèíà

2. Âî äâîðå, ãäå ïðîõîäÿò ÷åòûðå ïåðåñåêàþùèåñÿ
òðîïèíêè, ðàñòåò îäíà ÿáëîíÿ (êàê ïîêàçàíî íà ðèñóí -
êå). Ïîñàäèòå åùå òðè ÿáëîíè òàê, ÷òîáû ïî îáå
ñòîðîíû îò êàæäîé òðîïèíêè áûëî ïîðîâíó ÿáëîíü.

Å.Áàêàåâ

3. Âîëîäÿ áåæèò ïî êðóãîâîé äèñòàíöèè ñ ïîñòîÿí-
íîé ñêîðîñòüþ. Â äâóõ òî÷êàõ äèñòàíöèè ñòîèò ïî
ôîòîãðàôó. Ïîñëå ñòàðòà Âîëîäÿ ñíà÷àëà íåêîòîðîå
âðåìÿ áûë áëèæå ê ïåðâîìó ôîòîãðàôó, çàòåì â
òå÷åíèå 3 ìèíóò – áëèæå êî âòîðîìó ôîòîãðàôó, à
ïîòîì ñíîâà áëèæå ê ïåðâîìó. Çà êàêîå âðåìÿ Âîëîäÿ
ïðîáåæàë âåñü êðóã?

Â.Êîâàëüäæè

4. Ïîñòàðàéòåñü ðàñïóòàòü äàííûå òðè ðåáóñà, êîòî-
ðûå íèêàê ìåæäó ñîáîé íå ñâÿçàíû. Íî âñå îíè
ðàñïîëîæåíû âìåñòå, òàê êàê â êàæäîì ëåâîì ñëîâå
«ñêðûâàåòñÿ» ïðàâîå. Áóêâû äîëæíû áûòü çàìåíåíû
ñîîòâåòñòâóþùèìè öèôðàìè, ïðè÷åì îòëè÷íûìè îò
íóëÿ.
Îòìåòèì, ÷òî êàæäûé èç ýòèõ ðåáóñîâ èìååò åäèí-
ñòâåííîå ðåøåíèå.
1) ØÓÒÊÀ : 17 = ÓÒÊÀ
2) ÀÐÁÓÇ : 17 = ÇÓÁÐ
3) ÁÓËÊÀ : 17 = ÊËÓÁ

Ë.Øòåéíãàðö

5. Ñìåøàðèêè æèâóò íà áåðåãàõ ïðóäà â ôîðìå
ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà ñî ñòîðîíîé 600 ì.
Êðîø è Áàðàø æèâóò íà îäíîì áåðåãó â 300 ì äðóã îò
äðóãà. Ëåòîì Ëîñÿøó äî Êðîøà èäòè 900 ì, Áàðàøó äî
Íþøè – òîæå 900 ì. Äîêàæèòå, ÷òî çèìîé, êîãäà ïðóä
çàìåðçíåò è ìîæíî áóäåò õîäèòü ïðÿìî ïî ëüäó,
Ëîñÿøó äî Êðîøà ñíîâà áóäåò èäòè ñòîëüêî æå ìåòðîâ,
ñêîëüêî Áàðàøó äî Íþøè.

Å. Áàêàåâ, À. Õà÷àòóðÿí
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Ýêñïåðèìåíò íå óäàëñÿ
È.ÀÊÓËÈ×

ÂÏÐÎØËÎÌ ÃÎÄÓ Â ÎÄÍÎÌ ËÈÖÅÅ ÎÐÃÀÍÈÇÎÂÀËÈ ÌÀÒÅ-
ìàòè÷åñêèé âå÷åð, íà êîòîðîì âñåì øêîëüíèêàì

ïðåäëîæèëè ïðîäåëàòü ñëåäóþùèé îïûò:
«Âîçüìèòå ãîä ñâîåãî ðîæäåíèÿ, çàïèøèòå åãî öèô-

ðû â îáðàòíîì ïîðÿäêå è ñëîæèòå ñ èñõîäíûì ÷èñëîì.
Öèôðû ïîëó÷åííîé ñóììû òàêæå çàïèøèòå â îáðàòíîì
ïîðÿäêå è âû÷òèòå èç áîëüøåãî ÷èñëà ìåíüøåå. Ðå-
çóëüòàò äîëæåí äåëèòüñÿ íà 99».

Òðîå÷íèê Ïåòÿ òàê è ñäåëàë, íî ïåðåïóòàë ïîðÿäîê
äåéñòâèé è ñíà÷àëà íàøåë ðàçíîñòü, à óæ ïîòîì –
ñóììó. Ïîýòîìó ýêñïåðèìåíò íå óäàëñÿ.

Êàêîé ðåçóëüòàò ó íåãî ïîëó÷èëñÿ?

* * *
Íà÷íåì ñ ïðèìåðà. Ïóñòü Ïåòÿ ðîäèëñÿ, ñêàæåì, â

1999 ãîäó. Åñëè áû îí âûïîëíÿë äåéñòâèÿ â íóæíîì
ïîðÿäêå, òî ñíà÷àëà îí ïîëó÷èë áû ñóììó 1999 + 9991 =
= 11990. Ýòî ÷èñëî â îáðàòíîì ïîðÿäêå äàñò 09911, ò .å.
9911, è èñêîìàÿ ðàçíîñòü –

11990 – 9911 = 2079 = 99 × 21
– è âïðàâäó äåëèòñÿ íà 99.

À åñëè äåéñòâèÿ ïåðåïóòàíû, ñíà÷àëà Ïåòÿ ïîëó÷èò
÷èñëî 9991 – 1999 = 7992, à ïîòîì ÷èñëî 7992 + 2997 =
= 10989. Íî ýòî ÷èñëî ðàâíî ×99 111, ò.å. òîæå äåëèòñÿ
íà 99.

Ïîêà íåïîíÿòíî, íè ïî÷åìó ýêñïåðèìåíò óäàåòñÿ ïðè
ïðàâèëüíîì ïîðÿäêå, íè ïî÷åìó îí ìîã íå ñðàáîòàòü
ó Ïåòè, êîãäà òîò äåéñòâèÿ ïåðåïóòàë.

Ïðåäëàãàåì æåëàþùèì îòâåòèòü íà âîïðîñû ñàìî-
ñòîÿòåëüíî, à ïîòîì ñâåðèòüñÿ ñ íàøèì îáúÿñíåíèåì.

* * *
Ðåøåíèå çàäà÷è (êàê è ïëàíåòà Çåìëÿ) äåðæèòñÿ íà

òðåõ êèòàõ – âñïîìîãàòåëüíûõ òåîðåìàõ. Âîò îíè.
1-é êèò.  Åñëè öèôðû ÷åòûðåõçíà÷íîãî ÷èñëà çàïè-

ñàòü â îáðàòíîì ïîðÿäêå è ñëîæèòü ñ èñõîäíûì
÷èñëîì, òî ðåçóëüòàò áóäåò äåëèòüñÿ íà 11.

Äîêàçàòåëüñòâî òàêîâî. Îáîçíà÷èì öèôðû ÷åòûðåõ-
çíà÷íîãî ÷èñëà (ñëåâà íàïðàâî) áóêâàìè a, b, c è d.
Òîãäà îíî ðàâíî 1000 a + 100 b +10c + d, «îáðàùåííîå»
÷èñëî ðàâíî 1000 d + 100 c +10b + a, à èõ ñóììà ñîñòàâèò
1001a + 110b +110c + 1001d, ÷òî ÿâíî äåëèòñÿ íà 11 (èáî
êàæäîå ñëàãàåìîå äåëèòñÿ íà 11). (À âîîáùå-òî óòâåð -
æäåíèå âåðíî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà èç ÷åòíîãî êîëè÷åñòâà
öèôð, íî íàì äðóãîå êîëè÷åñòâî öèôð íå ïîíàäî-
áèòñÿ.)

2-é êèò.  Åñëè öèôðû ÷èñëà, äåëÿùåãîñÿ íà 11, çàïè-
ñàòü â îáðàòíîì ïîðÿäêå, òî ðåçóëüòàò òîæå áóäåò
äåëèòüñÿ íà 11.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî êèòà áàçèðóåòñÿ íà ñëåäóþùåì
ïðèçíàêå äåëèìîñòè íà 11: ÷èñëî äåëèòñÿ íà 11 òîãäà  è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàçíîñòü ìåæäó ñóììàìè åãî
öèôð, ñòîÿùèõ íà ÷åòíûõ è íå÷åòíûõ ìåñòàõ, êðàòíà 1 1
(äîêàçûâàòü ýòîò ïðèçíàê çäåñü íå áóäåì – îí øèðîêî
èçâåñòåí è ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ â ëèòåðàòóðå). Î÷åâèäíî,
ñóììû öèôð, ñòîÿùèõ íà ÷åòíûõ è íå÷åòíûõ ìåñòàõ,
ïðè çàïèñè öèôð â îáðàòíîì ïîðÿäêå íå èçìåíÿòñÿ, è

ïîòîìó ðàçíîñòü ìåæäó íèìè êàê áûëà êðàò-
íà 11, òàê è îñòàíåòñÿ.

3-é êèò.  Åñëè ïåðåïèñàòü öèôðû ÷èñëà â
ëþáîì äðóãîì ïîðÿäêå è âû÷åñòü èç èñõîä-
íîãî ÷èñëà, òî ðåçóëüòàò áóäåò äåëèòüñÿ íà 9.

Ýòà òåîðåìà ìîìåíòàëüíî âûòåêàåò èç ïðè-
çíàêà äåëèìîñòè íà 9, ïîýòîìó è çäåñü çàäåð-
æèâàòüñÿ íå áóäåì.

Èòàê, ñíà÷àëà ðàçáåðåìñÿ, ïî÷åìó äîëæåí
áûë íåïðåìåííî ïîëó÷èòüñÿ òðåáóåìûé ðå-
çóëüòàò, åñëè âñå äåéñòâèÿ âûïîëíÿòü êàê
ïîëàãàåòñÿ. Â ñàìîì äåëå, ãîä ðîæäåíèÿ
ëþáîãî øêîëüíèêà – ÷åòûðåõçíà÷íîå ÷èñëî,
ïîýòîìó ïîñëå ñëîæåíèÿ åãî ñ «îáðàùåí-
íûì» ãîäîì ïîëó÷èòñÿ ÷èñëî, äåëÿùååñÿ íà 11
(1-é êèò!). Äàëåå, åñëè öèôðû ýòîãî ÷èñëà
çàïèñàòü â îáðàòíîì ïîðÿäêå, òî ðåçóëüòàò
òîæå áóäåò äåëèòüñÿ íà 11 (2-é êèò!). Ïîýòîìó
ïîñëå âû÷èòàíèÿ èç áîëüøåãî ÷èñëà ìåíüøå-
ãî ðàçíîñòü òàêæå ïîäåëèòñÿ íà 11. Êðîìå
òîãî, îíà ïîäåëèòñÿ è íà 9 (3-é êèò!). Ïîýòîìó
îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò äåéñòâèòåëüíî äîë-
æåí äåëèòüñÿ íà × =11 9 99.
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À âîò ó Ïåòè íè÷åãî íå âûøëî. Ïî÷åìó æå? Ïðîàíà-
ëèçèðóåì åãî äåéñòâèÿ. Ñíà÷àëà îí âû÷åë ãîä ðîæäå-
íèÿ èç ÷èñëà, çàïèñàííîãî òåìè æå öèôðàìè, íî â
îáðàòíîì ïîðÿäêå (èëè íàîáîðîò – ýòî íåâàæíî).
Òîãäà ðàçíîñòü äîëæíà äåëèòüñÿ íà 9 (3-é êèò!). Åñë è
ýòà ðàçíîñòü ÷åòûðåõçíà÷íàÿ (áîëüøå, î÷åâèäíî, íå-
âîçìîæíî), òî ïîñëå ñëîæåíèÿ åå ñ ÷èñëîì, çàïèñàí-
íûì òåìè æå öèôðàìè, íî â îáðàòíîì ïîðÿäêå, ñóììà
ïîäåëèòñÿ íà 11 (1-é êèò!). Ïîñåìó ðåçóëüòàò áóäåò
äåëèòüñÿ íà 99, è îïûò óäàñòñÿ. À îí íå óäàëñÿ! Çíà ÷èò,
èìååò ìåñòî åäèíñòâåííàÿ âîçìîæíîñòü: ïîñëå âû÷èòà-
íèÿ ïîëó÷èëîñü íå ÷åòûðåõçíà÷íîå  ÷èñëî. Òîëüêî â
ýòîì ñëó÷àå ïðè ïîñëåäóþùåì ñëîæåíèè ñóììà ìîæåò
íå ïîäåëèòüñÿ  íà 11 (è ýêñïåðèìåíò ïðîâàëèòñÿ). Ðàç-
áåðåìñÿ ñ ýòèì ïîäðîáíåå.

Â óñëîâèè íå çðÿ óïîìèíàåòñÿ, ÷òî îïûò âûïîëíÿëè
øêîëüíèêè  (è äîïîëíèòåëüíî äîáàâëåíî, ÷òî Ïåòÿ áûë
òðîå÷íèê – ò.å. íàâåðíÿêà øêîëüíèê). Íåñîìíåííî,
âîçðàñò ëþáîãî ó÷åíèêà ëèöåÿ íå ìåíüøå 4 è íå
áîëüøå 20 ëåò (ýòî åñëè ó÷åñòü âîçìîæíûõ âóíäåðêèí-
äîâ èëè âòîðîãîäíèêîâ). Òàê êàê äåëî ïðîèñõîäèëî
(îïÿòü æå ïî óñëîâèþ) â ïðîøëîì ãîäó, òî ãîä ðîæäå-
íèÿ ëþáîãî øêîëüíèêà (è Ïåòè â òîì ÷èñëå) íå ìåíüøå
1994 è íå áîëüøå 2010.

Òåïåðü ìîæíî áûëî áû ïåðåáðàòü âñå âîçìîæíûå
ãîäû ðîæäåíèÿ (èõ âñåãî-òî 17), íî ìîæíî çàðàíåå
îòáðîñèòü çàâåäîìî áåñïåðñïåêòèâíûå ãîäû. Èòàê:

gãîäû ñ 1994-ãî ïî 1999-é îòáðàñûâàåì, òàê êàê ó
«îáðàùåííîãî» ÷èñëà ïåðâàÿ öèôðà íå ìåíüøå 4 è
ñàìî îáðàùåííîå ÷èñëî áîëüøå 4000, òîãäà êàê èñ-

õîäíîå ÷èñëî ìåíüøå 2000, òàê ÷òî ðàçíîñòü ìåæäó
íèìè îêàæåòñÿ áîëüøå 2000 – ò.å. áóäåò çàâåäîìî
÷åòûðåõçíà÷íîé;

gãîäû ñ 2004-ãî ïî 2009-é îòáðàñûâàåì ïî àíàëî-
ãè÷íîé ïðè÷èíå (ó «îáðàùåííîãî» ÷èñëà ïåðâàÿ öèô-
ðà íå ìåíüøå 4 è ñàìî îáðàùåííîå ÷èñëî áîëüøå
4000, òîãäà êàê èñõîäíîå ÷èñëî ìåíüøå 3000, òàê ÷òî
ðàçíîñòü ìåæäó íèìè îêàæåòñÿ áîëüøå 1000 – ò.å.
òàêæå áóäåò ÷åòûðåõçíà÷íîé).

Îñòàëüíûå ãîäû ðàññìîòðèì ïî ïîðÿäêó èõ âîçðàñ-
òàíèÿ:

2000-é ãîä: ðàçíîñòü ðàâíà 2000 – 0002 = 1998;

2001-é ãîä: ðàçíîñòü ðàâíà 2001 – 1002 = 999;

2002-é ãîä: ðàçíîñòü ðàâíà 2002 – 2002 = 0;

2003-é ãîä: ðàçíîñòü ðàâíà 3002 – 2003 = 999;

2010-é ãîä: ðàçíîñòü ðàâíà 2010 – 0102 = 1908.
Âîò è âåñü ïåðåáîð. Êàê âèäèì, â äâóõ ñëó÷àÿõ ðàçíî ñòü
âñå æå ïîëó÷èëàñü ÷åòûðåõçíà÷íàÿ, åùå â îäíîì õîòÿ
è íå ÷åòûðåõçíà÷íàÿ, íî ðàâíàÿ 0, ò.å. äåëÿùàÿñÿ íà  11.
Îñòàëüíûå æå äâà âàðèàíòà äàþò îäèíàêîâóþ ðàç-
íîñòü 999, êîòîðàÿ (âîò ñ÷àñòüå-òî!) íå äåëèòñÿ íà 11.
Òàê êàê äðóãèõ âàðèàíòîâ íåò, òî ïðèõîäèòñÿ ñäåëàòü
îäíîçíà÷íûé âûâîä: ïîñëå ïåðâîãî âû÷èòàíèÿ ó Ïåòè
ïîëó÷èëàñü ðàçíîñòü 999, è òîãäà ïîñëå ñëîæåíèÿ ñ
îáðàùåííûì ÷èñëîì îí ïîëó÷èë 999 + 999 = 1998.

Îòâåò:  ó Ïåòè ïîëó÷èëñÿ ðåçóëüòàò 1998.
À âîò ãîä ðîæäåíèÿ Ïåòè ìû íàçâàòü íå ìîæåì: òî ëè

2001-é, òî ëè 2003-é.

Í À  ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÕ  ÎËÈÌÏÈÀÄÀÕ  ×ÀÑÒÎ  ÂÑÒÐÅ×À-
þòñÿ çàäà÷è, ðåøàåìûå ìåòîäîì ðàñêðàñêè. Îçíà-

êîìèìñÿ ñ ýòèì ìåòîäîì, ïðîäåìîíñòðèðîâàâ åãî
êðàñîòó ñðàçó íåñêîëüêèìè ðåøåíèÿìè îäíîé èçâåñò-
íîé çàäà÷è:

Äîêàæèòå, ÷òî êëåò÷àòóþ äîñêó 10´ 10 íåëüçÿ ðàçðå-
çàòü ïî ëèíèÿì ñåòêè íà ïðÿìîóãîëüíèêè 1 ´ 4.

Ðåøåíèå 1.  Ðàçäåëèì äîñ-
êó íà êâàäðàòû 2 ´ 2 è ðàñ-
êðàñèì èõ â øàõìàòíîì ïî-
ðÿäêå (ðèñ.1). Çàìåòèì, ÷òî
ëþáîé ïðÿìîóãîëüíèê 1 ´ 4
ñîäåðæèò ïîðîâíó (ïî 2)
÷åðíûõ è áåëûõ êëåòîê, íî
ïðè äàííîé ðàñêðàñêå íà
äîñêå 52 ÷åðíûõ êëåòêè è 48
áåëûõ, ò.å. íå ïîðîâíó. Çíà-
÷èò, ðàçðåçàòü äîñêó 10́ 10
íà òåòðàìèíî 1 ´ 4 íå óäàñòñÿ.

Èäåÿ ïðèìåíåíèÿ ïîäîáíîé «øàõìàòíîé ðàñêðàñêè
êâàäðàòàìè 2 ´ 2 âîçíèêàåò åñòåñòâåííûì îáðàçîì èç
îáû÷íîé øàõìàòíîé ðàñêðàñêè, êîòîðàÿ î÷åíü ÷àñòî
ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ äîìèíîøåê 1 ´ 2. À çäåñü ìû èìååì
äåëî ñ ôèãóðîé â äâà ðàçà êðóïíåå, ïîòîìó è ðàñ-
êðàñêà ñòàëà â äâà ðàçà êðóïíåå, ïðè÷åì â îáîèõ
íàïðàâëåíèÿõ.

Ðåøåíèå 2 . Ðàñêðàñèì äîñêó äèàãîíàëüíîé ðàñêðàñ-
êîé â 4 öâåòà (ðèñ.2). Çàìåòèì, ÷òî ëþáîé ïðÿìîóãîë ü-
íèê ñîäåðæèò ïî îäíîé êëåòêå êàæäîãî èç ÷åòûðåõ
öâåòîâ, íî ïðè äàííîé ðàñêðàñêå íà äîñêå ïî 25 êëåò îê
1-ãî è 3-ãî öâåòîâ, 26 êëåòîê – 2-ãî è 24 êëåòêè – 4-ãî,
ò.å. íå ïîðîâíó. Çíà÷èò, ðàçðåçàòü äîñêó 10 ´ 10 íà
òåòðàìèíî 1 ´ 4 íå óäàñòñÿ.

Ðåøåíèå 3.  Ðàñêðàñèì äîñêó äèàãîíàëüíîé ðàñ-
êðàñêîé â äâà öâåòà (ðèñ. 3). Çàìåòèì, ÷òî ëþáîé
ïðÿìîóãîëüíèê ñîäåðæèò îäíó ÷åðíóþ êëåòêó, à èõ
íà äîñêå – 24. Òàêèì îáðàçîì, íàì óäàñòñÿ âûðåçàòü
íå áîëåå 24 òåòðàìèíî, à ïî ïëîùàäè íàäî 25 øòóê.

Î  ìåòîäå ðàñêðàñêè
íà ïðèìåðå îäíîé çàäà÷è

Ä.ÊÓÇÍÅÖÎÂ

Ðèñ. 1
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Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî äàííàÿ ðàñêðàñêà ÿâëÿåòñÿ ðàç-
íîâèäíîñòüþ äèàãîíàëüíîé ðàñêðàñêè íà ðèñóíêå 2,
êîãäà â êà÷åñòâå ÷åðíîãî öâåòà âûäåëåí öâåò íîìåð
4, êîòîðîãî ìåíüøå 25 êëåòîê. Ñ òàêèì æå óñïåõîì
ìîæíî áûëî áû èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå ÷åðíîãî
öâåòà è öâåò íîìåð 2, òî òîãäà áû ìû ïîëó÷èëè ñðàçó
26 ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ÷òî íåâîçìîæíî. Êðîìå òîãî,
ìîæíî áûëî áû îáúåäèíèòü â ÷åðíûé öâåò è ëþáûå
äâà ñîñåäíèõ öâåòà ñ ðàñêðàñêè íà ðèñóíêå 2. Íàïðè-
ìåð, åñëè áû ìû â êà÷åñòâå ÷åðíîãî öâåòà èñïîëüçî-
âàëè öâåòà íîìåð 1 è 2, òî ó íàñ áû âîçíèêëà ðàñ-
êðàñêà ðèñóíêà 4.

Óïðàæíåíèå 1.  Ïîëó÷èòå ÷åòâåðòîå ðåøåíèå çàäà÷è, èñ-
ïîëüçóÿ ðàñêðàñêó ðèñóíêà 4.

Ðåøåíèå 5 . Ðàçäåëèì äîñêó íà êâàäðàòû 2 ´ 2 è
ðàñêðàñèì èõ â 4 öâåòà îäèíàêîâûì îáðàçîì (ðèñ.5).
Òîãäà êàæäîãî öâåòà ó íàñ áóäåò ïî 25 êëåòîê (íå÷åò íîå
êîëè÷åñòâî), íî ïðè ýòîì êàæäûé ïðÿìîóãîëüíèê ñî-
äåðæèò ÷åòíîå êîëè÷åñòâî (0 èëè 2) êëåòêè êàæäîãî
öâåòà. È êàê ñëåäñòâèå, âî âñåõ âûðåçàííûõ òåòðàìèí î
äîëæíî áûòü â ñóììå ïî ÷åòíîìó êîëè÷åñòâó êëåòîê
êàæäîãî öâåòà, à íå 25, ÷òî ïðèâîäèò íàñ ê âûâîäó î
íåâîçìîæíîñòè ðàçðåçàíèÿ äîñêè.

Óïðàæíåíèå 2 . Ïîëó÷èòå øåñòîå ðåøåíèå çàäà÷è, èñïîëü-
çóÿ ðåøåò÷àòóþ ðàñêðàñêó íà
ðèñóíêå 6.

Çàìåòèì, ÷òî ðàñêðàñêà
íà ðèñóíêå 6 ÿâëÿåòñÿ ðàç-
íîâèäíîñòüþ ïðåäûäóùåé
ðàñêðàñêè íà ðèñóíêå 5, êîã-
äà òîëüêî îäèí èç ÷åòûðåõ
öâåòîâ âûäåëåí â êà÷åñòâå
÷åðíîãî, à ðàññóæäåíèå ÿâ-
ëÿåòñÿ ïðèíöèïèàëüíî òà-
êèì æå. Êðîìå òîãî, î÷åíü
âàæíûì ñâîéñòâîì ðàñ-

êðàñêè ñ ðèñóíêà 5 ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îíà ôàêòè÷åñêè
êàæäûé èç äâóõ öâåòîâ îáû÷íîé øàõìàòíîé ðàñêðàñêè
â ñâîþ î÷åðåäü òîæå ðàñêðàñèëà â øàõìàòíîì ïîðÿäêå
(â äàííîì ñëó÷àå ÷åðíûé öâåò – âî 2-é è 3-é, à áåëû é
– â 1-é è 4-é). Ýòî ñâîéñòâî èñïîëüçóåòñÿ ïðè ðåøåí èè
íåêîòîðûõ çàäà÷ ìåòîäîì ðàñêðàñêè.

Ðåøåíèå 7.  Ïðèìåíèì âåðòèêàëüíóþ ïîëîñàòóþ
ðàñêðàñêó äîñêè â äâà öâåòà (ðèñ. 7). Òîãäà ëþáàÿ
âåðòèêàëüíàÿ ôèãóðêà ñîäåðæèò êðàòíîå 4 (0 èëè 4)
êîëè÷åñòâî ÷åðíûõ êëåòîê,
à ëþáàÿ ãîðèçîíòàëüíàÿ –
2 ÷åðíûå êëåòêè. À òàê êàê
îáùåå êîëè÷åñòâî ÷åðíûõ
êëåòîê – 50, ò.å. ïðè äåëå-
íèè íà 4 äàåò îñòàòîê 2, òî
îáùåå ÷èñëî ãîðèçîíòàëü-
íûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ íå-
÷åòíî. Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷-
íî äëÿ ãîðèçîíòàëüíîé ïî-
ëîñàòîé ðàñêðàñêè, ìû äî-
êàæåì, ÷òî îáùåå ÷èñëî
âåðòèêàëüíûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ òàêæå íå÷åòíî, íî
òîãäà â ñóììå ó íàñ äîëæíî áûòü ÷åòíîå êîëè÷åñòâî
âñåõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ÷òî íå ìîæåò ðàâíÿòüñÿ íóæíî-
ìó íàì ÷èñëó 25, ò.å. âûâîä ïðåæíèé – ðàçðåçàòü íå
óäàñòñÿ.

Â ýòîì ðåøåíèè â ïîëíîé ìåðå ïðîÿâèëàñü ñïåöèôè-
êà ïîëîñàòîé ðàñêðàñêè – ðàçäåëåíèå ôèãóðîê íà äâà
íàïðàâëåíèÿ. Ñàìîå èíòåðåñíîå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷ò î
åñëè ìû áóäåì ñ÷èòàòü ïðè âåðòèêàëüíîé ïîëîñàòîé
ðàñêðàñêå áåëûé è ÷åðíûé öâåòà ñîîòâåòñòâåííî çà 0
è 1, à ïðè ãîðèçîíòàëüíîé ïîëîñàòîé ðàñêðàñêå –
ñîîòâåòñòâåííî çà 1 è 3, òî ïðè íàëîæåíèè ýòèõ
ðàñêðàñîê äðóã íà äðóãà è ïîäñ÷åòå ñóììû ÷èñåë â
êàæäîé êëåòêå ó íàñ ïîëó-
÷èòñÿ íå ÷òî èíîå, êàê ðàñ-
êðàñêà êâàäðàòàìè 2 ´ 2 â
÷åòûðå öâåòà ñ ðèñóíêà 5.

Óïðàæíåíèå 3.  Ïîëó÷èòå
âîñüìîå ðåøåíèå çàäà÷è, èñ-
ïîëüçóÿ ïîëîñàòóþ ðàñêðàñêó
â 4 öâåòà íà ðèñóíêå 8.

À òåïåðü ïîñìîòðèì, ÷òî
ïîëó÷èòñÿ ïðè ïðîâåäåíèè
â æèçíü äâóõ óæå èçâåñò-
íûõ íàì èäåé – ñíà÷àëà 4 öâåòà ïðåâðàòèì â 2, à çàò åì
íàëîæèì ðàñêðàñêè.

Ðèñ. 4 Ðèñ. 5

Ðèñ. 6

Ðèñ. 7

Ðèñ. 8

Ðèñ. 9 Ðèñ. 10

Ðèñ. 2 Ðèñ. 3
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Óïðàæíåíèå 4.  Ïîëó÷èòå äåâÿòîå ðåøåíèå çàäà÷è, èñ-
ïîëüçóÿ âåðòèêàëüíóþ ðàñêðàñêó íà ðèñóíêå 9 è àíàëî ãè÷-
íóþ ãîðèçîíòàëüíóþ ðàñêðàñêó.

Óïðàæíåíèå 5.  Ïîëó÷èòå äåñÿòîå ðåøåíèå çàäà÷è, èñ-
ïîëüçóÿ ðàñêðàñêó íà ðèñóíêå 10 (îíà ïîëó÷åíà ïðè í àëîæå-
íèè âåðòèêàëüíîé è  ãîðèçîíòàëüíîé ðàñêðàñîê èç ðåø åíèÿ
9 ïî ïðèíöèïó «÷åðíûé öâåò – ïåðåêðàøèâàíèå êëåòêè â
ïðîòèâîïîëîæíûé öâåò»).

Ðåøåíèå 11.  Åñëè âåðòèêàëüíóþ ðàñêðàñêó ñ ðèñóíêà
9 è àíàëîãè÷íóþ ãîðèçîíòàëüíóþ ðàñêðàñêó íàëîæèòü

äðóã íà äðóãà è äëÿ êðàñîòû
ïîìåíÿòü öâåòà ìåñòàìè, òî
ïîëó÷èòñÿ ñëåäóþùàÿ ðå-
øåò÷àòàÿ ðàñêðàñêà (ðèñ.11).
Òîãäà ëþáîé ïðÿìîóãîëü-
íèê íàêðûâàåò êðàòíîå 3 (0
èëè 3) êîëè÷åñòâî ÷åðíûõ
êëåòîê, à èõ íà äîñêå íå
êðàòíîå 3 êîëè÷åñòâî (64).
È êàê ñëåäñòâèå, äåëàåì
âûâîä, ÷òî âñå ÷åðíûå êëåò-
êè ïðèíàäëåæàòü ïðÿìîó-

ãîëüíèêàì íå ìîãóò, à çíà÷èò, è ðàçðåçàòü äîñêó 10 ´ 10
íà òåòðàìèíî 1 ´ 4 íåëüçÿ.

Ðåøåíèå 12.  Ïðèìåíèì åùå îäíó ðàñêðàñêó â 4
öâåòà, êîòîðàÿ îòëè÷àåòñÿ îò ðàñêðàñêè â 4 öâåòà

êâàäðàòàìè 2 ´ 2 ñäâèãîì
êàæäîé ïàðû ðÿäîâ îòíî-
ñèòåëüíî ïðåäûäóùåé ïàðû
íà îäíó êëåòêó (ðèñ.12). Òîã-
äà êàæäûé ãîðèçîíòàëüíûé
ïðÿìîóãîëüíèê ñîäåðæèò
ïî ÷åòíîìó êîëè÷åñòâó êëå-
òîê êàæäîãî öâåòà (0 èëè
2), à êàæäûé âåðòèêàëüíûé
ïðÿìîóãîëüíèê ñîäåðæèò
ïî îäíîé êëåòêå êàæäîãî
öâåòà. Òàê êàê êàæäîãî öâå-

òà áóäåò ïî 25 êëåòîê, òî èç âûøå èçëîæåííîãî ñëåäó åò,
÷òî êîëè÷åñòâî âåðòèêàëüíûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ íå÷åò-
íî. Ïîâåðíåì ðàñêðàñêó íà 90 ° è ïîëó÷èì, ÷òî êîëè÷å-
ñòâî ãîðèçîíòàëüíûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ íå÷åòíî. Òîãäà
â ñóììå ó íàñ äîëæíî áûòü ÷åòíîå êîëè÷åñòâî âñåõ
ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ÷òî íå ìîæåò ðàâíÿòüñÿ íóæíîìó
íàì ÷èñëó 25, ò.å. âûâîä ïðåæíèé – ðàçðåçàòü íå
óäàñòñÿ.

Âûâîä.  Íàäååìñÿ, ÷òî ïðèâåäåííûå ðåøåíèÿ íàãëÿä-
íî ïðîèëëþñòðèðîâàëè êðàñîòó ìåòîäà ðàñêðàñêè, à
çàîäíî è ñïåöèôè÷åñêèå ñâîéñòâà êàæäîé èç ðàñêðà-
ñîê â îòäåëüíîñòè, îñîáåííî èõ âçàèìîñâÿçè ïðè
íàëîæåíèè äðóã íà äðóãà. Íàïðèìåð, â ñàìîì ïåðâîì
ðåøåíèè ðàñêðàñêà ïîëó÷àåòñÿ íàëîæåíèåì äðóã íà
äðóãà äâóõ ïîëîñàòûõ ðàñêðàñîê, à çíà÷èò, ìû ôàêòè-
÷åñêè ìîæåì ïðåäëîæèòü è «íîâîå» ðåøåíèå, óæå
òðèíàäöàòîå ïî ñ÷åòó. È èç äâåíàäöàòîãî ðåøåíèÿ
òàêæå ìîæíî ñîçäàòü «íîâîå» ðåøåíèå, ïîëó÷àåìîå ñ
ïîìîùüþ èçëîæåííûõ âûøå èäåé. Ïðåäëàãàåì åùå
ïðèäóìàòü äðóãèå âàðèàíòû ðàñêðàñîê, äàþùèõ ðåøå-
íèÿ ýòîé êëàññè÷åñêîé çàäà÷è.

Ðèñ. 11

Çàìåòèì åùå, ÷òî ðàññìîòðåííàÿ íàìè çàäà÷à ïðî
ðàçðåçàíèå äîñêè íà ôèãóðêè ´1 4 – ÷àñòíûé ñëó÷àé
áîëåå îáùåé çàäà÷è. Ïóñòü ìû õîòèì ðàçðåçàòü ïðÿìî-
óãîëüíóþ äîñêó íà îäèíàêîâûå êëåò÷àòûå ïîëîñêè

´1 N . Êîãäà ýòî âîçìîæíî? Îêàçûâàåòñÿ, îòâåò î÷åíü
ïðîñòîé – â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà äëèíà
õîòÿ áû îäíîé èç ñòîðîí äîñêè äåëèòñÿ íà N. Èíûìè
ñëîâàìè, åñëè õîòü êàêîé-òî ñïîñîá ðàçðåçàíèÿ åñòü,  òî
îáÿçàòåëüíî åñòü è «òðèâèàëüíûé» ñïîñîá – êîãäà âñå
ïîëîñêè ðàñïîëîæåíû «îäèíàêîâî» (ëèáî âåðòèêàëü-
íî, ëèáî ãîðèçîíòàëüíî).

Ðåøèòü ýòó îáùóþ çàäà÷ó íå òàê-òî ïðîñòî, íî è òóò
åñòü ðåøåíèå, èñïîëüçóþùåå ðàñêðàñêó! Ïîïðîáóéòå
ðàçîáðàòü ÷àñòíûé ñëó÷àé – äîêàæèòå, ÷òî äîñêó

´15 20 íåëüçÿ ðàçðåçàòü íà ôèãóðêè ´1 6. À ìîæåò
áûòü, âàì óäàñòñÿ ñïðàâèòüñÿ è ñ îáùåé çàäà÷åé?

Äîïîëíèòåëüíûå çàäà÷è íà «ìåòîä ðàñêðàñêè»
1. Ìîæíî ëè øàõìàòíûì êîíåì îáîéòè âñå êëåòêè

äîñêè 5 ´ 5, ïîáûâàâ íà êàæäîé êëåòêå ïî îäíîìó ðàçó è
âåðíóòüñÿ ïîñëåäíèì õîäîì â èñõîäíîå ïîëîæåíèå?

2. Ìûøêà ãðûçåò êóá ñûðà ñ ðåáðîì 3, ðàçáèòûé íà 27
åäèíè÷íûõ êóáèêîâ. Êîãäà ìûøêà ñúåäàåò êàêîé-ëèáî
êóáèê, îíà ïåðåõîäèò ê äðóãîìó êóáèêó, èìåþùåìó
îáùóþ ãðàíü ñ ïðåäûäóùèì. Ìîæåò ëè ìûøêà ñúåñòü
âåñü êóá, êðîìå öåíòðàëüíîãî êóáèêà?

3. Íà êàæäîé êëåòêå äîñêè ´9 9  ñèäåëî ïî æóêó. Ïî
ñèãíàëó êàæäûé æóê ïåðåïîëç íà îäíó èç ñîñåäíèõ êëå òîê
à) ïî ñòîðîíå; á) ïî äèàãîíàëè. Ïðè ýòîì â êàêèõ-òî
êëåòêàõ ìîãëî îêàçàòüñÿ íåñêîëüêî æóêîâ, à êàêèå-òî
ìîãëè îêàçàòüñÿ ïóñòûìè. Íàéäèòå íàèìåíüøåå âîçìîæ-
íîå êîëè÷åñòâî ïóñòûõ êëåòîê.

4. Íà êàæäîé êëåòêå-òðåóãîëüíè÷êå òðåóãîëüíîé äîñêè
ñî ñòîðîíîé 5 ñèäèò æóê. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âñå æóê è
âçëåòàþò è ïðèçåìëÿþòñÿ íà ñîñåäíèå (ïî ñòîðîíå)
êëåòêè ýòîé äîñêè. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà íàéäóòñÿ ïî
êðàéíåé ìåðå 5 ïóñòûõ êëåòîê.

5. Íà øàõìàòíîé äîñêå ñòîÿò íåñêîëüêî (íå ìåíåå
÷åòûðåõ) êîðîëåé. Äîêàæèòå, ÷òî èõ ìîæíî ðàçáèòü íà
÷åòûðå ãðóïïû òàê, ÷òîáû êîðîëè êàæäîé ãðóïïû äðóã
äðóãà íå áèëè.

6. Â ëåâîì íèæíåì óãëó äîñêè 9 ´ 9 ñòîÿò 9 øàøåê,
îáðàçóÿ êâàäðàò 3 ´ 3. Çà îäèí õîä ìîæíî âûáðàòü êàêèå-
òî äâå øàøêè è ïåðåñòàâèòü îäíó èç íèõ ñèììåòðè÷íî
îòíîñèòåëüíî äðóãîé (íå âûõîäÿ ïðè ýòîì çà ïðåäåëû
äîñêè). Ìîæíî ëè çà íåñêîëüêî õîäîâ ïåðåìåñòèòü ýòè
øàøêè òàê, ÷òîáû îíè îáðàçîâàëè êâàäðàò 3 ´ 3: à) â
ëåâîì âåðõíåì óãëó;  á) â ïðàâîì âåðõíåì óãëó; â) â
öåíòðàëüíîì êâàäðàòå 3 ´ 3?

7. Ìîæíî ëè òðè ïîïàðíî ñîñåäíèå ãðàíè êóáèêà
4 ´ 4 ´ 4 îêëåèòü 16 ïîëîñêàìè 3 ´ 1?

8. Èç êâàäðàòà 8 ´ 8 ïî ëèíèÿì ñåòêè âûðåçàëè 8
êâàäðàòîâ 2 ´ 2. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî âûðåçàòü åùå îäèí
êâàäðàò 2´ 2.

9.  Êàêèìè âèäàìè òåòðàìèíî (ôèãóðêè èç 4 êëåòîê)
ìîæíî ïîêðûòü äîñêó ðàçìåðîì 10 ´ 10?

10. Ìîæíî ëè øàõìàòíóþ äîñêó ðàçðåçàòü íà 15 âåðòè-
êàëüíûõ è 17 ãîðèçîíòàëüíûõ äîìèíîøåê?

11. Ïðÿìîóãîëüíîå äíî êîðîáêè áûëî âûëîæåíî êâàä-
ðàòàìè ´2 2  è ïðÿìîóãîëüíèêàìè ´1 4. Îäèí êâàäðàò
ïîòåðÿëè è âìåñòî íåãî íàøëè ïðÿìîóãîëüíèê. Ìîæíî ë è
òåïåðü ñëîæèòü äíî ïðÿìîóãîëüíîé êîðîáêè?

Ðèñ. 12
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À ÷òî ýòî õîëîä
íà çåìëþ óïàë…

À.ÑÒÀÑÅÍÊÎ

…âñå êðåï÷å ìîðîç! Ëþòûé ïðîíèçûâàþùèé õî-
ëîä! Åñëè áû ñâÿòîé Äóíñòåí âìåñòî ðàñêàëåííûõ
ùèïöîâ ñõâàòèë ñàòàíó çà íîñ ýòàêèì ìîðîçöåì,
âîò òîò âçâûë áû îò òàêîãî îñíîâàòåëüíîãî ùèïêà!

×.Äèêêåíñ. Ðîæäåñòâåíñêàÿ ïåñíü â ïðîçå

ÊÀÊ-ÒÎ  ÂÅ×ÅÐÎÌ  ÎÄÈÍ  ÑÏÎÑÎÁÍÛÉ  ÑÒÓÄÅÍÒ  ÍÀ-
ñìîòðåëñÿ òåëåóæàñîâ î ãðÿäóùèõ ëåäíèêîâûõ ïåðèî-

äàõ, î òîì, ÷òî ñòàíåò ñ ïîêèíóòûìè ãîðîäàìè ÷åðåç ñòî,
äâåñòè, … ëåò, è âäðóã ïîäóìàë: à ÷òî åñëè íà Çåìëå
òåìïåðàòóðà óïàäåò íà 200 ãðàäóñîâ ïî Öåëüñèþ, ò.å.  äîñòèã-
íåò 73 K? Îí âçãëÿíóë â Ñïðàâî÷íèê ôèçè÷åñêèõ âåëè÷ èí è
àõíóë (ñì. òàáëèöó): îñíîâíûå êîìïîíåíòû àòìîñôåðû –

àçîò è êèñëîðîä – ìîãóò (ïî êðàéíåé ìåðå, ÷àñòè÷íî)  ñòàòü
æèäêèìè, ïîñêîëüêó èõ òåìïåðàòóðû êèïåíèÿ êT  ðàâíû 77
è 90 K ñîîòâåòñòâåííî. È òîëüêî òàêèå «ìàëûå» ãàçû,  êàê
íåîí, âîäîðîä è ãåëèé, è íå ïîäóìàþò êîíäåíñèðîâàòü ñÿ ( êT
ðàâíû 27, 20 è 4 K) âîâñå.

×òî æå ïðîèçîéäåò ñ àòìîñôåðîé ïðè ñòîëü ãëóáîêîì
îõëàæäåíèè? Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè áû âñÿ àòìîñôåðà Çåì ëè
âûïàëà â îñàäîê, ò.å. ñêîíäåíñèðîâàëàñü íà ïîâåðõíî ñòè â
âèäå æèäêîãî ñëîÿ, òî åãî òîëùèíà ñîñòàâèëà áû… íó,
êîíå÷íî, ïîðÿäêà äåñÿòè ìåòðîâ – âåäü èìåííî íà òàê óþ
âûñîòó ïîäíèìàëèñü âîäà è âèíî â êëàññè÷åñêîì äåìîí ñòðà-
öèîííîì îïûòå Áëåçà Ïàñêàëÿ (1623–1662) â Ðóàíå.

 Îäíàêî, êàê ñâèäåòåëüñòâîâàëè òàáëèöû Ñïðàâî÷íèêà,
äàæå ïðè 200 Ñ- °  àçîò è êèñëîðîä èìåþò âñå åùå íåìàëîå
äàâëåíèå ñâîèõ íàñûùåííûõ ïàðîâ: ïðèáëèçèòåëüíî 440  è
80 ìì ðò.ñò. ñîîòâåòñòâåííî, à çíà÷èò, â ñóììå 520 ìì ðò.ñò.
Çäåñü Ñòóäåíò âîñïîëüçîâàëñÿ çàêîíîì Äàëüòîíà, ñîãë àñíî
êîòîðîìó äàâëåíèå ñìåñè ãàçîâ ðàâíî ñóììå äàâëåíèé åå
êîìïîíåíòîâ. À ïîñêîëüêó äàâëåíèÿ ýòèõ ãàçîâ â îáû÷ íîé
àòìîñôåðå ñîñòàâëÿþò 600 è 160 ìì ðò.ñò. (îñòàëüíûì è
«ìàëûìè» ãàçàìè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü), òî ýòî çíà÷èò, ÷ òî
àçîòà â «íîâîé» àòìîñôåðå îñòàëîñü 440/600 = 0,73 =  73%,

à êèñëîðîäà 80/160 = 0,5 = 50% îò ïðåæíåãî êîëè÷åñò âà.
Çíàÿ ýòî, ìîæíî âû÷èñëèòü ñðåäíþþ ïëîòíîñòü íîâîé à òìîñ-
ôåðû. Ïðèáëèæåííî åå ìîæíî îöåíèòü êàê

3
í 0

520 273
3 êã ì

760 73
æ ö æ ör = r =ç ÷ ç ÷
è ø è ø

,

ãäå 3
0 1,225 êã ìr =  – ïëîòíîñòü ïðèâû÷íîé íàì àòìîñôåðû

íà óðîâíå ìîðÿ. Íå óäèâèòåëüíî ëè – äàâëåíèå àòìîñô åðû
óïàëî, à åå ïëîòíîñòü ó ïîâåðõíîñòè äàæå âûðîñëà? Í åò, íå
óäèâèòåëüíî – ýòî ïðîèçîøëî èç-çà åùå áîëüøåãî ïàäå íèÿ
òåìïåðàòóðû (ñì. ïîñëåäíèé ìíîæèòåëü).

À ÷òî æå â íîâîì îêåàíå? Ïëîòíîñòü æèäêîãî àçîòà
3800 êã ì , æèäêîãî êèñëîðîäà 31100 êã ì . ×àñòü ìàññû

ñæèæåííîé àòìîñôåðû ìîæíî îöåíèòü êàê 
760 520

0,3
760
-

= ;

çíà÷èò, âñïîìèíàÿ äåñÿòèìåòðîâûé áàðîìåòð Ïàñêàëÿ, ìîæ-
íî îæèäàòü ïîäúåìà óðîâíÿ îêåàíà ìåòðà íà 3–4, ïîòî ìó ÷òî
ýòà êèñëîðîäíî-àçîòíàÿ æèäêîñòü ñòå÷åò â îçåðà è îê åàíû.
Ïðè÷åì ãëóáèíà íîâîãî îêåàíà (äíîì êîòîðîãî ñòàë ëå ä –
îòâåðäåâøàÿ âîäà) áóäåò åùå íåñêîëüêî áîëüøå – ýòî ëåãêî
îöåíèòü, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñóøà íà ñîâðåìåííîé Çåìëå ñî ñòàâ-
ëÿåò ïðèáëèçèòåëüíî ÷åòâåðòü ïîâåðõíîñòè ãëîáóñà. È , âçãëÿ-
íóâ íà ãëîáóñ, Ñòóäåíò îöåíèë ïðèáëèçèòåëüíî ïëîùàä ü,

çàíÿòóþ íîâûì îêåàíîì, – ðàâíèíû Çàïàäíîé Ñè-
áèðè, Ãîëëàíäèè, âîñòî÷íûõ øòàòîâ Àìåðèêè, äåëü-
òû Àìàçîíêè… È ïîëó÷èëîñü, ÷òî âîëíû íîâîãî
îêåàíà áóäóò ïëåñêàòüñÿ ó íîã Ìåäíîãî âñàäíèêà.

È òóò ýðóäèðîâàííûé Ñòóäåíò ðåøèë èçîáðàçèòü
ãðàôè÷åñêè çàâèñèìîñòü ïëîòíîñòè  îò âûñîòû íàä
óðîâíåì ìîðÿ (ðèñ.1). Îí âûáðàë äâå òåìïåðàòóðû
è âîñïîëüçîâàëñÿ áàðîìåòðè÷åñêîé ôîðìóëîé

0

mgy
kTe

-
r = r  (çäåñü m – ñðåäíÿÿ ìàññà ìîëåêóëû, k

– ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà). Ñòóäåíò ïîìíèë, ÷òî
áàðîìåòðè÷åñêóþ ôîðìóëó åùå â 1686 ãîäó íàøåë
Ýäìîíä Ãàëëåé (1656–1742), ïðàâäà, â âèäå óòâåð-
æäåíèÿ, ÷òî ïî ìåðå âîçðàñòàíèÿ âûñîòû â àðèôìå-
òè÷åñêîé ïðîãðåññèè àòìîñôåðíîå äàâëåíèå (à â
ïðåäïîëîæåíèè ïîñòîÿíñòâà òåìïåðàòóðû – è ïëîò-
íîñòü) óìåíüøàåòñÿ â ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè.
À åùå îí (Ñòóäåíò, à íå Ãàëëåé) çàïèñàë çàêîí
ñîõðàíåíèÿ ìàññû íàä êàæäûì êâàäðàòíûì ìåòðîì
äî îõëàæäåíèÿ àòìîñôåðû è ïîñëå îõëàæäåíèÿ:

( ) ( )a a í
0

,273 ,73
h

y dy y dy h
¥ ¥

r = r + rò ò .

Ãåîìåòðè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò ðàâåíñòâî ïëîùàäåé ïîä ê ðèâû-
ìè, îïèñûâàþùèìè çàâèñèìîñòü ïëîòíîñòè âåùåñòâà àòì îñ-
ôåðû îò âûñîòû â íîðìàëüíîì è îõëàæäåííîì ñîñòîÿíèÿ õ
(ñì. ðèñ.1).

Èòàê, íà äíå íîâîãî îêåàíà îáðàçóåòñÿ ïëîòíûé ñëîé ëüäà,
íàä êîòîðûì áóäóò ïëåñêàòüñÿ âîëíû æèäêîãî àçîòà-êè ñëî-
ðîäà. Íî ÷òîáû îíè ïëåñêàëèñü, íóæåí âåòåð. È íàä í îâûì
îêåàíîì âåòåð îáÿçàòåëüíî áóäåò – âåäü íà ïîëþñàõ õ îëîä-
íåå, ÷åì íà ýêâàòîðå, òàì àçîò è êèñëîðîä ìîãóò âîî áùå
îòâåðäåòü, è îòòóäà áóäóò ïðèïëûâàòü àéñáåðãè òâåðäîé
ñìåñè 2 2N O- , ïîñòåïåííî òàÿ â «òåïëûõ» øèðîòàõ. À êîëü
ñêîðî âåòåð áóäåò äóòü íàä îêåàíñêîé ãëàäüþ, âîçíèê íåò òàê
íàçûâàåìàÿ íåóñòîé÷èâîñòü ïîâåðõíîñòè (ïîäóéòå íàä âîäîé
â áëþäöå). Âåòåð âûâîäèò ïîâåðõíîñòü æèäêîñòè èç ñî ñòîÿ-
íèÿ ðàâíîâåñèÿ, à ñèëû ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ è ñ èëû
òÿãîòåíèÿ âîññòàíàâëèâàþò ýòî ðàâíîâåñèå. È ïîÿâëÿþ òñÿ
ïîâåðõíîñòíûå âîëíû.

È òóò Ñòóäåíò êðåïêî çàäóìàëñÿ: êàêîâà ñâÿçü ìåæäó
ñêîðîñòüþ v è äëèíîé l  ýòèõ ïîâåðõíîñòíûõ âîëí? Ñ îäíîé
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ñòîðîíû, åñëè âîëíû î÷åíü ìåëêèå (êàïèëëÿðíûå), òî îñíîâ-
íóþ ðîëü äîëæíî èãðàòü ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæåíèå, êîý ôôè-
öèåíò êîòîðîãî èìååò ðàçìåðíîñòü [ ] Í ìs = . Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, êîãäà âîëíû êðóòûå (ìîðñêèå), ñóùåñòâåííûì
ÿâëÿåòñÿ òÿãîòåíèå, êîòîðîå õàðàêòåðèçóåòñÿ óñêîðåí èåì
ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ ñ ðàçìåðíîñòüþ [ ] 2ì ñg = . Íó, ðàçóìå-
åòñÿ, è ïëîòíîñòü æèäêîñòè íóæíî ó÷åñòü, à åå ðàçìå ðíîñòü
åñòü [ ] 3

í êã ìr = .
Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñîñòàâèòü äâå êîìáèíàöèè ïàðàì åò-

ðîâ äëÿ êàïèëëÿðíûõ è ãðàâèòàöèîííûõ âîëí, èìåþùèå
ðàçìåðíîñòü ñêîðîñòè:

2vs
s
rl

:  è 2
gv gl: .

Òåîðåòè÷åñêàÿ ãèäðîäèíàìèêà äàåò ñëåäóþùåå òî÷íîå â ûðà-
æåíèå:

2 2 2

2
2

gv v v gs
s læ ö= + = + ç ÷l pæ ö è ør ç ÷pè ø

.

Çäåñü äëèíà âîëíû íå ñëó÷àéíî ðàçäåëåíà íà 2p  – â

ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ òàê íàçûâàåìîå âîëíîâîå ÷èñëî  
2

k
p

=
l

.

Íà ðèñóíêå 2 ïîêàçàíà êà÷åñòâåííàÿ çàâèñèìîñòü ñêîð îñòè
ïîâåðõíîñòíîé âîëíû îò åå äëèíû.

Òåïåðü íåòðóäíî íàéòè íàèìåíüøóþ ñêîðîñòü (êòî óìåå ò,
äà ïðîäèôôåðåíöèðóåò ïðèâåäåííîå âûðàæåíèå è ïðèðàâ íÿ-
åò ðåçóëüòàò ê íóëþ) è ñîîòâåòñòâóþùóþ åé äëèíó âîë íû.

Ðèñ. 1. Çàâèñèìîñòü îò âûñîòû ïëîòíîñòè àòìîñôåðû è  îêåàíà äëÿ
äâóõ çíà÷åíèé òåìïåðàòóðû; ír  – ïëîòíîñòü ñæèæåííûõ ãàçîâ,
h – ãëóáèíà èõ ñëîÿ
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Îòìåòèì, ÷òî ýòó ïðîáëåìó áîëåå ñòðîãî èññëåäîâàë î äèí
èç îòöîâ-îñíîâàòåëåé Ìîñêîâñêîãî ôèçòåõà – àêàäåìèê  Ïåòð
Ëåîíèäîâè÷ Êàïèöà (1894–1984). Îí ïîëó÷èë, ÷òî ìèíè -
ìàëüíàÿ ñêîðîñòü âåòðà, ïðè êîòîðîé âîçìîæíî ðàçâèò èå
(íàðàñòàíèå) âîëí íà ïîâåðõíîñòè, ïðèáëèçèòåëüíî âò ðîå
áîëüøå minv . Êñòàòè, èìåííî îí ðàçðàáîòàë â íàøåé ñòðàíå
ïðîìûøëåííóþ òåõíîëîãèþ ñæèæåíèÿ ãàçîâ (äàæå ãåëèÿ) .

Êîíå÷íî, äëÿ äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ âîëí íóæíî åùå
ñèëîâîå âîçäåéñòâèå. Åñëè ó÷åñòü, ÷òî ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà
òåëî, äâèæóùååñÿ â ãàçå, ïðîïîðöèîíàëüíà ïëîòíîñòè ãàçà è
êâàäðàòó ñêîðîñòè òåëà, òî ïðè óâåëè÷åíèè ïëîòíîñòè  â 3
ðàçà äëÿ âîçáóæäåíèÿ òàêèõ æå âîëí íà ñîâðåìåííîé Ç åìëå
ñêîðîñòü âåòðà äîëæíà áûòü â 3  ðàç ìåíüøå.

Íî åñëè äëèíà âîëíû ñòàíîâèòñÿ ñðàâíèìîé ñ ãëóáèíîé  h,
òóò ïðèìåíèìà «òåîðèÿ ìåëêîé âîäû», êîòîðàÿ äàåò ñî âñåì
ïðîñòóþ çàâèñèìîñòü äëÿ ñêîðîñòè: v gh= , «íå ÷óâñòâóþ-
ùóþ» ñâîéñòâ æèäêîñòè.

È òóò Ñòóäåíòó ïðèâèäåëîñü, ÷òî Ìåíäåëååâ ñ Êëàïåéð î-
íîì òðåáóþò ïðîâåñòè âû÷èñëåíèÿ òî÷íåå, ñ ó÷åòîì äà ííûõ
ñïðàâî÷íîé òàáëèöû. Ïðîñíóâøèñü â õîëîäíîì ïîòó (ïî ÷òè

200 C- ° ), Ñòóäåíò ðàäîñòíî âçäîõíóë è ïîáåæàë íà ýêçàìåí
ïî àýðîãèäðîòåðìîäèíàìèêå.

Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè ïîâåðõíîñòíîé âîëíû îò  åå äëèíû.
Ëåâåå çíà÷åíèÿ ml , ñîîòâåòñòâóþùåãî ìèíèìàëüíîé ñêîðîñòè

minv , – êàïèëëÿðíûå âîëíû, ïðàâåå – ãðàâèòàöèîííûå âîëí û.

Î òðèöàòåëüíàÿ
îáðàòíàÿ ñâÿçü

À.ÑÒÀÑÅÍÊÎ

Êàê àóêíåòñÿ,
òàê è îòêëèêíåòñÿ.

Ýêñïåðèìåíòàëüíûé ôàêò èç ôèçè÷åñêîé àêóñòèêè

ÊÀÊ-ÒÎ ÌÛ Ñ ÏÐÈßÒÅËÅÌ, ÍÀÁËÞÄÀß ÇÀ ÂÎÄÎÉ, ÊÈÏß-
ùåé â êîòëå íàä êîñòðîì, âäðóã îñîçíàëè ïðèíöèïèàëü -

íîå ðàçëè÷èå äâóõ ñèòóàöèé.

À) Âîäà, ÿðîñòíî âñêèïàÿ, ñëåãêà çàëèâàåò êîñòåð, ê îòî-
ðûé çàòåì âíîâü ðàçãîðàåòñÿ, çàñòàâëÿÿ âîäó ñíîâà â ûïëåñ-
êèâàòüñÿ. Äàëåå âñå ïîâòîðÿåòñÿ. Ýòîò ïðîöåññ ìîæíî  èçîá-
ðàçèòü êà÷åñòâåííî â âèäå êðèâîé À íà ðèñóíêå 1 – íàïðèìåð,
íà ãðàôèêå çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè t  âûäåëÿåìîé êîñòðîì
ìîùíîñòè W . Çäåñü ðåàëèçóåòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ îòðèöàòåëü-
íàÿ îáðàòíàÿ ñâÿçü.

Á) Âîäó çàìåíèëè êåðîñèíîì. Ïîíÿòíî, ÷òî âûïëåñêèâà þ-
ùèéñÿ êåðîñèí âåäåò ê ðîñòó âûäåëÿåìîé êîñòðîì ýíåð ãèè,
è «ñèñòåìà» èäåò â ðàçíîñ ïî ïóòè ñàìîóíè÷òîæåíèÿ ( êðèâàÿ
Á íà ðèñóíêå 1). Ýòî ïðèìåð ïîëîæèòåëüíîé îáðàòíîé ñ âÿçè.

Ôèçèêè ìíîãî ñäåëàëè äëÿ ïîíèìàíèÿ ñóòè îáðàòíîé
ñâÿçè. Ñòàðàòåëüíûì øêîëüíèêàì íàâåðíÿêà èçâåñòíî Ï ðà-
âèëî Ëåíöà (1833 ã.): èíäóêöèîííûé òîê â êîíòóðå íà ïðàâ-
ëåí òàê, ÷òî ñîçäàâàåìûé èì ïîòîê ìàãíèòíîé èíäóêöè è
÷åðåç ïîâåðõíîñòü, îãðàíè÷åííóþ ýòèì êîíòóðîì, ïðåï ÿò-
ñòâóåò èçìåíåíèþ ïîòîêà, êîòîðîå âûçûâàåò ýòîò òîê.
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Åñëè ýòà ôðàçà êîìó-òî ïîêàæåòñÿ ñêó÷íîé, ïîÿñíèì å å
ðèñóíêîì 2. Ïóñòü êîíòóð, íàïðèìåð êîëüöî èç òîêîïð îâî-
äÿùåãî ìàòåðèàëà, ïðîíèçûâàåòñÿ ìàãíèòíûì ïîëåì B+,

êîòîðîå èçìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì. Íà ðèñóíêå ïîêàçàíî  ëè-
íåéíî ðàñòóùåå ñî âðåìåíåì ÷èñëî âåêòîðíûõ ëèíèé ìà ãíèò-
íîãî ïîëÿ B+. Òîãäà â ïðîâîäÿùåì êîíòóðå, ñîãëàñíî ïðàâè-
ëó Ëåíöà, âîçíèêíåò èíäóêöèîííûé òîê I -  (â ýòîì ÷àñòíîì
ñëó÷àå, êîãäà B t+ : , òîê I -  ïîñòîÿíåí). Íî îáðàòèì âíèìà-
íèå, â êàêóþ ñòîðîíó òå÷åò ýòîò òîê. À èìåííî, îí í àïðàâëåí
òàê, ÷òîáû ïîðîæäåííîå èì ìàãíèòíîå ïîëå B-  ïðåïÿòñòâî-
âàëî ðîñòó âíåøíåãî ïîëÿ B+ .

Êîíå÷íî, ýòè ñîáûòèÿ ïðîèñõîäÿò îäíîâðåìåííî è íà
ðèñóíêå ðàçíåñåíû â ïðîñòðàíñòâå òîëüêî äëÿ îáëåã÷å íèÿ
ïîíèìàíèÿ ÿâëåíèÿ â öåëîì. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïðàâèëî
Ëåíöà íàïîìèíàåò òîëüêî î çíàêå â óðàâíåíèè, ñâÿçûâ àþùåì
ýëåêòðîäâèæóùóþ ñèëó èíäóêöèè â êîíòóðå ñ èçìåíåíèå ì âî
âðåìåíè ïîòîêà ìàãíèòíîãî ïîëÿ ÷åðåç ýòîò êîíòóð (ç àêîí
Ôàðàäåÿ, 1831 ã.). Íî ýòî î÷åíü âàæíîå íàïîìèíàíèå.

Äà ðàçâå òîëüêî â ýëåêòðîäèíàìèêå äåéñòâóåò îáðàòíà ÿ
ñâÿçü? Âîò åùå Ïðèíöèï: «…âíåøíåå âîçäåéñòâèå, âûâî äÿ-
ùåå ñèñòåìó èç ñîñòîÿíèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâå ñèÿ,
âûçûâàåò â ýòîé ñèñòåìå ïðîöåññû, ñòðåìÿùèåñÿ îñëàá èòü
ýôôåêò âîçäåéñòâèÿ».

Èñòîðè÷åñêè ýòîò ïðèíöèï áûë ñôîðìóëèðîâàí ïî àíàëî -
ãèè ñ ïðàâèëîì Ëåíöà â îáùåì âèäå ôðàíöóçñêèì õèìèê îì
À. Ëå Øàòåëüå (1884 ã.) è òåðìîäèíàìè÷åñêè îáîñíîâà í
íåìåöêèì ôèçèêîì Ê.Áðàóíîì (1887 ã.).

Ýòà îòðèöàòåëüíàÿ îáðàòíàÿ ñâÿçü èãðàëà âàæíóþ ðîëü  ñ
ñàìîãî íà÷àëà áóðíîãî ðàçâèòèÿ òåõíèêè. Âïåðâûå îíà  áûëà
ïðèìåíåíà ïðè ñîçäàíèè ÷àñîâ (Ãàëèëåé, 1583 ã.). À êàê íå
âñïîìíèòü öåíòðîáåæíûé ðåãóëÿòîð Óàòòà (1784 ã.), í å ïîç-
âîëÿþùèé âîäÿíîìó ïàðó âçîðâàòü êîòåë; èëè çîëîòíèê , âîâ-
ðåìÿ ïåðåêëþ÷àþùèé ïîäà÷ó ïàðà â öèëèíäð è âûáðîñ ï àðà
â àòìîñôåðó. Ñ òåõ ïîð ðàñöâåëà Òåîðèÿ àâòîìàòè÷åñê îãî
ðåãóëèðîâàíèÿ, â êîòîðîé îáðàòíàÿ ñâÿçü ÿâëÿåòñÿ ïð èíöè-
ïèàëüíûì ýëåìåíòîì. Êñòàòè, â åå ñîçäàíèè ó÷àñòâîâà ë è
âåëèêèé àíãëèéñêèé ó÷åíûé Äæ.Ìàêñâåëë (â ñèñòåìó óð àâ-
íåíèé êîòîðîãî âõîäèò è óïîìÿíóòûé âûøå çàêîí Ôàðàä åÿ).

Äà âçÿòü õîòÿ áû ñàìûå ïðîñòûå ïðèìåðû (ðèñ.3). Îòê ëî-
íèì øàðèê ìàññîé m, ïîäâåøåííûé íà íèòè äëèíîé l  â ïîëå
ñèë òÿæåñòè, èëè ðàñòÿíåì ïðóæèíó æåñòêîñòüþ k – òóò æå
ïîÿâëÿþòñÿ âîçâðàùàþùèå ñèëû sinF mg- = - a  è F kx- = - .
Ðàçâå ñàì çíàê «ìèíóñ» íå ãîâîðèò î âîçíèêíîâåíèè îòðè-

öàòåëüíîé  îáðàòíîé ñâÿçè? È â ðåçóëüòàòå íà÷èíàþòñÿ
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êðèâóþ À íà ðèñóíêå 3), êîòîðûå èçâåñòíû ëþáîìó øêîëü-
íèêó. À åñëè áû âìåñòî «ìèíóñà» êòî-òî, íå äàé Áîã,
ïîñòàâèë çíàê «ïëþñ», òî âûïîëíÿëèñü áû çàêîíû ýêñï î-
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ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, ïåðåñòàëà áû ñóùåñòâîâàòü (ñì .
êðèâóþ Á íà ðèñóíêå 3).

Èòàê, äà íå îøèáåìñÿ â çíàêå ïåðåä âîçâðàùàþùåé ñèë îé
– òîëüêî îí ðåàëèçóåò íàèáîëåå îáùèé, óñòîé÷èâûé, â èä
äâèæåíèÿ – êîëåáàíèÿ îêîëî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. À âåäü
îíè è îáåñïå÷èâàþò óñòîé÷èâîå ñóùåñòâîâàíèå Âñåëåíí îé.
Äà ýòî çàìåòèëè è ôèëîñîôû áåç âñÿêèõ ôîðìóë è ðèñó íêîâ:

«Âåñü ìèð – ýòî âå÷íûå êà÷åëè. Âñå, ÷òî îí â ñåáå
çàêëþ÷àåò, íåïðåðûâíî êà÷àåòñÿ…Äàæå óñòîé÷èâîñòü – è
îíà íå ÷òî èíîå, êàê îñëàáëåííîå èëè çàìåäëåííîå êà ÷àíèå»
(Ì.Ìîíòåíü, 1533–1592).

«Íåóæåëè æå êîëåáàíèå – ïðèíöèï?
– Ïåðâûé â æèçíè. Åäèíñòâåííûé, êîòîðûé òâåðä. Òîò,

êîòîðûì öâåòåò âñå è âñå æèâåò» (Â.Â.Ðîçàíîâ, 1856– 1919).
À êàêóþ áëàãóþ ðîëü èãðàþò ôàçîâûå ïðåâðàùåíèÿ âîäû !

Âîò æãó÷åå Ñîëíöå èñïàðÿåò ÷àñòü âëàãè ñ ïîâåðõíîñò è
Çåìëè – è ñìîòðèòå, êàê Ïðèðîäà ðàçóìíî âñå óñòðîèë à: è
òåïëûé âîçäóõ îêàçûâàåòñÿ ëåã÷å õîëîäíîãî, è ìîëÿðí àÿ
ìàññà âîäû ìåíüøå, ÷åì ó àòìîñôåðíûõ ãàçîâ. Â ðåçóë üòàòå
ýòà íàãðåòàÿ ñìåñü âñïëûâàåò ââåðõ, ãäå õîëîäíî; òà ì ïðîèñ-
õîäèò êîíäåíñàöèÿ ïàðà âîäû â êàïëè, êîòîðûå âíîâü
âûïàäàþò íà ïîâåðõíîñòü Çåìëè. Âîò âàì è åùå îáðàòí àÿ
ñâÿçü. È âñå ýòî ïîâòîðÿåòñÿ ìèëëèîíû ëåò.

À ÷òî ïðîèñõîäèò çèìîé? Âîäà çàìåðçàåò, âûäåëÿÿ ïðè
êîíäåíñàöèè òåïëî, ÷òîáû íå òàê óæ áûëî õîëîäíî; ëå ä,
îêàçàâøèñü ëåã÷å âîäû, ïîêðûâàåò âîäîåìû è íå äàåò èì
ïðîìåðçíóòü äî äíà, ñïàñàÿ ðûá. Âåñíîé æå, íàîáîðîò , íà
òàÿíèå ëüäà è ñíåãà ïîòðåáóåòñÿ òåïëî, à äëÿ «ñìÿã÷ åíèÿ»
îïàñíîñòè íàâîäíåíèé îïÿòü-òàêè ïåðèîäè÷åñêè âîçíèê àþò
îáëàêà äëÿ óìåíüøåíèÿ ïîòîêà ñîëíå÷íîé ýíåðãèè. Åùå  îäíà
îáðàòíàÿ ñâÿçü.

Äûõàíèå, áèåíèå ñåðäöà, êîëåáàíèÿ ïàðàìåòðîâ ýêîëîã è-
÷åñêèõ ñèñòåì – òîæå ðåçóëüòàò îáðàòíûõ îòðèöàòåëüí ûõ
ñâÿçåé.

Èòàê, ñëàâà îòðèöàòåëüíîé  îáðàòíîé ñâÿçè, èãðàþùåé
ñàìóþ ïîëîæèòåëüíóþ  ðîëü â óñòîé÷èâîñòè íàøåãî Ìèðà!

Ðèñ. 2

Ðèñ. 1

Ðèñ. 3



Ñëîìàííûé
ãðèôåëü

À.ÁÅÐÄÍÈÊÎÂ

Í À ÎÁÅÈÕ  ÔÎÒÎÃÐÀÔÈßÕ,  ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÍÛÕ  ÍÀ ÐÈ-
ñóíêå 1, èçîáðàæåíû äâà ñêðåùåííûõ ãðèôåëÿ, ïðè ýòî ì

àïïàðàò ñôîêóñèðîâàí âäàëü. Òîò ãðèôåëü (òîíêèé), ÷ òî

íàõîäÿòñÿ ïîäàëüøå, êàæåòñÿ ïåðåëîìëåííûì ïîñåðåäèí å. Â
ýòîì âû ìîæåòå óáåäèòüñÿ ñàìè: ïðîñòî ïîñìîòðèòå âä àëü
«ñêâîçü» ïåðåêðåùåííûå ãðèôåëè (îäèí ðàñïîëîæèòå, í à-
ïðèìåð, íà ðàññòîÿíèè 2 ñì, äðóãîé – 10 ñì îò ãëàçà ).
Äàëüíèé ãðèôåëü áóäåò ïåðåñåêàòü «ïîëîñà íåáûòèÿ», èç-çà
êîòîðîé îí äâîèòñÿ èëè êàæåòñÿ ñëîìàííûì.

Îáúÿñíèòü òàêîé ðåçóëüòàò îïûòà ìîæíî äîñòàòî÷íî ïð î-
ñòî. Äåëî â òîì, ÷òî áëèæíèé ãðèôåëü çàãîðàæèâàåò ÷ àñòü
çàäíåãî. Ðàçáåðåìñÿ ïîäðîáíåå.

Ñíà÷àëà ïîïðîáóåì ïîíÿòü, êàêèå ÷àñòè ñòåíû, íà êîò îðóþ
ñôîêóñèðîâàí ãëàç, ìû âèäèì. Íó, âèäåòü-òî ìû âèäèì  âñå,

ïðîñòî îäíè ÿð÷å, äðóãèå – òåì-
íåå. Ýòà ÿðêîñòü îïðåäåëÿåòñÿ
òåì ñâåòîâûì ïîòîêîì, êîòîðûé
îò äàííîãî êóñêà ñòåíû ïîïàäà-
åò â íàø çðà÷îê, ìèíóÿ îáà
ñòåðæíÿ. ×òîáû îñâîèòüñÿ, ïî-
ñìîòðèì, êàê òàêîé ïîäõîä ðà-
áîòàåò íà ïðèìåðå îäíîãî ãðè-
ôåëÿ.

Âîçüìåì ó÷àñòîê ñòåíû ïðÿìî
çà ãðèôåëåì è äëÿ íàãëÿäíîñòè
ïîñàäèì òóäà ìóðàâüÿ ñ ôîíà-
ðèêîì, ÷òîáû ïîíèìàòü, ñâåò îò
êàêîé òî÷êè ñòåíû ìû áóäåì
îáñóæäàòü (ðèñ.2). Ñåé÷àñ ôî-
íàðèê îòáðàñûâàåò çàìåòíóþ
òåíü íà çðà÷îê. Ïîýòîìó ïðÿìî
ïî öåíòðó ìû âèäèì ñòåíó çà-
òåìíåííîé. Õîòÿ ìû ñìîòðèì

íåïîñðåäñòâåííî «â ñåðåäèíó ãðèôåëÿ», ìû âèäèì ñòåí ó çà
ãðèôåëåì ñ ïîìîùüþ âûãëÿíóâøåãî èç-çà óãëà êðàÿ çðà ÷êà.

Ïóñòèì ìóðàâüÿ ñ ôîíàðèêîì ïî ñòåíå âïðàâî. Òåíü,
îòáðàñûâàåìàÿ ãðèôåëåì, áóäåò äâèãàòüñÿ ïî çðà÷êó â ëåâî,
ïëàâíî èñ÷åçàÿ. Âñå ñõîäèòñÿ: òåìíàÿ ïîëîñà íà ôîòî ãðàôèè
(ðèñ.3) ïëàâíî èñ÷åçàåò ñ êðàåâ.
Äëÿ íàãëÿäíîñòè íà ôîòîãðàôèè
ïîêàæåì ïîëîæåíèÿ ìóðàâüÿ, ñîîò-
âåòñòâóþùèå ðèñóíêàì â ðàìêå òà-
êîãî æå öâåòà.

Òåïåðü ïîðà ïåðåéòè ê äâóì ãðèôåëÿì. Ïóñòèì ìóðàâüÿ
çàïîëçàòü ñïðàâà â èíòåðåñóþùåå íàñ ìåñòî (ðèñ.4). Â ñèíåé
òî÷êå òåíü îò åãî ôîíàðÿ îòáðàñûâàåò â
ãëàç òîëüêî áëèæíèé ãðèôåëü. Â êðàñ-
íîé òî÷êå ê íåìó ïðèñîåäèíÿåòñÿ è
äàëüíèé ãðèôåëü, ïîýòîìó ýòî ìåñòî
îñîáî òåìíîå. Íî ÷òî ïðîèñõîäèò â

çåëåíîé òî÷êå? Òåíü îò äàëüíåãî ãðèôåëÿ ïðîïàëà, òà ê êàê
ïàäàåò íà áëèæíèé ñòåðæåíü, à íå â ãëàç. Íåâàæíî, ÷ òî
ãðèôåëè ñòîèò äâà â ðÿä, òåíü îò ýòîãî ãóùå íå ñòàí îâèòñÿ –
âåäü ãðèôåëè òîëüêî íà ôîòîãðàôèè êàæóòñÿ ïîëóïðîçð à÷-
íûìè. Âîò â çåëåíîé òî÷êå èçîáðàæåíèå è êàæåòñÿ ÿð÷ å.

Îñòàëàñü åùå îäíà îñîáåííîñòü íàøåé ïîëîñû. Ìîæåò
ïîêàçàòüñÿ, ÷òî ýòà ïîëîñà åñëè è åñòü, òî ãäå-òî ì åæäó
ãðèôåëÿìè, êàê ìîæíî áëèæå ê íèì îáîèì. Íî íà ôîòîã ðà-
ôèè (ñì. ðèñ.4) âèäíî,
÷òî êîãäà äàëüíèé ãðè-
ôåëü óõîäèò âïðàâî, òî
ñâåòëàÿ ïîëîñà èäåò åùå
ïðàâåå, îïåðåæàÿ åãî. Ñ
ýòîé çàãàäêîé ìû óæå
ìîæåì áåç òðóäà ñïðà-
âèòüñÿ.

Íà ðèñóíêå 5 ïîêàçà-
íû íàïðàâëåíèÿ (à íà
ôîòîãðàôèè – òî÷êè ñòå-
íû), ñîîòâåòñòâóþùèå
âèäèìûì ñåðåäèíàì
áëèæíåãî ãðèôåëÿ (ñè-
íåå), äàëüíåãî (êðàñ-
íîå) è ñâåòëîé ïîëîñû,
ãäå òåíè îò ãðèôåëåé ñëèâàþòñÿ (çåëåíîå). Âèäíî, ÷ò î
çåëåíîå íàïðàâëåíèå èäåò ïðàâåå äâóõ äðóãèõ, ò.å. ñ âåòëàÿ
ïîëîñà íàõîäèòñÿ ïðàâåå ñåðåäèí îáîèõ ãðèôåëåé.

Ïîáåäà!
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Ïðàâèëüíûå ìíîãîãðàííèêè (ðèñ. 1) ñ äðåâíèõ
âðåìåí ïðèâëåêàëè ê ñåáå âíèìàíèå ó÷åíûõ, ñòðîè-
òåëåé, àðõèòåêòîðîâ è ìíîãèõ äðóãèõ. Èõ ïîðàæàëè
êðàñîòà, ñîâåðøåíñòâî, ãàðìîíèÿ ýòèõ ìíîãîãðàííè-
êîâ.

Çäåñü ìû ðàññêàæåì, êàê ïðàâèëüíûå ìíîãîãðàí-
íèêè ìîæíî âïèñûâàòü äðóã â äðóãà. Âïèñûâàÿ îäèí
ìíîãîãðàííèê â äðóãîé, äðóãîé – â òðåòèé è ò.ä.,
ìîæíî ïîëó÷àòü êðàñèâûå «êàñêàäû» ïðàâèëüíûõ
ìíîãîãðàííèêîâ.

Â êóá ìîæíî âïèñàòü îêòàýäð (ðèñ. 2). Öåíòðû
ãðàíåé êóáà îáðàçóþò âåðøèíû âïèñàííîãî â íåãî
îêòàýäðà.

Â ñâîþ î÷åðåäü, öåíòðû ãðàíåé îêòàýäðà îáðàçóþò
âåðøèíû âïèñàííîãî â íåãî êóáà (ðèñ. 3).

Ìíîãîãðàííèêè, îáëàäàþùèå òàêèì ñâîéñòâîì,
íàçûâàþòñÿ âçàèìíî äâîéñòâåííûìè.

Äðóãèì ïðèìåðîì âçàèìíî äâîéñòâåííûõ ïðà-
âèëüíûõ ìíîãîãðàííèêîâ ÿâëÿþòñÿ äîäåêàýäð è èêî-
ñàýäð (ðèñ. 4, 5).

Êàñêàäû èç ïðàâèëüíûõ
ìíîãîãðàííèêîâ

Â êóá ìîæíî âïèñàòü òåòðàýäð, ïðè ýòîì âåðøèíû
òåòðàýäðà áóäóò ëåæàòü â âåðøèíàõ êóáà (ðèñ. 6).

Â ñâîþ î÷åðåäü, êóá ìîæíî âïèñàòü â äîäåêàýäð
òàê, ÷òîáû âåðøèíû êóáà ëåæàëè â âåðøèíàõ äîäå-
êàýäðà (ðèñ. 7).

Ïðè âïèñûâàíèè îäíîãî ïðàâèëüíîãî ìíîãîãðàí-
íèêà â äðóãîé âåðøèíû ïåðâîãî ìîãóò ëåæàòü íà
ñåðåäèíàõ ðåáåð âòîðîãî. Òàê â ïðàâèëüíûé òåòðàýäð
ìîæíî âïèñàòü îêòàýäð (ðèñ. 8).

Áîëåå ñëîæíûì ñïîñîáîì â êóá âïèñûâàåòñÿ èêî-
ñàýäð: ñåðåäèíû ðåáåð èêîñàýäðà ëåæàò â öåíòðàõ
ãðàíåé êóáà (ðèñ. 9). Ïîïðîáóéòå âû÷èñëèòü îòíî-

Ðèñ. 2 Ðèñ. 3

Ðèñ. 4 Ðèñ. 5

Ðèñ. 6 Ðèñ. 7

Ðèñ. 8 Ðèñ. 9

Ðèñ. 1



øåíèå ðåáåð êóáà è èêîñàýäðà â ýòîé êîíôèãóðà-
öèè.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì â êóá ìîæíî âïèñàòü äîäå-
êàýäð (ðèñ. 10).

Îêàçûâàåòñÿ, êîìáèíèðóÿ ðàññìîòðåííûå ñëó÷àè,
â ëþáîé ïðàâèëüíûé ìíîãîãðàííèê ìîæíî âïèñàòü
âñå îñòàëüíûå ïðàâèëüíûå ìíîãîãðàííèêè. Ñêàæåì,
èç ðèñóíêîâ 11 è 12 âèäíî, êàê â äîäåêàýäð âïèñàòü
òåòðàýäð è îêòàýäð.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èç ïðàâèëüíûõ ìíîãîãðàííèêîâ
ìîæíî ñäåëàòü «êàñêàäû», âïèñûâàÿ èõ äðóã â äðóãà

Ðèñ. 10

Ðèñ. 11 Ðèñ. 12

Ðèñ. 13

Ðèñ. 14 Ðèñ. 15 Ðèñ. 16

Ðèñ. 17 Ðèñ. 18 Ðèñ. 19

Ìàòåðèàë ïîäãîòîâèëè  È.Ñìèðíîâà, Â.Ñìèðíîâ

â ëþáîì ïîðÿäêå. Íàïðèìåð, íà ðèñóíêå 13  èçîáðà-
æåí êàñêàä «òåòðàýäð – îêòàýäð – äîäåêàýäð – êóá».

Åùå íåñêîëüêî êàñêàäîâ èçîáðàæåíî íà ðèñóíêàõ
14–19.
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Ëèíèè ìàãíèòíîãî
ïîëÿ – ïðîñòûå è

ñëîæíûå
Í.ÃÎÐÁÀÒÛÉ, Ä.ÝÏÈÊÒÅÒÎÂ

Ïîñêîëüêó ëèíèè íå èìåþò íè êîíöà, íè íà÷àëà,
îíè ÷àñòî âîçâðàùàþòñÿ â èñõîäíóþ òî÷êó, îáðà-
çóÿ çàìêíóòûå ïåòëè. Íî ìîãóò âîçíèêàòü è áîëåå
ñëîæíûå ñëó÷àè, êîãäà ëèíèè íå ïðåäñòàâëÿþò
ñîáîé ïðîñòûõ ïåòåëü.

Ôåéíìàíîâñêèå ëåêöèè ïî ôèçèêå

Ââåäåíèå

Ïîíÿòèå ñèëîâûõ ëèíèé áûëî ââåäåíî Ì.Ôàðàäååì ïðè
èññëåäîâàíèè ýëåêòðè÷åñòâà è ìàãíåòèçìà, à çàòåì ïî ëó÷èëî
äàëüíåéøåå ðàçâèòèå â ðàáîòàõ Äæ.Ìàêñâåëëà. Íàïîìíè ì,
÷òî ìàãíèòíîé ñèëîâîé ëèíèåé 1, èëè ëèíèåé ìàãíèòíîãî
ïîëÿ, íàçûâàþò ãåîìåòðè÷åñêóþ ëèíèþ, êàñàòåëüíàÿ ê êîòî-
ðîé â êàæäîé òî÷êå ñîâïàäàåò ñ âåêòîðîì B

ur
 èíäóêöèè

ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ýòîé òî÷êå.
Â ó÷åáíèêàõ ïîä÷åðêèâàåòñÿ îñíîâíîå ñâîéñòâî ìàãíèò íûõ

ëèíèé: îíè, â îòëè÷èå îò ëèíèé ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ
(ñèëîâûõ ëèíèé), êîòîðûå íà÷èíàþòñÿ íà ïîëîæèòåëüíû õ
çàðÿäàõ è çàêàí÷èâàþòñÿ íà îòðèöàòåëüíûõ, íèãäå íå íà÷è-
íàþòñÿ è íå çàêàí÷èâàþòñÿ, òàê êàê â ïðèðîäå íåò ìà ãíèòíûõ
çàðÿäîâ. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ìàãíèòíûå ëèíèè äëèííî ãî
ïðÿìîãî ïðîâîäà ñ òîêîì ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îêðóæíîñ òè,
öåíòðû êîòîðûõ ëåæàò íà îñè ïðîâîäà. Ëåãêî âåðèòñÿ è â òî,
÷òî ìàãíèòíûå ëèíèè ïðîâîäà ñ òîêîì, ñâåðíóòîãî â î êðóæ-
íîñòü, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïëîñêèå çàìêíóòûå êðèâûå,  ïîõî-
æèå íà ýëëèïñû. Êàæåòñÿ, ÷òî è â òîì ñëó÷àå, êîãäà ïðîâîä
ñ òîêîì èìååò ïðîèçâîëüíóþ ôîðìó, êàðòèíó ìàãíèòíûõ
ëèíèé ìîæíî ïîëó÷èòü, ìûñëåííî íàäåâàÿ íà ïðîâîä çà ìê-
íóòûå «âèòêè-ïåòëè», êàê-òî èõ äåôîðìèðóÿ è ðàñïîëà ãàÿ â
ïðîñòðàíñòâå áåç ïåðåñå÷åíèé. Óâû, òàêàÿ ïðîñòàÿ êà ðòèíà
âåðíà ëèøü â ðåäêèõ ñëó÷àÿõ.

Â êíèãå íîáåëåâñêîãî ëàóðåàòà È.Å.Òàììà «Îñíîâû òåî -
ðèè ýëåêòðè÷åñòâà» (ïåðâîå èçäàíèå êíèãè âûøëî åùå â 1929
ãîäó) îòìå÷àåòñÿ: «…ñèëîâàÿ ëèíèÿ  ìîæåò íå èìåòü íè
íà÷àëà, íè êîíöà è âìåñòå ñ òåì íå áûòü çàìêíóòîé è  íå èäòè
èç áåñêîíå÷íîñòè â áåñêîíå÷íîñòü. Ýòîò ñëó÷àé èìååò  ìåñòî,
åñëè ñèëîâàÿ ëèíèÿ çàïîëíÿåò ñîáîé íåêîòîðóþ ïîâåðõ íîñòü
è ïðèòîì, ïîëüçóÿñü ìàòåìàòè÷åñêèì òåðìèíîì, çàïîëí ÿåò åå
ïîâñþäó ïëîòíî». Ïîïðîáóåì ýòî ïðîèëëþñòðèðîâàòü.

Ìåòîäèêà ðàñ÷åòà

Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ìàãíèòíîé ëèíèè âûòåêàåò èç åå
îïðåäåëåíèÿ. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó ïîëÿ ñ êîîð äè-
íàòàìè ( ), ,x y z  è ðàññ÷èòàåì â ýòîé òî÷êå ïðîåêöèè âåêòîðà
èíäóêöèè xB , yB  è zB  íà ñîîòâåòñòâóþùèå îñè êîîðäèíàò.
Ïðîâåäåì îòðåçîê ïðÿìîé îò âûáðàííîé òî÷êè ïîëÿ ê í åêî-
òîðîé áëèçëåæàùåé, ñìåùåííîé íà xD , yD  è zD  îòíîñè-
òåëüíî èñõîäíîé. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé y xy x B BD D = ,

z xz x B BD D =  ìû áóäåì ïåðåìåùàòüñÿ âäîëü âåêòîðà B
ur

,

ò.å. âäîëü ìàãíèòíîé ëèíèè. Ïðèðàùåíèå îäíîé èç êîî ðäè-
íàò, íàïðèìåð xD , ìîæíî çàäàâàòü ïðîèçâîëüíî, âûáèðàÿ
ýòî ïðèðàùåíèå äîñòàòî÷íî ìàëûì, à ïðèðàùåíèÿ äâóõ
äðóãèõ êîîðäèíàò íàäî ðàññ÷èòûâàòü ïî ïðèâåäåííûì ô îð-
ìóëàì. Îïèñàííóþ ïðîöåäóðó íóæíî ìíîãîêðàòíî ïîâòî-
ðÿòü. Ïðè ýòîì åñòü ðèñê íàêîïëåíèÿ îøèáîê, ïîýòîìó  äëÿ
ïðîâåðêè äîñòîâåðíîñòè ðàñ÷åòîâ ìîæíî èõ ïîâòîðÿòü ñ
áîëåå ìåëêèì øàãîì, à ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñïåöèàëüíû å
âû÷èñëèòåëüíûå ñõåìû, êîìïåíñèðóþùèå ýòè îøèáêè, íà -
ïðèìåð ìåòîäû Ðóíãå–Êóòòû (÷òî ìû è äåëàëè, íî î äå òàëÿõ
ïèñàòü çäåñü íå áóäåì).

Äëÿ ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà íóæíî óìåòü ðàññ÷èòûâàòü
âåêòîð B

ur
 â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà äëÿ çàäàííîé

ñèñòåìû ïðîâîäíèêîâ ñ òîêîì. Â îáùåì ñëó÷àå ýòî ìîæ íî
ñäåëàòü, èñïîëüçóÿ çàêîí Áèî–Ñàâàðà:

0
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4
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B
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,                       (1)

ãäå BD
ur

 – ìàãíèòíîå ïîëå, ñîçäàííîå òîêîì I , ïðîòåêàþùèì
â áåñêîíå÷íî ìàëîì ïðîâîäíèêå lD

r
, â òî÷êå, ïîëîæåíèå

êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîðîì
r
r

 (â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ñòî-
èò âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå lD

r

è r
r

; ðèñ.1), 7
0 4 10 Ãí ì-m = p ×

– ìàãíèòíàÿ ïîñòîÿííàÿ. ×òî-
áû íàéòè ìàãíèòíîå ïîëå B

ur
,

ñîçäàííîå â íåêîòîðîé òî÷êå
òîêîì, ïðîòåêàþùèì â ïðîâî-
ëî÷íîì êîíòóðå, íåîáõîäèìî
âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé (1)
è ïðèíöèïîì ñóïåðïîçèöèè, ò.å.
íóæíî ïðîñóììèðîâàòü âêëà-
äû â ïîëå îò êàæäîãî áåñêîíå÷-
íî ìàëîãî ôðàãìåíòà ïðîâîäà ñ òîêîì. Äëÿ ïðÿìîëèíåé íîãî
ó÷àñòêà ïðîâîëî÷íîãî êîíòóðà òàêîå ñóììèðîâàíèå ìîæ íî
âûïîëíèòü àíàëèòè÷åñêè è ïî-
ëó÷èòü äëÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ â
íåêîòîðîé òî÷êå À (ðèñ.2) òà-
êóþ ôîðìóëó:

( )0
2 1sin sin

4
I

B
x

m
= a - a

p
,  (2)

ãäå ðàññòîÿíèå x è óãëû 1a , 2a
îïðåäåëÿþò ïîëîæåíèå òî÷êè A
îòíîñèòåëüíî îòðåçêà ïðÿìîëè-
íåéíîãî ïðîâîäà ñ òîêîì I .

Ôîðìóëó (2) â íàøèõ äàëü-
íåéøèõ èññëåäîâàíèÿõ ìû áó-
äåì èñïîëüçîâàòü, âî-ïåðâûõ,
äëÿ ïðîâåðêè ÷èñëåííûõ ðàñ÷å-
òîâ, âûïîëíåííûõ ïðè ïîìîùè ôîðìóëû (1) è ïðèíöèïà
ñóïåðïîçèöèè, à âî-âòîðûõ, äëÿ óïðîùåíèÿ ðàñ÷åòîâ â  ñëó-
÷àÿõ, êîãäà ñèñòåìà ñîäåðæèò ïðÿìûå ïðîâîäíèêè ñ òî êîì.

Çàìêíóòûå ìàãíèòíûå ëèíèè

Íà÷íåì ñ ïðîñòîãî. Íà ðèñóíêàõ 3, 4 ïðèâåäåíû ìàãíè òíûå
ëèíèè ïîëÿ, ñîçäàííîãî òîêàìè â äâóõ äëèííûõ ïðÿìûõ
ïàðàëëåëüíûõ ïðîâîäàõ. Ëèíèè ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè êð è-
âûìè, ëåæàùèìè â ïëîñêîñòÿõ, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïðîâî -
äàì. Íàïðàâëåíèÿ ìàãíèòíûõ ëèíèé óêàçàíû ñòðåëêàìè,  à
íàïðàâëåíèÿ òîêîâ â ïðîâîäàõ îáîçíà÷åíû, êàê îáû÷íî ,
êðóæî÷êàìè ñ òî÷êîé èëè ïåðåêðåñòèåì.

Â ñëó÷àå, êîãäà òîêè èìåþò îäèíàêîâûå íàïðàâëåíèÿ, â
êàæäîé ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé òîêàì, èìååòñÿ î äíà
«íóëåâàÿ» òî÷êà, â êîòîðîé 0B =

ur
. Íà ðèñóíêå 3 «íóëåâàÿ»

òî÷êà ëåæèò ìåæäó ïðîâîäàìè. ×åðåç ýòó òî÷êó ïðîõîä èò1 Ëó÷øå ãîâîðèòü «ìàãíèòíîé ëèíèåé». (Ïðèì.ðåä.)

Ðèñ.1. Ê çàêîíó Áèî–Ñèâàðà

Ðèñ. 2. Ê ôîðìóëå äëÿ ìàãíèò-
íîãî ïîëÿ îòðåçêà ïðîâîäà ñ
òîêîì
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ñåïàðàòðèñà – ïîâåðõíîñòü, ðàçäåëÿþùàÿ ìàãíèòíûå ëè íèè
íà òðè ñåìåéñòâà: ëèíèè, îõâàòûâàþùèå ïåðâûé ïðîâîä ,
îõâàòûâàþùèå âòîðîé ïðîâîä è îõâàòûâàþùèå îáà ïðîâî äà.
Íà ðèñóíêå 3 âèäåí ñëåä ýòîé ïîâåðõíîñòè â âèäå âîñ üìåðêè
ñ ïåðåñå÷åíèåì â «íóëåâîé» òî÷êå. Â ñëó÷àå, êîãäà ò îêè
èìåþò ïðîòèâîïîëîæíûå íàïðàâëåíèÿ (ñì. ðèñ.4), «íóë å-
âàÿ» òî÷êà íàõîäèòñÿ âíå îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî ïðîâ îäà, à
ñåïàðàòðèñà èìååò ôîðìó «âûâåðíóòîé» âîñüìåðêè. Â î áîèõ
ñëó÷àÿõ íà áîëüøîì óäàëåíèè îò ïðîâîäîâ íàïðàâëåíèå
ìàãíèòíûõ ëèíèé îïðåäåëÿåòñÿ íàïðàâëåíèåì áîëüøåãî ïî
âåëè÷èíå òîêà.

Íà ðèñóíêå 5 èçîáðàæåíû ìàãíèòíûå ëèíèè ïîëÿ, ñîçäà í-
íîãî òîêîì I  îäíîãî íàïðàâëåíèÿ â äâóõ îäèíàêîâûõ êðóãî-
âûõ ïðîâîëî÷íûõ âèòêàõ, ðàñïîëîæåííûõ â ïàðàëëåëüíû õ
ïëîñêîñòÿõ è èìåþùèõ îáùóþ îñü. È â ýòîì ñëó÷àå ìàã íèò-
íûå ëèíèè ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè êðèâûìè, êàæäàÿ èç êî òî-

ðûõ öåëèêîì ëåæèò â îäíîé ïëîñêîñòè. Â ñèëó îñåâîé
ñèììåòðèè, êàðòèíà ìàãíèòíûõ ëèíèé îäèíàêîâà âî âñå õ
ïëîñêîñòÿõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç îáùóþ îñü êðóãîâûõ âèò êîâ.
Âäàëè îò êîëåö ìàãíèòíîå ïîëå ñòàíîâèòñÿ òàêèì æå, êàê â
ñëó÷àå îäíîãî êîëüöà ñ ñóììàðíûì òîêîì 2 I , à â áëèæíåé
çîíå íà ðèñóíêå 5 âèäíû «íóëåâûå» òî÷êè è ñåïàðàòðè ñû.

Ìàãíèòíûå ëèíèè îñòàþòñÿ ïðîñòûìè çàìêíóòûìè êðèâû-

ìè äëÿ èçîãíóòîãî ïîä
ïðÿìûì óãëîì ïðîâî-
äà (ðèñ.6), äëÿ Ò-îá-
ðàçíîãî ïðîâîäíèêà
(ðèñ.7) è äëÿ òðåó-
ãîëüíîãî êîíòóðà ñ òî-
êîì (ðèñ.8). ×òîáû
ïðåîäîëåòü òðóäíîñòè
íàãëÿäíîãî îòîáðàæå-
íèÿ ïðîñòðàíñòâåí-
íûõ êðèâûõ íà ïëîñ-
êîì ðèñóíêå, ìû ïîä-
ãîòîâèëè äëÿ ÷èòàòå-
ëåé êîìïüþòåðíûå
«âèäåî-ðîëèêè», ïî-
çâîëÿþùèå ðàññìàò-
ðèâàòü êðèâûå ïîä
ðàçíûìè óãëàìè. 1

Âèíòîâûå è çàïóòàííûå ìàãíèòíûå ëèíèè

Äî ñèõ ïîð ìû ðàññìàòðèâàëè ñëó÷àè, êîãäà âñå ïðîâî äíè-
êè ñ òîêîì ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè èëè â ïàðàëëåëüí ûõ
ïëîñêîñòÿõ. Èññëåäîâàíèå áîëåå îáùåãî ñëó÷àÿ íà÷íåì  ñ
ïðèìåðà, îïèñàííîãî â êíèãå È.Å.Òàììà: èñòî÷íèêàìè ìàã-
íèòíîãî ïîëÿ ÿâëÿþòñÿ êðóãîâîé âèòîê ñ òîêîì è äëèí íûé
ïðÿìîé ïðîâîä ñ òîêîì, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç öåíòð êðóãî âîãî

Ðèñ. 3. Ìàãíèòíûå ëèíèè òîêîâ I è 3I îäíîãî íàïðàâë åíèÿ («íà íàñ»)
â äâóõ ïðÿìûõ ïàðàëëåëüíûõ äëèííûõ ïðîâîäàõ

Ðèñ. 4. Ìàãíèòíûå ëèíèè òîêîâ I («íà íàñ») è 3I («î ò íàñ»)
ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèé â äâóõ ïðÿìûõ ïàðàëëåëü íûõ äëèí-
íûõ ïðîâîäàõ

Ðèñ. 5. Ìàãíèòíûå ëèíèè òîêîâ I îäíîãî íàïðàâëåíèÿ â äâóõ
ïðîâîëî÷íûõ êîëüöàõ

Ðèñ. 6. Ìàãíèòíûå ëèíèè ïðîâîäà ñ òîêîì, èçîãíóòîãî  ïîä ïðÿìûì
óãëîì

Ðèñ. 7. Ìàãíèòíûå ëèíèè äëÿ Ò-îáðàçíîãî ïðîâîäà ñ ò îêîì

Ðèñ. 8. Ìàãíèòíûå ëèíèè òðåóãîëüíîãî
êîíòóðà ñ òîêîì

1 Àäðåñ: https://www.youtube.com /channel/
UCZwl_7Qd9y_IY5jcrwOVRbA/videos
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âèòêà ïåðïåíäèêóëÿðíî åãî ïëîñêîñòè. Íà ðèñóíêå 9 ï îêàçà-
íû äâà ñåìåéñòâà ìàãíèòíûõ ëèíèé ýòîé ñèñòåìû. Ëèíè è
îäíîãî ñåìåéñòâà îáâèâàþò ïðÿìîé ïðîâîä, à ëèíèè âò îðîãî
– êðóãîâîé âèòîê. Âèäíî, ÷òî ìàãíèòíûå ëèíèè èìåþò
âèíòîâóþ ñòðóêòóðó. Ïîïðîáóåì ïîíÿòü, ïî÷åìó ýòî òà ê.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ìàãíèòíóþ ëèíèþ âáëèçè êðóãîâîãî
âèòêà. Åñëè òîê â ïðÿìîì ïðîâîäå ðàâåí íóëþ, òî ìàã íèòíîå
ïîëå ñîçäàåòñÿ òîëüêî êðóãîâûì òîêîì. Ìàãíèòíûå ëèí èè
ýòîãî ïîëÿ ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè ïåòëÿìè, íàâèòûìè íà ê ðóãî-
âîé âèòîê è çàìûêàþùèìèñÿ çà îäèí îáîðîò. Â äðóãîì
ïðåäåëüíîì ñëó÷àå, êîãäà ðàâåí íóëþ òîê â êðóãîâîì âèòêå,
èñòî÷íèêîì ìàãíèòíîãî ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ òîê â ïðÿìîì ïð îâîäå.
Ìàãíèòíûå ëèíèè ýòîãî ïîëÿ – îêðóæíîñòè, ïåðïåíäèêó ëÿð-
íûå ïðÿìîìó ïðîâîäó. Òåïåðü ïîíÿòíî, ÷òî åñëè îáà ò îêà
îòëè÷íû îò íóëÿ, òî ìàãíèòíûå ëèíèè âáëèçè êðóãîâîã î
âèòêà áóäóò âèíòîâûìè è êàæäàÿ èç ëèíèé áóäåò ìíîãî êðàò-
íî îãèáàòü êðóãîâîé âèòîê (ñì. ðèñ.9).

Èíòåðåñíî, ÷òî ëèøü â ðåäêèõ ñëó÷àÿõ âèíòîâàÿ ëèíèÿ
çàìûêàåòñÿ, ÷àùå âñåãî îíà ïëîòíî çàïîëíÿåò íåêîòîð óþ
òîðîèäàëüíóþ ïîâåðõíîñòü («áóáëèê»), íå èìåÿ íè íà÷ àëà,
íè êîíöà. Òàê, åñëè ìû èç íåêîòîðîé òî÷êè íà÷íåì ðè ñîâàòü
âèíòîâóþ ìàãíèòíóþ ëèíèþ, òî îíà, ñîâåðøèâ ïîëíûé
îáîðîò âîêðóã ïðÿìîãî ïðîâîäà, íå ïîïàäåò â èñõîäíó þ
òî÷êó. Òàê æå áóäåò ïðîèñõîäèòü è íà êàæäîì ñëåäóþù åì
îáîðîòå. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ïîëóáåñêîíå÷íóþ âèíòî âóþ
ëèíèþ, èñõîäÿùóþ èç çàäàííîé òî÷êè. Íî àíàëîãè÷íûì
îáðàçîì ìû ìîæåì äîñòðîèòü ýòó ìàãíèòíóþ ëèíèþ, ñòà ðòóÿ
èç èñõîäíîé òî÷êè â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè. Âîò è ïîë ó÷èì
ëèíèþ, íå èìåþùóþ íè íà÷àëà, íè êîíöà è ïëîòíî çàïî ëíÿ-
þùóþ ïîâåðõíîñòü òîðà.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ìàãíèòíîå ïîëå äâóõ ïðÿìûõ äëèííû õ
ñêðåùèâàþùèõñÿ ïîä óãëîì 90° ïðîâîäîâ ñ òîêîì – ýòè

Ðèñ. 9. Ìàãíèòíûå ëèíèè â ñèñòåìå êðóãîâîãî è ïðÿìî ãî òîêîâ

ïðîâîäà íå ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè è íå èìåþò îáùèõ  òî÷åê.
Â ýòîì ñëó÷àå èìååòñÿ òðè ñåìåéñòâà ìàãíèòíûõ ëèíèé
(ðèñ.10): ëèíèè, îõâàòûâàþùèå ïåðâûé ïðîâîä, îõâàòû âàþ-
ùèå âòîðîé ïðîâîä è îõâàòûâàþùèå îáà ïðîâîäà. Âñå ì àã-
íèòíûå ëèíèè íå çàìêíóòû è óõîäÿò ñâîèìè êîíöàìè â
áåñêîíå÷íîñòü.

Ïóñòü òåïåðü ó íàñ èìåþòñÿ íåïëîñêèå òîêîâûå ñèñòåì û
êîíå÷íûõ ðàçìåðîâ, íàïðèìåð äâà âçàèìíî ïåðïåíäèêó-
ëÿðíûõ êðóãîâûõ âèòêà ñ òîêîì (ðèñ.11). Çäåñü êàðòè íà
ìàãíèòíûõ ëèíèé ðàäèêàëüíî èçìåíÿåòñÿ: îíà òåðÿåò ê à-

êóþ-ëèáî ñòðóêòóðó è «çàïóòûâàåòñÿ». Òàê, åñëè íà÷è íàòü
ñòðîèòü äâå ìàãíèòíûå ëèíèè èç äâóõ áëèçêî ðàñïîëîæ åí-
íûõ òî÷åê, òî ëèøü íà íà÷àëüíîì ó÷àñòêå ýòè ëèíèè ï ðî-
õîäÿò áëèçêî äðóã ê äðóãó, à çàòåì îíè ðàñõîäÿòñÿ í à
áîëüøîå ðàññòîÿíèå.

Òàêàÿ ñâåðõ÷óâñòâèòåëüíîñòü ê íà÷àëüíûì óñëîâèÿì õà -
ðàêòåðíà äëÿ õàîòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ: íåáîëüøèå ðàçëè ÷èÿ â
íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ ðîæäàþò îãðîìíûå ðàçëè÷èÿ â êîíå ÷-
íîì ñîñòîÿíèè. Òåîðåòè÷åñêîå ïðåäñêàçàíèå â ýòîì ñë ó÷àå
ñòàíîâèòñÿ íåâîçìîæíûì. Óäèâèòåëüíî, ÷òî õàîòè÷åñêî å
ïîâåäåíèå ìàãíèòíûõ ëèíèé ïðîèñõîäèò ïðè ñòðîãî îïð åäå-
ëåííûõ (äåòåðìèíèðîâàííûõ) âíåøíèõ óñëîâèÿõ, êîòîðû å
îïðåäåëÿþòñÿ êîíôèãóðàöèåé ïðîâîäíèêîâ è òîêîâ. Ïîä îá-
íûå ÿâëåíèÿ îòíîñÿòñÿ ê òàê íàçûâàåìîìó äåòåðìèíèðî âàí-
íîìó, èëè äèíàìè÷åñêîìó, õàîñó.

Õàîòè÷åñêèé õàðàêòåð ìàãíèòíûõ ëèíèé íå ÿâëÿåòñÿ èñ -
êëþ÷åíèåì, à õàðàêòåðåí äëÿ áîëüøèíñòâà òîêîâûõ ñèñ -
òåì, è ëèøü â íåêîòîðûõ ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ ìàãíèòíû å
ëèíèè ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè çàìêíóòûìè êðèâûìè. Íî äàæå
â ñëó÷àå ïðîñòåéøèõ ñèñòåì, íàïðèìåð êðóãîâîãî âèòê à ñ
òîêîì, êàðòèíà ìàãíèòíûõ ëèíèé ñóùåñòâåííî èçìåíÿåò ñÿ
ñ ó÷åòîì ñëàáîãî ïðàêòè÷åñêè îäíîðîäíîãî ìàãíèòíîãî  ïîëÿ
Çåìëè.

Çàêëþ÷åíèå

Çàâåðøàÿ ñòàòüþ, ïîïðîáóåì âûäåëèòü ãëàâíîå, ÷òî õî -
òåëîñü áû îñòàâèòü ñåáå «íà çàìåòêó» î ìàãíèòíûõ ëè íèÿõ:

gÌàãíèòíûå ëèíèè íå èìåþò èñòîêîâ è ñòîêîâ, îäíàêî
ýòî íå îçíà÷àåò, ÷òî ìàãíèòíûå ëèíèè âñåãäà ÿâëÿþòñ ÿ
çàìêíóòûìè êðèâûìè.

gÂáëèçè ïðîâîäîâ ìàãíèòíûå ëèíèè áëèçêè ê îêðóæíîñ-
òÿì, íî íå îáÿçàòåëüíî ãåîìåòðè÷åñêè òî÷íî çàìûêàþò ñÿ.

gÂ äàëüíåé çîíå, íà áîëüøîì ðàññòîÿíèè îò ïðîâîäîâ ñ
òîêàìè, êàðòèíà ìàãíèòíûõ ëèíèé èìååò ïðîñòîé âèä.

gÂ ïðîìåæóòî÷íîé îáëàñòè, ïðè óìåðåííûõ ðàññòîÿíè-
ÿõ îò ïðîâîäîâ ñ òîêàìè, ìàãíèòíûå ëèíèè ÷àñòî èìåþ ò
çàïóòàííûé, õàîòè÷åñêèé âèä è ëèøü â ðåäêèõ ñëó÷àÿõ
çàìûêàþòñÿ. Ïðè ýòîì äîñòàòî÷íî ìàëîãî íàðóøåíèÿ èñ -
õîäíîé ñèììåòðèè, ÷òîáû ëèíèè ðàçîìêíóëèñü è «çàïóò à-
ëèñü».

Ðèñ. 10. Ìàãíèòíûå ëèíèè äâóõ îäèíàêîâûõ òîêîâ â ñê ðåùåííûõ
ïðîâîäàõ

Ðèñ. 11. Õàîòè÷åñêèå ìàãíèòíûå ëèíèè
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Ì àëü÷èêè,
äåâî÷êè, òàáëèöû,

ãðàôû...
Å.ÁÀÊÀÅÂ

ÂÝÒÎÉ ÑÒÀÒÜÅ ÌÛ ÏÎÏÐÎÁÓÅÌ ÎÁÚÅÄÈÍÈÒÜ  Â  ÎÄÈÍ
ñþæåò íåñêîëüêî êðàñèâûõ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷.

Íà÷íåì ñ òàêîé:
Çàäà÷à 1. Â ðÿä ñòîÿò m ìàëü÷èêîâ è d äåâî÷åê â êàêîì-

òî ïîðÿäêå. Êàæäîãî ìàëü÷èêà ñïðîñèëè, ñêîëüêî ñïðà âà îò
íåãî ñòîèò äåâî÷åê, à êàæäóþ äåâî÷êó – ñêîëüêî ñëåâ à îò
íåå ñòîèò ìàëü÷èêîâ. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà ÷èñåë, íàç âàí-
íûõ ìàëü÷èêàìè, ðàâíà ñóììå ÷èñåë, íàçâàííûõ äåâî÷ê àìè.

Ðåøåíèå. Ïóñòü âñå ìàëü÷èêè ñìîòðÿò âïðàâî, à âñå
äåâî÷êè ñìîòðÿò âëåâî.

Òîãäà åñëè ìàëü÷èê âèäèò äåâî÷êó, òî ýòà äåâî÷êà âè äèò
åãî. Òàêèì îáðàçîì, ñóììà âñåõ ÷èñåë, íàçâàííûõ ìàë ü÷èêà-
ìè, è ñóììà âñåõ ÷èñåë, íàçâàííûõ äåâî÷êàìè, ýòî îä íà è òà
æå âåëè÷èíà: êîëè÷åñòâî ïàð «ìàëü÷èê-äåâî÷êà», âèäÿ ùèõ
äðóã äðóãà.

Ýòó çàäà÷ó ìû âñòðåòèì â îñíîâå íåñêîëüêèõ ïîñëåäóþ -
ùèõ.

Çàäà÷à 2 (XXXVI Òóðíèð ãîðîäîâ, 2014 ã.). Íà ñòîëå
ëåæàëà êó÷êà ñåðåáðÿíûõ ìîíåò. Êàæäûì äåéñòâèåì ëèá î
äîáàâëÿëè îäíó çîëîòóþ ìîíåòó è çàïèñûâàëè êîëè÷åñò âî
ñåðåáðÿíûõ ìîíåò íà ïåðâûé ëèñòîê, ëèáî óáèðàëè îäí ó
ñåðåáðÿíóþ ìîíåòó è çàïèñûâàëè êîëè÷åñòâî çîëîòûõ
ìîíåò íà âòîðîé ëèñòîê. Â èòîãå íà ñòîëå îñòàëèñü ò îëüêî
çîëîòûå ìîíåòû. Äîêàæèòå, ÷òî â ýòîò ìîìåíò ñóììà
âñåõ ÷èñåë íà ïåðâîì ëèñòêå ðàâíÿëàñü ñóììå âñåõ ÷è ñåë íà
âòîðîì.

Ïåðâîå ðåøåíèå. Ïàðàëëåëüíî äåéñòâèÿì ñ ìîíåòàìè
áóäåì âûïèñûâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áóêâ Ñ è Ç: ïðè
äîáàâëåíèè çîëîòîé ìîíåòû áóäåì ïèñàòü áóêâó Ç, ïðè
óáèðàíèè ñåðåáðÿíîé – áóêâó Ñ. Òåïåðü âìåñòî ïîäñ÷åòà
ìîíåò ìîæíî ñ÷èòàòü áóêâû â ïîëó÷èâøåéñÿ ñòðîêå.

Êîãäà ìû ïèñàëè î÷åðåäíóþ áóêâó Ñ, ìû çàïèñûâàëè íà
ëèñòîê êîëè÷åñòâî çîëîòûõ ìîíåò, êîòîðûå óæå ëåæàëè  íà
ñòîëå, ò.å. êîëè÷åñòâî áóêâ Ç ñëåâà îò ýòîé áóêâû Ñ. À êîãäà
ïèñàëè î÷åðåäíóþ Ç, òî çàïèñûâàëè íà ëèñòîê êîëè÷åñòâî
ñåðåáðÿíûõ ìîíåò, êîòîðûå åùå ëåæàëè íà ñòîëå è êîò îðûå
ïðåäñòîÿëî óáðàòü, – ò.å. êîëè÷åñòâî áóêâ Ñ ñïðàâà îò ýòîé
áóêâû Ç â èòîãîâîé ñòðî÷êå.

Çàìåíèì òåïåðü ñòðîêó áóêâ Ñ è Ç íà ðÿä èç ìàëü÷èêîâ è
äåâî÷åê – è ïîëó÷èì â òî÷íîñòè çàäà÷ó 1. Îñòàëîñü ï åðåôðà-
çèðîâàòü åå ðåøåíèå: åñëè ñåðåáðÿíàÿ ìîíåòà ïîñ÷èòà íà ïðè
äîáàâëåíèè çîëîòîé, òî ýòà çîëîòàÿ ïîñ÷èòàíà ïðè óá èðàíèè
ýòîé ñåðåáðÿíîé, ò.å. ñåðåáðÿíóþ ìîíåòó óáðàëè ïîñë å òîãî,
êàê äîáàâèëè çîëîòóþ. Òàêèì îáðàçîì, ñóììà ÷èñåë íà  îáîèõ
ëèñòêàõ – êîëè÷åñòâî òàêèõ ïàð «ñåðåáðÿíàÿ ìîíåòà –
çîëîòàÿ ìîíåòà», êîòîðûå â êàêîé-òî ìîìåíò îáå íàõî äèëèñü
íà ñòîëå.

Âòîðîå ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì êîîðäèíàòíóþ ïëîñêîñòü,
íà êîòîðîé âåðòèêàëüíàÿ îñü ñîîòâåòñòâóåò êîëè÷åñòâ ó ñå-
ðåáðÿíûõ ìîíåò, à ãîðèçîíòàëüíàÿ – êîëè÷åñòâó çîëîò ûõ.
Êàæäîé öåëî÷èñëåííîé òî÷êå, ëåæàùåé â ïðÿìîóãîëüíèê å
S ´ G (ãäå S è G – íàèáîëüøåå âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî

ñåðåáðÿíûõ è çîëîòûõ ìîíåò ñîîòâåòñòâåííî), ñîîòâåò ñòâóåò
âîçìîæíîå ïîëîæåíèå íà ñòîëå (êîëè÷åñòâî ñåðåáðÿíûõ  è
çîëîòûõ ìîíåò) (ðèñ.1). Ñ êàæäûì äåéñòâèåì òî÷êà, ñ îîòâåò-

ñòâóþùàÿ òåêóùåìó ïîëîæåíèþ, ñäâèãàåòñÿ ëèáî íà åäè íè÷-
íûé îòðåçîê âíèç (êîãäà óáèðàåì ñåðåáðÿíóþ ìîíåòó),  ëèáî
íà åäèíè÷íûé îòðåçîê âïðàâî (êîãäà äîáàâëÿåì çîëîòó þ),
íà÷àëüíîìó ïîëîæåíèþ ñîîòâåòñòâóåò òî÷êà (0,  S) íà âåðòè-
êàëüíîé îñè, à êîíå÷íîìó – ( G, 0) íà ãîðèçîíòàëüíîé
(ðèñ.2).

Êîãäà ìû èäåì èç òî÷êè ( x,  y) âïðàâî ïî îòðåçêó, ïåðâàÿ
êîîðäèíàòà óâåëè÷èâàåòñÿ, à ìû çàïèñûâàåì íà ïåðâûé
ëèñòîê y, ò.å. êîëè÷åñòâî êëåòîê ïîä ýòèì îòðåçêîì. Àíàëî-
ãè÷íî, êîãäà ìû èäåì èç ( x,  y) âíèç, òî çàïèñûâàåì íà
âòîðîé ëèñòîê x – êîëè÷åñòâî êëåòîê ñëåâà îò îòðåçêà.
Âûõîäèò, ìû ó÷òåì êàæäóþ êëåòêó ïîä ëîìàíîé äâàæäû:
îäèí ðàç íà ïåðâîì ëèñòêå, êîãäà áóäåì ïðîõîäèòü íà ä íåé,
è îäèí ðàç íà âòîðîì ëèñòêå, êîãäà áóäåì ïðîõîäèòü ñïðàâà
îò íåå (ðèñ.3). Çíà÷èò, ñóììû ÷èñåë íà ëèñòêàõ áóäó ò
îäèíàêîâûìè è áóäóò ðàâíû êîëè÷åñòâó êëåòîê ïîä ëîì àíîé.

Îñíîâíàÿ èäåÿ âòîðîãî ðåøåíèÿ – ðàññìîòðåíèå ìíîæå-
ñòâà âñåõ âîçìîæíûõ ïîëîæåíèé ñèñòåìû, â ýòîé ñòàòü å ìû
âîñïîëüçóåìñÿ ýòèì ïðèåìîì åùå íå ðàç. Â ìàòåìàòèêå  òàêîå
ìíîæåñòâî íàçûâàþò ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì ñèñòåìû .
(Íî îáû÷íî ýòîò òåðìèí óïîòðåáëÿåòñÿ â äðóãîì êîíòå êñòå.)

Çàäà÷à 3. Â ðÿä ñòîÿò m ìàëü÷èêîâ è d äåâî÷åê â êàêîì-
òî ïîðÿäêå. Êàæäîãî ðåáåíêà ñïðîñèëè, ñêîëüêî ñëåâà  îò
íåãî ñòîèò äåòåé äðóãîãî ïîëà. ×åìó ðàâíà ñóììà ÷èñ åë,
íàçâàííûõ äåòüìè?

Îòâåò:  md.

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3
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Ïåðâîå ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïàðó «ìàëü-

÷èê-äåâî÷êà». Åñëè ìàëü÷èê ñòîèò ëåâåå äåâî÷êè, òî äåâî÷êà
åãî ïîñ÷èòàëà, à îí åå – íåò. À åñëè ïðàâåå – òî íà îáîðîò: îí
ïîñ÷èòàë åå, à îíà åãî – íåò. Òàêèì îáðàçîì, êàæäàÿ  ïàðà
ïîñ÷èòàíà ëèáî òîëüêî ìàëü÷èêîì ýòîé ïàðû, ëèáî òîë üêî
äåâî÷êîé, ò.å. ðîâíî îäèí ðàç. À ÷èñëî òàêèõ ïàð – md.

Âòîðîå ðåøåíèå. Ïóñòü äåòè ñòîÿò íå ïðîñòî òàê, à â
î÷åðåäè íà âõîä â øêîëüíûé êàáèíåò, ïðè÷åì íà÷àëî î ÷åðåäè
íàõîäèòñÿ ñëåâà. Äåòè áóäóò ïî îäíîìó çàõîäèòü â êà áèíåò,
è êàæäûé ïðè âõîäå áóäåò îòâå÷àòü íà âîïðîñ «Ñêîëüê î
ñåé÷àñ â êàáèíåòå äåòåé äðóãîãî ïîëà?» (âåäü â êàáè íåòå
íàõîäÿòñÿ òå, êòî ñòîÿë ñëåâà îò íåãî).

Êàê è âî âòîðîì ðåøåíèè ïðåäûäóùåé çàäà÷è, ðàññìîòð èì
ìíîæåñòâî âñåõ âîçìîæíûõ ïîëîæåíèé. Ïîëîæåíèå çàäàå ò-
ñÿ òî÷êîé ñ äâóìÿ êîîðäèíàòàìè: êîëè÷åñòâîì ìàëü÷èê îâ â
êàáèíåòå (áóäåì îòêëàäûâàòü íà ãîðèçîíòàëüíîé îñè) è
êîëè÷åñòâîì äåâî÷åê â êàáèíåòå (íà âåðòèêàëüíîé îñè ).

Ñíà÷àëà ìû íàõîäèëèñü â òî÷êå (0, 0), à â èòîãå ïðè øëè
â òî÷êó ( m,  d). Êîãäà âõîäèò ìàëü÷èê, ìû ñäâèãàåìñÿ èç
òî÷êè ( x,  y) íà åäèíè÷íûé îòðåçîê âïðàâî, è ê ýòîìó
ìîìåíòó â êàáèíåòå óæå íàõîäÿòñÿ y äåâî÷åê, ÷òî ðàâíî
êîëè÷åñòâó êëåòîê ïîä îòðåçêîì.

À êîãäà âõîäèò äåâî÷êà, – ñäâèãàåìñÿ èç òî÷êè ( x,y) íà
åäèíè÷íûé îòðåçîê ââåðõ, è äåâî÷êà íàçûâàåò ÷èñëî x, ò.å.
êîëè÷åñòâî êëåòîê ñëåâà îò îòðåçêà (ðèñ.4).

Òàêèì îáðàçîì, ïðÿìîóãîëüíèê m ´  d îêàæåòñÿ ðàçðåçàí-
íûì íà ïîëîñêè, êàæäàÿ äåâî÷êà ïîñ÷èòàëà êëåòêè ñâî åé
ãîðèçîíòàëüíîé ïîëîñêè, êàæäûé ìàëü÷èê – ñâîåé âåðò è-
êàëüíîé. Çíà÷èò, ñóììà âñåõ îòâåòîâ ðàâíà md.

Óïðàæíåíèÿ
1. Íà äîñêå íàïèñàíû äâà íàòóðàëüíûõ ÷èñëà x è y. Âàñÿ

çàïèñûâàåò íà áóìàæêó îäíî èç ýòèõ ÷èñåë, à íà äîñê å óìåíüøàåò
äðóãîå ÷èñëî íà 1. Ñ íîâîé ïàðîé ÷èñåë íà äîñêå îí ñíîâà
ïðîäåëûâàåò òó æå îïåðàöèþ è ò.ä. äî òåõ ïîð, ïîêà îäíî èç
÷èñåë íà äîñêå íå ñòàíåò íóëåì. ×åìó áóäåò â ýòîò ì îìåíò ðàâíà
ñóììà ÷èñåë íà Âàñèíîé áóìàæêå?

2 (Å.Ãîðñêèé, XXVIII Òóðíèð ãîðîäîâ, 2006 ã.). Íà äî ñêå
íàïèñàíû â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ äâà íàòóðàëüíûõ ÷èñë à x è y
( x y£ ). Ïåòÿ çàïèñûâàåò íà áóìàæêå 2x  (êâàäðàò ïåðâîãî
÷èñëà), à çàòåì çàìåíÿåò ÷èñëà íà äîñêå ÷èñëàìè x è y – x ,
çàïèñûâàÿ èõ â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ. Ñ íîâûìè ÷èñëàì è íà
äîñêå îí ñíîâà ïðîäåëûâàåò òó æå îïåðàöèþ è òàê äàë åå äî òåõ
ïîð, ïîêà îäíî èç ÷èñåë íà äîñêå íå ñòàíåò íóëåì. × åìó áóäåò â
ýòîò ìîìåíò ðàâíà ñóììà ÷èñåë íà Ïåòèíîé áóìàæêå?

3 (Å.Ãîðñêèé, Ñ.Äîðè÷åíêî, XXVIII Òóðíèð ãîðîäîâ, 20 06
ã.). Íà äîñêå íàïèñàíû òðè íàòóðàëüíûõ ÷èñëà  a, b, c. Ïåòÿ
çàïèñûâàåò íà áóìàæêó ïðîèçâåäåíèå êàêèõ-íèáóäü äâó õ èç ýòèõ
÷èñåë, à íà äîñêå óìåíüøàåò òðåòüå ÷èñëî íà 1. Ñ íî âûìè òðåìÿ
÷èñëàìè íà äîñêå îí ñíîâà ïðîäåëûâàåò òó æå îïåðàöè þ, è òàê
äàëåå äî òåõ ïîð, ïîêà îäíî èç ÷èñåë íà äîñêå íå ñò àíåò íóëåì.
×åìó áóäåò â ýòîò ìîìåíò ðàâíà ñóììà ÷èñåë íà Ïåòèí îé
áóìàæêå?

Çàäà÷à 4 (XXXVI Òóðíèð ãîðîäîâ, 2014 ã.). Ñ íà÷àëà
ó÷åáíîãî ãîäà Àíäðåé çàïèñûâàë ñâîè îöåíêè ïî ìàòåì àòè-

êå. Ïîëó÷àÿ î÷åðåäíóþ îöåíêó (2, 3, 4 èëè 5), îí íà çûâàë åå
íåîæèäàííîé, åñëè äî ýòîãî ìîìåíòà îíà âñòðå÷àëàñü ðåæå
êàæäîé èç âñåõ îñòàëüíûõ âîçìîæíûõ îöåíîê. (Íàïðèìå ð,
åñëè áû îí ïîëó÷èë ñ íà÷àëà ãîäà ïîäðÿä îöåíêè 3, 4 , 2, 5, 5,
5, 2, 3, 4, 3, òî íåîæèäàííûìè áûëè áû ïåðâàÿ ïÿòåð êà è
âòîðàÿ ÷åòâåðêà.) Çà âåñü ó÷åáíûé ãîä Àíäðåé ïîëó÷è ë 40
îöåíîê – ïî 10 ïÿòåðîê, ÷åòâåðîê, òðîåê è äâîåê (íå èçâå-
ñòíî, â êàêîì ïîðÿäêå). Ìîæíî ëè òî÷íî ñêàçàòü, ñêî ëüêî
îöåíîê áûëè äëÿ íåãî íåîæèäàííûìè?

Â ïðåäûäóùèõ çàäà÷àõ ðå÷ü øëà î ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ
ýëåìåíòîâ äâóõ òèïîâ (äâà âèäà ìîíåò, äâà ïîëà äåòå é), çäåñü
æå îöåíîê 4 âèäà. Ïîýòîìó äàâàéòå ðåøèì ñíà÷àëà áîë åå
ïðîñòóþ âåðñèþ ýòîé çàäà÷è – êîãäà Àíäðåé ïîëó÷àë ò îëüêî
äâà âèäà îöåíîê – äâîéêè è ïÿòåðêè, ïî 10 îöåíîê êà æäîãî
âèäà.

Ñíîâà ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåõ âîçìîæíûõ ïîëîæå-
íèé. Êàæäîìó ïîëîæåíèþ ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå òî÷ê ó ñ
äâóìÿ êîîðäèíàòàìè: êîëè÷åñòâîì äâîåê (íà ãîðèçîíòà ëüíîé
îñè) è êîëè÷åñòâîì ïÿòåðîê (íà âåðòèêàëüíîé îñè).

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àÿ
î÷åðåäíóþ îöåíêó, ìû ñäâè-
ãàåìñÿ íà åäèíè÷íûé îòðåçîê
âïðàâî èëè ââåðõ, â èòîãå
ïðîéäÿ èç òî÷êè (0, 0) â òî÷-
êó (10, 10). Âûäåëèì ãîëó-
áûì öâåòîì îòðåçêè, êîòîðûå
ñîîòâåòñòâóþò íåîæèäàííûì
îöåíêàì (ðèñ.5).

Çàìåòèì, ÷òî ãîðèçîíòàëü-
íûå ãîëóáûå îòðåçêè ðàñïî-
ëîæåíû íàä äèàãîíàëüíûìè
êëåòêàìè, à âåðòèêàëüíûå –
ñïðàâà îò äèàãîíàëüíûõ êëåòîê. (Äîêàæèòå, ÷òî ýòî â åðíî
äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëó÷åíèÿ äâîåê è ïÿòå ðîê.)

Ðàçîáüåì êâàäðàò 10 10´  íà ïîëîñêè, êàê â ðåøåíèè
ïðåäûäóùåé çàäà÷è. Îöåíêà áóäåò íåîæèäàííîé òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà â ñîîòâåòñòâóþùåé åé ïîëîñêå áó äåò
äèàãîíàëüíàÿ êëåòêà. Çíà÷èò, âñåãî íåîæèäàííûõ îöåí îê
ñòîëüêî æå, ñêîëüêî êëåòîê íà äèàãîíàëè, ò.å. 10.

Àíàëîãè÷íîå ðàññóæäåíèå ïîìîãàåò è â òîì ñëó÷àå, êî ãäà
âèäîâ îöåíîê íå äâà, à òðè èëè ÷åòûðå, ñ òîé ðàçíèö åé, ÷òî
ðå÷ü â íåì ïîéäåò íå î ðàçðåçàíèè êâàäðàòà, à î ðàñ ïèëèâà-
íèè òðåõìåðíîãî è ÷åòûðåõìåðíîãî êóáîâ. Â äàííîì ñë ó÷àå
íåëüçÿ ñêàçàòü, ÷òî íàø ïðèåì çàäà÷ó óïðîñòèë – íàã ëÿäíîé
òàêóþ èíòåðïðåòàöèþ íàçâàòü ñëîæíî… Íî âñåãäà ïîëåç íî
çíàòü íåñêîëüêî ðåøåíèé îäíîé çàäà÷è, – ýòî ïîìîãàå ò ëó÷øå
â íåé ðàçîáðàòüñÿ. À òåïåðü ïðèâåäåì áîëåå åñòåñòâå ííîå è
íàãëÿäíîå ðåøåíèå.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì «ïåðâûå» îöåíêè – ïåðâóþ äâîé-
êó, ïåðâóþ òðîéêó, ïåðâóþ ÷åòâåðêó è ïåðâóþ ïÿòåðêó .
Ïåðâîé íåîæèäàííîé îöåíêîé áóäåò òà èç ýòèõ ÷åòûðåõ
îöåíîê, êîòîðàÿ ïîëó÷åíà ïîçæå äðóãèõ. Àíàëîãè÷íî, âòî-
ðîé íåîæèäàííîé îöåíêîé áóäåò òà èç ÷åòûðåõ «âòîðûõ »
îöåíîê, êîòîðàÿ ïîëó÷åíà ïîçæå îñòàëüíûõ, è ò.ä. Çí à÷èò,
âñåãî áóäåò 10 íåîæèäàííûõ îöåíîê. Ìîæíî ïðîèëëþñòð è-
ðîâàòü ýòî ðåøåíèå òàê. Ðàññìîòðèì
ïðÿìîóãîëüíèê 10 4´ , â êîòîðîé ñòîë-
áöû ñîîòâåòñòâóþò îöåíêàì «2», «3»,
«4», «5» (ðèñ.6). Êîãäà Àíäðåé ïî-
ëó÷àåò îöåíêó, áóäåì çàêðàøèâàòü
êëåòêó â ñòîëáöå, ñîîòâåòñòâóþùåì
ýòîé îöåíêå, ïðè÷åì çàêðàøèâàåì ñà-
ìóþ íèæíþþ èç åùå íå çàêðàøåííûõ
êëåòîê â ýòîì ñòîëáöå. Òîãäà íåîæè-
äàííàÿ îöåíêà ñîîòâåòñòâóåò êëåòêå,
êîòîðàÿ çàêðàøèâàåòñÿ â ñâîåé ñòðî-

Ðèñ. 4

Ðèñ. 5

Ðèñ. 6
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êå ïîñëåäíåé (ÿñíî, ÷òî â êàæäîé ñòðîêå áóäåò ðîâíî  îäíà
òàêàÿ êëåòêà).

Óïðàæíåíèå 4  (È.Èçìåñòüåâ, Âñåðîññèéñêàÿ îëèìïèàäà ïî
ìàòåìàòèêå, 1998 ã., 4 ýòàï). Â êîëîäå 52 êàðòû, ïî  13 êàæäîé
ìàñòè. Âàíÿ âûíèìàåò èç êîëîäû ïî îäíîé êàðòå. Âûíó òûå
êàðòû â êîëîäó íå âîçâðàùàþòñÿ. Êàæäûé ðàç ïåðåä òå ì êàê
âûíóòü êàðòó, Âàíÿ çàãàäûâàåò êàêóþ-íèáóäü ìàñòü. Ä îêàæèòå,
÷òî åñëè Âàíÿ êàæäûé ðàç áóäåò çàãàäûâàòü ìàñòü, êàðò êîòîðîé
â êîëîäå îñòàëîñü íå ìåíüøå, ÷åì êàðò ëþáîé äðóãîé ìàñòè, òî
çàãàäàííàÿ ìàñòü ñîâïàäåò ñ ìàñòüþ âûíóòîé êàðòû íå  ìåíåå
13 ðàç.

Çàäà÷à 5 (È.Áîãäàíîâ, Ìîñêîâñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèì-
ïèàäà, 2014 ã.). Â ìàãàçèíå â ðÿä âèñÿò 21 áåëàÿ è 21
ôèîëåòîâàÿ ðóáàøêè. Íàéäèòå òàêîå ìèíèìàëüíîå k, ÷ò î
ïðè ëþáîì èçíà÷àëüíîì ïîðÿäêå ðóáàøåê ìîæíî ñíÿòü k
áåëûõ è k ôèîëåòîâûõ ðóáàøåê òàê, ÷òîáû îñòàâøèåñÿ
áåëûå ðóáàøêè âèñåëè ïîäðÿä è îñòàâøèåñÿ ôèîëåòîâûå
ðóáàøêè òîæå âèñåëè ïîäðÿä.

Â ïðåäûäóùèõ çàäà÷àõ ðå÷ü øëà î ïðîöåññå, è ìû ñëåä èëè
çà òåì, êàê åãî ïàðàìåòðû ìåíÿþòñÿ ñî âðåìåíåì. Â ó ñëîâèè
ýòîé çàäà÷è íå çàäàí ïðîöåññ, ïîëîæåíèÿ êîòîðîãî ìû
îïèñàëè áû ìíîæåñòâîì òî÷åê íà ïëîñêîñòè. Íî, êàê è  â
ïðåäûäóùèõ äâóõ çàäà÷àõ, ðå÷ü èäåò î ïîñëåäîâàòåëüí îñòÿõ
èç ýëåìåíòîâ äâóõ âèäîâ: â çàäà÷å 2 ýòî áûëè ñåðåáð ÿíûå è
çîëîòûå ìîíåòû, â çàäà÷å 3 – ìàëü÷èêè è äåâî÷êè, çä åñü –
áåëûå è ôèîëåòîâûå ðóáàøêè. Òàê ÷òî ïîïðîáóåì èñïîë üçî-
âàòü àíàëîãè÷íóþ íàãëÿäíóþ èíòåðïðåòàöèþ. Ïîñòàâèì òî÷-
êó â íà÷àëî êîîðäèíàò; çàòåì ïîéäåì âäîëü ðÿäà ðóáà øåê:
åñëè î÷åðåäíàÿ ðóáàøêà áåëàÿ – ñäâèãàåì òî÷êó íà åä èíè÷-
íûé îòðåçîê ââåðõ, åñëè ôèîëåòîâàÿ – âïðàâî. Ïîëó÷è òñÿ
ëîìàíàÿ. Ïåðåôîðìóëèðóåì èñõîäíóþ çàäà÷ó òàê, ÷òîáû
òåïåðü ýòî áûëà çàäà÷à ïðî ëîìàíóþ.

Â ðÿäó 21 áåëàÿ è 21 ôèîëåòîâàÿ ðóáàøêà – çíà÷èò, í àøà
ëîìàíàÿ ñîñòîèò èç 21 ãîðèçîíòàëüíîãî è 21 âåðòèêàë üíîãî
îòðåçêîâ, ò.å. ñîåäèíÿåò ïðîòèâîïîëîæíûå âåðøèíû êâ àäðà-
òà 21 21´ . Òåïåðü ðàçáåðåìñÿ, êàê ìåíÿåòñÿ ëîìàíàÿ, êîãäà
ìû óáèðàåì ðóáàøêè èç ðÿäà. Óáåðåì îäíó ôèîëåòîâóþ
ðóáàøêó – îäèí ãîðèçîíòàëüíûé îòðåçîê ëîìàíîé ïðîïà äåò.
Ìîæíî ïðåäñòàâèòü, ÷òî ìû âûêèíóëè èç êâàäðàòà âåñü
ñòîëáåö, â êîòîðîì ëåæèò ýòîò îòðåçîê, è òåïåðü ëîì àíàÿ
ñîåäèíÿåò âåðøèíû ïðÿìîóãîëüíèêà 20 21´  (ðèñ.7). È òàê
äàëåå – ñ êàæäîé óáðàííîé ðóáàøêîé áóäåì âûêèäûâàòü  âåñü
ñòîëáåö èëè ñòðîêó ïðÿìîóãîëüíèêà. Â êîíöå îñòàíåòñ ÿ m =
= 21 – k áåëûõ ðóáàøåê è ñòîëüêî æå ôèîëåòîâûõ, ïðè÷åì

ñíà÷àëà äîëæíû èäòè ðóáàøêè îäíîãî öâåòà, çàòåì äðó ãîãî.
Çíà÷èò, â ëîìàíîé ñíà÷àëà áóäóò èäòè k îòðåçêîâ îäíîãî
íàïðàâëåíèÿ, çàòåì äðóãîãî – ò.å. îíà áóäåò îãðàíè÷ èâàòü
êâàäðàò ñî ñòîðîíîé m (íàä ñîáîé èëè ïîä ñîáîé; ðèñ.8).
Èíûìè ñëîâàìè, âûêèäûâàíèåì ñòðî÷åê è ñòîëáöîâ ìû
äîëæíû äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû èëè ôèãóðà íàä ëîìàíîé,  èëè
ôèãóðà ïîä ëîìàíîé ïðåâðàòèëàñü â êâàäðàò ñî ñòîðîí îé m.
Íåñëîæíî ïîíÿòü, ÷òî ýòî ìîæíî ñäåëàòü â òîì è ëèøü  â òîì
ñëó÷àå, êîãäà òàêîé êâàäðàò ìîæíî áûëî âûðåçàòü â ñ àìîì

íà÷àëå – ëèáî èç ôèãóðû íàä
ëîìàíîé, ëèáî èç ôèãóðû ïîä
ëîìàíîé. Èòàê, çàäà÷à îáðå-
ëà òàêîé âèä:

Êâàäðàò 21 21´  ðàçðåçà-
ëè ëîìàíîé, èäóùåé ïî ãðà-
íèöàì êëåòî÷åê èç ëåâîãî
íèæíåãî óãëà â ïðîòèâîïîëîæíûé, ñìåùàÿñü òîëüêî âïð àâî
è ââåðõ. Êâàäðàò êàêîãî íàèáîëüøåãî ðàçìåðà m ãàðàí òè-
ðîâàííî ìîæíî âûðåçàòü èç îäíîé èç äâóõ ïîëó÷èâøèõñ ÿ
÷àñòåé?

Ïîñëå òàêîé ïåðåôîðìóëèðîâêè çàäà÷à ñòàíîâèòñÿ ïðî-
ñòîé: êâàäðàò 11 11´  òî÷íî áóäåò â îäíîé èç ÷àñòåé – â òîé,
â êîòîðîé îêàæåòñÿ öåíòðàëüíàÿ êëåò-
êà êâàäðàòà 21 21´ . Ïðè ýòîì åñëè
ðàçðåç ïðîéäåò ïî ãðàíèöå öåíòðàëü-
íîé êëåòêè, òî êâàäðàò 12 12´  âûðå-
çàòü áóäåò íåâîçìîæíî (ðèñ.9). Ïî-
ýòîìó îòâåò â ýòîé çàäà÷å: m = 11.
Çíà÷èò, â èñõîäíîé çàäà÷å îòâåò k =
= 21 – m = 10.

Çàäà÷à ðåøåíà, íî ïîðàññóæäàåì
åùå íåìíîãî.

Ðàññìîòðèì ïîëîæåíèÿ, âûäåëåí-
íûå ãîëóáîé ëèíèåé (ðèñ.10). Ýòî ìíîæåñòâî ïîëîæåíè é,
êîãäà ðóáàøåê îäíîãî öâåòà ðîâíî 11, à äðóãîãî ìåíü øå 11.
Ìû ïîïàäåì â îäíî èç íèõ, ïîòî-
ìó ÷òî íå ñìîæåì îáîéòè îáðàçî-
âàííóþ èìè «ñòåíó».

Åñëè ìû ïîïàäåì íà ïðàâóþ
ñòîðîíó ñòåíû, çíà÷èò, âåðõíèé
ëåâûé êâàäðàò 11 11´  ëîìàíàÿ íå
çàäåíåò – îí îêàæåòñÿ íàä ëîìà-
íîé. Àíàëîãè÷íî, åñëè ìû ïîïà-
äåì íà âåðõíþþ ñòîðîíó ýòîé
ñòåíû, òî íèæíèé ïðàâûé êâàä-
ðàò 11 11´  áóäåò ïîä ëîìàíîé.

Ïåðåâåäåì ðåøåíèå çàäà÷è íà
òîò ÿçûê, íà êîòîðîì îíà ñôîðìóëèðîâàíà, – íå óïîìè íàÿ
äèàãðàììû è ëîìàíûå.

Ðåøåíèå.  Èòàê, ðàññìîòðèì íàø ðÿä ðóáàøåê. Áóäåì èäòè
âäîëü ðÿäà ðóáàøåê è ñ÷èòàòü, ñêîëüêî ðóáàøåê êàæäî ãî
öâåòà ìû ïðîøëè. Êîãäà ðóáàøåê êàêîãî-òî èç öâåòîâ âïåð-
âûå ñòàíåò 11, îñòàíîâèìñÿ. Ðóáàøåê äðóãîãî öâåòà ì û
ïðîøëè íå áîëüøå 10, çíà÷èò, ïåðåä íàìè åùå õîòÿ áû  11
ðóáàøåê äðóãîãî öâåòà. Ýòè 11 ðóáàøåê è òå 11, ïîñë å
êîòîðûõ ìû îñòàíîâèëèñü, îñòàâèì, à îñòàëüíûå 10 áå ëûõ è
10 ôèîëåòîâûõ ñíèìåì. Ñëåäîâàòåëüíî, k, ðàâíîãî 10, íàì
õâàòèò.

Ìû óæå çíàåì, ÷òî k < 10 ìîæåò íå õâàòèòü – äëÿ ýòîãî
íóæíî, ÷òîáû ëîìàíàÿ êàñàëàñü öåíòðàëüíîãî êâàäðàòè êà
(ñì. ðèñ. 9). Çíà÷èò, k ðàâíî êàê ìèíèìóì 10 äëÿ ëþáîãî
ðÿäà ðóáàøåê, â êîòîðîì ñðåäè ïåðâûõ 21 ðóáàøêè – 1 0
áåëûõ è 11 ôèîëåòîâûõ èëè, íàîáîðîò, 11 áåëûõ è 10
ôèîëåòîâûõ.

Óïðàæíåíèÿ

5. Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è äðóãóþ «ñòåíó»: íàïðèìåð, ïî ëî-
æåíèÿ, ëåæàùèå íà çåëåíîé ëèíèè (ñì. ðèñ.10). Ðåøèò å çàäà÷ó
ñ ïîìîùüþ «çåëåíîé ñòåíû» è ïåðåâåäèòå ðåøåíèå íà ÿ çûê
óñëîâèÿ çàäà÷è.

6. Â ðÿä âèñÿò 21 áåëàÿ è 21 ôèîëåòîâàÿ ðóáàøêè. Ïåòÿ  õî÷åò
ñíÿòü íåñêîëüêî ðóáàøåê òàê, ÷òîáû ñëåâà íàïðàâî øë è p áåëûõ,
çàòåì q ôèîëåòîâûõ. À Âàñÿ – òàê, ÷òîáû ñëåâà íàïðàâî øëè 22
– q ôèîëåòîâûõ, çàòåì 22 – p áåëûõ. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ëþáîì
ðàñïîëîæåíèè ðóáàøåê èç ýòèõ æåëàíèé îñóùåñòâèìî ðî âíî
îäíî.

Ðèñ. 7

Ðèñ. 8

Ðèñ. 9

Ðèñ. 10
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Âûøå ìû ìíîãî ðàç èíòåðïðåòèðîâàëè çàäà÷ó êàê ïîäñ÷ åò
êëåòîê íà ïðÿìîóãîëüíîì ïîëå. Íî ïðÿìîóãîëüíóþ òàáë èöó,
â êîòîðîé ÷àñòü êëåòîê îòìå÷åíà, ìîæíî âîñïðèíèìàòü  êàê
÷àñòíûé ñëó÷àé ãðàôà (ýòî äâóäîëüíûé ãðàô: âåðøèíû
îäíîé äîëè ñîîòâåòñòâóþò ñòðîêàì, âåðøèíû äðóãîé – ñòîë-
áöàì, à êëåòêà íà ïåðåñå÷åíèè ñòðîêè è ñòîëáöà îòìå ÷åíà
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðîâåäåíî ðåáðî ìåæäó ä âóìÿ
ñîîòâåòñòâóþùèìè âåðøèíàìè). Ñîîòâåòñòâåííî, âìåñòî
ðàññìîòðåíèÿ òàáëèöû áûâàåò óäîáíî ðàññìîòðåòü äâóä îëü-
íûé ãðàô è íàîáîðîò.

Óïðàæíåíèå 7.  Ñôîðìóëèðóéòå ðåøåíèå óïðàæíåíèÿ 1 â
òåðìèíàõ ãðàôîâ.

Òàêèì îáðàçîì, èäåÿ â áîëåå îáùåì âèäå – ýòî ïîäñ÷å ò
ðåáåð íåêîòîðûõ ãðàôîâ ðàçíûìè ñïîñîáàìè.

Ìû çàâåðøèì ðàññêàç îäíîé èç ÿðêèõ çàäà÷, â êîòîðîé
ïîìîãàåò ýòà èäåÿ.

Çàäà÷à 6 (À.Ìåðêóðüåâ, Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêàÿ îëèìïèà-
äà, 1986 ã.).  Â êó÷å 1001 êàìåíü. Åå ïðîèçâîëüíî äåëèì íà äâå
êó÷è, ïîäñ÷èòûâàåì êîëè÷åñòâà êàìíåé â íèõ è çàïèñû âàåì
ïðîèçâåäåíèå ýòèõ äâóõ ÷èñåë. Çàòåì ñ îäíîé èç ýòèõ  êó÷
(â êîòîðîé áîëüøå îäíîãî êàìíÿ) ïðîäåëûâàåì òó æå
îïåðàöèþ: äåëèì íà äâå è çàïèñûâàåì ïðîèçâåäåíèå ÷è ñåë
êàìíåé â äâóõ âíîâü îáðàçîâàííûõ êó÷àõ. Çàòåì òó æå
îïåðàöèþ ïîâòîðÿåì ñ îäíîé èç òðåõ ïîëó÷åííûõ êó÷ è  òàê
äàëåå, ïîêà âî âñåõ êó÷àõ íå ñòàíåò ïî îäíîìó  êàìíþ. ×åìó
ðàâíà ñóììà 1000 çàïèñàííûõ ïðîèçâåäåíèè?

Ðåøåíèå.  Ðàññìîòðèì ãðàô íà 1001 âåðøèíå èëè, ïðîùå
ãîâîðÿ, îòìåòèì 1001 òî÷êó. Ïóñòü äâå âåðøèíû ñîåäè íåíû
ðåáðîì â òîì ñëó÷àå, êîãäà îíè ëåæàò â îäíîé êó÷å. Ñíà÷àëà
ëþáûå äâå âåðøèíû ñîåäèíåíû (èíà÷å ãîâîðÿ, ãðàô ÿâë ÿåòñÿ
ïîëíûì). Êîãäà ìû äåëèì êó÷ó èç a + b êàìíåé íà äâå êó÷è
èç à è b êàìíåé, òî çàïèñûâàåì ÷èñëî ab, êîòîðîå êàê ðàç
ðàâíî êîëè÷åñòâó ðåáåð, ïðîïàäàþùèõ èç-çà òîãî, ÷òî  ab ïàð
êàìíåé ïåðåñòàëî ëåæàòü â îäíîé êó÷å. Òàêèì îáðàçîì ,
ñóììà ÷èñåë ðàâíà êîëè÷åñòâó ðåáåð, êîòîðûå ïðîïàäà þò
ïîñëå îïåðàöèè. Íî, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàíî èëè ïîçä íî
áóäóò ñòåðòû âñå ðåáðà ïîëíîãî ãðàôà, çíà÷èò, ñóììà  çàïè-
ñàííûõ ÷èñåë áóäåò ðàâíà

2
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1001 1000
500500.

2
C

×
= =

Çàäà÷à ðåøåíà. Êàê âèäèì, ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è èçëàã àòü
â òåðìèíàõ ãðàôîâ íàèáîëåå åñòåñòâåííî. Íî ìîæíî è çäåñü
ðàññìîòðåòü òàáëèöó n n´  (ãäå n – êîëè÷åñòâî âåðøèí), â
êîòîðîé îòìå÷åíî, êàêèå âåðøèíû ñ êàêèìè ñîåäèíåíû.  Â
òàêîé òàáëèöå íà ãëàâíîé äèàãîíàëè íåò îòìå÷åííûõ ê ëåòîê
(òàê êàê âåðøèíû íå ñîåäèíÿþòñÿ ñàìè ñ ñîáîé), êðîì å òîãî,
îíà ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî ýòîé äèàãîíàëè (òàê êà ê åñëè

èç âåðøèíû À âåäåò ðåáðî â âåðøèíó Á,
òî ýòî æå ðåáðî âåäåò èç âåðøèíû Á â
âåðøèíó À). Ïîýòîìó ìîæíî îñòàâèòü
òîëüêî êëåòêè ïîä äèàãîíàëüþ. Ïîëó-
÷èòñÿ «ëåñòíèöà» èç n – 1 ñòóïåíåê
(ðèñ.11), êàæäàÿ êëåòêà êîòîðîé ñîîò-
âåòñòâóåò ðåáðó ïîëíîãî ãðàôà íà n
âåðøèíàõ.

Óïðàæíåíèå 8.  Èçëîæèòå ðåøåíèå çà-
äà÷è 6 â òåðìèíàõ ïîäñ÷åòà ÷èñëà êëåòîê
â ýòîé ëåñòíèöå.

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

7 (XXXIV Òóðíèð ãîðîäîâ, 2013). Äâàäöàòü äåòåé – äåñ ÿòü
ìàëü÷èêîâ è äåñÿòü äåâî÷åê – âñòàëè â ðÿä. Êàæäûé ì àëü÷èê
ñêàçàë, ñêîëüêî äåòåé ñòîèò ñïðàâà îò íåãî, à êàæäà ÿ äåâî÷êà –

ñêîëüêî äåòåé ñòîèò ñëåâà îò íåå. Äîêàæèòå, ÷òî ñóì ìà ÷èñåë,
íàçâàííûõ ìàëü÷èêàìè, ðàâíà ñóììå ÷èñåë, íàçâàííûõ äåâî÷-
êàìè.

8 (Â.Ïðîèçâîëîâ, Ì1879). Íà ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àøêè âåñ îâ
ïîëîæèëè ïî 100 ãèðåê èç íàáîðà 1 ã, 2 ã, 3 ã, ...,  200 ã.
Çíà÷èìîñòüþ  ãèðüêè ñ êàêîé-ëèáî ÷àøêè íàçîâåì êîëè÷åñòâî
òåõ ãèðåê äðóãîé ÷àøêè, êîòîðûå ëåã÷å åå. Äîêàæèòå,  ÷òî âåñû
ïîêàæóò ðàâíîâåñèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóìì à çíà÷èìî-
ñòåé ãèðåê ëåâîé ÷àøêè ðàâíà ñóììå çíà÷èìîñòåé ãèðå ê ïðàâîé
÷àøêè.

9 (À.Øàïîâàëîâ, IV Òóðíèð ïàìÿòè À.Ï.Ñàâèíà, 1998 ã. ). Â
êëåò÷àòîì êâàäðàòå 6 6´ , âíà÷àëå ïóñòîì, Ñàøà çàêðàøèâàåò ïî
îäíîé êëåòêå, âïèñûâàÿ â êàæäóþ òîëüêî ÷òî çàêðàøåí íóþ
êëåòêó êîëè÷åñòâî ãðàíè÷àùèõ ñ íåþ (ïî ñòîðîíå) ðàí åå çàêðà-
øåííûõ êëåòîê. Äîêàæèòå, ÷òî êîãäà áóäóò çàêðàøåíû âñå
êëåòêè, ñóììà ÷èñåë â íèõ áóäåò ðàâíà 60.

10 (À.Ýâíèí, XXXIV Òóðíèð ãîðîäîâ, 2012 ã.). Òàáëèöà
10 10´  çàïîëíÿåòñÿ ïî ïðàâèëàì èãðû «Ñàïåð»: â íåêîòîðûå
êëåòêè ñòàâÿò ïî ìèíå, à â êàæäóþ èç îñòàëüíûõ êëåò îê
çàïèñûâàþò êîëè÷åñòâî ìèí â êëåòêàõ, ñîñåäíèõ ñ äàí íîé
êëåòêîé (ïî ñòîðîíå èëè âåðøèíå). Ìîæåò ëè óâåëè÷èò üñÿ
ñóììà âñåõ ÷èñåë â òàáëèöå, åñëè âñå «ñòàðûå» ìèíû óáðàòü, âî
âñå ðàíåå ñâîáîäíûå îò ìèí êëåòêè ïîñòàâèòü ìèíû, ï îñëå ÷åãî
çàíîâî çàïèñàòü ÷èñëà ïî ïðàâèëàì?

11. Ñíà÷àëà â êàæäîé êëåòêå òàáëèöû 10 10´  áûëî çàïèñàíî
÷èñëî 10. Êàæäûé ðàç âûáèðàåòñÿ êàêàÿ-òî êëåòêà, íà  ëèñòîê
çàïèñûâàåòñÿ

à) êîëè÷åñòâî ñîñåäíèõ (ïî ñòîðîíå) êëåòîê, â êîòîð ûõ ñòîèò
÷èñëî íå ìåíüøåå, ÷åì â âûáðàííîé;

á) ñóììà ÷èñåë â ñîñåäíèõ (ïî ñòîðîíå) êëåòêàõ;
ïîñëå ÷åãî ÷èñëî â âûáðàííîé êëåòêå óìåíüøàåòñÿ íà 1.

Êàêîé ìîæåò áûòü ñóììà âñåõ ÷èñåë íà ëèñòêå, êîãäà âñå ÷èñëà
â òàáëèöå ñòàíóò íóëÿìè?

12 (XXI Òóðíèð ïàìÿòè À.Ï.Ñàâèíà, 2015 ã.). Ó êàæäîãî èç
16 äåòåé áûëî ïî 8 êîíôåò. Êàæäóþ ìèíóòó îäèí èç äå òåé ïëàòèò
â êàññó ñòîëüêî ðóáëåé, ó ñêîëüêèõ äåòåé êîíôåò íå ìåíüøå, ÷åì
ó íåãî, à çàòåì ñúåäàåò îäíó ñâîþ êîíôåòó. Ñêîëüêî äåíåã ìîæåò
îêàçàòüñÿ â êàññå, êîãäà âñå êîíôåòû áóäóò ñúåäåíû?

 13 (XXI Òóðíèð ïàìÿòè À.Ï.Ñàâèíà, 2015 ã.). Íà äîñêå
íàïèñàíî íåñêîëüêî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Êàæäóþ ìèíóòó  Âàíÿ
âûáèðàåò êàêîå-íèáóäü ÷èñëî è çàïèñûâàåò íà ëèñòîê áóìàãè
ïðîèçâåäåíèå âñåõ îñòàëüíûõ ÷èñåë, ïîñëå ÷åãî âûáðà ííîå
÷èñëî óìåíüøàåò íà 1. Êîãäà âñå ÷èñëà íà äîñêå ñòàí óò íóëÿìè,
Âàíÿ ñëîæèò âñå ÷èñëà íà ëèñòêå. Äîêàæèòå, ÷òî ñóìì à, êîòîðàÿ
ó íåãî ïîëó÷èòñÿ, íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà, â êîòîðîì îí áóäåò
âûáèðàòü ÷èñëà.

14 (XXI Òóðíèð ïàìÿòè À.Ï.Ñàâèíà, 2015 ã.). Êàæäûé ðàç
îäíó èç êó÷ êàìíåé äåëÿò íà äâå è çàïèñûâàþò ÷èñëî ab(a + b ),
ãäå a è b – êîëè÷åñòâà êàìíåé â äâóõ íîâûõ êó÷êàõ. Ñíà÷àëà
áûëà îäíà êó÷à èç N  êàìíåé, à â êîíöå îñòàëèñü òîëüêî êó÷è èç
îäíîãî êàìíÿ. ×åìó ìîæåò áûòü ðàâíà ñóììà çàïèñàííû õ
âûðàæåíèé?

15 (È.Èçìåñòüåâ, Âñåðîññèéñêàÿ îëèìïèàäà ïî ìàòåìàòèê å,
çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï, 1995 ã.). Èìååòñÿ òðè êó÷è êàì íåé.
Ñèçèô òàñêàåò ïî îäíîìó êàìíþ èç êó÷è â êó÷ó. Çà êà æäîå
ïåðåòàñêèâàíèå îí ïîëó÷àåò îò Çåâñà êîëè÷åñòâî ìîíå ò, ðàâíîå
ðàçíîñòè ÷èñëà êàìíåé â êó÷å, â êîòîðóþ îí êëàäåò ê àìåíü, è
÷èñëà êàìíåé â êó÷å, èç êîòîðîé îí áåðåò êàìåíü (ñà ì ïåðåòàñ-
êèâàåìûé êàìåíü ïðè ýòîì íå ó÷èòûâàåòñÿ). Åñëè óêàç àííàÿ
ðàçíîñòü îòðèöàòåëüíà, òî Ñèçèô âîçâðàùàåò Çåâñó ñî îòâåòñòâó-
þùóþ ñóììó. (Åñëè Ñèçèô íå ìîæåò ðàñïëàòèòüñÿ, òî â åëèêî-
äóøíûé Çåâñ ïîçâîëÿåò åìó ñîâåðøàòü ïåðåòàñêèâàíèå â äîëã.)
Â íåêîòîðûé ìîìåíò îêàçàëîñü, ÷òî âñå êàìíè ëåæàò â  òåõ æå
êó÷àõ, â êîòîðûõ ëåæàëè ïåðâîíà÷àëüíî. Êàêîâ íàèáîë üøèé
ñóììàðíûé çàðàáîòîê Ñèçèôà íà ýòîò ìîìåíò?

Ïðèìå÷àíèå . Àâòîð âñåõ çàäà÷ ýòîé ñòàòüè, ãäå íå óêàçàíî
èíîå, – Å.Áàêàåâ.
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Êàêèõ áîëüøå –
îñòðûõ èëè òóïûõ?

Ã.ÊÎÐÁÓËÎÍ

ÊÀÊ-ÒÎ ÏÎÄÁÅÃÀÅÒ ÊÎ ÌÍÅ ÌÎÉ ÐÅÁÅÍÎÊ È ÑÏÐÀØÈ-
âàåò: êàêèõ áîëüøå – îñòðûõ èëè òóïûõ?!

Îí èìåë â âèäó òðåóãîëüíèêè – îñòðîóãîëüíûå è òóïî-
óãîëüíûå. À â ñàìîì äåëå, êàêèõ òðåóãîëüíèêîâ íà ñâ åòå
áîëüøå è âî ñêîëüêî ðàç? ßñíî, ÷òî è òåõ è äðóãèõ ì îæíî
ïîñòðîèòü áåñêîíå÷íî ìíîãî. Íåñìîòðÿ íà ýòî, äàâàéò å
ïîïðîáóåì ïîäóìàòü íàä ýòèì âîïðîñîì.

Ñïîñîá 1 (âûáèðàåì ñòîðîíû). Ìîæíî ñ÷èòàòü òàê.
Âçÿòü òðè îòðåçêà ñëó÷àéíîé äëèíû è ïîïðîáîâàòü èç íèõ
ñëîæèòü òðåóãîëüíèê – äëÿ ýòîãî íóæíî, ÷òîáû äëèíà
ñàìîãî äëèííîãî èç íèõ áûëà âñå æå ìåíüøå, ÷åì ñóìì à
äâóõ îñòàâøèõñÿ. ×òîáû íå âîçèòüñÿ ñ ñàíòèìåòðàìè è
ôóòàìè èëè ïàðñåêàìè ñ àíãñòðåìàìè, çà åäèíèöó äëèí û
âîçüìåì äëèíó ñàìîãî äëèííîãî îòðåçêà. Òîãäà äëèíû äâóõ
îñòàâøèõñÿ îòðåçêîâ ( x è y) áóäóò ÷èñëàìè ìåíüøå åäèíè-
öû, à óñëîâèå, ÷òî èç ýòèõ îòðåçêîâ ìîæíî ñëîæèòü ò ðåó-
ãîëüíèê, çàïèøåòñÿ òàê: x + y > 1. Åñëè îòëîæèòü x è y ïî
îñÿì, òî äèàãîíàëü êâàäðàòà x + y = 1 (êðàñíàÿ ëèíèÿ)
ðàçäåëèò åãî ïîïîëàì (ðèñ. 1), ò.å. â ïîëîâèíå âîçì îæíûõ
ñëó÷àåâ èç òðåõ ñëó÷àéíî âçÿòûõ îòðåçêîâ íåëüçÿ âîî áùå
ñëîæèòü òðåóãîëüíèê.

Åñëè ó÷åñòü, ÷òî ó ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ
2 2 1x y+ =  (äóãà îêðóæíîñòè, ñèíÿÿ ëèíèÿ), ïîëó÷èì îáëà-

ñòè «îñòðûõ» è «òóïûõ» òðåóãîëüíèêîâ. Ïëîùàäü ôèîëå òî-

âîãî ñåãìåíòà ðàâíà 0,5 0,285
4
p

- » , à ïëîùàäü çåëåíîé

îáëàñòè ðàâíà 1 0,215
4
p

- » . Ïî ïëîùàäè âèäíî, ÷òî «òó-

ïûõ» îêîëî 57 ïðîöåíòîâ, ò.å. â 1,325 ðàç áîëüøå, ÷ åì
«îñòðûõ».

Ñïîñîá 2 (âûáèðàåì óãëû). Íî âåäü ìîæíî áðàòü íå òðè
îòðåçêà, à òðè óãëà è ñîáèðàòü òðåóãîëüíèêè èç íèõ.  Îäíàêî
òðè óãëà äîëæíû â ñóììå äàâàòü p , ò.å. 180° . Èòàê,
òðåóãîëüíèê ñ óãëàìè x, y, z ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà x  > 0, y > 0, z > 0 è x y z+ + = p . Â êîîðäèíàòíîì

ïðîñòðàíñòâå ýòè óñëîâèÿ çàäàþò âíóòðåííîñòü ïðàâèë üíîãî
òðåóãîëüíèêà, âûäåëåííîãî íà ðèñóíêå 2 êðàñíûìè ëèí èÿìè
(ýòî ñå÷åíèå ïåðâîãî êâàäðàíòà ïëîñêîñòüþ x y z+ + = p).

Äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ îñòðîóãîëüíîñòè 2x < p ,
2y < p , 2z < p  îçíà÷àþò, ÷òî òî÷êà ( x, y, z) ïîïàäàåò

âíóòðü ìàëåíüêîãî çåëåíîãî òðåóãîëüíè÷êà ñ âåðøèíàì è â
ñåðåäèíàõ êðàñíûõ îòðåçêîâ. Òîãäà «òóïûõ», êàê ïîêà çûâà-
åò ðèñóíîê, 75 ïðîöåíòîâ, ò.å. â òðè ðàçà áîëüøå, ÷ åì
«îñòðûõ».

Ñïîñîá ¢2  (äóãè).  Íàðèñóåì îêðóæíîñòü s. Òàê êàê ëþáîé
òðåóãîëüíèê ïîäîáåí íåêîòîðîìó òðåóãîëüíèêó, âïèñàí íîìó
â ýòó îêðóæíîñòü, îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì òîëüêî òðåó-
ãîëüíèêîâ, âïèñàííûõ â s. Òðè ñëó÷àéíî âûáðàííûå òî÷êè íà
îêðóæíîñòè s çàäàþò òðåóãîëüíèê. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî
îí îñòðîóãîëüíûé? 1

Ïóñòü òðè òî÷êè äåëÿò îêðóæíîñòü s íà äóãè âåëè÷èíîé x,
y è z, ãäå x + y + z = 2p . Òðåóãîëüíèê áóäåò îñòðîóãîëüíûì
ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé x < p , y < p , z < p . Âñå óñòðîåíî
àáñîëþòíî òàê æå, êàê â ïðåäûäóùåé ïîïûòêå â óãëàìè . Ýòî
è ïîíÿòíî – âïèñàííûé óãîë âäâîå ìåíüøå ìåðû äóãè, íà
êîòîðóþ îïèðàåòñÿ.

Ñïîñîá 3  (îòìå÷àåì âåðøèíû).  Ïîñìîòðèì íà âîïðîñ
èíà÷å. Ìîæíî çàôèêñèðîâàòü íà ïëîñêîñòè äâå èç òðåõ
âåðøèí òðåóãîëüíèêà. À òðåòüþ âåðøèíó áóäåì âûáèðàò ü
ñëó÷àéíûì îáðàçîì è ñìîòðåòü, êàê ÷àñòî òðîéêà âåðø èí
áóäåò îáðàçîâûâàòü îñòðûå è òóïûå òðåóãîëüíèêè. Ïóñ òü

1 Â òàêîé ôîðìóëèðîâêå çàäà÷à ðàññìàòðèâàëàñü â çàìå ÷àòåëüíîé
ñòàòüå Í.Âàñèëüåâà «Ãåîìåòðè÷åñêèå âåðîÿòíîñòè» («Ê âàíò» ¹1 çà
1991 ã.). Òàì æå ïðèâîäÿòñÿ äâà ðåøåíèÿ: îäíî èäåéí î áëèçêîå ê
èçëîæåííîìó âî âòîðîé ïîïûòêå, äðóãîå – èçÿùíîå, ïî çâîëÿþùåå
ðåøèòü è îáîáùåíèå äàííîé çàäà÷è ïðî âïèñàííûå ìíîã îóãîëüíèêè,
ñîäåðæàùèå öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè.

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3



Ê Â À Í T  $ 2 0 1 5 / ¹ 342
ôèêñèðîâàííûå òî÷êè – P è Q (ðèñ.3). ×åðåç P è Q ïðîâåäåì
ïðÿìûå p è q, ïåðïåíäèêóëÿðíûå ïðÿìîé PQ.

Òî÷êè À, ëåæàùèå âíå ïîëîñû ìåæäó ïðÿìûìè p è q,
äàäóò «òóïûå» òðåóãîëüíèêè: óãîë APQ ëèáî AQP òóïîé.
Òîò æå ðåçóëüòàò ïîëó÷èòñÿ äëÿ òî÷åê Â âíóòðè îêðóæíîñ-
òè, ïîñòðîåííîé íà PQ êàê íà äèàìåòðå: çäåñü òóïûì áóäåò

óãîë PBQ . «Îñòðûå» æå òðåóãîëüíèêè äàäóò òîëüêî òå
òî÷êè (êàê òî÷êà Ñ íà ðèñóíêå), êîòîðûå ïîïàäàþò â
âûäåëåííóþ çåëåíûì öâåòîì îáëàñòü. Ñëåâà è ñïðàâà î ò
ïîëîñû, à òàêæå âíóòðè êðóãà, òðåóãîëüíèêè «òóïûå».  Åñëè
ïîñìîòðåòü íà êàðòèíêó ñ îãðîìíîãî ðàññòîÿíèÿ, êîãä à
çåëåíàÿ îáëàñòü ïðåâðàòèòñÿ â èñ÷åçàþùåå òîíêóþ ïîë î-
ñî÷êó, à ñëåâà è ñïðàâà îò íåå âñå áóäåò áåëûì, òî ñòàíåò
ïîíÿòíî, ÷òî «òóïûõ» òðåóãîëüíèêîâ íàìíîãî áîëüøå
(ðèñ.4). Åñëè ñìóùàåò áåñêîíå÷íàÿ îáëàñòü äëÿ âûáîð à
òðåòüåé âåðøèíû òðåóãîëüíèêà, ìîæíî âûáèðàòü åå, íà -
ïðèìåð, ëèøü èç êðóãà áîëüøîãî ðàäèóñà R. Ïðè óâåëè÷å-
íèè R äîëÿ «òóïûõ» áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê 100 ïðîöåíòàì...

Ñïîñîá 4 (÷åëîâå÷åñêèé ôàêòîð).  À òåïåðü áåç ìàòåìà-
òèêè. Ïðîñòî ïîïðîñèì 100 ÷åëîâåê (èëè âñå ÷åëîâå÷å ñòâî)
íàðèñîâàòü òðåóãîëüíèê è ïîäñ÷èòàòü, ñêîëüêî èç íèõ  «òó-
ïûõ», à ñêîëüêî «îñòðûõ». Íåòðóäíî äîãàäàòüñÿ, ÷òî òóò
«îñòðûå» íàêîíåö-òî ïîëó÷àò ïðåèìóùåñòâî. Åñëè âçÿò ü
âñå òðåóãîëüíèêè ñ êàðòèíîê èç êíèã äëÿ ìàëåíüêèõ ä åòåé,
ãäå ðàññêàçûâàþò î ðàçíûõ ôèãóðàõ, è èç âñåõ ó÷åáíè êîâ
ïî ãåîìåòðèè äëÿ ñòàðøåêëàññíèêîâ, òî êàæåòñÿ, ÷òî «îñò-
ðûå» îïÿòü îäåðæèâàþò óâåðåííóþ ïîáåäó. Â íàøåé ïîñ ëå-
äíåé ïîïûòêå è ïðàâèëüíûå, è ïðÿìîóãîëüíûå ïîñîðåâí ó-
þòñÿ ñ òóïîóãîëüíûìè (ïîäóìàéòå, êàêîâ áûë áû ðåçóë ü-
òàò ýòîãî ñîðåâíîâàíèÿ â ïåðâûõ òðåõ ïîïûòêàõ)!

Èòàê,  ó íàñ ×ÅÒÛÐÅ ðàçíûõ îòâåòà  (÷èòàòåëü ìîæåò
ïðèäóìàòü è äðóãèå ñïîñîáû îòâåòà íà âîïðîñ îá «îñò ðûõ»
è «òóïûõ»). Â òðåõ ïîïûòêàõ ëèäèðóþò «òóïûå», ïðàâä à ñ
ðàçíûì ïðåèìóùåñòâîì: è íà 30%, è â 3 ðàçà, è äàæå â
áåñêîíå÷íî áîëüøîå ÷èñëî ðàç. Êàê òàêîå ìîãëî ïðîèç îé-
òè? Âåäü ìû, êàæåòñÿ, íå äîïóñêàëè îøèáîê â ðàññóæä åíè-
ÿõ? Ïðåäëàãàåì ÷èòàòåëþ ïîäóìàòü íàä ýòèì âîïðîñîì,
ïðåæäå ÷åì ÷èòàòü ïðèâåäåííîå íèæå îáúÿñíåíèå.

Îáúÿñíåíèå îò ðåäàêöèè

Îäèí è òîò æå âîïðîñ (íàïðèìåð, âîïðîñ, ðàññìàòðèâà å-
ìûé â ñòàòüå) ìîæåò áûòü ðàçíûìè ñïîñîáàìè èíòåðïðå òè-
ðîâàí â òåðìèíàõ âåðîÿòíîñòè – ìîæíî ñòðîèòü ðàçíûå
âåðîÿòíîñòíûå  ïðîñòðàíñòâà . (Ýòî ïðîèñõîäèò â êëàññè-
÷åñêîì «ïàðàäîêñå Áåðòðàíà» ïðè ïîäñ÷åòå âåðîÿòíîñò è
òîãî, ÷òî äëèíà ñëó÷àéíîé õîðäû îêðóæíîñòè åäèíè÷íî ãî
ðàäèóñà áîëüøå 3 ; ñì. íàïðèìåð, óïîìÿíóòóþ ñòàòüþ
Í.Âàñèëüåâà «Ãåîìåòðè÷åñêèå âåðîÿòíîñòè» â «Êâàíòå»  ¹1
çà 1991 ã.).

Ðèñ. 4

Ïðîàíàëèçèðóåì, íàïðèìåð, âòîðîé ñïîñîá âûáîðà òðåó -
ãîëüíèêà. Â íåì íåãëàñíî ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî çíà÷åí èÿ
óãëîâ òðåóãîëüíèêîâ ðàñïðåäåëåíû ðàâíîìåðíî , ò.å., ñêà-
æåì, âåðîÿòíîñòü âûáðàòü òðåóãîëüíèê ñ äâóìÿ ìåíüøè ìè
óãëàìè èç èíòåðâàëîâ ( )° °1 , 2  è ( )° °30 , 33  ïðåäïîëàãàåòñÿ
ðàâíîé âåðîÿòíîñòè âûáðàòü òðåóãîëüíèê ñ äâóìÿ ìåíü øè-
ìè óãëàìè èç èíòåðâàëîâ ( )° °10 , 11  è ( )° °40 , 43 . Ýòî óñëî-
âèå íå áóäåò âûïîëíÿòüñÿ äëÿ ïåðâîé è òðåòüåé ïîïûò îê!
È ðàçëè÷èå â îòâåòàõ çàêîíîìåðíî.

Âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî – íå ïðîñòî àáñòðàêöèÿ. Îíî
ìîæåò ÿâëÿòüñÿ ìîäåëüþ äëÿ âïîëíå êîíêðåòíîé ïðàêòè -
÷åñêîé ñåðèè èñïûòàíèé. Íàïðèìåð, çàêðóòèì âîë÷îê ñ î
ñòðåëêîé (êàê â èãðå «×òî? Ãäå? Êîãäà?») è ïðîâåäåì
ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ êîíå÷íîìó ïîëîæåíèþ ñòðåëêè. Ò àê
ïîñòóïèì òðè ðàçà, è â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì òðåóãîëüí èê
(ïî÷òè âñåãäà!) â ïåðåñå÷åíèè òðåõ ïðîâåäåííûõ ïðÿì ûõ
(áóäåì èçáåãàòü ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ â îäíîé òî÷êå). Ýòî
èñïûòàíèå âïîëíå ñîîòâåòñòâóåò ìîäåëè, îïèñàííîé âî  âòî-
ðîì ñïîñîáå.

À âîò òðåòèé ñïîñîá, ñòðîãî ãîâîðÿ, íåðåàëèçóåì. Â íà-
øèõ ðàññóæäåíèÿõ ìû íåÿâíî ïðåäïîëàãàëè, ÷òî âåðîÿò -
íîñòü ïðîïîðöèîíàëüíà ïëîùàäè. Ýòî çíà÷èò, ÷òî âåðî ÿò-
íîñòü äëÿ òî÷êè A ïîïàñòü, ñêàæåì, â êâàäðàò åäèíè÷íîãî
ðàçìåðà äîëæíà áûòü îäíîé è òîé æå, ãäå áû íà ïëîñê îñòè
íè áûë ðàñïîëîæåí ýòîò êâàäðàò. Íî òîãäà ýòà âåðîÿò íîñòü
íå ìîæåò ðàâíÿòüñÿ ïîëîæèòåëüíîìó ÷èñëó – èíà÷å ìû
ðàçîáüåì ïëîñêîñòü íà êâàäðàòû è ïîëó÷èì, ÷òî âåðîÿ ò-
íîñòü äëÿ òî÷êè A ïðîñòî îêàçàòüñÿ íà ïëîñêîñòè ðàâíà
áåñêîíå÷íîñòè – à äîëæíà ðàâíÿòüñÿ 1. Îñòàåòñÿ åäèí -
ñòâåííàÿ âîçìîæíîñòü – âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â ëþáî é
åäèíè÷íûé êâàäðàò ðàâíà 0. Íî òîãäà, àíàëîãè÷íî, è âåðî-
ÿòíîñòü äëÿ òî÷êè A ïðîñòî îêàçàòüñÿ íà ïëîñêîñòè òîæå
ðàâíà 0 – ñíîâà ïðîòèâîðå÷èå. Òàê ÷òî íàäî îòêàçûâà òüñÿ
ëèáî îò âñåãî ýòîãî ñïîñîáà, ëèáî îò òðåáîâàíèÿ «ðà âíî-
ïðàâèÿ» òî÷åê – è, íàïðèìåð, ñòðîèòü âåðîÿòíîñòíîå ïðî-
ñòðàíñòâî òàê, ÷òîáû âåðîÿòíîñòü ïîïàñòü â «äàëåêèå » êâàä-
ðàòû áûëà ìåíüøå, ÷åì â «áëèæíèå».

Îòìåòèì, ÷òî â ÷åòâåðòîì ñïîñîáå ïðåäñòàâëåíà íå ìà òå-
ìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, à ïðèìåð ðåàëüíîé ñåðèè èñïûòàíè é.
Êàê ñîçäàòü ïðàâèëüíóþ ìîäåëü ïî ñòàòèñòè÷åñêèì äàí -
íûì ðåàëüíîãî ïðîöåññà – çàäà÷à îáû÷íî ñëîæíàÿ. Îäí àêî
äëÿ ïðàêòè÷åñêè çíà÷èìûõ âîïðîñîâ î÷åíü âàæíî èìåòü
ïðàâèëüíóþ ìîäåëü, òàê êàê îíà äàåò îñíîâàíèÿ äëÿ â åð-
íûõ âûâîäîâ è ïðîãíîçîâ. Ðàçäåë ìàòåìàòèêè, â êîòîð îì
ðåøàþòñÿ çàäà÷è òàêîãî ñîðòà, íàçûâàåòñÿ ìàòåìàòè÷å ñêîé
ñòàòèñòèêîé.
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Êèíåìàòèêà
îòðåçêà

Å.ÑÎÊÎËÎÂ

Ìíîãèå âåùè íàì íåïîíÿòíû íå ïîòîìó, ÷òî
íàøè ïîíÿòèÿ ñëàáû; íî ïîòîìó, ÷òî ñèè âåùè íå
âõîäÿò â êðóã íàøèõ ïîíÿòèé.

Êîçüìà Ïðóòêîâ. Ïëîäû ðàçäóìüÿ

Ø ÊÎËÜÍÀß  ÊÈÍÅÌÀÒÈÊÀ – ÝÒÎ ÊÈÍÅÌÀÒÈÊÀ ÌÀÒÅ-
ðèàëüíîé òî÷êè. Äàæå åñëè â óñëîâèè çàäà÷è ãîâîðèò-

ñÿ î ïåøåõîäàõ, ìàøèíàõ èëè ñàìîëåòàõ, ìû, ïðèñòóïà ÿ ê
ðåøåíèþ, òóò æå ïðåâðàùàåì èõ â ìàòåðèàëüíûå òî÷êè.  Âîò
è ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà – ãëàâíûé îáúå êò
øêîëüíîé êèíåìàòèêè.

Íî â çàäà÷àõ âñòðå÷àþòñÿ íå òîëüêî òî÷êè. Ñóùåñòâóþ ò
åùå, íàïðèìåð, îòðåçêè. Îíè òîæå ìîãóò äâèãàòüñÿ – ïåðå-
ìåùàòüñÿ è ïîâîðà÷èâàòüñÿ. À åùå îíè ìîãóò (è ýòî ó æå íå÷òî
íîâîå) ðàñòÿãèâàòüñÿ, ñîêðàùàòüñÿ èëè æå óïîðíî ñîõ ðàíÿòü
ñâîþ äëèíó. È êàæäîå òàêîå äâèæåíèå îòðåçêà ìîæåò ñ òàòü
ïðåäìåòîì çàäà÷è. Ïîýòîìó, íàïðèìåð, èäÿ íà îëèìïèà äó,
ïîëåçíî ïîçíàêîìèòüñÿ ñ êèíåìàòèêîé îòðåçêà . Ïðè÷åì
÷àñòî íè ïðî îòðåçêè, íè ïðî ìàòåðèàëüíûå òî÷êè â ó ñëîâèÿõ
çàäà÷ íå ãîâîðèòñÿ. Ìû äîëæíû ñàìè óâèäåòü ýòè îáúå êòû,
êîòîðûå ïðÿ÷óòñÿ îò íàñ çà ðàçíûìè ñëîâàìè. Íàïðèìå ð,
òàê.

Çàäà÷à 1. Êîëîííà ìàøèí äëèíîé 0l 600 ì=  äâèæåòñÿ ïî
ãðóíòîâîìó ó÷àñòêó äîðîãè ñî ñêîðîñòüþ ãðv 15 ì ñ= .
Âúåçæàÿ íà àñôàëüòèðîâàííûé ó÷àñòîê, êàæäàÿ ìàøèíà
óâåëè÷èâàåò ñâîþ ñêîðîñòü äî àñôv 20 ì ñ=  (ðèñ.1,à).
Êàêîé áóäåò äëèíà êîëîííû, êîãäà âñå ìàøèíû âúåäóò íà
àñôàëüòèðîâàííûé ó÷àñòîê?

Äëÿ íà÷èíàþùèõ óñëîâèå ýòîé çàäà÷è âî ìíîãîì çàãàäî ÷-
íî: «Ðàçâå äëèíà êîëîííû ìîæåò èçìåíÿòüñÿ, êàê ýòî âîç-
ìîæíî äà è âîîáùå ÷òî òàêîå êîëîííà?» Âñå ñòàíîâèòñ ÿ
ïðîñòûì è ÿñíûì, åñëè íà ïîñëåäíèé âîïðîñ äàòü òàêî é
îòâåò: «Êîëîííà – ýòî îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé ïåðâóþ è
ïîñëåäíþþ ìàøèíû». Òîãäà äëèíà êîëîííû – ýòî ðàññòî ÿ-
íèå ìåæäó ïåðâîé è ïîñëåäíåé ìàøèíàìè. È, êîíå÷íî, îíà
èçìåíÿåòñÿ òîãäà, êîãäà ñêîðîñòè ýòèõ ìàøèí ðàçíûå.

Óÿñíèâ ýòî, ïðèñòóïàåì ê çíàêîìñòâó ñ ãëàâíîé ôîðìó ëîé
êèíåìàòèêè îòðåçêà – ôîðìóëîé äëÿ ñêîðîñòè èçìåíåíè ÿ
äëèíû îòðåçêà. Ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ äëèíû îòðåçêà  ìû
îïðåäåëèì òàêèì îáðàçîì:

l
u

t
D

=
D

,

ãäå l  – äëèíà îòðåçêà. Ïîíÿòíî, ÷òî u çàâèñèò îò ñêîðîñòåé
åãî êðàéíèõ òî÷åê (ðèñ.1, á). Òàê âîò, ãëàâíàÿ ôîðìóëà
êèíåìàòèêè îòðåçêà ñâÿçûâàåò ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ åãî  äëè-
íû ñî ñêîðîñòÿìè åãî êðàéíèõ òî÷åê:

1 2cos cosu v v= a - b .

Äîêàçàòü ýòó çàìå÷àòåëüíóþ ôîðìóëó âû ìîæåòå ñàìîñò îÿ-
òåëüíî. À ìû ïðèñòóïàåì ê ïðàêòè÷åñêîé ðàáîòå ñ íåé .

Îäèí îòðåçîê

Èñïðîáóåì ñíà÷àëà íàøó ôîðìóëó íà çàäà÷å 1.
Ðåøåíèå çàäà÷è 1.  Äëèíà îòðåçêà-êîëîííû íà÷íåò èçìå-

íÿòüñÿ ñ òîãî ìîìåíòà, êàê òîëüêî ïåðâàÿ ìàøèíà âúå äåò íà
õîðîøèé ó÷àñòîê äîðîãè è åå ñêîðîñòü óâåëè÷èòñÿ. Ñê îðîñòü
èçìåíåíèÿ äëèíû ýòîãî îòðåçêà áóäåò ðàâíà

àñô ãðu v v= - .

Îòðåçîê áóäåò óäëèíÿòüñÿ ñ ýòîé ñêîðîñòüþ äî òåõ ïî ð, ïîêà
ïîñëåäíÿÿ ìàøèíà íå âúåäåò íà àñôàëüòèðîâàííûé ó÷àñ òîê,
ò.å. â òå÷åíèå âðåìåíè 0 ãðt l vD = . Âñåãî îòðåçîê óäëèíèòñÿ
íà

( )àñô ãð
0

ãð

v v
l u t l

v

-
D = D = ,

è åãî äëèíà îêàæåòñÿ ðàâíîé

àñô
0 0

ãð

800 ì
v

l l l l
v

= + D = = .

À òåïåðü – êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à ïðî ÷åðåïàõ.
Çàäà÷à 2.  Òðè ÷åðåïàõè íàõîäÿòñÿ â âåðøèíàõ ðàâíîñòî-

ðîííåãî òðåóãîëüíèêà ñî ñòîðîíîé a = 1,8 ì (ðèñ.2).  Ïî
ñèãíàëó êàæäàÿ ÷åðåïàõà
íà÷èíàåò ïîëçòè â íàïðàâ-
ëåíèè ñâîåé ñîñåäêè ñî ñêî-
ðîñòüþ v = 0,5 ñì/ñ. ×åðåç
êàêîå âðåìÿ ÷åðåïàõè
âñòðåòÿòñÿ?

Ðåøåíèå.  Ïîíÿòíî, ÷òî,
âî-ïåðâûõ, â ñèëó ñèììåò-
ðèè â ñâîåì äâèæåíèè ÷åðå-
ïàõè âñåãäà áóäóò îñòàâàòü-
ñÿ â âåðøèíàõ ðàâíîñòîðîí-
íåãî òðåóãîëüíèêà, à âî-âòî-
ðûõ, â ìîìåíò âñòðå÷è ñòî-
ðîíà ýòîãî òðåóãîëüíèêà ñòàíåò ðàâíîé íóëþ. Ýòè äîã àäêè
óêàçûâàþò íàì ïóòü ê ðåøåíèþ.

Ïðèìåíèì íàøó ôîðìóëó ê îäíîé èç ñòîðîí «òðåóãîëüíè êà
÷åðåïàõ», íàïðèìåð ê îòðåçêó ÀÂ. Äëÿ íåãî (ñì. ðèñ.1, á)

120a = ° , 0b = , òàê ÷òî ñìåùåíèÿ îáåèõ ÷åðåïàõ ïðèâîäÿò
ê óìåíüøåíèþ ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà. Ñêîðîñòü óìåíüøå íèÿ
äëèíû îòðåçêà ÀÂ ðàâíà

3
cos120 cos 0

2
u v v v= ° - = .

Äëÿ òîãî ÷òîáû åãî äëèíà îáðàòèëàñü â íîëü (÷åðåïàõ è
âñòðåòèëèñü), íåîáõîäèìî âðåìÿ

2
240 c 4 ìèí

3
a a

t
u v

= = = = .

Ñëåäóþùàÿ çàäà÷à – íàñòîÿùàÿ îëèìïèàäíàÿ.
Çàäà÷à 3.  Ëåãêèé äèñê ðàäèóñîì R = 8 ñì ïîäâåøåí íà îñè,

ïðîõîäÿùåé íà ðàññòîÿíèè à = 4 ñì îò åãî öåíòðà (ðè ñ.3,à).
Â íèæíþþ òî÷êó äèñêà À ñàäèòñÿ òÿæåëûé æóê è íà÷èíà -
åò ïîëçòè ïî êðàþ äèñêà ñî ñêîðîñòüþ v = 12 ìì/ìèí íà
ïðîòèâîïîëîæíûé êðàé äèñêà, â òî÷êó Â. ×åðåç êàêîå
âðåìÿ æóê íàáåðåò ìàêñèìàëüíóþ ñêîðîñòü îòíîñèòåëüí î
íåïîäâèæíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà? ×åìó îíà áóäåò ðàâíà?
×åìó áóäåò ðàâíà ñêîðîñòü æóêà îòíîñèòåëüíî íåïîäâè æ-
íîé ñèñòåìû êîîðäèíàò â òîò ìîìåíò, êîãäà îí ïðîïîë çåò
ïîëîâèíó ïóòè?

Ðåøåíèå . Òàê êàê ïî óñëîâèþ çàäà÷è æóê ãîðàçäî òÿæåëåå
äèñêà, òî ïðè äâèæåíèè îí âñå âðåìÿ îñòàåòñÿ ïîä òî ÷êîé

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2
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ïîäâåñà. Ïîýòîìó â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò åã î
äâèæåíèå ïðåäñòàâëÿåò ïîäúåì ïî âåðòèêàëüíîé ëèíèè ââåðõ
(ðèñ.3, á), à åãî ñêîðîñòü åñòü ñêîðîñòü óìåíüøåíèÿ äëèíû
îòðåçêà ÐÆ.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýòîé ñêîðîñòè ðàññìîòðèì äâèæåíèå æó êà
â ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñâÿçàííîé ñ äèñêîì (ðèñ.3, â), – âåäü
èìåííî îòíîñèòåëüíî ýòîé ñèñòåìû îòñ÷åòà íàì çàäàíî  åãî
äâèæåíèå. Â ýòîé ñèñòåìå îòñ÷åòà æóê ïîëçåò âäîëü ê ðàÿ
äèñêà, è îòðåçîê ÐÆ óêîðà÷èâàåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ

( )cos 90 sin sin
a

u v v v
R

= ° - b = b = a .

(Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïîëó÷åíî ñ ïîìîùüþ òåîðåìû ñèí óñîâ
sin sinR aa = b.)
Òåïåðü ìû ãîòîâû îòâåòèòü íà âñå âîïðîñû çàäà÷è.
Ñêîðîñòü æóêà â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà ñòàíåò

ìàêñèìàëüíîé, êîãäà áóäåò äîñòèãíóòî ðàâåíñòâî sin 1a =
(ðèñ.3, ã). Îíà áóäåò ðàâíà

max 6 ìì ìèí
a

u v
R

= = .

Ýòî ïðîèçîéäåò, êîãäà óãëû ñòàíóò òàêèìè: 90a = ° , 120j = ° ,
ò.å. êîãäà æóê ïðîïîëçåò òðåòü îêðóæíîñòè, ïðîéäÿ ï óòü

2
3
R

s
p

= . Äëÿ ýòîãî åìó ïîíàäîáèòñÿ âðåìÿ

2
14 ìèí

3
s R

t
v v

p
= = = .

Êîãäà æóê ïðîïîëçåò ïîëîâèíó ïóòè, óãîë b  ñòàíåò òàêèì,
÷òî

2 2

1
sin

5

a

R a
b = =

+
,

è ñêîðîñòü æóêà â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà áóäåò
1

sin 5,4 ìì ìèí .
5

u v v= b = =

Æåñòêèé ñòåðæåíü

Æåñòêèé ñòåðæåíü – ýòî îòðåçîê, êîòîðûé íè ïðè êàêè õ
óñëîâèÿõ íå èçìåíÿåò ñâîþ äëèíó. Äëÿ íåãî âñåãäà âû ïîëíÿ-
åòñÿ ðàâåíñòâî

1 2cos cos 0u v v= a - b = .

Õîðîøåå óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòåé êîíöîâ æåñ-
òêîãî ñòåðæíÿ!

Îáñóäèì íåñêîëüêî êîíêðåòíûõ çàäà÷.
Çàäà÷à 4. Ñïîðòñìåí íà âîäíûõ ëûæàõ äâèæåòñÿ çà

êàòåðîì, äåðæàñü çà ïðèêðåïëåííûé ê êàòåðó òðîñ (ðè ñ.4).
Íàéäèòå ñêîðîñòü ñïîðòñìåíà â òîò
ìîìåíò, êîãäà óãëû ìåæäó òðîñîì è
ñêîðîñòÿìè êàòåðà è ñïîðòñìåíà ðàâ-
íû 30a = °  è 60b = °  ñîîòâåòñòâåííî.
Ñêîðîñòü êàòåðà â ýòîò ìîìåíò ðàâíà

êv = 10 ì ñ .
Ðåøåíèå .  Óñëîâèå ñîõðàíåíèÿ äëèíû

òðîñà

ê ñcos 30 cos 60 0u v v= ° - ° =

ñðàçó äàåò îòâåò:

ñ ê
cos 30

17,3 ì ñ
cos 60

v v
°

= =
°

.

Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî ñêîðîñòü ñïîðòñìåíà ìîæåò î êà-
çàòüñÿ áîëüøå ñêîðîñòè êàòåðà. Ñïîðòñìåíû çíàþò ýòî  è
èñïîëüçóþò â ñâîèõ âûñòóïëåíèÿõ.

Çàäà÷à 5. Ïàëî÷êà äâèæåòñÿ ïî ñòîðîíàì ïðÿìîãî óãëà
(ðèñ.5). Ñêîðîñòü òî÷êè À ðàâíà Av 10 ì ñ= . Íàéäèòå
ñêîðîñòü òî÷êè Â â òîò ìî-
ìåíò, êîãäà îòðåçîê AB áó-
äåò ñîñòàâëÿòü óãîë 30a = °
ñ ãîðèçîíòîì.

Ðåøåíèå .  Òî÷êà Â âñå âðå-
ìÿ îñòàåòñÿ íà âåðòèêàëüíîé
ïðÿìîé. À ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åå
ñêîðîñòü íàïðàâëåíà âäîëü
ýòîé ïðÿìîé âåðòèêàëüíî âíèç.
Ýòî íàáëþäåíèå ïîçâîëÿåò íàì
âîññòàíîâèòü óãîë ìåæäó ñêîðîñòüþ òî÷êè B è îòðåçêîì ÀÂ:

90b = ° - a .

Òðåõ èçâåñòíûõ âåëè÷èí âïîëíå äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñ ï îìî-
ùüþ íàøåãî óðàâíåíèÿ

( )cos cos 90 0A Bu v v= a - ° - a =

íàéòè ÷åòâåðòóþ:

( )
cos cos 30

17,3 ì ñ
cos 90 sin 30B A Av v v

a °
= = =

° - a °
.

Çàäà÷à 6.  Äâà êîëüöà îäèíàêîâîãî ðàäèóñà êàòÿòñÿ
íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó ñ îäèíàêîâûìè ñêîðîñòÿìè v (ðè ñ.6).
Íàéäèòå ñêîðîñòü âåðõíåé
òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êîëåö â
òîò ìîìåíò, êîãäà óãîë

1 2AO O  áóäåò ðàâåí a .
– Ïîäîæäèòå, – ñêàæåò

âíèìàòåëüíûé ÷èòàòåëü. –
Ìû ãîâîðèëè îá îòðåçêàõ, à
îá îêðóæíîñòÿõ ðå÷è íå áûëî!

– Çàêîííîå çàìå÷àíèå, –
îòâåòèì ìû. – Â óñëîâèè çà-
äà÷è äåéñòâèòåëüíî íè÷åãî
íå ãîâîðèòñÿ îá îòðåçêàõ, äà
è ðåàëüíî íèêàêîãî îòðåçêà â êàòÿùåìñÿ êîëåñå ìû íå
íàéäåì. Íî íè÷åãî ñòðàøíîãî. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü
âîîáðàæàåìûé îòðåçîê 1O A , êîòîðûé ñîåäèíÿåò öåíòð 1O
ëåâîãî êîëåñà è òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ êîëåñ À. Òî÷êà 1O  ýòîãî
îòðåçêà äâèæåòñÿ ãîðèçîíòàëüíî ñ èçâåñòíîé ñêîðîñòü þ v, à
òî÷êà A äâèæåòñÿ âåðòèêàëüíî ââåðõ ñ íåèçâåñòíîé ïîêà
ñêîðîñòüþ Av . À ÷òî ìîæíî ñêàçàòü î äëèíå ýòîãî âîîáðàæà-
åìîãî îòðåçêà?

– Îíà îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé è ðàâíîé ðàäèóñó êîëåñà.

Ðèñ. 3

Ðèñ. 4

Ðèñ. 5

Ðèñ. 6
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– Íó à åñëè òàê, òî íàøå óðàâíåíèå äëÿ ýòîãî îòðåçê à

( )cos 90 cos 0Au v v= ° - a - a =

ñðàçó äàåò îòâåò:
a

= = a
a

cos
ctg

sinAv v v .

×òî-òî âñå ñîâñåì ïðîñòî. Äàâàéòå ïîïðîáóåì ÷òî-íèá óäü
ïîñëîæíåå.

Íåñêîëüêî îòðåçêîâ

Íàø ìåòîä ïîëó÷àåò íîâûé èìïóëüñ, êîãäà â çàäà÷àõ
ïîÿâëÿåòñÿ íåñêîëüêî îòðåçêîâ.

Çàäà÷à 7.  Ñïîðòñìåíû áåãóò êîëîííîé ñî ñêîðîñòüþ v =
= 5 ì/ñ. Äëèíà êîëîííû 0l 120 ì= . Íàâñòðå÷ó èì áåæèò
òðåíåð ñî ñêîðîñòüþ òðv 1 ì ñ= . Êàæäûé ñïîðòñìåí, ïî-
ðàâíÿâøèñü ñ òðåíåðîì, ðàçâîðà÷èâàåòñÿ è íà÷èíàåò á å-
æàòü íàçàä ñ òîé æå ñàìîé (ïî ìîäóëþ) ñêîðîñòüþ. Êà êîâà
áóäåò äëèíà êîëîííû, êîãäà âñå ñïîðòñìåíû ðàçâåðíóò ñÿ ?

Ðåøåíèå . Äëèíà êîëîííû íà÷íåò èçìåíÿòüñÿ òîãäà, êîãäà
ñêîðîñòè ïåðâîãî è ïîñëåäíåãî ñïîðòñìåíîâ ñòàíóò ðà çíûìè,
ò.å. êîãäà ïåðâûé ñïîðòñìåí óæå ðàçâåðíóëñÿ è áåæèò
âïðàâî, à ïîñëåäíèé åùå áåæèò âëåâî (ðèñ.7, à).

Íà ýòîì ýòàïå îòðåçîê-êîëîííà áóäåò ñêëàäûâàòüñÿ èç  äâóõ
îòðåçêîâ (ðèñ.7, á): îòðåçêà AT (ïåðâûé ñïîðòñìåí A –
òðåíåð) è îòðåçêà TB (òðåíåð – ïîñëåäíèé ñïîðòñìåí B), à
ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ äëèíû òàêîãî èçëîìëåííîãî îòðåçê à
áóäåò ðàâíà

( ) ( )òð òð òð2AT BTu u u v v v v v= + = - + - - = - .

Çà âðåìÿ ( )0 òðt l v vD = + , êîòîðîå òðåáóåòñÿ ïîñëåäíåìó
ñïîðòñìåíó B è òðåíåðó, ÷òîáû âñòðåòèòüñÿ (÷òîáû äëèíà
îòðåçêà TB îáðàòèëàñü â íîëü; ðèñ.7, â), äëèíà êîëîííû
èçìåíèòñÿ íà

òð
0

òð

2v
u t l

v v
D = D = -

+
l

è ñòàíåò ðàâíîé
òð

0 0
òð

80 ì
v v

l l l l
v v

-
= + D = =

+
.

«Èçëîìëåííûå îòðåçêè» – ýòî î÷åíü èíòåðåñíî. Âåäü ý òî
òî, ÷òî â òåõíèêå íàçûâàåòñÿ ãèáêèìè ñâÿçÿìè. À ïðî ùå –
âåðåâêàìè. Ïîýòîìó íàøà ôîðìóëà îòêðûâàåò öåëûé ðÿä
âîçìîæíîñòåé äëÿ ðàñ÷åòà ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ ïðèñïîñî áëå-
íèé.

Çàäà÷à 8. Ê êðûøå äåòñêîé ìîäåëè òðîëëåéáóñà ïðèêðåï-
ëåí áëîê Â (òî÷å÷íûé), ÷åðåç êîòîðûé ïðîõîäèò âåðåâ êà
(ðèñ.8,à). Îäèí êîíåö âåðåâêè çàêðåïëåí â òî÷êå À, à çà
äðóãîé òÿíóò ãîðèçîíòàëüíî ñî ñêîðîñòüþ 0v . Ñ êàêîé
ñêîðîñòüþ v äâèæåòñÿ ìîäåëü â òîò ìîìåíò, êîãäà çàê ðåï-
ëåííàÿ ÷àñòü âåðåâêè ñîñòàâëÿåò óãîë a  ( 0 90< a < ° ) ñ
ãîðèçîíòîì? Ñ÷èòàéòå, ÷òî ïðè äâèæåíèè ìîäåëü íå îò ðû-
âàåòñÿ îò ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè ñòîëà.

Ðåøåíèå . Â ýòîì ñëó÷àå âåðåâêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èç-
ëîìëåííûé îòðåçîê (ðèñ.8, á) – îòðåçîê ÀÂ è îòðåçîê ÂÑ.
Îáùàÿ äëèíà âåðåâêè (ñóììà äëèí îòðåçêîâ) íå äîëæíà

èçìåíÿòüñÿ, ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

( ) ( )= + = - a + - + =0cos 0AB BCu u u v v v .

Îòñþäà ïîëó÷àåì îòâåò:

0

1 cos
v

v =
+ a

.

Çàäà÷à 9.  Òðè øàðèêà îäèíàêîâîé ìàññû, ñâÿçàííûå
äâóìÿ íåðàñòÿæèìûìè íèòÿìè (ðèñ.9), äâèæóòñÿ ïî ïëî ñ-
êîñòè òàê, ÷òî íèòè âñå âðåìÿ îñòàþòñÿ
íàòÿíóòûìè. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðå-
ìåíè îêàçàëîñü, ÷òî óãîë ìåæäó ñêîðîñòüþ
ïåðâîãî øàðèêà è íèòüþ 1–3 ðàâåí a , óãîë
ìåæäó ñêîðîñòüþ âòîðîãî øàðèêà è íè-
òüþ 2–3 ðàâåí b , à óãîë ìåæäó ñàìèìè
íèòÿìè ðàâåí g . ×åìó ðàâíà êèíåòè÷åñ-
êàÿ ýíåðãèÿ òðåòüåãî øàðèêà â ýòîò ìî-
ìåíò, åñëè êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ïåðâîãî
øàðèêà 27 Äæ, à âòîðîãî 32 Äæ? Äëÿ
ðàñ÷åòà ïðèìèòå ( )arcsin 1 3a = ,  ( )arcsin 1 4b = ,

( )arcsin 2 3g = .
Ðåøåíèå .  Â ýòîé çàäà÷å äâå íåèçâåñòíûå âåëè÷èíû –

ìîäóëü ñêîðîñòè òðåòüåãî òåëà 3v  è óãîë j , êîòîðûé îíà
ñîñòàâëÿåò ñ íèòüþ 1–3. Çàïèñûâàÿ äëÿ êàæäîé íèòè óñëîâèå
ñîõðàíåíèÿ åå äëèíû, ïîëó÷àåì ñèñòåìó äâóõ óðàâíåíè é

( )
1 3

2 3

cos cos 0,

cos cos 0.

v v

v v

a - j =ìï
í

b - g - j =ïî
Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñêîðîñòè 3v  ñëåäóåò èçáàâèòüñÿ îò óãëà j
ñ ïîìîùüþ îñíîâíîãî òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî òîæäåñòâà

2 2sin cos 1j + j = . Âûïîëíèòå ýòó ÷àñòü ðåøåíèÿ ñàìîñòîÿ-
òåëüíî. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ òàêîé îòâåò:

( )2 2
3 1 2 1 22

1
cos cos 2 cos cos cos

sin
E E E E E= a + b - a b g =

g
31,5 Äæ= .

Êèíåìàòèêà îòðåçêà è ýêñòðåìóìû

Â ïðåäûäóùèõ çàäà÷àõ íàøè îòðåçêè è óäëèíÿëèñü, è
ñîêðàùàëèñü, è óäåðæèâàëè ñâîþ äëèíó ïîñòîÿííîé. Íî  íå
ýòî ñàìîå èíòåðåñíîå. Ñàìûå æå èíòåðåñíûå ìîìåíòû æ èçíè
îòðåçêîâ – ýòî òå ìîìåíòû, êîãäà óìåíüøåíèå äëèíû î òðåçêà
ñìåíÿåòñÿ åãî óâåëè÷åíèåì. Ïî÷åìó? Ïîòîìó ÷òî èìåíí î â
ýòîò ìîìåíò äëèíà îòðåçêà äîñòèãàåò ìèíèìóìà. Êñòàò è,
çàìåòèì, ÷òî â ìîìåíò äîñòèæåíèÿ ìèíèìóìà (ýêñòðåìó ìà)
ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ äëèíû îòðåçêà ( u) ðàâíà íóëþ.

Çàäà÷à 10.  Â ñâîå âðåìÿ Îäèññåþ, âåðíóâøåìóñÿ â ñâîé
äîì ïîñëå ìíîãîëåòíåãî ïóòåøåñòâèÿ, ïðèøëîñü äîêàçû -
âàòü ñâîè ïðàâà íà öàðñòâî, íàòÿãèâàÿ òåòèâó íà ëóê .
Ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëå ýòîãî íà Èòàêå ãåðîè ñîðåâíóþòñÿ  â
ñèëå, ïûòàÿñü îïîÿñàòü óïðóãîé òåòèâîé «òðåóãîëüíèê
Îäèññåÿ» òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 10,à. Ïîäñ÷èò àé-
òå, êàêóþ ìèíèìàëüíóþ ñèëó äëÿ ýòîãî íàäî ïðèëîæèòü ,
åñëè òðåóãîëüíèê Îäèññåÿ – ýòî ðàâíîáåäðåííûé òðåóã îëü-
íèê ñ äëèíîé áîêîâîé ñòîðîíû 200 ñì è äëèíîé îñíîâà íèÿ
100 ñì. Äëèíà òåòèâû 250 ñì, à äëÿ åå ðàñòÿæåíèÿ íà
êàæäûé ñàíòèìåòð íàäî ïðèêëàäûâàòü ñèëó 100 Í.

Ðåøåíèå .  Ïóñòü òåòèâà ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè 1O  è 2O ,
ëåæàùèå íà áîêîâûõ ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà (ðèñ.10, á).

Ðèñ. 7

Ðèñ. 8

Ðèñ. 9



Ê Â À Í T  $ 2 0 1 5 / ¹ 346
(Ïîíÿòíî, ÷òî â ñèëó
ñèììåòðèè çàäà÷è
íàì âñåãäà ñëåäóåò
ðàñïîëàãàòü ýòè òî÷-
êè ñèììåòðè÷íî.)
Íà÷íåì òåïåðü ñìå-
ùàòü ýòè òî÷êè (ñèì-
ìåòðè÷íî) âäîëü áî-
êîâûõ ñòîðîí ñî ñêî-

ðîñòüþ v. Òîãäà ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ îáùåé äëèíû òåòèâû
áóäåò ðàâíà

( )( )
2 2 1 1

2 cos cosCO O O O Bu u u u v= + + = - b + g + b ,

ãäå b  – áîêîâîé óãîë èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà, g  – óãîë,
êîòîðûé çàäàåò íàïðàâëåíèå òåòèâû îòíîñèòåëüíî îñíî âàíèÿ
òðåóãîëüíèêà. Â òîò ìîìåíò, êîãäà äëèíà òåòèâû äîñò èãàåò
ìèíèìóìà, ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ åå äëèíû îáðàùàåòñÿ â íîëü.
À ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ òåòèâû ìèíèìàëüíîé äëèíû èì ååò
ìåñòî ðàâåíñòâî

180 2g = ° - b = a ,

ãäå a  – ïîëîâèíà óãëà ïðè âåðøèíå À. Èíûìè ñëîâàìè,
òðåóãîëüíèê 2CO B  äîëæåí áûòü ïîäîáåí ïîëîâèíå èñõîäíî-
ãî òðåóãîëüíèêà. Ýòîãî äîñòàòî÷íî, ÷òîáû íàéòè ìèíè ìàëü-
íóþ äëèíó òåòèâû – ñäåëàéòå ýòî ñàìîñòîÿòåëüíî. Îíà
îêàçûâàåòñÿ ðàâíîé 250 ñì, à äëÿ òîãî ÷òîáû îïîÿñàò ü
òðåóãîëüíèê Îäèññåÿ, íåîáõîäèìî ïðèëîæèòü ñèëó, ðàâ íóþ
2500 Í. Äåéñòâèòåëüíî, òàêîå ïî ñèëàì ëèøü íàñòîÿùè ì
ñèëà÷àì!

Ðàññìàòðèâàòü ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ äëèíû îòðåçêà áûâà åò
ïîëåçíûì äàæå òîãäà, êîãäà, íà ïåðâûé âçãëÿä, â ýòî ì íåò
ÿâíîé íóæäû.

Çàäà÷à 11.  Èç ãîðîäà N âûõîäÿò äâå äîðîãè, óãîë ìåæäó
êîòîðûìè ðàâåí 60°  (ðèñ.11,a). Ïî îäíîé äîðîãå èç ãîðîäà
âûåçæàåò «Àëüôà-ðîìåî» ñî ñêîðîñòüþ v = 100 êì/÷, ï î
äðóãîé â ãîðîä äâèæåòñÿ «Âîëüâî» ñ òàêîé æå ñêîðîñò üþ.
×åìó áóäåò ðàâíî ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó àâòîì à-

øèíàìè, åñëè ïåðâîíà÷àëüíî «Âîëüâî» íàõîäèëàñü íà ð àñ-
ñòîÿíèè l = 200 êì îò ãîðîäà?

Ðåøåíèå .  Âñå âíèìàíèå – íà îòðåçîê ÀÂ, êîòîðûé ñîåäè-
íÿåò äâå ìàøèíû. ×åìó ðàâíà ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ äëèí û
ýòîãî îòðåçêà â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè? Ñìîòðè ì íà
ðèñóíîê 11, á è ïèøåì

cos cosu v v= a - b .

Êîãäà ðàññòîÿíèå ìåæäó ìàøèíàìè ñòàíîâèòñÿ ìèíèìàëü -
íûì, ýòî âûðàæåíèå îáðàùàåòñÿ â íîëü, ò.å. â ìîìåíò
äîñòèæåíèÿ ìèíèìóìà 60a = b = °  è òðåóãîëüíèê NAB  ñòà-
íîâèòñÿ ðàâíîñòîðîííèì.

Óñòàíîâèâ ýòîò âàæíûé ôàêò, ìû òåïåðü ëåãêî ïîëó÷èì
òðåáóåìûé îòâåò. ×òîáû ñäåëàòü ýòî â äóõå íàøåãî ñå ãîäíÿø-
íåãî ðàçãîâîðà, îáðàòèì ñâîå âíèìàíèå íà èçëîìàííûé
îòðåçîê BNA . Ó÷àñòîê AN  óâåëè÷èâàåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ v, à
ó÷àñòîê BN  óìåíüøàåòñÿ ðîâíî ñ òàêîé æå ñêîðîñòüþ.
Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî îáùàÿ äëèíà èçëîìëåííîãî îòðåçêà BNA  íå
èçìåíÿåòñÿ è îñòàåòñÿ ðàâíîé l = 200 êì. Ïîýòîìó â èíòåðå-

ñóþùèé íàñ ìîìåíò êàæäàÿ èç ñòîðîí òðåóãîëüíèêà BNA , à
çíà÷èò è ðàññòîÿíèå ìåæäó ìàøèíàìè, áóäåò 100 êì.

Óïðàæíåíèÿ
1. Èçìåíèì îäíó ôðàçó â óñëîâèè çàäà÷è 7. Òåïåðü áóäå ì

ñ÷èòàòü, ÷òî êàæäûé ñïîðòñìåí, ïîðàâíÿâøèñü ñ òðåíå ðîì,
ðàçâîðà÷èâàåòñÿ è íà÷èíàåò áåæàòü íàçàä ñî ñêîðîñòü þ w =
= 4 ì/ñ. Íàéäèòå äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ, ÷åìó áóäåò ðàâíà  äëèíà
êîëîííû ïîñëå òîãî, êàê âñå ñïîðòñìåíû ðàçâåðíóòñÿ.

2.  Íà Ïðàçäíèê Áîëüøîãî Çàéöà 3600 çàéöåâ ðàâíîìåðíî
ðàçìåñòèëèñü íà îêðóæíîñòè ðàäèóñîì 3600 ì è ïî êîì àíäå
íà÷àëè áåæàòü ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ 10 ì/ñ. Ñêîëüê î âðåìå-
íè áóäåò äëèòüñÿ ýòîò çàáåã, åñëè êàæäûé çàÿö äåðæèò êóðñ íà
ñâîåãî ñîñåäà? À åñëè íà ñîñåäà ñîñåäà? Èëè íà ñîñå äà ñîñåäà
ñîñåäà?

3. Êàðòîííûé äèñê ðàäèóñîì R = 8 ñì è ìàññîé m = 5 ã
ïîäâåøåí íà îñè, ïðîõîäÿùåé íà ðàññòîÿíèè à = 4 ñì îò åãî
öåíòðà (ñì. ðèñ.3, à). Íà íèæíþþ òî÷êó äèñêà (òî÷êó  À)
ñàäèòñÿ æóê ìàññîé 1 1 ãM =  è íà÷èíàåò ïîëçòè ïî êðàþ äèñêà
ñî ñêîðîñòüþ v = 12 ìì/ìèí íà ïðîòèâîïîëîæíûé êðàé äèñêà
– â òî÷êó Â. Íàéäèòå ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ñêîðîñòè öåíòðà
ìàññ ñèñòåìû «äèñê+æóê» â ýòîì ïðîöåññå (îòíîñèòåëü íî íåïîä-
âèæíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà). Êàê èçìåíèòñÿ îòâåò, åñëè æóê
õîðîøî ïîîáåäàåò, ïðåæäå ÷åì ñàäèòüñÿ íà äèñê, è åã î ìàññà
ñòàíåò ðàâíîé 2 15 ãM = ?

4. Ïàëî÷êà äâèæåòñÿ ïî ñòîðîíàì òóïîãî óãëà 120j = °
(ðèñ.12). Ñêîðîñòü òî÷êè À ïîñòîÿííà ðàâíà 10 ì cAv = .
Íàéäèòå ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ñêîðîñòè òî÷êè Â.

5. Ïàëî÷êó ïûòàþòñÿ äâèãàòü òàê, ÷òîáû îäèí åå êîíåö,  òî÷êà
À, äâèãàëñÿ ïî ãîðèçîíòàëüíîé ñòîðîíå îñòðîãî óãëà 60j = °

(ðèñ.13) ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ, à âòîðîé êîíåö, òî ÷êà Â, âñå
âðåìÿ îñòàâàëñÿ íà íàêëîííîé ñòîðîíå óãëà. Â òå÷åíè å êàêîãî
âðåìåíè òàêîå äâèæåíèå ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíî, åñëè  èçâåñò-
íî, ÷òî ÷åðåç 5 ñ ïîñëå íà÷àëà äâèæåíèÿ ñêîðîñòü òî ÷êè Â áûëà
ðàâíà íóëþ? Äâèæåíèå òî÷êè À íà÷èíàåòñÿ èç âåðøèíû óãëà.

6. Ïóñòü òåïåðü (ñì. çàäà÷ó 6 â óñëîâèè) ëåâîå êîëüöî  êàòèòñÿ
ñî ñêîðîñòüþ v, à ïðàâîå êîëüöî ïîêîèòñÿ. ×åìó áóäåò ðàâíà
ñêîðîñòü âåðõíåé òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êîëåö â òîò ìîìå íò, êîãäà
óãîë 1 2AO O  ñòàíåò ðàâíûì a ?

7. Ëîäêó ïîäòÿãèâàþò ê áåðå-
ãó ñ ïîìîùüþ âåðåâêè, ïåðåêè-
íóòîé ÷åðåç áëîê O (ðèñ.14).
Êàêîâà ñêîðîñòü ëîäêè â òîò
ìîìåíò, êîãäà âåðåâêà ñîñòàâëÿ-
åò óãîë a  ñ ãîðèçîíòîì? Âåðåâ-
êó âûòÿãèâàþò ñî ñêîðîñòüþ v.

8.  Äâà êîëåñà ðàäèóñàìè R è r êàòÿòñÿ íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó
ñ îäèíàêîâûìè ñêîðîñòÿìè, ðàâíûìè v. Íàéäèòå ñêîðîñòü
âåðõíåé òî÷êè A ïåðåñå÷åíèÿ êîëåñ â òîò ìîìåíò, êîãäà îíà áóäåò
íàõîäèòüñÿ íà îäíîé ãîðèçîíòàëè ñ
öåíòðîì áîëüøîãî êîëåñà.

9.  Êîãäà Ìàòâåé èäåò â ãîñòè ê
áàáóøêå, îí âñåãäà çàõîäèò íà ðå÷-
êó çà âîäîé (ðèñ.15). Ïîäñêàæèòå
Ìàòâåþ, â êàêóþ òî÷êó O íà áåðåãó
ðåêè åìó ñëåäóåò èäòè, ÷òîáû åãî
ïóòü áûë ñàìûì êîðîòêèì. ×åìó
ðàâíà äëèíà ñàìîãî êîðîòêîãî ïóòè?
Ðàçìåðû äàíû íà ðèñóíêå, ðàçìåð
îäíîé êëåòêè – 100 ì.

Ðèñ. 10

Ðèñ. 11

Ðèñ. 12 Ðèñ. 13

Ðèñ. 14

Ðèñ. 15



Ïðàâèëüíûå ìíîãîãðàííèêè (ðèñ. 1) ñ äðåâíèõ
âðåìåí ïðèâëåêàëè ê ñåáå âíèìàíèå ó÷åíûõ, ñòðîè-
òåëåé, àðõèòåêòîðîâ è ìíîãèõ äðóãèõ. Èõ ïîðàæàëè
êðàñîòà, ñîâåðøåíñòâî, ãàðìîíèÿ ýòèõ ìíîãîãðàííè-
êîâ.

Çäåñü ìû ðàññêàæåì, êàê ïðàâèëüíûå ìíîãîãðàí-
íèêè ìîæíî âïèñûâàòü äðóã â äðóãà. Âïèñûâàÿ îäèí
ìíîãîãðàííèê â äðóãîé, äðóãîé – â òðåòèé è ò.ä.,
ìîæíî ïîëó÷àòü êðàñèâûå «êàñêàäû» ïðàâèëüíûõ
ìíîãîãðàííèêîâ.

Â êóá ìîæíî âïèñàòü îêòàýäð (ðèñ. 2). Öåíòðû
ãðàíåé êóáà îáðàçóþò âåðøèíû âïèñàííîãî â íåãî
îêòàýäðà.

Â ñâîþ î÷åðåäü, öåíòðû ãðàíåé îêòàýäðà îáðàçóþò
âåðøèíû âïèñàííîãî â íåãî êóáà (ðèñ. 3).

Ìíîãîãðàííèêè, îáëàäàþùèå òàêèì ñâîéñòâîì,
íàçûâàþòñÿ âçàèìíî äâîéñòâåííûìè.

Äðóãèì ïðèìåðîì âçàèìíî äâîéñòâåííûõ ïðà-
âèëüíûõ ìíîãîãðàííèêîâ ÿâëÿþòñÿ äîäåêàýäð è èêî-
ñàýäð (ðèñ. 4, 5).

Êàñêàäû èç ïðàâèëüíûõ
ìíîãîãðàííèêîâ

Â êóá ìîæíî âïèñàòü òåòðàýäð, ïðè ýòîì âåðøèíû
òåòðàýäðà áóäóò ëåæàòü â âåðøèíàõ êóáà (ðèñ. 6).

Â ñâîþ î÷åðåäü, êóá ìîæíî âïèñàòü â äîäåêàýäð
òàê, ÷òîáû âåðøèíû êóáà ëåæàëè â âåðøèíàõ äîäå-
êàýäðà (ðèñ. 7).

Ïðè âïèñûâàíèè îäíîãî ïðàâèëüíîãî ìíîãîãðàí-
íèêà â äðóãîé âåðøèíû ïåðâîãî ìîãóò ëåæàòü íà
ñåðåäèíàõ ðåáåð âòîðîãî. Òàê â ïðàâèëüíûé òåòðàýäð
ìîæíî âïèñàòü îêòàýäð (ðèñ. 8).

Áîëåå ñëîæíûì ñïîñîáîì â êóá âïèñûâàåòñÿ èêî-
ñàýäð: ñåðåäèíû ðåáåð èêîñàýäðà ëåæàò â öåíòðàõ
ãðàíåé êóáà (ðèñ. 9). Ïîïðîáóéòå âû÷èñëèòü îòíî-

Ðèñ. 2 Ðèñ. 3

Ðèñ. 4 Ðèñ. 5

Ðèñ. 6 Ðèñ. 7

Ðèñ. 8 Ðèñ. 9

Ðèñ. 1



øåíèå ðåáåð êóáà è èêîñàýäðà â ýòîé êîíôèãóðà-
öèè.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì â êóá ìîæíî âïèñàòü äîäå-
êàýäð (ðèñ. 10).

Îêàçûâàåòñÿ, êîìáèíèðóÿ ðàññìîòðåííûå ñëó÷àè,
â ëþáîé ïðàâèëüíûé ìíîãîãðàííèê ìîæíî âïèñàòü
âñå îñòàëüíûå ïðàâèëüíûå ìíîãîãðàííèêè. Ñêàæåì,
èç ðèñóíêîâ 11 è 12 âèäíî, êàê â äîäåêàýäð âïèñàòü
òåòðàýäð è îêòàýäð.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èç ïðàâèëüíûõ ìíîãîãðàííèêîâ
ìîæíî ñäåëàòü «êàñêàäû», âïèñûâàÿ èõ äðóã â äðóãà

Ðèñ. 10

Ðèñ. 11 Ðèñ. 12

Ðèñ. 13

Ðèñ. 14 Ðèñ. 15 Ðèñ. 16

Ðèñ. 17 Ðèñ. 18 Ðèñ. 19

Ìàòåðèàë ïîäãîòîâèëè  È.Ñìèðíîâà, Â.Ñìèðíîâ

â ëþáîì ïîðÿäêå. Íàïðèìåð, íà ðèñóíêå 13  èçîáðà-
æåí êàñêàä «òåòðàýäð – îêòàýäð – äîäåêàýäð – êóá».

Åùå íåñêîëüêî êàñêàäîâ èçîáðàæåíî íà ðèñóíêàõ
14–19.



È Í Ô Î Ð Ì À Ö È ß

Çàî÷íàÿ øêîëà ÑÓÍÖ ÍÃÓ
Â íîâîñèáèðñêîì Àêàäåìãîðîäêå â ñîñòàâå Ñïåöèàëèçè-

ðîâàííîãî ó÷åáíî-íàó÷íîãî öåíòðà Íîâîñèáèðñêîãî ãîñ ó-
äàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà (ÑÓÍÖ ÍÃÓ) óæå ïî÷òè 50 ë åò
ðàáîòàåò Çàî÷íàÿ ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêàÿ øêîëà (ÇØ) ä ëÿ
ó÷àùèõñÿ 5–11 êëàññîâ îáùåîáðàçîâàòåëüíûõ øêîë.

Ó÷àùèåñÿ ÇØ, óñïåøíî âûïîëíèâøèå âñå çàäàíèÿ, ïî
îêîí÷àíèè îäèííàäöàòîãî êëàññà ïîëó÷àþò óäîñòîâåðåí èå
âûïóñêíèêîâ Çàî÷íîé øêîëû ÑÓÍÖ ÍÃÓ.

Ïðåïîäàâàòåëè îáùåîáðàçîâàòåëüíûõ ó÷ðåæäåíèé ìîãóò
ðàáîòàòü ïî ïðîãðàììàì ÇØ ÑÓÍÖ ÍÃÓ â ôîðìå ôàêóëüòà -
òèâíûõ çàíÿòèé ñ ãðóïïîé ó÷àùèõñÿ.

Åæåãîäíî ëó÷øèå ó÷åíèêè 8–10 êëàññîâ ÇØ ïðèãëàøàþòñ ÿ
â Ëåòíþþ øêîëó, êîòîðàÿ ïðîâîäèòñÿ â íîâîñèáèðñêîì
Àêàäåìãîðîäêå ñ 1 ïî 23 àâãóñòà, äëÿ ó÷àñòèÿ â êîíê óðñå â
ÑÓÍÖ ÍÃÓ.

Â ÇØ ÑÓÍÖ ÍÃÓ ïðèíèìàþòñÿ âñå æåëàþùèå è áåç âñòóïè -
òåëüíûõ ýêçàìåíîâ. Ïðèåì â øêîëó âåäåòñÿ êðóãëîãîäè ÷íî.
×òîáû ñòàòü ó÷àùèìñÿ ÇØ, íåîáõîäèìî ïðèñëàòü çàÿâëå íèå,
óêàçàâ êëàññ è îòäåëåíèÿ, íà êîòîðûõ âû õîòèòå ó÷èò üñÿ, ñâîè
ôàìèëèþ, èìÿ è îò÷åñòâî (ïå÷àòíûìè áóêâàìè), ñâîé ï îä-
ðîáíûé àäðåñ ñ èíäåêñîì è âûïîëíåííîå ïåðâîå çàäàíè å.
Çàäàíèå âûïîëíÿåòñÿ â îáû÷íîé ó÷åíè÷åñêîé òåòðàäè è
âûñûëàåòñÿ ïðîñòîé èëè çàêàçíîé áàíäåðîëüþ. Íåîáõîä èìî
ïðèñûëàòü ðåøåííîå çàäàíèå êëàññà, â êîòîðîì âû áóä åòå
ó÷èòüñÿ â Çàî÷íîé øêîëå.

Ìîæíî ïðèñûëàòü ðàáîòû è ïî ýëåêòðîííîé ïî÷òå. Òðåá î-
âàíèÿ ê îôîðìëåíèþ ðàáîò â ýëåêòðîííîì âèäå, íåîáõî äè-
ìûå äîêóìåíòû è ïîäðîáíóþ èíôîðìàöèþ î ÇØ ìîæíî
íàéòè íà ñàéòå çàî÷íîé øêîëû: http://zfmsh.nsu.ru

Íàø àäðåñ: 630090 Íîâîñèáèðñê, óë. Ïèðîãîâà, 11, Çà î÷íàÿ
øêîëà ÑÓÍÖ ÍÃÓ

Òåëåôîí/ôàêñ: (383) 363-40-66
E-mail:distant@sesc.nsu.ru èëè zfmsh@yandex.ru

ÏÅÐÂÛÅ ÇÀÄÀÍÈß ÍÀ 2015/16 Ó×ÅÁÍÛÉ ÃÎÄ

Ìàòåìàòè÷åñêîå îòäåëåíèå

ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ

5 êëàññ

1. Ó÷åíèê îò äîìà äî øêîëû øåë ñî ñêîðîñòüþ 3 êì/÷, à
îò øêîëû äî äîìà – ñî ñêîðîñòüþ 4 êì/÷ è çàòðàòèë í à âåñü
ïóòü íåêîòîðîå âðåìÿ. Ñ êàêîé ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ äîë-
æåí èäòè ó÷åíèê îò äîìà äî øêîëû è îáðàòíî, ÷òîáû
çàòðàòèòü íà âåñü ïóòü òàêîå æå âðåìÿ?

2. Íàéäèòå 25% îò ñóììû ÷åòûðåõ äðîáåé
2
3

, 
3
4

, 
5
6

, 
11
12

.

3. Äàíû äâå äðîáè 
100...00
200...01

 è 
100...02
200...03

, â ÷èñëèòåëÿõ è

çíàìåíàòåëÿõ êîòîðûõ çàïèñàíû 100-çíà÷íûå ÷èñëà, à âìåñ-
òî òî÷åê â çàïèñè ñòîÿò íóëè. Îïðåäåëèòå, êàêàÿ èç ýòèõ
äðîáåé áîëüøå äðóãîé.

4. Íàéäèòå, ñêîëüêî ðàç ìíîæèòåëü 2 âõîäèò â ðàçëîæåíè å
ïðîèçâåäåíèÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îò 1 äî 49 íà ï ðîñòûå
ìíîæèòåëè.

5. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 99 – 97 + 95 – ... – 5 + 3 – 1.
6. Ïÿòü äåòåé âìåñòå ñîáðàëè 14 ãðèáîâ, è ïðè ýòîì íè ó

êàêèõ äâóõ èç íèõ íå áûëî îäèíàêîâîãî êîëè÷åñòâà ãð èáîâ.
Îáúÿñíèòå, ïî÷åìó â ýòîì ñëó÷àå êòî-òî èç ýòèõ äåòå é íå
íàøåë íè îäíîãî ãðèáà.

6 êëàññ

1. Â ïîíåäåëüíèê ó÷åíèê îò äîìà äî øêîëû ïîøåë ñî
ñêîðîñòüþ 3 êì/÷, à îò øêîëû äî äîìà – ñî ñêîðîñòüþ
4 êì/÷ è çàòðàòèë íà âåñü ïóòü íåêîòîðîå âðåìÿ. Âî âòîðíèê
ó÷åíèê ïîøåë îò äîìà äî øêîëû ñî ñêîðîñòüþ 3,2 êì/÷ .
Ñ êàêîé ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ äîëæåí èäòè ó÷åíèê îò
øêîëû äî äîìà, ÷òîáû çàòðàòèòü íà âåñü ïóòü òàêîå æ å âðåìÿ,
êàê è â ïîíåäåëüíèê?

2. Íàéäèòå, íà ñêîëüêî ïðîöåíòîâ íóæíî óâåëè÷èòü ÷èñëî
2

1
3

, ÷òîáû â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòü íàèìåíüøåå âîçìîæíîå

íàòóðàëüíîå ÷èñëî.

3. Äàíû äâå äðîáè 
200...01
300...02

 è 
200...03
300...04

, â ÷èñëèòåëÿõ è

çíàìåíàòåëÿõ êîòîðûõ çàïèñàíû 100-çíà÷íûå ÷èñëà, à âìåñ-
òî òî÷åê â çàïèñè ñòîÿò íóëè. Îïðåäåëèòå, êàêàÿ èç ýòèõ
äðîáåé áîëüøå äðóãîé.

4. Íàéäèòå, ñêîëüêî ðàç ìíîæèòåëü 3 âõîäèò â ðàçëîæåíè å
ïðîèçâåäåíèÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îò 1 äî 100 íà ïðîñòûå
ìíîæèòåëè.

5. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 999 – 996 + 993 – …
... – 6 + 3.

6. Ñåìü äåòåé âìåñòå ñîáðàëè 27 ãðèáîâ, è ïðè ýòîì íè ó
êàêèõ äâóõ èç íèõ íå áûëî îäèíàêîâîãî êîëè÷åñòâà ãð èáîâ.
Îáúÿñíèòå, ïî÷åìó â ýòîì ñëó÷àå êòî-òî èç ýòèõ äåòå é íå
íàøåë íè îäíîãî ãðèáà.

7 êëàññ

1. Äâà âåëîñèïåäèñòà îäíîâðåìåííî âûåõàëè èç ïóíêòîâ A
è B íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó, ïîâñòðå÷àëèñü ÷åðåç 45 ìèíóò ,
ïîñëå ÷åãî ïåðâûé âåëîñèïåäèñò ïðèåõàë â ïóíêò B ÷åðåç
1 ÷àñ. Íàéäèòå, çà êàêîå âðåìÿ âòîðîé âåëîñèïåäèñò ïðîåäåò
âåñü ïóòü îò À äî Â.

2. Ðåøèòå óðàâíåíèå

( )( )( ) ( )( )( )1 3 17 2 5 11x x x x x x+ + + = + + + .

3. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 2015 – 2010 + 2005 – …
... – 10 + 5.

4. Â êâàäðàòå ABCD  ñî ñòîðîíîé 9 ñì òî÷êè M  íà ñòîðîíå
BC è N íà ñòîðîíå CD  ðàñïîëîæåíû òàê, ÷òî BM = CN =
= 6 ñì. Íàéäèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà AMN .

5. Íà÷èíàÿ ñ ÷èñëà 1, çàïèñàëè ïîäðÿä âñå íàòóðàëüíûå
÷èñëà äî 100 âêëþ÷èòåëüíî è ïîëó÷èëè çàïèñü íàòóðàë üíîãî
÷èñëà M . Íàéäèòå îñòàòîê, êîòîðûé ïîëó÷èòñÿ ïðè äåëåíèè
÷èñëà M  íà 9.

6. Èç êâàäðàòà ðàçìåðîì 8 8´  âûðåçàëè äâà óãëîâûõ
êâàäðàòà ðàçìåðîì 1 1´ , íå ïðèëåæàùèõ ê îäíîé ñòîðîíå.
Ìîæíî ëè îñòàâøóþñÿ ÷àñòü ðàçðåçàòü íà ïðÿìîóãîëüíè êè
ðàçìåðîì 2 1´ ? Îòâåò íóæíî ïîÿñíèòü.

8 êëàññ

1. Äâà âåëîñèïåäèñòà îäíîâðåìåííî âûåõàëè èç ïóíêòîâ A
è B íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó, ïîâñòðå÷àëèñü ÷åðåç 1 ÷àñ, ï îñëå
÷åãî ïåðâûé âåëîñèïåäèñò ïðèåõàë â ïóíêò B íà 35 ìèíóò
ðàíüøå, ÷åì âòîðîé âåëîñèïåäèñò ïðèåõàë â ïóíêò À. Íàéäè-
òå, çà êàêîå âðåìÿ âòîðîé âåëîñèïåäèñò ïðîåäåò âåñü  ïóòü îò
A äî B.

2. Â êâàäðàòå ABCD  ñî ñòîðîíîé 10 ñì òî÷êà M  – ñåðåäèíà
ñòîðîíû CD , îòðåçêè AC è BM  ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå N.
Íàéäèòå ïëîùàäü ÷åòûðåõóãîëüíèêà ANMD .
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3. Ðåøèòå óðàâíåíèå

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 21 2 10 1 2 10x x x x+ + + + + + = + + + +K K .

4. Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå ABC ñ ðàâíûìè ñòîðî-
íàìè AB è BC îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç âåðøèíû B, C
è ñåðåäèíó K  ñòîðîíû AB, ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ, ñîäåðæàùóþ
âûñîòó BH , â òî÷êå L . Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèê AKL
ðàâíîáåäðåííûé.

5. Íàéäèòå óðàâíåíèå ïàðàáîëû, êîòîðàÿ ñèììåòðè÷íà ïà-
ðàáîëå 22 3 1y x x= - +  îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé õ = 2.

6. Íà÷èíàÿ ñ ÷èñëà 1, çàïèñàëè ïîäðÿä âñå íàòóðàëüíûå
÷èñëà äî 1111 âêëþ÷èòåëüíî è ïîëó÷èëè çàïèñü íàòóðà ëüíî-
ãî ÷èñëà M . Íàéäèòå îñòàòîê, êîòîðûé ïîëó÷èòñÿ ïðè
äåëåíèè ÷èñëà M  íà 9.

9 êëàññ

1. Îò äâóõ áðåâåí îòïèëèëè ïî îäèíàêîâîìó êóñêó, è
ïåðâîå áðåâíî ñòàëî âòðîå äëèííåå âòîðîãî. Ïîñëå òî ãî êàê
îò íèõ åùå ðàç îòïèëèëè ïî òàêîìó æå êóñêó, âòîðîå áðåâíî
ñòàëî êîðî÷å ïåðâîãî â øåñòü ðàç. Âî ñêîëüêî ðàç ïå ðâîå
áðåâíî áûëî äëèííåå âòîðîãî ïåðâîíà÷àëüíî?

2. Íàéäèòå óðàâíåíèå ïàðàáîëû, êîòîðàÿ ñèììåòðè÷íà
ïàðàáîëå 24 8 3y x x= - +  îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé ó = 2.

3. Èçâåñòíî, ÷òî ( )2 2109 7 13 : 2= + . Ïðåäñòàâüòå ÷èñëî
2109  â âèäå ñóììû êâàäðàòîâ äâóõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

4. Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå ABC ñ ðàâíûìè ñòîðî-
íàìè AB è BC îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç âåðøèíû B è
C, ïåðåñåêàåò ñòîðîíó AB â òî÷êå K  è ïðÿìóþ, ñîäåðæàùóþ
âûñîòó BH , â òî÷êå L . Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèê AKL
ðàâíîáåäðåííûé.

5. Íà÷èíàÿ ñ ÷èñëà 1, çàïèñàëè ïîäðÿä âñå íàòóðàëüíûå
÷èñëà äî 2015 âêëþ÷èòåëüíî è ïîëó÷èëè çàïèñü íàòóðà ëüíî-
ãî ÷èñëà M . Íàéäèòå îñòàòîê, êîòîðûé ïîëó÷èòñÿ ïðè
äåëåíèè ÷èñëà M  íà 9.

6. Êâàäðàò, ïëîùàäü êîòîðîãî 216 ñì , ïîâåðíóëè âîêðóã
îäíîé âåðøèíû íà 30°  è ïîëó÷èëè äðóãîé êâàäðàò. Íàéäèòå
ïëîùàäü îáùåé ÷àñòè ýòèõ äâóõ êâàäðàòîâ.

10 êëàññ

1. Â êîðçèíå ëåæàëî íå áîëåå 70 ãðèáîâ. Ïîñëå ðàçáîðà
îêàçàëîñü, ÷òî 52% èç íèõ – áåëûå. Åñëè îòëîæèòü 3 ñàìûõ
ìàëûõ ãðèáà, òî ñðåäè îñòàâøèõñÿ áóäåò ðîâíî ïîëîâè íà
áåëûõ. Ñêîëüêî ãðèáîâ áûëî â êîðçèíå?

2. Íàéäèòå ñóììó 18 17 16 11 2 2 2 3 2 ... 18 2 19× + × + × + + × +.
3. Íàéäèòå äëèíó ëèíèè íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè,

êîòîðàÿ çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì 1 2 4x y- + - = .
4. Â âûïóêëîì øåñòèóãîëüíèêå ABCDEF  èçâåñòíî, ÷òî

,AB DEP  BC EFP , CD FAP  è AD = BE = CF . Äîêàæèòå,
÷òî âñå âåðøèíû øåñòèóãîëüíèêà ðàñïîëîæåíû íà îäíîé
îêðóæíîñòè.

5. ×èñëî Ì  ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,
êîòîðûå ìåíüøå 100 è íå äåëÿòñÿ íà 5. Íàéäèòå, êàêî é
îñòàòîê ïîëó÷èòñÿ ïðè äåëåíèè ÷èñëà Ì  íà 5.

6. Ðåøèòå óðàâíåíèå ( )4 21 2 13x x x+ = + + .

11 êëàññ

1. Íàéäèòå âñå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà à, ïðè êàæäîì èç

êîòîðûõ ÷èñëà 2 9a +  è 24 3a -  îáà öåëûå.
2. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç 60

íóëåé è 40 åäèíèö, â êîòîðûõ íèêàêèå äâå åäèíèöû íå  ñòîÿò
ðÿäîì.

3. Íàéäèòå äëèíó ëèíèè íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè,
êîòîðàÿ çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì 3 2 6x y- + - = .

4. ×èñëî Ì  ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,
êîòîðûå ìåíüøå 100 è íå äåëÿòñÿ íà 7. Íàéäèòå, êàêî é
îñòàòîê ïîëó÷èòñÿ ïðè äåëåíèè ÷èñëà Ì  íà 7.

5. Â ïÿòèóãîëüíèêå ABCDE  ñòîðîíà AB ïàðàëëåëüíà
ñòîðîíå DE , à ñòîðîíà BC – ñòîðîíå AE, ïðè ýòîì AB : DE =
= 7 : 5, BC : AE = 3 : 5. Íàéäèòå ïëîùàäü ÷åòûðåõóãîëüíèêà
BCDE , åñëè ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ACD  ðàâíà 10.

6. Ðåøèòå óðàâíåíèå ( )4 22 4 76x x x+ = + + .

Ôèçè÷åñêîå îòäåëåíèå

ÔÈÇÈÊÀ

7 êëàññ

1. Ñêîëüêî ñòóïåíåê ëåñòíèöû âû íàñ÷èòàåòå, ñïóñêàÿñü  ñ
ïÿòîãî ýòàæà (ýòî, êîíå÷íî, î÷åíü ïðîñòîé âîïðîñ)? À íà
ñêîëüêî ìåòðîâ âû îïóñòèòåñü? Îöåíèòå ïîãðåøíîñòü è çìå-
ðåíèÿ.

2. Ïîïûòàéòåñü èçìåðèòü âûñîòó ïÿòèýòàæíîãî äîìà íà
ðàññòîÿíèè (íå íàäî ëàçèòü íà êðûøó ñ âåðåâêîé). Ñï îñîá
ïðèäóìàéòå ñàìè. Ïîïûòàéòåñü îöåíèòü ïîãðåøíîñòü èç ìå-
ðåíèÿ.

3. Ïîåçä, äâèãàÿñü ðàâíîìåðíî ñî ñêîðîñòüþ 1v , ïðîøåë
íåêîòîðîå ðàññòîÿíèå çà âðåìÿ 1t . Ñ êàêîé ñêîðîñòüþ 2v  îí
äîëæåí äâèãàòüñÿ îáðàòíî, ÷òîáû ïðîéòè òîò æå ïóòü çà
âðåìÿ 2t ?

4. Ñêîëüêî âðåìåíè ïàññàæèð, ñèäÿùèé ó îêíà ïîåçäà,
èäóùåãî ñî ñêîðîñòüþ 1v  = 54 êì/÷, áóäåò âèäåòü èäóùèé
ìèìî íåãî âñòðå÷íûé ïîåçä, ñêîðîñòü êîòîðîãî 2v  =
= 36 êì/÷, à äëèíà L = 150 ì?

5. Êàòåð èäåò ïî òå÷åíèþ ðåêè èç ïóíêòà À â ïóíêò Á âðåìÿ
1t  = 3 ÷, îáðàòíî – âðåìÿ 2t  = 6 ÷. Ñêîëüêî âðåìåíè

ïîòðåáóåòñÿ êàòåðó äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîéòè ðàññòîÿíè å
ìåæäó ïóíêòàìè À è Á ïî òå÷åíèþ ïðè âûêëþ÷åííîì ìîòîðå?

8 êëàññ

1. Ïóñòîé ìåòàëëè÷åñêèé øàð âåñîì Ð = 3 Í è îáúåìîì
31200 ñìV =  óäåðæèâàþò ïîä âîäîé. Îñòàíåòñÿ ëè øàð ïîä

âîäîé, åñëè åãî îòïóñòèòü?
2. Íà ïàðîì äëèíîé à = 5 ì è øèðèíîé b = 4 ì çàåõàë

àâòîìîáèëü. Â ðåçóëüòàòå ïàðîì ïîãðóçèëñÿ â âîäó íà  h =
= 10 ñì. Êàêîâà ìàññà àâòîìîáèëÿ?

3. Ýñêàëàòîð ïîäíèìàåò íåïîäâèæíî ñòîÿùåãî ÷åëîâåêà ç à
âðåìÿ 1t  = 1 ìèí. Ïî íåïîäâèæíîìó ýñêàëàòîðó ÷åëîâåê
ïîäíèìàåòñÿ çà âðåìÿ 2t  = 3 ìèí. Ñêîëüêî âðåìåíè áóäåò
ïîäíèìàòüñÿ ÷åëîâåê ïî äâèæóùåìó ââåðõ ýñêàëàòîðó?

4. Êðàí ïîäíèìàåò ãðóç ìàññîé m = 5 ò. Ïðè ïîäúåìå ãðóçà
äâèãàòåëü êðàíà ðàçâèâàåò ìîùíîñòü N = 30 êÂò. Â òå÷åíèå
êàêîãî âðåìåíè t  ãðóç áóäåò ïîäíÿò íà âûñîòó h = 20 ì?

5. Äâèãàòåëè ýëåêòðè÷êè ïðè äâèæåíèè ñî ñêîðîñòüþ v =
= 54 êì/÷ ïîòðåáëÿþò ìîùíîñòü N = 900 êÂò. ÊÏÄ
äâèãàòåëåé è ïåðåäàþùèõ ìåõàíèçìîâ 0,8h = . Íàéäèòå
ñèëó òÿãè F.

9 êëàññ

1. Ýêñïåðèìåíòàòîð èç ïîäðó÷íûõ ìàòåðèàëîâ ñìàñòåðèë
ðû÷àæíûå âåñû. Ïîëîæèâ íà ïðàâóþ ÷àøêó ïðåäâàðèòåëü íî
ñáàëàíñèðîâàííûõ âåñîâ íåèçâåñòíûé ãðóç, îí íàøåë, ÷òî
áàëàíñ âåñîâ âîññòàíàâëèâàåòñÿ, åñëè íà ëåâóþ ÷àøêó  ïîëî-
æèòü ãèðè îáùèì âåñîì 1P . Åñëè íåèçâåñòíûé ãðóç ïîëîæèòü
íà ëåâóþ ÷àøêó, óðàâíîâåñèòü åãî óäàåòñÿ ãèðÿìè îáù èì
âåñîì 2P . Êàêîâ èñòèííûé âåñ ãðóçà?

2. Äâå ãðóïïû òóðèñòîâ îäíîâðåìåííî âûøëè èç ëàãåðÿ â
ëåñó â äåðåâíþ, ðàñïîëîæåííóþ íà áåðåãó ðåêè, è îäí îâðå-
ìåííî ïðèøëè â ïóíêò íàçíà÷åíèÿ. Îäíà ãðóïïà îòïðàâ èëàñü
ïî ïðÿìîìó ìàðøðóòó, âòîðàÿ ðåøèëà ïî êðàò÷àéøåìó ï óòè
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äîáðàòüñÿ äî ðåêè è äàëåå ñïëàâèòüñÿ ïî íåé. Îïðåäå ëèòå
ñêîðîñòü òå÷åíèÿ ðåêè, åñëè ñêîðîñòü ïåøåãî ïåðåìåù åíèÿ
òóðèñòîâ v = 4 êì/÷, ïåðâàÿ ãðóïïà çàòðàòèëà íà ìàðøðóò

1t  = 6 ÷ 30 ìèí, à âòîðàÿ çà âðåìÿ 2t  = 2 ÷ 30 ìèí
äîáðàëàñü äî ðåêè. Ïðîéäåííûé ó÷àñòîê ðåêè – ïðÿìîé .

3. Áðóñîê âûñîòîé H  è ïëîòíîñòüþ r  ïëàâàåò â æèäêîñòè
ïëîòíîñòüþ 0r . Êîãäà íà áðóñîê ïîñòàâèëè ãèðþ ìàññîé m,
ãëóáèíà åãî ïîãðóæåíèÿ óâåëè÷èëàñü íà h. Êàêîé ìèíèìàëü-
íûé âåñ íóæíî ïîëîæèòü íà áðóñîê, ÷òîáû îí ïîëíîñòü þ
ïîãðóçèëñÿ â æèäêîñòü?

4. Èìååòñÿ äâå áî÷êè, çàïîëíåííûå îäèíàêîâûì êîëè÷å-
ñòâîì âîäû ñ òåìïåðàòóðîé 20 CaT = ° . Ïîñëå òîãî êàê â
ïðàâóþ áî÷êó ïîìåñòèëè ãîðÿ÷èé êàìåíü, òåìïåðàòóðà â íåé
ïîâûñèëàñü äî 80 CbT = ° . Êîãäà êàìåíü èç ïðàâîé áî÷êè
ïåðåíåñëè â ëåâóþ, òåìïåðàòóðà â ëåâîé áî÷êå ïîâûñè ëàñü äî

1
40 CaT = ° . Êàêîé áóäåò òåìïåðàòóðà â ïðàâîé áî÷êå ïîñëå

òîãî, êàê â íåå âåðíóò êàìåíü? Ïîñëå âñÿêîãî ïåðåìå ùåíèÿ
êàìíÿ òåìïåðàòóðà óñòàíàâëèâàåòñÿ.

5. Èç òîíêîé ôîëüãè âûðåçàëè êâàäðàò. Ïîñëå òîãî êàê ê
äâóì ïðîòèâîïîëîæíûì ñòîðîíàì ýòîãî êâàäðàòà ïðèñîå äè-
íèëè ñ ïîìîùüþ äâóõ ìåäíûõ ñòåðæíåé îììåòð, îí ïîêà çàë
ñîïðîòèâëåíèå R (ðèñ.1). Êóñî÷åê ôîëüãè ñëîæèëè âäîëü

îñè ñèììåòðèè âäâîå, òàê ÷òî èç êâàäðàòà ïîëó÷èëñÿ ïðÿìî-
óãîëüíèê. ×òî ïîêàæåò îììåòð, åñëè åãî àíàëîãè÷íûì îáðà-
çîì ïîäêëþ÷èòü ê äâóì ïðîòèâîïîëîæíûì áîëüøèì ñòîðî -
íàì ïîëó÷åííîãî ïðÿìîóãîëüíèêà? À ê äâóì ìàëûì ñòîð î-
íàì?

10 êëàññ

1. Â ñòàéåðñêîì çàáåãå ëûæíèê ñ íîìåðîì 2 ñòàðòîâàë í à
âðåìÿ t  ïîçæå ëûæíèêà ñ íîìåðîì 1, íî ÷åðåç âðåìÿ 9t
äîãíàë åãî. ×åðåç âðåìÿ 20t  ïîñëå ñâîåãî ñòàðòà ëûæíèê ¹2
ñäåëàë ïåðâûé êðóã. ×åðåç êàêîå âðåìÿ ïîñëå ñâîåãî ñòàðòà
¹2 äîãîíèò ¹1 ñëåäóþùèé ðàç?

2. Ïóòíèêà çàñòàëà ãðîçà. Îí óêðûëñÿ ïîä äåðåâîì.
Ïåðâûé ðàç ìîëíèÿ óäàðèëà â äåðåâî ñïåðåäè íà ðàññò îÿíèè

1 1,11 êìL =  îò ïóòíèêà, è ÷åðåç âðåìÿ 1 3 ct =  îí óñëûøàë
ðàñêàò ãðîìà. Âòîðàÿ ìîëíèÿ óäàðèëà â ñêàëó, ðàñïîë îæåí-
íóþ ñçàäè íà ðàññòîÿíèè 6,2 êì îò ïóòíèêà, – çâóê ã ðîìà îí
óñëûøàë ÷åðåç 2 20 ct =  ïîñëå âñïûøêè ìîëíèè. Îïðåäåëè-
òå ñêîðîñòü âåòðà, äóþùåãî íàâñòðå÷ó ïóòíèêó. Ñêîðî ñòü
çâóêà ñ÷èòàéòå ïîñòîÿííîé.

3. Ðàêåòà ìàññîé m ñòàðòóåò ñ çåìëè è ÷åðåç âðåìÿ t
ïîðàæàåò öåëü íà âûñîòå h è íà ðàññòîÿíèè L  ïî ãîðèçîíòàëè
îò ñâîåé ñòàðòîâîé ïîçèöèè (ðèñ.2). Îïðåäåëèòå ñèëó  òÿãè

äâèãàòåëÿ ðàêåòû, åñëè
ýòà ñèëà íå ìåíÿåòñÿ âî
âðåìÿ ïîëåòà íè ïî âå-
ëè÷èíå, íè ïî íàïðàâëå-
íèþ è ìàññà ðàêåòû òàê-
æå îñòàåòñÿ íåèçìåííîé.
Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî
ïàäåíèÿ ðàâíî g.

4. Ñäåëàííûé èç ëåãêîãî ìàòåðèàëà êàíàò ïëàâàåò íà
ïîâåðõíîñòè âîäû. Åñëè ê êîíöó êàíàòà ïðèâÿçàòü ãèð þ, îíà
ïîãðóæàåòñÿ íà ãëóáèíó h, óâëåêàÿ çà ñîáîé ÷àñòü êàíàòà
(ðèñ.3). Íà êàêóþ ãëóáèíó ïîãðóçèòñÿ ãèðÿ, åñëè åå ïðèâÿ-
çàòü ê êàíàòó íà ðàññòîÿíèè 4h  îò åãî êîíöà?

5. Èìååòñÿ òðàìïëèí, íà÷èíàþùèéñÿ ãîðèçîíòàëüíî è
çàêàí÷èâàþùèéñÿ âåðòèêàëüíî, è øàðèê (ðèñ.4). Äëÿ ò îãî
÷òîáû øàðèê, îòîðâàâøèñü îò íåïîäâèæíîãî òðàìïëèíà,
ïîäíÿëñÿ íà íåêîòîðóþ âûñîòó, åìó íóæíî ñîîáùèòü êè íå-
òè÷åñêóþ ýíåðãèþ  E. Òàêîãî æå ïîäúåìà øàðèêà ìîæíî
äîñòè÷ü, åñëè íàâñòðå÷ó íåïîäâèæíîìó øàðèêó äâèãàòü
òðàìïëèí ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ. Êàêóþ ðàáîòó äëÿ ý òîãî
ïðèäåòñÿ ñîâåðøèòü? Âûñîòîé òðàìïëèíà ìîæíî ïðåíåá-
ðå÷ü.

11 êëàññ

1. Ðåøèòå çàäà÷ó 1 äëÿ 10 êëàññà.
2. Ðåøèòå çàäà÷ó 3 äëÿ 10 êëàññà.
3. Èç ðåçèíêè äëèíîé L  è æåñòêîñòüþ k ñäåëàëè ðîãàòêó.

Ðåçèíêó çàêðåïèëè òàê, ÷òîáû îíà íå íàòÿãèâàëàñü è íå
ïðîâèñàëà. Ñ ïîìîùüþ ïîëó÷èâøåéñÿ ðîãàòêè, îòòÿíóâ åå íà
h âíèç, çàïóñòèëè êàìóøåê ìàññîé
m (ðèñ.5). Íà êàêóþ âûñîòó îí
ïîäíèìåòñÿ? Ìàññîé ðåçèíêè ïðå-
íåáðå÷ü.

4. Öèëèíäðè÷åñêèé ñîñóä ñ ïëî-
ùàäüþ ñå÷åíèÿ S çàêðûò ñâåðõó
äâóìÿ ïîäâèæíûìè ïîðøíÿìè
ìàññîé m êàæäûé (ðèñ.6). Ìåæäó
ïîðøíÿìè íàõîäèòñÿ ñëîé æèäêî-
ñòè ïëîòíîñòüþ r  è òîëùèíîé h.
Íèæíèé ïîðøåíü â ðàâíîâåñèè
îïèðàåòñÿ íà ñëîé âîçäóõà âûñî-
òîé h. ×åðåç ìàëåíüêîå îòâåðñòèå â íèæíåì ïîðøíå ïîíåì-
íîãó ïðîíèêàåò âîçäóõ. Íà ñêîëüêî ïîäíèìåòñÿ âåðõíè é
ïîðøåíü, êîãäà óòå÷êà âîçäóõà ïðåêðàòèòñÿ? Àòìîñôåð íîå

äàâëåíèå 0p , òåìïåðàòóðà íåèçìåí-
íà.

5. Äâà øàðèêà ðàçíûõ ðàäèóñîâ, íî ðàâíîé ìàññû ëåæàò íà
ãëàäêîì ñòîëå (ðèñ.7). Áîëüøîìó øàðèêó ñîîáùèëè ñêî -
ðîñòü v â íàïðàâëåíèè íà ìàëåíüêèé øàðèê. Îí óïðóãî
ñòîëêíóëñÿ ñ ìàëåíüêèì øàðèêîì è îòñêî÷èë ïîä óãëîì  45°
ê ãîðèçîíòàëè. Íà êàêóþ âûñîòó îí ïîäíÿëñÿ?

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3 Ðèñ. 4

Ðèñ. 5

Ðèñ. 6 Ðèñ. 7
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Ìåæäóíàðîäíûé èíòåëëåêò-êëóá (ÌÈÊ) «Ãëþîí» â ðàì-
êàõ ìåæäóíàðîäíîé ïðîãðàììû «Äåòè. Èíòåëëåêò. Òâîð÷ å-
ñòâî» ïðè ó÷àñòèè ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, Èíñòèò óòà
ïåäàãîãè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé îäàðåííîñòè ÐÀÎ (ã. Íîâ î-
ñèáèðñê) è ïðè ïîääåðæêå Ôîíäà íåêîììåð÷åñêèõ ïðî-
ãðàìì «Äèíàñòèÿ», êîìïàíèé «Êèðèëë è Ìåôîäèé», «Ôè-
çèêîí», «1Ñ», Èçäàòåëüñêîãî Äîìà «Ïåðâîå ñåíòÿáðÿ» è
æóðíàëîâ «Êâàíò», «Ïîòåíöèàë» ïðîâåë î÷åðåäíóþ ìåæ-
äóíàðîäíóþ òåñò-ðåéòèíãîâóþ îëèìïèàäó «Èíòåëëåêòóàë ü-
íûé ìàðàôîí» äëÿ ó÷àùèõñÿ 9–11 êëàññîâ.

Îëèìïèàäà ïðîõîäèëà ñ 4 ïî 11 îêòÿáðÿ 2014 ãîäà íà
îñòðîâå Ýâáåÿ (Ãðåöèÿ) íà òåððèòîðèè óþòíîãî îòåëÿ
«Palmariva Beach Bomo Club 4* UL», êîòîðûé ðàñïîëîæ åí íà
áåðåãó Ñðåäèçåìíîãî ìîðÿ. Íà îëèìïèàäó ïðèåõàëè ó÷à ñò-
íèêè èç ðàçíûõ ðåãèîíîâ Ðîññèè è Êàçàõñòàíà. Â êà÷å ñòâå
íàáëþäàòåëåé áûëè ïðåäñòàâèòåëè Èñïàíèè è Ãðåöèè.

Îäàðåííûå øêîëüíèêè, ïðîÿâèâøèå èíòåðåñ ê ôóíäàìåí-
òàëüíûì íàóêàì, ñîðåâíîâàëèñü â êîìàíäíûõ è èíäèâèä ó-
àëüíûõ òóðàõ ïî ìàòåìàòèêå, ôèçèêå, èñòîðèè íàó÷íûõ  èäåé
è îòêðûòèé. Â îäèííàäöàòûé ðàç ó÷àñòâîâàëè â îëèìïè àäå
øêîëüíèêè, èíòåðåñóþùèåñÿ ýêîëîãèåé è áèîëîãèåé, ñî ðåâ-
íóÿñü â èíäèâèäóàëüíûõ òóðàõ ïî áèîëîãèè è ýêîëîãèè .
Ïåäàãîãè è ïñèõîëîãè ñîáðàëèñü íà ñâîþ íàó÷íóþ ñåññ èþ â
øåñòîé ðàç.

Â ðàìêàõ îëèìïèàäû ïðîøåë òàêæå III Ìåæäóíàðîäíûé
ìàòåìàòè÷åñêèé òóðíèð èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà äëÿ ó÷àù èõ-
ñÿ 5–8 êëàññîâ (îëèìïèéñêèé ðåçåðâ îëèìïèàäû «Èíòåë -
ëåêòóàëüíûé ìàðàôîí»). ×èñëî ó÷àñòíèêîâ ýòîãî òóðíè ðà
ðàñòåò, ÷òî óñèëèâàåò íàêàë èíòåëëåêòóàëüíûõ ñîðåâí îâà-
íèé ñðåäè ìëàäøèõ øêîëüíèêîâ.

Àáñîëþòíûì ïîáåäèòåëåì îëèìïèàäû «Èíòåëëåêòóàëü-
íûé ìàðàôîí-2014» ïî ôóíäàìåíòàëüíûì íàóêàì â êîìàí -
äíîì çà÷åòå ñòàëà êîìàíäà ëèöåÿ 2 èç ãîðîäà Áóãóëüì û. Åé
áûë âðó÷åí ãëàâíûé ïðèç ñîðåâíîâàíèé – ñóïåðêóáîê.
Êîìàíäà áûëà òàêæå ëó÷øåé â òóðå ïî èñòîðèè íàó÷íûõ
èäåé è îòêðûòèé è ïî ôèçèêå, à ïî ìàòåìàòèêå – ïðèç åðîì.
Âòîðîå ìåñòî â îáùåì çà÷åòå çàíÿëà êîìàíäà Îáëàñòíî ãî
öåíòðà äîïîëíèòåëüíîãî îáðàçîâàíèÿ îäàðåííûõ äåòåé èç
Ðîñòîâà-íà-Äîíó. Îíà òàêæå çàíÿëà ïåðâîå ìåñòî ïî ì àòåìà-
òèêå è âòîðîå ìåñòî ïî èñòîðèè íàó÷íûõ èäåé è îòêðû òèé.
Êîìàíäå áûë âðó÷åí áîëüøîé êóáîê çà âòîðîå ìåñòî â
îáùåì çà÷åòå è ñîîòâåòñòâóþùèå äèïëîìû çà óñïåõè â
êîìàíäíûõ ñîðåâíîâàíèÿõ. Íà òðåòüå ìåñòî âûøëà êîìà íäà
ëèöåÿ 1 «Êëàññè÷åñêèé» èç Ðîñòîâà-íà-Äîíó. Îíà òàêæ å
çàíÿëà ïðèçîâûå ìåñòà âî âñåõ òóðàõ îëèìïèàäû, åé á ûë
âðó÷åí êóáîê è äèïëîìû.

Â èíäèâèäóàëüíûõ ñîðåâíîâàíèÿõ àáñîëþòíûì ïîáåäèòå-
ëåì îëèìïèàäû ñòàë Àëåêñåé Êðàñíèêîâ (ëèöåé 2, Áóãó ëü-
ìà). Åìó áûëè âðó÷åíû áîëüøèå çîëîòûå ìåäàëè ïî ìàò åìà-
òèêå è ôèçèêå. Âòîðûì ïðèçåðîì â îáùåì çà÷åòå ñòàë
Äìèòðèé Ôèíàãååâ (ëèöåé 1 «Êëàññè÷åñêèé», Ðîñòîâ-íà -
Äîíó), åìó áûëà âðó÷åíà áîëüøàÿ ñåðåáðÿíàÿ ìåäàëü è
ìàëàÿ ñåðåáðÿíàÿ ìåäàëü çà âòîðîå ìåñòî ïî ôèçèêå.
Áîëüøóþ áðîíçîâóþ ìåäàëü â îáùåì çà÷åòå çàâîåâàë Íè êè-
òà Êîð÷àãèí (ëèöåé 1 «Êëàññè÷åñêèé», Ðîñòîâ-íà-Äîíó ).
Ðóñëàí Ñàôðîíîâ (Îáëàñòíîé öåíòð äîïîëíèòåëüíîãî îá ðà-
çîâàíèÿ îäàðåííûõ äåòåé, Ðîñòîâ-íà-Äîíó) ïîëó÷èë ìà ëóþ
ñåðåáðÿíóþ ìåäàëü ïî ìàòåìàòèêå, Êàìèëü Áóðõàíîâ (ë è-

öåé 2, Àëüìåòüåâñê) ïîëó÷èë ìàëóþ áðîíçîâóþ ìåäàëü ïî
ìàòåìàòèêå.

Êîìàíäíûå ñîðåâíîâàíèÿ «Ìàòåìàòè÷åñêèé áèàòëîí» íà
III Ìåæäóíàðîäíîì ìàòåìàòè÷åñêîì òóðíèðå èìåíè Ì.Â.
Ëîìîíîñîâà ñðåäè ó÷àùèõñÿ 7–8 êëàññîâ çàâåðøèëèñü
ïîáåäîé êîìàíäû Îáëàñòíîãî öåíòðà äîïîëíèòåëüíîãî î á-
ðàçîâàíèÿ îäàðåííûõ äåòåé Ðîñòîâà-íà-Äîíó. Â èíäèâè äó-
àëüíûõ ñîðåâíîâàíèÿõ ïîáåäèòåëåì ñòàëà Àíàñòàñèÿ Òó ìà-
íîâà (Îáëàñòíîé öåíòð äîïîëíèòåëüíîãî îáðàçîâàíèÿ î äà-
ðåííûõ äåòåé, Ðîñòîâ-íà-Äîíó). Ïðèçåðàìè ñòàëè Êîíñ òàíòèí
Ïîñîõîâ (Îáëàñòíîé öåíòð äîïîëíèòåëüíîãî îáðàçîâàíè ÿ
îäàðåííûõ äåòåé, Ðîñòîâ-íà-Äîíó) è Ýäóàðä Ñàáèðîâ ( ëèöåé
2, Àëüìåòüåâñê). Òðàäèöèîííûé ïðèç «Áåðåñòÿíàÿ òàðå ëêà»
çà îðèãèíàëüíûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷è áûë âðó÷åí
ßðîñëàâå Ôàñàõóòäèíîâîé (ëèöåé 1 «Êëàññè÷åñêèé», Ðî ñòîâ-
íà-Äîíó) è Àíàñòàñèè Òóìàíîâîé (Îáëàñòíîé öåíòð äîï îë-
íèòåëüíîãî îáðàçîâàíèÿ îäàðåííûõ äåòåé, Ðîñòîâ-íà-Ä îíó).

Êîìàíäíûå ñîðåâíîâàíèÿ «Ìàòåìàòè÷åñêèé áèàòëîí» äëÿ
ó÷àùèõñÿ 5–6 êëàññîâ çàâåðøèëèñü ïîáåäîé êîìàíäû Êå -
ëåøåê (Àëìàòû, Êàçàõñòàí). Â èíäèâèäóàëüíûõ ñîðåâíî âà-
íèÿõ ïîáåäèòåëåì ñòàë Àðëåí Äæóíóñîâ (Êåëåøåê, Àëìà òû).
Ïðèçåðàìè ñòàëè Äìèòðèé Âèíîãðàäñêèé è Íèêîëàé Áåðå æ-
íîé (ëèöåé 1 «Êëàññè÷åñêèé», Ðîñòîâ-íà-Äîíó).

Âñå ïîáåäèòåëè è ïðèçåðû îëèìïèàäû ïîëó÷èëè ðàçíûå
ïîäàðêè è ïðèçû îò îðãàíèçàòîðîâ è ñïîíñîðîâ îëèìïè àäû.

Ìåæäóíàðîäíûé èíòåëëåêò-êëóá «Ãëþîí» ïðèãëàøàåò ðå-
ãèîíàëüíûå öåíòðû, øêîëû, ëèöåè è ãèìíàçèè, ðàáîòàþ ùèå
ñ îäàðåííûìè äåòüìè, ïðèíÿòü ó÷àñòèå â XXIV Ìåæäóíà ðîä-
íîé îëèìïèàäå «Èíòåëëåêòóàëüíûé ìàðàôîí», êîòîðàÿ ï ðîé-
äåò â îêòÿáðå 2015 ãîäà â Èçðàèëå.

Çàÿâêè íà ó÷àñòèå ïðèñûëàéòå ïî àäðåñó: 115522 Ðîññèÿ,
Ìîñêâà, Ïðîëåòàðñêèé ïðîñïåêò, ä.15/6, êîðï.2, ÌÈÊ «Ãëþ-
îí»

Òåëåôîí: (495)517-8014, ôàêñ: (495)396-8227
E-mail: gluon@yandex.ru (ñì.òàêæå ñàéò: http:www.gluon.ru)

Îëèìïèàäà ïî ôóíäàìåíòàëüíûì íàóêàì

Óñòíûé êîìàíäíûé òóð

Ìàòåìàòèêà

1. Åñëè áû Àëåêñàíäð Ìàêåäîíñêèé ïðîæèë íà 5 ëåò
ìåíüøå, îí íàõîäèëñÿ áû ó âëàñòè ÷åòâåðòü ñâîåé æèç íè, à
åñëè áû îí ïðîæèë íà 9 ëåò áîëüøå, òî ïðàâèë áû ïîë îâèíó
ñâîåé æèçíè. Ñêîëüêî ëåò ïðîæèë Àëåêñàíäð Ìàêåäîíñê èé?

2. Èç òðåõ ðàçëè÷íûõ öèôð ñîñòàâëÿþòñÿ âñåâîçìîæíûå
òðåõçíà÷íûå ÷èñëà. Ìîæåò ëè ñóììà âñåõ òàêèõ ÷èñåë áûòü
êâàäðàòîì öåëîãî ÷èñëà?

3.  Äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà a, b, c òàêîâû, ÷òî
a b c

b c a a c b a b c
= =

+ - + - + -
. ×åìó ìîæåò áûòü ðàâíî

a b
c
+

?

4. Ìîæåò ëè âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê èìåòü 2014 äèàãî-
íàëåé?

5. Èç âåðøèíû À òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ îïóùåíû ïåðïåíäèêó-
ëÿðû ÀÌ , AN  íà áèññåêòðèñû âíåøíèõ óãëîâ òðåóãîëüíèêà.
Íàéäèòå MN , åñëè ÂÑ = à, AC = b, ÀÂ = ñ.

XXIII Ìåæäóíàðîäíàÿ îëèìïèàäà
«Èíòåëëåêòóàëüíûé ìàðàôîí»
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6. ×åìó ðàâíî ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ó÷åíèêîâ â êëàññ å,

åñëè èçâåñòíî, ÷òî ïðè ëþáîé ðàçäà÷å èì äâóõñîò êîí ôåò
íàéäóòñÿ äâîå, ïîëó÷èâøèå îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî êîí ôåò
(ìîæåò áûòü, íè îäíîé)?

7. Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ñëîíîâ íóæíî ïîñòàâèòü
íà øàõìàòíóþ äîñêó, ÷òîáû âñå ïîëÿ áûëè ïîáèòû?

8. Ñóùåñòâóåò ëè íåöåëîå ÷èñëî õ òàêîå, ÷òî ÷èñëà 19x  è
8x  – öåëûå?
9. Äâà èãðîêà ïî î÷åðåäè âûêëàäûâàþò ïî îäíîé äîìèíîø -

êå íà ñâîáîäíûå êëåòêè êëåò÷àòîé äîñêè 10 10´ . Ïðîèãðû-
âàåò òîò, êòî íå ìîæåò ñäåëàòü õîä. Êòî âûèãðàåò ïð è
ïðàâèëüíîé èãðå?

10. Äèàãîíàëè ÀÑ è BD  ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD  ïåðåñå-
êàþòñÿ â òî÷êå Î . Èçâåñòíî, ÷òî ïåðèìåòðû òðåóãîëüíèêîâ
ÀÎÂ , ÂÎÑ , COD  è DOA  ðàâíû. Íàéäèòå ïëîùàäü ÷åòûðåõ-
óãîëüíèêà ABCD , åñëè AC = m, BD  = n.

Ôèçèêà

1. Íà íàêëîííîì ñòîëå ñ óãëîì a  ïðè âåðøèíå ñòîèò
íåâåñîìàÿ ïîäñòàâêà, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé òîíêèé äè ñê
ðàäèóñîì R ñ çàêðåïëåííîé â åãî öåíòðå äëèííîé ñïèöåé
(ðèñ.1). Íà ñïèöó íàíèçûâàþò ìàññèâíûå øàðèêè ðàäèó ñîì
r. Ñêîëüêî íåîáõîäèìî øàðèêîâ, ÷òîáû ïîäñòàâêà îïðîê èíó-
ëàñü?

2. Âíóòðè ïëàâàþùåé â âîäå áàíêè ëåæèò ãàéêà (ðèñ.2).
Îáúåì ïîãðóæåííîé â âîäó ÷àñòè áàíêè 1V  = 388 ìë. Ãàéêó
âûíóëè èç áàíêè è, ïðèâÿçàâ òîíêîé íåâåñîìîé íèòüþ ê
áàíêå, îïóñòèëè â âîäó. Ãàéêà ïîâèñëà íà íèòè, íå ê àñàÿñü
äíà âîäîåìà. Îáúåì ïîãðóæåííîé â âîäó ÷àñòè áàíêè ñ òàë

2V  = 372 ìë. Ïîñëå îáðûâà íèòè îáúåì ïîãðóæåííîé â âî äó
÷àñòè áàíêè óìåíüøèëñÿ äî 3V  = 220 ìë. Âî ñêîëüêî ðàç
ïëîòíîñòü ãàéêè áîëüøå ïëîòíîñòè âîäû?

3. Èç ïîëíîãî ñîñóäà ñ âîäîé îòëèëè ïîëîâèíó åãî îáúå ìà
è çàêðûëè ñîñóä ïðîáêîé (ðèñ.3). Ðàññòîÿíèå îò ïðîá êè äî

äíà ñîñóäà H , à îò ïîâåðõíîñòè âîäû
äî äíà h. Ñîñóä ïåðåâîðà÷èâàþò ââåðõ
äíîì. Êàê èçìåíèòñÿ ïîñëå ýòîãî äàâ-
ëåíèå íà ïðîáêó èçíóòðè? Ïëîòíîñòü
âîäû r , óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäå-
íèÿ g.

4. Äëèííûé ñòåðæåíü ñ ðåçüáîâûì
îòâåðñòèåì íà êîíöå íàêðó÷åí íà âåð-
òèêàëüíûé âèíò. Ñòåðæåíü îòïóñêà-

þò. Òðåíèå ìåæäó âèíòîì è ñòåðæíåì ïðåíåáðåæèìî ìàë î.
Êàê áóäåò äâèãàòüñÿ ñòåðæåíü ïîñëå òîãî, êàê îí ñëå òèò ñ
âèíòà?

5. Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ çàäà÷à.  Èìååòñÿ ìåäèöèíñêèé
øïðèö ñ íàäåòîé èãëîé è íàïîëíåííûé âîäîé. Íàïðàâèì
èãëó âåðòèêàëüíî ââåðõ è íàæìåì íà ïîðøåíü. Èç êîíö à
èãëû ââåðõ ïîäíèìåòñÿ ñòðóÿ âîäû. Îöåíèòå ñêîðîñòü ñòðóè
íà âûõîäå èç èãëû.

6. Íàéäèòå, ÷åìó ðàâåí çàðÿä çàçåìëåííîãî ìåòàëëè÷åñê î-
ãî øàðà ðàäèóñîì r, åñëè íà ðàññòîÿíèè R îò åãî öåíòðà
íàõîäèòñÿ çàðÿä q.

7. Èìååòñÿ ýëåêòðè÷åñêàÿ öåïü èçîáðàæåííàÿ íà ðèñóíêå
4. ×òî ïîêàæåò èäåàëüíûé âîëüòìåòð, åñëè åãî ïðèñîå -

äèíèòü ê òî÷êàì C è D? Çäåñü U AB = 50 B, R0 = 3 Îì, R1 =
= 4,5 Îì, R2 = 4 Îì, R3 = 2 Îì.

8. Èç äâóõ îäèíàêîâûõ êóñêîâ ñòàëüíîé ïðîâîëîêè ñâèëè
äâå ïðóæèíû. Äèàìåòð âèòêîâ îäíîé èç íèõ d, äðóãîé 2 d.
Ïåðâàÿ ïðóæèíà ïîä äåéñòâèåì ãðóçà ðàñòÿíóëàñü íà î äíó
äåñÿòóþ ñâîåé äëèíû. Íà êàêóþ ÷àñòü ñâîåé äëèíû ðàñ òÿíåò-
ñÿ ïîä äåéñòâèåì òîãî æå ãðóçà âòîðàÿ ïðóæèíà?

9. Äâå ñîáèðàþùèå ëèíçû îäèíàêîâîãî äèàìåòðà (ðèñ.5)
âñòàâëåíû â òðóáó ñ çà÷åðíåííûìè âíóòðåííèìè áîêîâû ìè
ñòåíêàìè (âñå ëó÷è, ïàäàþùèå íà ñòåí-
êè, ïîãëîùàþòñÿ). Èçâåñòíî, ÷òî ôî-
êóñíîå ðàññòîÿíèå F îäíîé ëèíçû âäâîå
áîëüøå ôîêóñíîãî ðàññòîÿíèÿ äðóãîé è
÷òî ïàðàëëåëüíûå ëó÷è, ïàäàþùèå âäîëü
îñè òðóáû ñ ëþáîé ñòîðîíû, ïîñëå ïðî-
õîæäåíèÿ òðóáû îñòàþòñÿ ïàðàëëåëüíûìè. Íà òðóáó íàï ðàâ-
ëÿþò ïó÷îê ïàðàëëåëüíûõ ëó÷åé îäíîé è òîé æå èíòåíñ èâíî-
ñòè ñíà÷àëà ñëåâà, à ïîòîì ñïðàâà. Íàéäèòå äëèíó ýò îé òðóáû
è îòíîøåíèå ñâåòîâîãî ïîòîêà, âõîäÿùåãî â òðóáó (ëå âûé
êðàé), ê ñâåòîâîìó ïîòîêó, âûõîäÿùåìó èç òðóáû (ïðà âûé
êðàé), åñëè F = 50 ñì.

Ñïðàâêà . Ñâåòîâîé ïîòîê – ýòî ìîùíîñòü èçëó÷åíèÿ,
îöåíèâàåìàÿ ïî âûçûâàåìîìó èì çðèòåëüíîìó îùóùåíèþ.

10. Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ çàäà÷à.  Èìååòñÿ ýëåêòðè÷åñêàÿ
öåïü, ñîñòîÿùàÿ èç áàòàðåéêè, äâóõ ïåðåêëþ÷àòåëåé è  ëàìïû
íàêàëèâàíèÿ. Öåïü ðàáîòàåò ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè ëàì-
ïà íå ãîðèò, òî ïåðâûì ïåðåêëþ÷àòåëåì åå ìîæíî âêëþ ÷èòü,
à âòîðûì âûêëþ÷èòü. Íàðèñóéòå ñõåìó ýòîé öåïè.

Ïèñüìåííûé èíäèâèäóàëüíûé òóð

Ìàòåìàòèêà

1. Ñóùåñòâóåò ëè íàòóðàëüíîå ÷èñëî, äåñÿòè÷íàÿ çàïèñü
êóáà êîòîðîãî îêàí÷èâàåòñÿ íà: à) 2 äåâÿòêè; á) 3 ä åâÿòêè;
â) 2014 äåâÿòîê?

2. Íàéäèòå 2 2

1 1 2
11 1 xyx y

+ +
++ +

, åñëè x y¹ , à ñóììà

ïåðâûõ äâóõ ñëàãàåìûõ ðàâíà òðåòüåìó.
3. Ìîæíî ëè èç àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè: à) 2, 25, 4 8,

71, …; á) 1 3+ , 1 2 3+ , 1 3 3+ , … èçâëå÷ü áåñêîíå÷íóþ
ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ?

4. Ìîæíî ëè â êðóãå ðàäèóñà 1 ïîìåñòèòü áåç íàëîæåíèé
3 òðåóãîëüíèêà, ïëîùàäü êàæäîãî èç êîòîðûõ ðàâíà 1?

5. Ðåøèòå â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå 3 2 5x y- = .
6. Â ïàðàëëåëîãðàììå ABCD  òî÷êà Å – ñåðåäèíà ñòîðîíû

AD , òî÷êà F – îñíîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç
âåðøèíû Â íà ïðÿìóþ ÑÅ. Íàéäèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà
ABF , åñëè ÀÂ = à, BAFÐ = a .

7. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü { }nx  òàêîâà, ÷òî 0x  = 0, kx =

1 1kx += +  ïðè 1k ³ . Íàéäèòå íàèìåíüøåå âîçìîæíîå çíà÷å-

íèå 1 2 nx x x+ + +K , åñëè: à) n = 5; á) n = 6; â) n = 2014;
ã) n = 2015.

Ôèçèêà

1. Âîçëå ãëàäêîé ñòåíû ñòîèò îäíîðîäíûé ñòåðæåíü ìàññ îé
Ì  è äëèíîé 2 L . Îò ëåãêîãî òîë÷êà îí ïðèõîäèò â äâèæåíèå.

Ðèñ. 1 Ðèñ. 2

Ðèñ. 3

Ðèñ. 4

Ðèñ. 5
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Ïðè êàêîì óãëå a  ìåæäó ñòåðæíåì è ñòåíîé ïðîèçîéäåò
îòðûâ ñòåðæíÿ îò âåðòèêàëüíîé ñòåíû è êàêîâû áóäóò â ýòîò
ìîìåíò ñêîðîñòè êîíöîâ ñòåðæíÿ ïî ñòåíå è ïî ïîëó?

2. Èç öèëèíäðà ðàäèóñîì r = 2 ñì âûäàâëèâàþò ïîðøíåì
òåêó÷óþ ïàñòó (ðèñ.6). Îíà ðàñòåêàåòñÿ ïî ïîâåðõíîñ òè

ñëîåì òîëùèíîé h = 2 ìì, îáðàçóÿ êðóãîâîå ïÿòíî. Ñêîðîñòü
äâèæåíèÿ ïîðøíÿ u = 6 ñì/ñ. Êàêîâà ñêîðîñòü v ðàñøèðå-
íèÿ ãðàíèöû ïÿòíà ïðè ðàäèóñå ïÿòíà R = 30 ñì?

3. Â êîìíàòå îáúåìîì 375 ìV =  òåìïåðàòóðà âîçäóõà
òàêàÿ æå, êàê íà óëèöå, ò.å. 1 20 Ct = - ° . Âêëþ÷àþò ýëåêòðî-
êàìèí, è îí ìåäëåííî ïðîãðåâàåò âîçäóõ â êîìíàòå äî

2 23 Ct = + ° . ×àñòü âîçäóõà ïðè ýòîì âûõîäèò íàðóæó ÷åðåç
ïëîòíî çàêðûòóþ ôîðòî÷êó. Íàéäèòå èçìåíåíèå âíóòðåí íåé
ýíåðãèè âîçäóõà â êîìíàòå è ðàáîòó, êîòîðóþ ñîâåðøà åò
âîçäóõ ïðè ðàñøèðåíèè íàðóæó. Àòìîñôåðíîå äàâëåíèå
ïðèíÿòü ðàâíûì 5

a 10  Ïàp = .
4. Ïîñòðîèòå ãðàôèê çàâèñèìîñòè ñîïðîòèâëåíèÿ öåïè,

èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå 7, îò ñîïðîòèâëåíèÿ r êàæäîãî èç
îäíîé ïàðû ðåçèñòîðîâ. Ñîïðîòèâëåíèå äðóãîé ïàðû ðå çèñ-

òîðîâ íåèçìåííî è ðàâíî R = 50 Îì ó êàæäîãî. Äèîä
ñ÷èòàéòå èäåàëüíûì, ò.å. åãî ñîïðîòèâëåíèå â ïðÿìîì  íà-
ïðàâëåíèè ïðåíåáðåæèìî ìàëî, à â îáðàòíîì – î÷åíü â å-
ëèêî.

5. Ãðóç âèñÿùèé íà íèòè äëèíîé L  = 1,1 ì, ïðèâÿçàííîé
ê ãâîçäþ, òîëêíóëè òàê, ÷òî îí ïîäíÿëñÿ è çàòåì ïîï àë â
ãâîçäü. Êàêîâà åãî ñêîðîñòü â ìîìåíò óäàðà î ãâîçäü ?
Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ g.

6. Â ïîëäåíü ÷åðåç íåáîëüøîå îêîøêî íà þæíîé ñòåíå
òåìíîé êîìíàòû â íåå ïîïàäàåò ïó÷îê ñîëíå÷íîãî ñâåò à,
ïàðàëëåëüíûé çàïàäíîé è âîñòî÷íîé ñòåíàì. Ïîñëå îòð àæå-
íèÿ îò ïëîñêîãî çåðêàëà, ëåæàùåãî íà ãîðèçîíòàëüíîì  ñòîëå,
ïó÷îê ïàäàåò íà ñåâåðíóþ ñòåíó. Êàêîé ïëîùàäè òåíü îòáðî-
ñèò íà ñåâåðíîé ñòåíå âåðòèêàëüíî ñòîÿùèé íà çåðêàë å
íåïðîçðà÷íûé êðóã ðàäèóñîì r = 10 ñì, åñëè ïëîñêîñòü
çåðêàëà ïàðàëëåëüíà þæíîé ñòåíå?

7. Ïðîòîí, óñêîðåííûé ðàçíîñòüþ ïîòåíöèàëîâ U  = 500 êÂ,
ïðîëåòàåò ñêâîçü ïîïåðå÷íîå îäíîðîäíîå ìàãíèòíîå ïî ëå ñ

èíäóêöèåé Â = 0,51 Òë (ðèñ.8). Òîë-
ùèíà îáëàñòè ñ ïîëåì d = 10 ñì.
Íàéäèòå ñìåùåíèå è óãîë îòêëîíå-
íèÿ ñêîðîñòè ïðîòîíà îò ïåðâîíà-
÷àëüíîãî íàïðàâëåíèÿ íà âûõîäå èç
ýòîé îáëàñòè.

Èñòîðèÿ íàó÷íûõ èäåé è îòêðûòèé

Ìàòåìàòèêà

1. Äâàäöàòîå ïðåäëîæåíèå IX êíèãè Åâêëèäà «Íà÷àëà»
óòâåðæäàåò: «Ïåðâûõ ÷èñåë ñóùåñòâóåò áîëüøå âñÿêîãî
ïðåäëîæåííîãî êîëè÷åñòâà èõ».

Ñôîðìóëèðóéòå â ñîâðåìåííûõ òåðìèíàõ ýòî óòâåðæäå-
íèå è äîêàæèòå åãî.

2. Àðõèìåä, Åâêëèä, Àïîëëîíèé Ïåðãñêèé è äðóãèå âåëè-
êèå ìàòåìàòèêè äðåâíîñòè íàçûâàëè ïàðàáîëîé ãåîìåòð è÷åñ-
êîå ìåñòî òî÷åê, îäèíàêîâî óäàëåííûõ îò äàííîé òî÷ê è è
äàííîé ïðÿìîé.

Óáåäèòåñü â òîì, ÷òî ãðàôèê ôóíêöèè 2y x=  ÿâëÿåòñÿ
ïàðàáîëîé.

3. Â 1202 ãîäó Ëåîíàðäî Ïèçàíñêèé (Ôèáîíà÷÷è) â «Êíèãå
îá àáàêå» ðàññìîòðåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êàæäûé ÷ëå í
êîòîðîé ðàâåí ñóììå äâóõ ïðåäûäóùèõ, ò.å. ïîñëåäîâà òåëü-
íîñòü 1 2 1j = j = , 2 1n n n+ +j = j + j  ïðè 1n ³ . Â äàëüíåéøåì
÷èñëà Ôèáîíà÷÷è ÷àñòî âîçíèêàëè â ðàçëè÷íûõ ðàçäåëà õ ìà-
òåìàòèêè – òåîðèè ÷èñåë, àëãåáðå, êîìáèíàòîðèêå, ìà òåìàòè-
÷åñêîé ëîãèêå è äð. Îáíàðóæåíû ìíîãèå çàìå÷àòåëüíûå ñâîé-
ñòâà ýòèõ ÷èñåë. Íàïðèìåð, ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî
íàòóðàëüíîãî m íàéäåòñÿ ÷èñëî Ôèáîíà÷÷è, äåëÿùååñÿ íà m.

Âûÿñíèòå, ìîæåò ëè êàêîå-íèáóäü ÷èñëî Ôèáîíà÷÷è
áûòü ñòåïåíüþ ÷èñëà 7.

4. Îäèí èç âåëè÷àéøèõ âñåìèðíî èçâåñòíûõ ìàòåìàòèêîâ
Ë.Ýéëåð â 1752 ãîäó äîêàçàë òåîðåìó, êîòîðàÿ ñ÷èòàå òñÿ
ïåðâîé â èñòîðèè îäíîãî èç ñàìûõ ãëóáîêèõ ðàçäåëîâ ìàòå-
ìàòèêè – òîïîëîãèè. Òåîðåìà Ýéëåðà ãëàñèò, ÷òî ÷èñë î
âåðøèí Â, ÷èñëî ðåáåð Ð è ÷èñëî ãðàíåé Ã ïðîèçâîëüíîãî
âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâó Â – Ð +
+ Ã = 2.

Ïîëüçóÿñü ýòîé òåîðåìîé, âûÿñíèòå, ñóùåñòâóåò ëè
âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê, âñå ãðàíè êîòîðîãî – øåñòèóã îëü-
íèêè.

5. Åùå îäèí ãåíèàëüíûé ìàòåìàòèê Ê.Ô.Ãàóññ äîêàçàë
çàìå÷àòåëüíóþ «òåîðåìó îá èíäåêñå»: åñëè ð – ïðîñòîå
÷èñëî, òî ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî g òàêîå, ÷òî åãî
ñòåïåíè g, 2g , …, 1pg -  äàþò ðàçëè÷íûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè

íà ð, ïðè÷åì 1 1pg - -  äåëèòñÿ íà ð (ìàëàÿ òåîðåìà Ôåðìà);
è òåì ñàìûì â âûïèñàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñòåïåíå é
ïðèñóòñòâóþò ÷èñëà, äàþùèå âñå âîçìîæíûå îñòàòêè îò
äåëåíèÿ íà ð. Íàïðèìåð, äëÿ ð = 17 ìîæíî âçÿòü g = 3, òàê
êàê, âûïèñûâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíî îñòàòêè ñòåïåíåé òðî éêè
ïðè äåëåíèè íà 17, èìååì

3, 9, 10, 13, 5, 15, 11, 16, 14, 8, 7, 4, 12, 2, 6,  1

– âñå îñòàòêè ðàçëè÷íû.
Ïîëüçóÿñü òåîðåìîé Ãàóññà, äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîã î

ïðîñòîãî ÷èñëà ð íàéäåòñÿ íàòóðàëüíîå ÷èñëî õ òàêîå , ÷òî

ïðîèçâåäåíèå ( ) ( ) ( )2 2 2x 2 x 3 x 6- - -  äåëèòñÿ íà  ð.

Ôèçèêà

1. Íîáåëåâñêàÿ ïðåìèÿ 1904 ãîäà áûëà âðó÷åíà «çà èññë å-
äîâàíèÿ ïëîòíîñòåé íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ ãàçîâ è çà
îòêðûòèå àðãîíà â õîäå ýòèõ èññëåäîâàíèé». Ó÷åíûé, ïîëó-
÷èâøèé ýòó ïðåìèþ, áûë àíãëèéñêèì àðèñòîêðàòîì. Îí
ó÷èëñÿ â Òðèíèòè-êîëëåäæå. Ïîñëå ñìåðòè Äæ.Ê.Ìàêñâå ë-
ëà ñòàë âòîðûì Êàâåíäèøñêèì ïðîôåññîðîì è äèðåêòîðî ì
Êàâåíäèøñêîé ëàáîðàòîðèè. Áûë ñåêðåòàðåì Ëîíäîíñêîã î
Êîðîëåâñêîãî îáùåñòâà, Ïðåçèäåíòîì Êåìáðèäæñêîãî óí è-
âåðñèòåòà. Îñíîâíûå åãî ðàáîòû îòíîñÿòñÿ ê òåîðèè ê îëåáà-
íèé, îäíèì èç îñíîâîïîëîæíèêîâ êîòîðîé îí ÿâëÿåòñÿ.  Îí
èññëåäîâàë êîëåáàíèÿ ñòðóí, ñòåðæíåé, ïëàñòèí, îáîë î÷åê.
Â 1873 ãîäó ñôîðìóëèðîâàë ðÿä ôóíäàìåíòàëüíûõ òåîðå ì

Ðèñ. 6

Ðèñ. 7

Ðèñ. 8
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ëèíåéíîé òåîðèè êîëåáàíèé, ïîçâîëÿþùèõ äåëàòü êà÷å-
ñòâåííûå çàêëþ÷åíèÿ î ñîáñòâåííûõ ÷àñòîòàõ êîëåáàòå ëü-
íûõ ñèñòåì. Â åãî ôóíäàìåíòàëüíîì òðóäå «Òåîðèÿ çâó êà»
âïåðâûå îò÷åòëèâî ïðîÿâèëñÿ åäèíûé ïîäõîä ê èçó÷åíè þ
êîëåáàòåëüíûõ è âîëíîâûõ ïðîöåññîâ, èìåþùèõ ðàçëè÷í óþ
ôèçè÷åñêóþ ïðèðîäó. Îí ðàññìîòðåë ñëîæåíèå êîëåáàíè é ñî
ñëó÷àéíûìè ôàçàìè è ïîëó÷èë ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ï î
÷àñòîòàì äëÿ ðåçóëüòèðóþùåé àìïëèòóäû. Ýòà ôóíêöèÿ
ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëó÷èëà åãî èìÿ. Îêàçàëîñü, ÷òî ðàñï ðåäå-
ëåíèå ïëîòíîñòè ýíåðãèè àáñîëþòíî ÷åðíîãî òåëà ïî ä ëèíàì
âîëí îïèñûâàåòñÿ òîæå ýòîé ôóíêöèåé (ýòî ðàñïðåäåëå íèå
íîñèò îäíîâðåìåííî èìÿ ýòîãî ó÷åíîãî è åãî êîëëåãè Ä.Äæèí-
ñà, â 1905 ãîäó íåçàâèñèìî ïîëó÷èâøåãî ýòîò ðåçóëüò àò).
Êðóïíûì åãî îòêðûòèåì ÿâèëàñü òåîðèÿ ïîâåðõíîñòíûõ
óïðóãèõ âîëí (ïîëó÷èâøèõ åãî èìÿ) – óïðóãèõ âîçìóùå íèé,
ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ â òâåðäîì òåëå âäîëü åãî ñâîáîäí îé
ãðàíèöû è çàòóõàþùèõ ñ ãëóáèíîé. Îí îáúÿñíèë ðàçëè÷ èå
ìåæäó ãðóïïîâîé è ôàçîâîé ñêîðîñòÿìè, óñòàíîâèë ñîî òíî-
øåíèÿ ìåæäó íèìè, çàëîæèë îñíîâû òåîðèè ìîëåêóëÿðíî ãî
ðàññåÿíèÿ ñâåòà (îáúÿñíèâ ïðè ýòîì ãîëóáîé öâåò íåá à),
ñîçäàë òåîðèþ ðàçðåøàþùåé ñïîñîáíîñòè îïòè÷åñêèõ ïð èáî-
ðîâ. Âî âñåõ ýòèõ ðàçäåëàõ ôèçèêè ñóùåñòâóþò ôîðìóë û,
ïðîöåññû è òåîðèè, íàçâàííûå åãî èìåíåì.

à) Êòî ýòîò ó÷åíûé?
á) Íàçîâèòå äðóãèå, íå óïîìÿíóòûå â òåêñòå, ôèçè÷åñ -

êèå ïðèáîðû, ìîäåëüíûå ÷èñëà è êðèòåðèè, íàçâàííûå â
÷åñòü ýòîãî ó÷åíîãî.

2. Â òðåòüåì âåêå äî í.ý. áûë ïðîâåäåí âûäàþùèéñÿ
ýêñïåðèìåíò – âïåðâûå â èñòîðèè ÷åëîâå÷åñòâà áûë èç ìåðåí
ðàäèóñ Çåìëè. Â ìåðàõ äëèíû, ïðèíÿòûõ â òî âðåìÿ, î í
ñîñòàâèë 252 òûñÿ÷è ñòàäèåâ. Ê ñîæàëåíèþ, àâòîð èññ ëåäî-
âàíèÿ íå óêàçàë, ïîëüçîâàëñÿ ëè îí ãðå÷åñêèì ñòàäèå ì èëè
ñòàäèåì, ïðèíÿòûì äëÿ èçìåðåíèé â ñòðàíå, ãäå îí ðî äèëñÿ
è ðàáîòàë. Â çàâèñèìîñòè îò ýòîãî ïîãðåøíîñòü èçìåð åíèÿ ïî
ñîâðåìåííûì îöåíêàì ñîñòàâèëà èëè 1,5%, èëè 10% (ìå íü-
øåå çíà÷åíèå ïîãðåøíîñòè ïîëó÷àåòñÿ â ïðåäïîëîæåíèè , ÷òî
ó÷åíûé ïîëüçîâàëñÿ «ðîäíûì» äëÿ íåãî ñòàäèåì).

à) Íàçîâèòå èìÿ ó÷åíîãî, ïåðâûì â èñòîðèè ÷åëîâå÷åñ òâà
èçìåðèâøèì ðàäèóñ Çåìëè.

á) Â êàêîì ãîñóäàðñòâå æèë è ðàáîòàë ýòîò ó÷åíûé?
â) Â êàêèõ ãîðîäàõ ó÷åíûé ïðîâîäèë èçìåðåíèÿ è êàêà ÿ

îñîáåííîñòü ãåîãðàôè÷åñêîãî ïîëîæåíèÿ ýòèõ ãîðîäîâ ïî-
çâîëèëà ïðîâåñòè ýòîò èçÿùíûé ýêñïåðèìåíò?

3. Â òðåòüåì âåêå äî í.ý. áûë îòêðûò î÷åíü âàæíûé çàê îí
ãèäðîñòàòèêè. Îòêðûòèþ çàêîíà ïðåäøåñòâîâàëà áîëüøà ÿ
ðàáîòà ïî âûÿñíåíèþ, öåëèêîì ëè èç çîëîòà ñäåëàíà ö àðñêàÿ
êîðîíà èëè þâåëèðû ïîäìåøàëè â êîðîíó ñåðåáðî. Èñòî ðèÿ
ñîõðàíèëà èìÿ íå òîëüêî àâòîðà îòêðûòèÿ, íî è çàêàç ÷èêà
ðàáîòû – öàðÿ (à åñëè áûòü òî÷íûì â òèòóëàõ – òèðàí à, òîãäà
ýòî ñëîâî íå íåñëî íåãàòèâíîé îêðàñêè) Ãèåðîíà. Áûë î
îáíàðóæåíî ñåðåáðî â êîðîíå èëè íåò, òî÷íûõ äàííûõ íåò.
Äà è äëÿ èñòîðèè íàóêè ýòî íå òàê âàæíî.

à) Íàçîâèòå èìÿ ó÷åíîãî è ñôîðìóëèðóéòå çàêîí, ïîëó -
÷èâøèé åãî èìÿ.

á) Íàçîâèòå ãîðîä è òåððèòîðèþ, ãäå ïðîèñõîäèëè îïè -
ñàííûå ñîáûòèÿ.

â) Îöåíèòå àáñîëþòíóþ ïîãðåøíîñòü èçìåðåíèé. Ìîã ëè
ó÷åíûé, ïîëüçóÿñü èçìåðèòåëüíûìè ñðåäñòâàìè òîãî âð å-
ìåíè, ïîëó÷èòü äîñòîâåðíûé ðåçóëüòàò?

4. Èçâåñòíà èñòîðèÿ î òîì, ÷òî èòàëüÿíñêèé ó÷åíûé,
æèâøèé è ðàáîòàâøèé â XVI–XVII âåêàõ, äëÿ äîêàçàòåë ü-
ñòâà ãèïîòåçû î íåçàâèñèìîñòè ñêîðîñòè ñâîáîäíî ïàä àþùå-
ãî òåëà îò åãî ìàññû áðîñàë øàðû ñ Ïèçàíñêîé áàøíè.
Îäíàêî è îí ñàì, è ìû ñåé÷àñ ïîíèìàåì, ÷òî ýòîò ýêñ ïåðè-
ìåíò èìååò îãðàíè÷åííóþ òî÷íîñòü. Ó÷åíûé ïîñòàâèë ñ åðèþ
áîëåå òîíêèõ ýêñïåðèìåíòîâ è ïîëó÷èë ýêñïåðèìåíòàëü íîå

äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ãèïîòåçû. Îí òàêæå ñôîðìóëèðîâà ë
ïðèíöèï, íà êîòîðîì áàçèðóåòñÿ âñÿ êëàññè÷åñêàÿ ìåõ àíèêà.

à) Êòî ýòîò ó÷åíûé?
á) Êàêèå ýêñïåðèìåíòû îí ïîñòàâèë äëÿ äîêàçàòåëüñòâ à

ãèïîòåçû?
â) Ñôîðìóëèðóéòå óêàçàííûé â óñëîâèè ïðèíöèï.
5. Â 1818 ãîäó íà îäíîì èç çàñåäàíèé Ôðàíöóçñêîé

Àêàäåìèè ðàññìàòðèâàëàñü ðàáîòà î äèôðàêöèè ñâåòà. Îäèí
èç ÷ëåíîâ Àêàäåìèè, èçâåñòíûé ó÷åíûé, óñîìíèëñÿ â ï ðàâî-
ìåðíîñòè ñ÷èòàòü ñâåò âîëíîâûì ïðîöåññîì. Ïðåäñåäàò åëü
çàñåäàíèÿ ïðåäëîæèë ïðîâåñòè îïûò è ïðåäñêàçàë ïàðà äîê-
ñàëüíûé ðåçóëüòàò, êîòîðûé îäíîçíà÷íî ñâèäåòåëüñòâî âàë
áû â ïîëüçó âîëíîâîé òåîðèè ñâåòà. Îïûò áûë ïîñòàâë åí.
Áûëà ïîëó÷åíà ïðåäñêàçàííàÿ äèôðàêöèîííàÿ êàðòèíà, êî-
òîðóþ íàçâàëè èìåíåì óñîìíèâøåãîñÿ îïïîíåíòà.

à) Êòî áûë àâòîðîì ðàáîòû?
á) Êàêîé ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí?
â) ×üèì èìåíåì áûë íàçâàí ðåçóëüòàò?
ã) Êòî ïðåäñåäàòåëüñòâîâàë íà ñîáðàíèè Àêàäåìèè?

III Ìåæäóíàðîäíûé ìàòåìàòè÷åñêèé òóðíèð
èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà äëÿ ó÷àùèõñÿ 5–8 êëàññîâ

Óñòíûé êîìàíäíûé òóð

5–6 êëàññû

1. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ÷åòûðåõçíà÷íûõ ÷èñåë, çàïèñûâà-
åìûõ öèôðàìè 1 è 2?

2. Êàêîé óãîë îáðàçóþò ÷àñîâàÿ è ìèíóòíàÿ ñòðåëêè ÷àñ îâ
â 10 ÷àñîâ 12 ìèíóò?

3. Â êîïèëêå íàõîäèëîñü 10000 ìîíåò ïî îäíîìó öåíòó.
Êàæäûé ìåñÿö òðàòèòñÿ ïî 30% îò ñîäåðæèìîãî êîïèëêè .
Ñêîëüêî ìîíåò îñòàíåòñÿ â êîïèëêå ÷åðåç ÷åòûðå ìåñÿ öà?

4. Â êâàäðàòå ABCD  òî÷êà K  – ñåðåäèíà ñòîðîíû AB,
òî÷êà L  – ñåðåäèíà ñòîðîíû AD , îòðåçêè CL  è DK  ïåðåñåêà-
þòñÿ â òî÷êå M . Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèê BCM  ðàâíîáåä-
ðåííûé.

Øòðàôíûå çàäà÷è

Ø1.  Äîïèøèòå ê ÷èñëó 987 äâå öèôðû ñïðàâà òàê, ÷òîáû
ïîëó÷åííîå ïÿòèçíà÷íîå ÷èñëî äåëèëîñü íà 5, 6, 7.

Ø2.  Íàéäèòå äâà íàòóðàëüíûõ ÷èñëà, ðàçíîñòü êâàäðàòîâ
êîòîðûõ ðàâíà 37.

Ø3.  Òóðèñòó íà ïîäúåì â ãîðó ñ
ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ òðåáóåòñÿ 6
÷àñîâ, à íà ñïóñê ñ ïîñòîÿííîé ñêîðî-
ñòüþ – 2 ÷àñà. ×åðåç êàêîå âðåìÿ
ïîñëå íà÷àëà ïîäúåìà òóðèñò âåðíåò-
ñÿ ê îñíîâàíèþ ãîðû, åñëè ñòàíåò
ñïóñêàòüñÿ ÷åðåç 4 ÷àñà ïîñëå íà÷à-
ëà ïîäúåìà?

Ø4.  Íàéäèòå ïëîùàäü ôèãóðû,
èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå 9.

7–8 êëàññû

1. Íàéäèòå íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n, äëÿ êîòî-
ðîãî ïðîèçâåäåíèå ( )( )( )( )1 2 3 4n n n n+ + + +  äåëèòñÿ íà
1000.

2. Â ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ñ êàòåòàìè a è b âïèñàí
êâàäðàò, ó êîòîðîãî îäíà èç âåðøèí ñîâïàäàåò ñ âåðø èíîé
ïðÿìîãî óãëà òðåóãîëüíèêà, à ïðîòèâîïîëîæíàÿ âåðøèí à
êâàäðàòà ëåæèò íà ãèïîòåíóçå òðåóãîëüíèêà. Íàéäèòå ïëî-
ùàäü êâàäðàòà.

3. Ìîæåò ëè ÷åòûðåõçíà÷íîå ÷èñëî âèäà aabb  áûòü
êâàäðàòîì öåëîãî ÷èñëà?

Ðèñ. 9
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Ìîñêîâñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ
êîíôåðåíöèÿ øêîëüíèêîâ

Ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò èìåíè Â.À.Ñòåêëîâà ÐÀÍ, Ìîñ -
êîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Ì.Â.Ëîìîí î-
ñîâà, Ìîñêîâñêîå ìàòåìàòè÷åñêîå îáùåñòâî, Ìîñêîâñêè é
öåíòð íåïðåðûâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ, Äåï àðòà-
ìåíò îáðàçîâàíèÿ ãîðîäà Ìîñêâû è Ìîñêîâñêèé èíñòèòó ò
îòêðûòîãî îáðàçîâàíèÿ åæåãîäíî ïðîâîäÿò Ìîñêîâñêóþ ìà-
òåìàòè÷åñêóþ êîíôåðåíöèþ øêîëüíèêîâ –ÌÌÊØ.

Ïîäðîáíóþ èíôîðìàöèþ î ïðåäñòàâëåíèè, ðåöåíçèðîâà-
íèè è íàãðàæäåíèè ðàáîò ìîæíî íàéòè íà ñàéòàõ

http://www.mccme.ru/mmks/

4. Çà êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî õîäîâ øàõìàòíûé êîíü
ìîæåò ïîïàñòü c êëåòêè a1 íà êëåòêó h8?

5. Â ïðàâèëüíîì òðåóãîëüíèêå ÀÂÑ òî÷êà 1A  íà ñòîðîíå
ÂÑ, òî÷êà 1B  íà ñòîðîíå ÑÀ è òî÷êà 1C  íà ñòîðîíå ÀÂ
ïîñòàâëåíû òàê, ÷òî 1 1 1 1 1 1: : : 1 : 2AC C B BA A C CB B A= = = .
Êàêóþ ÷àñòü ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ ñîñòàâëÿåò ïëî-
ùàäü òðåóãîëüíèêà 2 2 2A B C , âåðøèíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ
òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ 1BB  è 1CC , 1CC  è 1AA , 1AA  è

1BB  ñîîòâåòñòâåííî?
6. Íàéäèòå ðàçëè÷íûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà m è n òàêèå, ÷òî

1 1 3
17m n

+ = .

Øòðàôíûå çàäà÷è

Ø1.  Ñêîëüêî ñòîðîí èìååò ïðàâèëüíûé ìíîãîóãîëüíèê,
êàæäûé óãîë êîòîðîãî ðàâåí 179° ?

Ø2.  Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî êâàäðàòîâ ñî ñòîðîíîé 2  ñì
ìîæíî ðàçìåñòèòü áåç íàëîæåíèé â êâàäðàòå ñî ñòîðîí îé
3 ñì?

Ø3.  Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçëè÷íûõ ïðÿìîóãîëüíûõ òðå-
óãîëüíèêîâ ïëîùàäüþ 236 ñì , äëèíû êàòåòîâ êîòîðûõ â
ñàíòèìåòðàõ ÿâëÿþòñÿ íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè?

Ø4.  Ðåøèòå óðàâíåíèå 1799 2014x x- = - .
Ø5.  Â êâàäðàòå ABCD  òî÷êà K  ëåæèò íà ñòîðîíå BC è

BK : KC = 1 : 2, òî÷êà L  ëåæèò íà ñòîðîíå CD  è CL : LD =
= 1 : 2, îòðåçêè AL  è DK  ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå M . Äîêàæèòå,
÷òî ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà AMD  ðàâíà ïëîùàäè ÷åòûðåõ-
óãîëüíèêà CLMK .

Ø6.  ×åðåç òî÷êó âíóòðè äàííîãî óãëà ïðîâåäèòå îòðåçîê ñ
êîíöàìè íà ñòîðîíàõ óãëà, äëÿ êîòîðîãî äàííàÿ òî÷êà
ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé.

Ïèñüìåííûé èíäèâèäóàëüíûé òóð

5–6 êëàññû

1. Èç Ãðåéòâèëëÿ â Ëèòòëòàóí âûøåë Ãóëëèâåð, à íàâñòðå -
÷ó åìó èç Ëèòòëòàóíà ïî òîé æå äîðîãå óæå øåë ëèëèï óò.
Êàæäûé ñ÷èòàë êîëè÷åñòâî ñâîèõ øàãîâ îò èñõîäíîãî ï óíê-
òà. Âñòðåòèâøèñü, îíè ñëîæèëè ñâîè ðåçóëüòàòû è óäè âè-
ëèñü. Ãóëëèâåð – òîìó, ÷òî ñóììà îêàçàëàñü âäâîå áî ëüøå,
÷åì îí íàñ÷èòàë íàêàíóíå, øàãàÿ îò Ëèòòëòàóíà äî Ãð åéòâèë-
ëÿ, à ëèëèïóò – òîìó, ÷òî ñóììà îêàçàëàñü â 6 ðàç ì åíüøå,
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÷åì îí íàñ÷èòàë íàêàíóíå, ïðîéäÿ âñå ðàññòîÿíèå îò Ãðåéò-
âèëëÿ äî Ëèòòëòàóíà. Âî ñêîëüêî ðàç øàã Ãóëëèâåðà ä ëèííåå
øàãà ëèëèïóòà?

2. Íàéäèòå íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n, ïðè êîòîðîì
ïðîèçâåäåíèå ( )( )( )1 2 3n n n+ + +  äåëèòñÿ íà 100.

3. Õîçÿèí îáåùàë ðàáîòíèêó çà ãîä
12 ðóáëåé è êàôòàí. Íî ðàáîòíèê
óøåë ÷åðåç 7 ìåñÿöåâ. Ïðè ðàñ÷åòå îí
ïîëó÷èë 5 ðóáëåé è êàôòàí. Ñêîëüêî
ñòîèò êàôòàí?

4.  Ãäå íóæíî âçÿòü òî÷êó M
(ðèñ.10), ÷òîáû ïëîùàäü ÷åòûðåõ-
óãîëüíèêà ABCM  ðàâíÿëàñü ïëîùà-
äè òðåóãîëüíèêà AMD ?

5. Íà ïëîñêîñòè ïðîèçâîëüíûì îá-
ðàçîì îòìåòèëè 20 òî÷åê. Äîêàæèòå,
÷òî òî÷êè ìîæíî ïîïàðíî ñîåäèíèòü
äåñÿòüþ îòðåçêàìè òàê, ÷òî ëþáûå äâà èç ýòèõ îòðåçê îâ íå
èìåþò îáùèõ òî÷åê.

7–8 êëàññû

1. Âîçâðàùàÿñü ñ ðûáàëêè, Àëèê îòäàë Áîðå íåñêîëüêî
ðûá, ÷òîáû óðàâíÿòü óëîâû. Åñëè áû, íàîáîðîò, Áîðÿ îòäàë
Àëèêó ñòîëüêî æå ðûá, òî ó Àëèêà îêàçàëîñü áû â ïÿò ü ðàç
áîëüøå ðûá, ÷åì ó Áîðè. Âî ñêîëüêî ðàç óëîâ Àëèêà á îëüøå
óëîâà Áîðè?

2. Â êàêîå âðåìÿ ìåæäó 10-þ è 11-þ ÷àñàìè ÷àñîâàÿ è
ìèíóòíàÿ ñòðåëêè ÷àñîâ îáðàçóþò ïðÿìîé óãîë?

3. Äàíà òðàïåöèÿ ABCD , îñíîâàíèÿ êîòîðîé AD  = 5, BC =
= 3. ×åðåç òî÷êó A è òî÷êó M  íà áîêîâîé ñòîðîíå CD
ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ, äåëÿùàÿ òðàïåöèþ íà äâå ðàâíîâåëè êèå
÷àñòè. Íàéäèòå îòíîøåíèå CM  : MD .

4. Âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, íà÷èíàÿ ñ 1, âûïèñûâàþòñÿ
ïîäðÿä, ïîëó÷àåòñÿ ðÿä öèôð 1234567891011121314 … Î ïðå-
äåëèòå, êàêàÿ öèôðà ñòîèò íà 2014-ì ìåñòå.

5. Íà ïëîñêîñòè ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì îòìåòèëè 2014
òî÷åê. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè ìîæíî ïîïàðíî ñîåäèíèòü
1007-þ îòðåçêàìè òàê, ÷òî ëþáûå äâà èç ýòèõ îòðåçêî â íå
èìåþò îáùèõ òî÷åê.

Ïóáëèêàöèþ ïîäãîòîâèëè Â.Àëüìèíäåðîâ, À.Åãîðîâ,
À.Êðàâöîâ, Â.Êðûøòîï, À.Ìàðêîâè÷åâ, Æ.Ðàááîò,

Ë.Øëÿïî÷íèê

È Í Ô Î Ð Ì À Ö È ß

è

http://www.mccme.ru/circles/oim/mmks/
pravila_mmks.htm#kaki

Î êîíôåðåíöèè ìîæíî ïðî÷èòàòü òàêæå â ñòàòüå «Î íåê îòî-
ðûõ èíòåðåñíûõ êîíôåðåíöèÿõ øêîëüíèêîâ» â «Êâàíòå»
¹5–6 çà 2011 ãîä.

Â êà÷åñòâå äîêëàäà äëÿ êîíôåðåíöèè â íîìèíàöèè ó÷åá íî-
èññëåäîâàòåëüñêèõ ðàáîò øêîëüíèê ìîæåò ïîäàòü, íàïð è-
ìåð, îðèãèíàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è èç «Çàäà÷íèêà «Êâà íòà»,
à ñàìîñòîÿòåëüíî ñôîðìóëèðîâàííûé è äîêàçàííûé ðåçó ëü-
òàò «ïî ìîòèâàì» çàäà÷ èç «Çàäà÷íèêà «Êâàíòà» ìîæåò
ïðåòåíäîâàòü è íà ïðåìèþ ïî íîìèíàöèè íàó÷íî-èññëåä îâà-
òåëüñêèõ ðàáîò.
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«ÊÂÀÍÒ» ÄËß ÌËÀÄØÈÕ ØÊÎËÜÍÈÊÎÂ

ÇÀÄÀ×È

(ñì. «Êâàíò» ¹ 2)

1. à) 99996666; á) 9998666.
×òîáû ïîëó÷èòü êàê ìîæíî áîëüøåå ÷èñëî, íóæíî ñòàðà òüñÿ
ñäåëàòü åãî ñòàðøèå ðàçðÿäû êàê ìîæíî áîëüøèìè. Ïî ñ÷àñ-
òüþ, «êàëüêóëÿòîðíàÿ» öèôðà 9 ïîñëå ïåðåâîðà÷èâàíèÿ  ïðå-
âðàùàåòñÿ â 6, ïîýòîìó åå ìîæíî èñïîëüçîâàòü â ýòîé  çàäà÷å
(åùå ìîæíî èñïîëüçîâàòü 8, 5, 2 è 0, à âîò 1, 4 è 7  íå ãîäÿò-
ñÿ). Ïîýòîìó ëåãêî ïîëó÷èòü îòâåò ê ïóíêòó à), ñäåë àâ ïåð-
âûå ÷åòûðå ðàçðÿäà íàèáîëüøèìè âîçìîæíûìè. Â ïóíêòå  á)

÷èñëî ñåìèçíà÷íîå, ò.å. åãî öåíò-
ðàëüíàÿ öèôðà äîëæíà áûòü íàè-
áîëüøåé âîçìîæíîé öèôðîé, êî-
òîðàÿ ïîñëå ïåðåâîðà÷èâàíèÿ ïå-
ðåõîäèò â ñåáÿ, – îòñþäà è îòâåò.
2. Íåò, íå ñìîæåò.
Ðàññàäèì äåòåé çà êðóãëûé ñòîë
òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 1.
Ïî óñëîâèþ, ëþáûå äâîå, ñèäÿ-
ùèå ðÿäîì, íå ñìîãóò åñòü îäíó
ïèööó. Íî åñëè çàêàçàòü äâå ïèö-
öû, òî òîãäà îäíà èç íèõ äîñòà-
íåòñÿ òðîèì äåòÿì, à ñðåäè òðåõ
ðåáÿò íàéäóòñÿ äâîå ñèäÿùèõ ðÿ-
äîì äðóã ñ äðóãîì.
3. à) Îòâåò ïîêàçàí íà ðèñóíêå 2.
á) Äîêàæåì, ÷òî ðåøåíèå åäèí-

ñòâåííîå. Åñëè ñóììà äâóõ âåðõíèõ öèôð â 7 ðàç ìåíü øå ñóì-
ìû îñòàëüíûõ öèôð, òî îíà â 8 ðàç ìåíüøå ñóììû âñåõ  öèôð.
Àíàëîãè÷íî, ñóììà äâóõ ëåâûõ öèôð â 6 ðàç ìåíüøå ñó ììû

âñåõ öèôð. Çíà÷èò, ñóììà âñåõ öèôð â
êðóæî÷êàõ äåëèòñÿ è íà 6, è íà 8. Ìè-
íèìàëüíîå òàêîå ÷èñëî – ýòî 24, à ñëå-
äóþùåå ðàâíî 48. Íî ñóììà ïÿòè
öèôð íå ïðåâûøàåò 5 9 45× = , ïîýòîìó
ñóììà âñåõ öèôð ðàâíà 24.
Òîãäà ñóììà äâóõ âåðõíèõ öèôð ðàâíà
24 : 8 3= , à ñóììà äâóõ ëåâûõ ðàâíà
24 : 6 4= . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî öèôðû â
òðåõ êðóæêàõ ñëåâà è ñâåðõó ìîæíî

ðàçìåñòèòü òîëüêî äâóìÿ ñïîñîáàìè, ïîêàçàííûìè íà ð èñóíêå
3. Íî â ïåðâîì ñëó÷àå ñóììà äâóõ îñòàëüíûõ öèôð ðàâ íà 19,

÷òî íåâîçìîæíî, à âî âòîðîì ðàâ-
íà 18, ÷òî âîçìîæíî, òîëüêî åñëè
ýòî äâå äåâÿòêè.
4. Îòâåò ïîêàçàí íà ðèñóíêå 4.
5. 45.
Îòëîæèì ìàíäàðèíû â ñòîðîíó.
Òîãäà îñòàíåòñÿ 90 ôðóêòîâ. Ïî-
ñêîëüêó îáåçüÿíå ìû ñêàðìëèâàåì
íå áîëüøå îäíîãî ìàíäàðèíà, òî
èç ýòèõ 90 ôðóêòîâ êàæäàÿ îáåçü-
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ÊÎÍÊÓÐÑ ÈÌÅÍÈ À. Ï. ÑÀÂÈÍÀ

(ñì. «Êâàíò» ¹ 1)

11. Ïÿòü ñëàãàåìûõ.
Ïîõîäÿò, íàïðèìåð, ñóììû 991 + 991 + 11 + 11 + 11 è  1991 +
+ 11 + 11 + 1 + 1.
Äîêàæåì, ÷òî ìåíüøèì ÷èñëîì ñëàãàåìûõ îáîéòèñü íå ï îëó-
÷èòñÿ. Çàìåòèì, ÷òî èõ ñóììà – 2015 – äåëèòñÿ íà 5,  íî íå
äåëèòñÿ íà 10. Ïóñòü íà 1 îêàí÷èâàþòñÿ n ñëàãàåìûõ, à íà 9
îêàí÷èâàþòñÿ m ñëàãàåìûõ, è ïóñòü n m³  (ñëó÷àé n m£
ðàçáèðàåòñÿ àíàëîãè÷íî). Òîãäà êàæäîìó ñëàãàåìîìó, êîòîðîå
îêàí÷èâàåòñÿ íà 9, ìîæíî ïîäîáðàòü â ïàðó ñëàãàåìîå , îêàí-
÷èâàþùååñÿ íà 1. Âñåãî òàêèõ ïàð áóäåò m, è ñóììà ÷èñåë â
êàæäîé ïàðå áóäåò äå-
ëèòüñÿ íà 10. Ïîýòîìó
ñóììà îñòàâøèõñÿ n – m
÷èñåë, îêàí÷èâàþùèõñÿ
íà 1, äîëæíà äåëèòüñÿ
íà 5, ò.å. èõ áóäåò íå
ìåíüøå ïÿòè. Çíà÷èò, è
âñåãî ÷èñåë íèêàê íå
ìåíüøå ïÿòè.
12. Ðåøåíèå âèäíî èç
ðèñóíêà 5.
13. ( )2192 20! .
Çàêðàñèì êëåòêè, â êîòî-
ðûõ áóäóò ñòîÿòü íå÷åò-
íûå ÷èñëà. Íóæíî çàêðàñèòü 20 êëåòîê, ïðè÷åì â êàæä îì
ñòîëáöå âûñîòû 2 – ðîâíî îäíó êëåòêó.
Çàêðàñèòü ïî îäíîé êëåòêå âî âñåõ 20 ñòîëáöàõ, êðîì å ïåðâî-
ãî, – 192  ñïîñîáîâ. Ïîñëå ýòîãî îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåì,
êàêóþ èç äâóõ êëåòîê íóæíî çàêðàñèòü â ïåðâîì ñòîëá öå,
÷òîáû â ïåðâîé ñòðîêå îáùåå ÷èñëî çàêðàøåííûõ êëåòî ê ñòà-
ëî íå÷åòíûì. Òîãäà è âî âòîðîé ñòðîêå ñòàíåò íå÷åòí îå êîëè-
÷åñòâî çàêðàøåííûõ êëåòîê. Ïîñòàâèòü â çàêðàøåííûå êëåòêè
íå÷åòíûå ÷èñëà ìîæíî 20! ñïîñîáàìè, è â íå çàêðàøåí íûå
êëåòêè ïîñòàâèòü ÷åòíûå ÷èñëà – òîæå 20! ñïîñîáàìè.  Èòîãî

ïîëó÷àåì ( )2192 20!  ñïîñîáîâ.
14. Âîçüìåì íà ïëîñêîñòè äâå ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå, ìåæä ó
êîòîðûìè îêàæóòñÿ âñå êðàñíûå òî÷êè. Íà÷íåì äâèãàòü  ýòè
ïðÿìûå íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó äî òåõ ïîð, ïîêà êàæäàÿ  èç íèõ
íå óïðåòñÿ â êàêóþ-íèáóäü  êðàñíóþ òî÷êó. Ïîëó÷èì ï îëîñó,
íà ãðàíèöå è âíóòðè êîòîðîé ëåæàò âñå êðàñíûå òî÷êè . Èç óñ-
ëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî øèðèíà ýòîé ïîëîñû íå áîëüøå 1 ( òàê êàê
ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ êðàñíûìè òî÷êàìè íå ï ðå-
âîñõîäèò 1). Òåïåðü àíàëîãè÷íî ïîñòðîèì âòîðóþ ïîëî ñó, êî-
òîðàÿ áóäåò ïåðïåíäèêóëÿðíà ïåðâîé. Åå øèðèíà áóäåò  òîæå
íå áîëüøå 1. Âñå êðàñíûå òî÷êè äîëæíû ðàñïîëàãàòüñÿ  âíóò-
ðè êàæäîé èç ýòèõ ïîëîñ – ò.å. âíóòðè èëè íà ãðàíèö å ïðÿìî-
óãîëüíèêà, ïî êîòîðîìó ïåðåñåêàþòñÿ ïîëîñû. Îáå ñòî ðîíû
ýòîãî ïðÿìîóãîëüíèêà íå áîëüøå 1, ïîýòîìó åãî, à çí à÷èò è
âñå êðàñíûå òî÷êè,  ìîæíî íàêðûòü êâàäðàòîì ñî ñòîð îíîé 1.
15. Äà.
Çàíóìåðóåì ìåñòà ãíîìîâ ïîäðÿä ÷èñëàìè îò 0 äî 36. Ïóñòü
òåïåðü ãíîìû ïåðåñÿäóò òàê: åñëè ãíîì ñèäèò íà ìåñò å a, òî
îí ïåðåñàæèâàåòñÿ íà ìåñòî 2 a (èëè 2 a – 37, åñëè 2a îêàæåò-
ñÿ áîëüøå 37). ßñíî, ÷òî ïðè ýòîì íèêàêèå äâà ãíîìà  íå ñÿ-
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ÿíà ñúåñò ïî êðàéíåé ìåðå äâà. Çíà÷èò, ñ÷àñòëèâûõ î áåçüÿí
áóäåò íå áîëüøå 90 : 2 45= . Ïîêàæåì, êàê îñ÷àñòëèâèòü ðîâ-
íî 45 îáåçüÿí:
5 îáåçüÿí ïîëó÷àþò ãðóøó, áàíàí, ìàíäàðèí;
15 îáåçüÿí ïîëó÷àþò ãðóøó, ïåðñèê, ìàíäàðèí;
25 îáåçüÿí ïîëó÷àþò ïåðñèê, áàíàí, ìàíäàðèí.
È åùå ïÿòü ìàíäàðèíîâ îñòàíåòñÿ!
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äóò íà îäíî è òî æå ìåñòî (òóò âàæíî, ÷òî 37 – íå÷å òíîå ÷èñ-
ëî).
Äîêàæåì, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáûìè äâà ãíîìàìè èç ìå-
íèòñÿ. Ïóñòü èçíà÷àëüíî äâà ãíîìà ñèäåëè íà ìåñòàõ a è b,
ïðè÷åì a > b . Òîãäà ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè – ýòî ëèáî a – b ,
ëèáî ( )37 a b- - , ò.å. äàåò òàêîé æå îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà
37, êàê a – b èëè êàê ( )a b- - . Àíàëîãè÷íî, ðàññòîÿíèå ìåæ-
äó íîâûìè ìåñòàìè ãíîìîâ áóäåò äàâàòü òàêîé æå îñòà òîê îò
äåëåíèÿ íà 37, êàê ( )2 a b-  èëè êàê ( )2 a b- - . Åñëè ðàññòîÿ-
íèÿ ñîâïàäàþò, òî èõ ðàçíîñòü äåëèòñÿ íà 37, à çíà÷ èò, ëèáî

( ) ( )( )2 a b a b± - - - , ëèáî  ( ) ( )( )2 a b a b± - + -  äåëèòñÿ íà 37.
Â ïåðâîì ñëó÷àå a – b  äåëèòñÿ íà 37, ÷òî íåâîçìîæíî, ïî-
ñêîëüêó ýòî ÷èñëî ïîëîæèòåëüíî ( a > b ) è ìåíüøå 37. Âòî-
ðîé ñëó÷àé ñâîäèòñÿ ê ïåðâîìó, òàê êàê åñëè ( )3 a b-  äåëèò-
ñÿ íà 37, òî è a – b  äåëèòñÿ íà 37, ïîñêîëüêó 37 âçàèìíî ïðî-
ñòî ñ 3.
Àíàëîãè÷íî ðåøàåòñÿ çàäà÷à äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ãíîìîâ,  íå äå-
ëÿùåãîñÿ íè íà 2, íè íà 3.

ÌÀËÜ×ÈÊÈ, ÄÅÂÎ×ÊÈ, ÒÀÁËÈÖÛ, ÃÐÀÔÛ...

Óïðàæíåíèÿ
1. xy .
Óêàçàíèå.  Êàê è â çàäà÷å 3, ðå÷ü èäåò î ðàçðåçàíèè ïðÿìîó-
ãîëüíèêà x y´  íà ïîëîñêè øèðèíîé 1.
2. xy .
Óêàçàíèå.  Ðå÷ü èäåò î ðàçðåçàíèè ïðÿìîóãîëüíèêà x y´  íà
êâàäðàòû.
3. abc.
Óêàçàíèå . Ðå÷ü èäåò î ðàñïèëèâàíèè ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàë-
ëåëåïèïåäà a b c´ ´  íà ñëîè òîëùèíîé 1.
4. Óêàçàíèå. Ðàññìîòðèì, êàê ìåíÿåòñÿ ìàêñèìóì èç êîëè-
÷åñòâ êàðò êàæäîé ìàñòè. Ñíà÷àëà îí áûë ðàâåí 13, à  â êîíöå
îí 0. Êàæäûé ðàç, êîãäà îí óìåíüøàåòñÿ, Âàñÿ îòãàäû âàåò
ìàñòü.
5. Âñòàíåì ìåæäó 21-é è 22-é ðóáàøêîé, òîãäà ñëåâà è ñïðàâà
áóäåò ïî 21 ðóáàøêå. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èò àòü,
÷òî ñëåâà áåëûõ ðóáàøåê íå áîëüøå, ÷åì ôèîëåòîâûõ. Òîãäà
ñëåâà íå áîëüøå ÷åì 10 áåëûõ ðóáàøåê, à ñïðàâà íå á îëüøå
÷åì 10 ôèîëåòîâûõ (ïîòîìó ÷òî èõ äîëæíî áûòü ñòîëüê î æå,
ñêîëüêî áåëûõ ñëåâà). Ñíèìåì âñå áåëûå ðóáàøêè ñëåâ à è
âñå ôèîëåòîâûå ðóáàøêè ñïðàâà. Ïîñëå ýòîãî âñå îñòà âøèåñÿ
ôèîëåòîâûå ðóáàøêè áóäóò âèñåòü ñëåâà, à âñå îñòàâøèåñÿ áå-
ëûå – ñïðàâà. Åñëè ìû ñíÿëè n < 10 ðóáàøåê êàêîãî-òî öâå-
òà, òî ìîæíî ñíÿòü åùå 10 – n ðóáàøåê ýòîãî öâåòà – âûïîë-
íåíèå æåëàåìîãî óñëîâèÿ îò ýòîãî íå íàðóøèòñÿ.
6. Ñì. ðåøåíèå çàäà÷è 5. Ïåòå íóæíî, ÷òîáû ïîä ëîìàíî é
îêàçàëñÿ ïðÿìîóãîëüíèê âûñîòîé p è øèðèíîé q. À Âàñå –
÷òîáû íàä ëîìàíîé îêàçàëñÿ ïðÿìîóãîëüíèê âûñîòîé 22  – p è
øèðèíîé 22 – q. Ýòè äâà ïðÿìîóãîëüíèêà ïåðåñåêàþòñÿ ðîâíî
ïî îäíîé êëåòî÷êå. Åñëè îíà ïîä ëîìàíîé – èñïîëíèòñ ÿ ïî-
æåëàíèå Ïåòè, èíà÷å – Âàñè.
7. Ðàññìîòðèì ïîëíûé äâóäîëüíûé ãðàô, êîëè÷åñòâî âåðøè í
â äîëÿõ êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ ÷èñëàìè íà äîñêå. Êîãä à Âàñÿ
áóäåò óìåíüøàòü îäíî èç ýòèõ ÷èñåë íà 1, áóäåì âûáð àñûâàòü
èç ñîîòâåòñòâóþùåé äîëè ãðàôà ëþáóþ âåðøèíó âìåñòå ñî
âñåìè âûõîäÿùèìè èç íåå ðåáðàìè. Òîãäà êîëè÷åñòâî ð åáåð â
ãðàôå óìåíüøèòñÿ íà ñòåïåíü ýòîé âåðøèíû, ò.å. íà ê îëè÷å-
ñòâî ðåáåð â äðóãîé äîëå, ÷òî êàê ðàç ðàâíî
÷èñëó, êîòîðîå Âàñÿ çàïèñûâàåò íà áóìàæ-
êó. Çíà÷èò, èñêîìàÿ ñóììà ÷èñåë íà áóìàæ-
êå áóäåò ðàâíà îáùåìó êîëè÷åñòâó âûêèíó-
òûõ ðåáåð, êîòîðîå ðàâíî xy .
8. Óêàçàíèå.  Ëåñòíèöà èç a + b – 1 ñòóïå-
íåê ðàçðåçàåòñÿ íà ïðÿìîóãîëüíèê a b´  è
äâå ëåñòíèöû, â êîòîðûõ a – 1 è b – 1 ñòó-
ïåíåê ñîîòâåòñòâåííî (ðèñ.6).

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ
7. Ýòà çàäà÷à îòëè÷àåòñÿ îò çàäà÷è 1 òåì, ÷òî ê ïîäñ÷ åòó äå-
òåé ïðîòèâîïîëîæíîãî ïîëà äîáàâëÿåòñÿ ïîäñ÷åò äåòåé  ñâîåãî
ïîëà. Íî êîëè÷åñòâà ìàëü÷èêîâ, ñòîÿùèõ ñïðàâà îò ìà ëü÷è-
êîâ, – ýòî 0, 1, 2, …, 9, ïîýòîìó ìàëü÷èêè íàñ÷èòàþ ò 45
ìàëü÷èêîâ. Àíàëîãè÷íî, äåâî÷êè íàñ÷èòàþò 45 äåâî÷åê . Òåì
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Îòâåòû ê óïðàæíåíèÿì
1. Ïîñìîòðèì íà ðàñêðàñêó ðèñóíêà 4 èç ñòàòüè. Çàìåòèì , ÷òî
ëþáîé ïðÿìîóãîëüíèê 1 ´ 4 ñîäåðæèò  ïîðîâíó (ïî 2) ÷åðíûõ
è áåëûõ êëåòîê, íî ïðè äàííîé  ðàñêðàñêå íà äîñêå 5 1 ÷åðíàÿ
êëåòêà è 49 áåëûõ, ò.å. íå ïîðîâíó. Çíà÷èò, ðàçðåçà òü äîñêó
10´ 10 íà òåòðàìèíî 1 ´ 4 íå óäàñòñÿ.
2. Ïðè ðåøåò÷àòîé ðàñêðàñêå äîñêè (ðèñ. 6 èç ñòàòüè) ê àæ-
äûé ïðÿìîóãîëüíèê ñîäåðæèò ÷åòíîå (0 èëè 2) êîëè÷åñ òâî
÷åðíûõ êëåòîê, à èõ íà äîñêå – íå÷åòíîå êîëè÷åñòâî (25),
çíà÷èò, ðàçðåçàòü äîñêó íà ïðÿìîóãîëüíèêè íå óäàñòñ ÿ.
3. Çàìåòèì, ÷òî ïðè âåðòèêàëüíîé ïîëîñàòîé ðàñêðàñêå â  4
öâåòà (ðèñ. 8 èç ñòàòüè)  âåðòèêàëüíîå òåòðàìèíî ñî äåðæèò
êðàòíîå 4 (0 èëè 4) êîëè÷åñòâî êëåòîê êàæäîãî öâåòà , à ãîðè-
çîíòàëüíîå òåòðàìèíî  ñîäåðæèò  ïî îäíîé êëåòêå êàæ äîãî
öâåòà. Íî êàæäîãî öâåòà íà äîñêå ëèáî 20, ëèáî 40 ê ëåòîê, à
çíà÷èò, íà äîñêå áóäåò êðàòíîå 4 êîëè÷åñòâî ãîðèçîí òàëüíûõ
òåòðàìèíî. Àíàëîãè÷íî ðàññìîòðåâ ãîðèçîíòàëüíóþ ïîë îñà-
òóþ ðàñêðàñêó â 4 öâåòà, ìû ñäåëàåì âûâîä î òîì, ÷ò î êîëè-
÷åñòâî âåðòèêàëüíûõ òåòðàìèíî òàêæå êðàòíî 4. Íî òî ãäà â
ñóììå íà äîñêå äîëæíî áûòü êðàòíîå 4 ÷èñëî òåòðàìèí î, ÷òî
íå ìîæåò ðàâíÿòüñÿ íóæíîìó íàì ÷èñëó 25. Îïÿòü òîò æå âû-
âîä – ðàçðåçàòü äîñêó 10 ´ 10 íà ïðÿìîóãîëüíèêè 1 ´ 4 íåëüçÿ.
4. Ïðèìåíèâ «âåðòèêàëüíóþ» ðàñêðàñêó ðèñóíêà 9 èç ñòàò üè,
ïîëó÷èì, ÷òî êàæäîå âåðòèêàëüíîå òåòðàìèíî ñîäåðæèò  äåëÿ-
ùååñÿ íà 4 ÷èñëî ÷åðíûõ êëåòîê (ëèáî 0, ëèáî 4), à êàæäîå
ãîðèçîíòàëüíîå òåòðàìèíî – îäíó ÷åðíóþ êëåòêó. Òàê êàê
âñåãî ÷åðíûõ êëåòîê 16, êîëè÷åñòâî ãîðèçîíòàëüíûõ ò åòðàìè-
íî äåëèòñÿ íà 4. Ïðèìåíèâ àíàëîãè÷íóþ «ãîðèçîíòàëüí óþ»
ðàñêðàñêó, ïîëó÷èì, ÷òî è êîëè÷åñòâî âåðòèêàëüíûõ ò åòðàìè-
íî äåëèòñÿ íà 4. Ïðîòèâîðå÷èå, òàê êàê âñåãî òåòðàì èíî 25
øòóê, è çíà÷èò, äîñêó íåëüçÿ ðàçðåçàòü.

5. Çàìåòèì, ÷òî êàæäûé ïðÿìîóãîëüíèê 1 ´ 4 ñîäåðæèò â ñåáå
íå÷åòíîå (1 èëè 3) êîëè÷åñòâî ÷åðíûõ êëåòîê, à âñåã î èõ íà
äîñêå ïðè äàííîé ðàñêðàñêå ÷åòíîå êîëè÷åñòâî – 32. Çíà÷èò,
è ïðÿìîóãîëüíèêîâ äîëæíî áûòü ÷åòíîå êîëè÷åñòâî, ò. å. íå
ðàâíîå 25. Âûâîä ïðåæíèé – ðàçðåçàòü íåëüçÿ.
Ðåøåíèå çàäà÷è ïðî ðàçðåçàíèå äîñêè 15 ´ 20 íà ôèãóðêè
1 ´ 6
Ïîêðàñèì äîñêó â 6 öâåòîâ ïî äèàãîíàëÿì,  àíàëîãè÷í î ðàñ-
êðàñêå íà ðèñóíêå 2 èç ñòàòüè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàç ðåçàíèå
âîçìîæíî. Òîãäà êàæäàÿ ôèãóðêà 1 6´  áóäåò ñîäåðæàòü ïî
îäíîé êëåòêå êàæäîãî öâåòà. Çíà÷èò, íà äîñêå êëåòîê  âñåõ
öâåòîâ áóäåò ïîðîâíó. Ïîêàæåì, ÷òî ýòî íå òàê.
Îòðåæåì îò íàøåé äîñêè êóñîê 12 20´  êëåòîê. Â ýòîì êóñêå

âñåõ öâåòîâ ïîðîâíó (õîòÿ áû ïîòîìó, ÷òî ýòîò êóñîê  ëåãêî
ðàçðåçàòü íà ôèãóðêè 1 6´ , âåäü îäíà èç ñòîðîí êóñêà äåëèò-
ñÿ íà 6). Îò îñòàâøåéñÿ ÷àñòè 3 20´  îòðåæåì êóñîê 3 18´ ,
â êîòîðîì òîæå âñåõ öâåòîâ ïîðîâíó. Ó íàñ îñòàíåòñÿ  ïðÿìîó-
ãîëüíèê 3 2´ , íî â íåì öâåòîâ áóäåò íå ïîðîâíó! Âåäü ïðè
äèàãîíàëüíîé ðàñêðàñêå â 6 öâåòîâ â òàêîì ïðÿìîóãîë üíèêå
âîîáùå âñòðåòèòñÿ âñåãî 4 ðàçíûõ öâåòà (ïðîâåðüòå!) . Ïîëó-
÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.
Àíàëîãè÷íî ìîæíî ðåøèòü è îáùóþ çàäà÷ó î ðàçðåçàíèè  äîñ-
êè íà îäèíàêîâûå êëåò÷àòûå ïîëîñêè ëþáîé äëèíû (ñäå ëàéòå
ýòî!).
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ñàìûì è ñóììà ÷èñåë ìàëü÷èêîâ, è ñóììà ÷èñåë äåâî÷å ê óâå-
ëè÷èòñÿ íà 45 (ïî ñðàâíåíèþ ñ ïîäñ÷åòîì çàäà÷è 1).
8. Ïðîíóìåðóåì ãèðüêè íà êàæäîé ÷àøå ÷èñëàìè îò 1 äî 100
â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ìàññû. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíó þ
ãèðþ. Êîëè÷åñòâî ãèðåê íà ïðîòèâîïîëîæíîé ÷àøå, êîò îðûå
ëåã÷å íåå, ðàâíî ðàçíîñòè ìàññû ãèðüêè (èçìåðåííîé â ãðàì-
ìàõ) è åå íîìåðà. Ñóììû ìàññ ãèðåê íà ÷àøàõ ðàâíû ( òàê
êàê âåñû â ðàâíîâåñèè) è ñóììû íîìåðîâ ãèðåê ðàâíû (ïîòî-
ìó ÷òî îáå ñóììû ðàâíû 1 + 2 + … + 100), çíà÷èò, ðà âíû è
ðàçíîñòè òàêèõ ñóìì.
9. Ïåðâîå ðåøåíèå.  Ðàññìîòðèì ãðàô, â êîòîðîì âåðøèíû ñî-
îòâåòñòâóþò çàêðàøåííûì êëåòêàì è äâå âåðøèíû ñîåäè íåíû
ðåáðîì, åñëè ýòè äâå êëåòêè ñîñåäíèå. Òîãäà ïðè êàæ äîì äåé-
ñòâèè Ñàøè â ãðàô äîáàâëÿåòñÿ âåðøèíà è, âîçìîæíî, íå-
ñêîëüêî âûõîäÿùèõ èç íåå ðåáåð. Ïðè ýòîì êîëè÷åñòâî  äî-
áàâëÿåìûõ ðåáåð êàê ðàç áóäåò ðàâíî ÷èñëó, çàïèñûâà åìîìó â
êëåòêó. Çíà÷èò, ñóììà ÷èñåë â êëåòêàõ áóäåò ðàâíà ÷ èñëó ðå-
áåð â èòîãîâîì ãðàôå, ò.å. 60.
Âòîðîå ðåøåíèå.  Âñåãî ïàð ñîñåäíèõ êëåòîê 60. Êàæäóþ èç
ýòèõ ïàð ìû ïîñ÷èòàåì ðîâíî îäèí ðàç – êîãäà áóäåì çàêðà-
øèâàòü òó èç äâóõ êëåòîê ïàðû, êîòîðàÿ çàêðàøåíà ïî çæå.
10. Ñóììà îñòàíåòñÿ òîé æå. Ñóììà ÷èñåë â òàáëèöå ðàâí à
êîëè÷åñòâó ïàð ñîñåäíèõ (ïî ñòîðîíå èëè âåðøèíå) êë åòîê,
îäíà èç êîòîðûõ ïóñòàÿ, à â äðóãîé ñòîèò ìèíà.
11. à) 180 10× ; á) 180 100× . Óêàçàíèå:  ðàññìîòðèòå, êàêîé
âêëàä âíîñèò êàæäàÿ ïàðà ñîñåäíèõ ÷èñåë.
12. 960 ðóáëåé.
Âûáåðåì äâîèõ ðåáÿò – Ïåòþ è Âàñþ. Ðàññìîòðèì âåëè÷ èíó h
– ìèíèìóì èç èõ êîëè÷åñòâ êîíôåò. Îäèí èç ýòèõ ìàëü ÷èêîâ
ñ÷èòàåò äðóãîãî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòîò ìè íèìóì ïî-
íèæàåòñÿ. Ñíà÷àëà îí áûë ðàâåí 8, à â êîíöå ñòàë ðà âåí 0.
Çíà÷èò, ïàðà «Ïåòÿ + Âàñÿ» âíåñëà â êàññó 8 ìîíåò. È òàê ñ

êàæäîé ïàðîé, êîòîðûõ âñåãî 
16 15

120
2
×

= , îòêóäà ïîëó÷àåì

îòâåò 120 8 960× = .
13. Îáîçíà÷èì ÷èñëà íà äîñêå 1 2, , , na a aK . Ïðåäñòàâèì ñåáå
ðàçíûå øàðû n öâåòîâ: ïåðâîãî öâåòà 1a  øòóê, âòîðîãî 2a
øòóê, …, ïîñëåäíåãî na  øòóê. Âûïèøåì â òåòðàäè âñåâîç-
ìîæíûå êîìáèíàöèè èç n ðàçíîöâåòíûõ øàðîâ (èõ 1 2 na a aK
øòóê). Êîãäà k-å ÷èñëî íà äîñêå óìåíüøàò íà 1, âûêèíåì øà-
ðèê k-ãî öâåòà è âû÷åðêíåì èç òåòðàäè âñåâîçìîæíûå êîìáè -
íàöèè ñ ýòèì øàðèêîì – êîëè÷åñòâî âû÷åðêíóòûõ êîìáè íà-
öèé êàê ðàç ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ âñåõ ÷èñåë íà äîñêå,  êðîìå
k-ãî, ò.å. ðàâíî ÷èñëó, çàïèñûâàåìîìó íà ëèñòîê. Ê ò îìó ìî-
ìåíòó, êàê âñå ÷èñëà íà äîñêå ñòàíóò íóëÿìè, ìû âûê èíåì
âñå øàðèêè, à çíà÷èò, âû÷åðêíåì âñå êîìáèíàöèè èç ò åòðàäè.
Âñåãî âû÷åðêíóòî 1 2 na a aK  êîìáèíàöèé, ñëåäîâàòåëüíî, êàê
ðàç òàêîâà ñóììà ÷èñåë íà ëèñòêå.
14. ( )3 3N N- .
Îêîëî êàæäîé êó÷è êàìíåé áóäåì ïðåäñòàâëÿòü ñåáå äå ðåâÿí-
íûé êóá ñî ñòîðîíîé k ñì, ãäå k – êîëè÷åñòâî êàìíåé â ýòîé
êó÷å. Òîãäà åñëè êó÷ó èç a + b êàìíåé ðàçäåëèëè íà êó÷è èç
a è b êàìíåé, òî èç ñîîòâåòñòâóþùåãî åé äåðåâÿííîãî êóáà  ñî
ñòîðîíîé ( a + b) ñì ñäåëàëè êóá ñî ñòîðîíîé à ñì è êóá ñî
ñòîðîíîé b ñì. Ïðè ýòîì âûáðîñèëè ( )3 3 3a b a b+ - - =

( ) 33  ñìab a b= +  äðåâåñèíû, ÷òî êàê ðàç â 3 ðàçà áîëüøå çà-
ïèñàííîãî ÷èñëà. Çíà÷èò, èñêîìàÿ ñóììà â 3 ðàçà ìåí üøå êî-
ëè÷åñòâà äðåâåñèíû, âûáðîøåííîãî â ñóììå çà âñå äåé ñòâèÿ,
êîòîðîå ðàâíî ( )3 3 ñìN N- . Îòñþäà ïîëó÷àåì îòâåò.
15. 0.
Áóäåì íàçûâàòü êàìíè èç îäíîé êó÷è çíàêîìûìè , èç ðàçíûõ
– íåçíàêîìûìè . Òîãäà äîõîä Ñèçèôà çà îäíî ïåðåòàñêèâàíèå
ðàâåí èçìåíåíèþ êîëè÷åñòâà ïàð çíàêîìûõ êàìíåé. Òàê  êàê â
êîíå÷íûé ìîìåíò âñå êàìíè îêàçàëèñü â èñõîäíûõ êó÷à õ, òî
îáùåå èçìåíåíèå êîëè÷åñòâà çíàêîìñòâ ðàâíî íóëþ, à çíà÷èò,
è äîõîä Ñèçèôà ðàâåí íóëþ.
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2. 115 ÷; 57 ÷; 38 ÷. Óêàçàíèå. Çäåñü íå òðè çàäà÷è, à îäíà.
Ïåðâîå «óñëîâèå áåãà» îáúåäèíÿåò â åäèíóþ ãðóïïó âñ åõ N
çàéöåâ, âòîðîå óñëîâèå îáúåäèíÿåò çàéöåâ â äâå ïîäã ðóïïû ïî
N /2 çàéöåâ â êàæäîé, òðåòüå – â òðè ïîäãðóïïû ïî N /3 çàé-
öåâ â êàæäîé.
3. 1 2 ìì ìèív = ; 2 6 ìì ìèív = .
4. max 2 20 ì ñB Av v= =  ïðè 0a = , ò.å. â êîíöå äâèæåíèÿ.
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9.  Îïòèìàëüíàÿ òî÷êà Î  ëåæèò íà ðàññòîÿíèè 300 ì îò òî÷êè

1M ; äëèíà ñàìîãî êîðîòêîãî ïóòè ñîñòàâëÿåò 1130 ì.

XXIII ÌÅÆÄÓÍÀÐÎÄÍÀß ÎËÈÌÏÈÀÄÀ
«ÈÍÒÅËËÅÊÒÓÀËÜÍÛÉ ÌÀÐÀÔÎÍ»

Óñòíûé êîìàíäíûé òóð

Ìàòåìàòèêà

1. 33 ãîäà.
Ïóñòü N – ïðîäîëæèòåëüíîñòü æèçíè, k – ñðîê öàðñòâîâàíèÿ
Àëåêñàíäðà Ìàêåäîíñêîãî. Ïî óñëîâèþ,

5
5,

4
9

9.
2

N
k

N
k

-ì = -ïï
í +ï = +
ïî

Ðåøèâ ýòó ñèñòåìó, ïîëó÷àåì îòâåò.
2. Íå ìîæåò.
Ïóñòü à, b, c – ðàçëè÷íûå öèôðû, íå ðàâíûå íóëþ. Ñóùå-
ñòâóþò 6 òðåõçíà÷íûõ ÷èñåë, ñîñòàâëåííûõ èç ýòèõ öè ôð:

abc , acb ,  bac , bca , cab , cba .

Ñëîæèâ èõ, ïîëó÷èì

( ) ( ) ( )200 20 c 2a b c a b a b c× + + + × + + + × + +=

( )2 3 37 a b c= × × × + + .

Ïîñêîëüêó, î÷åâèäíî, a + b + c < 37, ïîëó÷åííàÿ ñóììà äå-
ëèòñÿ íà ïðîñòîå ÷èñëî 37, íî íå äåëèòñÿ íà 237 , òàê ÷òî îíà
íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì êâàäðàòîì.
Åñëè æå îäíà èç öèôð (íàïðèìåð, ñ) ðàâíà íóëþ, òî ñóììà
âñåõ óêàçàííûõ ÷èñåë ðàâíà

(100a + 10b) + (100 a + b) + (100 b + 10a) + (100 b + a) =

= ( )4 53 a b× × +

è òàêæå íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì êâàäðàòîì, ïîñêîëüêó îíà  äåëèò-
ñÿ íà ïðîñòîå ÷èñëî 53 è íå äåëèòñÿ íà åãî êâàäðàò (î÷åâèä-
íî, a + b < 53).
3. –1 èëè 2.
Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî íè îäíî èç äàííûõ ÷èñåë íå ðàâíî

íóëþ, òîãäà ïîëó÷àåì .
b c a a c b a b c

a b ñ
+ - + - + -

= =  Äîáà-

âèâ ê êàæäîé äðîáè ÷èñëî 2, ïîëó÷èì, ÷òî

.
a b c a b c a b c

a b ñ
+ + + + + +

= =

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ëèáî a + b + c = 0, ëèáî a = b = c. Â

ïåðâîì ñëó÷àå 1
a b

ñ
+

= - , à âî âòîðîì 2.
a b

c
+

=
4. Íå ìîæåò.
Òàê êàê ÷èñëî äèàãîíàëåé âûïóêëîãî n-óãîëüíèêà ðàâíî

( )3

2

n n -
, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå 2 – 3 – 4028 0n n = . Ó íåãî íåò
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öåëûõ êîðíåé, â ÷åì ìîæíî óáåäèòüñÿ, íàïðèìåð, âû÷è ñëèâ
åãî äèñêðèìèíàíò. Ìîæíî, âïðî÷åì, çàìåòèòü, ÷òî ïðè  n = 65
÷èñëî 2 3n n-  ðàâíî 4020, à ïðè n = 66 îíî ðàâíî 4159, òàê
÷òî çíà÷åíèå 4028 ïðè öåëûõ çíà÷åíèÿõ n íå äîñòèãàåòñÿ. Íà-
êîíåö, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî ÷èñëî n(n – 3) è ÷èñ-
ëî 4028 ïðè äåëåíèè íà 3 äàþò ðàçíûå îñòàòêè: ïåðâî å èç íèõ
äàåò îñòàòîê 0, åñëè n äåëèòñÿ íà 3, è îñòàòîê 1, åñëè ïðè äå-
ëåíèè íà 3 ÷èñëî n (à çíà÷èò, è ÷èñëî n – 3) äàåò â îñòàòêå 1
èëè 2; à âòîðîå ÷èñëî äàåò îñòàòîê 2.

5. .
2

a b c+ +

Ïðîâåäåì ÷åðåç âåðøèíó À ïðÿìóþ l , ïàðàëëåëüíóþ ñòîðîíå
ÂÑ. Ïóñòü îíà ïåðåñåêàåò áèññåêòðèñû âíåøíèõ óãëîâ ïð è
âåðøèíàõ Â è Ñ â òî÷êàõ K  è L  ñîîòâåòñòâåííî. Òðåóãîëüíèê
KÀÂ  – ðàâíîáåäðåííûé (åãî óãëû ïðè âåðøèíàõ K  è Â ðàâíû
ïîëîâèíå âíåøíåãî óãëà òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ ïðè âåðøèíå Â),
ïîýòîìó ÀK  = ñ. Àíàëîãè÷íî, òðåóãîëüíèê ALC  – ðàâíîáåä-
ðåííûé, ñëåäîâàòåëüíî, AL  = b. Ïîýòîìó ñðåäíÿÿ ëèíèÿ MN
òðàïåöèè KLCB  ðàâíà ïîëóñóììå åå îñíîâàíèé.
6. 21.
Ïóñòü n – êîëè÷åñòâî ó÷åíèêîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ïîëó÷èë
õîòÿ áû îäíó êîíôåòó. Òîãäà ÷èñëî ïîëó÷åííûõ èìè êî íôåò

íå ìåíüøå ÷åì 1 + 2 + … + n = 
( )1

2

n n +
 (èñïîëüçóåì, íàïðè-

ìåð, ôîðìóëó ñóììû n ïåðâûõ ÷ëåíîâ àðèôìåòè÷åñêîé ïðî-
ãðåññèè). Ïðè ýòîì äîëæíî, êîíå÷íî, âûïîëíÿòüñÿ íåð àâåí-

ñòâî 
( )1

200.
2

n n +
³  Òàê êàê 20 – íàèìåíüøåå çíà÷åíèå n,

óäîâëåòâîðÿþùåå ýòîìó íåðàâåíñòâó (ïðè n = 19 îíî åùå íå
óäîâëåòâîðÿåòñÿ), òî íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ó÷åíèêîâ  â
êëàññå ðàâíî 21. Åñëè æå ó÷åíèêîâ 20 èëè ìåíüøå, ìî æíî
òàê ðàçäàòü èì 200 êîíôåò, ÷òî âñå ïîëó÷àò ðàçíîå ÷ èñëî êîí-
ôåò (÷èòàòåëþ ïðåäëàãàåòñÿ óáåäèòüñÿ â ýòîì ñàìîñòî ÿòåëü-
íî).
7. Âîñåìü.
Âñÿêèé ÷åðíûé (áåëûé) ñëîí áüåò íå áîëåå ÷åòûðåõ ÷å ðíûõ
(ñîîòâåòñòâåííî, áåëûõ) êëåòîê, ñòîÿùèõ íà ãðàíèöå øàõìàò-
íîé äîñêè. Âñåãî æå òàêèõ êëåòîê – 14 ÷åðíûõ (è 14 áåëûõ).
Ïîýòîìó òðåõ ÷åðíûõ (è òðåõ áåëûõ) ñëîíîâ íå õâàòèò , ò.å.
ñëîíîâ äîëæíî áûòü íå ìåíåå 8 (ïî 4 êàæäîãî öâåòà).  Åñëè
æå âîñåìü ñëîíîâ ðàññòàâèòü, íàïðèìåð, íà ïîëÿõ d1,  d3, d5,
d7, e1, e3, e5, e7, òî âñå ïîëÿ äîñêè áóäóò ïîä áîå ì.
8. Íåò.
Åñëè ñóùåñòâóåò óêàçàííîå â óñëîâèè ÷èñëî õ, òî è ÷èñëî

( )216 8x x=  – òîæå öåëîå. Íî òîãäà ÷èñëî 
19

3
16

õ
õ

õ
=  – ðàöèî-

íàëüíîå. Âìåñòå ñ íèì ÷èñëî ( )39 3x x  – òîæå ðàöèîíàëüíîå, à

òîãäà è ñàìî ÷èñëî õ =
9

8

õ

õ
 – ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî. Ïóñòü òå-

ïåðü 
p

õ
q

=  – íåñîêðàòèìàÿ äðîáü, ïðè÷åì q > 1. Íî òîãäà è

÷èñëî 
8

8
8

p
õ

q
=  – òîæå íåñîêðàòèìàÿ äðîáü, ò.å. íåöåëîå ÷èñ-

ëî, â ïðîòèâîðå÷èè ñ óñëîâèåì.
9. Âòîðîé èãðîê.
Âûèãðûâàåò âòîðîé èãðîê, ïðèìåíÿÿ «ñèììåòðè÷íóþ ñòð àòå-
ãèþ»: íà êàæäûé õîä ïåðâîãî îí îòâå÷àåò õîäîì, ñèìì åòðè÷-
íûì õîäó ïåðâîãî îòíîñèòåëüíî öåíòðà äîñêè. Âíà÷àëå  – êîã-
äà äîñêà ïóñòàÿ, ñèòóàöèÿ íà äîñêå ñèììåòðè÷íà. Ïåð âûé èã-
ðîê êàæäûì ñâîèì õîäîì íàðóøàåò ñèììåòðèþ, à âòîðîé  åå
âîññòàíàâëèâàåò. Ïîýòîìó ìåñòî äëÿ õîäà âòîðîãî èãð îêà âñå-
ãäà áóäåò – âåäü åñëè ïåðâûé êóäà-òî ïîñòàâèë ñâîþ äîìè-
íîøêó, òî ñèììåòðè÷íîå ìåñòî ïóñòî, è ó âòîðîãî åñò ü, êóäà
õîäèòü.

10. 
2

mn
.

Äîêàæåì, ÷òî äàííûé ÷åòûðåõóãîëüíèê – ðîìá. Ïðåäïîë î-
æèì ÷òî îí íå ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëîãðàììîì, òîãäà îáå åãî äèà-
ãîíàëè (èëè õîòÿ áû îäíà èç íèõ) íå äåëÿòñÿ â òî÷êå  ïåðåñå-
÷åíèÿ ïîïîëàì. Ïóñòü, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, OC > AO,
BD OD³ . Îòëîæèì íà îòðåçêàõ ÎÑ  è ÎÂ  îòðåçêè OA¢ è
OD ¢, ñîîòâåòñòâåííî ðàâíûå îòðåçêàì ÀÎ  è OD . Òðåóãîëü-
íèêè AOD  è A OD¢ ¢ ðàâíû, îäíàêî ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà
ÎÂÑ  áîëüøå ïåðèìåòðà òðåóãîëüíèêà A OD¢ ¢ – ïðîòèâîðå-
÷èå. Èòàê, äàííûé ÷åòûðåõóãîëüíèê – ïàðàëëåëîãðàìì,  íî
òîãäà èç ðàâåíñòâà ïåðèìåòðîâ, íàïðèìåð, òðåóãîëüíè êîâ
ÀÎÂ  è ÂÎÑ  ñëåäóåò, ÷òî ÀÂ = ÂÑ. Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ABCD
– ðîìá, íî åãî ïëîùàäü ðàâíà ïîëîâèíå ïðîèçâåäåíèÿ åãî äè-
àãîíàëåé.

Ôèçèêà

1. 
ctgR

n
r

aé ù= ê úë û
. 2. 1 3ã

â 1 2

10,5
V V
V V

-r
= =

r -
.

3. âpD = r ( )g H h- .

4. Ñòåðæåíü áóäåò âðàùàòüñÿ â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè
âîêðóã ñâîåãî öåíòðà ìàññ, à ñàì öåíòð ìàññ áóäåò ä âèãàòüñÿ
â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè ïî ïàðàáîëå.
5. Èçìåðèì âûñîòó h ïîäúåìà
ñòðóè è ïî ôîðìóëå 2v gh=
îöåíèì ñêîðîñòü ñòðóè.

6. ø
r

Q q
R

= - .  7. CDU = 4,17 Â.

8. Íà 2/5 ñâîåé äëèíû.

9. 
3

75 ñì
2

L F= = ; âõ

âûõ

1
4

W
W

= .

10. Ñì. ðèñ.7.

Ïèñüìåííûé èíäèâèäóàëüíûé òóð

Ìàòåìàòèêà

1. Ñóùåñòâóåò.
Ïîñêîëüêó, î÷åâèäíî, ïîñëåäíèå n öèôð ÷èñëà ( )3

10 1n -  –
äåâÿòêè1, ïîëó÷àåì îòâåò.
2. 2.
Ïî óñëîâèþ,

( ) ( )
2 2

2 2 2 2

1 1 2 2 2
1 11 1 1 1

õ ó
õó õóõ ó õ ó

+ +
+ = Û =

+ ++ + + +
,

îòêóäà ïîëó÷èì, ÷òî ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 22 1 2 1 1x y xy x y+ + + = + + .
Ïðåîáðàçîâàâ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî, ïðèõîäèì ê ñîîòíî øåíèþ

( ) ( )2 1 0x y xy- - = . Òàê êàê, ïî óñëîâèþ, ,õ ó¹  ïîëó÷àåì,

÷òî õó = 1. Ïîäñòàâèâ â äàííîå â óñëîâèè âûðàæåíèå 
1
õ

 âìå-
ñòî ó, ïîëó÷èì îòâåò.
3. à) Ìîæíî; á) íåëüçÿ.
à) Äàííàÿ àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ ñîñòîèò, î÷åâèä íî, èç
âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, äàþùèõ ïðè äåëåíèè íà 23 îñ òàòîê
2. Ïîñêîëüêó ÷èñëî 24 äàåò ïðè äåëåíèè íà 23 îñòàòî ê 1, à
äëÿ íàõîæäåíèÿ îñòàòêà ïðè äåëåíèè ïðîèçâåäåíèÿ íàò óðàëü-
íûõ ÷èñåë íà íåêîòîðîå ÷èñëî íàäî ïåðåìíîæèòü îñòàò êè ïðè
äåëåíèè ñîìíîæèòåëåé íà ýòî ÷èñëî, âñå ÷ëåíû áåñêîí å÷íîé
ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè 2 24n

nu = ×  äàþò ïðè äåëåíèè íà
23 îñòàòîê 2 è ïîýòîìó ïðèíàäëåæàò äàííîé àðèôìåòè÷ åñêîé
ïðîãðåññèè.
á) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îòâåò ïîëîæèòåëüíûé – èçâëå÷ü ã åîìåò-
ðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ ìîæíî. Ïóñòü 1 3à+ , 1 3b+ ,
1 3ñ+  – òðè ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷ëåíà ýòîé ãåîìåòðè÷åñêîé

Ðèñ. 7

1 Äåéñòâèòåëüíî, ( )3 3 210 1 10 3 10 3 10 1n n n n- = - × + × - , îòêóäà
âèäíî, ÷òî ó ñóììû ïåðâûõ òðåõ ñëàãàåìûõ n íóëåé â êîíöå
äåñÿòè÷íîé çàïèñè.
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ïðîãðåññèè, ïðè÷åì a < b < c. Òîãäà (ïî ñâîéñòâó ÷ëåíîâ ãåî-

ìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè) ( )( ) ( )2
1 3 1 3 1 3a ñ b+ + = + , îòêó-

äà ïîñëå ïðîñòûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì, ÷òî 2a c b+ - =

( )2 3b ac= - . Ïîñêîëüêó 3  – èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî, à
÷èñëà à, b è ñ – íàòóðàëüíûå, ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âîçìîæíî,
òîëüêî åñëè

2 2

2 0, 2 ,

0 ,

a c b à ñ b

b àñ ac b

+ - = + =ì ìï ï
Ûí í

- = =ï ïî î
îòêóäà ïîëó÷èì à = b = c, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó ýòèõ ÷è-
ñåë.
4. Íåëüçÿ.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî öåíòð Î  êðóãà ðàäèóñà 1, îïèñàííîãî îêî-
ëî òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ ñ åäèíè÷íîé ïëîùàäüþ, íàõîäèòñÿ âíå
ýòîãî òðåóãîëüíèêà. Òîãäà íàéäåòñÿ åãî ñòîðîíà (ïóñ òü ýòî áó-
äåò ñòîðîíà ÂÑ) òàêàÿ, ÷òî òî÷êè À è Î  ëåæàò ïî ðàçíûå ñòî-
ðîíû îò ïðÿìîé ÂÑ. Â ýòîì ñëó÷àå, î÷åâèäíî, ÂÑ < 2 (ñòîðî-
íà ìåíüøå äèàìåòðà êðóãà), à âûñîòà òðåóãîëüíèêà, î ïóùåí-
íàÿ èç âåðøèíû À, ìåíüøå 1 (ðàäèóñà êðóãà). Ïîýòîìó ïëî-

ùàäü òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ îêàçûâàåòñÿ ìåíüøå ÷åì 
1

2 1 1
2

× × =,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó òðåóãîëüíèêà. Èòàê, åñëè ïë îùàäü
òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ ðàâíà 1, òî òî÷êà Î  íàõîäèòñÿ âíóòðè èëè
íà ãðàíèöå òðåóãîëüíèêà. Ïîýòîìó òðè òàêèõ òðåóãîëü íèêà
ïîìåñòèòü â äàííûé êðóã áåç ïåðåñå÷åíèé íåëüçÿ.
5. õ = ó = 2.
Ïîñêîëüêó õ = ó = 1 íå äàþò ðåøåíèÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ,
èìååì

2,

2.

õ

ó

³ì
í

³î
Ïðàâàÿ ÷àñòü äàííîãî óðàâíåíèÿ äàåò ïðè äåëåíèè íà 3 îñòà-
òîê 2; ïåðâîå ñëàãàåìîå ëåâîé ÷àñòè – îñòàòîê 0, à âòîðîå ñëà-
ãàåìîå – ïðè ÷åòíûõ ó äàåò îñòàòîê 1, à ïðè íå÷åòíûõ – îñòà-
òîê 2, ïðè ýòîì âòîðîå ñëàãàåìîå âû÷èòàåòñÿ. 2 Ïîýòîìó äàí-
íîå óðàâíåíèå ìîæåò ñîáëþäàòüñÿ ëèøü ïðè ÷åòíûõ çíà ÷åíè-
ÿõ ó.
Àíàëîãè÷íîå ðàññóæäåíèå (ñ äåëèìîñòüþ íà 4) ïîêàçûâ àåò,
÷òî õ òîæå äîëæåí áûòü ÷åòíûì ÷èñëîì.
Èòàê,

2 ,

2 ,

õ k

y l

=ì
í

=î

ãäå k è l  – öåëûå ÷èñëà. Ïîñòàâèâ ýòè çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ
â äàííîå óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì

( )( )2 23 2 5 3 2 3 2 5k l k l k l- = Û - + = .

Ïîñêîëüêó 5 – ïðîñòîå ÷èñëî, âòîðîé ñîìíîæèòåëü ëåâ îé ÷àñ-
òè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà, î÷åâèäíî, ïîëîæèòåëåí, à ï åðâûé
ñîìíîæèòåëü ìåíüøå âòîðîãî, ÷èñëî 5 ìîæåò áûòü ðàçë îæåíî
â óêàçàííîå ïðîèçâåäåíèå öåëûõ ñîìíîæèòåëåé åäèíñòâ åííûì
îáðàçîì:

3 2 1,

3 2 5.

k l

k l

ì - =ï
í

+ =ïî
Ïî÷ëåííî ñëîæèâ óðàâíåíèÿ ñèñòåìû, à çàòåì ïî÷ëåííî  âû÷-
òÿ èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû ïåðâîå, ïîëó÷àåì

3 3,

2 2,

k

l

ì =ï
í

=ïî

îòêóäà íàõîäèì, ÷òî k = l  = 1.

6. 
2 sin

2
à a

.

Ïóñòü K  – òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ ÑÅ è ÀÂ. Òîãäà AF –
ìåäèàíà â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå KBF  (òàê êàê ÀÅ –
ñðåäíÿÿ ëèíèÿ â òðåóãîëüíèêå KÂÑ ). Ïîýòîìó AF = AB = a.
Çíà÷èò,

21 sin
sin

2 2ABF
à

S ÀÂ AF BAF
a

= × × Ð = .

7. à) 1; á) 1; â) 5; ã) 40.
Ðåøèì çàäà÷ó â îáùåì âèäå. Âûïèøåì ñîîòíîøåíèÿ äëÿ n + 1
÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íà÷èíàÿ ñ 1x :

1 0

2 1

1

1 ,

1 ,

1 .n n

õ õ

õ õ

õ x+

= +

= +

= +

KKKKK

Âîçâåäåì âñå ýòè ðàâåíñòâà â êâàäðàò:
2 2
1 0 0

2 2
2 1 1

2 2
1

2 1,

2 1,

2 1,n n n

x x x

x x x

x x x+

= + +

= + +

= + +

KKKKKKK

à çàòåì ïî÷ëåííî ñëîæèì. Ïîëó÷èì

( )2
1 1 22 1n nx x x x n+ = + + + + +K ,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

( )2
1

1 2
1

2
n

n
x n

x x x + - +
+ + + =K ,

ïîýòîìó
( ) ( )2 2

1
1 2

1 1

2 2
n

n

x n a n
x x x

+ - + - +
+ + + = ³K ,

ãäå 2a  – áëèæàéøèé ê ÷èñëó ( n + 1) ïîëíûé êâàäðàò, ïðè-
÷åì òîé æå ÷åòíîñòè, ÷òî è ÷èñëî ( n + 1).
Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî â ïîëó÷åííîì íåðàâåíñòâå äîñ òèãàåòñÿ
ðàâåíñòâî, ò.å. ÷òî ñóùåñòâóåò óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëî âèþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, äëÿ êîòîðîé 1nx a+ = .
Â ñëó÷àå à):

2
6

1 2 5

6 4 6
1.

2 2

õ
õ õ õ

- -
+ + + = ³ =K

Ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 0 0x = ,

1 1x = - , 2 0x = , 3 1x = - , 4 0x = , 5 1x = , 6 2x = .
Â ñëó÷àå á): 0 0x = , 1 1x = - , 2 0x = , 3 1x = - , 4 0x = ,

5 1x = , 6 2x = , 7 3x = .
Â ñëó÷àå â):

2

1 2 2014

2015 2025 2015
5

2 2

à
õ õ õ

- -
+ + + ³ = =K ,

ïîñêîëüêó áëèæàéøèé ê ÷èñëó 2015 íå÷åòíûé êâàäðàò –  ýòî
245  = 2025. Ïðèìåð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óäîáíî íà÷èíàòü

ñòðîèòü «ñ êîíöà»: 2015 45x = , 2014 44x = ,…, 1971 1x = ,

1970 0x = , à äàëåå íà ìåñòàõ ñ íå÷åòíûìè íîìåðàìè k ñòàâèì
1kx = - , à ïðè ÷åòíûõ çíà÷åíèÿõ k ñòàâèì 0kx = . (Ñðàâíèòå

ñ ïðèìåðàìè, ïîñòðîåííûìè â ïðåäûäóùèõ ñëó÷àÿõ.)
Â ñëó÷àå ã): áëèæàéøèé ê 2016 ÷åòíûé êâàäðàò – ÷èñëî 244 =
= 1936, è ìû ñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, äëÿ êîòîðîé 2016-é
÷ëåí ðàâåí 44:

2016 44x = , 2015 43x = , …, 1973 1x = , 1972 0x = ,

à äàëüøå, êàê è â ïðåäûäóùèõ ïóíêòàõ, 1kx = -  ïðè íå÷åò-
íûõ çíà÷åíèÿõ k è 0kx =  ïðè ÷åòíûõ.
Çàìå÷àíèå . Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè
ëþáîì n ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 0 0x = , 1x , 2x , …

2 Ïðè äåëåíèè íà 3 îñòàòîê 2 äàþò òå æå ÷èñëà, ÷òî è îñòàòîê
(–1): íàïðèìåð, îäíîâðåìåííî è 2 = 3 1 1× - , è  2 = 0 3 2× + ,
òàê ÷òî ìîæíî ñ÷èòàòü îñòàòêîì ïðè äåëåíèè ÷èñëà 2 íà ÷èñ-
ëî 3 è (–1), è 2.
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..., nx , 1nx +  òàêàÿ, ÷òî

( )2

1 2

1

2n

a n
õ õ õ

- +
+ + + =K ,

ãäå 2a  – áëèæàéøèé ê ÷èñëó n + 1 ïîëíûé êâàäðàò, èìåþ-
ùèé òó æå ÷åòíîñòü, ÷òî è ñàìî ÷èñëî n + 1.

Ôèçèêà

1. Ðàññìîòðèì ñêîëüæåíèå ñòåðæíÿ âäîëü ãëàäêîé ñòåíû è
ãëàäêîãî ïîëà (ðèñ.8). Ïîíÿòíî, ÷òî ïðè òàêîì äâèæå íèè

öåíòð ìàññ ñòåðæíÿ äâèæåòñÿ ïî
îêðóæíîñòè ðàäèóñîì L . Ðàññòà-
âèì âñå ñèëû è óêàæåì ñêîðîñòü
öåíòðà ìàññ ñòåðæíÿ v. Ïðè ðàñ-
ñìîòðåíèè çàêîíà ñîõðàíåíèÿ
ýíåðãèè ñëåäóåò ó÷åñòü êèíåòè-
÷åñêóþ ýíåðãèþ íå òîëüêî ïîñòó-
ïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ öåíòðà

ìàññ ñòåðæíÿ 21
2

Mv , íî è âðà-

ùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ñòåðæíÿ

21
2

I w , ãäå 21
3

I ML=  – ìîìåíò

èíåðöèè ñòåðæíÿ îòíîñèòåëüíî
öåíòðà ìàññ è w  – ìãíîâåííàÿ
óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ ñòåð-

æíÿ. Ïîíÿòíî, ÷òî v L= w . Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè èìååò
âèä

2 2

cos
2 2

Mv I
MgL MgL

w
= + + a ,

îòêóäà ñëåäóåò

( )2 3
1 cos

2
g
L

w = - a .

Òåïåðü íàéäåì ñèëó ðåàêöèè îïîðû ñòåíû:

( )cosx
B x

d Ldv
N Ma M M

dt dt

w a
= = = =

= cos sin
d d

ML
dt dt
w aæ öa - w a =ç ÷

è ø
2cos sin

d
ML

dt
wæ öa - w aç ÷

è ø
.

Ïðîèçâîäíóþ 
d
dt
w

 íàéäåì, ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ âûðàæåíèå

çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè:

3
2 sin

2
d g d
dt L dt
w a

w = a × , îòêóäà 
3

sin
4

d g
dt L
w

= a .

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì

( )3
sin 3cos 2

4BN Mg= a a - .

Îòðûâ ïðîèñõîäèò ïðè óñëîâèè 
2

cos
3

a = . Â ìîìåíò îòðûâà

ñêîðîñòü íèæíåãî êîíöà ñòåðæíÿ ðàâíà 
3

2xv v= , ñêîðîñòü

âåðõíåãî êîíöà ñòåðæíÿ ðàâíà 
1
2yv v= , ãäå 

2
Lg

v = .

2. Çà ìàëûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè tD  ïîðøåíü, äâèæóùèéñÿ
ñî ñêîðîñòüþ u, îïóñêàåòñÿ íà ðàññòîÿíèå u tD  è âûäàâëèâàåò
ïàñòó îáúåìîì v tSD , ãäå 2S r= p . Ïðè ýòîì ïëîùàäü ïÿòíà
íà ïîâåðõíîñòè óâåëè÷èâàåòñÿ íà 2S R RD = p D , ãäå

R v tD = D , à îáúåì ïàñòû íà ïîâåðõíîñòè óâåëè÷èâàåòñÿ íà
ShD . Îáúåì, âûòåñíåííûé èç öèëèíäðà çà âðåìÿ tD , ðàâåí

óâåëè÷åíèþ îáúåìà ïÿòíà íà ñòîëå çà òî æå ñàìîå âðå ìÿ:
2 2u t r Rv thD p = p D ,

îòêóäà ïîëó÷àåì
2

2 ñì ñ
2
ur

v
Rh

= = .

3. Ïî óñëîâèþ çàäà÷è, â ñèëó íå ãåðìåòè÷íîñòè ïîìåùåí èÿ,
ïðîöåññ èçîáàðíûé. Âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ âîçäóõà â êîì íàòå
ðàâíà

0
5 5
2 2VU C T RT p V= n = n × = ,

ò.å. çàâèñèò îò òåìïåðàòóðû. Çíà÷èò, âíóòðåííÿÿ ýíå ðãèÿ âîç-
äóõà â êîìíàòå íå ìåíÿåòñÿ. Òåïåðü íàéäåì ðàáîòó ãà çà. Çà-
ïèøåì óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ äëÿ âîçäóõà â êîìíàòå ïîñ ëå ïðî-
ãðåâà:

0 2 2p V RT= n

è äëÿ òîãî æå êîëè÷åñòâà âîçäóõà â êîìíàòå â íà÷àëü íûé ìî-
ìåíò:

( )0 2 1p V V RT- D = n ,

ãäå VD  – îáúåì ãàçà, âûøåäøåãî íà óëèöó. Ðàáîòà ñîâåðøà-
åòñÿ ïðè ïîñòîÿííîì äàâëåíèè, ïîýòîìó

0A p V= D .

Îòñþäà ïîëó÷àåì

1
0

2

1 1 ÌÄæ
T

A p V
T

æ ö
= - =ç ÷

è ø
.

4. Ïðåæäå âñåãî íàéäåì ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ ìåæäó òî÷ êàìè
1 è 2 ýëåêòðè÷åñêîé ñõåìû ïðè ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèÿõ R è
r â îòñóòñòâèå äèîäà. Ïóñòü íà ñõåìó ïîäàíî ïîñòîÿíí îå íà-
ïðÿæåíèå U  è ïðè ýòîì ïîòåíöèàë ìèíóñîâîé êëåììû ðàâåí
íóëþ. Òîãäà ïîòåíöèàë òî÷êè 1 íàéäåì èç ðàññìîòðåíèÿ îáõî-
äà ïî âåðõíåé ÷àñòè ýëåêòðè÷åñêîé öåïè:

1
Ur

R r
j =

+
.

Ïîòåíöèàë òî÷êè 2 ïîëó÷èì àíàëîãè÷íî, ïðîéäÿ ïî íèæíåé
÷àñòè öåïè:

2
UR
R r

j =
+

.

Â îáëàñòè çíà÷åíèé r < R  ïîòåíöèàë òî÷êè 1 ìåíüøå ïîòåíöè-
àëà òî÷êè 2. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëå âêëþ÷åíèÿ äèîäà òîê ÷å-

ðåç äèîä íå ïîòå÷åò, è ñîïðîòèâëåíèå öåïè áóäåò ðàâ íî

îáù 2
R r

R
+

= .

Ïðè r > R  ïîòåíöèàë òî÷êè 1 âûøå ïî-
òåíöèàëà òî÷êè 2, ïîýòîìó òîê ÷åðåç äèîä
ïîòå÷åò è ñîïðîòèâëåíèå öåïè áóäåò ðàâíî

îáù
2Rr

R
R r

=
+

.

Ãðàôèê èñêîìîé çàâèñèìîñòè ïðèâåäåí íà
ðèñóíêå 9.
5. Òðàåêòîðèÿ ãðóçà ñîñòîèò èç äóãè îê-
ðóæíîñòè, ïîêà íèòü íàòÿíóòà, è ïàðàáî-
ëû, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ãâîçäü è ïðîäîëæà-
þùåé äóãó ïî êàñàòåëüíîé ê íåé, êîãäà
íèòü íå íàòÿíóòà (ðèñ.10). Â òî÷êå ïåðå-
õîäà ê ïàðàáîëå íàòÿæåíèå íèòè îáðàùà-

Ðèñ. 9

Ðèñ. 10

Ðèñ. 8
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åòñÿ â íîëü. Èç âòîðîãî çàêîíà Íüþòîíà äëÿ âðàùàòåë üíîãî
äâèæåíèÿ

2

sin
mu

mg
L

= a ,

ãäå a  – óãîë, îáðàçóåìûé íèòüþ ñ ãîðèçîíòàëüþ, íàõîäèì
2 sinu Lg= a .

Óñëîâèÿ ïîïàäàíèÿ â ãâîçäü èìåþò âèä

cos sinL u ta = a × , 
2

sin cos
2

gt
L u ta = - a × .

Îòñþäà íàéäåì
2 1

sin
3

a = .

Èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè (èëè èç êèíåìàòèêè) ïî ëó÷èì
2 2 2 sinv u Lg= + a , èëè 2 3 sinv Lg= a ,

îòêóäà

3 sin 3 4,2 ì ñv Lg Lg= a = = .

6. Êàê âèäíî èç ðèñóíêà 11, òåíü îáðàçóåòñÿ êàê â ðåç óëüòàòå
ïåðåêðûòèÿ êðóãîì ïàäàþùåãî ïó÷êà I, îãðàíè÷åííîãî êðàé-
íèìè ëó÷àìè 1 è 2, òàê è ïåðåêðûòèÿ êðóãîì îòðàæåíí îãî

ïó÷êà II, îãðàíè÷åííîãî ëó÷àìè 2¢ è 3¢. Ïîñêîëüêó ïðè ïà-
äåíèè ëþáîãî ëó÷à íà çåðêàëî óãîë ïàäåíèÿ a  ðàâåí óãëó îò-
ðàæåíèÿ ¢a , òî ïëîùàäè ïàäàþùèõ è îòðàæåííûõ ïó÷êîâ
ðàâíû. Ñëåäîâàòåëüíî, íà ýêðàíå òåíü îò êðóãà áóäåò  íàáëþ-
äàòüñÿ â âèäå äâóõ ñîïðèêàñàþùèõñÿ êðóãîâ òîãî æå ð àäèóñà.
Òàêèì îáðàçîì, ïëîùàäü òåíè ðàâíà

2 22 628 ñìS r= p = .

7. Ïðîòîí, ïðîøåäøèé ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ U , ïðèîáðåòàåò

ñêîðîñòü 
2qU

v
m

= . Ïðè ïîïàäàíèè â îáëàñòü ìàãíèòíîãî

ïîëÿ ïðîòîí íà÷èíàåò äâèãàòüñÿ ïî äóãå
îêðóæíîñòè, ðàäèóñ êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ
ñèëîé Ëîðåíöà:

2mv
qvB

R
= , îòêóäà 2

2mv mU
R

qB qB
= = ,

è âåðøèíà êîòîðîé ëåæèò íà ãðàíèöå îáëà-
ñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ (ðèñ.12). Óãîë îòêëî-
íåíèÿ âåêòîðà ñêîðîñòè ðàâåí öåíòðàëüíî-
ìó óãëó ïîâîðîòà ðàäèóñà îêðóæíîñòè:

sin 0,5
2

d q
dB

R mU
a = = = , 30a = ° .

Ñìåùåíèå ïðîòîíà ðàâíî

( ) ( )2

2
1 cos 1 cos 2,6 ñì

mU
l R

qB
= - a = - a = .

Èñòîðèÿ íàó÷íûõ èäåé è îòêðûòèé

Ìàòåìàòèêà

1. Óòâåðæäåíèå.  Ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ïðîñòûõ ÷è-
ñåë.

Äîêàçàòåëüñòâî.  Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïðîñòûõ ÷èñåë êî-
íå÷íîå ÷èñëî. Çàíóìåðóåì èõ â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ: 1p ,

2p , …, np . Ðàññìîòðèì ÷èñëî 1 2... 1nN p p p= + . Ýòî ÷èñëî,
âî-ïåðâûõ, íå äåëèòñÿ, î÷åâèäíî, íè íà îäíî èç âûïè ñàííûõ
(ïî ïðåäïîëîæåíèþ – âñåõ!) ïðîñòûõ ÷èñåë, à âî-âòîð ûõ,
áîëüøå êàæäîãî èç íèõ. Íî òîãäà îíî èëè òîæå ÿâëÿåò ñÿ ïðî-
ñòûì èëè äåëèòñÿ íà íå «ó÷òåííîå» èëè ïðîñòîå ÷èñëî . Â ëþ-
áîì ñëó÷àå, ïîëó÷åíî åùå îäíî ÷èñëî, êîòîðîå äîëæíî  áûëî
áûòü â ñïèñêå. Ïðîòèâîðå÷èå.
2. Ïóñòü òî÷êà Ì ( õ; 2x ) – ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ãðàôèêà ôóí-
êöèè ó = 2x . Áóäåì èñêàòü òàêóþ òî÷êó F(0; à) è òàêóþ ïðÿ-
ìóþ ó = – à (ãäå à > 0), ÷òî ðàññòîÿíèå MF  ðàâíî ðàññòîÿ-
íèþ îò òî÷êè Ì  äî óêàçàííîé ïðÿìîé. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó
ðàññòîÿíèÿ ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè ïëîñêîñòè, 3 ïîëó÷èì, ÷òî

MF  = ( )22 2õ õ à+ - , ïîýòîìó äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî

( )22 2 2õ õ à õ à+ - = + Û

2 4 2 2 4 2 22 2õ õ àõ à õ àõ à+ - + = + + Û ( )2 1 4 0õ à- = .

Ïîñêîëüêó âñå ýòè ðàâåíñòâà äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ïðè âñåõ

çíà÷åíèÿõ õ, ïîëó÷àåì 1 – 4 à = 0, îòêóäà 
1
4

à = .4 Èòàê, ãðà-

ôèê ôóíêöèè ó = 2x  – ïàðàáîëà ñ òî÷êè çðåíèÿ äðåâíèõ.
3. Íå ìîæåò.
Âûïèøåì îñòàòêè îò äåëåíèÿ ïåðâûõ ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è í à 7:
1, 1, 2, 3, 5, 1, 6, 1, 0, … Äàëüøå, êàê ëåãêî ïðîâ åðèòü, îñ-
òàòêè ïîâòîðÿþòñÿ ñ ïåðèîäîì 16, à íóëè – ñ ïåðèîäî ì 8, òàê
÷òî

êàæäîå âîñüìîå ÷èñëî Ôèáîíà÷÷è äåëèòñÿ íà 7 .
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âûïèñûâàÿ îñòàòêè îò äåëåíèÿ ïåðâ ûõ ÷è-
ñåë Ôèáîíà÷÷è íà 3, ïîëó÷èì: 1, 1, 2, 0, 2, 2, 1, 0 , 1, 1, … ,
ò.å.

êàæäîå ÷åòâåðòîå ÷èñëî Ôèáîíà÷÷è äåëèòñÿ íà 3 .

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ÷èñëî Ôèáîíà÷÷è äåëèòñÿ íà 7, ò î îíî
äåëèòñÿ è íà 3, ò.å. íå ìîæåò áûòü ñòåïåíüþ ñåìåðêè .
4. Íå ñóùåñòâóåò.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêîé ìíîãîãðàííèê ñóùåñòâóåò. Êàæ äàÿ
åãî ãðàíü ñîäåðæèò ðîâíî 6 ðåáåð, ïîýòîìó ñóììàðíîå  êîëè-
÷åñòâî ðåáåð ðàâíî 6 Ð. Ïðè ýòîì êàæäîå ðåáðî ïîñ÷èòàíî
äâàæäû è ïîýòîìó

6
3 .

2
Ã

Ð Ã= =                            ( * )

Ïóñòü òåïåðü 1k , 2k , …, nk  – êîëè÷åñòâà ðåáåð, âûõîäÿùèõ
èç âñåõ n âåðøèí ìíîãîãðàííèêà (î÷åâèäíî, 3ik ³  ïðè âñåõ
i  = 1, 2, …, n). Ñíîâà ïîäñ÷èòàåì ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî ðå-
áåð. Â ñóììå 1k  + 2k  + … + nk  êàæäîå ðåáðî ñíîâà ïîäñ÷è-
òàíî äâàæäû, ïîýòîìó 2 Ð = 1k  + 2k  + … + nk ³ 3Â, à â ñèëó
( * ) ïîëó÷àåì, ÷òî 6 3Ã Â³ , ò.å. 2Ã Â³ . Äàëåå, ïî òåîðåìå
Ýéëåðà, Â + Ã = 2 + Ð = 2 + 3 Ã, ò.å. Â = 2 + 2 2Ã ³  + Â –
ïðîòèâîðå÷èå.
5. Ïóñòü ð – ïðîèçâîëüíîå ïðîñòîå ÷èñëî. Ïî òåîðåìå Ãàóññà,
ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî g è íàòóðàëüíûå ÷èñëà k
è l , ÷òî ÷èñëà 2kg -  è 3lg -  äåëÿòñÿ íà ð. Åñëè k = 2m –
÷åòíî, òî, ïîëàãàÿ õ = mg , ïîëó÷èì, ÷òî 2 2x -  äåëèòñÿ íà ð.
Àíàëîãè÷íî ïðè ÷åòíîì l  = 2n ÷èñëî 2 3x - , ãäå nx g= , äå-
ëèòñÿ íà ð. Íàêîíåö, åñëè îáà ÷èñëà k è l  íå÷åòíû, òî ÷èñëî

k l k lg g g += , î÷åâèäíî, äàåò îñòàòîê 6 ïðè äåëåíèè íà ð, ïðè
ýòîì ïîêàçàòåëü k + l  = 2s ÷åòåí, ïîýòîìó ïðè õ = sg  ÷èñëî

2 6x -  äåëèòñÿ íà ð.

Ðèñ. 11

Ðèñ. 12

3 ( ) ( )2 2
M N M NMN x x y y= - + - .

4 Òî÷êó F íàçûâàþò ôîêóñîì , à óêàçàííóþ ïðÿìóþ – äèðåêò-
ðèñîé  ïàðàáîëû.
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Ôèçèêà

1. à) Äæîí Óèëüÿì Ñòðåòò, ëîðä Ðýëåé. á) Äèñê Ðýëåÿ –
ïðèáîð äëÿ èçìåðåíèÿ êîëåáàòåëüíîé ñêîðîñòè ÷àñòèö â çâó-
êîâîé âîëíå è ñèëû çâóêà. Êðèòåðèé Ðýëåÿ – óñëîâèå,  ñîãëàñ-
íî êîòîðîìó èçîáðàæåíèå äâóõ áëèçëåæàùèõ òî÷åê ìîæí î âè-
äåòü ðàçäåëüíî, åñëè ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè äèôð àêöè-
îííûõ ïÿòåí êàæäîãî èç èçîáðàæåíèé íå ìåíüøå ðàäèóñ à ïåð-
âîãî òåìíîãî äèôðàêöèîííîãî êîëüöà. ×èñëî Ðýëåÿ – ì îäåëü-
íîå áåçðàçìåðíîå ÷èñëî, îïðåäåëÿþùåå ïîâåäåíèå æèäê îñòè
ïîä âîçäåéñòâèåì ãðàäèåíòà òåìïåðàòóðû; åñëè ÷èñëî Ðýëåÿ
áîëüøå íåêîòîðîãî êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ, ðàâíîâåñèå  æèä-
êîñòè ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷èâûì è âîçíèêàþò êîíâåêòèâ íûå
ïîòîêè.
2. à) Ýðàòîñôåí Êèðåíñêèé. á) Åãèïåò. â) Àëåêñàíäðèÿ è Ñè-
åíà; ýòè ãîðîäà ëåæàò íà îäíîì ìåðèäèàíå.
3. à) Àðõèìåä, çàêîí Àðõèìåäà. á) Ñèðàêóçû â Ñèöèëèè.
â) Îáùàÿ ìàññà êîðîíû ñîñòàâëÿåò åäèíèöû êèëîãðàììî â,
÷òî ñîîòâåòñòâóåò îáúåìàì â ñîòíè ìèëëèëèòðîâ. Åñëè  äîëÿ
ñåðåáðà â êîðîíå ñîñòàâëÿåò ïåðâûå äåñÿòêè ïðîöåíòî â, òî
ðàçíèöà îáúåìîâ ïðè îäèíàêîâîé ìàññå êîðîíû èç ÷èñò îãî çî-
ëîòà è èç ñïëàâà ñîñòàâëÿåò äåñÿòêè ìèëëèëèòðîâ. Ýò î âïîëíå
èçìåðèìûé îáúåì.
4. à) Ãàëèëåî Ãàëèëåé. á) Ñêàòûâàíèå øàðîâ ïî íàêëîíí îé
ïëîñêîñòè. â) Ïðèíöèï îòíîñèòåëüíîñòè Ãàëèëåÿ.
5. Îãþñòåí Æàí Ôðåíåëü. á) Ïðè äèôðàêöèè ñâåòà íà êðó ã-
ëîì îòâåðñòèè ïðè îïðåäåëåííîì ðàññòîÿíèè îò îòâåðñ òèÿ äî
ýêðàíà, íà êîòîðîì íàáëþäàåòñÿ äèôðàêöèîííàÿ êàðòèí à, â
öåíòðå îáðàçóåòñÿ òåìíîå ïÿòíî. â) Ïÿòíî Ïóàññîíà; óñîì-
íèâøèìñÿ îïïîíåíòîì áûë Ñèìåîí Äåíè Ïóàññîí. ã) Ôðà í-
ñóà Æàí Äîìèíèê Àðàãî.

III Ìåæäóíàðîäíûé ìàòåìàòè÷åñêèé òóðíèð èìåíè
Ì.Â.Ëîìîíîñîâà äëÿ ó÷àùèõñÿ 5 – 8 êëàññîâ

Óñòíûé êîìàíäíûé òóð

5-6 êëàññû

1. 2 2 2 2 16× × × = .
Ëþáîå ÷åòûðåõçíà÷íîå ÷èñëî, çàïèñûâàåìîå öèôðàìè 1 èëè
2, ìîæíî ïîëó÷èòü èç òðåõçíà÷íîãî, çàïèñûâàåìîãî ýò èìè
öèôðàìè, ïðèïèñàâ âïåðåäè ê òðåõçíà÷íîìó ÷èñëó öèôð ó 1
èëè 2. Ïîýòîìó êîëè÷åñòâî ÷åòûðåõçíà÷íûõ ÷èñåë, çàï èñûâà-
åìûõ öèôðàìè 1 èëè 2, â äâà ðàçà áîëüøå ïîäîáíûõ òð åõ-
çíà÷íûõ ÷èñåë. Â ñâîþ î÷åðåäü, òðåõçíà÷íûõ ÷èñåë â äâà
ðàçà áîëüøå êîëè÷åñòâà äâóçíà÷íûõ, à èõ â äâà ðàçà áîëüøå
êîëè÷åñòâà îäíîçíà÷íûõ, êîòîðûõ ðîâíî äâà.
2. 126° .
Â ìîìåíò, êîãäà ÷àñû ïîêàçûâàþò 10 ÷àñîâ, óãîë ìåæä ó ìè-
íóòíîé è ÷àñîâîé ñòðåëêàìè ÷àñîâ ñîñòàâëÿåò 60° . Ìèíóòíàÿ
ñòðåëêà ÷àñîâ çà îäíó ìèíóòó ïåðåìåùàåòñÿ íà óãîë
360

6
60

°
= ° , ÷àñîâàÿ ñòðåëêà – íà óãîë â 12 ðàç ìåíüøå. Ïîýòî-

ìó çà 12 ìèíóò ÷àñîâàÿ ñòðåëêà ïåðåìåñòèòñÿ íà 6° , ìèíóò-
íàÿ – íà 6 12 72° × = °, è óãîë ìåæäó ñòðåëêàìè ñîñòàâèò
60 6 72 126° - ° + ° = ° .
3. 2401.
Êàæäûé ìåñÿö îñòàåòñÿ 70% ìîíåò, íàõîäèâøèõñÿ â êîï èëêå
íà íà÷àëî ìåñÿöà; 70% îò 10000 ðàâíî 7000, 70% îò 7 000 ðàâ-
íî 4900, 70% îò 4900 ðàâíî 3430, 70% îò 3430 ðàâíî 2401.
Ìîæíî ñêàçàòü ïî-äðóãîìó – â êîïèëêå ÷åðåç ÷åòûðå ì åñÿöà
îñòàíåòñÿ

7 7 7 7
10000 7 7 7 7 2401

10 10 10 10
× × × × = × × × =  ìîíåò.

4. Èçîáðàçèì íà êëåò÷àòîé áóìàãå êâàäðàò ABCD  ñî ñòîðîíîé
â 10 êëåòî÷åê (ðèñ. 13). Äîïîëíèòåëüíî ê ëèíèÿì, óê àçàííûì
â óñëîâèè çàäà÷è, ïðîâåäåì îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé âåð øèíó
B ñ ñåðåäèíîé ñòîðîíû CD , è îáîçíà÷èì òî÷êó åãî ïåðåñå÷å-

íèÿ ñ CL ÷åðåç N. Ïðÿìîó-
ãîëüíûå òðåóãîëüíèêè BCN
è BMN ðàâíû, òàê êàê ðàâ-
íû èõ êàòåòû CN è MN , à
êàòåò BN – îáùèé. Ïîýòîìó
ðàâíû èõ ãèïîòåíóçû: BC =
= BN , è òðåóãîëüíèê MBC
– ðàâíîáåäðåííûé.
Ðàâåíñòâî îòðåçêîâ BC è
BN  ìîæíî îáîñíîâàòü èíà-
÷å. Îáîçíà÷èâ òî÷êó ïåðåñå-
÷åíèÿ ãîðèçîíòàëüíîé ëè-
íèè, íà êîòîðîé ëåæèò òî÷-
êà M , ÷åðåç P, ìîæåì ñêà-
çàòü, ÷òî MP  = 6, BP = 8 è ÷òî òðåóãîëüíèê BMP  – ïðÿìîó-
ãîëüíûé, à åãî ãèïîòåíóçà BM ðàâíà 10. (Òàêèå òðåóãîëüíèêè
áûëè èçâåñòíû åùå â Äðåâíåì Åãèïòå.)

Øòðàôíûå çàäà÷è

Ø1.  98700.
Çàìåòèì, ÷òî 987 äåëèòñÿ íà 7 è íà 3. Ïîñëåäíåé öèô ðîé èñ-
êîìîãî ÷èñëà äîëæíà áûòü èëè öèôðà 0, èëè öèôðà 5. Íî íà
6 ìîæåò äåëèòüñÿ òîëüêî ÷åòíîå ÷èñëî, çíà÷èò, ïîñëå äíÿÿ
öèôðà 0. Åñëè â êà÷åñòâå ïðåäïîñëåäíåé öèôðû âçÿòü 7, òî
ïîëó÷åííîå ÷èñëî íå äåëèòñÿ íà 3. Åñëè ïðåäïîñëåäíÿ ÿ öèô-
ðà 0, òî ïîëó÷åííîå ÷èñëî äåëèòñÿ íà 5, 6, 7.
Ø2 . 19 è 18.
Â ñèëó ôîðìóëû ( ) ( )2 2m n m n m n- = - +  íóæíî íàéòè ðàçëî-
æåíèå ïðîñòîãî ÷èñëà 37 íà ìíîæèòåëè. Íî òîãäà m – n = 1,
m + n = 37.
Ø3 . 5 ÷àñîâ 20 ìèíóò.
Íà ñïóñê ñ âûñîòû, íà êîòîðóþ òóðèñò ïîäíèìàëñÿ 4 ÷ àñà, ïî
óñëîâèþ çàäà÷è åìó ïîòðåáóåòñÿ äâå òðåòè îò 2 ÷àñîâ , ò.å.
1 ÷àñ 20 ìèíóò.
Ø4 . Ïëîùàäü ôèãóðû ðàâíà ïëîùàäè 8 êëåòîê.

7–8 êëàññû

1. 21.
Èç ÷åòûðåõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë íà 5 ìîæåò
äåëèòüñÿ òîëüêî îäíî. Ïîýòîìó â ïðîèçâåäåíèè
( )( )( )( )1 2 3 4n n n n+ + + +  îäèí èç ÷åòûðåõ ñîìíîæèòåëåé
äîëæåí äåëèòüñÿ íà 125. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè n = 121,
òî ïðîèçâåäåíèå äåëèòñÿ è íà 8.

2. 
( )

2 2

2

a b

a b+
.

Îáîçíà÷èì ñòîðîíó êâàäðàòà ÷åðåç x. Âïèñàííûé êâàäðàò îò-
ðåçàåò îò èñõîäíîãî ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà äâà  ìåíü-
øèõ ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêà, îòíîøåíèÿ êàòåòîâ ê îòî-
ðûõ ðàâíû îòíîøåíèþ êàòåòîâ äàííîãî òðåóãîëüíèêà:
a x x a

x b x b
-

= =
-

. Ïîýòîìó 
ab

x
a b

=
+

.

3. Ìîæåò. Íàïðèìåð, 288 7744= .
×åòûðåõçíà÷íîå ÷èñëî âèäà aabb  ðàâíî 1100 11a b+ =

( )11 100a b= + . Öåëîå ÷èñëî, êâàäðàòîì êîòîðîãî îíî ÿâëÿåò-
ñÿ, äåëèòñÿ íà 11. Êâàäðàòû ÷èñåë 11, 22 – òðåõçíà÷ íûå ÷èñ-
ëà. Âîçâîäÿ â êâàäðàò 33, 44, 55, 66, 77, 88, 99, ó áåæäàåìñÿ,
÷òî 288 7744= . Êâàäðàò ñëåäóþùåãî çà 99 ÷èñëà, êðàòíîãî
11, – ïÿòèçíà÷íîå ÷èñëî.
4. Çà øåñòü õîäîâ.
Ïðè êàæäîì õîäå øàõìàòíûé êîíü ïåðåìåùàåòñÿ è â ãîð èçîí-
òàëüíîì è â âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèÿõ íå áîëåå ÷åì íà äâå
êëåòêè. Ïîýòîìó èç êëåòêè a1 íà êëåòêó h8 êîíü íå ì îæåò ïî-
ïàñòü ìåíåå ÷åì çà ÷åòûðå õîäà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ë åãêî
óêàçàòü, êàê çà øåñòü õîäîâ êîíü ìîæåò ïðîéòè èç ëå âîé
íèæíåé êëåòêè â ïðàâóþ âåðõíþþ êëåòêó äîñêè, ïåðåìå ùà-
ÿñü, íàïðèìåð, ïî êëåòêàì a1, b3, d4, f5, e7, g6, h 8.
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Ïðè êàæäîì õîäå êîíü ïåðåìåùàåòñÿ íà êëåòêó äðóãîãî  öâå-
òà, ïîýòîìó, ÷òîáû ïåðåéòè èç êëåòêè a1 íà êëåòêó h 8 òîãî æå
öâåòà, ïîòðåáóåòñÿ ÷åòíîå ÷èñëî õîäîâ.
Äîêàæåì, ÷òî çà ÷åòûðå õîäà êîíü íå ìîæåò ïåðåìåñòè òüñÿ èç
êëåòêè a1 íà êëåòêó h8.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç ix  êîëè÷åñòâî êëåòîê, íà êîòîðûå êîíü ïå-
ðåìåñòèëñÿ çà i -é õîä â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè, ÷åðåç

iy  – êîëè÷åñòâî êëåòîê, íà êîòîðûå êîíü ïåðåìåñòèëñÿ â âåð-
òèêàëüíîì íàïðàâëåíèè, ñ÷èòàÿ ix  è iy  ïîëîæèòåëüíûìè,
åñëè ïåðåìåùåíèå ïðîèçîøëî, ñîîòâåòñòâåííî, íàïðàâî  èëè
ââåðõ, è îòðèöàòåëüíûìè, åñëè ïåðåìåùåíèå ïðîèçîøëî  íàëå-
âî èëè âíèç. Ïðè ýòîì 3i ix y+ = . ×òîáû êîíü çà ÷åòûðå
õîäà äîáðàëñÿ èç êëåòêè a1 äî êëåòêè h8, äîëæíû âûï îë-
íÿòüñÿ òàêèå ðàâåíñòâà: 1 2 3 41 8x x x x+ + + + = ,

1 2 3 41 8y y y y+ + + + = . Âîñïîëüçîâàâøèñü íåðàâåíñòâîì äëÿ
ìîäóëÿ ñóììû, ïîëó÷èì, ÷òî 1 2 3 41 8x x x x+ + + + ³ ,

1 2 3 41 8y y y y+ + + + ³ . Ñëîæèâ ïîñëåäíèå íåðàâåíñòâà,
ïîëó÷èì, ÷òî 2 3 3 3 3 16+ + + + ³ , ÷åãî íå ìîæåò áûòü.
5. Îáîçíà÷èì ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABC ÷åðåç S, òîãäà ïëî-

ùàäè òðåóãîëüíèêîâ 1C AC , 1B CB , 1A BA  ðàâíû 
1
3

S . Îäíà-

êî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (ðèñ.14)

1 1 1 2 2 2 2 1 2 1 2 1C AC A BA B CB A B C A B C B C A C A BS S S S S S S S+ + + = + + + ,

ïîñêîëüêó ïëîùàäè çàêðàøåííûõ òðåóãîëüíèêîâ 2 1A B C ,

2 1B C A  è 2 1C A B  ñ÷èòàþòñÿ äâàæäû. Ñëåäîâàòåëüíî,

2 2 2 2 1 2 1 2 1A B C A B C B C A C A BS S S S= + + .

Íàéäåì ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà 2 1A B C . ×åðåç òî÷êó 1C  ïðî-
âåäåì ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ 1BB . Ïóñòü ýòà ïðÿìàÿ ïåðåñå-

êàåò AC â òî÷êå K . Òîãäà 1
3
9

B C AC= , 1
1 1
3 9

AK AB AC= = ,

7
9

KC AC= . Òðåóãîëüíèêè 1C AC  è 1C KC  èìåþò îäèíàêî-

âûå âûñîòû, ïîýòîìó 
1 1

7 7
9 27C KC C ACS S S= = . Ïëîùàäè ïîäîá-

íûõ òðåóãîëüíèêîâ ABC è 1C KC  îòíîñÿòñÿ êàê êâàäðàòû ñî-
îòâåòñòâåííûõ ñòîðîí, 1 : 3 : 7B C KC = , ïîýòîìó

2 1 1

9 9 7 1
49 49 27 21A B C C KCS S S S= = × = .

Ïëîùàäè çàêðàøåííûõ òðåóãîëüíèêîâ ðàâíû ìåæäó ñîáîé ,

ñóììà èõ ïëîùàäåé ðàâíà 
1
7

S .

Îòìåòèì, ÷òî ïðè ðåøåíèè íå èñïîëüçîâàëîñü òî, ÷òî èñõîä-
íûé òðåóãîëüíèê – ïðàâèëüíûé. Åñëè âçÿòü ïðîèçâîëüí ûé
òðåóãîëüíèê ABC, òî îòíîøåíèå ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà

2 2 2A B C  ê ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà òàêæå ðàâíî 
1
7

.

6. 6 è 102.

Ïîñêîëüêó 
1 1 1

2
5

3
m n

+ = , òî 
2

5
3

m > . Ïðåäïîëîæèì òåïåðü,

÷òî m < n . Òîãäà 2 1 1 1 1 2
1

11
3

m n m m m
= + < + = . Ïîýòîìó

1
11

3
m < . Ïåðåáèðàÿ íàòóðàëüíûå ÷èñëà m, ðàâíûå 6, 7, 8, 9,

10 è 11, óáåäèìñÿ â òîì, ÷òî ïîäîéäåò òîëüêî m = 6.

Øòðàôíûå çàäà÷è

Ø1 . 360.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç n ÷èñëî ñòîðîí ïðàâèëüíîãî ìíîãîóãîëüíè-
êà. Âçÿâ ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó ìíîãîóãîëüíèêà, ñîåäè íèì åå
äèàãîíàëÿìè ñî âñåìè îñòàëüíûìè âåðøèíàìè, íå ÿâëÿþ ùè-
ìèñÿ ñîñåäíèìè ñ âûáðàííîé âåðøèíîé. Òåì ñàìûì, ìíî ãî-
óãîëüíèê ðàçîáüåòñÿ íà n – 2 òðåóãîëüíèêà. Ñóììà óãëîâ ìíî-
ãîóãîëüíèêà ðàâíà ñóììå óãëîâ ïîëó÷åííûõ òðåóãîëüíè êîâ:

( )180 2 179n n× = - ×o o.
Ø2.  ×åòûðå.
Â êâàäðàòå ïëîùàäüþ 9 íåëüçÿ ðàçìåñòèòü áîëåå ÷åòûð åõ
êâàäðàòîâ ïëîùàäüþ 2. À ÷åòûðå êâàäðàòà – ìîæíî: ðà çðå-
æåì êâàäðàò ñî ñòîðîíîé 3 íà ÷åòûðå ðàâíûõ êâàäðàòà  ñî ñòî-
ðîíîé 1,5, â êàæäûé èç êîòîðûõ ìîæíî ïîìåñòèòü êâàä ðàò ñî
ñòîðîíîé 2 , òàê êàê 2 1,5< .
Ø3.  Øåñòü.
Íóæíî íàéòè âñå ïàðû íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ïðîèçâåäåíè å êî-
òîðûõ ðàâíî 72:

1 72× , 2 36× , 3 24× , 4 18× , 6 12× , 8 9× .

Ø4.  
1

1906
2

.

Ðàññòîÿíèå ìåæäó ÷èñëàìè a è b ðàâíî a b- , ïîýòîìó íóæ-

íî íàéòè ñåðåäèíó îòðåçêà [1799; 2014] , ò.å. ÷èñëî

2014 1799 1
1799 1906

2 2
-

+ = .

Ø5.  AMD ALD MLDS S S= - , CLMK KCD MLDS S S= - . Íî
1
3ALD KCD ABCDS S S= = .

Ø6.  Ñîåäèíèâ ïðÿìîé âåðøèíó A óãëà ñ äàííîé âíóòðè óãëà
òî÷êîé M , âîçüìåì íà ýòîé ïðÿìîé òàêóþ òî÷êó Â, ÷òî AM =
= MB . Ïðîâåäÿ ÷åðåç òî÷êó B ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå ñòîðî-
íàì óãëà, ïîëó÷èì ïàðàëëåëîãðàìì, îäíîé äèàãîíàëüþ êîòî-
ðîãî ÿâëÿåòñÿ îòðåçîê AB, à äðóãîé äèàãîíàëüþ – èñêîìûé
îòðåçîê, äåëÿùèéñÿ òî÷êîé M  ïîïîëàì.

Ïèñüìåííûé èíäèâèäóàëüíûé òóð

5–6 êëàññû

1. Øàã Ãóëëèâåðà äëèííåå øàãà ëèëèïóòà â 12 ðàç.
Ñóììà øàãîâ Ãóëëèâåðà è ëèëèïóòà â äâà ðàçà áîëüøå êîëè-
÷åñòâà øàãîâ Ãóëëèâåðà è â 6 ðàç ìåíüøå êîëè÷åñòâà øàãîâ
ëèëèïóòà íà âñåì ïóòè ìåæäó óêàçàííûìè íàñåëåííûìè ïóíê-
òàìè. Çíà÷èò, ÷òîáû ïðîéòè âåñü ïóòü, ëèëèïóòó ïîòð åáóåòñÿ
â 12 ðàç áîëüøå øàãîâ, ÷åì Ãóëëèâåðó.
2. 22.
Èç òðåõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë íà 5 ìîæ åò äå-
ëèòüñÿ òîëüêî îäíî. Ïîýòîìó â ïðîèçâåäåíèè
( )( )( )1 2 3n n n+ + +  îäèí èç òðåõ ñîìíîæèòåëåé äîëæåí äå-
ëèòüñÿ íà 25. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè n = 22, òî ïðîèçâåäå-
íèå äåëèòñÿ è íà 4.
3. 4 ðóáëÿ 80 êîïååê.
Õîçÿèí îáåùàë, ÷òî êàæäûé ìåñÿö ðàáîòíèêó áóäåò ïðè ÷è-
òàòüñÿ ïî îäíîìó ðóáëþ è îäíîé äâåíàäöàòîé ñòîèìîñò è êàô-
òàíà. Çà 7 îòðàáîòàííûõ ìåñÿöåâ ðàáîòíèê äîëæåí áûë  ïîëó-
÷èòü ñåìü ðóáëåé è ñåìü äâåíàäöàòûõ ñòîèìîñòè êàôòà íà, íî
ïðè ðàñ÷åòå îí ïîëó÷èë 5 ðóáëåé è êàôòàí. Çíà÷èò, 2  ðóáëÿ
ñòîÿò ïÿòü äâåíàäöàòûõ ñòîèìîñòè êàôòàíà, îòêóäà ïÿ òü êàô-
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òàíîâ ñòîÿò 24 ðóáëÿ, à îäèí êàôòàí – 4 ðóáëÿ 80 êî ïååê.
4. Òî÷êó M  íóæíî âçÿòü íà îäíó êëåòî÷êó íèæå òî÷êè C.
Ïëîùàäü ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD  ðàâíà ïëîùàäè 25 – 5 =
= 20 êëåòî÷åê, çíà÷èò, ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà AMD  äîëæíà
ðàâíÿòüñÿ 10. Íî ïëîùàäü ýòîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíà ï îëîâèíå
ïëîùàäè ïðÿìîóãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè AD  è MD . Ïîýòîìó
òî÷êó M  íóæíî âçÿòü íà ÷åòûðå êëåòî÷êè âûøå òî÷êè D .
5. Ðàññìîòðèì íà ïëîñêîñòè äâå ïåðïåíäèêóëÿðíûå ïðÿìûå ,
ïðè÷åì îäíà èç íèõ ðàñïîëîæåíà ãîðèçîíòàëüíî, à äðó ãàÿ –
âåðòèêàëüíî. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå èç 20 îòìå÷åííû õ òî÷åê
ëåæàò ïðàâåå âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé è âûøå ãîðèçîíòàëü íîé.
Íà÷íåì äâèãàòü âåðòèêàëüíóþ ïðÿìóþ, íå ìåíÿÿ åå íàï ðàâëå-
íèÿ, íàïðàâî, ïîêà íà íåé íå îêàæåòñÿ îäíà èëè íåñê îëüêî èç
îòìå÷åííûõ òî÷åê.
Åñëè íà âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé ëåæèò ÷åòíîå ÷èñëî îòìå ÷åí-
íûõ òî÷åê, òî, äâèãàÿñü ñâåðõó âíèç, ñîåäèíèì ïîïàð íî ïåð-
âóþ òî÷êó ñî âòîðîé, òðåòüþ – ñ ÷åòâåðòîé è ò.ä. Ïî ñëå ýòîãî
ïðîäîëæèì ïåðåìåùàòü âåðòèêàëüíóþ ïðÿìóþ, íå ìåíÿÿ åå
íàïðàâëåíèÿ, âïðàâî, ïîêà íà íåé âíîâü íå îêàæåòñÿ îäíà
èëè íåñêîëüêî èç îòìå÷åííûõ òî÷åê.
Åñëè íà âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé ëåæèò íå÷åòíîå ÷èñëî îò ìå÷åí-
íûõ òî÷åê, òî, äâèãàÿñü ñâåðõó âíèç, ñîåäèíèì ïîïàð íî ïåð-
âóþ òî÷êó ñî âòîðîé, òðåòüþ – ñ ÷åòâåðòîé è ò.ä.; ñ àìóþ íèæ-
íþþ (îñòàâøóþñÿ áåç ïàðû) òî÷êó ñîåäèíèì ñ ñàìîé íè æíåé
òî÷êîé èç òåõ îòìå÷åííûõ òî÷åê, êîòîðûå âñòðåòèò âå ðòèêàëü-
íàÿ ïðÿìàÿ ïðè äàëüíåéøåì ïåðåìåùåíèè íàïðàâî. Â ñë ó÷àå
åñëè íà íîâîé âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé îñòàëèñü åùå êàêè å-òî îò-
ìå÷åííûå òî÷êè, òî ñîåäèíÿåì èõ, êàê è ðàíüøå, â ñî îòâåò-
ñòâèè ñ òåì, ÷åòíîå èõ ÷èñëî èëè íå÷åòíîå.
Ïîñëå òîãî, êàê âåðòèêàëüíàÿ ïðÿìàÿ â ñâîåì äâèæåíè è íà-
ïðàâî ïðîéäåò âñå îòìå÷åííûå òî÷êè, îíè îêàæóòñÿ ñî åäèíåí-
íûìè ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèìèñÿ îòðåçêàìè.
Äðóãîå ðåøåíèå ïðèâåäåíî ê àíàëîãè÷íîé çàäà÷å 5 èíä èâèäó-
àëüíîãî òóðà 7–8 êëàññîâ.

7–8 êëàññû

1. Óëîâ Àëèêà áîëüøå óëîâà Áîðè â 2 ðàçà.
Ïóñòü óëîâ Àëèêà ñîñòàâëÿåò a ðûá, óëîâ Áîðè – b ðûá. ×òî-
áû óðàâíÿòü óëîâû, Àëèê îòäàë Áîðå ïîëîâèíó ðàçíîñò è ìåæ-

äó èõ óëîâàìè, ò.å. 
2

a b-
 ðûá. Åñëè áû òàêîå æå êîëè÷åñòâî

ðûá Áîðÿ îòäàë Àëèêó, òî ó Áîðè îêàçàëîñü áû
3

2 2
a b b a

b
- -

- =  ðûá, ó Àëèêà 
3

2 2
a b a b

a
- -

+ =  ðûá, è ïî

óñëîâèþ çàäà÷è âûïîëíÿëîñü áû ñîîòíîøåíèå
3 3

5
2 2

b a a b- -
× = , èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî 15 b – 5a = 3a –

– b, èëè 16 b = 8a.

2. Â 10 ÷àñîâ 5
5
11

 ìèíóò, â 10 ÷àñîâ 38
2
11

 ìèíóò.

Â ìîìåíò, êîãäà ÷àñû ïîêàçûâàþò 10 ÷àñîâ, óãîë ìåæä ó ìè-
íóòíîé è ÷àñîâîé ñòðåëêàìè ÷àñîâ ñîñòàâëÿåò 60 °. Åñëè ÷àñî-
âàÿ ñòðåëêà çà íåêîòîðûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè ïåðåìåñ òèòñÿ
íà óãîë x°, òî ìèíóòíàÿ ñòðåëêà çà ýòîò æå ïðîìåæóòîê âðå-
ìåíè ïåðåìåñòèòñÿ íà óãîë 12 x°. ×òîáû óãîë ìåæäó ñòðåëêà-
ìè ðàâíÿëñÿ 90 °, ÷èñëî x äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü ðàâåíñòâó
60 – x + 12x = 90 èëè ðàâåíñòâó 60 – x + 12x = 270. Ðåøàÿ

äâà ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèÿ, íàõîäèì, ÷òî 
30
11

x =  èëè

210
11

x = . ×àñîâàÿ ñòðåëêà ïðîõîäèò óãîë 30 ° çà 60 ìèíóò, ïî-

ýòîìó ÷àñîâàÿ è ìèíóòíàÿ ñòðåëêè ÷àñîâ îáðàçóþò ïðÿ ìîé

óãîë ÷åðåç 
60
11

 ìèíóòû ïîñëå 10 ÷àñîâ ëèáî ÷åðåç 
420
11

 ìèíó-

òû ïîñëå 10 ÷àñîâ.
3. 1:4.

Ïëîùàäü òðàïåöèè ðàâíà 
3 5

2
H

+
, ãäå H – âûñîòà òðàïåöèè.

Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà AMD  äîëæíà ðàâíÿòüñÿ ïîëîâèíå
ïëîùàäè òðàïåöèè, ò.å. 2 H. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïëîùàäü ýòîãî

òðåóãîëüíèêà ðàâíà 
1

5
2

h× × , ãäå h – âûñîòà òðåóãîëüíèêà

AMD . Ïîýòîìó 
5

: 2 : 4 : 5
2

h H = = . Íî : :h H MD CD= .

4. 7.
Öèôðû îäíîçíà÷íûõ è äâóçíà÷íûõ ÷èñåë â óêàçàííîì ðÿ äó
çàíèìàþò ìåñòà ñ ïåðâîãî äî 9 2 90 189+ × = -ãî ìåñòà. Íî

2014 189 1825 608 3 1- = = × + ,

ïîýòîìó íà 2014-ì ìåñòå ñòîèò ïåðâàÿ öèôðà 609-ãî ò ðåõçíà÷-
íîãî ÷èñëà, ò.å. ïåðâàÿ öèôðà ÷èñëà 708.
5. Ïîñêîëüêó íà ïëîñêîñòè îòìå÷åíî êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷ åê, òî
è ïðÿìûõ, ïîïàðíî ñîåäèíÿþùèõ ýòè òî÷êè, êîíå÷íîå ÷ èñëî.
Ïîýòîìó íàéäåòñÿ ïðÿìàÿ l , íå ïàðàëëåëüíàÿ íè îäíîé èç
ýòèõ ïðÿìûõ. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå îòìå÷åííûå òî÷ê è ëå-
æàò ïî îäíó ñòîðîíó îò ïðÿìîé l . Íà÷íåì äâèãàòü ïðÿìóþ l ,
íå ìåíÿÿ åå íàïðàâëåíèÿ, â ñòîðîíó îòìå÷åííûõ òî÷åê . Ïðè
ýòîì îíà áóäåò ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîõîäèòü ÷åðåç 1-þ,  2-þ,
3-þ, 4-þ, …, 2013-þ, 2014-þ òî÷êè. Îòðåçîê, ñîåäèíÿ þùèé
(2k – 1)-þ è 2 k-þ òî÷êè ( k = 1, 2, …, 1007), ëåæèò â k-é ïî-
ëîñêå ñî ñòîðîíàìè, ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìîé l , è âñå ýòè 1007
ïîëîñîê íå ïåðåñåêàþòñÿ.
Äðóãîå ðåøåíèå ïðèâåäåíî ê àíàëîãè÷íîé çàäà÷å 5 èíä èâèäó-
àëüíîãî òóðà äëÿ 5–6 êëàññîâ.
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