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Î ÷åðê èñòîðèè èññëåäîâàíèé
íåéòðèíî

Þ.ÃÀÏÎÍÎÂ

ßÕÎÒÅË ÁÛ ÑÊÀÇÀÒÜ ÑÏÀÑÈÁÎ ÇÀ ÒÎ, ×ÒÎ ÌÅÍß
ïðèãëàñèëè íà ôèçôàê ÌÃÓ. ß êîí÷àë ôèçôàê
î÷åíü äàâíî, â 1958 ãîäó, ïîòîì áûëà àñïèðàí-

òóðà íà ôèçôàêå, è ìíå î÷åíü ïðèÿòíî ñíîâà áûòü â
Àëüìà-ìàòåð è ðàññêàçûâàòü òå âåùè, êîòîðûå, ñ ìîåé
òî÷êè çðåíèÿ, íàõîäÿòñÿ íà ñàìîì ïåðåäîâîì ðóáåæå
ñîâðåìåííîé íàóêè.

ß íà÷íó ñ òàêîãî óòâåðæäåíèÿ: ñ ìîåé òî÷êè çðåíèÿ,
â ôèçèêå íàçðåëà ðåâîëþöèÿ – â ôèçèêå ýëåìåíòàð-
íûõ ÷àñòèö. Ýòà ðåâîëþöèÿ ïðîèçîéäåò, ïî-âèäèìîìó,
â áëèæàéøèå íåñêîëüêî ëåò, è ñâÿçàíà îíà ñ ôèçèêîé
íåéòðèíî. Ýòî ìîå óáåæäåíèå, è ýòî ïîäòâåðæäàåò
ðàçâèòèå ñîáûòèé, î êîòîðîì ÿ âàì áóäó ñåãîäíÿ
ðàññêàçûâàòü. Â ïîñëåäíèå íåñêîëüêî ëåò â ýòîé îáëà -
ñòè íà÷èíàþò âîçíèêàòü ñîâåðøåííî íîâûå, íåîáû÷íûå
ïðåäñòàâëåíèÿ.

Â ïåðâîé ÷àñòè ìîåé ëåêöèè ÿ ðàññêàæó ïðî èñòîðèþ
ôèçèêè íåéòðèíî. Â òå÷åíèå ñòà ëåò èäåò ðàçâèòèå
èñòîðèè, ïðè÷åì èäåò ìåäëåííî, ïîñêîëüêó ôèçèêà

Â ýòîì ãîäó èñïîëíèëîñü áû 80 ëåò Þðèþ Âëàäèìèðîâè÷ ó Ãàïîíîâó (1934–2009).
Þ.Â.Ãàïîíîâ áûë èñêëþ÷èòåëüíî ÿðêèì è ìíîãîñòîðîííè ì ÷åëîâåêîì. Îí ñòîÿë ó èñòîêîâ

Áîëüøîãî ôèçè÷åñêîãî èñêóññòâà (â ÷àñòíîñòè, èçâåñò íîé îïåðû «Àðõèìåä»), ïåðâûõ â íàøåé ñòðàíå
ñòóäåí÷åñêèõ ñòðîèòåëüíûõ îòðÿäîâ, òðàäèöèè ôèçè÷åñ êèõ ïðàçäíèêîâ – «Äíåé Àðõèìåäà» è ïîçæå
«Äíåé ôèçèêà» – íà ôèçè÷åñêîì ôàêóëüòåòå ÌÃÓ è â Êó ð÷àòîâñêîì èíñòèòóòå, êîòîðûå çàòåì
«ðàçîøëèñü» ïî âñåé ñòðàíå. Â 1990-õ ãîäàõ Þðèé Âëà äèìèðîâè÷ çàäóìàë è îñóùåñòâèë íåáûâàëîå
äåëî: ïî âûðàæåíèþ àìåðèêàíñêîãî èñòîðèêà íàóêè Äýâ èäà Õîëëîóýÿ, îí âïåðâûå «ñîáðàë âìåñòå
âîèíîâ õîëîäíîé âîéíû». Äâå îðãàíèçîâàííûå èì ìåæäó íàðîäíûå êîíôåðåíöèè, ïîñâÿùåííûå
èñòîðèè àòîìíûõ ïðîåêòîâ Ñîâåòñêîãî ñîþçà è äðóãèõ ñòðàí, ñîáðàëè ñîòíè ëåãåíäàðíûõ è ìàëîèç-
âåñòíûõ ó÷àñòíèêîâ àòîìíûõ ïðîåêòîâ, ïîçâîëèëè îïóá ëèêîâàòü ìíîæåñòâî ñîâåðøåííî íåèçâåñòíûõ
äî òåõ ïîð ìàòåðèàëîâ.

Íàó÷íûå èíòåðåñû Þ.Â. Ãàïîíîâà áûëè ñâÿçàíû ñ ÿäåðí îé è íåéòðèííîé ôèçèêîé. Â ïîñëåäíèå
ãîäû îí íàøåë íîâûé íåîæèäàííûé ïîäõîä â òåîðèè íåé òðèíî, êîòîðûé ïîçâîëèë åìó âïëîòíóþ
ïîäîéòè ê ðåøåíèþ ïðîáëåìû íåéòðèííûõ ìàññ è, â êîí å÷íîì èòîãå, ïðåäñêàçàòü èõ àáñîëþòíûå
çíà÷åíèÿ. Îãå Áîð, ñ êîòîðûì åìó ìíîãî ïðèõîäèëîñü îáùàòüñÿ â òîì ÷èñëå è ïî ïîâîäó ñâîèõ ðàáîò
ïî òåîðèè íåéòðèíî è êîòîðûé î÷åíü öåíèë ýòè ðàáîòû , îäíàæäû ïðîèçíåñ ôðàçó, ÷ðåçâû÷àéíî
äîðîãóþ è, ïî-âèäèìîìó, âî ìíîãîì ñèìâîëè÷íóþ äëÿ Þ ðèÿ Âëàäèìèðîâè÷à: «Âîò êòî Âàñ ïîëíîñòüþ
ìîã áû ïîíÿòü – ýòî Íèëüñ Áîð».

Â îêòÿáðå 2009 ãîäó ìû äîãîâîðèëèñü ñ Þðèåì Âëàäèìè ðîâè÷åì çàíÿòüñÿ â áëèæàéøèå ìåñÿöû
ïîäãîòîâêîé íàó÷íî-ïîïóëÿðíîé ñòàòüè äëÿ «Êâàíòà», â êîòîðîé áûëà áû èçëîæåíà íå òîëüêî èñòîðèÿ
èññëåäîâàíèé íåéòðèíî, íî è òîò íîâûé âçãëÿä íà ôèç èêó íåéòðèíî, êîòîðûé âîçíèêàë èç åãî
ñîáñòâåííûõ ðàáîò ïîñëåäíèõ ëåò. Ê ñîæàëåíèþ, ýòèì ïëàíàì íå áûëî ñóæäåíî ñáûòüñÿ.

Ïóáëèêóåìûé çäåñü î÷åðê èñòîðèè íåéòðèííîé ôèçèêè ï ðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàñøèôðîâêó
àóäèîçàïèñè ëåêöèè Þðèÿ Âëàäèìèðîâè÷à Ãàïîíîâà ïî è ñòîðèè èññëåäîâàíèé íåéòðèíî, ïðî÷èòàí-
íîé íà ôèçè÷åñêîì ôàêóëüòåòå ÌÃÓ 13 äåêàáðÿ 2005 ãî äà íà ñåìèíàðå «Ôèçèêà íåéòðèíî è
âçàèìîäåéñòâèå ÷àñòèö âî âíåøíèõ ïîëÿõ».

Â. Ïòóøåíêî

íåéòðèíî îêàçàëàñü î÷åíü ñëîæíîé, è ïðîèñõîäèò ïîñ-
ëåäîâàòåëüíîå ÷åðåäîâàíèå: ýêñïåðèìåíò, òåîðèÿ, ýêñ -
ïåðèìåíò, òåîðèÿ. Êàæäûé ïåðèîä äëèòñÿ ïðèáëèçè-
òåëüíî 20–30 ëåò. Íó, òåîðåòè÷åñêèé ïåðèîä ðàçâèòèÿ
çàíèìàåò îáû÷íî âðåìÿ ïîðÿäêà 10 ëåò. È êàæäûé ðàç
îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íàøè ïðåäñòàâëåíèÿ, êîòîðûå áûëè
ñôîðìóëèðîâàíû ðàíåå, íàäî êàðäèíàëüíûì îáðàçîì
ìåíÿòü.

Íàïðèìåð, íà÷àëîñü âñå ñ îòêðûòèÿ áåòà-ëó÷åé. Â
òå÷åíèå 30 ëåò ôèçèêè èññëåäîâàëè ýòî ÿâëåíèå, íå ç íàÿ,
÷òî åñòü íåéòðèíî. Ýòî áûë ïåðâûé ïåðèîä. Âòîðîé
ïåðèîä – êîãäà ðîäèëàñü êîíöåïöèÿ íåéòðèíî. Âîçíèê-
ëà ïàðàäîêñàëüíàÿ ñèòóàöèÿ: íåéòðèíî (êîòîðîå, êñòà -
òè, áûëî ïðèäóìàíî Ïàóëè 1 , à Áîð áûë ïðîòèâ ýòîãî â
òå÷åíèå 8 ëåò) îêàçàëîñü ÷àñòèöåé, êîòîðóþ íåâîçìîæ -
íî çàðåãèñòðèðîâàòü. Î÷åíü ñìåøíàÿ ñèòóàöèÿ. Â ôè-

1 Ñì. Èìåííîé êîììåíòàðèé â êîíöå ñòàòüè (ðàñïîëîæå-
íèå – ïî ìåðå óïîìèíàíèÿ â òåêñòå ñòàòüè).
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çèêå – âïåðâûå. Ïîñëå ýòîãî áûë îïÿòü áîëüøîé
ýêñïåðèìåíòàëüíûé ïåðèîä, â êîíöå êîòîðîãî áûëî
çàðåãèñòðèðîâàíî íåéòðèíî. È ñíîâà âîçíèêëà ïàðàäîê -
ñàëüíàÿ ñèòóàöèÿ: â 1956 ãîäó, â òîò æå ãîä, êîãäà
ýêñïåðèìåíòàëüíî áûëî çàðåãèñòðèðîâàíî íåéòðèíî,
âûÿñíÿåòñÿ, ÷òî ó íåãî ñîâåðøåííî íåîáû÷íûå ñâîé-
ñòâà: òî, ÷òî ìû íàçûâàåì íàðóøåíèåì ÷åòíîñòè 2

(âðåìåíí óé ÷åòíîñòè). Èíûìè ñëîâàìè, íåéòðèíî â
çåðêàëå íà ñåáÿ íå ïîõîæå, è êîãäà âû îáðàùàåòå âðå ìÿ
– íåéòðèííûå ïðîöåññû òîæå èäóò ïî-äðóãîìó.

Äàëüøå. Ôîðìóëèðóåòñÿ òî, ÷òî ñåãîäíÿ ñóùåñòâóåò
è æèâåò â ôèçèêå ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö: òàê íàçûâàå-
ìàÿ Ñòàíäàðòíàÿ ìîäåëü. È, êàçàëîñü áû, 20 ëåò èäåò
òîëüêî óòâåðæäåíèå ýòîé ìîäåëè, íèêàêèõ ïðîòèâîðå-
÷èé íåò, ïîêà â íà÷àëå 1990-õ ãîäîâ íå ïîÿâëÿþòñÿ
ôàêòû (â ôèçèêå íåéòðèíî), êîòîðûå íèêàê íå óêëàäû-
âàþòñÿ â Ñòàíäàðòíóþ ìîäåëü. È ñåãîäíÿ, ïîñëåäíèå
2–4 ãîäà, ìû âîîáùå çàíèìàåìñÿ òîëüêî òåì, ÷òî
îòêðûâàåì ÿâëåíèÿ, êîòîðûå íèêóäà íå óêëàäûâàþòñÿ.
È òåîðèè åùå íåò, åñòü òîëüêî ýêñïåðèìåíò, è åùå íå
ÿñíî, êóäà îí áóäåò ðàçâèâàòüñÿ äàëüøå. Âîò ñåãîäíÿ ø-
íÿÿ ñèòóàöèÿ. Îá ýòîì ÿ âàì ñåé÷àñ áóäó ðàññêàçûâàò ü.

Äàâàéòå ñíà÷àëà âñïîìíèì, ÷òî áûëî 100 ëåò íàçàä.
Ñòî ëåò íàçàä Áåêêåðåëåì áûëà îòêðûòà ðàäèîàêòèâ-
íîñòü. Âñêîðå îáíàðóæèëîñü, ÷òî â ìàãíèòíîì ïîëå ýò è
ëó÷è (êîòîðûå òîãäà ñ÷èòàëè ïðîñòî æåñòêèìè ðåíòãå-

íîâñêèìè ëó÷àìè) ðàñùåïëÿþòñÿ è ðàñïàäàþòñÿ íà òðè
ðàçíûå ñîñòàâëÿþùèå: îäíà – ïîëîæèòåëüíîãî çàðÿäà
(àëüôà-÷àñòèöû), âòîðàÿ – îòðèöàòåëüíîãî çàðÿäà (áå òà-
÷àñòèöû) è òðåòüÿ – íåéòðàëüíàÿ (ãàììà-ëó÷è). Èòàê,
áûëî îòêðûòî, ÷òî áåòà-ëó÷è (à ýòî è åñòü íà÷àëî áå òà-
ñïåêòðîâ, íåéòðèííîé ôèçèêè) îáëàäàþò çàðÿäîì. Âñëå ä
çà ýòèì áûëî âûÿñíåíî, ÷òî ýòî áûñòðûå ýëåêòðîíû. À
ðàç âû èìååòå áûñòðûå ýëåêòðîíû è ìàãíèòíîå ïîëå, â û
ìîæåòå ïîñòðîèòü áåòà-ñïåêòðîìåòð. Áåòà-ñïåêòðîìåò-
ðû áûëè ïîñòðîåíû äîñòàòî÷íî áûñòðî, â íèõ ñíà÷àëà
èñïîëüçîâàëèñü ôîòîïëàñòèíêè, ïîòîì ñ÷åò÷èêè Ãåéãå-
ðà. Ïðèáëèçèòåëüíî ñ 1910 ïî 1914 ãîä áûëî ïîêàçàíî ,
÷òî ñïåêòð áåòà-ëó÷åé î÷åíü ñâîåîáðàçíûé – ýòî åñòü
íåêèé íåïðåðûâíûé ñïåêòð, íà êîòîðîì òîð÷àò ïèêè.
Ïðè÷åì ýòè ïèêè áûëè ðàçìûòû, è ñ÷èòàëîñü, ÷òî ýòî
ïðîñòî ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ àïïàðàòóðà ïëîõàÿ, à òî ÷ò î
ìû íàçûâàåì íåïðåðûâíûì ñïåêòðîì, âîçìîæíî, òîæå
åñòü àðòåôàêò, ñâÿçàííûé ñ íåäîñòàòêàìè íàøåé àïïà-
ðàòóðû.

È âîò â ýòî æå âðåìÿ âïåðâûå ôîðìóëèðóåòñÿ ìîäåëü
àòîìà. Êàê èçâåñòíî, ñíà÷àëà ýêñïåðèìåíò Ðåçåðôîð-
äà, à ïîòîì òåîðèÿ Áîðà äàëè íàì ïåðâóþ ìîäåëü àòîì à,
ñîãëàñíî êîòîðîé àòîì ñîñòîèò èç òî÷å÷íîãî ÿäðà è
î÷åíü áîëüøîãî îáëàêà ýëåêòðîíîâ (ðàçìåðû ÿäðà
ïîðÿäêà 1410-  ì, ðàçìåðû ýëåêòðîííîãî îáëàêà –

1010-  ì, ò.å. íà 4 ïîðÿäêà áîëüøå). Âîçíèê âîïðîñ:
îòêóäà áåðóòñÿ áåòà-ýëåêòðîíû? Èçíóòðè èëè ñíàðó-
æè? Ýòî ÷òî – òå ýëåêòðîíû, êîòîðûå âûáèòû èç
àòîìíîé îáîëî÷êè, èëè îíè âûøëè èç ÿäðà? Ïåðâûé,
êòî ïðîèçíåñ ñëîâî «ÿäðî», áûë Íèëüñ Áîð, êîòîðûé
ñêàçàë: áåòà-ëó÷è èñïóñêàþòñÿ èç ÿäðà.

Êàê èññëåäîâàòü ñïåêòðû áåòà-ðàñïàäîâ? Ðåçåðôîðä
ïðåäëîæèë ïîðàçèòåëüíî èíòåðåñíóþ èäåþ: äàâàéòå
ðàçâåðíåì ñèòóàöèþ è ãàììà-ëó÷àìè, êîòîðûå ïðèñóò-
ñòâóþò â ðàäèîàêòèâíîì èçëó÷åíèè, áóäåì ñíîâà îáëó-
÷àòü ýòî æå ÿäðî. Òîãäà åñëè ãàììà-ëó÷è ïàäàþò íà
ÿäðî, òî îíè ìîãóò âûáèòü âíåøíèå ýëåêòðîíû, è
ìîæíî èçìåðèòü ýíåðãèþ ãàììà-ëó÷åé ïî ýíåðãèè ýòèõ
ýëåêòðîíîâ (ïîñêîëüêó â ýòî âðåìÿ íå áûëî ñïîñîáîâ
èçìåðåíèÿ ãàììà-ëó÷åé). Êîãäà ýòà èäåÿ áûëà âîïëî-
ùåíà â ýêñïåðèìåíòå, òî îêàçàëîñü, ÷òî ïèêè, êîòîðû å
íàáëþäàëèñü â áåòà-ñïåêòðàõ – îíè ñåé÷àñ íàçûâàþòñÿ
êîíâåðñèîííûìè ëèíèÿìè, – ïîçâîëÿþò ïîìåðèòü ýíåð-
ãèþ ýëåêòðîíîâ. È âûÿñíèëîñü, ÷òî ýíåðãèÿ ýëåêòðî-
íîâ (òî÷íåå, ðàçíîñòü èõ ýíåðãèé) äîâîëüíî æåñòêî
ñâÿçàíà ñ ýíåðãèÿìè àòîìíûõ ñïåêòðîâ. Òàêèì îáðà-
çîì, íà ñàìîì äåëå ýëåêòðîíû, êîòîðûå íàáëþäàþòñÿ â
ñïåêòðå, âîò ýòè ïèêè, ñâÿçàíû ñ âíåøíèìè ýëåêòðîíà -
ìè, à íå ñ âíóòðåííèìè. Íî êàêèì îáðàçîì îíè âîçíè-
êàþò? Ïîÿâèëàñü òàêàÿ ìîäåëü: ãàììà-ëó÷è èñïóñêà-
þòñÿ ÿäðàìè, ýòè ãàììà-ëó÷è ïîãëîùàþòñÿ ýëåêòðîíà-
ìè, êîòîðûå âûáèâàþò âíåøíèå ýëåêòðîíû, ýëåêòðîíû
îáîëî÷êè. Òàê âîçíèêàþò ýëåêòðîíû, ñîîòâåòñòâóþùèå
ëèíèÿì, êîòîðûå â àòîìíîé ôèçèêå èçâåñòíû êàê K, L,
M-ëèíèè. Íî òîãäà ÿäðî íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì: îíî òîæ å
ñëîæíîå, à íå òî÷êà, êàê áûëî ó Ðåçåðôîðäà; íà ñàìî ì
äåëå ýòî ñëîæíîå îáðàçîâàíèå. Âîò îòñþäà ïîÿâëÿåòñÿ
ïðåäñòàâëåíèå î òîì, ÷òî ÿäåðíàÿ ôèçèêà – âåùü
ãîðàçäî áîëåå ñëîæíàÿ è ÷òî ó ÿäåð åñòü âîçáóæäåííû å
ñîñòîÿíèÿ. Îäíàêî âîïðîñ î òîì, îòêóäà áåðóòñÿ ýëåê -

2 ×åòíîñòü – ñâîéñòâî ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû ñîõðàíÿòü
ñâîé çíàê (èëè èçìåíÿòü íà ïðîòèâîïîëîæíûé) ïðè íåê îòî-
ðûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ, ò.å. õàðàêòåðèñòèêà ñèììåòðèè ñèñ-
òåìû óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ êàêèå-ëèáî ôèçè÷åñêèå ç à-
êîíû, ïî îòíîøåíèþ ê ýòèì ïðåîáðàçîâàíèÿì. Òàê, ïðî -
ñòðàíñòâåííàÿ ÷åòíîñòü P õàðàêòåðèçóåò ñèììåòðèþ ñè ñòå-
ìû óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî çíàêîâ êîîðäèíàò âñåõ ÷àñ òèö,
âðåìåíí áÿ ÷åòíîñòü Ò – îòíîñèòåëüíî íàïðàâëåíèÿ òå÷åíèÿ
âðåìåíè, çàðÿäîâàÿ ÷åòíîñòü Ñ – îòíîñèòåëüíî çàìåíû  âñåõ
÷àñòèö íà àíòè÷àñòèöû.

Þðèé Âëàäèìèðîâè÷ Ãàïîíîâ
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òðîíû, îñòàåòñÿ. È âîçíèêëà ìîäåëü (ýòî 1923–25 ãîä û;
ýòó ìîäåëü îñîáåííî ñèëüíî ðàçâèâàë Ðåçåðôîðä),
ñîãëàñíî êîòîðîé ÿäðî ñîñòîÿëî èç ïðîòîíîâ è ýëåêòð î-
íîâ. Ýëåêòðîíû, êîòîðûå ðîæäàþòñÿ ïðè áåòà-ðàñïàäå,
âðåìÿ îò âðåìåíè âûëåòàþò íàðóæó, à ïðîòîíû îñòàþò-
ñÿ. Çàðÿä ÿäðà – ýòî åñòü ðàçíîñòü çàðÿäîâ ïðîòîíîâ  è
ýëåêòðîíîâ. Íàïðèìåð, ÿäðî 6

3Li  ñîñòîèò èç øåñòè
ïðîòîíîâ è òðåõ ýëåêòðîíîâ. Ýòà ìîäåëü ñóùåñòâîâàëà
äîñòàòî÷íî äîëãî, äî êîíöà 1930-õ ãîäîâ, è âîçíèêàë è
ðàçíûå èíòåðåñíûå âîïðîñû. Íàïðèìåð: åñëè ÿäðî
èñïóñêàåò áåòà-ëó÷è è ãàììà-êâàíòû, òî ÷òî ðàíüøå
âûëåòàåò – áåòà-÷àñòèöà èëè ãàììà-÷àñòèöà? Ñ ñîâðå-
ìåííîé òî÷êè çðåíèÿ (ìû òåïåðü çíàåì îòâåò íà ýòîò
âîïðîñ), åñëè ÿäðî íåñòàáèëüíî, òî ñíà÷àëà îíî èñïó ñ-
êàåò áåòà-ëó÷è, ïîòîì ïåðåõîäèò â îñíîâíîå ñîñòîÿíè å
(èëè â áîëåå íèçêîå âîçáóæäåííîå) è èñïóñêàåò ãàììà -
êâàíòû. Êàê âèäèòå, èäåò ðàçâèòèå ÿäåðíîé ôèçèêè –
è âñå ýòî ÷åðåç áåòà-ëó÷è.

Íàêîíåö, âñòàë òàêîé âîïðîñ: íó õîðîøî, ïèêè ìû
îáúÿñíÿåì òåì, ÷òî ïðîèñõîäèò âûáèâàíèå ýëåêòðîíîâ
â îáîëî÷êå; à åñòü ëè òàêèå áåòà-ñïåêòðû, â êîòîðûõ  íåò
êîíâåðñèîííûõ ëèíèé? Äà, åñòü. Ýòî ñïåêòð òàê íàçû-
âàåìîãî ðàäèÿ-Å. Îí áûë èçâåñòåí. Â íåì íåò êîíâåð-
ñèîííûõ ëèíèé. Ñïðàøèâàåòñÿ, à êàê æå òîãäà? Îòêó-
äà áåðóòñÿ ýëåêòðîíû? Âûëåòàþò èç ÿäðà? Íî òîãäà
îíè ÷òî, íå êâàíòîâàíû? (Ê ýòîìó âðåìåíè óæå áûëî
ÿñíî, ÷òî âñå â ìèðå äîëæíî áûòü êâàíòîâàíî.) Çíà÷è ò,
ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî îíè íåïðåðûâíûå (â òîì ñìûñëå, ÷òî
èõ ýíåðãèÿ ïðèíèìàåò ëþáûå çíà÷åíèÿ). Êàê ýòî îáúÿñ -
íèòü? Â ýòîé îáëàñòè ðàáîòàëè äâå èíòåðåñíûå ãðóïïû .

Îäíà ãðóïïà – ýòî ãðóïïà Ðåçåðôîðäà, ê êîòîðîé
ïîòîì, ãäå-òî â êîíöå 1910-õ–íà÷àëå 1920-õ ãîäîâ,
ïðèñîåäèíèëñÿ Ýëëèñ. Ýëëèñ î÷åíü çàáàâíî ïîïàë â
ôèçèêó. ×åäâèê, êîòîðûé äåëàë ýêñïåðèìåíòû ïî áåòà-
ñïåêòðó è êîòîðûé îòêðûë íåïðåðûâíóþ ÷àñòü ýòîãî
ñïåêòðà, â 1914 ãîäó ïîïàë â Ãåðìàíèè â ïëåí. Îí áû ë
èíòåðíèðîâàí, è âî âðåìÿ ïëåíà, ÷òîáû ïðîâåñòè êàê-
òî âðåìÿ, îí ÷èòàë ëåêöèè. Ñðåäè âîåííîïëåííûõ,
êîòîðûå âìåñòå ñ íèì ñèäåëè, áûëè ìîëîäûå ðåáÿòà, â
÷àñòíîñòè áûë Ýëëèñ, êîòîðûé î÷åíü çàèíòåðåñîâàëñÿ
ýòîé òåìàòèêîé è ïîñëå âîéíû ñòàë îäíèì èç âåäóùèõ
ôèçèêîâ ó Ðåçåðôîðäà. Òàê âîò, ýòà ãðóïïà íå ñîçäàâ à-
ëà íèêàêèõ ìîäåëåé, ó íèõ áûëà èäåÿ: ïðîñòî äàâàéòå
èññëåäîâàòü, à äàëüøå – ÷òî ïîëó÷èòñÿ, òî ïîëó÷èòñÿ .

Âòîðàÿ, íåìåöêàÿ ãðóïïà ñîñòîÿëà òîæå èç ìîëîäûõ
â òî âðåìÿ ôèçèêîâ, âî ãëàâå êîòîðûõ áûëè Ëèçà
Ìåéòíåð è Îòòî Ãàí – èõ çíàþò ñåé÷àñ êàê îòêðûâàòå-
ëåé äåëåíèÿ ÿäðà â 1939 ãîäó è â ÷åñòü íèõ íàçâàíû äâà
íîâûõ ýëåìåíòà: õàññèé  è ìåéòíåðèé. 3 Ó íèõ áûëà

èäåÿ, ÷òî ýëåêòðîí, êîãäà îí âûëåòàåò èç ÿäðà è ëåò èò
ñêâîçü ýëåêòðîííóþ îáîëî÷êó, ãäå-òî òàì òåðÿåò ýíåð -
ãèþ, ðàññåèâàåòñÿ íà ýòèõ ýëåêòðîíàõ, è ïîýòîìó
ïîëó÷àåòñÿ íå äèñêðåòíûé ñïåêòð, à íåïðåðûâíûé. Ýòî
áûëà èäåÿ îáúÿñíåíèÿ. Íî êàê îáúÿñíèòü, ÷òî ýëåêòðî í
ïðîëåòàåò ñêâîçü ïðàêòè÷åñêè ïóñòîå îáëàêî è òàê
ñèëüíî ðàññåèâàåòñÿ? Âîò ýòî áûëà ïðîáëåìà.

Èòàê, ê êîíöó 1920-õ ãîäîâ ñòàëî ÿñíî, ÷òî åñòü îäí à
çàãàäêà – íåïðåðûâíûé ñïåêòð áåòà-ëó÷åé. Ïî÷åìó îí
íåïðåðûâíûé, êàê ýòî îáúÿñíèòü? È òîãäà áûë ñäåëàí
ñîâåðøåííî ïîðàçèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò, î÷åíü èíòå-
ðåñíûé, êîòîðûé çàñòàâèë ôèçèêîâ ñåðüåçíî çàäóìàòü-
ñÿ. Ýòîò ýêñïåðèìåíò áûë òàêîé: äàâàéòå ïîìåðÿåì
ïîëíóþ ýíåðãèþ âñåõ ýëåêòðîíîâ, êîòîðûå âûëåòàþò.
Äëÿ ýòîãî ïîìåñòèì íàø áåòà-èñòî÷íèê â òåðìîñòàò, è
âñþ ýíåðãèþ, êîòîðàÿ åñòü òàì, ïîìåðÿåì. Ïîìåðèëè.
È âûÿñíèëîñü, ÷òî ýíåðãèÿ áåòà-ëó÷åé ñîñòàâëÿåò ïðè -
áëèçèòåëüíî ïîëîâèíó ñðåäíåé ýíåðãèè, êîòîðàÿ âûäå-
ëÿåòñÿ â äàííîì ÿäðå (ê ýòîìó âðåìåíè áûëà îòêðûòà
âåðõíÿÿ ãðàíèöà áåòà-ñïåêòðîâ, ïîýòîìó ìîæíî áûëî
ñêàçàòü: âåðõíÿÿ ãðàíèöà òàêàÿ-òî, à âîò ïîëîâèíà ý òîé
ãðàíèöû). Êàê ýòî îáúÿñíèòü? Çäåñü âïåðâûå ôèçèêè
ïîäîøëè ê çàãàäêå, êîòîðàÿ ðåøàëàñü òàêèì ïðîñòûì,
íî ñîâåðøåííî íåîáû÷íûì ñïîñîáîì: ïðèøëîñü ââåñòè
íîâóþ ÷àñòèöó.

Çäåñü ÿ êîí÷àþ ðàññêàç ïðî ïåðâóþ ñòàäèþ, ýêñïåðè-
ìåíòàëüíóþ ñòàäèþ. Äàâàéòå ïîñìîòðèì, ÷òî áûëî
äàëüøå.

Ê êîíöó 1920-õ ãîäîâ ìû ïðèõîäèì âîò â êàêîé
ñèòóàöèè. Ñ îäíîé ñòîðîíû, óæå ðîäèëàñü êâàíòîâàÿ
ìåõàíèêà, èçâåñòíî óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà. Ýòî óðàâ-
íåíèå ïîçâîëÿåò îïèñàòü àòîì, ò.å. ýëåêòðîí, ñêà÷óù èé
ïî ñâîèì îðáèòàì âîêðóã ÿäðà. Íî íèêòî íå çíàåò,
ãîäèòñÿ ëè êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà äëÿ òîãî, ÷òîáû èññëå -
äîâàòü ÿäðî, èëè íåò. Êðîìå òîãî, åñòü óðàâíåíèå
Äèðàêà (ýòî ðåëÿòèâèñòñêîå îáîáùåíèå óðàâíåíèÿ
Øðåäèíãåðà). Îíî èìååò íåòðèâèàëüíîå ñâîéñòâî: ó
íåãî åñòü äâà ðåøåíèÿ, îäíî ðåøåíèå ñ ïîëîæèòåëüíîé
ýíåðãèåé, äðóãîå ðåøåíèå – ñ îòðèöàòåëüíîé. Óæå
òîãäà áûëà âûñêàçàíà èäåÿ, ÷òî, ìîæåò áûòü, åñòü äâ å
÷àñòèöû, íî â ýêñïåðèìåíòå íè÷åãî íå áûëî îáíàðóæå-
íî, áûë òîëüêî ýëåêòðîí.

È åùå îäíà ïðîáëåìà, êîòîðàÿ áûëà ñâÿçàíà ñ áåòà-
ñïåêòðàìè: êàê îïèñàòü ñàìî ÿäðî? Çäåñü âîçíèêàþò
äâå ãèïîòåçû. Îäíà ãèïîòåçà – ýòî ãèïîòåçà Íèëüñà
Áîðà. Áîð ãîâîðèë î÷åíü ìóäðûå íà ñàìîì äåëå ñëîâà,
êàê ìû ñåé÷àñ ïîíèìàåì; íî, ìîæåò áûòü, íåìíîæêî ïî -
äðóãîìó îíè äîëæíû áûòü âîñïðèíÿòû. Îí ãîâîðèò:
õîðîøî, àòîìíóþ ôèçèêó ìû çíàåì, âîò îíà îáúÿñíÿ-
åòñÿ ñ ïîìîùüþ êâàíòîâîé ôèçèêè è òàê äàëåå. À âîò
÷òî â ÿäðå? Ìîæåò áûòü, òàì âñå çàêîíû íàðóøàþòñÿ?
È îí ãîâîðèò: ÿ äóìàþ, ÷òî, ìîæåò áûòü, òàì íàðóøà-
åòñÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè. Â ýòîì îí áûë íå ïðà â.
Íî â ÷åì-òî, îêàçûâàåòñÿ, îí áûë ïðàâ – ÿ îá ýòîì
äàëüøå ñêàæó. À Ïàóëè ïðåäëîæèë ñîâåðøåííî íîâóþ
èäåþ: äî ñèõ ïîð â ôèçèêå áûëè òîëüêî çàðÿæåííûå
÷àñòèöû, à ïî÷åìó íå ìîæåò áûòü íåéòðàëüíûõ ÷àñòèö?
Ïàóëè âûñêàçàë ýòó èäåþ ïðèáëèçèòåëüíî â 1929–
30 ãîäû â ïèñüìàõ, ïðè÷åì Áîð íàñòîëüêî êàòåãîðè-
÷åñêè çàÿâèë, ÷òî íå õî÷åò äàæå îá ýòîì ñëûøàòü, ÷ò î

3 Ýòî îòêðûòèå ÷àùå óïîìèíàåòñÿ â ëèòåðàòóðå êàê îòêð û-
òèå Ãàíà è  Øòðàññìàíà – àâòîðîâ ñòàòüè 1939 ãîäà î
ðàñùåïëåíèè ÿäðà óðàíà, à íå êàê  ðåçóëüòàò 30-ëåòí åãî
ñîòðóäíè÷åñòâà Ãàíà è Ìåéòíåð. Ïîñëå âûíóæäåííîãî î òúåç-
äà Ëèçû Ìåéòíåð èç Ãåðìàíèè â 1938 ãîäó ñîâìåñòíûå
ïóáëèêàöèè èõ ðàáîò  áûëè íåâîçìîæíû ïî ïîëèòè÷åñêè ì
ñîîáðàæåíèÿì.

Äëÿ  ýëåìåíòà 108 ïîñëå ñèíòåçà â 1984 ãîäó áûëî ïð åäëî-
æåíî èìÿ îòòîãàíèé, â 1994 ãîäó – ãàíèé, à â 1997 ã îäó
óòâåðäèëîñü íàçâàíèå õàññèé – â ÷åñòü íåìåöêîé çåìë è Ãåññåí
(ëàò. Hassia), â êîòîðîé áûë ñèíòåçèðîâàí ýòîò ýëåì åíò.
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Ïàóëè ñ Áîðîì ïîòîì íå ïåðåïèñûâàëñÿ. Ïàóëè ïèñàë
ïèñüìà Ãåéçåíáåðãó, à Ãåéçåíáåðã, êàê ëó÷øèé ó÷åíèê
Íèëüñà Áîðà, ñ íèì ðàçãîâàðèâàë. Ïîëó÷àë îòâåò
Áîðà – ïèñàë ñíîâà Ïàóëè. Âîò òàê ýòà ïîëåìèêà
ìåæäó íèìè øëà, äî 1936 ãîäà Áîð íå ïðèçíàâàë èäåþ
î íåéòðàëüíûõ ÷àñòèöàõ.

Íà ñàìîì äåëå, âñå îêàçàëîñü íå òàê ïðîñòî. Äåëî â
òîì, ÷òî òî ÷òî ïðåäëîæèë Ïàóëè, íà ñàìîì äåëå ýòî
ñîâñåì íå íåéòðèíî. Ïàóëè ïðåäëîæèë íåéòðîí. Îí
ïðåäïîëîæèë, ÷òî â ÿäðå åñòü íåéòðîí, êîòîðûé âûñêà -
êèâàåò â ìîìåíò áåòà-ðàñïàäà. Íî êîãäà íåéòðîí áûë
îòêðûò, îêàçàëîñü, ÷òî îí òÿæåëûé, à îòíþäü íå òàêî é
ëåãêèé. È ïîýòîìó, â ðàçâèòèå ýòîé èäåè, áûëî ñêàçà íî
äàëüøå ñëåäóþùåå: íó õîðîøî, ñóùåñòâóåò ëåãîíüêèé
íåéòðîí÷èê – íåéòðèíî (ýòî Ôåðìè òàê åãî íàçâàë),
êàê ìàëåíüêèé íåéòðîí. È âîò èìåííî îí ÿâëÿåòñÿ òîé
ñàìîé íåéòðàëüíîé ÷àñòèöåé â áåòà-ðàñïàäå. Èíûìè
ñëîâàìè, íà ñàìîì äåëå áûëà îòêðûòà íå îäíà, à äâå
÷àñòèöû: íåéòðîí (êîòîðûé, êñòàòè, Ðåçåðôîðä ïðåä-
ïîëàãàë â ñâîå âðåìÿ, åùå â 1920-õ ãîäàõ, êàê ñâÿçà ííîå
ñîñòîÿíèå ïðîòîíà è ýëåêòðîíà) è íåéòðèíî.

È åùå îäèí ïîâîðîò äîëæåí áûë ïðîèçîéòè, ïðåæäå
÷åì ôèçèêè íà÷àëè âûñòðàèâàòü íîâóþ êàðòèíó. Ýòîò
ïîâîðîò – îòêðûòèå íåéòðîíà è ïîçèòðîíà â 1932 ãîäó .
Ñîâåðøåííî ïîòðÿñàþùèé ãîä â ôèçèêå, êîòîðûé
ïåðåâåðíóë ôèçèêó (ôèçèêó ÿäðà è ôèçèêó ÷àñòèö). Â
ýòîò ãîä áûëî îòêðûòî äâå âåùè: íåéòðîí (ýêñïåðèìåí -
òàëüíî áûëî ïîêàçàíî åãî ñóùåñòâîâàíèå) è ïîçèòðîí.
Êñòàòè, ïîçèòðîí íàáëþäàë, êàê èçâåñòíî, Ñêîáåëü-
öûí â Ðîññèè, íî îí íå çíàë, â êàêóþ ñòîðîíó äîëæåí
â äàííîì ìàãíèòå ëåòåòü ýòîò ïîçèòðîí. Ñ÷èòàëîñü, ÷ òî
ó íåãî äðóãîå íàïðàâëåíèå ïîâîðîòà â ìàãíèòíîì ïîëå
ïðîñòî ïîòîìó, ÷òî îí èäåò íå ñâåðõó, èç êîñìè÷åñêè õ
ëó÷åé, à èç-ïîä çåìëè. 4

Èòàê, áûë, îòêðûò íåéòðîí. ×òî ýòî îçíà÷àåò? ß
âàì ïðèâîäèë ïðèìåð 6

3Li , êîòîðûé ñ òî÷êè çðåíèÿ
ïðåäûäóùåé ìîäåëè – ïðîòîí-ýëåêòðîííîé – ñîñòîÿë
èç øåñòè ïðîòîíîâ è òðåõ ýëåêòðîíîâ. À ñ òî÷êè
çðåíèÿ íåéòðîíà? Åñëè åñòü íåéòðîí, òî â ÿäðå òðè
ïðîòîíà, òðè íåéòðîíà, è âñåãî ÷àñòèö – øåñòü! Ýòî
óæå ðàçíàÿ ñòàòèñòèêà5 : â ïåðâîì ñëó÷àå 6

3Li  èìååò
ñïèí ïîëóöåëûé, à âî âòîðîì – öåëûé. À ýòî ìîæíî
ïðîâåðèòü â ýêñïåðèìåíòå. È âîò êîãäà ýòî áûëî
ïðîâåðåíî, ñòàëî ÿñíî, ÷òî íåéòðîííàÿ ãèïîòåçà áîëå å
âåðîÿòíà, ÷åì ýëåêòðîí-ïðîòîííàÿ. Èòàê, â 1932 ãîäó
ðîæäàåòñÿ íåéòðîí-ïðîòîííàÿ ìîäåëü. Êñòàòè, â åå
ðîæäåíèè ó÷àñòâîâàëè òðè ÷åëîâåêà: Ãåéçåíáåðã, êî-
òîðûé ïîñòîÿííî ïåðåïèñûâàëñÿ ñ Ïàóëè íà ýòó òåìó,

Èâàíåíêî â Ðîññèè, ñîâåðøåííî íåçàâèñèìî, è, íàêî-
íåö, Ìàéîðàíà. Îáû÷íî ïðî Ìàéîðàíà íèêòî íå çíà-
åò, à îí áûë ó÷åíèêîì Ãåéçåíáåðãà è âûäâèíóë ýòó
èäåþ íåçàâèñèìî.

Ïîñëå òîãî êàê áûë îòêðûò ïîçèòðîí, íà÷àëà óêëàäû-
âàòüñÿ â öåëüíóþ ñõåìó èäåÿ, ñâÿçàííàÿ ñ óðàâíåíèåì
Äèðàêà, ò.å. íà÷àëà ïîäòâåðæäàåòñÿ êâàíòîâàÿ ýëåêò-
ðîäèíàìèêà. Êâàíòîâàÿ ýëåêòðîäèíàìèêà (è ñ ñîâðå-
ìåííîé òî÷êè çðåíèÿ, è ñ òî÷êè çðåíèÿ, êîòîðàÿ áûëà
ñôîðìèðîâàíà â 1930 ãîäó) ãîâîðèò ñëåäóþùåå: êîãäà
äâà ýëåêòðîíà ðàññåèâàþòñÿ äðóã íà äðóãå, ìåæäó íèì è
ïðîñêàêèâàåò ãàììà-êâàíò – âèðòóàëüíî, êàê ìû ãîâî-
ðèì. Èëè, èíûìè ñëîâàìè: âîçíèêàåò ýëåêòðîìàãíèò-
íîå ïîëå ìåæäó ýòèìè ýëåêòðîíàìè. (Åñòü, êîíå÷íî, è
äðóãîé ïðîöåññ, êîãäà ýòîò ãàììà-êâàíò ïàäàåò, ñêà-
æåì, íà àòîì è ìîæåò ðîäèòü ýëåêòðîí-ïîçèòðîííóþ
ïàðó.) ×òî ñóùåñòâåííî äëÿ ýòîé òåîðèè: â íåé åñòü
íåêàÿ êîíñòàíòà âçàèìîäåéñòâèÿ. Ýòî ïîñòîÿííàÿ ñëà-
áîãî âçàèìîäåéñòâèÿ 6  ( )2e ch , ðàâíàÿ 1 137, çíàìåíè-
òàÿ êîíñòàíòà, êîòîðàÿ äî ñèõ ïîð ïðàâèò êâàíòîâîé
ýëåêòðîäèíàìèêîé è, ïî-âèäèìîìó, èìååò äàæå áîëü-
øåå çíà÷åíèå, íî ïîêà ìû åùå ïëîõî ïîíèìàåì, ãäå îí à
åùå ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà. Âî âñÿêîì ñëó÷àå, êâàíòî-
âàÿ ýëåêòðîäèíàìèêà ïîëíîñòüþ îáúÿñíÿåòñÿ ñ ïîìî-
ùüþ ýòîé êîíñòàíòû. Ýòî – íåêàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ
êîíñòàíòà ìèðà. È òîãäà â ïàðàëëåëü ýòîé èäåå Ôåðìè
ïðåäïîëîæèë ïîõîæóþ – ïðîñòî àíàëîãè÷íóþ – ìî-
äåëü äëÿ áåòà-ðàñïàäà. Ñîãëàñíî ýòîé ìîäåëè, áåòà-
âçàèìîäåéñòâèå, ïî Ôåðìè, âûãëÿäèò òàê. Ëåòèò íåé-
òðîí, ïîòîì îí ïðåâðàùàåòñÿ â ïðîòîí (ýòî åñòü íåêî å
âçàèìîäåéñòâèå, êîòîðîå ìîæíî îïèñàòü ÷èñòî ôåíîìå-
íîëîãè÷åñêè, íåêîé êîíñòàíòîé) è âûëåòàþò ýëåêòðîí
è íåéòðèíî:

1 1
0 1 en p e-® + + n% .

ß íàïèñàë çäåñü àíòèíåéòðèíî, íî ýòî óæå ñåãîäíÿø-
íèé äåíü. À â ïðèíöèïå – çäåñü íåéòðèíî. È êîíñòàíò à,
êîòîðàÿ îïèñûâàåò ýòîò ïðîöåññ, î÷åíü ïîõîæà íà
êîíñòàíòó èç êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèêè. Íî èç-çà
òîãî ÷òî íå èçâåñòíî, ÷òî çäåñü íàõîäèòñÿ, îíà íîðì è-
ðîâàíà íà ìàññó ýëåêòðîíà â êâàäðàòå, ýòî 1010- .
Ñìîòðèòå, êàêàÿ ìàëåíüêàÿ êîíñòàíòà: òàì 1 137, à
çäåñü 1010- . ×òî ýòî îçíà÷àåò? Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
ñå÷åíèå âçàèìîäåéñòâèÿ – ñîâåðøåííî ôàíòàñòè÷åñêè
ìàëåíüêàÿ âåëè÷èíà. Íó, ÷òî òàêîå ñå÷åíèå, âñïîìíèì .
Âîçüìåì ïÿòàê è áðîñèì íà íåãî ïîòîê ÷àñòèö. Êàê
÷àñòî ýòîò ïîòîê ÷àñòèö áóäåò âçàèìîäåéñòâîâàòü ñ ý òèì
ïÿòàêîì? Âñå áóäåò çàâèñåòü îò òîãî, êàêîâà ïëîùàäü
ýòîãî ïÿòàêà â ïðîåêöèè íà ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå ïîòîê à
(ýòî è íàçûâàåòñÿ ñëîâîì «ñå÷åíèå»), îò âåëè÷èíû
ïîòîêà è âðåìåíè, â òå÷åíèå êîòîðîãî âû íàáëþäàåòå.
Ïëîùàäü ïÿòàêà – àíàëîã ñå÷åíèþ âçàèìîäåéñòâèÿ,
êîòîðîå èñïîëüçóåòñÿ â ôèçèêå.

4 Äåéñòâèòåëüíî, Ñêîáåëüöûí ïåðâûé íàáëþäàë ïîçèòðîí ,
íî îí äóìàë, ÷òî ýòî ýëåêòðîí èç çåìëè, òàê êàê óâè äåë, ÷òî
íàáëþäàåìàÿ ÷àñòèöà ëåòèò îò ìàãíèòà â ïðîòèâîïîëîæ íóþ
ñòîðîíó, ÷åì ëåòåë áû ýëåêòðîí. À ñ ïîçèòðîíîì âñå â
ïîðÿäêå – ó íåãî çàðÿä äðóãîãî çíàêà.

5 Ïîâåäåíèå ñèñòåì ÷àñòèö, îáëàäàþùèõ öåëûì èëè ïîëó-
öåëûì ñïèíîì, ñóùåñòâåííî ðàçëè÷àåòñÿ. Òàê, èçâåñòí ûé
ïðèíöèï çàïðåòà Ïàóëè îòíîñèòñÿ òîëüêî ê ÷àñòèöàì ñ
ïîëóöåëûì ñïèíîì. Â êâàíòîâîé ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêå
÷àñòèöû, èìåþùèå öåëûé ñïèí (òàê íàçûâàåìûå áîçîíû) ,
îïèñûâàþòñÿ ñòàòèñòèêîé Áîçå–Ýéíøòåéíà, à èìåþùèå ï î-
ëóöåëûé ñïèí (ôåðìèîíû) – ñòàòèñòèêîé Ôåðìè–Äèðàêà.

6 Ïîñòîÿííàÿ òîíêîé ñòðóêòóðû, èëè ïîñòîÿííàÿ Çîììåð-
ôåëüäà. Âûðàæåíèå ÷åðåç ôóíäàìåíòàëüíûå êîíñòàíòû ï ðè-
âåäåíî â ñèñòåìå åäèíèö ÑÃÑÝ, èñïîëüçóåìîé â êâàíòî âîé
ýëåêòðîäèíàìèêå. ×èñëåííîå çíà÷åíèå íå çàâèñèò îò â ûáîðà
ñèñòåìû åäèíèö.
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Îêàçàëîñü, ÷òî åñëè ñìîòðåòü ïðîöåññû âçàèìîäåé-

ñòâèÿ âåùåñòâà ñ íåéòðèíî, òî ñå÷åíèå íàõîäèòñÿ íà
óðîâíå 43 46 210 10  ñì- -- . Â òî âðåìÿ êàê ñå÷åíèå ÿäåð-
íûõ ðåàêöèé ýòî 24 28 210 10  ñì- -- . Íó, ëåãêî ïîíÿòü
ýòè îöåíêè. Åñëè ðàçìåð ÿäðà 1210-  ñì, òî êâàäðàò
ðàçìåðà ýòîãî ÿäðà – 24 210  ñì- . Âîò íîðìàëüíîå ÿäåð-
íîå ñå÷åíèå. À 28 210  ñì-  – ýòî î÷åíü ìàëåíüêàÿ âåëè-
÷èíà. Òåïåðü äàâàéòå ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî òàêîå

42 210  ñì- . Ýòî çíà÷èò, ÷òî ðàçìåð îáëàñòè, ãäå èäåò
âçàèìîäåéñòâèå íåéòðèíî ñ äðóãèìè ÷àñòèöàìè, êîòî-
ðûå îñóùåñòâëÿþò ñëàáîå âçàèìîäåéñòâèå, ïðèìåðíî

2110-  ñì. Ñåãîäíÿ ìû åãî íåìíîãî ïî-äðóãîìó îöåíèâà-
åì, êàê 17 1810 10- --  ñì, íî âñå ðàâíî ïîëó÷àþòñÿ
î÷åíü ìàëåíüêèå ñå÷åíèÿ – âû äîëæíû ïîïàñòü âàøèì
ïîòîêîì â ìîíåòêó ðàçìåðîì ïîðÿäêà 2010-  ñì. ßñíî,
÷òî äàæå ïî ñðàâíåíèþ ñ ÿäåðíûìè ñå÷åíèÿìè ýòî
íåâåðîÿòíàÿ çàäà÷à. È âîò ýòî áûëà ñëåäóþùàÿ ïðîáëå -
ìà, êîòîðóþ íóæíî áûëî ðåøàòü. Íî ðàç òàê, òî âû
íèêîãäà íå ñìîæåòå çàðåãèñòðèðîâàòü íåéòðèíî. Èìåÿ
òàêèå ìàëåíüêèå ñå÷åíèÿ, íåéòðèíî ñïîêîéíî ïðîõîäèò
ñêâîçü çåìíîé øàð. Îäèí ðàç âçàèìîäåéñòâóÿ çà âñå
âðåìÿ äâèæåíèÿ ÷åðåç âåñü çåìíîé øàð. Îäèí ðàç! Êàê
âû áóäåòå ýòî ðåãèñòðèðîâàòü? Âîò ïðîáëåìà, ñ êîòîð îé
ñòîëêíóëèñü ôèçèêè.

×òîáû êîí÷èòü ñ ýòèì ïåðèîäîì, ÿ ïîêàæó îñíîâíûõ
ó÷àñòíèêîâ – òåîðåòèêîâ, êîòîðûå â ýòîò ïåðèîä ðàáî -
òàëè.

Äèðàê â 1928 ãîäó ïèøåò ñâîå óðàâíåíèå (ðåëÿòèâè-
ñòñêîå âîëíîâîå óðàâíåíèå ýëåêòðîíà). Êñòàòè, ó óðà â-
íåíèÿ Äèðàêà åñòü îäèí èíòåðåñíûé ïðåäåëüíûé ñëó-
÷àé: äàâàéòå â óðàâíåíèè Äèðàêà ïîëîæèì ìàññó
ðàâíîé íóëþ. Â ðåçóëüòàòå ðåäóêöèè ïîëó÷àåòñÿ óðàâ-
íåíèå Âåéëÿ. Òàê âîò, ñàìàÿ ôàíòàñòè÷åñêàÿ, ñàìàÿ
çàãàäî÷íàÿ è ñòðàííàÿ âåùü áûëà â òîì, ÷òî óðàâíåíè å
Äèðàêà, êîãäà âû îáðàùàåòå ìàññó â íîëü, ìîæåò
ïðèâåñòè ê íàðóøåíèþ P-÷åòíîñòè. Âîò ýòîò ñëó÷àé,
óðàâíåíèå Âåéëÿ (ò.å. óðàâíåíèå äâèæåíèÿ äëÿ áåçìàñ -
ñîâîé ÷àñòèöû ñî ñïèíîì 1 2 , ÷àñòíûé ñëó÷àé óðàâíå-
íèÿ Äèðàêà), ñ÷èòàëñÿ íåôèçè÷åñêèì. Ê íåìó âåðíó-
ëèñü òîëüêî ÷åðåç 20–25 ëåò. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ñðàçó
ìîæíî áûëî îòêðûòü íåîáû÷íûå ñâîéñòâà íåéòðèíî,
ïîæàëóéñòà – Âåéëü íàïèñàë ýòî óðàâíåíèå. Íî îíè
áûëè òàêèå íåîáû÷íûå, ÷òî íèêòî â ýòî íå ïîâåðèë.
Ñêàæó áîëüøå, áûë ýêñïåðèìåíò â 1929 ãîäó, êîòîðûé
íà ñàìîì äåëå ïîâòîðèë – íó, íå ïîâòîðèë, à ïðåäøå-
ñòâîâàë ýêñïåðèìåíòàì 1956–57 ãîäîâ, ãäå èçìåðÿëàñü
ïîëÿðèçàöèÿ ýëåêòðîíîâ (ò.å. âçàèìíàÿ îðèåíòàöèÿ
ñïèíà è èìïóëüñà ÷àñòèö), âûëåòàþùèõ ïðè áåòà-
ðàñïàäå. Òàì íàøëè, ÷òî îíè ïîëÿðèçîâàíû, íî â ýòî
íèêòî íå ìîã ïîâåðèòü. Ýêñïåðèìåíò îòñòàâèëè â
ñòîðîíó è ñêàçàëè: ýòîãî íå ìîæåò áûòü. È âñå. Âîò
òàêàÿ èíòåðåñíàÿ øòóêà.

Äàëüøå – ïðîòèâîðå÷èÿ â ïðîòîí-ýëåêòðîííûõ ìî-
äåëÿõ ÿäðà, î êîòîðûõ ÿ âàì ñêàçàë. Íà íèõ âïåðâûå
îáðàòèë âíèìàíèå Êðîíèã. Ãèïîòåçà î íàðóøåíèè ñî-
õðàíåíèÿ ýíåðãèè áûëà ïðåäëîæåíà Áîðîì â 1929 ãîäó,
à ãèïîòåçà Ïàóëè î íåéòðîíå – â 1930 ãîäó. Íåéòðîí
è ïîçèòðîí áûëè îòêðûòû ×åäâèêîì è Àíäåðñîíîì â

1932 ãîäó, à ïðîòîí-íåéòðîííàÿ ìîäåëü â ýòîì æå ãîä ó
áûëà ïîñòðîåíà òåìè òðåìÿ ëþäüìè, î êîòîðûõ ÿ
ãîâîðèë. Áûëà ïîïûòêà ïîñòðîèòü òåîðèþ áåòà-ðàñïàäà
ñ íàðóøåíèåì çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè, áûëà îïóá-
ëèêîâàíà òàêàÿ ðàáîòà. È Áîð íà íåå ññûëàëñÿ! Íî –
äî 1936 ãîäà, è îíà îêàçàëàñü íåïðàâèëüíîé.

Íåéòðèííàÿ ãèïîòåçà Ïàóëè – ýòî óæå 1933 ãîä.
Êàê âèäèòå, ñíà÷àëà íåéòðîí, à ïîòîì íåéòðèíî. Çíà-
÷èò, òåîðèÿ Ôåðìè òîãäà æå áûëà ïîñòðîåíà. Îöåíêà
ñå÷åíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ íåéòðèíî, î êîòîðîé ÿ âàì
ãîâîðèë è êîòîðàÿ ïîêàçàëà, ÷òî íåéòðèíî íå ðåãèñòð è-
ðóåòñÿ, áûëà ïðîâåäåíà Áåòå è Ïàéåðëñîì â 1934 ãîäó .

Åùå õî÷ó âàì ñêàçàòü î äâîéíîì áåòà-ðàñïàäå (ò.å.
òàêîì ðàñïàäå ÿäðà, êîòîðûé ñîïðîâîæäàåòñÿ óâåëè÷å-
íèåì çàðÿäà ÿäðà íà äâå åäèíèöû è èçëó÷åíèåì äâóõ
ýëåêòðîíîâ). Äâîéíîé áåòà-ðàñïàä áûë âïåðâûå ïðåä-
ëîæåí Ã¸ïïåðò-Ìàéåð  â 1935 ãîäó. È òîëüêî ñåãîäíÿ
ìû íà÷èíàåì èì çàíèìàòüñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî. Íóæíî
áûëî 70 ëåò æäàòü, ÷òîáû íà÷àòü èì çàíèìàòüñÿ.

È ñàìîå èíòåðåñíîå, òî ÷òî ìû ñåãîäíÿ òîëüêî íà÷è-
íàåì èçó÷àòü – ýòî ãèïîòåçà Ìàéîðàíà. Äåëî â òîì, ÷ òî
íåéòðèíî êàê äèðàêîâñêàÿ ÷àñòèöà (ò.å. òî, ÷òî áûëî
ïðèäóìàíî Ôåðìè ïî àíàëîãèè ñ óðàâíåíèåì Äèðàêà)
èìåëî íîðìàëüíûå ñâîéñòâà: áûëî íåéòðèíî, áûëî è
àíòèíåéòðèíî – òî÷íî òàê æå, êàê ñóùåñòâóþò ýëåêò-
ðîí è ïîçèòðîí, åñòü íåéòðèíî è àíòèíåéòðèíî. Îäíàê î
êòî âàì ñêàçàë, ÷òî ýòî åäèíñòâåííàÿ âîçìîæíîñòü? È
âîò Ìàéîðàíà â 1937 ãîäó, áóêâàëüíî çà íåñêîëüêî
ìåñÿöåâ äî ñâîåé ñìåðòè, ïóáëèêóåò ðàáîòó, â êîòîðî é
ïðåäëàãàåò ñëåäóþùåå: îí áåðåò óðàâíåíèå Äèðàêà,
äåëàåò íåêèå ìàòåìàòè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ è ïîêà-
çûâàåò, ÷òî â íåì åñòü ðåøåíèÿ, â êîòîðûõ íåéòðèíî
ìîæåò áûòü òîæäåñòâåííî àíòèíåéòðèíî. Òîãäà íåò
íèêàêîãî ýëåêòðîííîãî çàðÿäà, òî÷íåå – ýòî íîëü. È
òàêîå íåéòðèíî ìîæåò ñóùåñòâîâàòü. Âîò ýòà ýñòàôåòà
áûëà ïîäõâà÷åíà Ïîíòåêîðâî. Ïîíòåêîðîâî áûë òåì
÷åëîâåêîì, êîòîðûé ñëóøàë Ìàéîðàíà â 1937 ãîäó.
Êñòàòè, äî ñèõ ïîð ñóäüáà Ìàéîðàíà íåèçâåñòíà; ïî-
âèäèìîìó, îí ïîêîí÷èë æèçíü ñàìîóáèéñòâîì, áóê-
âàëüíî ÷åðåç íåñêîëüêî ìåñÿöåâ ïîñëå òîãî, êàê íàïè -
ñàë ýòó ñòàòüþ.

Âîò òàêàÿ çàãàäêà îñòàëàñü íàì ñ 1937 ãîäà. Íàäî
ñêàçàòü, ÷òî åå ïðîñòî èãíîðèðîâàëè â òî âðåìÿ. Ìàë î
òîãî ÷òî íåéòðèíî íåëüçÿ çàðåãèñòðèðîâàòü, òàê ê òî ìó
æå åùå ó íåãî êàêèå-òî ñîâñåì íåíîðìàëüíûå ñâîéñòâà .

Èòàê, ñ 1932–33 ãîäîâ íà÷èíàåòñÿ ñîâåðøåííî íîâûé
ïåðèîä – ýêñïåðèìåíòàëüíûé ïåðèîä èçó÷åíèÿ áåòà-
ðàñïàäà. Äî ýòîãî âðåìåíè ÿäåðíîé ôèçèêè åùå íå
ñóùåñòâîâàëî, è âñå, ÷òî èçó÷àëè ôèçèêè, ýòî áûëè
ðàäèîàêòèâíûå ÿäðà, êîòîðûå äàâàëè ýëåêòðîíû – ò.å.
ïðîèñõîäèëè áåòà-ìèíóñ ðàñïàäû (ñ íàøåé ñåãîäíÿø-
íåé òî÷êè çðåíèÿ). À ñ 1932 ãîäà, ïîñëå òîãî êàê áû ë
îòêðûò íåéòðîí, íà÷èíàåòñÿ áóðíîå ðàçâèòèå ÿäåðíîé
ôèçèêè, îòêðûâàåòñÿ ìíîãî ðàçíûõ ÿäåð, ìîæíî íåé-
òðîí çàãîíÿòü â ÿäðà è ñìîòðåòü, ÷òî áóäåò. Åñëè âû
àëüôà-÷àñòèöó çàãîíèòå âíóòðü ÿäðà ñ ïîìîùüþ öèê-
ëîòðîíà, òî ìîæíî íàõîäèòü è ïîëîæèòåëüíûå ÿäðà, ñ
èçáûòêîì ïðîòîíîâ, è íàáëþäàòü áåòà-ïëþñ ðàñïàäû.

Òàêèì îáðàçîì, âîçíèêàþò èíòåðåñíûå âàðèàíòû
íåéòðèííûõ ïðîöåññîâ. Âî-ïåðâûõ, áåòà-ìèíóñ ðàñïàä



(êîòîðûé èçó÷àëñÿ äî ýòîãî):

1N NA A
Z Z e-

+® + + n%.

Âî-âòîðûõ – áåòà-ïëþñ ðàñïàä, ãäå ðîæäàþòñÿ ïîçèò-
ðîíû:

1N NA A
Z Z e+

-® + + n .

Íî âîçìîæåí åùå èíòåðåñíûé ïðîöåññ K-çàõâàòà –
çàõâàòà ýëåêòðîíîâ ÿäðîì, ñ òåì ÷òîáû ïîÿâèëîñü
íåéòðèíî:

1N NA A
Z Ze-

-+ ® + n .

Íàêîíåö, äâîéíîé áåòà-ðàñïàä, î êîòîðîì, ÿ âàì ñêà-
çàë, âïåðâûå íà÷àëè äóìàòü â òî âðåìÿ:

2N N 2 2A A
Z Z e-

+® + + n%.

Îêàçàëîñü, ÷òî âñå ýòè ïðîöåññû î÷åíü ñóùåñòâåííû
äëÿ àñòðîôèçèêè: äëÿ ãîðåíèÿ Ñîëíöà, ýâîëþöèè çâåçä
è äàæå äëÿ êîëëàïñà ñâåðõíîâûõ – ýòî êîãäà ó âàñ
î÷åíü òÿæåëîå ÿäðî, ñîñòîÿùåå èç æåëåçà, âäðóã ìãíî âåí-
íî ïðåâðàùàåòñÿ â íåéòðîííóþ çâåçäó, êîëëàïñèðóåò.
Ýòà èäåÿ, êñòàòè, ïðèíàäëåæèò Ëàíäàó (ðàáîòà
1937 ãîäà). È åùå îäíó èíòåðåñíóþ âåùü ìîãó âàì
ñêàçàòü. Êîãäà Ëàíäàó ïîñàäèëè â òþðüìó, Áîð íàïè-
ñàë ïèñüìî Ñòàëèíó, è â ýòîì ïèñüìå îí ãîâîðèë î
Ëàíäàó êàê î êðóïíåéøåì ó÷åíîì è ïðèâîäèë â ïðè-
ìåð, êàê ïîòðÿñàþùóþ ðàáîòó, èìåííî êîëëàïñ çâåçä.
Ýòî áûë àðãóìåíò Ñòàëèíó äëÿ òîãî, ÷òîáû Ëàíäàó
âûïóñòèëè èç òþðüìû.

À äàëüøå íà÷èíàåòñÿ ìíîãî îòêðûòèé â êîñìè÷åñêèõ
ëó÷àõ. Íà÷àëè ïîäîçðåâàòü, ÷òî ýòî íåêèå ÷àñòèöû,
äîñòàòî÷íî òÿæåëûå. Ñíà÷àëà äóìàëè, ÷òî ýòî ïè-
ìåçîíû; îêàçàëîñü, ÷òî ýòî ìþ-ìåçîíû (ïî íûíåøíèì
ïðåäñòàâëåíèÿì) è ÷òî ýòè ìþ-ìåçîíû òîæå ðàäèîàê-
òèâíû, êàê òîãäà ãîâîðèëè. È ýòà ðàäèîàêòèâíîñòü
ìåçîíîâ ñîâåðøåííî íåîáû÷íà. Îêàçàëîñü, ÷òî ìåçîí
ðàñïàäàåòñÿ íà ýëåêòðîí è äâà (!) íåéòðèíî. Âïåðâûå
áûë îáíàðóæåí ïðîöåññ, â êîòîðîì íå îäíî íåéòðèíî,
êàê â áåòà-ïðîöåññå, à äâà íåéòðèíî. Ïðè ýòîì íåò
òàêîãî ïðîöåññà, êîãäà áû ìåçîí ðàñïàäàëñÿ íà ýëåêò -
ðîí è ãàììà-êâàíò. Çàòåì áûë îòêðûò ïè-ìåçîí, êàê
ïðåäøåñòâåííèê ìþ-ìåçîíà. È îí áûë îòêðûò (íå õî÷ó
ñåé÷àñ çàëåçàòü â äåòàëè) ïðè èññëåäîâàíèÿõ, êîòîðû å
áûëè ñâÿçàíû ñ ïîèñêàìè ïðè÷èí ÿäåðíûõ ñèë. Ýòè ïè-
ìåçîíû áûëè îáíàðóæåíû â êîñìè÷åñêèõ ëó÷àõ. Îêà-
çàëîñü, ÷òî îíè ðàñïàäàþòñÿ íà ìþ-ìåçîíû; åùå åñòü
ïðåâðàùåíèå â ýëåêòðîí è íåéòðèíî.

Íàêîíåö, îäíèì èç ñàìûõ èíòåðåñíûõ îòêðûòèé
òîãî âðåìåíè, ïî-âèäèìîìó, áûëî îòêðûòèå áåòà-ðàñ-
ïàäà íåéòðîíà. Áåòà-ðàñïàä íåéòðîíà áûë îòêðûò â
1948 ãîäó Ðîáñîíîì â Àìåðèêå è Ñïèâàêîì â Ðîññèè.
Íàäî âàì ñêàçàòü, ÷òî, êîíå÷íî, ýòî îòêðûòèå – Íî-
áåëåâñêàÿ ïðåìèÿ, íî Ñïèâàê â 1948 ãîäó ðàáîòàë â
Êóð÷àòîâñêîì èíñòèòóòå, â êîìàíäå Èãîðÿ Âàñèëüå-
âè÷à Êóð÷àòîâà, è, êîíå÷íî, ýòè ðàáîòû íå ïóáëèêî-
âàëèñü. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðîçåâàëè î÷åðåäíóþ Íî-
áåëåâñêóþ ïðåìèþ.

È âîò, â ýòî æå âðåìÿ, íàêîíåö, íà ñòûêå ÿäåðíîé
ôèçèêè è òåõíèêè ðîæäàåòñÿ àòîìíûé ðåàêòîð – íó,
ìû çíàåì, ðàáîòû ñ 1941–43 ãîäîâ íà÷èíàþòñÿ â

ðàçíûõ ñòðàíàõ. È ñòàíîâèòñÿ ÿñíî, ÷òî âñå-òàêè
ïðèðîäà íàì äàåò âîçìîæíîñòü ïîïðîáîâàòü íàéòè
ðåàëüíî è çàðåãèñòðèðîâàòü íåéòðèíî, ïîñêîëüêó ðå-
àêòîð åñòü ìîùíûé èñòî÷íèê íåéòðèíî. Íó, äåéñòâè-
òåëüíî, â ðåàêòîðå ïðîèñõîäèò äåëåíèå ÿäåð, âîçíè-
êàþò ÿäðà, î÷åíü ñèëüíî èçáûòî÷íûå ïî íåéòðîíàì.
Îíè, åñòåñòâåííî, ðàñïàäàþòñÿ ñ ïîìîùüþ öåïî÷åê
ïî áåòà-ðàñïàäàì äîñòàòî÷íî áûñòðî. Èçáûòî÷íûå íåé-
òðîíû ó âàñ åñòü, ïîýòîìó ýòî – áåòà-ìèíóñ ðàñïàäû.
È êîëè÷åñòâî ýòèõ ðàñïàäîâ – ôàíòàñòè÷åñêè áîëü-
øîå: ïîòîê íåéòðèíî îò ðåàêòîðà íà ðàññòîÿíèè îêî-
ëî 10 ìåòðîâ (îò ñàìîãî ðåàêòîðà) ñîñòàâëÿåò 1310
íåéòðèíî â ñåêóíäó ÷åðåç êâàäðàòíûé ñàíòèìåòð. Ýòî
ôàíòàñòè÷åñêèå ïîòîêè! Âîò òå ñàìûå 20 ïîðÿäêîâ,
êîòîðûå íóæíî áûëî ñêîìïåíñèðîâàòü, ÷òîáû óéòè îò
ñå÷åíèé 43 210  ñì-  íà óðîâåíü 28 210  ñì-  – âîò âàì
âîçìîæíîñòü ïîïðîáîâàòü èõ ñêîìïåíñèðîâàòü!

È ïåðâûé, êòî íà÷àë äóìàòü îá èñïîëüçîâàíèè ðå-
àêòîðà äëÿ íåéòðèííîé ôèçèêè, áûë Áðóíî Ïîíòå-
êîðâî. ß ïîêàæó âàì åãî ðàáîòó 1946 ãîäà. Ýòà ðàáî-
òà áûëà îïóáëèêîâàíà â Êàíàäå – â ýòî âðåìÿ Áðóíî
Ïîíòåêîðâî ðàáîòàë åùå â Êàíàäå, â Ðîññèþ îí ïî-
ïàë òîëüêî â 1949 ãîäó. Îí âïåðâûå çàäóìàëñÿ î
òîì, íåëüçÿ ëè èñïîëüçîâàòü äëÿ ðåãèñòðàöèè íåéòðè-
íî îáðàòíûå ïðîöåññû. Äî íåãî âñå ñìîòðåëè òîëüêî
íà áåòà-ðàñïàäû – ðàñïàäû, ãäå íåéòðèíî ïîÿâëÿåò-
ñÿ, è âñå. À òóò îí ïðåäëîæèë ïîèñêàòü ïðîöåññ
îáðàòíûé, êîãäà íåéòðèíî ïîïàäàåò â ÿäðî è ÷òî-òî ñ
íèì ïðîèñõîäèò. Âîò ïðîöåññû, êîòîðûå îí ðàññìàò-
ðèâàë: ÿ ïðÿìî áåðó êóñî÷åê íà àíãëèéñêîì ÿçûêå èç
åãî ñòàòüè. Òî÷íåå, èç åãî êàíàäñêîãî ïðåïðèíòà  19 46
ãîäà. È âîò îí ïðèâîäèò ïðèìåðû – òå ñàìûå ïðèìå-
ðû, êîòîðûìè ìû ñåãîäíÿ çàíèìàåìñÿ. Â 1946 ãîäó
îí ïðèâîäèò ïðèìåð! Â êà÷åñòâå ïðèìåðà, ãîâîðèò
îí, ìîæíî ðàññìîòðåòü òàêóþ ðåàêöèþ: âçÿòü íåéòðè-
íî, áðîñèòü íà 37

17Cl , ïîëó÷èòñÿ -b  è 37
18 Ar . À 37

18 Ar
ìîæíî çàðåãèñòðèðîâàòü, ïîñêîëüêó îí ïðåâðàùàåòñÿ
â õëîð, âðåìÿ æèçíè 34 äíÿ, è ïðîèñõîäèò K-çàõâàò.
Ýòî òî, ÷åì ñåãîäíÿ ôèçèêè – â òå÷åíèå 30 ëåò äàæå  –
çàíèìàþòñÿ. Âîò òàêàÿ ñõåìà.

Íî Ïîíòåêîðâî ñäåëàë åùå îäíó ïîðàçèòåëüíóþ
âåùü: äàë ïðîãðàììó èññëåäîâàíèé ïî ôèçèêå íåéò-
ðèíî. Îí ñêàçàë: äàâàéòå ñìîòðåòü âîçìîæíûå èñòî÷-
íèêè íåéòðèíî â ìèðå. Òàêèå èñòî÷íèêè ìîãóò áûòü
ñëåäóþùèå. Ïåðâîå: íåéòðèííûå ïîòîêè îò Ñîëíöà.
Îí èõ îöåíèâàë íà óðîâíå 1610  íåéòðèíî (ò.å. ïëîò-
íîñòü ïîòîêà íåéòðèíî 1610  íà 21 ñì  â 1 ñåêóíäó), íî
ñåãîäíÿ ìû çíàåì, ÷òî íà óðîâíå Çåìëè ýòî, ñàìîå
ëó÷øåå, 1012. Íî âñå ðàâíî, íå òàê óæ ïëîõî. –
Çíà÷èò, ïåðâûé èñòî÷íèê íåéòðèíî, ñ êîòîðûì ìîæ-
íî ðàáîòàòü ýêñïåðèìåíòàòîðàì, ýòî Ñîëíöå, – ñêà-
çàë â 1946 ãîäó Ïîíòåêîðâî. Âòîðîå – ýòî ðåàêòîð-
íûå íåéòðèíî. Ôðàãìåíòû, ÿäðà, êîòîðûå âîçíèêàþò
ïîñëå äåëåíèÿ, ÿâëÿþòñÿ èñòî÷íèêàìè íåéòðèíî. È,
íàêîíåö, îí åùå ïðåäëîæèë ñàì óðàí: ìåòàëë, êîòî-
ðûé âûòàñêèâàåòñÿ èç ðåàêòîðà, òîæå ìîæåò áûòü
èñòî÷íèêîì íåéòðèíî. Íó, ñåé÷àñ ýòî íå ïðèìåíÿåò-
ñÿ. Âî âñÿêîì ñëó÷àå, âîò åãî ïðîãðàììà (13 íîÿáðÿ
1946 ãîäà): äàâàéòå èñïîëüçóåì äëÿ èññëåäîâàíèÿ íåé -
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òðèíî òðè òèïà èñòî÷íèêîâ – ñîëíå÷íûå íåéòðèíî,
ðåàêòîðíûå íåéòðèíî è íåéòðèíî îò óñêîðèòåëåé.

Âîò òàê äàâíî áûëà ýòà ïðîãðàììà ñôîðìóëèðîâàíà.
È äåéñòâèòåëüíî, â 1956 ãîäó âïåðâûå ïðîâåäåíû
ýêñïåðèìåíòû â Àìåðèêå: Ðåéíñ, áûë òàêîé ôèçèê, íà
àìåðèêàíñêîì ðåàêòîðå ñäåëàë ýêñïåðèìåíò è çàðåãèñ-
òðèðîâàë ïåðâîå íåéòðèíî îò ðåàêòîðà.

Èìåííîé êîììåíòàðèé

Âîëüôãàíã Ýðíñò Ïàóëè  (1900–1958) – àâñòðèéñêèé
ôèçèê, ââåë ïîíÿòèå ñïèíà ýëåìåíòàðíîé ÷àñòèöû,
ïðåäñêàçàë ñóùåñòâîâàíèå íåéòðèíî è ñôîðìóëèðîâàë
«ïðèíöèï çàïðåòà». Ëàóðåàò Íîáåëåâñêîé ïðåìèè ïî
ôèçèêå çà 1945 ãîä.

Íèëüñ Õåíðèê Äàâèä Áîð  (1885–1962) – äàòñêèé
ôèçèê, îäèí èç ñîçäàòåëåé ñîâðåìåííîé ôèçèêè (â
÷àñòíîñòè, ñîçäàòåëü ïåðâîé êâàíòîâîé òåîðèè àòîìà è
àêòèâíûé ó÷àñòíèê ðàçðàáîòêè îñíîâ êâàíòîâîé ìåõà-
íèêè). Ëàóðåàò Íîáåëåâñêîé ïðåìèè ïî ôèçèêå çà 1922
ãîä.

Àíòóàí Àíðè Áåêêåðåëü  (1852–1908) – ôðàíöóçñ-
êèé ôèçèê, îäèí èç ïåðâîîòêðûâàòåëåé ðàäèîàêòèâíî-
ñòè. Ëàóðåàò Íîáåëåâñêîé ïðåìèè ïî ôèçèêå çà 1903
ãîä.

Ýðíåñò Ðåçåðôîðä (1871–1937) – áðèòàíñêèé ôè-
çèê, «îòåö» ÿäåðíîé ôèçèêè, ñîçäàòåëü ïëàíåòàðíîé
ìîäåëè àòîìà. Ëàóðåàò Íîáåëåâñêîé ïðåìèè ïî õèìèè
çà 1908 ãîä.

×àðëüç Äðóììîíä Ýëëèñ  (1895–1980) – àíãëèéñêèé
ôèçèê.

Äæåéìñ ×åäâèê  (1891–1974) – àíãëèéñêèé ôèçèê,
ó÷åíèê Ðåçåðôîðäà; îòêðûë íåéòðîí. Ëàóðåàò Íîáå-
ëåâñêîé ïðåìèè ïî ôèçèêå çà 1935 ãîä.

Ëèçà Ìåéòíåð  (1878–1968) – àâñòðèéñêèé ôèçèê è
ðàäèîõèìèê.

Îòòî Ãàí  (1879–1968) – íåìåöêèé õèìèê, «îòåö
ÿäåðíîé õèìèè», îòêðûë ðàñùåïëåíèå óðàíà. Ëàóðåàò
Íîáåëåâñêîé ïðåìèè ïî õèìèè çà 1944 ãîä.

Ýðâèí Ðóäîëüô Éîçåô Àëåêñàíäð Øðåäèíãåð (1887–
1961) — àâñòðèéñêèé ôèçèê-òåîðåòèê, îäèí èç ñîçäà-
òåëåé êâàíòîâîé ìåõàíèêè. Ëàóðåàò Íîáåëåâñêîé ïðå-
ìèè ïî ôèçèêå çà 1933 ãîä (ñîâìåñòíî ñ Ïîëåì Äèðà-
êîì).

Ïîëü Àäðèåí Ìîðèñ Äèðàê  (1902–1984) – àíãëèéñ-
êèé ôèçèê, îäèí èç ñîçäàòåëåé êâàíòîâîé ìåõàíèêè.
Ëàóðåàò Íîáåëåâñêîé ïðåìèè ïî ôèçèêå çà 1933 ãîä
(ñîâìåñòíî ñ Ýðâèíîì Øðåäèíãåðîì).

Âåðíåð Êàðë Ãåéçåíáåðã (1901–1976) – íåìåöêèé
ôèçèê, îäèí èç ñîçäàòåëåé êâàíòîâîé ìåõàíèêè. Ëàó-
ðåàò Íîáåëåâñêîé ïðåìèè ïî ôèçèêå çà 1932 ãîä.

Ýíðèêî Ôåðìè  (1901–1954) – èòàëüÿíñêèé ôèçèê,
îäèí èç îñíîâîïîëîæíèêîâ êâàíòîâîé ôèçèêè. Ëàó-
ðåàò Íîáåëåâñêîé ïðåìèè ïî ôèçèêå çà 1938 ãîä.

Äìèòðèé Âëàäèìèðîâè÷ Ñêîáåëüöûí (1892–1990)
– ñîâåòñêèé ôèçèê-ýêñïåðèìåíòàòîð, ñïåöèàëèñò â
îáëàñòè êîñìè÷åñêèõ èçëó÷åíèé è ôèçèêè âûñîêèõ
ýíåðãèé.

Äìèòðèé Äìèòðèåâè÷ Èâàíåíêî  (1904–1994) – ñî-
âåòñêèé ôèçèê; ðàáîòû â îáëàñòè ÿäåðíîé ôèçèêè,
åäèíîé òåîðèè ïîëÿ, òåîðèè ãðàâèòàöèè è äð.

Ýòòîðå Ìàéîðàíà  (1906–1938) – èòàëüÿíñêèé ôè-
çèê; ðàáîòû â îáëàñòè ÿäåðíîé ôèçèêè è òåîðèè
íåéòðèíî.

Àðíîëüä Èîãàíí Âèëüãåëüì Çîììåðôåëüä  (1868—
1951) — íåìåöêèé ôèçèê-òåîðåòèê; ðàáîòû ïîñâÿùåíû
êâàíòîâîé òåîðèè àòîìà, ñïåêòðîñêîïèè, êâàíòîâîé
òåîðèè ìåòàëëîâ, ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå.

Ãåðìàí Êëàóñ Ãóãî Âåéëü  (1885–1955) – íåìåöêèé
ìàòåìàòèê; ðàáîòû âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè è
ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.

Ðàëüô Êðîíèã  (1904–1995) – íèäåðëàíäñêèé ôèçèê;
ðàáîòû â îáëàñòè ñïåêòðîñêîïèè, êâàíòîâîé ìåõàíèêè,
ÿäåðíîé ôèçèêè, ôèçèêè òâåðäîãî òåëà è äð.

Êàðë Äýâèä Àíäåðñîí (1905–1991) – àìåðèêàíñêèé
ôèçèê; ðàáîòû ïîñâÿùåíû èññëåäîâàíèþ ðåíòãåíî-
âñêèõ è ãàììà-ëó÷åé, ôèçèêå êîñìè÷åñêèõ ëó÷åé, ôè-
çèêå ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö. Ëàóðåàò Íîáåëåâñêîé ïðå-
ìèè ïî ôèçèêå çà 1936 ãîä.

Õàíñ Àëüáðåõò Áåòå  (1906–2005) – íåìåöêèé è
àìåðèêàíñêèé ôèçèê è àñòðîôèçèê. Ëàóðåàò Íîáåëåâ-
ñêîé ïðåìèè ïî ôèçèêå çà 1967 ãîä.

Ðóäîëüô Ýðíñò Ïàéåðëñ  (1907–1995) – àíãëèéñêèé
ôèçèê; ðàáîòû ïî êâàíòîâîé ìåõàíèêå è êâàíòîâîé
ýëåêòðîäèíàìèêå, ÿäåðíîé ôèçèêå, ôèçèêå òâåðäîãî
òåëà è äð.

Ìàðèÿ Ã¸ïïåðò-Ìàéåð  (1906–1972) – àìåðèêàíñ-
êèé ôèçèê. Ëàóðåàò Íîáåëåâñêîé ïðåìèè ïî ôèçèêå
(îäíà èç äâóõ æåíùèí-ëàóðåàòîâ) çà 1963 ãîä (ñîâìå-
ñòíî ñ Õàíñîì Éåíñåíîì).

Áðóíî Ìàêñèìîâè÷ Ïîíòåêîðâî  (1913–1993) – èòà-
ëüÿíñêèé è ñîâåòñêèé ôèçèê; ðàáîòû â îáëàñòè íåéò-
ðèííîé ôèçèêè, àñòðîôèçèêè è äð.

Ëåâ Äàâèäîâè÷ Ëàíäàó (1908–1968) – âûäàþùèéñÿ
ñîâåòñêèé ôèçèê-òåîðåòèê, îñíîâàòåëü íàó÷íîé øêî-
ëû. Ëàóðåàò Íîáåëåâñêîé ïðåìèè ïî ôèçèêå çà 1962
ãîä.

Äæîí Ìèêàýëü Ðîáñîí  (1920–2000) – êàíàäñêèé
ôèçèê; ðàáîòû â îáëàñòè ÿäåðíîé ôèçèêè, ôèçèêè è
òåõíèêè ÿäåðíûõ ðåàêòîðîâ.

Ïåòð Åôèìîâè÷ Ñïèâàê  (1911–1992) – ñîâåòñêèé
ôèçèê; ðàáîòû â îáëàñòè ÿäåðíîé ôèçèêè è ôèçèêè
ñëàáûõ âçàèìîäåéñòâèé.

Èãîðü Âàñèëüåâè÷ Êóð÷àòîâ (1903–1960) – ñîâåò-
ñòêèé ôèçèê, «îòåö» ñîâåòñêîé àòîìíîé áîìáû, ãëàâ-
íûé íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü àòîìíîé ïðîáëåìû â
ÑÑÑÐ.

Ôðåäåðèê Ðåéíñ  (1918–1998) – àìåðèêàíñêèé ôè-
çèê. Ëàóðåàò Íîáåëåâñêîé ïðåìèè ïî ôèçèêå çà 1995
ãîä «çà ýêñïåðèìåíòàëüíîå îáíàðóæåíèå íåéòðèíî».

(Ïðîäîëæåíèå ñòàòüè –
â ñëåäóþùåì íîìåðå æóðíàëà)



Ãåîìåòðèÿ íà ïàðêåòå
Â.ÄÓÁÐÎÂÑÊÈÉ

Ðèñ. 1

ÂÑÎÂÐÅÌÅÍÍÎÉ ÃÅÎÌÅÒÐÈÈ ÏÀÐÊÅÒÛ, ÈËÈ ÇÀ-
ìîùåíèÿ, ò.å. ïîêðûòèÿ  ïëîñêîñòè  ìíîãîóãîëü-
íèêàìè áåç ïðîáåëîâ è ïåðåêðûòèé, ñëóæàò ïðåä-

ìåòîì ñàìîñòîÿòåëüíîãî èçó÷åíèÿ. Â ýòîé ñòàòüå ìû
óâèäèì, êàê èõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå èíñòðó -
ìåíòà äëÿ äîêàçàòåëüñòâà «îáû÷íûõ», äàæå êëàññè÷åñ-
êèõ òåîðåì, èçíà÷àëüíî íå èìåþùèõ íè÷åãî îáùåãî ñ
çàìîùåíèÿìè. Äîêàçàòåëüñòâà, êîòîðûå ìû áóäåì îá-
ñóæäàòü, âîâñå íå åäèíñòâåííûå è äàæå íå ñàìûå
êîðîòêèå. Íî îíè, áåçóñëîâíî, êðàñèâû, è ÿ íàäåþñü,
÷òî îíè äîñòàâÿò ÷èòàòåëÿì òàêîå æå óäîâîëüñòâèå, ê àê
è àâòîðó.

Íà÷íåì ñ äâóõ ïðîñòåéøèõ ïàðêåòîâ, êîòîðûå ïîêà-
çàíû íà ðèñóíêå 1. Ýòî çàìîùåíèÿ ïëîñêîñòè ïàðàëëå-
ëîãðàììàìè è òðåóãîëüíèêàìè. Ïåðâîå ïîëó÷àåòñÿ,

åñëè ðàçäåëèòü ïëîñêîñòü íà ïàðàëëåëîãðàììû äâóìÿ
ñåìåéñòâàìè ïàðàëëåëüíûõ è ðàâíîîòñòîÿùèõ ïðÿ-
ìûõ. Âòîðîå ïîëó÷àåòñÿ, åñëè ðàçðåçàòü âñå ýòè ïàðà ë-
ëåëîãðàììû ïàðàëëåëüíûìè äèàãîíàëÿìè. ßñíî, ÷òî â
êà÷åñòâå ïëèòîê ïàðêåòà ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðàâíûå
ïàðàëëåëîãðàììû ëþáîãî ðàçìåðà è ôîðìû, è òî æå
ñïðàâåäëèâî äëÿ òðåóãîëüíèêîâ. (Ïëèòêàìè íàçûâàþò
ìíîãîóãîëüíèêè, èç êîòîðûõ ñîñòàâëÿåòñÿ ïàðêåò. Â
ïàðêåòàõ íà ðèñóíêå 1 âñå ïëèòêè îäèíàêîâû; íèæå ìû
âñòðåòèìñÿ è ñ ïàðêåòîì èç íåñêîëüêèõ ðàçíûõ âèäîâ
ïëèòîê.)

Äàæå ñàìûé ïðîñòîé – òðåóãîëüíûé – ïàðêåò ìîæåò
ïðîèëëþñòðèðîâàòü îäíó èç ôóíäàìåíòàëüíûõ òåîðåì
ãåîìåòðèè. Ïîñìîòðèòå åùå ðàç íà ðèñóíîê 1, á. Ïîíÿò-
íî ëè, î êàêîé òåîðåìå èäåò ðå÷ü? Óâåðåí, ÷òî äà. Ý òî
òåîðåìà î ñóììå óãëîâ òðåóãîëüíèêà. Íà ðèñóíêå óãëû
øåñòè ïëèòîê óëîæåíû âîêðóã èõ îáùåé âåðøèíû áåç
çàçîðîâ è íàëîæåíèé. À òàê êàê êàæäûé óãîë ïëèòêè
âñòðå÷àåòñÿ äâàæäû ñðåäè ýòèõ øåñòè óãëîâ, òî ñóììà
óãëîâ ïëèòêè ðàâíà 180°.

Èòàê, ìû ñóìåëè îáíàðóæèòü âàæíûé ãåîìåòðè÷åñ-
êèé ôàêò «ìåòîäîì ïðèñòàëüíîãî âçãëÿäà» íà çàìîùå-
íèå; ýòîò ìåòîä åùå íå ðàç ïðèãîäèòñÿ íàì â äàëüíåé -
øåì. Ïîïóòíî íàø ïðîñòîé ïðèìåð ïîÿñíÿåò, ïî÷åìó
çàìîùåíèÿ îêàçûâàþòñÿ ïîëåçíûìè ïðè ïîèñêå è äîêà-
çàòåëüñòâå ãåîìåòðè÷åñêèõ ôàêòîâ: êîãäà ôèãóðà îêðó -

æåíà ñâîèìè êîïèÿìè, òî âûÿâëÿþòñÿ ñâÿçè ìåæäó åå
ýëåìåíòàìè, êîòîðûå äî ýòîãî áûëî òðóäíî óâèäåòü.

Åñòü åùå îäíî èíòåðåñíîå ñîîáðàæåíèå òåõíè÷åñêîãî
õàðàêòåðà; îíî òðåáóåò áîëåå ïîäðîáíîãî îáúÿñíåíèÿ.

Èçìåðåíèå ïëîùàäåé ïîäñ÷åòîì óçëîâ

Ðàññìîòðèì ïàðêåò èç ïàðàëëåëîãðàììîâ è ïðîèç-
âîëüíóþ ôèãóðó íà ïëîñêîñòè. Ïëîùàäü ýòîé ôèãóðû
ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíà ÷èñëó ñîäåðæàùèõñÿ â íåé
ïëèòîê, óìíîæåííîìó íà ïëîùàäü ïëèòêè. ×åì ìåíüøå
ïëèòêè, òåì òî÷íåå ýòî ðàâåíñòâî. Çäåñü ìû ñ÷èòàåì,
÷òî ïëèòêè èçìåëü÷àþòñÿ, à ôèãóðà ôèêñèðîâàíà. Íî
ìîæíî ïðåäñòàâèòü, ÷òî ôèêñèðîâàí ïàðêåò, à ôèãóðà
ðàçäóâàåòñÿ, ñîõðàíÿÿ ôîðìó. Òîãäà, ñ÷èòàÿ ïëîùàäü
ïëèòêè ðàâíîé 1, ïîëó÷èì, ÷òî ïëîùàäü ôèãóðû ïðè-
ìåðíî ðàâíà ÷èñëó ïëèòîê, öåëèêîì ëåæàùèõ âíóòðè
íåå. È ÷åì áîëüøå ðàçäóòà ôèãóðà, òåì ìåíüøå îòíî-
ñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü òàêîãî èçìåðåíèÿ.

Íî âìåñòî ïëèòîê ìîæíî ñ÷èòàòü òî÷êè – âåðøèíû
ïëèòîê! Ìíîæåñòâî âåðøèí âñåõ ïàðàëëåëîãðàììîâ
íàøåãî ïàðêåòà íàçûâàåòñÿ ðåøåòêîé , à ñàìè âåðøèíû
– åå óçëàìè . Êàæäûé óçåë ðåøåòêè – ýòî ëåâàÿ íèæíÿÿ
âåðøèíà êàêîãî-òî (è òîëüêî îäíîãî) ïàðàëëåëîãðàììà
èç ñîîòâåòñòâóþùåãî çàìîùåíèÿ. Ïîýòîìó ÷èñëî óçëîâ
âíóòðè ôèãóðû íå ìåíüøå ÷èñëà ïàðàëëåëîãðàììîâ,
ñîäåðæàùèõñÿ â íåé, è íå áîëüøå ÷èñëà ïàðàëëåëîã-
ðàììîâ, êîòîðûå èìåþò ñ íåé îáùèå òî÷êè. Çíà÷èò,
îïÿòü ïðèíèìàÿ ïëîùàäü îäíîãî ïàðàëëåëîãðàììà çà
åäèíèöó (äàâàéòå äîãîâîðèìñÿ è äàëüøå òàê ñ÷èòàòü,
åñëè ñïåöèàëüíî íå îãîâîðåíî èíîå), ìû ìîæåì ñêà-
çàòü, ÷òî ïëîùàäü ôèãóðû ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíà ÷èñ-
ëó óçëîâ, êîòîðûå îíà ïîêðûâàåò.

«Ðàçäóâàÿ» ôèãóðó, ìîæíî ñäåëàòü îòíîñèòåëüíóþ
ïîãðåøíîñòü ýòîãî ðàâåíñòâà ñêîëü óãîäíî ìàëîé, íî
èäåàëüíîé òî÷íîñòè äëÿ âñåõ ôèãóð äîñòè÷ü íåëüçÿ.
Îäíàêî äëÿ íåêîòîðûõ òèïîâ ôèãóð ïîäñ÷åò óçëîâ
ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü ïëîùàäü àáñîëþòíî òî÷íî. Îäíó
èç òàêèõ ôîðìóë äàåò òåîðåìà Ïèêà:  ïëîùàäü ìíîãî-
óãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè â óçëàõ ðåøåòêè ðàâíà

2 1i b+ - , ãäå i – ÷èñëî óçëîâ âíóòðè ìíîãîóãîëüíèêà,
à b – ÷èñëî óçëîâ íà åãî ãðàíèöå . Îá ýòîé ôîðìóëå ìû
åùå âñïîìíèì (ñì. òàêæå ñòàòüþ Í.Á.Âàñèëüåâà «Âîê-
ðóã ôîðìóëû Ïèêà» 1 ), íî çäåñü áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ
äðóãèì ñïîñîáîì âû÷èñëåíèÿ ïëîùàäåé.

Ïóñòü íàì íóæíî âû÷èñëèòü ïëîùàäü íåêîòîðîé
ôèãóðû, êîïèÿìè êîòîðîé ìîæíî çàìîñòèòü ïëîñêîñòü.
Íàëîæèì ýòî çàìîùåíèå íà ðåøåòêó åäèíè÷íûõ ïàðàë-
ëåëîãðàììîâ. Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé ñëó÷àé, êîãäà

1 Îïóáëèêîâàíà â «Êâàíòå» ¹12 çà 1974 ã. è â âûïóñêå 125
«Áèáëèîòå÷êè «Êâàíò».
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Ðèñ. 2

Ðèñ. 3

êàæäàÿ ïëèòêà íîâîãî çàìîùåíèÿ ïîêðûâàåò îäíî è òî
æå ÷èñëî n óçëîâ ðåøåòêè, íî íè îäèí èç íèõ íå ëåæèò
íà åå ãðàíèöå. Òîãäà ïëîùàäü s îäíîé ôèãóðû-ïëèòêè
ïðîñòî ðàâíà n. Äîêàæåì ýòî.

Â ñàìîì äåëå, ðàññìîòðèì êðóã ðàäèóñà R ñ ôèêñè-
ðîâàííûì öåíòðîì O. Ïóñòü âíóòðè íåãî ëåæèò N =
= N ( R) ïëèòîê. Òîãäà ïëîùàäü êðóãà, 2Rp , ïðèáëèçè-
òåëüíî ðàâíà Ns (ýòî óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ
çàìîùåíèÿ ïàðàëëåëîãðàììàìè, î ÷åì áûëî ñêàçàíî
âûøå, íî, êîíå÷íî, è äëÿ ëþáîãî äðóãîãî ïàðêåòà èç
îäèíàêîâûõ ïëèòîê). Áîëåå òî÷íî, îòíîøåíèå 2 NRp
ñòðåìèòñÿ ê s ïðè R, ñòðåìÿùåìñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Íî
ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàê ìû âèäåëè âûøå, ïëîùàäü êðóãà
ïðèìåðíî ðàâíà ÷èñëó óçëîâ âíóòðè íåãî, êîòîðîå, â
ñâîþ î÷åðåäü, ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíî Nn, äðóãèìè
ñëîâàìè, îòíîøåíèå 2 NRp  ñòðåìèòñÿ ê n. Ñëåäîâà-
òåëüíî, s =  n.

Ïîõîæåå ðàññóæäåíèå ïðèìåíèìî è òîãäà, êîãäà
íåêîòîðûå óçëû ïîïàäàþò íà ãðàíèöû ïëèòîê. Íî â
ýòîì ñëó÷àå ïðè ïîäñ÷åòå ÷èñëà óçëîâ, ïîêðûòûõ îäíî é
ïëèòêîé, êàæäûé ãðàíè÷íûé óçåë íóæíî ó÷èòûâàòü ñ
êîýôôèöèåíòîì 1/ k, ãäå k – ÷èñëî ïëèòîê, íà ãðàíèöå
êîòîðûõ ëåæèò ýòîò óçåë (à êàæäûé âíóòðåííèé óçåë
– ïî-ïðåæíåìó ñ êîýôôèöèåíòîì 1). Òîãäà, ñêëàäûâàÿ
âñå ýòè êîýôôèöèåíòû ïî âñåì N  ïëèòêàì âíóòðè
êðóãà, ìû ó÷òåì êàæäûé ãðàíè÷íûé óçåë k ðàç (ïî
îäíîìó ðàçó íà êàæäóþ ïëèòêó, íà ãðàíèöå êîòîðîé îí
ëåæèò). Íî âêëàä îò êàæäîãî ðàçà ðàâåí 1/ k, çíà÷èò,
ñóììàðíûé âêëàä îäíîãî ãðàíè÷íîãî óçëà ðàâåí 1.
Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ÷èñëî óçëîâ âíóòðè êðóãà (ïðèáëèçè-
òåëüíî) ðàâíî Nn , ãäå n – ñóììà êîýôôèöèåíòîâ âñåõ
óçëîâ, ëåæàùèõ âíóòðè èëè íà ãðàíèöå îäíîé ïëèòêè,
÷òî îïÿòü äàåò ðàâåíñòâî s =  n.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ñíîâà ðàññìîòðèì çàìîùåíèå
ïëèòêàìè-ïàðàëëåëîãðàììàìè, ïîêàçàííîå íà ðèñóíêå
1,à. Íà êàæäóþ ïëèòêó ïîïàäàåò 4 óçëà, íî è êàæäûé
óçåë, â ñâîþ î÷åðåäü, ïîêðûò ÷åòûðüìÿ ïëèòêàìè,
ïîýòîìó ñðåäíåå ÷èñëî óçëîâ íà ïëèòêó ðàâíî 1, à ýò î
è åñòü ïëîùàäü ïëèòêè. Áîëåå èíòåðåñíûé ïðèìåð
ïîëó÷àåòñÿ, åñëè ðàññìîòðåòü òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíà-
ìè â óçëàõ ðåøåòêè, íà ãðàíèöå è âíóòðè êîòîðîãî
äðóãèõ óçëîâ íåò (ïðèìåð – çàêðàøåííûé òðåóãîëüíèê
íà ðèñóíêå 1, á). Ïîêàæåì, ÷òî ïëîùàäü ëþáîãî òàêîãî
òðåóãîëüíèêà ðàâíà 1/2, ò.å. ïîëîâèíå ïëîùàäè ïàðàë -
ëåëîãðàììà, ïîðîæäàþùåãî ðåøåòêó – âåäü ýòà ïëî-
ùàäü, êàê ìû äîãîâàðèâàëèñü, ðàâíà 1.

Çàìîñòèì ïëîñêîñòü êîïèÿìè ýòîãî òðåóãîëüíèêà
(ðèñ. 2; äëÿ íàãëÿäíîñòè ìû ðàñêðàñèëè èõ â øàõìàò-

íîì ïîðÿäêå). Òîãäà âñå âåðøèíû ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ
çàìîùåíèÿ ïîïàäóò â óçëû ðåøåòêè, à âíóòðè òðåóãîëü -
íèêîâ íå îêàæåòñÿ óçëîâ. (Äîêàæèòå ýòî ñàìîñòîÿòåëü -
íî ïðè ïîìîùè òàêîãî ôàêòà: åñëè ñäâèíóòü âñþ
ðåøåòêó íà âåêòîð AB

uuur
, ãäå A è B – åå óçëû, òî îíà

ñîâìåñòèòñÿ ñàìà ñ ñîáîé.) Êàæäûé òðåóãîëüíèê ïî-
êðûâàåò òðè óçëà, à êàæäûé óçåë ïðèíàäëåæèò øåñòè
òðåóãîëüíèêàì, ïîýòîìó íà êàæäûé òðåóãîëüíèê ïðè-
õîäèòñÿ ïî 3/6 = 1/2 óçëà, à çíà÷èò, åãî ïëîùàäü
ðàâíà 1/2. Òåïåðü âû ìîæåòå ïîïðîáîâàòü äîêàçàòü
ôîðìóëó Ïèêà: äëÿ ýòîãî íàäî ðàçðåçàòü ìíîãîóãîëü-
íèê ñ âåðøèíàìè â óçëàõ ðåøåòêè íà òðåóãîëüíèêè
âðîäå òåõ, êîòîðûå ìû òîëüêî ÷òî ðàññìàòðèâàëè, è
íàéòè ÷èñëî ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ (ìîæíî ïîäñ÷èòàòü
ñóììó âñåõ èõ óãëîâ).

Ïîäîáíûé ìåòîä âû÷èñëåíèÿ ïëîùàäè ïëèòêè ïðè-
ìåíèì, êîãäà çàìîùåíèå ïëèòêàìè è ðåøåòêà ñâÿçàíû
äðóã ñ äðóãîì ñëåäóþùèì îáðàçîì: ëþáîå äâèæåíèå,
ïåðåâîäÿùåå îäíó ïëèòêó â äðóãóþ, ïåðåâîäèò âñþ
ðåøåòêó â ñåáÿ. Ýòî óñëîâèå ãàðàíòèðóåò, ÷òî âî âñå õ
ïëèòêàõ óçëû ðàñïîëîæåíû îäèíàêîâî.

Óïðàæíåíèå 1.  Äâå ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû ïàðàëëå-
ëîãðàììà åäèíè÷íîé ïëîùàäè ðàçäåëåíû íà n ðàâíûõ ÷àñ-
òåé, äðóãèå äâå ñòîðîíû – íà m ðàâíûõ ÷àñòåé. Òî÷êè
ðàçáèåíèÿ ñîåäèíåíû äâóìÿ ñïîñîáàìè, êàê ïîêàçàíî í à
ðèñóíêå 3. Íàéäèòå ïëîùàäè ìàëåíüêèõ ïàðàëëåëîãðàìì îâ
â îáîèõ ñëó÷àÿõ.

Â óïðàæíåíèè 1 ðåøåòêà áûëà äàíà â óñëîâèè. Íî
èíîãäà, êàê, íàïðèìåð, â ñëåäóþùåì óïðàæíåíèè,
ïîäõîäÿùóþ ðåøåòêó ïðèõîäèòñÿ ñòðîèòü.

Óïðàæíåíèå 2.  Òî÷êè 1A , 1B , 1C  ðàñïîëîæåíû ñîîòâåò-
ñòâåííî íà ñòîðîíàõ BC, CA, AB òðåóãîëüíèêà ABC òàê, ÷òî

1 1 1 1 1 1: : : 1 : 2A C CB B A AC CB BA = = = . Ïëîùàäü òðåóãîëü-
íèêà ABC ðàâíà 1. Íàéäèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà, îãðàíè-
÷åííîãî ïðÿìûìè 1AA , 1BB , 1CC .

Òåîðåìà Ïèôàãîðà

Çíàêîìñòâî ñ ïðèìåíåíèÿìè ïàðêåòîâ ìû ïðîäîë-
æèì íåîáû÷íûì äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû Ïèôàãîðà.

Âîçüìåì êâàäðàòû ñî ñòîðîíàìè, ðàâíûìè êàòåòàì
a è b íåêîòîðîãî ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà. Çà-
ìîñòèì èìè ïëîñêîñòü, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 4.
Ëåâàÿ íèæíÿÿ âåðøèíà êàæäîãî êâàäðàòà ñî ñòîðî-
íîé a òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðàâîé íèæíåé âåðøèíîé îäíî-
ãî èç êâàäðàòîâ ñî ñòîðîíîé b. Ïîêðàñèì âñå ýòè
òî÷êè â êðàñíûé öâåò. Êðàñíûå òî÷êè îáðàçóþò êâàä-
ðàòíóþ ðåøåòêó (äîêàæèòå ýòî!), ïðè÷åì ñòîðîíà êâàä -
ðàòà ýòîé ðåøåòêè ðàâíà ãèïîòåíóçå íàøåãî ïðÿìîó-
ãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà – ïîñìîòðèòå íà ñèíèé òðåó-
ãîëüíèê. Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî, îáúåäèíèâ êâàäðàòû
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çàìîùåíèÿ ïàðàìè,
ìû ïîëó÷èì ïàðêåò èç
îäèíàêîâûõ íåâûïóê-
ëûõ ïëèòîê (îäíà èç
êîòîðûõ îáâåäåíà çå-
ëåíûì íà ðèñóíêå 4).
Êàæäàÿ òàêàÿ ïëèòêà
ïîêðûâàåò äâà êðàñ-
íûõ óçëà, à êàæäûé
êðàñíûé óçåë ïîêðûò
äâóìÿ ïëèòêàìè, ò.å.
íà îäíó ïëèòêó â
ñðåäíåì ïðèõîäèòñÿ
îäèí óçåë êðàñíîé ðå-

øåòêè. À ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïëîùàäü êàæäîé ïëèòêè,
ò.å. ñóììà ïëîùàäåé êâàäðàòîâ, ïîñòðîåííûõ íà êà-
òåòàõ, ðàâíà ïëîùàäè êðàñíîãî êâàäðàòà, à ýòî è åñò ü
òåîðåìà Ïèôàãîðà.

Îòìåòèì åùå, ÷òî èç íàøåãî çàìîùåíèÿ âèäíî, êàê
ðàçðåçàòü ïëèòêó èç äâóõ êâàäðàòîâ íà ÷àñòè, èç
êîòîðûõ ìîæíî ñëîæèòü êðàñíûé êâàäðàò: íóæíî
ïðîñòî ðåçàòü ïî êðàñíûì ëèíèÿì. Ýòî äàåò åùå îäíî
äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ïèôàãîðà. Âîîáùå, áîëüøèí-
ñòâî çàäà÷ íà ïëîùàäè â ýòîé ñòàòüå ìîæíî ðåøèòü
äâóìÿ ñïîñîáàìè: ïîäñ÷åòîì óçëîâ èëè ðàçðåçàíèåì è
ïåðåêëàäûâàíèåì ÷àñòåé. Âû ìîæåòå âûáèðàòü, êàêîé
ñïîñîá âàì áîëüøå ïî äóøå.

×åòûðåõóãîëüíèêè è øåñòèóãîëüíèêè

Ìíîãî èíòåðåñíîãî ìîæíî ïîëó÷èòü, ðàññìàòðèâàÿ
äðóãèå òèïû çàìîùåíèé. Íà÷íåì ñ ïàðêåòà èç ÷åòûðåõ-
óãîëüíèêîâ ïðîèçâîëüíîé ôîðìû. ×òîáû åãî ïîëó÷èòü,
âîçüìåì ïðîñòåéøåå çàìîùåíèå ïàðàëëåëîãðàììàìè
(ïîêàçàííîå êðàñíûì íà ðèñóíêå 5) è îòìåòèì â

êàæäîì èç íèõ ïî òî÷êå òàê, ÷òîáû ýòè òî÷êè îäèíàêî âî
ðàñïîëàãàëèñü âî âñåõ ïàðàëëåëîãðàììàõ (êàê ñëåâà
ââåðõó íà ðèñóíêå). Îòìå÷åííûå òî÷êè îáðàçóþò ðå-
øåòêó, ðàâíóþ èñõîäíîé. Ñîåäèíèì êàæäóþ îòìå÷åí-
íóþ òî÷êó ñ âåðøèíàìè åå ïàðàëëåëîãðàììà è ñîòðåì
êðàñíûå ëèíèè (ñòîðîíû ïàðàëëåëîãðàììîâ). Ïîëó-
÷èòñÿ ïàðêåò èç ðàâíûõ âûïóêëûõ ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ
(ñðåäíÿÿ ÷àñòü ðèñóíêà 5). Òàêîé ïàðêåò ìîæíî ïîñò-
ðîèòü èç êîïèé ëþáîãî âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà
(äîêàæèòå ýòî ñàìîñòîÿòåëüíî, íà÷àâ îïèñàííîå âûøå
ïîñòðîåíèå ñ ïàðêåòà èç ïàðàëëåëîãðàììîâ ñî ñòîðîíà -

ìè, ðàâíûìè è ïàðàëëåëüíûìè äèàãîíàëÿì äàííîãî
÷åòûðåõóãîëüíèêà). Ìåæäó ïðî÷èì, òàêîé ñïîñîá ãî-
äèòñÿ è äëÿ íåâûïóêëûõ ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ, òîëüêî
êàæäóþ îòìå÷åííóþ òî÷êó íàäî ñîåäèíÿòü ñ âåðøèíà-
ìè ïàðàëëåëîãðàììà, íå ñîäåðæàùåãî  ýòó òî÷êó (ñêà-
æåì, ëåæàùåãî íà n ïîëîñ íèæå åå èëè íà m ïîëîñ
ïðàâåå). Ïîïðîáóéòå ïîðèñîâàòü òàêèå çàìîùåíèÿ è
ïðîâåðüòå, ñîõðàíÿþò ëè äëÿ íèõ ñèëó ïðèâîäèìûå
íèæå ðàññóæäåíèÿ.

Ëþáûå äâå ÷åòûðåõóãîëüíûå ïëèòêè íàøåãî çàìîùå-
íèÿ, èìåþùèå îáùóþ ñòîðîíó, ñèììåòðè÷íû îòíîñè-
òåëüíî ñåðåäèíû ýòîé ñòîðîíû. Êðàñíûå ëèíèè (ñòîðî-
íû ïàðàëëåëîãðàììîâ) ðàçðåçàþò êàæäóþ èç ïëèòîê
íà ïàðó òðåóãîëüíèêîâ. Èç òðåóãîëüíèêîâ, ïîëó÷åí-
íûõ ðàçðåçàíèåì äâóõ ñîñåäíèõ ïëèòîê, ìîæíî ñîñòà-
âèòü îäèí êðàñíûé ïàðàëëåëîãðàìì. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî
ïëîùàäü ïëèòêè ðàâíà ïîëîâèíå ïëîùàäè ïàðàëëåëîã-
ðàììà. Ïðîâåðüòå ýòî è ïîäñ÷åòîì óçëîâ! Åùå îäèí
ïðîñòîé âûâîä èç ðàññìàòðèâàåìîé êîíñòðóêöèè òàêîé:
äëÿ ëþáîé òî÷êè P â ïàðàëëåëîãðàììå ABCD  ñóììà
ïëîùàäåé òðåóãîëüíèêîâ PAB è PCD  ðàâíà ñóììå
ïëîùàäåé òðåóãîëüíèêîâ PBC è PDA . Äåéñòâèòåëüíî,
îáå ïàðû òðåóãîëüíèêîâ ïîëó÷àþòñÿ ðàçðåçàíèåì îä-
íîãî è òîãî æå ÷åòûðåõóãîëüíèêà ïî ðàçíûì äèàãîíà-
ëÿì.

Ýòî ñâîéñòâî ïàð òðåóãîëüíèêîâ ïî÷òè î÷åâèäíî, íî
â ñëó÷àå êâàäðàòà ABCD  îíî èìååò îáîáùåíèå, äîêàçà-
òåëüñòâî êîòîðîãî ñêîðåå âñåãî, ïîòðåáóåò ñåðüåçíûõ
ðàçìûøëåíèé.

Óïðàæíåíèå 3  (Â. Ïðîèçâîëîâ). Âíóòðè áîëüøîãî êâàä-
ðàòà ëåæèò ìåíüøèé (ðèñ. 6). Âåðøèíû êâàäðàòîâ ñîåä èíå-
íû, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå. Äîêà-
æèòå, ÷òî ñóììà ïëîùàäåé ñèíèõ
÷åòûðåõóãîëüíèêîâ ðàâíà ñóììå
ïëîùàäåé êðàñíûõ.

Ñëåäóþùèå óïðàæíåíèÿ ïî-
êàçûâàþò, ÷òî êðóã ñèòóàöèé, â
êîòîðûõ ïðèìåíèìû çàìîùåíèÿ,
øèðå, ÷åì ìîæíî áûëî áû ïîäó-
ìàòü, îñíîâûâàÿñü òîëüêî íà ðàñ-
ñìîòðåííûõ âûøå ïðèìåðàõ.

Óïðàæíåíèÿ

4. Äîêàæèòå, ÷òî äëèíà ñðåäíåé ëèíèè ÷åòûðåõóãîëüíèêà
(îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî ñåðåäèíû äâóõ ïðîòèâîïîëîæíû õ
ñòîðîí) íå ïðåâîñõîäèò ïîëóñóììû äëèí äâóõ äðóãèõ ñ òî-
ðîí, ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ, òîëüêî åñëè ýòè äâå
ñòîðîíû ïàðàëëåëüíû.

5. Â Äðåâíåì Åãèïòå ïëîùàäè ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ âû÷èñ-
ëÿëè êàê ïðîèçâåäåíèå ïîëóñóìì äëèí ïðîòèâîïîëîæíûõ
ñòîðîí. Äîêàæèòå, ÷òî òàêîé ñïîñîá äàåò ïðàâèëüíûé ðå-
çóëüòàò òîëüêî äëÿ ïðÿìîóãîëüíèêîâ.

6 (Ì1169). Ïóñòü P – ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà â ïðÿìîóãîëü-
íèêå ABCD . Äîêàæèòå, ÷òî åãî ïëîùàäü íå ïðåâîñõîäèò
âåëè÷èíû PA PC PB PD× + × . ( Ïîäñêàçêà : ÷òîáû äîêàçàòü
ýòî ïðè ïîìîùè çàìîùåíèé, íóæíî ïîäïðàâèòü êîíñòðóê öèþ
çàìîùåíèÿ ÷åòûðåõóãîëüíèêàìè, êîòîðóþ ìû îáñóæäàëè
âûøå.)

Âåðíåìñÿ ê ðèñóíêó 5. Åñëè ñòåðåòü îáùóþ ñòîðîíó
êàêèõ-òî äâóõ ñîñåäíèõ ïëèòîê è âñå ïàðàëëåëüíûå åé
ñòîðîíû äðóãèõ ïëèòîê, òî îñòàíåòñÿ ïàðêåò èç øåñòè -

Ðèñ. 4

Ðèñ. 5

Ðèñ. 6
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Ðèñ. 7

óãîëüíèêîâ. Ó êàæäîãî èç íèõ åñòü öåíòð ñèììåòðèè
(ñåðåäèíà ñòåðòîé ñòîðîíû) è èõ ïðîòèâîïîëîæíûå
ñòîðîíû ðàâíû è ïàðàëëåëüíû. Î÷åâèäíî, òàêîé ïàð-
êåò ìîæíî ñîñòàâèòü èç êîïèé ëþáîãî öåíòðàëüíî-
ñèììåòðè÷íîãî øåñòèóãîëüíèêà.

Óïðàæíåíèå 7.  Äàí öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷íûé øåñòè-
óãîëüíèê. Òðè åãî âåðøèíû, âçÿòûå ÷åðåç îäíó, îáðàç óþò
òðåóãîëüíèê. Äîêàæèòå, ÷òî åãî ïëîùàäü ðàâíà ïîëîâè íå
ïëîùàäè øåñòèóãîëüíèêà.

Òåîðåìà Íàïîëåîíà

Â çàâåðøåíèå ìû äîêàæåì çàìå÷àòåëüíóþ òåîðåìó,
ïðèïèñûâàåìóþ Íàïîëåîíó Áîíàïàðòó.

Òåîðåìà.  Ïóñòü ñíàðóæè ïðîèçâîëüíîãî òðåóãîëü-
íèêà ABC ïîñòðîåíû íà åãî ñòîðîíàõ ïðàâèëüíûå
òðåóãîëüíèêè 1CAB , 1BCA , 1ABC  ( ðèñ.7) . Òîãäà èõ
öåíòðû P, Q, è R îáðàçóþò ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê.

Áðèòàíñêèé ìàòåìàòèê Äæ.Ô.Ðèãáè ïðèäóìàë, êàê
âñòðîèòü «êîíôèãóðàöèþ Íàïîëåîíà» â çàìîùåíèå
âñåé ïëîñêîñòè; îíî ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 8: âñå áåëû å
òðåóãîëüíèêè â íåì ðàâíû äàííîìó òðåóãîëüíèêó ABC,
à öâåòíûå – ñîîòâåòñòâóþùèì ïðàâèëüíûì òðåóãîëü-
íèêàì, ïîñòðîåííûì íà åãî ñòîðîíàõ. Ïîëó÷èòü èç
íåãî òåîðåìó Íàïîëåîíà ìîæíî, çàìåòèâ, ÷òî îíî
ïåðåõîäèò â ñåáÿ ïðè ïîâîðîòå íà 120 ° âîêðóã öåíòðà
ëþáîãî èç öâåòíûõ ïðàâèëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ. Îò-
ñþäà ñëåäóåò, ÷òî, íàïðèìåð, öåíòðû âñåõ ðîçîâûõ
òðåóãîëüíèêîâ îáðàçóþò ðåøåòêó èç ïðàâèëüíûõ òðå-
óãîëüíèêîâ, öåíòðû êîòîðûõ ñîâïàäàþò ñ öåíòðàìè
ãîëóáûõ èëè æåëòûõ òðåóãîëüíèêîâ (ýòà ðåøåòêà íå
íàðèñîâàíà, ÷òîáû íå çàãðîìîæäàòü ÷åðòåæ). Íàïðè-
ìåð, òðåóãîëüíèêè SQM  è SQN  ïðàâèëüíûå, ïîòîìó
÷òî îíè ïåðåõîäèò â ñåáÿ ïðè ïîâîðîòàõ íà 120 °
âîêðóã òî÷åê R è P ñîîòâåòñòâåííî. Íî òîãäà, î÷åâèä-
íî, è öåíòðû âñåõ öâåòíûõ òðåóãîëüíèêîâ îáðàçóþò
ðåøåòêó èç ïðàâèëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ (ïîêàçàííóþ
êðàñíûìè ëèíèÿìè); â ÷àñòíîñòè, «òðåóãîëüíèê Íà-
ïîëåîíà» PQR  ïðàâèëüíûé, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêà-
çàòü.

Ñïðàâåäëèâîñòè ðàäè íàäî ñêàçàòü, ÷òî «î÷åâèä-
íîñòü» ýòîãî äîêàçàòåëüñòâà íåñêîëüêî îáìàí÷èâà: ìû
ïðèíÿëè íà âåðó, ÷òî «ïàðêåò Ðèãáè» äåéñòâèòåëüíî

ñóùåñòâóåò. Ïîÿñíèì, êàê åãî ïîñòðîèòü. Ðàññìîòðèì
òðåóãîëüíèê ABC è ïðàâèëüíûå òðåóãîëüíèêè 1ABC  è

1CAB  íà äâóõ åãî ñòîðîíàõ è ïîñòðîèì òðåóãîëüíèêè
AC1D è EB1A, ðàâíûå òðåóãîëüíèêó ABC (îíè ïîëó÷à-
þòñÿ èç ABC ïîâîðîòàìè íà 120 ° âîêðóã öåíòðîâ R è
P òðåóãîëüíèêîâ 1ABC  è 1CAB  ïî è ïðîòèâ ÷àñîâîé
ñòðåëêè ñîîòâåòñòâåííî; ñì. ðèñ. 8). Çàìåòèì, ÷òî
AD = BC = AE, à ÐDAE  = 60° (òàê êàê ñóììà óãëîâ
«áåëûõ» òðåóãîëüíèêîâ ïðè âåðøèíå A ðàâíà ñóììå
óãëîâ òðåóãîëüíèêà ABC, ò.å. 180°). Çíà÷èò ADE  –
ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê. Âåêòîð BC

uuur
 ïîëó÷àåòñÿ èç

AD
uuuur

 ïîâîðîòîì íà 120 ° âîêðóã R; íî è âåêòîð DE
uuuur

ïîëó÷àåòñÿ èç AD
uuuur

 ïîâîðîòîì íà 120 ° (âîêðóã S).
Ïîýòîìó BC DE=

uuur uuuur
. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî

1 1CB C D=
uuuur uuuur

 è 1 1B E BC=
uuuur uuuur

. Òàêèì îáðàçîì, ïðîòèâîïî-
ëîæíûå ñòîðîíû øåñòèóãîëüíèêà BCB 1EDC 1 ðàâíû è
ïàðàëëåëüíû, à òàêèìè øåñòèóãîëüíèêàìè ìîæíî çà-
ìîñòèòü âñþ ïëîñêîñòü.

Òåîðåìà Íàïîëåîíà äîêàçàíà, à â íàãðàäó çà òðóäû
ìû ïîëó÷èì åùå è ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïëîùàäè
òðåóãîëüíèêà Íàïîëåîíà PQR . Öåíòðû âñåõ öâåòíûõ
òðåóãîëüíèêîâ íàøåãî ïàðêåòà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê óçëû ðåøåòêè èç ðîìáîâ (êàæäûé èç êîòîðûõ
ñîñòîèò èç äâóõ ïðàâèëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ). Áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî ïëîùàäü ðîìáà ðàâíà 1, ò.å. ïëîùàäü
òðåóãîëüíèêà PQR  ðàâíà 1 2 . Ïëîùàäü øåñòèóãîëüíè-
êà íàéäåì ïîäñ÷åòîì óçëîâ: âíóòðè íåãî ëåæàò òðè óç ëà
ðåøåòêè, à íà åãî ãðàíèöå óçëîâ íåò, ïîýòîìó åãî
ïëîùàäü ðàâíà 3, ò.å. â øåñòü ðàç áîëüøå, ÷åì ïëîùà äü
òðåóãîëüíèêà PQR . Íî øåñòèóãîëüíèê ñîñòîèò èç òðåõ
êîïèé òðåóãîëüíèêà ABC è òðåõ ðàâíîñòîðîííèõ òðå-
óãîëüíèêîâ, ïîñòðîåííûõ íà åãî ñòîðîíàõ. Â èòîãå
ïîëó÷àåì òàêóþ ôîðìóëó:

( )2 2 21
2 2

3
4PQR ABCS S AB BC AC= + + + .

Ðèñ. 8
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Ýòîò ðàçäåë âåäåòñÿ ó íàñ èç íîìåðà â íîìåð ñ ìîìåí òà îñíîâàíèÿ æóðíàëà. Ïóáëèêóåìûå  â  íåì çàäà÷è
íåñòàíäàðòíû, íî  äëÿ  èõ ðåøåíèÿ íå òðåáóåòñÿ çíàí èé, âûõîäÿùèõ  çà ðàìêè  øêîëüíîé  ïðîãðàììû. Íàèáî ëåå òðóäíûå
çàäà÷è îòìå÷àþòñÿ çâåçäî÷êîé. Ïîñëå ôîðìóëèðîâêè çà äà÷è ìû îáû÷íî óêàçûâàåì, êòî íàì åå ïðåäëîæèë. Ðàç óìååòñÿ,
íå âñå ýòè çàäà÷è ïóáëèêóþòñÿ âïåðâûå.

Ðåøåíèÿ çàäà÷ èç ýòîãî íîìåðà ñëåäóåò îòïðàâëÿòü  ï î àäðåñó: 119296 Ìîñêâà, Ëåíèíñêèé ïðîñïåêò, 64-À, «Êâàíò».
Ðåøåíèÿ çàäà÷ èç ðàçíûõ íîìåðîâ æóðíàëà èëè ïî ðàçí ûì ïðåäìåòàì (ìàòåìàòèêå è ôèçèêå) ïðèñûëàéòå â ðàç íûõ
êîíâåðòàõ. Íà êîíâåðòå â ãðàôå «Êîìó» íàïèøèòå: «Çà äà÷íèê «Êâàíòà» ¹2–2014» è íîìåðà çàäà÷, ðåøåíèÿ êî òîðûõ
Âû ïîñûëàåòå, íàïðèìåð «Ì2334» èëè «Ô2340». Â ãðàôå  «Îò êîãî» ôàìèëèþ è èìÿ ïðîñèì ïèñàòü ðàçáîð÷èâî. Â ïèñüìî
âëîæèòå êîíâåðò ñ íàïèñàííûì íà íåì Âàøèì àäðåñîì è  íåîáõîäèìûé íàáîð ìàðîê (â ýòîì êîíâåðòå Âû ïîëó÷è òå
ðåçóëüòàòû ïðîâåðêè ðåøåíèé). Ðåøåíèÿ çàäà÷ ïî ìàòå ìàòèêå è ôèçèêå ìîæíî ïðèñûëàòü òàêæå ïî ýëåêòðîííû ì
àäðåñàì: math@kvant.ras.ru è phys@kvant.ras.ru ñîîò âåòñòâåííî.

Óñëîâèÿ êàæäîé îðèãèíàëüíîé çàäà÷è, ïðåäëàãàåìîé äë ÿ ïóáëèêàöèè, ïðèñûëàéòå â îòäåëüíîì êîíâåðòå â äâó õ
ýêçåìïëÿðàõ âìåñòå ñ Âàøèì ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è (íà  êîíâåðòå ïîìåòüòå: «Çàäà÷íèê «Êâàíòà», íîâàÿ çàäà÷ à ïî
ôèçèêå» èëè «Çàäà÷íèê «Êâàíòà», íîâàÿ çàäà÷à ïî ìàò åìàòèêå»).

Â íà÷àëå êàæäîãî ïèñüìà ïðîñèì óêàçûâàòü íîìåð øêîë û è êëàññ, â êîòîðîì Âû ó÷èòåñü.
Çàäà÷à Ì2334 ïðåäëàãàëàñü íà VI Îëèìïèàäå èìåíè Ë.Ý éëåðà, çàäà÷à Ì2337à) – íà ðåãèîíàëüíîì ýòàïå

XL Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå , çàäà÷è Ì2338, Ì2340 – íà XVII Êóáêå ïàìÿòè À.Í.Êîë ìîãîðîâà.
Çàäà÷è Ô2340, Ô2341, Ô2343–Ô2347 ïðåäëàãàëèñü íà Ìî ñêîâñêîé ôèçè÷åñêîé îëèìïèàäå 2014 ãîäà.

Çàäà÷è
ïî ìàòåìàòèêå è ôèçèêå

Çàäà÷è Ì2334–Ì2340, Ô2340–Ô2347

M2334.  Ýêñïåðòó ïðåäúÿâèëè 12 îäèíàêîâûõ íà âèä
ìîíåò, ñðåäè êîòîðûõ, âîçìîæíî, åñòü ôàëüøèâûå. Âñå
íàñòîÿùèå ìîíåòû âåñÿò îäèíàêîâî, âñå ôàëüøèâûå –
òîæå, ôàëüøèâàÿ ìîíåòà ëåã÷å íàñòîÿùåé. Ó ýêñïåðòà
åñòü ÷àøå÷íûå âåñû è ýòàëîííûå ìîíåòû: 5 íàñòîÿùèõ
è 5 ôàëüøèâûõ. Ñìîæåò ëè îí çà 4 âçâåøèâàíèÿ
îïðåäåëèòü êîëè÷åñòâî ôàëüøèâûõ ìîíåò ñðåäè
ïðåäúÿâëåííûõ?

Î.Íå÷àåâà

M2335.  Ïî êðóãó ðàñïîëîæåíû n ëóíî÷åê, îäíà èç
êîòîðûõ îòìå÷åíà. Ïåòÿ è Âàñÿ èãðàþò â ñëåäóþùóþ
èãðó. Â íà÷àëå èãðû Âàñÿ êëàäåò øàðèê â îäíó èç
ëóíî÷åê. Äàëåå çà êàæäûé õîä Ïåòÿ íàçûâàåò íàòó-
ðàëüíîå ÷èñëî k (÷èñëà k ìîãóò îòëè÷àòüñÿ íà ðàçíûõ
õîäàõ), à Âàñÿ ïåðåìåùàåò øàðèê èç ëóíî÷êè, â
êîòîðîé îí íàõîäèòñÿ, íà k ëóíî÷åê ïî ÷àñîâîé ëèáî
ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè (ïî ñâîåìó óñìîòðåíèþ). Ïðè
êàêèõ n Ïåòÿ ìîæåò èãðàòü òàê, ÷òîáû ÷åðåç íåñêîëüêî
õîäîâ øàðèê: à) ãàðàíòèðîâàííî ïîïàë â îòìå÷åííóþ
ëóíî÷êó; á) ãàðàíòèðîâàííî ïîïàë ëèáî â îòìå÷åííóþ
ëóíî÷êó, ëèáî â îäíó èç ñîñåäíèõ ñ îòìå÷åííîé ëóíî-
÷åê?

À.Òîëïûãî

M2336.  Äàíû ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà x è y, x < y . Äëÿ
ëþáûõ ÷èñåë a, b, c, ïðèíàäëåæàùèõ îòðåçêó [ x;  y],
äîêàæèòå íåðàâåíñòâî

+ +
+ + ³

+ + + +

2 2 2a b c a b c
bc xy ca xy ab xy x y

.

Ä.Àóáåêåðîâ (Êàçàõñòàí)

M2337.  Èìåþòñÿ n êàðòî÷åê, íà êîòîðûõ íàïèñàíà
öèôðà 1, è n êàðòî÷åê, íà êîòîðûõ íàïèñàíà öèôðà 2.

Âàñÿ ñêëàäûâàåò èç ýòèõ êàðòî÷åê 2n-çíà÷íîå ÷èñëî. Çà
îäèí õîä Ïåòÿ ìîæåò ïîìåíÿòü ìåñòàìè íåêîòîðûå äâå
êàðòî÷êè è çàïëàòèòü Âàñå 1 ðóáëü. Ïðîöåññ çàêàí÷è-
âàåòñÿ, êîãäà ó Ïåòè ïîëó÷àåòñÿ ÷èñëî, äåëÿùååñÿ íà
11. Êàêóþ íàèáîëüøóþ ñóììó ìîæåò çàðàáîòàòü Âàñÿ,
åñëè Ïåòÿ ñòðåìèòñÿ çàïëàòèòü êàê ìîæíî ìåíüøå?
Ðåøèòå çàäà÷ó: à) äëÿ n = 2013; á) äëÿ ëþáîãî
çàäàííîãî ³ 11n .

Ï.Êîæåâíèêîâ

M2338.  Ñóùåñòâóåò ëè íà ïëîñêîñòè òàêîå ìíîæåñòâî
òî÷åê, ÷òî âíóòðè ëþáîãî òðåóãîëüíèêà ïëîùàäè 1
îêàæåòñÿ êîíå÷íîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî òî÷åê èç ýòîãî
ìíîæåñòâà?

Ôîëüêëîð

M2339.  Äàíà äîñêà ´m n , ðàçáèòàÿ íà åäèíè÷íûå
êëåòêè. Ñíà÷àëà â ( ) ( )- -1 1m n + 1 êëåòîê ñòàâèòñÿ ïî
ôèøêå. Ïóñòü â íåêîòîðûé ìîìåíò íà äîñêå íàøëèñü
÷åòûðå êëåòêè, öåíòðû êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè
ïðÿìîóãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè, ïàðàëëåëüíûìè êðàÿì
äîñêè, òàêèå, ÷òî ðîâíî â îäíîé èç ýòèõ êëåòîê ñòîè ò
ôèøêà; òîãäà ýòó ôèøêó ìîæíî ñíÿòü. Äîêàæèòå, ÷òî
õîòÿ áû îäíó ôèøêó íå óäàñòñÿ ñíÿòü ñ äîñêè ïóòåì
íåñêîëüêèõ îïèñàííûõ îïåðàöèé.

Â.Ìîêèí

M2340 * . ×åòûðåõ-
óãîëüíèê ABCD  îïè-
ñàí îêîëî îêðóæíîñ-
òè w  (ðèñ.1). Ïóñòü I
è J – öåíòðû îêðóæ-
íîñòåé, âïèñàííûõ â
òðåóãîëüíèêè ABC è
ADC  ñîîòâåòñòâåííî.
Êàæäàÿ èç îêðóæíî-
ñòåé gB , gD  ïðîõî- Ðèñ. 1
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Ô2340.  Ïîäõîäÿùèé ê ñòàíöèè ïîåçä äâèæåòñÿ ñî
ñêîðîñòüþ v = 36 êì/÷. Îäèí èç ïàññàæèðîâ ïîñòà-
âèë ÷åìîäàí íà ïîë äëèííîãî êîðèäîðà âàãîíà. Íî òóò
ïîåçä íà÷àë òîðìîçèòü, äâèãàÿñü äî ïîëíîé îñòàíîâêè
ðàâíîçàìåäëåííî ñ óñêîðåíèåì, ðàâíûì ïî ìîäóëþ

= 22 ì ña . ×åìîäàí ïðè ýòîì ñòàë ñêîëüçèòü ïî ïîëó
è ïðîøåë äî ñâîåé ïîëíîé îñòàíîâêè ïóòü s = 12 ì
îòíîñèòåëüíî âàãîíà. Îïðåäåëèòå êîýôôèöèåíò òðåíèÿ
ìåæäó ÷åìîäàíîì è ïîëîì, à òàêæå ìîäóëü ìàêñèìàëü-
íîé ñêîðîñòè, êîòîðóþ èìåë ÷åìîäàí îòíîñèòåëüíî
âàãîíà.

Ì.Ðîìàøêà

Ô2341.  Íà ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè ëåæèò ñòîïêà
êèðïè÷åé òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 2. Ïëîùàäü

ñîïðèêàñàþùèõñÿ ó÷à-
ñòêîâ êèðïè÷åé î÷åíü
ìàëà (ìíîãî ìåíüøå
ïëîùàäåé âñåõ ãðàíåé
êèðïè÷åé). Âñå êèðïè-
÷è îäíîðîäíûå è èìåþò

îäèí è òîò æå âåñ P  = 24 Í. Âû÷èñëèòå, ñ êàêîé ñèëîé
êàæäûé êèðïè÷ èç íèæíåãî ðÿäà äàâèò íà ïîâåðõíîñòü.

Ì.Ðîìàøêà

Ô2342.  Âàííà íà íîæêàõ â ôîðìå ïðÿìîóãîëüíîãî
ïàðàëëåëåïèïåäà ìîæåò çàïîëíÿòüñÿ âîäîé èç êðàíà, à
âûõîäèò âîäà èç íåå ÷åðåç ñëèâíîå îòâåðñòèå â äíå
âàííû ïðÿìî íà ïîë. Åñëè ñëèâíîå îòâåðñòèå çàêðûòî,
òî ïðè ïîëíîñòüþ îòêðûòîì êðàíå ïåðâîíà÷àëüíî ïóñ-
òàÿ âàííà çàïîëíèòñÿ âîäîé äî ìàêñèìàëüíîãî óðîâíÿ

0H  çà âðåìÿ 1t  = 10 ìèí. Åñëè êðàí çàêðûòü è
îòêðûòü ñëèâíîå îòâåðñòèå, òî èçíà÷àëüíî ïîëíàÿ
âîäîé âàííà îïîðîæíèòñÿ çà âðåìÿ 2t   = 20 ìèí. Êà-
êèì áóäåò óðîâåíü âîäû â ïåðâîíà÷àëüíî ïóñòîé âàííå
÷åðåç t 3 = 5 ìèí, åñëè îäíîâðåìåííî ïîëíîñòüþ îòêðûòü
êðàí è îñòàâèòü îòêðûòûì ñëèâíîå îòâåðñòèå? Êàê
èçìåíèòñÿ îòâåò, åñëè â âàííó ñ îòêðûòûì ñëèâíûì
îòâåðñòèåì âäîáàâîê ê ïåðâîìó êðàíó îäíîâðåìåííî
ïîäàâàòü âîäó èç âòîðîãî (òî÷íî òàêîãî æå) ïîëíîñòü þ
îòêðûòîãî êðàíà? ×åðåç êàêîå âðåìÿ ïîñëå íà÷àëà
ýêñïåðèìåíòà âîäà íà÷íåò ïåðåëèâàòüñÿ ÷åðåç êðàÿ
âàííû â ñëó÷àå ðàáîòû äâóõ êðàíîâ?
Ïðèìå÷àíèå.  Ðåøàòü äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ
àíàëèòè÷åñêè íå íóæíî! Âîñïîëüçóéòåñü êîìïüþòåðîì.

Ôîëüêëîð

Ô2343.  Â ðàñïîðÿæåíèè øêîëüíèêà Âîâû èìååòñÿ
âîäîïðîâîäíàÿ âîäà ñ òåìïåðàòóðîé °20 C , ÷àéíèê
ìîùíîñòüþ 1,2 êÂò è âìåñòèòåëüíîñòüþ 1,5 ë, ýëåêò-
ðîêèïÿòèëüíèê ìîùíîñòüþ 500 Âò, à òàêæå áîëüøîé
êàëîðèìåòð, â êîòîðîì òðåáóåòñÿ ïîëó÷èòü 100 ë êè-
ïÿòêà ñ òåìïåðàòóðîé 100 °C. Êàê ñäåëàòü ýòî çà
íàèìåíüøåå âðåìÿ? Âîâà ïðåäëîæèë ñëåäóþùèé ïëàí
äåéñòâèé: íóæíî íàëèòü â êàëîðèìåòð íåêîòîðûé íà-
÷àëüíûé îáúåì âîäû 0V , îïóñòèòü òóäà âêëþ÷åííûé
êèïÿòèëüíèê è îäíîâðåìåííî êèïÿòèòü âîäó â ÷àéíè-

êå, äîëèâàÿ èç íåãî â êàëîðèìåòð ïîðöèè êèïÿòêà ïî
ìåðå åãî ãîòîâíîñòè. Îïðåäåëèòå, êàêèì äîëæåí áûòü
íà÷àëüíûé îáúåì 0V  è çà êàêîå âðåìÿ t  óäàñòñÿ
ïîëó÷èòü â êàëîðèìåòðå 100 ë êèïÿòêà, äåéñòâóÿ óêà-
çàííûì ñïîñîáîì. Óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü âîäû

( )× °4200 Äæ êã Ñ , ïëîòíîñòü âîäû 31 ã ñì . Òåïëîåì-
êîñòüþ êàëîðèìåòðà, ïîòåðÿìè òåïëà â îêðóæàþùóþ
ñðåäó è âðåìåíåì, çàòðà÷åííûì íà íàïîëíåíèå ÷àéíè-
êà è âûëèâàíèå èç íåãî êèïÿòêà, ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

Ì.Ðîìàøêà

Ô2344.  Çíàéêà ðåøèë ïðîâåñòè èññëåäîâàíèÿ Ãåé-
Ëþññàêà äëÿ èäåàëüíîãî ãàçà, òîëüêî áîëåå àêêóðàò-
íî. Äëÿ ýòèõ öåëåé îí âçÿë öèëèíäðè÷åñêèé ñîñóä
áîëüøîãî îáúåìà ñ ïîðøíåì, êîòîðûé ìîã äâèãàòüñÿ
ïðàêòè÷åñêè áåç òðåíèÿ, âûíóë ïîðøåíü è îõëàäèë
ñîñóä è ïîðøåíü äî òåìïåðàòóðû 200 Ê. Çàòåì îí
âñòàâèë ïîðøåíü îáðàòíî â ñîñóä òàê, ÷òî âíóòðè
îêàçàëñÿ îõëàæäåííûé äî òîé æå òåìïåðàòóðû âîç-
äóõ, îáåñïå÷èë ïîñòîÿííîå äàâëåíèå è ïðîâåë èçìåðå-
íèÿ çàâèñèìîñòè îáúåìà V  ãàçà â ñîñóäå îò òåìïåðàòó-
ðû T. Ïî ïîëó÷åííûì ðåçóëüòàòàì Çíàéêà ïîñòðîèë
ãðàôèê (ðèñ.3). Íàéäåííàÿ çàâèñèìîñòü ìàëî íàïîìè-
íàëà ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå Ãåé-Ëþññàêîì. Çíàéêà

ïîíÿë ñâîþ îøèáêó. Îí âñòàâèë ïîðøåíü â öèëèíäð
ïðè òåìïåðàòóðå 200 Ê, è, î÷åâèäíî, íà äíå ñîñóäà
ïðè ýòîì îêàçàëîñü íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî ëüäà, êîòî-
ðûé îáðàçîâàëñÿ èç âîäû, ñêîíäåíñèðîâàâøåéñÿ ïðè
îõëàæäåíèè âîçäóõà. Îöåíèòå ìàññó ëüäà, êîòîðûé
îêàçàëñÿ â öèëèíäðå ó Çíàéêè, åñëè äàâëåíèå â òå÷å-
íèå îïûòà áûëî × 52 10  Ïà . Ìîëÿðíàÿ ìàññà âîäû
18 ã/ìîëü.

Â.Êðûøòîï

Ô2345.  Äâà îäèíàêîâûõ âîëüòìåòðà ñîåäèíèëè ïàðàë-
ëåëüíî, òðåòèé âîëüòìåòð ïîäêëþ÷èëè ê ýòîé êîìáèíà-
öèè ïîñëåäîâàòåëüíî è ê êîíöàì ïîëó÷èâøåéñÿ öåïè
ïðèñîåäèíèëè èäåàëüíóþ áàòàðåéêó. Ïðè ýòîì âîëüò-
ìåòðû ïîêàçûâàëè 4 Â, 4 Â è 5 Â. Êàêîâî íàïðÿæåíèå
áàòàðåéêè? Ìîãóò ëè áûòü îäèíàêîâûìè âñå òðè âîëü-
òìåòðà? ×òî ïîêàæóò ýòè æå ïðèáîðû, åñëè èõ âñå
ñîåäèíèòü ïîñëåäîâàòåëüíî è ïîäêëþ÷èòü ê òîé æå
áàòàðåéêå? Ïîêàçàíèÿ ïðèáîðîâ ñ÷èòàéòå òî÷íûìè.

À.Çèëüáåðìàí

Ô2346.  Â öåïè, ñõåìà êîòîðîé èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå
4, ïî î÷åðåäè çàìûêàþò êëþ÷è -1 5K K , âûæèäàÿ
êàæäûé ðàç äîñòàòî÷íî äëèòåëüíîå âðåìÿ äî îêîí÷àíèÿ
ïðîöåññîâ çàðÿäêè êîíäåíñàòîðîâ. Âî ñêîëüêî ðàç
îòëè÷àþòñÿ êîëè÷åñòâà òåïëîòû, âûäåëèâøèåñÿ â ðåçè-
ñòîðå R ïîñëå çàìûêàíèÿ êëþ÷à 1K  è êëþ÷à 5K ? Äî

äèò ÷åðåç òî÷êè A è C. Ýòè îêðóæíîñòè êàñàþòñÿ
îêðóæíîñòè w  â òî÷êàõ K  è L . Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè I ,
J, K , L  ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

Ô.Èâëåâ

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3
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çàìûêàíèÿ êàæäîãî èç ýòèõ êëþ÷åé âñå îñòàëüíûå
êëþ÷è óæå áûëè çàìêíóòû. Ñîïðîòèâëåíèÿ âñåõ ïðî-
âîäîâ è èñòî÷íèêà òîêà ïðåíåáðåæèìî ìàëû.

Ì.Ñåìåíîâ

Ô2347.  Òåëåæêà âûñîòîé H  = 30 ñì è äëèíîé
L  = 40 ñì äîëæíà ïðîåõàòü ïîä ñòîëîì ïî ãîðèçîí-
òàëüíîìó ïîëó, äâèãàÿñü ðàâíîìåðíî è ïðÿìîëèíåéíî
(ðèñ.5). Ê êðûøêå ñòîëà ñíèçó ïðèêðåïèëè ëåãêóþ

ïðóæèíó æåñòêîñòüþ k = 50 Í/ì. Ê ïðóæèíå ïðèöå-
ïèëè ìàëåíüêèé ãðóç ìàññîé m = 0,4 êã. Ïðè íåäåôîð-
ìèðîâàííîé ïðóæèíå ãðóç íàõîäèëñÿ íà âûñîòå
h = 42 ñì íàä ïîëîì. Çàòåì ãðóç îòïóñòèëè. Ñ êàêîé
ìèíèìàëüíîé ñêîðîñòüþ ìîæåò äâèãàòüñÿ òåëåæêà,
÷òîáû îíà, ïðîåõàâ ïîä ñòîëîì, íå çàäåëà ãðóç?

Ì.Ðîìàøêà

Ðèñ. 4

Ðèñ. 5

Ðåøåíèÿ çàäà÷ Ì2316–Ì2325,
Ô2323–Ô2332

M2316. Îñòðîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC âïèñàí â
îêðóæíîñòü W . Êàñàòåëüíûå, ïðîâåäåííûå ê W  â
òî÷êàõ B è C, ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå P. Òî÷êè D è E

– îñíîâàíèÿ ïåðïåíäè-
êóëÿðîâ, îïóùåííûõ èç
òî÷êè P íà ïðÿìûå AB
è AC. Äîêàæèòå, ÷òî
òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ âû-
ñîò òðåóãîëüíèêà ADE
ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé
îòðåçêà BC.

Ïóñòü M  – ñåðåäèíà
BC. Òðåóãîëüíèê BPC
ðàâíîáåäðåííûé ( BP =
= PC êàê îòðåçêè êàñà-
òåëüíûõ); çíà÷èò, åãî
ìåäèàíà PM  ÿâëÿåòñÿ
âûñîòîé. Òàê êàê

90PMC PECÐ = Ð = ° ,
÷åòûðåõóãîëüíèê MCEP  – âïèñàííûé; çíà÷èò,

MEP MCPÐ = Ð . Äàëåå, CP – êàñàòåëüíàÿ ê W ,
ïîýòîìó MCP BACÐ = Ð . Ïîëó÷àåì, ÷òî MEPÐ =

BAC= Ð . Çíà÷èò, ( )90MEA BAC MEPÐ + Ð = ° - Ð +
90BAC+ Ð = ° , îòêóäà ME AB^ (ñì. ðèñóíîê).

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî MD AC^ . Ýòî è çíà÷èò,
÷òî M  – òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò òðåóãîëüíèêà ADE .

Ï.Êîæåâíèêîâ

M2317. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå íàòóðàëüíîå n, ÷òî
÷èñëî anb  äåëèòñÿ íà ab  äëÿ ëþáûõ: à) íåíóëåâûõ;
á) íåíóëåâûõ ÷åòíûõ; â) íå÷åòíûõ öèôð a è b? (Çäåñü
÷åðåç x yK  îáîçíà÷åíî ÷èñëî, ïîëó÷àåìîå ïðèïèñûâà-
íèåì äðóã ê äðóãó äåñÿòè÷íûõ çàïèñåé ÷èñåë x, …, y. )

Îòâåò:  à) íåò; á) íåò; â) äà.
à), á) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêîå ÷èñëî n ñóùåñòâóåò.
Òîãäà 2 4 24 8n M M è 4 8 48 8n M M. Íî ðàçíîñòü 4 8 2 4n n-  íå
äåëèòñÿ íà 8, ïîñêîëüêó èìååò òðîéêó ïîñëåäíèõ öèôð
004 èëè 204 (åñëè n ñîñòîèò èç îäíîé öèôðû).
â) Âíà÷àëå äîêàæåì ñëåäóþùóþ èçâåñòíóþ ëåììó :
ïóñòü N – íàòóðàëüíîå ÷èñëî, íå äåëÿùååñÿ íà 2 è íà
5; òîãäà ñóùåñòâóåò ÷èñëî, çàïèñûâàåìîå îäíèìè
åäèíèöàìè, êîòîðîå äåëèòñÿ íà N.
Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì N + 1 ÷èñåë âèäà

{
1

1,11,111, ,11 1
N +

K K . Âûáåðåì äâà èç íèõ, {11 1
k

K  è {11 1
l

K ,

k > l,  äàþùèå îäèí è òîò æå îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà N.

Òîãäà ðàçíîñòü { { {11 1 11 1 11 1 10l

k l k l-

- = ×K K K  äåëèòñÿ íà

N. Òàê êàê ( )ÍÎÄ ,10 1N = , òî {11 1
k l-

K  äåëèòñÿ íà N.

Ïåðåéäåì ê ðåøåíèþ çàäà÷è. Ïóñòü T – ìíîæåñòâî âñåõ
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ìåíüøèõ 100 è íå äåëÿùèõñÿ íè íà
2, íè íà 5. Ïóñòü N ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ âñåõ ÷èñåë
ìíîæåñòâà T.

Íàéäåì òàêîå s, ÷òî ÷èñëî {11 1
s

m = K  äåëèòñÿ íà N,

è ïîêàæåì, ÷òî 77 7 7
s

n m= =K123  óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

çàäà÷è. Ïóñòü a è b – íåêîòîðûå íå÷åòíûå öèôðû.
Òîãäà ÷èñëî

( )( )0 10 10 10 1sanb an a ab a n ab= - + = - + +

äåëèòñÿ íà ab  îäíîâðåìåííî ñ ÷èñëîì

( )( ) ( )10 10 1 10 99 9 77 7s

ss

a n a- + = × + =K K123123

= ( )10 9 7m a + .
Åñëè ab  íå äåëèòñÿ íà 5, òî ïî ïîñòðîåíèþ ÷èñëî m
äåëèòñÿ íà ab . Åñëè ab  = 5k, ãäå k íå äåëèòñÿ íà 5, òî
m äåëèòñÿ íà k, à çíà÷èò, ( )10 9 7m a +  äåëèòñÿ íà 5k.
Íàêîíåö, åñëè ab  äåëèòñÿ íà 25, òî èìååòñÿ åäèíñòâåí-
íàÿ âîçìîæíîñòü: a = 7, b = 5. Â òàêîì ñëó÷àå

( )10 9 7 700m a m+ =  äåëèòñÿ íà ab  = 75 (òàê êàê m
äåëèòñÿ íà 3).

Â.Ñåíäåðîâ

M2318. Íà îêðóæíîñòè îòìåòèëè n òî÷åê, ðàçáèâà-
þùèå åå íà n äóã. Îêðóæíîñòü ïîâåðíóëè âîêðóã
öåíòðà íà óãîë 2 k np  (ïðè íåêîòîðîì íàòóðàëüíîì
k), â ðåçóëüòàòå ÷åãî îòìå÷åííûå òî÷êè ïåðåøëè â n
íîâûõ òî÷åê, ðàçáèâàþùèõ îêðóæíîñòü íà n íîâûõ
äóã. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ íîâàÿ äóãà, êîòîðàÿ
öåëèêîì ëåæèò â îäíîé èç ñòàðûõ äóã. (Ñ÷èòàåòñÿ,
÷òî êîíöû äóãè åé ïðèíàäëåæàò.)

Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðàäèóñ îêðóæíîñòè ðàâåí 1, à
ïîâîðîò ïðîèñõîäèë ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Åñëè äâå
íîâûå òî÷êè ëåæàò íà îäíîé ñòàðîé äóãå, òî íîâàÿ äó ãà
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ìåæäó íèìè – òðåáóåìàÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêèõ
íîâûõ òî÷åê íåò. Òàê êàê åñòü n ñòàðûõ äóã è n íîâûõ
òî÷åê, ýòî âîçìîæíî òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà íà êàæäî é
ñòàðîé äóãå ëåæèò ðîâíî ïî îäíîé íîâîé òî÷êå (ïðè÷å ì
ýòè òî÷êè íå ñîâïàäàþò ñ êîíöàìè ñòàðûõ äóã).
Çàíóìåðóåì ñòàðûå òî÷êè ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå

1 2, , , nA A AK ; ïóñòü ïðè ïîâîðîòå òî÷êà iA  ïåðåõîäèò
â íîâóþ òî÷êó iB  (ìû ñ÷èòàåì íóìåðàöèþ öèêëè÷åñ-

êîé, ò.å. n i iA A+ =  è
n i iB B+ = ). Ïóñòü òî÷-

êà 1B  ëåæèò íà äóãå
1j jA A +  (ñì. ðèñóíîê –

äëÿ n = 6, j  = 3); òàê
êàê íà êàæäîé ñòàðîé
äóãå ðîâíî ïî îäíîé
íîâîé òî÷êå, ñîñåäíèå
òî÷êè ïîïàäàëè íà ñî-
ñåäíèå äóãè. Ïîëó÷à-
åì, ÷òî ïðè ëþáîì i
òî÷êà iB  ëåæèò íà äóãå

1j i j iA A+ - + .
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî j k£ . Çàìåòèì, ÷òî âñå äóãè âèäà

1i i i jA A A+ +K  ïîêðûâàþò îêðóæíîñòü ðîâíî â j  ñëîåâ;
çíà÷èò, ñóììà èõ äëèí ðàâíà 2 2j kp £ p . Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, äëèíà äóãè 1i i i jA A A+ +K  ñòðîãî áîëüøå äëè-
íû äóãè i iA B , êîòîðàÿ ðàâíà 2 k np ; çíà÷èò, ñóììà èõ
äëèí ñòðîãî áîëüøå ÷åì 2 2n k n k× p = p ; ïðîòèâî-
ðå÷èå.
Àíàëîãè÷íî, åñëè j > k , òî ñóììà äëèí âñåõ äóã âèäà

1 1i i i jA A A+ + -K  ðàâíà ( )2 1 2j kp - ³ p ; ñ äðóãîé ñòîðî-
íû, îíà ñòðîãî ìåíüøå, ÷åì ñóììà äëèí äóã âèäà i iA B ,
êîòîðàÿ ðàâíà 2 kp . Îïÿòü ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå.

È.Ìèòðîôàíîâ

M2319. Íà äîñêå íàïèñàëè 100 ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë 1 2 100, , ,a a aK . Çàòåì ïîä êàæäûì
÷èñëîì ia  íàïèñàëè ÷èñëî ib , ïîëó÷åííîå ïðèáàâëåíè-
åì ê ia  íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ îñòàëüíûõ 99
èñõîäíûõ ÷èñåë. Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ïîïàð-
íî ðàçëè÷íûõ ÷èñåë ìîæåò áûòü ñðåäè 1 2 100, , ,b b bK ?

Îòâåò:  99.
Åñëè ïîëîæèòü 100 1a =  è 2ia i=  ïðè i  = 1, 2, …, 99,
òî 1 100 3b b= = , òàê ÷òî ñðåäè ÷èñåë ib  áóäåò íå áîëüøå
99 ðàçëè÷íûõ.
Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî ñðåäè ÷èñåë ib  âñåãäà íàéäóòñÿ
99 ðàçëè÷íûõ ÷èñåë. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî 1 2 100a a a< < <K . Ïóñòü id  – íàèáîëüøèé
îáùèé äåëèòåëü âñåõ 99 èñõîäíûõ ÷èñåë, êðîìå ia ;
òîãäà i i ib a d= + . Ïóñòü kd  – íàèáîëüøåå èç ÷èñåë

1 2 100, , ,d d dK . Òîãäà ïðè i k¹  ÷èñëà ia  äåëÿòñÿ íà kd .
Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè i < j , i k¹  è j k¹  ðàçíîñòü j ia a-
òàêæå äåëèòñÿ íà kd . Ïîñêîëüêó îíà ïîëîæèòåëüíà,

j i k ia a d d- ³ ³ . Ïîýòîìó j j i i ib a a d b> ³ + = , îòêóäà

i jb b¹ . Èòàê, ìû óñòàíîâèëè, ÷òî j ib b¹  ïðè i k¹  è
j k¹ . Ñòàëî áûòü, âñå 99 ÷èñåë ib  ïðè i k¹  ðàçëè÷íû.

Ñ.Áåðëîâ

M2320.  Îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì I, âïèñàííàÿ â òðåó-
ãîëüíèê ABC, êàñàåòñÿ ñòîðîí BC, CA, AB â òî÷êàõ

1 1 1, ,A B C  ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü , ,a b cI I I  – öåíòðû

âíåâïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêà ABC, êàñà-
þùèõñÿ ñòîðîí BC, CA, AB  ñîîòâåòñòâåííî. Îòðåç-
êè 1aI B  è 1bI A  ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå 2C . Àíàëîãè÷íî,
îòðåçêè 1bI C  è 1cI B  ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå 2A , à
îòðåçêè 1cI A  è 1aI C  – â òî÷êå 2B . Äîêàæèòå, ÷òî I
ÿâëÿåòñÿ  öåíòðîì îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî
òðåóãîëüíèêà 2 2 2A B C .

Ïðÿìûå 1 1B C  è b cI I  ïàðàëëåëüíû, òàê êàê îáå ýòè
ïðÿìûå ïåðïåíäèêóëÿðíû áèññåêòðèñå AI  óãëà BAC
(ñì. ðèñóíîê). Àíàëîãè÷íî, 1 1 c aC A I IP  è 1 1 a bA B I IP ;
çíà÷èò, òðåóãîëüíèêè 1 1 1A B C  è a b cI I I  ïîäîáíû. Òðå-

óãîëüíèêè 1 1 2A C B  è 2c aI I B  ïîäîáíû, òàê êàê èõ
ñîîòâåòñòâåííûå ñòîðîíû ïàðàëëåëüíû. Àíàëîãè÷íî,

1 1 2 2b aA B C I I CD D: . Èç ýòèõ ïîäîáèé ñëåäóþò ðàâåí-

ñòâà 2 2

1 2 1 1 1 1 1 2

a a c a b aI B I I I I I C
C B A C A B B C

= = = . Çàìåòèì, ÷òî òî÷êè

1B  è 1C  ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé aAI ;

ïîñêîëüêó 2 2

1 2 1 2

a aI B I C
C B B C

= , òî÷êè 2B  è 2C  òàêæå ñèììåò-

ðè÷íû îòíîñèòåëüíî íåå, è 2 2IB IC= . Àíàëîãè÷íî
ïîëó÷àåì 2 2 2IA IB IC= = , ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ë.Åìåëüÿíîâ, Ï.Êîæåâíèêîâ, À.Ïîëÿíñêèé

M2321. Ïóñòü 1p 2= , 2p 3= , 3p 5= , … – ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ïðîñòûõ ÷èñåë â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ.
Ïóñòü k kP 2 3 5 pK= × × × × – ïðîèçâåäåíèå ïåðâûõ k
ïðîñòûõ ÷èñåë, à 1k kQ 3 5 pK += × × ×  – ïðîèçâåäåíèå
ïåðâûõ k íå÷åòíûõ ïðîñòûõ ÷èñåë. Íàéäèòå âñå
íàòóðàëüíûå k > 1 òàêèå, ÷òî ÷èñëî: à) kP 1- ;
á) kQ 1- ; â) kP 1+  ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé (áîëüøåé, ÷åì
ïåðâàÿ) ñòåïåíüþ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà. ã) Ïðè êàêèõ
k ÷èñëî kQ 1+  ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ äâîéêè?

Ðåøèì çàäà÷ó äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ k. Â ýòîì ñëó÷àå
îòâåò òàêîé.
Îòâåò:  à) 1; á) òàêèõ k íå ñóùåñòâóåò; â) òàêèõ k íå
ñóùåñòâóåò; ã) 1, 2.
à) Ïðåäïîëîæèì, 2n ³  è

2 3 1n
kp a× × × = +K .                  (1)
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Åñëè a = 1, òî 1 2na + =  è, ñëåäîâàòåëüíî, k = 1
(çíà÷åíèå k = 1 íàì ïîäõîäèò).
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî a > 1; òîãäà k > 1. ×èñëî a
íå÷åòíî, ïîýòîìó ó íåãî ñóùåñòâóåò íå÷åòíûé ïðîñòîé
äåëèòåëü q. Òîãäà kq p> , èíà÷å ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà
(1) äåëèëàñü áû íà q, ÷òî íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó è

ka p> .
Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî n –
ïðîñòîå ÷èñëî (åñëè n = st , òî ìîæíî çàìåíèòü n íà t ,
à a – íà sa ). Çàìåòèì, ÷òî n > 2, ïîñêîëüêó 2 1a +  íå
ìîæåò äåëèòüñÿ íà 23 p= .
Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî kn p> . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

èìååì in p=  ïðè íåêîòîðîì 1 i k< £ . Òîãäà ( )1ip
ia p+ M ;

ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà ( )ip
ia a p- M .

Çíà÷èò, ÷èñëî ( ) ( )1 1i ip pa a a a+ = + - -  òàêæå äåëèòñÿ

íà ip . Çàìåòèì, ÷òî ( )( )11 1 1i ip pa a a a -+ = + - + +L ,
ãäå 1 ia p+ M  è

( )11 1 1 1 0 modip
i ia a p p-- + + º + + + = ºL L .

Çíà÷èò, ÷èñëî 1 ipa+  äåëèòñÿ íà 2
ip , ÷òî íåâîçìîæíî

ïî óñëîâèþ.
Èòàê, ka p>  è kn p> , îòêóäà 1 21 kpn

kka p p p p+ > > K ,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò ðàâåíñòâó (1).
á) Ïóñòü 2n ³  è

13 5 1n
kp a+× × × = +L .                    (2)

Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ.
Ñëó÷àé 1: ÷èñëî  a ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ äâîéêè. Çàìåòèì,
÷òî ñòåïåíè äâîéêè äàþò ëèøü îñòàòêè 1, 2 è 4 ïðè
äåëåíèè íà 7, à 1na +  äåëèòñÿ íà 7 ïðè 3k ³ . Çíà÷èò,

2k £ , è âîçìîæíûìè çíà÷åíèÿìè äëÿ na  ÿâëÿþòñÿ
ëèøü 3 – 1 = 2 è 3 5 1 14× - = . Îáà âàðèàíòà íå ïîä-
õîäÿò.
Ñëó÷àé 2: ó ÷èñëà a ñóùåñòâóåò íå÷åòíûé ïðîñòîé äå-
ëèòåëü q. Ýòîò ñëó÷àé ðàçáèðàåòñÿ òàê æå, êàê ïóíêò à).
â) Ïóñòü 2n ³  è

2 3 1n
kp a× × × = -K .                  (3)

Çàìåòèì, ÷òî a > 1 – íå÷åòíî. Ïðè ÷åòíîì n ( n = 2m)
ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (3) ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì

÷åòíûõ ÷èñåë ( )1ma +  è ( )1ma - , ïîýòîìó äåëèòñÿ íà
4, ÷òî íåâîçìîæíî.
Ïðè íå÷åòíîì n > 1 àíàëîãè÷íî ïóíêòó à) äîêàçûâàåì,
÷òî ka p>  è kn p> , îòêóäà

( ) 1 21 1 1k kp pn
k kka p p p p p- > + - > > × × ×K .

ã) Ïóñòü

13 5 2 1n
kp +× × × = -K .                  (4)

Ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî k = 1, 2 óäîâëåòâîðÿþò

óñëîâèþ. Ïóñòü 3k ³ . Òàê êàê ( )2 1 3n - M , òî 2nM . Òàê

êàê ( )2 1 7n - M , òî 3nM . Ïîëó÷àåì, ÷òî 6nM . Íî åñëè

n = 6 t , òî ( ) ( )6 62 1 2 1 9t - -M M. Ïðîòèâîðå÷èå.
Çàìå÷àíèå.  Ðåøåíèå ïóíêòà ã) ñ çàìåíîé ñòåïåíè
äâîéêè íà òî÷íóþ ñòåïåíü íàòóðàëüíîãî ÷èñëà àâòîðó
íåèçâåñòíî.

Â.Ñåíäåðîâ

M2322.  Ãëàâà Ìîíåòíîãî äâîðà õî÷åò âûïóñòèòü
ìîíåòû 12 íîìèíàëîâ, êàæäûé â íàòóðàëüíîå ÷èñëî
ðóáëåé, òàê, ÷òîáû ëþáóþ ñóììó îò 1 äî 6543
ðóáëåé ìîæíî áûëî çàïëàòèòü áåç ñäà÷è, èñïîëüçóÿ
íå áîëåå 8 ìîíåò. Ñìîæåò ëè îí ýòî ñäåëàòü?

Îòâåò:  ñìîæåò.
Çàìåòèì, ÷òî 49 6561 6543= > . Ïîêàæåì, ÷òî ìîæíî
âûáðàòü 12 íîìèíàëîâ òàê, ÷òîáû ñ ïîìîùüþ íå áîëåå
÷åì 8 ìîíåò ìîæíî áûëî óïëàòèòü áåç ñäà÷è ëþáóþ
ñóììó îò 1 äî 6560 ðóáëåé.
Ïîêàæåì ñíà÷àëà, êàê âûïóñòèòü ìîíåòû òðåõ íîìèíà-
ëîâ, ÷òîáû ñ ïîìîùüþ íå áîëåå ÷åì äâóõ ìîíåò ìîæíî
áûëî óïëàòèòü áåç ñäà÷è ëþáóþ ñóììó îò 1 äî 8 ðóáëå é.
Ïóñòü íîìèíàëû ðàâíÿþòñÿ 1, 3 è 4 ðóáëÿì. Òîãäà
1 = 1, 2 = 1 + 1, 3 = 3, 4 = 4, 5 = 4 + 1, 6 = 3 + 3,
7 = 4 + 3 è 8 = 4 + 4.
Ïóñòü òåïåðü Ìîíåòíûé äâîð èçãîòîâèò ìîíåòû ñ
íîìèíàëàìè 9k , 3 9k×  è 4 9k×  ðóáëåé ïðè k = 0, 1, 2,
3. Ëþáîå ÷èñëî N  îò 1 äî 6560 åäèíñòâåííûì îáðàçîì
ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå 3 2

3 2 1 09 9 9N a a a a= × + × + × + ,
ãäå ÷èñëà ka  ìîãóò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ îò 0 äî 8.
(Ôàêòè÷åñêè, ýòî ïðåäñòàâëåíèå ÷èñëà N â äåâÿòåðè÷-
íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ.) Êàê ïîêàçàíî âûøå, ñóììà

9k
ka ×  ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà íå áîëåå ÷åì äâóìÿ

ìîíåòàìè. Òàêèì îáðàçîì, âñÿ ñóììà N ìîæåò áûòü
ïîëó÷åíà íå áîëåå ÷åì 4 2 8× =  ìîíåòàìè óêàçàííûõ
íîìèíàëîâ, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Î.Ïîäëèïñêèé

M2323.  Íà ïëîñêîñòè ïðîâåäåíû n ïðÿìûõ, ñðåäè
êîòîðûõ íåò ïàðàëëåëüíûõ è íèêàêèå òðè èç êîòî-
ðûõ íå ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. Äîêàæèòå, ÷òî
ñóùåñòâóåò òàêàÿ: à) íåçàìêíóòàÿ; á*) çàìêíóòàÿ
n-çâåííàÿ íåñàìîïåðåñåêàþùàÿñÿ ëîìàíàÿ, ÷òî íà
êàæäîé èç n äàííûõ ïðÿìûõ ëåæèò ðîâíî ïî îäíîìó
çâåíó ýòîé ëîìàíîé.

Ïðèâåäåì ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è, îïóáëèêîâàííîå â
æóðíàëå «American mathematical monthly» â ñòàòüå
«Every Simple Arrangement of n Lines Contains an
Inducing Simple n-gon» àâòîðîâ E.Ackerman, R.Pinchasi,
L.Scharf, M.Scherfenberg  (íà ýòó ñòàòüþ îáðàòèë íà øå
âíèìàíèå À.Àêîïÿí).
Ïóñòü V  – ìíîæåñòâî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ïàð ïðÿìûõ.
à) Âîçüìåì íà÷àëüíóþ òî÷êó íàøåé ëîìàíîé íà îäíîé
èç äàííûõ ïðÿìûõ 1l  (è íå ïðèíàäëåæàùóþ ìíîæåñòâó
V ) è ïîéäåì ïî ïðÿìîé 1l  â òîì íàïðàâëåíèè, â êîòîðîì
íà íåé åñòü õîòÿ áû åùå îäíà òî÷êà èç V , ïîêà íå ïðèäåì
â íåêîòîðóþ òî÷êó èç V  – ïóñòü ýòî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ
1l  ñ äðóãîé äàííîé ïðÿìîé 2l . Âðåìåííî ñîòðåì ïðÿ-

ìóþ 1l  è äàëåå ïîéäåì ïî ïðÿìîé 2l  â òîì íàïðàâëåíèè,
â êîòîðîì íà íåé åñòü õîòÿ
áû îäíà òî÷êà èç V , ïîêà
âïåðâûå íå ïðèäåì â òî÷êó
èç ìíîæåñòâà V . Ïóñòü,
ñêàæåì, ìû ïðèøëè â òî÷-
êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé 2l  ñ
äàííîé ïðÿìîé 3l . Ñîòðåì
ïðÿìóþ 2l  è ïîâòîðèì øàã,
ò.å. ïîéäåì ïî 3l  äî î÷å- Ðèñ. 1
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ðåäíîé òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ, è ò.ä. Íàêîíåö, ïðîéäåì
íåáîëüøîå ðàññòîÿíèå ïî ïîñëåäíåé åùå íå ñòåðòîé
ïðÿìîé nl  (ðèñ.1).
Â ðåçóëüòàòå ïîñòðîåíà n-çâåííàÿ ëîìàíàÿ Q, ó êîòî-
ðîé íà êàæäîé èç äàííûõ ïðÿìûõ ðàñïîëîæåíî ïî
îäíîìó çâåíó. Îñòàåòñÿ óáåäèòüñÿ, ÷òî Q íå èìååò
ñàìîïåðåñå÷åíèé. Ïóñòü ýòî íå òàê, è çâåíî ëîìàíîé Q,
ëåæàùåå íà ïðÿìîé il , ïåðåñåêàåò çâåíî, ëåæàùåå íà
ïðÿìîé jl , ãäå 2j i³ + . Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäå-
ëåíèþ 1il +  êàê ïåðâîé ïðÿìîé, îòëè÷íîé îò 1 2, , , il l lK ,
ñ êîòîðîé ìû ïîâñòðå÷àëèñü â ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ
ëîìàíîé Q ïðè äâèæåíèè ïî ïðÿìîé il .
á) Çàìåòèì, ÷òî ïîñòðîåííàÿ â ïóíêòå à) íåçàìêíóòàÿ
ëîìàíàÿ Q ëåæèò ïî îäíó ñòîðîíó îò ïðÿìîé nl . Äàëåå
ââåäåì êîîðäèíàòû, ïðèíÿâ nl  çà îñü Ox , òàê, ÷òî
ëîìàíàÿ Q ëåæèò â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè 0y ³ .
Íèæå âìåñòî nl  áóäåì ïèñàòü ïðîñòî l .
Èòàê, ëîìàíàÿ Q îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
(1) Q – íåçàìêíóòàÿ n-çâåííàÿ ëîìàíàÿ; íà êàæäîé èç
äàííûõ ïðÿìûõ ðàñïîëîæåíî ðîâíî ïî îäíîìó åå
çâåíó, ïðè÷åì íà÷àëüíîå çâåíî ëåæèò íà îñè Ox ;
(2) Q ëåæèò â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî
îñè Ox.
Ñêàæåì, ÷òî ëîìàíàÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì
(1), (2), óïèðàåòñÿ â l .
Äëÿ êàæäîé ëîìàíîé W , óïèðàþùåéñÿ â l , ÷åðåç

( ) ( )1 1, , nq W q W-K  îáîçíà÷èì ïî ïîðÿäêó åå íåêîíöå-
âûå âåðøèíû, íà÷èíàÿ c ( )1q W , ëåæàùåé íà l . ×åðåç

( )l W  îáîçíà÷èì ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç
( )1nq W- è ñîäåðæàùóþ ïîñëåäíåå çâåíî W . ×åðåç

( )l W-  îáîçíà÷èì ëó÷, ñîñòîÿùèé èç âñåõ òî÷åê
( )l W , ó êîòîðûõ àáñöèññà ìåíüøå, ÷åì àáñöèññà

òî÷êè ( )1nq W- . ×åðåç ( )nq W  îáîçíà÷èì îáùóþ
òî÷êó ëó÷à ( )l W-  è îáúåäèíåíèÿ ïðÿìîé l  è ëîìàíîé

( ) ( ) ( )1 2 1nq W q W q W-K , èìåþùóþ íàèáîëüøóþ îð-
äèíàòó.
Ñðåäè âñåõ óïèðàþùèõñÿ â l  ëîìàíûõ âûáåðåì ëîìà-
íóþ ñ íàèìåíüøåé ñóììîé îðäèíàò âåðøèí

( ) ( )1 1, , nq W q W-K . Åñëè ( )nq W  ëåæèò íà ïðÿìîé l ,

òî ( ) ( ) ( )1 1 1nq W q W q W-K  – èñêîìàÿ çàìêíóòàÿ
n-çâåííàÿ ëîìàíàÿ (ðèñ.2, à).
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ( )nq W  – òî÷êà ïåðåñå÷å-
íèÿ ëó÷à ( )l W-  ñ îòðåçêîì ( ) ( )1i iq W q W+  äëÿ
íåêîòîðîãî 1 2i n£ £ -  (ðèñ.2, á). Òîãäà ìîæåì çà-
äàòü íîâóþ ëîìàíóþ W ¢, óïèðàþùóþñÿ â l , ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì: ïóñòü ( ) ( ) ( )1 1 , , iq W q W q W¢ ¢= =K

( )iq W= , ( ) ( )1i nq W q W+ ¢ = , ( ) ( )2 1 ,i nq W q W+ -¢ = K

( ) ( )1 2, n iq W q W- +¢ =K , è ïóñòü ( )l W ¢  – ïðÿìàÿ

( ) ( )1 2i iq W q W+ +  (ðèñ.2, â). Ñóììà îðäèíàò âåðøèí

( ) ( )1 , , nq W q W¢ ¢K  ìåíüøå, ÷åì ñóììà îðäèíàò âåðøèí

( ) ( )1 , , nq W q WK , òàê êàê îðäèíàòà âåðøèíû ( )nq W ¢

ìåíüøå îðäèíàòû âåðøèíû ( )1iq W+ . Ïîëó÷åíî ïðîòè-
âîðå÷èå ñ óñëîâèåì ìèíèìàëüíîñòè, îïðåäåëÿþùèì W .
Ýòî ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

M2324 . Ïóñòü âíåâïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíè-
êà ÀÂÑ, ëåæàùàÿ íàïðîòèâ âåðøèíû À, êàñàåòñÿ
ñòîðîíû ÂÑ â òî÷êå 1A . Òî÷êè 1B  íà ñòîðîíå ÑÀ è 1C
íà ñòîðîíå ÀÂ îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ñ
èñïîëüçîâàíèåì âíåâïèñàííûõ îêðóæíîñòåé, ëåæàùèõ
íàïðîòèâ âåðøèí Â è Ñ ñîîòâåòñòâåííî. Èçâåñòíî,
÷òî öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà 1 1 1A B C
ëåæèò íà îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ.
Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèê ÀÂÑ ïðÿìîóãîëüíûé.
Âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòüþ òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ, ëåæà-
ùåé íàïðîòèâ âåðøèíû À, íàçûâàåòñÿ îêðóæíîñòü,
êîòîðàÿ êàñàåòñÿ îòðåçêà ÂÑ, ïðîäîëæåíèÿ ñòîðîíû
ÀÂ çà òî÷êó Â è ïðîäîëæåíèÿ ñòîðîíû ÀÑ çà òî÷êó Ñ.
Âíåâïèñàííûå îêðóæíîñòè, ëåæàùèå íàïðîòèâ âåð-
øèí Â è Ñ, îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî.

Îáîçíà÷èì îêðóæíîñòè, îïèñàííûå îêîëî òðåóãîëüíè-
êîâ ABC è 1 1 1A B C , ÷åðåç W  è G ñîîòâåòñòâåííî.
Îáîçíà÷èì ñåðåäèíû äóã CAB, ABC, BCA îêðóæíîñòè
W  ÷åðåç 0A , 0B , 0C  ñîîòâåòñòâåííî. Ïî óñëîâèþ
çàäà÷è öåíòð Q îêðóæíîñòè G ëåæèò íà W .
Ëåììà.  Âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî 0 1 0 1A B A C= è ÷åòû-
ðåõóãîëüíèê 0 1 1AA B C  – âïèñàííûé.
Äîêàçàòåëüñòâî.  Â ñëó÷àå 0A A=  óòâåðæäåíèå î÷åâèä-
íî â ñèëó ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî ñåðåäèííîãî ïåðïåí -
äèêóëÿðà ê BC. Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî 0A A¹ .
ßñíî, ÷òî 0 0A B A C= . Êàê èçâåñòíî, 1 1BC CB=  (êàæ-
äûé èç ýòèõ îòðåçêîâ êàñàòåëüíûõ ê âíåâïèñàííîé
îêðóæíîñòè ðàâåí ( ) 2AB AC BC+ - ).  Äàëåå,

1 0 0 0 1 0C BA ABA ACA B CAÐ = Ð = Ð = Ð . Îòñþäà ñëåäóåò
ðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêîâ 0 1A BC  è 0 1A CB , ñëåäîâàòåëü-
íî, 0 1 0 1A C A B= . Èç ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ òàêæå
âûòåêàåò ðàâåíñòâî 0 1 0 1A C A A B AÐ = Ð  (ýòî ñîîòâåò-
ñòâåííûå âíåøíèå óãëû â ðàâíûõ òðåóãîëüíèêàõ), îòêó -
äà ñëåäóåò, ÷òî 0 1 1AA B C  – âïèñàííûé (î÷åâèäíî, òðå-

Ðèñ. 2
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óãîëüíèê ABC ëåæèò öåëèêîì ïî îäíó ñòîðîíó îò
ïðÿìîé 0AA , çíà÷èò, 1B  è 1C  íàõîäÿòñÿ ïî îäíó
ñòîðîíó îò ïðÿìîé 0AA ).
Êîíå÷íî, óòâåðæäåíèÿ ëåììû âåðíû, åñëè çàìåíèòü A,
B, C íà B, C, A ñîîòâåòñòâåííî.
Ïåðåéäåì ê ðåøåíèþ çàäà÷è. Òî÷êè 1A , 1B , 1C  ëåæàò
íà ïîëóîêðóæíîñòè îêðóæíîñòè G (äèàìåòð êîòîðîé
ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé ê W  â òî÷êå Q), ïîýòîìó òðåó-
ãîëüíèê 1 1 1A B C  òóïîóãîëüíûé. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáù-
íîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî óãîë 1B  òóïîé. Çíà÷èò, Q è 1B
ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò 1 1A C ; òî æå ñàìîå âåðíî
è äëÿ òî÷åê B è 1B . Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êè Q è B
íàõîäÿòñÿ ïî îäíó ñòîðîíó îò ïðÿìîé 1 1A C .
Çàìåòèì, ÷òî ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê 1 1A C  ïåðå-
ñåêàåò W  â äâóõ òî÷êàõ, íàõîäÿùèõñÿ ïî ðàçíûå
ñòîðîíû îò 1 1A C . Ñîãëàñíî ëåììå, êàæäàÿ èç òî÷åê 0B
è Q ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç ýòèõ äâóõ òî÷åê, à ïîñêîëüêó
îíè íàõîäÿòñÿ ïî îäíó ñòîðîíó îò ïðÿìîé 1 1A C , èìååì

0B Q=  (ñì. ðèñóíîê).

Ñíîâà èñïîëüçóÿ ëåììó, ïîëó÷àåì, ÷òî ïðÿìûå 0QA  è
0QC  ÿâëÿþòñÿ ñåðåäèííûìè ïåðïåíäèêóëÿðàìè ê îò-

ðåçêàì 1 1B C  è 1 1A B  ñîîòâåòñòâåííî. Îòñþäà

1 0 1 1 0 1 1 0 1C B A C B B B B AÐ = Ð + Ð =

= 0 0 1 1 0 0 0 0 02 2 2A B B B B C A B CÐ + Ð = Ð = 180 ABC° - Ð

(â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå èñïîëüçîâàíî, ÷òî 0A  è 0C  –
ñåðåäèíû äóã).
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñîãëàñíî âòîðîìó óòâåðæäåíèþ
ëåììû,

1 0 1 1 1C B A C BA ABCÐ = Ð = Ð .
Èç ïîëó÷åííûõ ðàâåíñòâ íàõîäèì 90ABCÐ = ° , ÷òî
çàâåðøàåò ðåøåíèå.
Çàìåòèì, ÷òî âåðíî è îáðàòíîå ê óòâåðæäåíèþ çàäà÷è:
åñëè 90ABCÐ = ° , òî ñåðåäèíà äóãè ABC áóäåò ÿâëÿòü-
ñÿ öåíòðîì îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíè-
êà 1 1 1A B C .

À.Ïîëÿíñêèé

M2325.  Ïóñòü ³n 3  – öåëîå ÷èñëî. Ðàññìîòðèì
îêðóæíîñòü è n + 1 òî÷åê íà íåé, ðàçáèâàþùèõ åå íà
ðàâíûå äóãè. Ðàññìîòðèì âñå ñïîñîáû ïîìåòèòü ýòè
òî÷êè ÷èñëàìè 0, 1, …, n òàê, ÷òî êàæäîå ÷èñëî
èñïîëüçîâàíî ðîâíî îäèí ðàç. Äâà ñïîñîáà, îòëè÷àþ-

ùèõñÿ ïîâîðîòîì, ñ÷èòàþòñÿ îäèíàêîâûìè. Ñïîñîá
ïîìåòêè íàçûâàåòñÿ êðàñèâûì, åñëè äëÿ ëþáûõ ÷å-
òûðåõ ìåòîê a < b , c < d òàêèõ, ÷òî a + d = b + c,
õîðäà, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè ñ ìåòêàìè à è d, íå
ïåðåñåêàåò õîðäó, ñîåäèíÿþùóþ òî÷êè ñ ìåòêàìè
b è c.
Ïóñòü Ì – êîëè÷åñòâî êðàñèâûõ ñïîñîáîâ ïîìåòêè.
Ïóñòü N – êîëè÷åñòâî óïîðÿäî÷åííûõ ïàð ( ),x y
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì

+ £x y n  è ( ) =,ÍÎÄ x y 1 . Äîêàæèòå, ÷òî Ì = N + 1.

Çàìåòèì, ÷òî íà èíòåðâàëå (0; 1) èìååòñÿ ðîâíî N
íåñîêðàòèìûõ äðîáåé 1 Nf f< <K , ó êîòîðûõ çíàìåíà-
òåëü íå ïðåâîñõîäèò n. Äåéñòâèòåëüíî, êàæäîé ïàðå
( ),x y  òàêîé, ÷òî x y n+ £  è ( )ÍÎÄ , 1x y = , ïîñòàâèì
â ñîîòâåòñòâèå äðîáü ( )x x y+ . Ïîëîæèì 0 0f = ,

1 1Nf + = , è ïóñòü i

i

a
b

 – íåñîêðàòèìàÿ çàïèñòü äðîáè if .

Ðàññìîòðèì îêðóæíîñòü äëèíû 1. ×åðåç a – b  îáîçíà-
÷àåì õîðäó, ñîåäèíÿþùóþ òî÷êè ñ ìåòêàìè a è b. Ïîä
äóãîé ( ),a b  áóäåì ïîíèìàòü äóãó, ïðîõîäèìóþ îò a ê
b â íàïðàâëåíèè ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Áóäåì ïîçâîëÿòü
ñåáå ðàññìàòðèâàòü ñïîñîáû ïîìåòêè ïðîèçâîëüíîãî
íàáîðà òî÷åê îêðóæíîñòè (ôîðìàëüíî íàðóøàÿ óñëî-
âèå î ðàâåíñòâå äóã); ïðè ýòîì ñ÷èòàòü ñîâïàäàþùèìè
ñïîñîáû ñ îäèíàêîâûì öèêëè÷åñêèì ïîðÿäêîì ìåòîê.
Íà÷íåì ñ òîãî, ÷òî ïðåäúÿâèì N  + 1 êðàñèâûõ ñïîñîáîâ
ïîìåòêè. Âîçüìåì a Î (0; 1), íå ðàâíîå íè îäíîé èç
äðîáåé 1, , Nf fK . Ïîñëåäîâàòåëüíî îòìåòèì òî÷êè 0, 1,
2, …, n òàê: ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó îêðóæíîñòè ïîìåòèì
0, à êàæäàÿ ñëåäóþùàÿ òî÷êà ïóñòü îòñòîèò ïî ÷àñîâî é
ñòðåëêå íà ðàññòîÿíèå a  îò ïðåäûäóùåé (òàê ÷òî äëèíà
äóãè ( ), 1i i +  ðàâíà a ). Òàêèì îáðàçîì, äóãà ( )0, k
èìååò äëèíó { }ka , ãäå {r} îçíà÷àåò äðîáíóþ ÷àñòü ÷èñëà
r. Íàçîâåì îïèñàííûé ñïîñîá ïîìåòêè öèêëè÷åñêèì è
îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç ( )nA a .
Íà ðèñóíêå 1 ïîêàçàí öèêëè÷åñêèé ñïîñîá ( )13 3 5A + e ,
ãäå 0e >  î÷åíü ìàëî.

Åñëè 0 a b c d n£ < < < £  óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâó
a + d = b + c , òî a b c da - a = a - a , çíà÷èò, â ñïîñîáå

( )nA a  äóãè ( ),b a  è ( ),d c  ðàâíû, ñëåäîâàòåëüíî,
õîðäû a – d  è b – c  ïàðàëëåëüíû. Òåì ñàìûì, êàæäûé
öèêëè÷åñêèé ñïîñîá ÿâëÿåòñÿ êðàñèâûì.
Äàëåå ïîêàæåì, ÷òî èìååòñÿ ðîâíî N  + 1 ðàçëè÷íûõ
öèêëè÷åñêèõ ñïîñîáîâ âèäà ( )nA a . ×òîáû ýòî ïîíÿòü,

Ðèñ. 1
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Ô2323.  Â òî÷êå À – ñåðåäèíå äíà ñòàêà-
íà ñ âåðòèêàëüíûìè ñòåíêàìè – íàõî-
äèòñÿ òÿæåëûé øàðèê (ðèñ.1). Ñ êàêîé
ïî âåëè÷èíå è íàïðàâëåíèþ ñêîðîñòüþ
íàäî âûñòðåëèòü øàðèê òàê, ÷òîáû,
óäàðèâøèñü n ðàç î ñòåíêè, îí âåðíóëñÿ â
èñõîäíîå ïîëîæåíèå? Êàêîå âðåìÿ ïîíà-
äîáèòñÿ íà òàêîå äâèæåíèå? Øèðèíó
ñòàêàíà ñ÷èòàòü ðàâíîé 2l, ñòîëêíîâå-
íèÿ øàðèêà ñî ñòåíêàìè – àáñîëþòíî
óïðóãèìè.

Ñäåëàåì «ðàçâåðòêó» ñòàêàíà, êàê ýòî ïîêàçàíî íà
ðèñóíêå 2. Ïðèñâàèâàÿ èñõîäíîìó ñòàêàíó íîìåð 0,
äàäèì ïîëó÷åííûì â ðå-
çóëüòàòå ðàçâåðòêè ñòàêà-
íàì íîìåðà 1± , 2±  è ò.ä.
Ïóñòü nA  – ñåðåäèíà äî-
íûøêà n-ãî ñòàêàíà. ×òî-
áû ïîñëå n óïðóãèõ óäàðîâ
îá ñòåíêè øàðèê âåðíóëñÿ

ïîñìîòðèì, êàê ( )nA a  èçìåíÿåòñÿ ïðè óâåëè÷åíèè a
îò 0 äî 1. Ìîìåíò ñîâïàäåíèÿ òî÷åê ñ ìåòêàìè p è q
ïðîèñõîäèò â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà ìû ïðîõîäèì
çíà÷åíèå fa =  òàêîå, ÷òî { } { }pf qf= ; ýòî ìîæåò
ñëó÷èòüñÿ, òîëüêî åñëè f  ðàâíî îäíîé èç N äðîáåé

1, , Nf fK . Ïîýòîìó íà êàæäîì èç èíòåðâàëîâ 1i if f +< a <
ñïîñîá ( )nA a  íå ìåíÿåòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî, èìååòñÿ íå
áîëåå N + 1 ðàçëè÷íûõ öèêëè÷åñêèõ ñïîñîáîâ.
Ïîêàæåì, ÷òî âñå óêàçàííûå öèêëè÷åñêèå ñïîñîáû
ðàçëè÷íû. Ïóñòü 0e >  î÷åíü ìàëî. Â ñïîñîáå ( )n iA f + e

äóãà ( )0, k  èìååò äëèíó i

i

ka
k

b

ì ü
+ eí ý

î þ
 (âñïîìíèì, ÷òî

i
i

i

a
f

b
= , ãäå ( )ÍÎÄ , 1i ia b = ), ïîýòîìó âñå ïîìå÷åííûå

òî÷êè ðàçáèâàþòñÿ íà ib  êëàñòåðîâ  (çäåñü êëàñòåðîì
ìû íàçûâàåì ãðóïïó áëèçêî ðàñïîëîæåííûõ òî÷åê;
äëèíà äóãè ìåæäó ñîñåäíèìè òî÷êàìè êëàñòåðà ðàâíà

ib e ). Íà÷àëüíûå òî÷êè êëàñòåðîâ èìåþò ìåòêè
0, 1, , 1ib -K , ìåòêè ÷èñåë â îäíîì êëàñòåðå èìåþò
îäèí è òîò æå îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà ib , ïðè÷åì ýòè
ìåòêè èäóò â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ (ïî ÷àñîâîé ñòðåë-
êå). Çíà÷èò, â ñïîñîáå ( )n iA f + e  â êëàñòåðå, êîòîðûé
íà÷èíàåòñÿ òî÷êîé ñ ìåòêîé 0, òî÷êà ib  ñëåäóåò íåïîñ-
ðåäñòâåííî çà 0. Ñëåäóþùèé (ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå)
êëàñòåð (êëàñòåð âñåãî îäèí ïðè i  = 0) íà÷èíàåòñÿ ñ
ìåòêè ik b<  òàêîé, ÷òî ( )1 modi ika bº , è ýòà ìåòêà k
áóäåò ïåðâîé ìåòêîé, ìåíüøåé ib , âñòðå÷àþùåéñÿ ïðè
äâèæåíèè îò 0 ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Òàê ìû ìîæåì
âîññòàíîâèòü ïî ñïîñîáó ( )n iA f + e  ÷èñëà ib  è k, à ïî
íèì – ia  è if .
Èç ñêàçàííîãî âûòåêàåò, ÷òî N  + 1 öèêëè÷åñêèõ
ñïîñîáîâ ( ) ( ) ( )1, , , NA A f A fe + e + eK  ïîïàðíî ðàç-
ëè÷íû.
Çàôèêñèðóåì ôàêò, êîòîðûé áóäåò ïîëåçåí äàëåå:
åñëè 1i if f +< a < , òî â ñïîñîáå ( )nA a  òî÷êè 1ib + , 0,

ib  èäóò ïîäðÿä ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. ( * )

Äåéñòâèòåëüíî, ðàíåå ìû âèäåëè, ÷òî ib  ñðàçó ñëåäóåò
çà 0 â ñïîñîáå ( ) ( )n i nA f A+ e = a . Àíàëîãè÷íî, 1ib +
íàõîäèòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ïåðåä 0 â ñïîñîáå

( ) ( )1n i nA f A+ - e = a .
Íàêîíåö, èíäóêöèåé ïî n ìû äîêàæåì, ÷òî êàæäûé
êðàñèâûé ñïîñîá ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì. Äëÿ 2n £
óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå
êðàñèâûå ñïîñîáû ïîìåòèòü n òî÷åê (ìåòêàìè 0, 1, 2,...
…, n – 1) ÿâëÿþòñÿ öèêëè÷åñêèìè. Òàêèì îáðàçîì,
ñïîñîá 1nA - , ïîëó÷åííûé èç äàííîãî ñïîñîáà nA
ñòèðàíèåì òî÷êè ñ ìåòêîé n, öèêëè÷åñêèé, ñêàæåì

( )1 1n nA A- -= a .
Ïóñòü a  ëåæèò ìåæäó íåñîêðàòèìûìè äðîáÿìè

1 2

1 2

p p
q q

< , êîòîðûå ñîñåäñòâóþò â ðÿäó äðîáåé ñî çíàìå-

íàòåëÿìè, íå ïðåâîñõîäÿùèìè n – 1. Ñóùåñòâóåò íå

áîëåå îäíîé äðîáè 
i
n

 â èíòåðâàëå 1 2

1 2

;
p p
q q

æ ö
ç ÷è ø

, òàê êàê

1
1

i i i
n n n

+
< £

-
 äëÿ 0 1i n< £ - .

Ñëó÷àé 1. Òàêîé äðîáè íå ñóùåñòâóåò.
Â ýòîì ñëó÷àå åäèíñòâåííûé öèêëè÷åñêèé ñïîñîá,
ïðîäîëæàþùèé ñïîñîá ( )1nA - a , ýòî ( )nA a . Ìû çíàåì,

÷òî ñïîñîáû nA  è
( )nA a  ìîãóò ðàç-

ëè÷àòüñÿ òîëüêî
ïîëîæåíèåì òî÷êè
n. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî n ñëåäóåò çà x è
ïðåäøåñòâóåò y â ñïîñîáå ( )nA a . Ñîãëàñíî ( * ), ñîñåäè
òî÷êè 0 – ýòî 1q  è 2q , ïîýòîìó , 1x y ³ .
Â ñïîñîáå ( )nA a  õîðäà ( )1n x- -  ïàðàëëåëüíà õîðäå

( )1n x- - , çíà÷èò, ìåòêà n – 1 íàõîäèòñÿ íà äóãå
( )1,x x-  (ðèñ.2). Àíàëîãè÷íî: n – 1 íàõîäèòñÿ íà äóãå
( ), 1y y - . Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êè x, y, x – 1, n – 1 è
y – 1 èäóò èìåííî â òàêîì ïîðÿäêå (ïî ÷àñîâîé ñòðåëê å)
â ñïîñîáå ( )nA a , à çíà÷èò, è â ñïîñîáå nA  (âîçìîæíî,
y = x  – 1 èëè x = y  – 1). Â ñïîñîáå nA  òî÷êà n ëåæèò
íà äóãå ( ), 1x n - , òàê êàê õîðäà ( )1n x- -  è õîðäà
( )1n x- -  íå ïåðåñåêàþòñÿ. Àíàëîãè÷íî, n íàõîäèòñÿ
íà äóãå ( )1,n y- . Òîãäà n äîëæíî áûòü íà äóãå ( ),x y ,
çíà÷èò, ( )n nA A= a .

Ñëó÷àé 2. Èìååòñÿ ðîâíî îäíî i  ñ óñëîâèåì 1 2

1 2

p i p
q n q

< < .

Â ýòîì ñëó÷àå åñòü äâà öèêëè÷åñêèõ ñïîñîáà ( )1nA a  è
( )2nA a , êàæäûé èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì

ñïîñîáà ( )1nA - a , ãäå 1
1

1

p i
q n

< a <  è 2
2

2

i p
n q

< a < . Ñî-

ãëàñíî ( * ), â ñïîñîáå ( )1nA - a  ìåòêà 0 – åäèíñòâåííàÿ

íà äóãå ( )2 1,q q . Ïî ýòîé æå ïðè÷èíå n íàõîäèòñÿ íà
äóãå ( )2, 0q  â ñïîñîáå ( )1nA a  è íà äóãå ( )10, q  â ñïîñîáå

( )2nA a .
Ïîëàãàÿ 2x q=  è 1y q=  è ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèå èç
ñëó÷àÿ 1, ïîëó÷àåì, ÷òî n äîëæíî áûòü íà äóãå ( ),x y
â ñïîñîáå nA . Ñëåäîâàòåëüíî, ñïîñîá nA  äîëæåí
ñîâïàäàòü ñ ( )1nA a  èëè ( )2nA a .
Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî êàæäûé êðàñèâûé ñïîñîá
ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì, çàâåðøåíî. Òåì ñàìûì, çàäà÷à
ïîëíîñòüþ ðåøåíà.

È.Áîãäàíîâ

Ðèñ. 2

Ðèñ. 2

Ðèñ. 1
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â èñõîäíóþ òî÷êó À, â íà÷àëüíûé ìîìåíò èì íàäî
âûñòðåëèòü òàê, ÷òîáû â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ ñòåíîê îí
ïîïàë â òî÷êó nA . Ïîñëåäóþùàÿ «ñâåðòêà» ñòàêàíîâ
âìåñòå ñ íàéäåííîé ïàðàáîëè÷åñêîé òðàåêòîðèåé äàñò
èñõîäíîå ðåøåíèå (ñì. ðèñ.2 äëÿ ñëó÷àÿ n = 2).
Äëÿ àíàëèòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ çàäà÷è ââåäåì íå-
ïîäâèæíóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà ñ ãîðèçîíòàëüíîé îñüþ õ è
íàïðàâëåííîé âåðòèêàëüíî ââåðõ îñüþ ó. Òîãäà åñëè v
– íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü, à a  – îòñ÷èòûâàåìûé îò ãîðè-
çîíòàëüíîãî íàïðàâëåíèÿ íà÷àëüíûé óãîë, òî

cosx v tD = a × , 
2

sin
2

gt
y v tD = a × - .

Ïðèðàâíèâàÿ íóëþ âòîðîå ñîîòíîøåíèå, íàõîäèì, ÷òî
âðåìÿ äâèæåíèÿ ñîñòàâèò

2 sinv
t

g
a

= .

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî çíà÷åíèå â ïåðâîå ñîîòíîøåíèå, ïîëó-
÷èì ðàâåíñòâî

2 sin 2
2

v
ln

g
a

= ,

çàäàþùåå ñâÿçü ìåæäó äàííûìè çàäà÷è è íà÷àëüíûìè
óñëîâèÿìè, îïðåäåëÿþùèìè òðåáóåìîå äâèæåíèå. Îò-
ñþäà èìååì

2

2
sin 2 1

lgn

v
a = £ .

Ýòî íåðàâåíñòâî îïðåäåëÿåò îãðàíè÷åíèå ñíèçó íà
âåëè÷èíó íà÷àëüíîé ñêîðîñòè. Â ñëó÷àå, êîãäà íåñòðî -
ãîå íåðàâåíñòâî îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî,

sin 2 1a = , 
4
p

a = , 2v lgn= ,

è çàäà÷à èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Åñëè æå èìååò
ìåñòî ñòðîãîå íåðàâåíñòâî, òî ðåøåíèé äâà:

1 2

1 2
arcsin

2
lgn

v
a =  è 2 2

1 2
arcsin

2 2
lgn

v

p
a = - .

Èì îòâå÷àþò, ñîîòâåòñòâåííî, íàñòèëüíàÿ è íàâåñíàÿ
òðàåêòîðèè.
À ÷òî åñëè íà÷àëüíàÿ òî÷êà ðàñïîëàãàåòñÿ ãäå óãîäíî  íà
äíå ñòàêàíà èëè åñëè ïîñëå ñòîëêíîâåíèé ñî ñòåíêàìè
øàðèê ïîïàäàåò â ëþáóþ äðóãóþ òî÷êó äîíûøêà?
Ïîäóìàéòå íàä ýòèìè âîïðîñàìè ñàìîñòîÿòåëüíî.

À.Áóðîâ

Ô2324 *. Òîíêîñòåííàÿ òðóáà ñ æåñòêèìè ñòåíêàìè,
ïîïåðå÷íûì êðóãëûì ñå÷åíèåì 2S 10 ñì=  è äëèíîé
L = 1 ì çàêðûòà ïëîñêîé òîíêîé çàñëîíêîé ñíèçó è
îòêðûòà ñâåðõó. Ýòó òðóáó, óäåðæèâàÿ ñëåãêà îò-
êëîíåííîé îò âåðòèêàëüíîãî ïîëîæåíèÿ, îïóñòèëè â
âîäó îçåðà òàê, ÷òî åå âåðõíèé êîíåö îêàçàëñÿ ÷óòü
âûøå óðîâíÿ âîäû â îçåðå. Ïîñëå ýòîãî îòâåðñòèå
î÷åíü áûñòðî îòêðûëè. Çàñëîíêà äâèãàëàñü ïîñòóïà-
òåëüíî â íàïðàâëåíèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîì îñè òðóáû.
Íà êàêóþ ìàêñèìàëüíóþ âûñîòó íàä óðîâíåì âîäû â
îçåðå âûïëåñíåòñÿ âîäà èç òðóáû? Ðàññìîòðèòå äâà
ñëó÷àÿ: à) ñå÷åíèå òðóáû ïðè ïðèáëèæåíèè ê íèæíåìó
êîíöó ïëàâíî âîçðàñòàåò îò âåëè÷èíû S çà ñ÷åò
ðàñòðóáà íà îòðåçêå, ñðàâíèìîì ïî äëèíå ñ äèàìåò-
ðîì âíóòðåííåãî ñå÷åíèÿ; á) ñå÷åíèå ïîñòîÿííî è
ðàâíî S âïëîòü äî ñàìîãî íèæíåãî êîíöà òðóáû. Âî

âòîðîì ñëó÷àå ýôôåêòèâíîå ñå÷åíèå ïîòîêà íà âõîäå
âîäû â òðóáó ìåíüøå ïîëíîãî ãåîìåòðè÷åñêîãî ñå÷å-
íèÿ: ýôô ýôôS S k 0,5= = .

Ñå÷åíèå òðóáû äîñòàòî÷íî âåëèêî, ÷òîáû ìîæíî áûëî
íå ó÷èòûâàòü ïîòåðü ýíåðãèè íà òðåíèå ìåæäó âîäîé è
ñòåíêàìè òðóáû. Åñëè âáëèçè íèæíåãî êîíöà ñå÷åíèå
òðóáû ïëàâíî èçìåíÿåòñÿ, òî â ýòîì ñëó÷àå (à) íåò
ïîòåðü ýíåðãèè íà ïåðåìåøèâàíèå âîäû, óæå íàõîäÿ-
ùåéñÿ â òðóáå, ñ âîäîé, êîòîðàÿ òîëüêî ÷òî ïîñòóïèë à
â òðóáó, êàê ýòî èìååò ìåñòî âî âòîðîì ñëó÷àå (á).
Ïðåíåáðåæåì ñíà÷àëà êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé âîäû âíå
òðóáû îêîëî åå íèæíåãî îòêðûòîãî êîíöà è áóäåì
ïîëàãàòü, ÷òî ê ìîìåíòó, êîãäà âñÿ òðóáà îêàæåòñÿ
çàïîëíåííîé âîäîé, ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ âîäû â
îçåðå óìåíüøèòñÿ, òàê êàê ñíà÷àëà òðóáà íå áûëà
çàïîëíåíà, à òåïåðü â íåé íàõîäèòñÿ âîäà. Èíûìè
ñëîâàìè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî òîíêèé ñëîé âîäû ñ
ïîâåðõíîñòè îçåðà ïåðåìåñòèëñÿ â òðóáó. Ýòî óìåíüøå -
íèå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ñîïðîâîæäàåòñÿ ðîñòîì
êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè âîäû, êîòîðàÿ äâèæåòñÿ â îáúå-
ìå òðóáû. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

2

2 2
L SLu

gSL
r

r = .

Îòñþäà íàõîäèì çíà÷åíèå ñêîðîñòè:

u gL= .

Ïåðâàÿ ïîðöèÿ âîäû, âûðâàâøàÿñÿ èç òðóáû, áóäåò
èìåòü ñêîðîñòü u, ïîýòîìó îíà âçëåòèò (âûïëåñíåòñÿ)
íà âûñîòó

2

max 2 2
u L

h
g

= = .

Òåïåðü îöåíèì êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ, êîòîðóþ ê ìî-
ìåíòó çàïîëíåíèÿ òðóáû èìååò âîäà ñíàðóæè òðóáû.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòà âîäà äâèæåòñÿ ñî âñåõ íàïðàâ -
ëåíèé ê îòâåðñòèþ è ÷òî ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè ñôåðû,
ê êîòîðîé îíà ñõîäèòñÿ, ðàâíà ïëîùàäè ïîïåðå÷íîãî
ñå÷åíèÿ òðóáû. Ðàäèóñ òàêîé ñôåðû ðàâåí 2R S= p .
Óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè äëÿ ïîðöèè âîäû, íàõîäÿ-
ùåéñÿ íà ðàññòîÿíèè x >R  îò öåíòðà ñôåðû, äàåò
çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè ýòèõ ïîðöèé âîäû îò x:

24 xx u Sup × = .

Ïîëíàÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ âñåé âîäû, äâèæóùåéñÿ
ñíàðóæè òðóáû â ìîìåíò åå çàïîëíåíèÿ, ðàâíà ïðèìåð-
íî

( )222

2 2

4
2 4 8R R

dx Sudx x Su

x x

¥ ¥ rr × p æ ö= =ç ÷
p pè øò ò

= 
( )2 2 1
8 2 2

Su L u S S
R L

r r
= ×

p p
.

Âèäíî, ÷òî ýòà ýíåðãèÿ ñîñòàâëÿåò òîëüêî íåáîëüøóþ

äîëþ, à èìåííî 31
8,9 10

2
S

L
-= ×

p
, îò êèíåòè÷åñêîé

ýíåðãèè âîäû âíóòðè òðóáû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñäåëàí -
íîå ïðåíåáðåæåíèå îïðàâäàíî.
Ðàññìîòðèì òåïåðü âòîðîé ñëó÷àé, êîãäà ñå÷åíèå òðóá û
âñþäó îäèíàêîâîå, ïîýòîìó âîäà, âòåêàþùàÿ â òðóáó,
íå ïî âñåìó íèæíåìó ñå÷åíèþ òðóáû èìååò îäèíàêîâóþ
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ñêîðîñòü. Âáëèçè åå íèæíåãî êîíöà ó ñòåíîê âíóòðè
òðóáû ñêîðîñòü âîäû ðàâíà íóëþ, à â öåíòðå ñå÷åíèÿ
ñêîðîñòü òå÷åíèÿ ñàìàÿ áîëüøàÿ, è ýòî ñâÿçàíî íå ñ
âÿçêîñòüþ âîäû, à ñ òåì, ÷òî ïåðåõîä îò áîëüøîãî
ñå÷åíèÿ ïîòîêà âîäû â îçåðå ê ìàëîìó ñå÷åíèþ â òðóá å
íå ïëàâíûé! (Ïîäðîáíîå ðàññìîòðåíèå ýòîãî âîïðîñà
åñòü, íàïðèìåð, â êíèãå Å.È.Áóòèêîâà, À.À.Áûêîâà è
À.Ñ.Êîíäðàòüåâà «Ôèçèêà äëÿ ïîñòóïàþùèõ â âóçû»
(Ì.: Íàóêà, 1978, ñ.114–115). Â ýòîì ñëó÷àå ýôôåê-
òèâíîå ñå÷åíèå òðóáû íà âõîäå âäâîå ìåíüøå åå ãåîìå ò-
ðè÷åñêîãî ïîëíîãî ñå÷åíèÿ:

ýôô
ýôô

1
2

S
k

S
= = .

Çíà÷èò, ñòðóÿ âîäû âõîäèò â òðóáó ñî ñêîðîñòüþ u, à
âäàëè îò âõîäà â ýòî æå âðåìÿ âîäà â òðóáå äâèæåòñÿ
ñî ñêîðîñòüþ ýôôu k× . Â ðåçóëüòàòå òåðÿåòñÿ çíà÷èòåëü-
íàÿ äîëÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè âîäû, âõîäÿùåé â
òðóáó. Åñëè ê íåêîòîðîìó ìîìåíòó âðåìåíè òðóáà
îêàçàëàñü çàïîëíåííîé íà äëèíó x è âîäà â òðóáå
äâèæåòñÿ ñ óñêîðåíèåì a, òî äàâëåíèå âáëèçè íèæíåãî
êîíöà òðóáû âíóòðè òðóáû è îáåñïå÷èâàåò ýòî óñêîðå-
íèå. Èç âòîðîãî çàêîíà Íüþòîíà ñëåäóåò, ÷òî

pS Sxg Sxa- r = r .

Çíà÷èò, äàâëåíèå ðàâíî

( )p x g a= r + .
Èç óðàâíåíèÿ Áåðíóëëè äëÿ äâèæåíèÿ âîäû ÷åðåç
íèæíåå îòâåðñòèå ïîëó÷àåì

2

2
v

gL p
r

r= - .

Âäîáàâîê íàì èçâåñòíà êèíåìàòè÷åñêàÿ ñâÿçü

ýôô
dx

v k
dt

= × .

Îáúåäèíÿÿ âñå ñîîòíîøåíèÿ, ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ
êîîðäèíàòû x óðîâíÿ âîäû â òðóáå:

( )( )
2

2
ýôô

1
2

dx
k gL x g a

dt
æ ö= - +ç ÷
è ø

.

×èñëåííîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ íà êîìïüþòåðå
ïîêàçûâàåò, ÷òî óñêîðåíèå a, ñ êîòîðûì äâèæåòñÿ
óðîâåíü âîäû â òðóáå, ïðè ëþáûõ ðàçóìíûõ íà÷àëüíûõ
çíà÷åíèÿõ x, a è dx dt  áûñòðî «âûõîäèò» íà ñòàöèî-
íàðíîå çíà÷åíèå, çàâèñÿùåå îò âåëè÷èíû ýôôk . Ìîæíî
ñðàçó ïðåäïîëîæèòü, ÷òî a = const, è íàéòè ýòó ïîñòî-
ÿííóþ âåëè÷èíó. Ïðè 0 x L< = , ò.å. ïðè 0x » ,

ýôô
0

2
dx

k gL
dt

æ ö=ç ÷
è ø

.

Èìååòñÿ â âèäó, ÷òî òðóáà óæå íà÷àëà çàïîëíÿòüñÿ
âîäîé è ìåõàíèçì òîðìîæåíèÿ, äëÿ îïèñàíèÿ êîòîðîãî
è ââîäèòñÿ âåëè÷èíà ýôôk , óæå ðàáîòàåò. Ïðè x = L

ýôô 2
L

dx
k aL

dt
æ ö =ç ÷
è ø

.

Ñ÷èòàÿ óñêîðåíèå ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé, âîñïîëüçó-
åìñÿ èçâåñòíûì ñîîòíîøåíèåì ( )2

êîí2aL dx dt= -
( )2

íà÷dx dt- . Èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò
2
ýôô

2
ýôô1

k
a g

k
= -

+
.

Îòñþäà ìîæíî íàéòè è ìàêñèìàëüíóþ âûñîòó, íà
êîòîðóþ âûïëåñíåòñÿ âîäà èç âåðõíåãî îòâåðñòèÿ
òðóáû:

4
ýôô

max 2
ýôô1

k
h L

k
=

+ .

Â ïåðâîì ñëó÷àå (à) ýôô 1k = , ïîýòîìó max 2h L= , âî
âòîðîì ñëó÷àå (á) ýôô 0,5k =  è, çíà÷èò, max 20h L= .
Çàìåòèì, ÷òî åñëè â ýêñïåðèìåíòå ïîëó÷àåòñÿ êàêîå-ò î
ïðîìåæóòî÷íîå çíà÷åíèå maxh , òî ïî îòíîøåíèþ maxh L
ìîæíî íàéòè ñîîòâåòñòâóþùåå åìó çíà÷åíèå êîýôôè-
öèåíòà ýôôk .

Â.Îçåðîâ

Ô2325.  Òðè îäèíàêîâûå ìàññû (íàïðèìåð, ðàâíûå
åäèíèöå) çàêðåïëåíû â âåðøèíàõ ïðàâèëüíîãî òðåó-
ãîëüíèêà ñî ñòîðîíîé a. Â ñêîëüêèõ ïîëîæåíèÿõ ðàâíî -
âåñèÿ ìîæåò íàõîäèòüñÿ ïðîáíàÿ òî÷êà ìàññîé m ïîä
äåéñòâèåì íüþòîíîâñêîãî ïðèòÿæåíèÿ ñî ñòîðîíû
ìàññ, ñîñðåäîòî÷åííûõ â âåðøèíàõ òðåóãîëüíèêà?

Èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè ÿñíî, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå
îäíî ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèå, ïðè êîòîðîì ïðîáíàÿ
òî÷êà P ðàñïîëîæåíà â öåíòðå
òðåóãîëüíèêà, ñóùåñòâóåò
(êðàñíàÿ òî÷êà íà ðèñóíêå 1).
Òàêæå ÿñíî, ÷òî âíå òðåóãîëü-
íèêà ðàâíîâåñèé íåò. Óêàçàí-
íîå ðàâíîâåñèå ïðèíàäëåæèò
âñåì òðåì îñÿì ñèììåòðèè òðå-
óãîëüíèêà. Ïîïðîáóåì ïîèñ-
êàòü íà ýòèõ îñÿõ äðóãèå ðàâ-
íîâåñèÿ, îïèðàÿñü íà òî îá-
ñòîÿòåëüñòâî, ÷òî â êàæäîé òî÷êå òàêèõ îñåé ðåçóëüòè-
ðóþùàÿ ñèë ïðèòÿæåíèÿ íàïðàâëåíà âäîëü íèõ ñàìèõ.
Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, îñü ñèììåòðèè, ïðîõîäÿùóþ
÷åðåç âåðøèíó A è òî÷êó O – ñåðåäèíó ñòîðîíû BC.
Ââåäåì êîîðäèíàòíóþ îñü x ñ íà÷àëîì â òî÷êå O,
íàïðàâëåííóþ â ñòîðîíó âåðøèíû A. Òîãäà êîîðäèíàòà
âåðøèíû A ñîñòàâèò 3 2a . Åñëè òî÷êà P ðàñïîëàãà-
åòñÿ íà îñè x âíóòðè òðåóãîëüíèêà ABC, òî îíà áóäåò
ïðèòÿãèâàòüñÿ âåðøèíîé A ñèëîé, íàïðàâëåííîé âäîëü
îñè x è ðàâíîé

( )2
3 2

A
m

F
a x

=
-

.

Çäåñü è äàëåå ãðàâèòàöèîííóþ ïîñòîÿííóþ áóäåì ñ÷è-
òàòü ðàâíîé åäèíèöå. Ñóììàðíàÿ ñèëà ïðèòÿæåíèÿ ñî
ñòîðîíû âåðøèí B è C òàêæå íàïðàâëåíà ïî îñè x, è åå
âåëè÷èíà ñîñòàâëÿåò

( )( )3 222
2

2
BC

mx
F

x a
= -

+
.

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ ïðèíèìàåò âèä

A BCF F F= + =
( ) ( )( )2 3 222

1 2
0

3 2 2

x
m

a x x a

æ ö
ç ÷

- =ç ÷
-ç ÷+

è ø

.

Íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé ìîæíî óáåäèòüñÿ â
òîì, ÷òî îòâå÷àþùåå öåíòðó òðåóãîëüíèêà çíà÷åíèå

1 3 6x a=  óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó óðàâíåíèþ.

Ðèñ. 1
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Ïîñìîòðèì, íåò ëè ó ýòîãî óðàâíåíèÿ äðóãèõ ðåøåíèé.
Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî ïðè x = 0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåí-
ñòâî ( )0 0F > , âûðàæàþùåå òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî
åñëè òî÷êà P ðàñïîëàãàåòñÿ â òî÷êå O, òî ðåçóëüòèðó-
þùàÿ ñèëà íàïðàâëåíà â ñòîðîíó âåðøèíû A. Äàëåå,
íàïðèìåð, ïðè 2 3 8x a=

( )2 2

64 3
19 54

19513

m
F x

a

æ ö
= - »ç ÷ç ÷

è ø
20,306579237 0

m

a
- < .

Ôóíêöèÿ ( )F x  íåïðåðûâíà è ïðèíèìàåò íà îòðåçêå
[ ]20; x  çíà÷åíèÿ ïðîòèâîïîëîæíûõ çíàêîâ. Òàêèì îá-
ðàçîì, íà ýòîì îòðåçêå ó íåå èìååòñÿ åùå ïî êðàéíåé
ìåðå îäèí êîðåíü. Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ýòîò
êîðåíü îäèí è îí  ïðèáëèçèòåëüíî ðàâåí

3 0,1242929158x a» .
Èòàê, â öåëîì ïî òðåóãîëüíèêó èìåþòñÿ ïî êðàéíåé
ìåðå ÷åòûðå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (ñì. êðàñíóþ è
ñèíèå òî÷êè íà ðèñóíêå 1).
Çàìå÷àíèÿ
1. Âìåñòî âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â êîíêðåòíîé
òî÷êå 2x  äîñòàòî÷íî áûëî îäèí ðàç ïðîäèôôåðåíöèðî-
âàòü ôóíêöèþ ( )F x  è óáåäèòüñÿ â åå ñòðîãîì ìîíîòîí-

íîì âîçðàñòàíèè â îê-
ðåñòíîñòè òî÷êè 1x
(ðèñ.2.).
2. Îñè ñèììåòðèè ðàç-
äåëÿþò òðåóãîëüíèê
ABC íà øåñòü ìàëåíü-
êèõ áàçèñíûõ òðåóãîëü-
íèêîâ. Äîêàçàòåëüñòâî
îòñóòñòâèÿ ðàâíîâåñèé
âíóòðè ýòèõ òðåóãîëü-
íèêîâ àâòîðó îñòàåòñÿ
íåèçâåñòíûì.

3. Áûëî áû èíòåðåñíî èññëåäîâàòü âîïðîñ î ÷èñëå
ðàâíîâåñèé äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïðàâèëüíîãî ìíîãî-
óãîëüíèêà ñ ðàâíûìè ìàññàìè â âåðøèíàõ.

Â.Íèêîíîâ

Ô2326.  Íåáî íàä Àôðèêîé çàêðûòî îáëàêàìè. Áîëü-
øàÿ ëóæà ãëóáèíîé 0,5 ì çàïîëíåíà ìóòíîé òåìíîé
âîäîé (â âîäå ïðèñóòñòâóåò âçâåñü ÷åðíîé ãëèíû –
ñëîíû ïîñòàðàëèñü) ñ òåìïåðàòóðîé 25 C+ ° , ðàâíîé
òåìïåðàòóðå âîçäóõà íàä ëóæåé. Åñëè ïîãðóçèòü â
âîäó âëàãîçàùèùåííûé ëþêñìåòð, îáðàòèâ åãî ÷óâ-
ñòâèòåëüíûé ýëåìåíò ââåðõ, òî îí ïîêàçûâàåò, ÷òî
íà ãëóáèíå 10 ñì ñâåò â 2,72 ðàçà ñëàáåå, ÷åì âîçëå
ñàìîé ïîâåðõíîñòè, íà ãëóáèíå 20 ñì – ñëàáåå åùå â
2,72 ðàçà è ò.ä. Â íåêîòîðûé ìîìåíò Ñîëíöå ïåðåøëî
â çåíèò è îáëàêà ðàñêðûëèñü. Ïîòîê èçëó÷åíèÿ
Ñîëíöà, äîñòèãøèé ïîâåðõíîñòè ëóæè, ðàâåí

2E 1000 Âò ì= . Êàêîé ÷åðåç 1 ìèíóòó ïîñëå íà÷àëà
îñâåùåíèÿ áóäåò òåìïåðàòóðà âîäû â ýòîé ëóæå íà
ãëóáèíå 5 ñì è êàêîé îíà áóäåò íà ãëóáèíå 40 ñì?

×àñòè÷êè ÷åðíîé ãëèíû òîëüêî ïîãëîùàþò ñâåò, íî íå
ðàññåèâàþò åãî, ïîýòîìó âîäà òåìíàÿ. Ïîñêîëüêó ìîù-
íîñòü âûäåëÿþùåãîñÿ òåïëà, ïðèõîäÿùàÿñÿ íà åäèíè-
öó îáúåìà æèäêîñòè, ââåðõó áîëüøå, ÷åì âíèçó, êîí-
âåêöèÿ â ëóæå ñî ñïîêîéíîé âîäîé (ñëîíû óøëè) íå
âîçíèêíåò. Êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè âîäû, ðàâ-

íûé ( )0,6 Âò ì Ê× , âåñüìà ìàë, ïîýòîìó òåïëîïåðåäà-
÷åé îò ïðîãðåâøèõñÿ ó÷àñòêîâ ê ïðîõëàäíûì ñëîÿì
âîäû çà íåáîëüøîé ïðîìåæóòîê âðåìåíè ìîæíî ïðå-
íåáðå÷ü. Ïî óñëîâèþ çàäà÷è èíòåíñèâíîñòü òåïëîâûäå-
ëåíèÿ óáûâàåò ñ ãëóáèíîé h (ñì) ïî ýêñïîíåíöèàëüíî-
ìó çàêîíó:

0 exp
10
h

E E æ ö= × -ç ÷
è ø

, ãäå 2
0 1000 Âò ìE = .

Íà êàæäûé îáúåì âîäû òîëùèíîé 1 ìì è ïëîùàäüþ
21 ì  ( 1 ììV = · 2 3 31 ì 10 ì-= , m = 1 êã), èìåþùèé

òåïëîåìêîñòü C = 4200 Äæ/Ê, íà ãëóáèíå h (ñì)
âûäåëÿåòñÿ òåïëîâàÿ ìîùíîñòü

2
2

Âò
1000 exp 1 ì

10ì

h
W æ ö= × - × =ç ÷

è ø
1000 Âò exp

10
hæ ö× -ç ÷

è ø
.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íà ãëóáèíå h òåìïåðàòóðà âîäû
ïîäíèìàåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ

1000
exp Ê ñ

4200 10
dT h
dt

æ ö= × -ç ÷
è ø

.

Çà 60 ñåêóíä òåìïåðàòóðà âîäû íà ãëóáèíå 5 ñì
ïîäíèìåòñÿ äî 25 C° + 8,66 C° 33,66 C= ° . À íà ãëóáè-
íå 40 ñì ïîâûøåíèå òåìïåðàòóðû çà òàêîå æå âðåìÿ
áóäåò ñóùåñòâåííî ìåíüøå, è òåìïåðàòóðà ïîäíèìåòñÿ
äî 25 C° + 0,26 C° 25,26 C= ° .

À.Ñâåòëîâ

Ô2327.  Òðè ìàëåíüêèõ øàðèêà ðàñïîëîæåíû âäîëü îñè
êîîðäèíàò õ â êîñìîñå. Âîêðóã áîëüøå íè÷åãî íåò,
ãðàâèòàöèîííûìè ñèëàìè âçàèìîäåéñòâèÿ ìîæíî ïðå-
íåáðå÷ü ïî ñðàâíåíèþ ñ ýëåêòðè÷åñêèìè. Ñêîðîñòè
âñåõ øàðèêîâ â íà÷àëüíûé ìîìåíò ðàâíû íóëþ; êîîð-
äèíàòû øàðèêîâ x, 2x, 4x; çàðÿäû øàðèêîâ q, 4q, 9q;
ìàññû øàðèêîâ m, 3m, 2m ñîîòâåòñòâåííî. Êàêèìè
áóäóò ñêîðîñòè øàðèêîâ ÷åðåç î÷åíü áîëüøîå âðåìÿ?

Ó íàñ íåèçâåñòíûõ òðè, à óðàâíåíèé, êîòîðûå ìîæíî
ñîñòàâèòü, èñïîëüçóÿ çàêîíû ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà è
ýíåðãèè, âñåãî äâà. Ïîýòîìó äàâàéòå âíèìàòåëüíî ðàç -
áåðåìñÿ ñ ñîîòíîøåíèÿìè ÷èñëîâûõ äàííûõ â óñëîâèè.
Íà÷àëüíûå ðàññòîÿíèÿ 12r  è 23r  îò ñðåäíåãî øàðèêà äî
äâóõ êðàéíèõ îòíîñÿòñÿ êàê 1 ê 2. À åñëè íàéòè
óñêîðåíèÿ øàðèêîâ â íà÷àëüíûé ìîìåíò, òî èõ ðàçíî-
ñòè 1 2a a-  è 3 2a a-  òîæå îòíîñÿòñÿ êàê 1 : 2. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî è â ëþáîé äðóãîé ìîìåíò âðåìåíè îòíî-
øåíèå ðàññòîÿíèé ìåæäó øàðèêàìè áóäåò òàêèì æå!
Ñëåäîâàòåëüíî, ñêîðîñòè øàðèêîâ áóäóò èìåòü òàêîå
æå ñîîòíîøåíèå, êàê è èõ óñêîðåíèÿ, ò.å.

( ) ( ) ( )1 2 3: : 3 : 1 : 3v v v = - - + .

Ýòî äîïîëíèòåëüíîå êèíåìàòè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå âìå-
ñòå ñ äâóìÿ óðàâíåíèÿìè, ïîëó÷åííûìè íà îñíîâå
çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ, ïîçâîëÿåò íàéòè ïðîñòîå (øêîëü-
íîå) ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è.
Îáîçíà÷èì v ìèíèìàëüíóþ ïî âåëè÷èíå ñêîðîñòü (ñêî-
ðîñòü ñðåäíåãî øàðèêà), òîãäà ÷åðåç áîëüøîå âðåìÿ
ñêîðîñòè øàðèêîâ, ñ ó÷åòîì çàêîíà ñîõðàíåíèÿ èì-
ïóëüñà, áóäóò ðàâíû –3 v, – v, +3v. Ïîòåíöèàëüíàÿ
ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ øàðèêîâ ÷åðåç áîëüøîå âðåìÿ
óìåíüøèòñÿ äî íóëÿ è, â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíîì
ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè, ïåðåéäåò â êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ

Ðèñ. 2



Ê Â À Í T  $ 2 0 1 4 / ¹ 224
äâèæåíèÿ øàðèêîâ:

( ) ( ) ( )2 2 2

êèí
3 3 2 3

2 2 2

m v m v m v
E = + + =

= 215mv  = E ïîò = 
24 4 9 9

25
2 3

q q q q q q kq
k k k

x x x x
× × ×

+ + =

(çäåñü k – ýòî ýëåêòðè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ). Îòñþäà
íàõîäèì èñêîìûå âåëè÷èíû ñêîðîñòåé:

25
3
kq

v
mx

= , 1 3v v= , 2v v= , 3 3v v= .

À.Çèëüáåðìàí

Ô2328.  Èäåàëüíàÿ áàòàðåéêà, àìïåðìåòð è âîëüò-
ìåòð ñîåäèíåíû ïîñëåäîâàòåëüíî â çàìêíóòóþ öåïü.
Ïîêàçàíèÿ ïðèáîðîâ ðàâíû 1À è 10 Â ñîîòâåòñòâåí-
íî. Åñëè ïàðàëëåëüíî àìïåðìåòðó ïîäêëþ÷èòü ðåçè-
ñòîð ñ íåêèì íåèçâåñòíûì ñîïðîòèâëåíèåì, òî ïîêà-
çàíèå àìïåðìåòðà ñòàíåò 0,9 À, à ïîêàçàíèå âîëüò-
ìåòðà áóäåò 10,2 Â. Êàêîâà ÝÄÑ áàòàðåéêè? Êàêîâû
âíóòðåííèå ñîïðîòèâëåíèÿ ïðèáîðîâ? Êàêîâî ýòî
«íåèçâåñòíîå ñîïðîòèâëåíèå»?

Ýëåêòðîäâèæóùàÿ ñèëà áàòàðåéêè E  ðàâíà ñóììå
ïàäåíèé íàïðÿæåíèÿ íà ïðèáîðàõ. Â ïåðâîì ñëó÷àå

1 A 1 A1A 10BI R U R= × + = × +E ,

ãäå AR  – ýòî âíóòðåííåå ñîïðîòèâëåíèå àìïåðìåòðà.
Âî âòîðîì ñëó÷àå

2 A 2 A0,9 A 10,2BI R U R= × + = × +E .

Èç ïîëó÷åííûõ äâóõ óðàâíåíèé íàõîäèì

2 1 1 2

1 2

12 B
I U IU

I I
-

= =
-

E ,

2 1
A

1 2

2 Îì
U U

R
I I

-
= =

-
.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ âíóòðåííåãî ñîïðîòèâëåíèÿ âîëüò-
ìåòðà íóæíî ðàçäåëèòü ïàäåíèå íàïðÿæåíèÿ íà íåì íà
òîê, òåêóùèé ÷åðåç âîëüòìåòð. Òîê è íàïðÿæåíèå
âîëüòìåòðà èçâåñòíû äëÿ öåïè áåç íåèçâåñòíîãî ðåçèñ -
òîðà. Ïîëó÷àåì

1
V

1

10 Îì
U

R
I

= = .

Òåïåðü íàõîäèì «íåèçâåñòíîå ñîïðîòèâëåíèå»:

2

2
2

V

15 Îì
U

R
U

I
R

-
= =

-

E
.

Êîíå÷íî, ìîæåò ñìóùàòü âåñüìà ìàëîå âíóòðåííåå
ñîïðîòèâëåíèå âîëüòìåòðà. Íî êàêèõ òîëüêî ÷óäåñ íà
ñâåòå íå áûâàåò!

À.Çèëüáåðìàí

Ô2329.  Âûïðÿìèòåëü ñåòåâîãî íàïðÿæåíèÿ (220 Â ,
50 Ãö) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäè-
íåííûå ðåçèñòîð ñîïðîòèâëåíèåì 0,5 êÎì è ïîëóïðî-
âîäíèêîâûé äèîä, âûäåðæèâàþùèé ïðÿìîé òîê 1 À è
îáðàòíîå íàïðÿæåíèå 400 Â. Êîíäåíñàòîð åìêîñòüþ
0,001 Ô ñíà÷àëà ïîäêëþ÷èëè ê âûïðÿìèòåëþ è äîæ-

äàëèñü ìàêñèìàëü-
íîé çàðÿäêè (ñì.
ðèñóíîê). Çàòåì
êîíòàêò êëþ÷à
ïåðåêèíóëè, è îá-
êëàäêè êîíäåíñà-
òîðà îêàçàëèñü ïîäêëþ÷åííûìè ê ìåäíîé ïðîâîëî÷êå
äëèíîé L = 4,7 ñì ñ ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì 2 2S 10 ìì-= .
Ïðîâîëî÷êà íàõîäèòñÿ â âîçäóõå ïðè êîìíàòíîé
òåìïåðàòóðå 0t 20 Co= . ×òî áóäåò ïîêàçûâàòü èäå-
àëüíûé âîëüòìåòð ÷åðåç 10 ñ ïîñëå ïîäêëþ÷åíèÿ
ïðîâîëî÷êè? Íåîáõîäèìûå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è äîïîë-
íèòåëüíûå äàííûå íàéäèòå ñàìîñòîÿòåëüíî. Ïðè
ðåàëüíîì ïðîâåäåíèè òàêîãî ýêñïåðèìåíòà äëÿ áåçî-
ïàñíîñòè ðåêîìåíäóåòñÿ ïðîâîëî÷êó ïîìåñòèòü ìåæ-
äó ëèñòàìè áóìàãè. Ñ÷èòàéòå, ÷òî ìîëÿðíàÿ òåïëî-
åìêîñòü ìåäè (è òâåðäîé, è æèäêîé) íå ìåíÿåòñÿ ñ
òåìïåðàòóðîé è ðàâíà ( )3R 25 Äæ ìîëü Ê= × .

Íàïðÿæåíèå, äî êîòîðîãî áûë çàðÿæåí êîíäåíñàòîð äî
ïåðåáðàñûâàíèÿ êëþ÷à, ðàâíî 2U , ãäå U = 220 Â –
íàïðÿæåíèå ñåòè. Â êîíäåíñàòîðå äî ïîäêëþ÷åíèÿ
ïðîâîëî÷êè áûëà íàêîïëåíà ýíåðãèÿ

W
( )2

2
48,4 Äæ

2

C U
= = .

Ëåãêî äîãàäàòüñÿ, ÷òî ïðîâîëî÷êà óñïååò íàãðåòüñÿ,
ðàñïëàâèòüñÿ è äàæå èñïàðèòüñÿ, à êîíäåíñàòîð òàê ä î
êîíöà è íå ðàçðÿäèòñÿ. Íåîáõîäèìûå äîïîëíèòåëüíûå
äàííûå ìîæíî íàéòè â ëþáîì ôèçè÷åñêîì ñïðàâî÷íè-
êå. Ìîëÿðíàÿ ìàññà ìåäè 64M = ã/ìîëü, ïëîòíîñòü

ìåäè 3 38,96 ã ñì 9 ã ñìr = » . Ìàññà ïðîâîëî÷êè ðàâ-
íà m SL= r . Ýòî ñîîòâåòñòâóåò êîëè÷åñòâó âåùåñòâà

SLn = r M . Òåìïåðàòóðà ïëàâëåíèÿ ìåäè 1 1083 Ct = ° ,
ìîëÿðíàÿ òåïëîòà ïëàâëåíèÿ q = 13 êÄæ/ìîëü. Òåì-
ïåðàòóðà êèïåíèÿ ìåäè ïðè àòìîñôåðíîì äàâëåíèè

2 2080 Ct = ° , ìîëÿðíàÿ òåïëîòà èñïàðåíèÿ ìåäè r =
= 302 êÄæ/ìîëü. Êîíå÷íî, ÷àñòü ýíåðãèè êîíäåíñàòî-
ðà áóäåò èçðàñõîäîâàíà íà èçëó÷åíèå è íàãðåâ âîçäóõ à,
íî ýòèìè «ïîòåðÿìè» (èíòóèöèÿ ïîäñêàçûâàåò) ìîæíî
ïðåíåáðå÷ü. Âñåãî íà íàãðåâ, ïëàâëåíèå è èñïàðåíèå
ìåäè ïîòðåáóåòñÿ ýíåðãèÿ

( ) ( )( )1 0 2 1
SL

Q C t t q C t t r
r

= - + + - + »
M

24,3 Äæ .

Îñòàòîê ýíåðãèè â êîíäåíñàòîðå áóäåò ðàâåí

2

2
CCU

W Q- = .

Ïîýòîìó âîëüòìåòð ÷åðåç 10 ñ ïîñëå ïîäêëþ÷åíèÿ
ïðîâîëî÷êè ïîêàæåò íàïðÿæåíèå

( )2
220 BC

W Q
U

C

-
= » .

À.Òàð÷åâñêèé

Ô2330*.  Äëèííûé (L = 10 ì) ñîëåíîèä ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé íàìîòàííóþ â îäèí ñëîé íà öèëèíäðè÷åñêèé
êàðêàñ äèàìåòðîì D = 0,1 ì ïðîâîëîêó ïðÿìîóãîëüíî-



Ç À Ä À × Í È Ê  « Ê Â À Í Ò À » 25
ãî ñå÷åíèÿ ñ ðàçìåðîì ñå÷åíèÿ a a´  (a = 0,1 ìì).
Ïîâåðõíîñòü ïðîâîëîêè ïîêðûòà òîíêèì ñëîåì íå-
ïðîâîäÿùåãî òîê ëàêà. Âûïîëíÿþòñÿ òàêèå ñîîòíî-
øåíèÿ: L D a? ? . Âèòêè ïðîâîëîêè ðàñïîëîæåíû
âïëîòíóþ äðóã ê äðóãó. Êîíöû ïðîâîëîêè âûâåäåíû
ïåðïåíäèêóëÿðíî îñè ñèììåòðèè ñîëåíîèäà è äàëåêî-
äàëåêî îò ñîëåíîèäà ïîäêëþ÷åíû ê áàòàðåéêå. Ïî
ïðîâîëîêå òå÷åò òîê I. Âáëèçè öåíòðà ñîëåíîèäà íà
åãî âíåøíåé ïîâåðõíîñòè ñèäèò ìàëåíüêèé æóê. Ó
æóêà åñòü ñîâñåì ìàëåíüêèé êîìïàñ, è îí ïîëçåò âñå
âðåìÿ â íàïðàâëåíèè âåêòîðà èíäóêöèè ìàãíèòíîãî
ïîëÿ. Êàêîâà ôîðìà òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ æóêà ïî
ñîëåíîèäó? Ñ÷èòàÿ, ÷òî äëèíà ïóòè æóêà îò òî÷êè
ñòàðòà ñîñòàâèëà s = 1 ì, íàéäèòå âåëè÷èíó ïåðåìå-
ùåíèÿ æóêà.

Ó ìàãíèòíîãî ïîëÿ âíå îáúåìà ñîëåíîèäà, òî÷íåå íà å ãî
âíåøíåé ïîâåðõíîñòè âáëèçè ñåðåäèíû, èìååòñÿ ñî-
ñòàâëÿþùàÿ âäîëü îñè ñîëåíîèäà, íàïðàâëåííàÿ îò
ñåâåðíîãî ïîëþñà ìàãíèòà ê åãî þæíîìó ïîëþñó, è
ñîñòàâëÿþùàÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ïîïåðå÷íàÿ ê îñè
ñîëåíîèäà, íàïðàâëåííàÿ âäîëü åãî âíåøíåé ïîâåðõ-
íîñòè.
Ïîïåðå÷íóþ ñîñòàâëÿþùóþ ìîæíî íàéòè, âîñïîëüçî-
âàâøèñü òåîðåìîé î öèðêóëÿöèè âåêòîðà èíäóêöèè
ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ïîëó÷èì

( )
0 0

2
I I

B
D a D^
m m

= »
p + p

,

ãäå 0m  – ìàãíèòíàÿ ïîñòîÿííàÿ.
×òîáû íàéòè ïðîäîëüíóþ ñîñòàâëÿþùóþ èíäóêöèè
ìàãíèòíîãî ïîëÿ, íóæíî âû÷èñëèòü ïîòîê âåêòîðà
èíäóêöèè, êîòîðûé ïðîõîäèò âíóòðè ñîëåíîèäà îò åãî
þæíîãî ïîëþñà ê ñåâåðíîìó. ×èñëî âèòêîâ íà åäèíèöó
äëèíû ñîëåíîèäà ðàâíî n = 1/ a. Ïðè ïðîòåêàíèè òîêà
I  ïî ïðîâîëîêå (ïî âèòêàì ñîëåíîèäà) âíóòðè ñîëåíî-
èäà âáëèçè åãî ñåðåäèíû ñîçäàåòñÿ ìàãíèòíîå ïîëå ñ
èíäóêöèåé 0B nI= m . Ìàãíèòíûé ïîòîê, ïðîõîäÿùèé
÷åðåç ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå ñîëåíîèäà, â åãî ñåðåäèíå
ðàâåí

2

4
D

B
p

F = .

Ýòîò ìàãíèòíûé ïîòîê âíóòðè ñîëåíîèäà  «èäåò» îò
þæíîãî ïîëþñà ê ñåâåðíîìó ïîëþñó ìàãíèòà/ñîëå-
íîèäà. Äëÿ îöåíêè âåëè÷èíû ïðîäîëüíîé ñîñòàâëÿþ-
ùåé ìàãíèòíîãî ïîëÿ âíå ñîëåíîèäà  ìû èñïîëüçóåì
óïðîùåííóþ ìîäåëü äâóõ òî÷å÷íûõ (ìàëåíüêèõ â ñðàâ-
íåíèè ñ äëèíîé ñîëåíîèäà) ìàãíèòíûõ çàðÿäîâ ñ ðàç-
íûìè ñâîéñòâàìè – ñåâåðíûì è þæíûì. Îò ñåâåðíî-
ãî ïîëþñà ìàãíèòà ïîòîê «ðàçáåãàåòñÿ» âî âñå ñòîðî-
íû, ò.å. â òåëåñíûé óãîë 4p . À ê þæíîìó ìàãíèòíî-
ìó ïîëþñó òàêîé æå ïîòîê «ñáåãàåòñÿ» ñî âñåõ ñòî-
ðîí, ò.å. èç òåëåñíîãî óãëà òîæå 4p . Èíäóêöèÿ ìàã-
íèòíîãî ïîëÿ âíå ñîëåíîèäà âáëèçè åãî öåíòðà ñîçäà-
åòñÿ «ðàçáåæàâøèìñÿ» ïîòîêîì âåêòîðà èíäóêöèè îò
ñåâåðíîãî ïîëþñà è «ñáåãàþùèìñÿ», èëè «ñîáèðàþ-
ùèìñÿ», ïîòîêîì âåêòîðà èíäóêöèè ê þæíîìó ìàã-
íèòíîìó ïîëþñó. Îòñþäà íàõîäèì ïðîäîëüíóþ ñî-
ñòàâëÿþùóþ èíäóêöèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ âíå îáúåìà
ñîëåíîèäà, íî âáëèçè åãî ïîâåðõíîñòè è îêîëî åãî

ñåðåäèíû:

( ) ( )( )2 2
2

4 2 2
B

L D a

F
= »

p + +
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»
( )

( )

2 2
0 0

2 2

2
2
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p
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Ñóììàðíîå ïîëå âáëèçè ñåðåäèíû ñîëåíîèäà íà åãî
âíåøíåé ïîâåðõíîñòè íàïðàâëåíî ïî êàñàòåëüíîé ê åãî
ïîâåðõíîñòè, ò.å. æóê ïîëçåò ïî ïîâåðõíîñòè ñîëåíîè -
äà, à ôîðìà åãî òðàåêòîðèè – ýòî ÷àñòü ñïèðàëè
äèàìåòðîì

D  + 2a D»

è øàãîì ñïèðàëè
( )

( )

2 2 2 40

2
0

2

2

ID aLB D
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m p
= p = p =

m p
P
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Äëÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, ïðèâåäåííûõ â óñëîâèè
çàäà÷è, 4,9H »  ñì. Ïðè äëèíå ïóòè æóêà s = 1 ì îí
ñìåñòèëñÿ âäîëü îñè ñîëåíîèäà íà ðàññòîÿíèå

1 2 2 2
15,5 ñì

sH
d

H D
= »

+ p

è ïðè ýòîì ñîâåðøèë ïîâîðîò âîêðóã îñè ñîëåíîèäà íà
óãîë

2 2 2

2
19,76 ðàä

s

H D

p
a = »

+ p
,

ò.å. íà òðè öåëûõ îáîðîòà è ïëþñ åùå íà óãîë
0,9 ðàäj » . Ïðîåêöèÿ âåêòîðà ïåðåìåùåíèÿ æóêà íà

ïëîñêîñòü ñå÷åíèÿ ñîëåíîèäà, ïåðïåíäèêóëÿðíîãî åãî
îñè, ñîñòàâèëà

2 2 sin 4,4 ñì
2 2
D

d
j

= » .

Â èòîãå âåëè÷èíà ïåðåìåùåíèÿ æóêà îò òî÷êè ñòàðòà
áóäåò ðàâíà

2 2
1 2 16 ñì 10 ìl d d= + » = .

Åñëè äëèíà ïóòè s áóäåò ñóùåñòâåííî áîëüøå, òî,
åñòåñòâåííî, ñèëîâàÿ ëèíèÿ èíäóêöèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ
«óéäåò» ïîä ïîâåðõíîñòü öèëèíäðà âíóòðü ñîëåíîèäà.
Íî ÷èñëîâûå äàííûå â óñëîâèè çàäà÷è òàêîâû, ÷òî
ýòîãî íå ïðîèñõîäèò.

Ñ.Æóêîâ

Ô2331.  Ãðàíèöà ðàçäåëà îáëàñòåé ïðîñòðàíñòâà, â
îäíîé èç êîòîðûõ åñòü îäíîðîäíîå ìàãíèòíîå ïîëå ñ
èíäóêöèåé B = 10 Òë, à â äðóãîé ìàãíèòíîãî ïîëÿ íåò ,
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïëîñêîñòü. Åñòåñòâåííî, ÷òî
âåêòîð B

ur
 ïàðàëëåëåí ýòîé ãðàíèöå ðàçäåëà. Èç

îáëàñòè, ãäå ïîëÿ íåò, â îáëàñòü ñ ìàãíèòíûì ïîëåì
âëåòàåò ýëåêòðîí ñ çàðÿäîì e. Åãî ñêîðîñòü â ìîìåíò
ïåðåñå÷åíèÿ ãðàíèöû ïåðïåíäèêóëÿðíà âåêòîðó B

ur
,

ñîñòàâëÿåò óãîë a  ñ ïëîñêîñòüþ ãðàíèöû ðàçäåëà è
âåëè÷èíà ñêîðîñòè ìíîãî ìåíüøå ñêîðîñòè ñâåòà.
Äâèæóùèéñÿ â ìàãíèòíîì ïîëå ñ óñêîðåíèåì a ýëåêò-
ðîí èçëó÷àåò, è ìîùíîñòü ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí –
òàê íàçûâàåìîãî ñèíõðîòðîííîãî èçëó÷åíèÿ – ïðîïîð-
öèîíàëüíà êâàäðàòó ïðîèçâåäåíèÿ âåëè÷èíû çàðÿäà
íà âåëè÷èíó óñêîðåíèÿ, äåëåííîãî íà ñêîðîñòü ñâåòà:



Ê Â À Í T  $ 2 0 1 4 / ¹ 226

( )2W ea c= d . Êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè
îáîçíà÷åí ñèìâîëîì d , îí èìååò ðàçìåðíîñòü ýëåêò-
ðè÷åñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ è ðàâåí d  = 20 Îì. Ïðè
êàêîì çíà÷åíèè óãëà a  ýëåêòðîí íå ïîêèíåò îáëàñòü
ñ ìàãíèòíûì ïîëåì?
Äëÿ ñïðàâêè: â Ìåæäóíàðîäíîé ñèñòåìå åäèíèö (ÑÈ)
ìîùíîñòü èçëó÷åíèÿ çàðÿäà q, äâèæóùåãîñÿ ñ óñêîðå-

íèåì a, ðàâíà 
2 2

3
0

1 2à q
W

4 3cpe
= .

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîòåðè íà èçëó÷åíèå íåâåëèêè.
Åñëè ñîâñåì íå ó÷èòûâàòü ïîòåðè ýíåðãèè ýëåêòðîíà ç à
ñ÷åò èçëó÷åíèÿ (ïåðâîå ïðèáëèæåíèå), òî îí îáÿçà-
òåëüíî ïîêèíåò îáëàñòü ñ ìàãíèòíûì ïîëåì. Óñêîðåíèå
íåðåëÿòèâèñòñêîãî ýëåêòðîíà, äâèæóùåãîñÿ â îäíîðîä-
íîì ìàãíèòíîì ïîëå ñî ñêîðîñòüþ, ïåðïåíäèêóëÿðíîé
ýòîìó ìàãíèòíîìó ïîëþ, áåç ó÷åòà èçëó÷åíèÿ ðàâíî

0ev B
a

m
= ,

ãäå m – ìàññà ýëåêòðîíà, 0v  – åãî ñêîðîñòü. Ïåðèîä
îáðàùåíèÿ ýëåêòðîíà ïî îêðóæíîñòè ðàäèóñîì

( )0 0R v m eB=  ðàâåí
2 m

T
eB
p

= .

Ó÷òåì òåïåðü íàëè÷èå èçëó÷åíèÿ (âòîðîå ïðèáëèæå-
íèå). Ìîùíîñòü ïîòåðü íà ñèíõðîòðîííîå èçëó÷åíèå
ðàâíà

2 4 2 2

2 2

ea e v B
W

c m c

dæ ö= d =ç ÷
è ø

.

Îíà ïðîïîðöèîíàëüíà êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ýëåêòðî-
íà. Çà îäèí ïåðèîä ýëåêòðîí òåðÿåò ïðèìåðíî

4 2 2

2 2

2e v B m
eBm c

d p
×  ñâîåé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè, è ýòî ñî-

ñòàâëÿåò íåáîëüøóþ äîëþ îò åãî ïåðâîíà÷àëüíîé ýíåð-
ãèè: ïðèìåðíî 101,4 10-× . Ñêîðîñòü ýëåêòðîíà è ïðî-
ïîðöèîíàëüíûé åé ðàäèóñ îêðóæíîñòè òðàåêòîðèè çà
îäèí îáîðîò óìåíüøèëèñü äî âåëè÷èí

3

1 0 2

2
1

e B
v v

mc

æ öpd
= -ç ÷ç ÷

è ø
 è 
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1 0 2
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e B
R R
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= -ç ÷ç ÷
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Åñëè ýëåêòðîí âëåòåë â îáëàñòü ñ ìàãíèòíûì ïîëåì ïî ä
íåáîëüøèì óãëîì a  ê ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà è äîëæåí
áûë áû ïðè îòñóòñòâèè ïîòåðü íà èçëó÷åíèå ïðèìåðíî
÷åðåç ïåðèîä âûëåòåòü èç îáëàñòè ñ ìàãíèòíûì ïîëåì,
òî ïðè óìåíüøåíèè ðàäèóñà êðèâèçíû òðàåêòîðèè çà
ñ÷åò èçëó÷åíèÿ è ïðè ñîõðàíåíèè ïîëîæåíèÿ öåíòðà
êðèâèçíû òðàåêòîðèÿ ìîæåò âñÿ öåëèêîì îêàçàòüñÿ â
îáëàñòè ñ ìàãíèòíûì ïîëåì. Äëÿ ýòîãî äîëæíî âûïîë-
íÿòüñÿ íåðàâåíñòâî

3

2

2
1 cos

2
e B

mc

pd a
a> - » , èëè
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5
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4
1,2 10  ðàä

e B

mc
-pd

a < » × .

Óñêîðåíèå ýëåêòðîíà, äâèæóùåãîñÿ â ìàãíèòíîì ïîëå,
èìååò íå òîëüêî ñîñòàâëÿþùóþ, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ
ñêîðîñòè, íî è íàïðàâëåííóþ íàâñòðå÷ó ñêîðîñòè ïðî-
äîëüíóþ ñîñòàâëÿþùóþ, âîçíèêàþùóþ âñëåäñòâèå
íàëè÷èÿ èçëó÷åíèÿ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòà ïðîäîëüíà ÿ

ñîñòàâëÿþùàÿ óñêîðåíèÿ çíà÷èòåëüíî ìåíüøå ïîïå-
ðå÷íîé ñîñòàâëÿþùåé, òîãäà ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî è êèíåòè -
÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ýëåêòðîíà, è âåëè÷èíà åãî ñêîðîñòè
óáûâàþò ïî ýêñïîíåíöèàëüíîìó çàêîíó. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî äâèæåíèå ýëåêòðîíà áóäåò îïèñûâàòüñÿ òàê æå, êà ê
è êîëåáàíèÿ ìàÿòíèêà â ñðåäå ñ âÿçêèì òðåíèåì, ò.å.
êîîðäèíàòû ÷àñòèöû áóäóò îïèñûâàòüñÿ óðàâíåíèåì
çàòóõàþùèõ êîëåáàíèé. Ìîæíî ñîñòàâèòü ñîîòâåòñòâó-
þùèå óðàâíåíèè, ðåøèòü èõ è ïðèéòè ê òàêîìó æå
ñîîòíîøåíèþ äëÿ óãëà a , êîòîðîå óæå ïîëó÷åíî.

Ä.Ñåðãååâ

Ô2332.  Öåíòð êâàäðàòà ñî ñòîðîíîé 1 ñì íàõîäèòñÿ
íà ãëàâíîé îïòè÷åñêîé îñè òîíêîé ëèíçû. Äåéñòâè-
òåëüíîå èçîáðàæåíèå êâàäðàòà, êîòîðîå ñîçäàåò
ëèíçà, – ýòî òðàïåöèÿ, ïàðàëëåëüíûå ñòîðîíû êîòî-
ðîé ïåðïåíäèêóëÿðíû ãëàâíîé îïòè÷åñêîé îñè ëèíçû,
ïåðåñåêàþò åå è èìåþò äëèíû 2 ñì è 3 ñì. Êàêîâî
ðàññòîÿíèå ìåæäó ýòèìè ñòîðîíàìè òðàïåöèè?

Ïîñêîëüêó ñòîðîíû òðàïåöèè ïåðïåíäèêóëÿðíû îïòè-
÷åñêîé îñè è ïåðåñåêàþò åå, òî è ñîîòâåòñòâóþùèå
ñòîðîíû êâàäðàòà òîæå ïåðïåíäèêóëÿðíû îïòè÷åñêîé
îñè è òîæå ïåðåñåêàþò åå. Ïîïåðå÷íûå óâåëè÷åíèÿ
äâóõ ñòîðîí êâàäðàòà, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ãëàâíîé îï-
òè÷åñêîé îñè ëèíçû, ðàâíû 1 2^G =  è 2 3^G = .
Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî ïðîäîëüíîå óâåëè÷åíèå îòðåçêà,
ëåæàùåãî íà îïòè÷åñêîé îñè, íà êîíöàõ êîòîðîãî
íàõîäÿòñÿ òå ñàìûå äâå ñòîðîíû êâàäðàòà, ïåðïåíäèêó -
ëÿðíûå îïòè÷åñêîé îñè ëèíçû, ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ
ïîïåðå÷íûõ óâåëè÷åíèé îáúåêòîâ, ðàñïîëîæåííûõ âáëè-
çè êîíöîâ ýòîãî îòðåçêà, ò.å. 1 2 2 3 6= ^ ^G = G × G = × =.
Ðàññòîÿíèå ìåæäó ñòîðîíàìè êâàäðàòà, ïåðïåíäèêó-
ëÿðíûìè îïòè÷åñêîé îñè, ðàâíî 1 ñì. Ñëåäîâàòåëüíî,
ðàññòîÿíèå ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè ñòîðîíàìè òðàïå-
öèè ðàâíî 6 ñì.
Äîêàæåì èñïîëüçóåìîå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü À è Â –
ðàññòîÿíèÿ îò ëèíçû äî èñòî÷íèêà ñâåòà, íàõîäÿùåãîñ ÿ
íà îïòè÷åñêîé îñè ëèíçû, è äî åãî èçîáðàæåíèÿ ñîîò-
âåòñòâåííî. Îáîçíà÷èì áóêâàìè à è b ðàññòîÿíèÿ îò
ëèíçû äî âòîðîãî èñòî÷íèêà ñâåòà è äî åãî èçîáðàæå-
íèÿ, êîòîðûå òîæå íàõîäÿòñÿ íà îïòè÷åñêîé îñè ëèíçû .
Ïîïåðå÷íûå óâåëè÷åíèÿ èçîáðàæåíèé îáúåêòîâ ìàëûõ
ðàçìåðîâ, ðàñïîëàãàþùèõñÿ âáëèçè òî÷åê À è à, ðàâíû
B/a  è b/a  ñîîòâåòñòâåííî. Ïðîäîëüíîå óâåëè÷åíèå
îòðåçêà Àà ðàâíî ( ) ( )B b a A- - . Èñïîëüçóåì ôîðìó-
ëó äëÿ òîíêîé ëèíçû:

1 1 1 1 1
A B a b F

+ = + = .

Îòñþäà ñëåäóåò
1 1 1 1
A a b B

- = - ,

èëè
a A B b

aA Bb
- -

= .

Ñëåäîâàòåëüíî,
B b Bb B b
a A aA A a

-
= =

-
.

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Å.Êóçíåöîâ



27« Ê Â À Í Ò »  Ä Ë ß  Ì Ë À Ä Ø È Õ  Ø Ê Î Ë Ü Í È Ê Î Â

Çàäà÷è

Ýòè çàäà÷è ïðåäíàçíà÷åíû ïðåæäå âñåãî ó÷àùèìñÿ 6–8
êëàññîâ.

Ýòè çàäà÷è ïðåäëàãàëèñü íà XXV Ìàòåìàòè÷åñêîì ïðàçä -
íèêå.È

ëë
þñ

òð
àö

èè
 Ä

.Ã
ðè

ø
óê

îâ
îé

1. Äåòè õîäèëè â ëåñ ïî ãðèáû. Åñëè Àíÿ îòäàñò
ïîëîâèíó ñâîèõ ãðèáîâ Âèòå, ó âñåõ äåòåé ñòàíåò
ïîðîâíó ãðèáîâ, à åñëè âìåñòî ýòîãî Àíÿ îòäàñò âñå
ñâîè ãðèáû Ñàøå, òî ó Ñàøè ñòàíåò ñòîëüêî æå ãðèáîâ ,
ñêîëüêî ó âñåõ îñòàëüíûõ âìåñòå âçÿòûõ. Ñêîëüêî äåò åé
õîäèëî çà ãðèáàìè?

È.Ðàñêèíà

2. Íàðèñóéòå ôèãóðó, êîòîðóþ ìîæíî ðàçðåçàòü íà
÷åòûðå ôèãóðêè, èçîáðàæåííûå ñëåâà, à ìîæíî – íà
ïÿòü ôèãóðîê, èçîáðàæåííûõ ñïðàâà. (Ôèãóðêè ìîæíî
ïîâîðà÷èâàòü.)

À.Øàïîâàëîâ

3. Èçâåñòíûé ïðåñòóïíèê ïðîôåññîð Ìîðèàðòè äîëãî
ñêðûâàëñÿ îò Øåðëîêà Õîëìñà è ëîíäîíñêîé ïîëèöèè.
È âîò îäíàæäû ïîëèöåéñêèì óäàëîñü ïåðåõâàòèòü
òåëåãðàììó, êîòîðóþ Ìîðèàðòè ïðèñëàë ñîîáùíèêó:

Âñòðå÷àé çàâòðà ïîåçä ÑÒÎ âàãîí Î
Èíñïåêòîð Ëåñòðåéä óæå ðàñïîðÿäèëñÿ áûëî ïîñëàòü
íàðÿä ïîëèöèè èñêàòü íóëåâîé âàãîí ñîòîãî ïîåçäà, í î
òóò ïðèíåñëè åùå äâå ïåðåõâà÷åííûå òåëåãðàììû íà
òîò æå àäðåñ:

ÑÅÊÐÅÒ – ÎÒÊÐÎÉ = ÎÒÂÅÒ – ÒÂÎÉ
ÑÅÊÐÅÒ – ÎÒÊÐÛÒ = 20010

Ëåñòðåéä çàäóìàëñÿ. À Õîëìñ âîñêëèêíóë: «Òåïåðü
ÿñíî, êàêîé ïîåçä íàäî âñòðå÷àòü!» Èíñïåêòîð óäèâèë -
ñÿ. «Ýëåìåíòàðíî, Ëåñòðåéä! – ïîÿñíèë ñûùèê. – Ýòî
æå øèôð. Â ýòèõ ïðèìåðàõ îäèíàêîâûå áóêâû îáîçíà-

÷àþò îäèíàêîâûå öèôðû, ðàçíûå – ðàçíûå, à ÷åðòî÷êà
– ýòî ìèíóñ! Ìîðèàðòè åäåò â ïîåçäå ¹ ...»
Íàïèøèòå íîìåð ïîåçäà è íîìåð âàãîíà. Îáúÿñíèòå,
êàê ìîã ðàññóæäàòü Õîëìñ.

È. Ðàñêèíà

4. Îäóâàí÷èê óòðîì ðàñïóñêàåòñÿ, äâà äíÿ öâåòåò
æåëòûì, íà òðåòèé äåíü óòðîì ñòàíîâèòñÿ áåëûì, à ê
âå÷åðó îáëåòàåò. Â÷åðà äíåì íà ïîëÿíå áûëî 20 æåëòû õ
è 14 áåëûõ îäóâàí÷èêîâ, à ñåãîäíÿ 15 æåëòûõ è 11 áå ëûõ.

à) Ñêîëüêî æåëòûõ îäóâàí÷èêîâ áûëî íà ïîëÿíå ïî-
çàâ÷åðà?
á) Ñêîëüêî áåëûõ îäóâàí÷èêîâ áóäåò íà ïîëÿíå çàâòðà ?

Ä.Øíîëü

5. Äâà îäèíàêîâûõ ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêà èç
áóìàãè óäàëîñü ïîëîæèòü îäèí íà äðóãîé òàê, êàê
ïîêàçàíî íà ðèñóíêå (ïðè ýòîì âåðøèíà ïðÿìîãî óãëà
îäíîãî ïîïàëà íà ñòîðîíó äðóãîãî). Äîêàæèòå, ÷òî
çàøòðèõîâàííûé òðåóãîëüíèê ðàâíîñòîðîííèé.

Å.Áàêàåâ
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Í îâûå ïðèêëþ÷åíèÿ Áóðàòèíî
Ãåîìåòðè÷åñêàÿ ñêàçêà

Ñ.ÄÂÎÐßÍÈÍÎÂ

ÊÎÃÄÀ ÁÓÐÀÒÈÍÎ ÁÛË ÑÎÂÑÅÌ ÌÀËÅÍÜÊÈÌ, ÍÀ
ïðîãóëêè åãî âîäèë ïàïà Êàðëî. Íî âîò Áóðàòèíî

ïîäðîñ è ñòàë õîäèòü â íà÷àëüíóþ øêîëó. À ó ñòàðîãî
Êàðëî êàê ðàç ïîÿâèëîñü ìíîãî çàêàçîâ íà èçãîòîâëå-
íèå äåðåâÿííîé ìåáåëè, ðàáîòû ïðèáàâèëîñü, à ñâîáîä -
íîå âðåìÿ, ñîîòâåòñòâåííî, óáàâèëîñü. Âîò òîãäà ñòà ë
Áóðàòèíî ïðîñèòü îòïóñòèòü åãî ïîãóëÿòü îäíîãî.

– Ïàïà Êàðëî, íàø ãîðîäîê ñî âñåõ ÷åòûðåõ ñòîðîí
îêðóæàþò òàêèå ïðåêðàñíûå ëåñà, ðîùè è ïàðêè,
ïîõîæèå íà ëåñà! Òàì òàê ÷óäåñíî! Ïîçâîëü ìíå òóäà
îòïðàâèòüñÿ! À ÷òîáû íå çàáëóäèòüñÿ, ÿ âîçüìó ñ ñîá îé
êîìïàñ!

– ×òî æ, – îòâå÷àë åãî îòåö, – òû ó ìåíÿ íå
ìàëåíüêèé, íî ÿ òåáå äàì íå êîìïàñ, à GPS-íàâèãà-
òîð. Âîò çàâòðà, äëÿ íà÷àëà, ïîáûâàé â Êâàäðàòíîì
ëåñó, à íàâèãàòîð ÿ íàñòðîþ òàê, ÷òîáû îí òåáå ïîêà -
çûâàë íàïðàâëåíèå, ïåðïåíäèêóëÿðíîå ñòîðîíàì ýòî-
ãî ëåñà.

È âîò Áóðàòèíî ïîñëå øêîëû îòïðàâèëñÿ â Êâàä-
ðàòíûé ëåñ.

– Íó, êàê ïðîãóëêà? – ñïðîñèë åãî ïàïà Êàðëî.
Ïîíðàâèëàñü?

– Äà, êîíå÷íî, òîëüêî ÿ îäèí è òîò æå ïóòü îò êðàÿ
äî êðàÿ ïðîøåë äâàæäû, òóäà è îáðàòíî (ðèñ.1, à).
Âûøåë èç ñòàðòîâîé òî÷êè S è â íåå æå âîçâðàòèëñÿ.
Ìîæíî âûáðàòü áîëåå èíòåðåñíûé ìàðøðóò?

– Ìîæíî. Îòïðàâëÿéñÿ çàâòðà â ×åòûðåõóãîëüíûé
ëåñ. À íàâèãàòîð áóäåò ïîêàçûâàòü òåáå íàïðàâëåíèÿ
âäîëü äèàãîíàëåé ýòîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà.

Âûøåë Áóðàòèíî èç ãîðîäñêèõ âîðîò, òóò æå îêà-
çàëñÿ íà îïóøêå ëåñà è âêëþ÷èë íàâèãàòîð. Äîøåë
äî îäíîé ñòîðîíû ÷åòûðåõóãîëüíèêà, ïîòîì äî äðó-
ãîé è òàê äàëåå, âñå âðåìÿ äâèãàÿñü ïàðàëëåëüíî

äèàãîíàëÿì ÷åòûðåõóãîëüíèêà (ðèñ.1, á). È ÷òî óäè-
âèòåëüíî, îí îêàçàëñÿ âíîâü â íà÷àëå ñâîåãî ïóòè – â
ñòàðòîâîé òî÷êå S!

– Ïàïà Êàðëî, – ðàññêàçûâàë Áóðàòèíî âå÷åðîì, –
ìíå ñåãîäíÿ ïîâåçëî: ÿ íà÷àë ñâîå ïóòåøåñòâèå â
çàìå÷àòåëüíîé òî÷êå, êîòîðàÿ ñîâïàëà ñ êîíå÷íîé òî÷ -
êîé ìîåãî ïóòè!

– ×òî æ òóò íåîáûêíîâåííîãî? Åñëè íà÷àòü ïóòü â
ëþáîé òî÷êå íà ñòîðîíå è äâèãàòüñÿ ïàðàëëåëüíî
äèàãîíàëÿì ÷åòûðåõóãîëüíèêà, òî òû âñåãäà âåðíåøü-
ñÿ â íà÷àëüíóþ òî÷êó.

– Ëàäíî, ÿ çàâòðà ïðîâåðþ ýòî óòâåðæäåíèå, áóäó
ñòàðòîâàòü èç äðóãîé òî÷êè. Ïîñìîòðèì, âåðíóñü ëè ÿ
â íà÷àëî.

– Äàæå åñëè âåðíåøüñÿ, òî òû ëèøü ïîäòâåðäèøü
ìîè ñëîâà, íî óòâåðæäåíèå íå äîêàæåøü. È âîîáùå,
ñêîëüêî áû íè áûëî ïðèìåðîâ, ïîäòâåðæäàþùèõ óò-
âåðæäåíèå, îíè íè÷åãî íå äîêàçûâàþò.

Ïîòîì åùå íåñêîëüêî äíåé Áóðàòèíî ãóëÿë ïî ×å-
òûðåõóãîëüíîìó ëåñó, íà÷èíàë ñâîé ïóòü â ðàçíûõ
òî÷êàõ, íî âñåãäà ïðè ýòîì âîçâðàùàëñÿ â òî÷êó
ñòàðòà.

Çàäà÷à 1. Ïðîâåðüòå óòâåðæäåíèå ïàïû Êàðëî
äëÿ ñâîåãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà è ïîïðîáóéòå äîêà-
çàòü åãî .

×åðåç íåäåëþ Áóðàòèíî îòïðàâèëñÿ â Òðåóãîëüíûé
ëåñ. Íàçâàíèå ïîíÿòíîå: ëåñ èìåë ôîðìó òðåóãîëü-
íèêà.

– Ïàïà Êàðëî, íàñòðîé íàâèãàòîð òàê, ÷òîáû ÿ
ñíîâà âîçâðàùàëñÿ â íà÷àëüíóþ òî÷êó ñâîåãî ïóòè. –
ïîïðîñèë Áóðàòèíî. – ß ïðèâûê ê òàêèì ïóòåøåñòâè-
ÿì, äà è â ïåñíå ïîåòñÿ: íî òàê ïðèÿòíî âîçâðà-
ùàòüñÿ ïîä êðûøó äîìà ñâîåãî !

– Õîðîøî, çàâòðà íàâèãàòîð ïîâåäåò òåáÿ ïàðàë-
ëåëüíî ñòîðîíàì Òðåóãîëüíîãî ëåñà.

Ñíîâà Áóðàòèíî ïðèøåë íà îïóøêó ëåñà è îòïðà-
âèëñÿ â ïóòü. Ïîñëå äâóõ ïîâîðîòîâ îí îïÿòü îêàçàë-
ñÿ ó ãîðîäñêîé ñòåíû, íî íå òàì, ãäå îí íà÷èíàë ñâî é
ïóòü (ðèñ.1, â).

– Íàâåðíîå, íàâèãàòîð ñáèëñÿ, – ïðåäïîëîæèë Áó-
ðàòèíî. – Áûâàåò, ÷òî è òåõíèêà ïîäâîäèò. ×òî æ,
ïðîâåðþ, ïðîéäó-êà ÿ ïî ëåñó åùå ðàçîê.

Åãî íîâûé ìàðøðóò ñîñòîÿë èç òðåõ íîâûõ îòðåç-
êîâ, ïàðàëëåëüíûõ ñòîðîíàì òðåóãîëüíèêà. Íî òóò
óæå â êîíöå ïóòè åãî ôèíèøíàÿ òî÷êà ñîâïàëà ñî
ñòàðòîâîé!

– Íåò, íàâèãàòîð èñïðàâåí. Êàê è îáåùàë ïàïà
Êàðëî, äâèãàÿñü ïàðàëëåëüíî ñòîðîíàì òðåóãîëüíè-
êà, ÿ âñåãäà âåðíóñü â íà÷àëî ïóòè. Òîëüêî ïóòü ìîéÐèñ. 1
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ñîñòîèò òåïåðü èç øåñòè îòðåçêîâ! – ñäåëàë âûâîä
Áóðàòèíî.

– Òû ïðàâ, – ïîäòâåðäèë âå÷åðîì çà óæèíîì ïàïà
Êàðëî. – Òâîå ïóòåøåñòâèå ìîæíî íàçâàòü ìàòåìàòè-
÷åñêèì ýêñïåðèìåíòîì. Ýêñïåðèìåíò ïðèâåë òåáÿ ê
íåêîòîðîé ãèïîòåçå. À òåïåðü äîêàæè, ÷òî ýòà ãèïîòå -
çà âåðíà.

Çàäà÷à 2. Äîêàæèòå, ÷òî, äâèãàÿñü èç ïðîèçâîëü-
íîé òî÷êè íà ñòîðîíå òðåóãîëüíèêà ïàðàëëåëüíî åãî
ñòîðîíàì, ìû ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ øåñòè îòðåçêîâ
îáÿçàòåëüíî âåðíåìñÿ â èñõîäíóþ òî÷êó .

– Îäíàêî, – ïðîäîëæàë ïàïà Êàðëî, – íà îïóøêå
Òðåóãîëüíîãî ëåñà åñòü òàêàÿ òî÷êà, ÷òî, íà÷àâ ïóòü  â
ýòîé òî÷êå, òû âåðíåøüñÿ â íåå, ïðîéäÿ òîëüêî òðè
ïðÿìîëèíåéíûõ îòðåçêà.

– ×òî æ, çàâòðà ÿ ïîïðîáóþ òàêóþ òî÷êó ïîäî-
áðàòü-óãàäàòü!

– Íå ñïåøè, – âîçðàçèë ïàïà Êàðëî. – Íà îòðåçêå
áåñêîíå÷íî ìíîãî òî÷åê. Âñå èõ èñïûòàòü-ïðîâåðèòü
íåâîçìîæíî. Òû âåäü óæå èçó÷èë àçû ãåîìåòðèè?
Âîçüìè áóìàãó, êàðàíäàø è íàéäè ýòó òî÷êó!

Áóðàòèíî òàê è ñäåëàë.

Çàäà÷à 3. Íàéäèòå íà ñòîðîíå òðåóãîëüíèêà òî÷-
êó, èç êîòîðîé âûõîäèò çàìêíóòàÿ òðåõçâåííàÿ
ëîìàíàÿ ñ âåðøèíàìè íà ñòîðîíàõ è çâåíüÿìè, ïà-
ðàëëåëüíûìè ñòîðîíàì òðåóãîëüíèêà .

Ïðîøëî åùå íåñêîëüêî äíåé, è îòïðàâèëñÿ Áóðàòè-
íî â Ïðàâèëüíîòðåóãîëüíûé ëåñ. Ëåñ ýòîò èìåë ôîð-
ìó ïðàâèëüíîãî, äðóãèìè ñëîâàìè, ðàâíîñòîðîííåãî
òðåóãîëüíèêà. Òåïåðü íàâèãàòîð óêàçûâàë íàïðàâëå-
íèå, ïåðïåíäèêóëÿðíîå ñòîðîíå òðåóãîëüíèêà.

– È ÿ ñíîâà âåðíóñü â èñõîäíóþ òî÷êó? – ñïðîñèë
óòðîì Áóðàòèíî.

– Äà, íî òîëüêî äëÿ ñïåöèàëüíîé íà÷àëüíîé òî÷êè,
– îòâå÷àë ïàïà Êàðëî. – Íà îïóøêå ëåñà òàêèõ òî÷åê
ðîâíî äâå. Îíè äåëÿò îïóøêó íà òðè ðàâíûå ÷àñòè.
Èç îäíîé òû äîëæåí äâèãàòüñÿ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, à
èç äðóãîé – ïðîòèâ. Ïðîéäÿ òðè ïðÿìîëèíåéíûõ
îòðåçêà, òû íåïðåìåííî âåðíåøüñÿ â íà÷àëî ïóòè.

Áóðàòèíî òàê è ñäåëàë (ðèñ. 1, ã). Îí ïðîøåëñÿ è
ïî îäíîé òðåõçâåííîé ëîìàíîé (êðàñíîãî öâåòà), è ïî
äðóãîé (ñèíåãî öâåòà).

À îäíàæäû îí ðåøèë âûÿñíèòü, êàêèì îêàæåòñÿ
ïóòü âäîëü ïåðïåíäèêóëÿðîâ äëÿ ïðîèçâîëüíîé íà-
÷àëüíîé òî÷êè. È âîò, ïîëîæèâ â ñâîé øêîëüíûé
ðàíåö êóñîê ïèðîãà è ôëÿæêó ñ âîäîé, – âäðóã ïóòü
îêàæåòñÿ äëèííûì? – îí îòïðàâèëñÿ â äîðîãó.

Âíà÷àëå íè÷åãî èíòåðåñíîãî íå áûëî. Ïðîéäÿ òðè
îòðåçêà (íà ðèñóíêå 2 îíè ïîêàçàíû ñèíèì öâåòîì),
îí ñíîâà îêàçàëñÿ íà îïóøêå ëåñà ó ãîðîäñêîé ñòåíû.
Òóò îí, íå îñòàíàâëèâàÿñü, ïðîäîëæèë äâèæåíèå, ñëå-
äóÿ óêàçàíèÿì íàâèãàòîðà. Òåïåðü îí ïðîøåë åùå
òðè ñèíèõ îòðåçêà. Ñëåäóþùèå òðè îòðåçêà åãî ïóòè
– êðàñíîãî öâåòà. Êàæäûé ðàç, ïîïàäàÿ íà îïóøêó,
îí íà ïåñêå îòìå÷àë òî÷êó, â êîòîðîé îí îêàçûâàëñÿ.
È âîò, íåóòîìèìî äâèãàÿñü âäîëü ëîìàíîé ëèíèè ïî
ïåðïåíäèêóëÿðàì ê ñòîðîíàì òðåóãîëüíèêà, Áóðàòè-
íî çàìåòèë, ÷òî ïóòü åãî ïðîëåãàë ïî óæå âèäåííûì

èì ìåñòàì! À îòìåòêè, êîòîðûå îí äåëàë íà îïóøêå,
îêàçûâàëèñü âñå áëèæå è áëèæå ê ñòàðòîâîé òî÷êå
åãî òðåóãîëüíîãî ïóòè, ïîêàçàííîãî íà ðèñóíêå 1, ã. Â
êîíöå êîíöîâ îí óòîìèëñÿ è âåðíóëñÿ äîìîé.

– Ïàïà Êàðëî, à ÷òî ïîëó÷èëîñü áû, åñëè á ÿ
ïðîäîëæàë è ïðîäîëæàë ñâîé ïóòü ïî ïåðïåíäèêóëÿ-
ðàì ê ñòîðîíàì ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà? – ñïðî-
ñèë Áóðàòèíî ïîñëå òîãî, êàê ðàññêàçàë î ñâîèõ íà-
áëþäåíèÿõ. – ß ïîïàë áû íà çàìêíóòóþ òðåóãîëüíóþ
òðàåêòîðèþ? Ñêîëüêî áû ÿ ñäåëàë êðóãîâ ïî ëåñó?

– Îòâåò òàêîé, ìîé þíûé ïóòåøåñòâåííèê è ëþáè-
òåëü ãåîìåòðèè, – íà÷àë ïàïà Êàðëî. – Åñëè ãîâîðèòü
òåîðåòè÷åñêè, òî íà òðåóãîëüíóþ òðàåêòîðèþ ïîïàñòü
íåâîçìîæíî. Òâîé ïóòü ñîñòîÿë áû èç áåñêîíå÷íîãî
êîëè÷åñòâà çâåíüåâ. Íî ÷åì äîëüøå áû òû øåë, òåì
áëèæå òðè ïîñëåäîâàòåëüíûõ çâåíà òâîåãî ïóòè ðàñ-
ïîëàãàëèñü áû îêîëî ñòîðîí òðåóãîëüíèêà, êîòîðûé
òû ïðîõîäèë, äâèãàÿñü èç ñïåöèàëüíîé òî÷êè íà îïóø-
êå. Ñîîòâåòñòâåííî, íà îïóøêå ëåñà òû îêàçûâàëñÿ
áû âñå áëèæå è áëèæå ê ñïåöèàëüíîé ñòàðòîâîé òî÷-
êå, äåëÿùåé äëèíó îïóøêè â îòíîøåíèè 1:2.

– Î÷åíü èíòåðåñíî! – âîñêëèêíóë Áóðàòèíî. – À ÿ
ìîãó äîêàçàòü ýòî ñòðîãî ìàòåìàòè÷åñêè?

– Ïîïðîáóé! Äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ çíàíèå ãåîìåòðè-
÷åñêîé ïðîãðåññèè. Òàê ÷òî ïîêà äîêàçàòåëüñòâî òîãî ,
÷òî ÿ òåáå ñêàçàë, ìîæíî îòëîæèòü. À ïðîâåñòè ìà-
òåìàòè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò íà áóìàãå – ñîâñåì íå-
ñëîæíî.

Çàäà÷à 4. Íà÷åðòèòå íà áóìàãå íåñêîëüêî ïðÿìî-
ëèíåéíûõ çâåíüåâ âîçìîæíîãî ïóòè Áóðàòèíî âäîëü
ïåðïåíäèêóëÿðîâ ê ñòîðîíàì ïðàâèëüíîãî òðåóãîëü-
íèêà è óáåäèòåñü, ÷òî îíè äåéñòâèòåëüíî ïðèáëè-
æàþòñÿ ê îäíîìó èç òðåóãîëüíûõ ìàðøðóòîâ íà
ðèñóíêå 1,ã.

Íà ýòîì ìû çàêîí÷èì íàøó èñòîðèþ î ïðîãóëêàõ
Áóðàòèíî ïî îêðåñòíûì ëåñàì. Ïîòîì â ñâîåé æèçíè
îí ñîâåðøèò åùå ìíîãî ðàçíûõ óâëåêàòåëüíûõ ïóòå-
øåñòâèé, â êîòîðûõ åìó âñåãäà áóäåò ïîìîãàòü ãåî-
ìåòðèÿ. Íî î íèõ ìû ðàññêàæåì â äðóãîé ðàç.

Ðèñ. 2
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Ðèñ. 4. Ñèñòåìà äâóõ ñâÿçàííûõ ðû÷àãîâ

ÈÇÂÅÑÒÍÀ ÑÒÀÐÀß ÇÀÄÀ×À. ÈÌÅÞÒÑß ÍÅÑÊÎËÜÊÎ ÇÓÁ-
÷àòûõ êîëåñ, êàæäîå ñëåäóþùåå ñöåïëåíî ñ ïðåäûäó-

ùèì (ðèñ.1). Ïåðâîå êîëåñî âðàùàåòñÿ. Îíî ïðèâîäèò â
äâèæåíèå âòîðîå, âòîðîå – òðåòüå è òàê äàëåå. Â íåê îòîðûé

ìîìåíò â ýòîé öåïî÷êå ïîñëåäíåå êîëåñî ñöåïèëè ñ ïå ðâûì.
Ñìîãóò ëè òåïåðü âñå ýòè êîëåñà âðàùàòüñÿ?

Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ çàâèñèò îò êîëè÷åñòâà êîëåñ – îò
÷èñëà n. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîëè÷åñòâî êîëåñ íå÷åòíîå,
íàïðèìåð 13. Åñëè ïåðâîå êîëåñî âðàùàåòñÿ ïî ÷àñîâî é
ñòðåëêå, òî âòîðîå – ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, òðåòüå  – ïî
÷àñîâîé, ÷åòâåðòîå – ïðîòèâ è òàê äàëåå. Êàæäîå íå÷åòíîå
êîëåñî âðàùàåòñÿ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Òðèíàäöàòîå – òîæå.
Åñëè åãî ñîåäèíèòü ñ ïåðâûì, òî ïåðâîå äîëæíî âðàùà òüñÿ
ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Íî ýòî íå òàê. Ñëåäîâàòåëüí î, âñå
êîëåñà ýòîé ñèñòåìû îäíîâðåìåííî âðàùàòüñÿ íå ñìîãóò.
Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî âðàùåíèþ ìåøàåò àðèôìåòè÷åñêîå ï ðå-
ïÿòñòâèå, à èìåííî – íå÷åòíîñòü ÷èñëà n.

Îá ýòîé çàäà÷å Òîëÿ Âòóëêèí âñïîìíèë â ñåäüìîì êëàñ ñå,
êîãäà ïî ôèçèêå ñòàëè èçó÷àòü ðû÷àãè (ðèñ.2) è áëîêè .
Îñîáåííî åìó íðàâèëîñü, îòâå÷àÿ íà âîïðîñ ó÷èòåëÿ, ãîâî-
ðèòü: «Íåïîäâèæíûé áëîê ñëóæèò äëÿ èçìåíåíè ÿ íàïðàâëå-
íè ÿ äåéñòâèÿ ñèëû». Òðè ÿ â êîíöå ñëîâ îí ïðîèçíîñèë ñ
îñîáûì óäîâîëüñòâèåì, ñëîâíî äåëàÿ íà íèõ óäàðåíèå.
Ïîëåçíîñòü èçìåíåíèÿ íàïðàâëåíèÿ ñèëû Òîëèê ÷óâñòâî âàë
î÷åíü õîðîøî. Îäíî äåëî íàêà÷èâàòü âåëîñèïåäíîå êîë åñî
ðó÷íûì íàñîñîì, à äðóãîå – íîæíûì. Òóò äàâèøü íà ïåäàëü
íîãîé, ïî ñóòè ïðîñòî-íàïðîñòî âñòàåøü íà íåå, è âñå. Ëåãêî
è óäîáíî. À ïðè ïîëüçîâàíèè íåïîäâèæíûì áëîêîì íàäî
ëèøü ïîäòÿãèâàòüñÿ íà íåì, êàê íà êàíàòå â ñïîðòçàë å.

Ïîòîì ïîÿâèëîñü åùå îäíî êðàñèâîå ñëîâî – ïîëèñïàñò
(ðèñ.3). Ïîëèñïàñò – ñèñòåìà ïîäâèæíûõ è íåïîäâèæíû õ
áëîêîâ, òóò óæå ïîëó÷àåòñÿ âûèãðûø â ñèëå.

– À ÷òî åñëè ðàññìîòðåòü ñèñòåìó ðû÷àãîâ, ïîñëåäîâàòåëü-
íî ñâÿçàííûõ äðóã ñ äðóãîì? Íàïðèìåð, òàê, êàê íà ðèñóíêå
4? Áóäåò ëè îíà äåéñòâîâàòü? Ïîñìîòðèì. Òî÷êà À ïîä
äåéñòâèåì ñèëû F
äâèæåòñÿ âíèç, òî÷-
êà Â – ââåðõ, òî÷êà
Ñ âòîðîãî ðû÷àãà –
âíèç… Âðîäå áû
ïîëó÷àåòñÿ.

Îäíàêî, íåò. Òà-
êîé ïîëèðû÷àã ðà-
áîòàòü íå ìîæåò. È
ïðåïÿòñòâèå çäåñü –

Êàêèå áûâàþò ðû÷àãè
Ñ.ÄÂÎÐßÍÈÍÎÂ

Ðèñ. 1. Ñöåïëåííûå çóá÷àòûå êîëåñà

Ðèñ. 2. Àðõèìåä, ïåðåâîðà÷èâàþùèé Çåìëþ ñ ïîìîùüþ ð û÷àãà
(ñòàðèííàÿ ãðàâþðà)

Ðèñ. 3. Øëþïáàëêà ñ ïîëèñïàñòîì äëÿ ñïóñêà íà âîäó è ïîäúåìà
øëþïîê íà áîðò
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ãåîìåòðè÷åñêîå. Ïîñìîòðèòå íà òðåóãîëüíèê 1 2Î ÂÎ  – â íåì
çàäàíû äëèíû âñåõ òðåõ ñòîðîí. Òðåóãîëüíèê – ôèãóðà
æåñòêàÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, íèêàêîå äâèæåíèå òî÷êè Â, à
ïîòîìó è äâèæåíèå îáîèõ ðû÷àãîâ, íåâîçìîæíî.

Ìîæíî ëè ñïàñòè ýòó êîíñòðóêöèþ è ïðèâåñòè åå â äâèæå-
íèå? Ìîæíî. Íàïðèìåð, òàê. Îáû÷íî òî÷êà îïîðû ðû÷àã à –
ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà. Ñäåëàåì òåïåðü òî÷êó 2O  âòîðîãî
ðû÷àãà ïåðåìåííîé. Äëÿ ýòîãî ïîìåñòèì åå â ïðîðåçü íà
ðû÷àãå (îíà èçîáðàæåíà ïóíêòèðîì íà ðèñóíêå 4). Òîã äà

äëèíà îòðåçêà 2BO
ñìîæåò ìåíÿòüñÿ,
òðåóãîëüíèê 1 2O BO
ïî äâóì ôèêñèðîâàí-
íûì ñòîðîíàì 1 2O O
è 1BO  áóäåò îïðåäå-
ëÿòüñÿ íåîäíîçíà÷íî,
÷òî è îáåñïå÷èò âîç-
ìîæíîñòü äâèæåíèÿ
ðû÷àãîâ.

Ïðèìåíÿåòñÿ ëè
ãäå-íèáóäü òàêàÿ êîí-
ñòðóêöèÿ? Äà. Ïî-
ñìîòðèòå íà ôîòîãðàôèþ, ïðèâåäåííóþ íà ðèñóíêå 5. Í à íåé
âèäíû íåïîäâèæíàÿ ãîðèçîíòàëüíàÿ îïîðà, äâà ïîäâèæí ûõ
ðû÷àãà, íà îäèí èç êîòîðûõ ñâåðõó äàâèò êíîïêà. Ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ ñõåìà êîíñòðóêöèè ïîêàçàíà íà ðèñóíêå 6. Ç äåñü
âåðõíèé ðû÷àã – ýòî ðû÷àã ïåðâîãî ðîäà, à íèæíèé ðû÷àã –
âòîðîãî ðîäà (â îòëè÷èå îò îáîèõ ðû÷àãîâ íà ðèñóíêå  4). Ñî
ñòîðîíû êíîïêè äåéñòâóåò íàïðàâëåííàÿ âíèç ñèëà F. Â
èòîãå òî÷êà À äâèæåòñÿ ââåðõ. Òåì ñàìûì, ýòà ñèñòåìà
ðû÷àãîâ ñëóæèò äëÿ èçìåíåíèÿ íàïðàâëåíèÿ äåéñòâèÿ ñ èëû.
Ê òî÷êå À ìîæíî ïðèêðåïèòü íåêîòîðûé ãðóç, êîòîðûé ïîä
äåéñòâèåì ñèëû F, ïðèëîæåííîé ê êíîïêå è íàïðàâëåííîé
âíèç, áóäåò ïîäíèìàòüñÿ.

Òîëèê Âòóëêèí çíàåò, ÷òî òàêîå óñòðîéñòâî èìååòñÿ â î÷åíü
ìíîãèõ êâàðòèðàõ. ×òî æå ýòî çà óñòðîéñòâî?Ðèñ. 5. «Íåèçâåñòíàÿ» êîíñòðóêöèÿ

Ðèñ. 6. Ñõåìà «íåèçâåñòíîé» êîíñòðóêöèè

Ñòîëêíîâåíèÿ
íåéòðîíîâ
ñ àòîìàìè

Ñ.ÂÀÐËÀÌÎÂ
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«ÂÇÀÂÈÑÈÌÎÑÒÈ ÎÒ ÍÀ×ÀËÜÍÎÉ ÝÍÅÐÃÈÈ ÍÅÉÒÐÎ-
íîâ èõ ðàçäåëÿþò íà 5 ãðóïï: ñâåðõáûñòðûå, ñ

íà÷àëüíîé ýíåðãèåé 10–50 ÌýÂ; áûñòðûå , ñ ýíåðãèåé
100 êýÂ – 10 ÌýÂ; ïðîìåæóòî÷íûå , ñ ýíåðãèåé 1–100 êýÂ;
ìåäëåííûå , ñ ýíåðãèåé ìåíüøå 1 êýÂ; òåïëîâûå , îáëàäàþùèå
ýíåðãèåé òåïëîâîãî äâèæåíèÿ ïîðÿäêà 0,025 ýÂ. Îñíîâ íîé
âêëàä â èîíèçàöèþ âåùåñòâà âíîñÿò ñâåðõáûñòðûå, áûñòðûå
è ïðîìåæóòî÷íûå íåéòðîíû. Â áîëüøèíñòâå âåùåñòâ íåé òðî-
íû îáëàäàþò âûñîêîé ïðîíèêàþùåé ñïîñîáíîñòüþ è, ñîî ò-
âåòñòâåííî, íèçêèì èîíèçèðóþùèì ýôôåêòîì. Îäíàêî â
áèîëîãè÷åñêèõ òêàíÿõ, ãäå âåëèêî ñîäåðæàíèå àòîìîâ âîäî-
ðîäà, ïðîíèêàþùàÿ ñïîñîáíîñòü íåéòðîíîâ íåâûñîêà âñ ëåä-
ñòâèå èõ âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ïðîòîíàìè. Ïîýòîìó â áèîë îãè-
÷åñêèõ ñòðóêòóðàõ áûñòðûå íåéòðîíû õàðàêòåðèçóþòñÿ âû-
ñîêîé ïëîòíîñòüþ èîíèçàöèè, ÷òî îïðåäåëÿåò èñêëþ÷èò åëü-
íî âûñîêóþ ïîðàæàåìîñòü æèâûõ îáúåêòîâ íåéòðîííûì
îáëó÷åíèåì.»

Ýòîò òåêñò, âçÿòûé èç èíòåðíåòà è ñëåãêà èñïðàâëåíí ûé,
íåñåò èíôîðìàöèþ îá èîíèçèðóþùåé ñïîñîáíîñòè íåéòðî í-

íîãî èçëó÷åíèÿ. Â íåì óêàçûâàåòñÿ ïåðåõîäíûé äèàïàç îí
ýíåðãèé íåéòðîíîâ (ïðîìåæóòî÷íûõ) – îò ýôôåêòèâíûõ â
ñìûñëå èîíèçàöèè âåùåñòâà ýòèìè íåéòðîíàìè (áûñòðûõ  è
ñâåðõáûñòðûõ) ê íå ýôôåêòèâíûì â ñìûñëå èîíèçàöèè
(ìåäëåííûì). Èçâåñòíî, â ÷àñòíîñòè, ÷òî ñóùåñòâóåò îñîáûé
òèï ÿäåðíîãî îðóæèÿ – «íåéòðîííàÿ áîìáà», ïðåäíàçíà ÷åí-
íàÿ äëÿ ïîðàæåíèÿ æèâîé ñèëû ïðîòèâíèêà. Ïðè ýòîì
«íåæèâàÿ» ìàòåðèÿ ïîä âîçäåéñòâèåì íåéòðîííîãî èçëó ÷å-
íèÿ òàêîé áîìáû íå òåðÿåò ñâîèõ ñâîéñòâ.

À ïî÷åìó èìåííî äèàïàçîí 1–100 êýÂ ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîä -
íûì (ïðîìåæóòî÷íûì)? ×òîáû îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ,
ðåøèì øêîëüíûìè ìåòîäàìè òàêóþ çàäà÷ó:

Ê íåïîäâèæíîìó àòîìó âîäîðîäà ïðèáëèæàåòñÿ íåéò-
ðîí. Ïîñëå ëîáîâîãî ñòîëêíîâåíèÿ íåéòðîíà ñ ïðîòîíî ì
àòîì âîäîðîäà îêàçûâàåòñÿ èîíèçîâàííûì. Êàêîé áûëà
êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ íåéòðîíà äî ñòîëêíîâåíèÿ? ßäåð íàÿ
ðåàêöèÿ ïðè òàêîì óäàðå íå ñîñòîÿëàñü.

Â ýòîé ïðîáëåìå-çàäà÷å åñòü äâå ðàçäåëüíûå ÷àñòè: à) óäàð
íóêëîíîâ; á) ðàçëåò ïðîòîíà è ýëåêòðîíà.

Ñ óäàðîì íóêëîíîâ (íåéòðîíà è ïðîòîíà) ïðè íåñîñòîÿ â-
øåéñÿ ÿäåðíîé ðåàêöèè âñå äîñòàòî÷íî ïðîñòî: ýòî àá ñî-
ëþòíî óïðóãèé óäàð äâóõ òåë ïðàêòè÷åñêè îäèíàêîâîé ìàñ-
ñû. Â ýòîì ñëó÷àå ïîñëå âçàèìîäåéñòâèÿ ïðîòîí ìîæåò
ïðèîáðåñòè ýíåðãèþ îòäà÷è â äèàïàçîíå îò íóëÿ (ñêîë üçÿ-
ùèé óäàð) äî ýíåðãèè, êîòîðóþ äî óäàðà èìåë íåéòðîí
(ëîáîâîé óäàð).

Òåïåðü ðàññìîòðèì âçàèìîäåéñòâèå ïðîòîíà è ýëåêòðîí à.
Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ôîòîèîíèçàöèè íåïîäâèæíûé àòîì âîäî-
ðîäà äîëæåí ïîãëîòèòü êâàíò ñâåòà ñ ìèíèìàëüíîé ýíåðãèåé
13,6 ýÂ. Ïðè ýòîì â ðåçóëüòàòå èîíèçàöèè ïîòåíöèàëü íàÿ
ýíåðãèÿ ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîí à è

(Ïðîäîëæåíèå ñì. íà ñ. 34)



Êàê ñâÿçàòü òðè îäèíàêîâûå ïðÿìûå ïàëêè âåðåâ-
êàìè òàê, ÷òîáû ïàëêè äðóã äðóãà íå êàñàëèñü (äàæå
÷åðåç âåðåâêó), íî ïîëó÷èëàñü áû æåñòêàÿ êîíñòðóê-

öèÿ (â êîòîðîé íèêàêóþ ïàëêó
íåëüçÿ ïîøåâåëèòü, êðîìå êàê
äâèãàÿ âñþ êîíñòðóêöèþ öåëè-
êîì)?

Îòâåò ïðèâåäåí íà ôîòî 1.
Âñå âåðåâêè â ýòîé êîíñòðóê-
öèè íàòÿíóòû.

Îêàçûâàåòñÿ, ïîõîæèì îá-
ðàçîì ìîæíî ñâÿçàòü è ÷åòûðå
ïàëêè (ôîòî 2), è äàæå ëþáîå
èõ êîëè÷åñòâî (ôîòî 3)! Ïðè
ýòîì ïîëó÷èòñÿ ôèãóðà, ïîõî-

æàÿ íà îäíîïîëîñòíûé  ãèïåðáîëîèä  (ïîäðîáíåå î
ãèïåðáîëîèäå ÷èòàéòå â ñòàòüå Ä. Ôóêñà «Ïðÿìûå íà

êðèâûõ ïîâåðõíîñòÿõ» â «Êâàíòå» ¹ 12 çà 1989 ãîä).
Èíòåðåñíî, ÷òî ôîðìó ãèïåðáîëîèäà èìåþò ñåêöèè
çíàìåíèòîé Øóõîâñêîé áàøíè íà Øàáîëîâêå â
Ìîñêâå.

Ó æåñòêèõ êîíñòðóêöèé, ñîñòîÿùèõ èç íå êàñàþùèõ-
ñÿ äðóã äðóãà ïàëîê, ñâÿçàííûõ íàòÿíóòûìè âåðåâêà-
ìè, åñòü îáùåå íàçâàíèå: «òåíñåãðèòè». Ñëîâî îáðà-
çîâàíî ñëèÿíèåì äâóõ àíãëèéñêèõ ñëîâ: «tension» –

íàòÿæåíèå è «integrity»  – öåëîñòíîñòü, åäèíñòâî.
Ýòîò òåðìèí ïðèäóìàë àìåðèêàíñêèé àðõèòåêòîð-
äèçàéíåð Áàêìèíñòåð Ôóëëåð (êñòàòè, â åãî ÷åñòü
íàçâàíû ãèãàíòñêèå «ñôåðè÷åñêèå» ìîëåêóëû èç
àòîìîâ óãëåðîäà – ôóëëåðåíû ). Â êàêîì-òî ñìûñëå,
êîíñòðóêöèÿ òåíñåãðèòè ñàìà íàõîäèòñÿ â íàòÿæåíèè,
áåç ÷üåé-òî ïîìîùè – îòñþäà è íàçâàíèå. Ôóëëåðà
ïðèâëåêëà æåñòêîñòü è ëåãêîñòü òàêèõ êîíñòðóêöèé.

Âåñ ýêîíîìèòñÿ ïîòîìó, ÷òî íå íóæíî äåëàòü âåñü
êàðêàñ èç ìåòàëëè÷åñêèõ áàëîê – íåêîòîðûå åãî
ýëåìåíòû ìîæíî çàìåíèòü íàòÿíóòûìè òðîñàìè.

Íà ôîòîãðàôèÿõ 4–7 ïîêàçàíû íåñêîëüêî ðàáîò
èçâåñòíîãî ñêóëüïòîðà Êåííåòà Ñíåëüñîíà, îäíîãî èç

Òåíñåãðèòè

Ôîòî 1

Ôîòî 2

Ôîòî 4. «Ëåãêàÿ ïîñàäêà» (øòàò Ìýðèëåíä, ÑØÀ)

Ôîòî 5. «Ðàäóãà»

Ôîòî 6. Áàøíÿ «Èãëà – II» (ìóçåé Êð¸ëëåð-Ìþëëåð,
Îòòåðëî, Íèäåðëàíäû)

Ôîòî 3



èçîáðåòàòåëåé òåíñåãðèòè. Óäèâèòåëüíî, íàñêîëüêî
ðàçíîîáðàçíîé ìîæåò áûòü ôîðìà êîíñòðóêöèé òåí-

ñåãðèòè.  Êñòàòè,
Ñíåëüñîí ïðåäïî÷è-
òàåò íàçûâàòü ïðèí-
öèï, ïî êîòîðîìó  óñ-
òðîåíû òåíñåãðèòè,
«ñâîáîäíûì ñæàòè-
åì» («floating com-
pression»).

À âîò äîäåêàýäð
(ôîòî 8) – ìíîãî-
ãðàííèê, ó êîòîðîãî
12 ãðàíåé è âñå ãðà-
íè ïðàâèëüíûå ïÿ-
òèóãîëüíèêè. Åãî
òîæå ìîæíî ñäåëàòü

èç ïàëîê è íàòÿíóòûõ âåðåâîê.
Åùå îäíèì ïðèìåðîì òåíñåãðèòè áûëà áàøíÿ

«Ñêàéëîí», óñòàíîâëåííàÿ â 1951 ãîäó áëèç Òåìçû â
Ëîíäîíå íà âðåìÿ Ôåñòèâàëÿ Áðèòàíèè. Áàøíÿ êàê

Ôîòî 7. «Äðàêîí»

Ôîòî 8. Òåíñåãðèòè-äîäåêàýäð

áóäòî ïàðèëà â âîçäóõå
(ôîòî 9).

Ìîæíî âìåñòî âåðåâîê
âçÿòü òêàíü è ïîñòðîèòü
æåñòêóþ êîíñòðóêöèþ ïî
ïðèíöèïó òåíñåãðèòè. Ïîä
ðóêîâîäñòâîì Êàçóõèðî
Êàäçèìà 70 ñòóäåíòîâ óíè-
âåðñèòåòà Òîêèî ïîñòðîè-
ëè òåíñåãðèòè-òåíò (ôîòî
10).

Â ãîðîäå Áðèñáåí â Àâ-
ñòðàëèè ïîñòðîåí òåíñåã-
ðèòè-ìîñò äëÿ ïåøåõîäîâ
è âåëîñèïåäèñòîâ (ôîòî

11). Â íî÷íîå âðåìÿ ìîñò îñâåùàåòñÿ îò ñîëíå÷íûõ
áàòàðåé, êîòîðûå ñïîñîáíû íàêàïëèâàòü âñþ íåîá-
õîäèìóþ ýíåðãèþ â òå÷åíèå äíÿ ïðè ÿñíîé ïîãîäå.

Ìàòåðèàë ïîäãîòîâèë Ì.Ïðàñîëîâ

Ôîòî 11. Òåíñåãðèòè-ìîñò

Ôîòî 9. Áàøíÿ «Ñêàéëîí»

Ôîòî 10. Òåíñåãðèòè-òåíò

Èñòî÷íèêè ôîòîãðàôèé:
ôîòî 1, 2, 3, 8 – TensegrityWiki, flickr.com
ôîòî 6 – Ñàêó Òàêàêóñàêè, âèêèìåäèÿ
ôîòî 10 – Ñàäàî Õîòòà
ôîòî 11 – Elver, flickr.com
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ïðîòîíà óâåëè÷èâàåòñÿ îò –27,2 ýÂ äî íóëÿ, à êèíåòè ÷åñêàÿ
ýíåðãèÿ ýëåêòðîíà óìåíüøàåòñÿ îò +13,6 ýÂ äî íóëÿ. Ìîæ-
íî ñ÷èòàòü, ÷òî ïîãëîùåííàÿ ýíåðãèÿ êâàíòà ñâåòà ñí à÷àëà
ïðåâðàùàåòñÿ â êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ ýëåêòðîíà, à çà òåì
ýòà êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ýëåêòðîíà ïåðåõîäèò â ïîòå íöè-
àëüíóþ ýíåðãèþ ñèñòåìû ýëåêòðîí–ïðîòîí. Óâåëè÷åíèå êè-
íåòè÷åñêîé ýíåðãèè ýëåêòðîíà âäâîå (â ñèñòåìå îòñ÷å òà, ãäå
ïðîòîí èìååò íóëåâóþ ñêîðîñòü) äàåò åìó âîçìîæíîñòü
óëåòåòü îò ÿäðà. Âåëè÷èíà ñêîðîñòè ýëåêòðîíà îòíîñè òåëü-
íî ÿäðà (ïðîòîíà) ïðè ýòîì óâåëè÷èâàåòñÿ â 2  ðàç.
Ïîíÿòíî, ÷òî îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü ýëåêòðîíà è ïðî òîíà
íå çàâèñèò îò âûáîðà èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà. Ïå-
ðåéäåì â òàêóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà, â êîòîðîé ïðîòîí ïî ñëå
ñòîëêíîâåíèÿ ñ íåéòðîíîì èìååò íóëåâóþ ñêîðîñòü. Ñê î-
ðîñòü ýëåêòðîíà â íîâîé ñèñòåìå îòñ÷åòà 2v

r
 ñëîæèòñÿ èç

îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè ñèñòåì îòñ÷åòà 0v
r

 è îòíîñèòåëüíîé
ñêîðîñòè ÿäðà è ýëåêòðîíà â íà÷àëüíîé ñèñòåìå îòñ÷å òà 1v

r
:

2 0 1v v v= +
r r r

.

×òîáû â ðåçóëüòàòå óäàðà íóêëîíîâ ïðîèçîøëà èîíèçàö èÿ
àòîìà âîäîðîäà, âåëè÷èíà îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè äâè æåíèÿ
ýëåêòðîíà ìàññîé em  è ïðîòîíà ìàññîé pM = M n äîëæíà
óâåëè÷èòüñÿ â 2  ðàç. Ýòî âîçìîæíî, òîëüêî åñëè íà÷àëüíàÿ
êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ íåéòðîíà íå ìåíüøå âåëè÷èíû

( ) ( )
2 22 21 12 1 2 1

2 2
n n e

e

M v M m v
m

- = - =

= ( )2
2000 13,6 ýÂ 2 1 4,3 êýÂ× × - » .

Çàìåòèì, ÷òî ïðè òàêîé íà÷àëüíîé ýíåðãèè íåéòðîíà ó äàð
äîëæåí áûòü îáÿçàòåëüíî ëîáîâûì è ýëåêòðîí â ìîìåíò
óäàðà äîëæåí èìåòü ñêîðîñòü, íàïðàâëåííóþ ïðîòèâîïî -
ëîæíî ñêîðîñòè íàëåòàþùåãî íåéòðîíà. Åñëè æå ñêîðîñ òü
ýëåêòðîíà â ìîìåíò óäàðà íàïðàâëåíà íå òàê, òî èîíè çàöèÿ
àòîìà âîäîðîäà ïðè ýòîé íà÷àëüíîé ýíåðãèè íåéòðîíà íå
ïðîèçîéäåò.

Ìîæíî ýòî óòâåðæäåíèå ñôîðìóëèðîâàòü ïî-äðóãîìó: âå -
ðîÿòíîñòü èîíèçàöèè àòîìà âîäîðîäà ïîñëå ëîáîâîãî ó äàðà
íåéòðîíà è ÿäðà ýòîãî àòîìà ðàâíà íóëþ ïðè ýíåðãèÿõ
íàëåòàþùåãî íåéòðîíà ìåíüøèõ èëè ðàâíûõ 4,3 êýÂ. Åñ ëè
íà÷àëüíàÿ ýíåðãèÿ íåéòðîíà áîëüøå 4,3 êýÂ, òî ïðè ë îáîâîì
óäàðå íóêëîíîâ èîíèçàöèÿ ìîæåò ñîñòîÿòüñÿ èëè íå ñî ñòî-
ÿòüñÿ, è ýòî îïðåäåëÿåòñÿ íàïðàâëåíèåì ñêîðîñòè ýëå êòðîíà
â ìîìåíò óäàðà. Èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, âåðîÿòíîñòü è îíèçà-
öèè íå ðàâíà íóëþ, è îíà òåì áîëüøå, ÷åì áîëüøå íà÷ àëüíàÿ
ýíåðãèÿ íåéòðîíà. Èîíèçàöèÿ àòîìà âîäîðîäà ïîñëå ëî áîâî-
ãî óäàðà åãî ÿäðà è íåéòðîíà ïðîèçîéäåò îáÿçàòåëüíî  (êàê áû
íè áûëà íàïðàâëåíà ñêîðîñòü ýëåêòðîíà â ìîìåíò óäàð à),
åñëè êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ íåéòðîíà áîëüøå âåëè÷èíû

n

e

M
m

( )2
13,6 ýÂ 2 1 146 êýÂ× × + » .

Èíûìè ñëîâàìè, ïðè ëîáîâîì óäàðå è ýíåðãèè íåéòðîíà
áîëüøå 146 êýÂ âåðîÿòíîñòü èîíèçàöèè ðàâíà 100%.

Âñïîìíèì, ÷òî â ñàìîì íà÷àëå ðåøåíèå íàøåé çàäà÷è ì û
íàçâàëè «øêîëüíûì». Â äåéñòâèòåëüíîñòè äàæå ïðè òàê îé
áîëüøîé ýíåðãèè íåéòðîíà äî ëîáîâîãî óäàðà, êîíå÷íî ,
èìååòñÿ íåíóëåâàÿ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ýëåêòðîí îñ òàíåòñÿ
ñâÿçàííûì ñ ïðîòîíîì, ò.å. ÷òî èîíèçàöèÿ àòîìà âîäî ðîäà íå
ïðîèçîéäåò. Â êíèãå À.Á.Ìèãäàëà «Êà÷åñòâåííûå ìåòîä û â
êâàíòîâîé òåîðèè» ïðèâåäåíà çàäà÷à ñ òàêèì óñëîâèåì :

Êàêîâà âåðîÿòíîñòü ð òîãî, ÷òî àòîì âîäîðîäà îñòàíå òñÿ
â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè ïîñëå óäàðà íåéòðîíà è ïðîòîíà , ïðè
êîòîðîì ðàíåå íåïîäâèæíûé ïðîòîí ïîëó÷àåò ñêîðîñòü u?

Âîò êðàòêîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è. Åñëè îòíîøåíèå ñêî ðî-
ñòè ïðîòîíà u ê ñêîðîñòè ýëåêòðîíà v, äâèæóùåãîñÿ âîêðóã

íåïîäâèæíîãî ïðîòîíà â àòîìå âîäîðîäà (â îñíîâíîì ñ îñòî-
ÿíèè), îáîçíà÷èòü x, x = u/v , òî ýòà âåðîÿòíîñòü ðàâíà

( ) 421 4p x
-

= + . Äàæå ïðè îòíîøåíèè ñêîðîñòåé 2 1x = +
ýòà âåðîÿòíîñòü íå ðàâíà íóëþ: 0,0274p » . Êóäà æå äåâàåòñÿ
èçáûòî÷íàÿ, ïî ñðàâíåíèþ ñ ýíåðãèåé â îñíîâíîì ñîñò îÿíèè,
êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ýëåêòðîíà, èçìåðåííàÿ â ñèñòåì å îò-
ñ÷åòà ïðîòîíà? Àòîì ïîñëå óäàðà ìîæåò ïåðåéòè â âîç áóæ-
äåííîå ñîñòîÿíèå, çàòåì èçëó÷èòü êâàíò ñâåòà, îïóñò èâøèñü
íà áîëåå íèçêèé ýíåðãåòè÷åñêèé óðîâåíü. È òàêîé ïðî öåññ
èçëó÷åíèÿ ìîæåò ïðîèçîéòè íå îäèí ðàç. Äðóãèìè ñëîâ àìè,
èçáûòî÷íàÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ â èòîãå ïðåâðàùàåòñ ÿ â
ýíåðãèþ ñâåòà.

Ïîëó÷åííûé â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ íàøåé «øêîëüíîé»
çàäà÷è äèàïàçîí íà÷àëüíûõ ýíåðãèé íåéòðîíà 4,3–146  êýÂ,
ïðè êîòîðûõ âîçìîæíà èîíèçàöèÿ àòîìà âîäîðîäà, ïîäâ åðã-
øåãîñÿ «ëîáîâîé íåéòðîííîé áîìáàðäèðîâêå», âåñüìà á ëè-
çîê ê äèàïàçîíó ýíåðãèé òàê íàçûâàåìûõ ïðîìåæóòî÷íû õ
íåéòðîíîâ 1–100 êýÂ. Åñëè àòîì âîäîðîäà âêëþ÷åí â ñ î-
ñòàâ ìîëåêóëû êàêîãî-íèáóäü ñëîæíîãî õèìè÷åñêîãî âå ùå-
ñòâà, êîòîðîå, â ÷àñòíîñòè, ìîæåò âõîäèòü â ñîñòàâ áèîëî-
ãè÷åñêîé òêàíè, òî ýëåêòðîí àòîìà âîäîðîäà íå öåëèê îì
ïðèíàäëåæèò òîëüêî ýòîìó àòîìó, îí ñâÿçàí åùå è ñ ñ îñåä-
íèìè àòîìàìè ìîëåêóëû. Ïîýòîìó äëÿ «îòðûâà» îò ýòîã î
ýëåêòðîíà ïðîòîíó, ïîëó÷èâøåìó «òîë÷îê» îò íåéòðîíà ,
ìîæåò ïîòðåáîâàòüñÿ ìåíüøàÿ ýíåðãèÿ. Îñâîáîäèâøèéñÿ
îò ýëåêòðîíà ïðîòîí, äâèãàÿñü â âåùåñòâå, ðàçäàåò ñ âîþ
ýíåðãèþ îòäà÷è, èîíèçóÿ ìîëåêóëû, ÷åðåç êîòîðûå èëè
ðÿäîì ñ êîòîðûìè îí ïðîëåòàåò. À åñëè ïðîòîí ïîëó÷è ë
íåäîñòàòî÷íóþ ýíåðãèþ îòäà÷è, òî îí ëåòèò âìåñòå ñ «ïðè-
öåïèâøèìñÿ» ê íåìó ýëåêòðîíîì, ò.å. ëåòèò â öåëîì í åéò-
ðàëüíàÿ ÷àñòèöà, êîòîðàÿ, åñòåñòâåííî, îáëàäàåò çíà ÷è-
òåëüíî ìåíüøåé èîíèçàöèîííîé ñïîñîáíîñòüþ, ÷åì ýëåê ò-
ðè÷åñêè çàðÿæåííàÿ ÷àñòèöà.

Ñòîëêíîâåíèÿ íåéòðîíîâ ñ ÿäðàìè äðóãèõ, áîëåå òÿæå-
ëûõ àòîìîâ ìåíåå ýôôåêòèâíû â ñìûñëå èîíèçàöèîííîé
ñïîñîáíîñòè ÿäåð îòäà÷è, ïîòîìó êàê ñêîðîñòè îòäà÷è ,
ïîëó÷åííûå òàêèìè òÿæåëûìè ÿäðàìè ïîñëå óïðóãîãî óä à-
ðà ñ íåéòðîíîì, ãîðàçäî ìåíüøå. Ïóñòü, íàïðèìåð, íå éò-
ðîí, èìåâøèé äî óäàðà ñêîðîñòü v, ñòàëêèâàåòñÿ «ëîá â
ëîá» ñ ÿäðîì, èìåþùèì ìàññó, ðàâíóþ N ìàññàì íåéòðîíà

nM . Êàê õîðîøî èçâåñòíî, ÿäðî, ïîêîèâøååñÿ äî ëîáîâîã î
óäàðà, ïîñëå àáñîëþòíî óïðóãîãî óäàðà ïðèîáðåòàåò ñ êî-
ðîñòü, ðàâíóþ óäâîåííîé ñêîðîñòè öåíòðà ìàññ ñèñòåì û
íåéòðîí–ÿäðî: ( )2 1u v N= + . Äëÿ èîíèçàöèè àòîìà íåîá-
õîäèìà ìèíèìàëüíàÿ ñêîðîñòü îòäà÷è, ðàâíàÿ ( )1 2 1v - .
Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî ýíåðãèÿ èîíèçàöèè òîæå ðàâíà 13,6  ýÂ,
òî ìèíèìàëüíàÿ ýíåðãèÿ íåéòðîíà, ïðè êîòîðîé âåðîÿò -
íîñòü èîíèçàöèè àòîìà îòëè÷íà îò íóëÿ, áóäåò ðàâíà

( )
2 2

21 1
2 1 13,6 ýÂ 4,3 êýÂ

2 2
n

e

N M N
m

+ +æ ö æ ö- × » ×ç ÷ ç ÷
è ø è ø

.

Äàæå äëÿ òàêîãî ÿäðà, êàê äåéòåðèé ñ ìàññîé ïðèìåðí î
2 nM , ýíåðãèÿ íàëåòàþùåãî íåéòðîíà äîëæíà ñòàòü â 2,25
ðàçà áîëüøå, ÷åì äëÿ ÿäðà âîäîðîäà, ò.å. äîëæíà ñîñ òàâëÿòü
ïðèáëèçèòåëüíî 9,675  êýÂ. À äëÿ àòîìà ñ ìàññîé 12 nM
(òàêîâà ìàññà ÿäðà àòîìà óãëåðîäà, äëÿ êîòîðîãî ýíå ðãèÿ
èîíèçàöèè ðàâíà ïðèìåðíî 11,26 ýÂ) íà÷àëüíàÿ ýíåðãè ÿ
íåéòðîíà äîëæíà âûðàñòè ïðèìåðíî â 42 ðàçà è äîñòè÷ ü
âåëè÷èíû 181,7 êýÂ.

Èç ïðîâåäåííîãî ðàññìîòðåíèÿ ìîæíî ñäåëàòü âûâîä,
÷òî «ïðîìåæóòî÷íûå» íåéòðîíû ìîãóò «óäàðíî» èîíèçî-
âàòü òîëüêî àòîìû âîäîðîäà, à îáëó÷åíèå âåùåñòâà áî ëåå
ýíåðãè÷íûìè íåéòðîíàìè ìîæåò ïðèâåñòè ê èîíèçàöèè è
äðóãèõ àòîìîâ, âõîäÿùèõ â ñîñòàâ ðàçëè÷íûõ áèîëîãè÷ åñ-
êèõ òêàíåé.

(Íà÷àëî ñì. íà ñ. 31)



Èñòîðèè
ñ ìàÿòíèêîì

À.ÀÍÄÐÅÅÂ, À.ÏÀÍÎÂ
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ÑÓÙÅÑÒÂÓÅÒ  ÌÍÎÆÅÑÒÂÎ  ÈÑÒÎÐÈÉ,  ÑÂßÇÀÍÍÛÕ  Ñ
ìàÿòíèêîì. Ìîæíî íà÷àòü ñ Ãàëèëåî Ãàëèëåÿ. Íàáëþ-

äàÿ, êàê ðàñêà÷èâàåòñÿ ëþñòðà â Ïèçàíñêîì ñîáîðå, î í
ïîíÿë, ÷òî ïåðèîä êîëåáàíèé ëþñòðû íå çàâèñèò îò ðà çìàõà
åå êîëåáàíèé. Èññëåäóÿ äâèæåíèÿ ìàÿòíèêà è äðóãèõ ò åë,

Ãàëèëåé çàëîæèë îñíîâû ìåõàíèêè.
Õðèñòèàí Ãþéãåíñ ïðîäîëæèë ýòè

èññëåäîâàíèÿ. Îí íàøåë ôîðìóëó äëÿ
ïåðèîäà ìàëûõ êîëåáàíèé ìàòåìàòè-
÷åñêîãî ìàÿòíèêà (ðèñ.1):

2
l

T
g

= p ,

â êîòîðîé l – äëèíà ìàÿòíèêà, g –
óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ. Îäíî
èç âûäàþùèõñÿ äîñòèæåíèé Ãþéãåíñà
– ñîçäàíèå ïåðâûõ ìàÿòíèêîâûõ ÷à-
ñîâ. 1

Ôðàíöóçñêèé ôèçèê Ëåîí Ôóêî èñïîëüçîâàë ãèãàíòñêèé
ìàÿòíèê äëÿ äåìîíñòðàöèè ñóòî÷íîãî âðàùåíèÿ Çåìëè, à
àíãëèéñêèé ìàòåìàòèê è àñòðîíîì Äæîðäæ Ýéðè ñ ïîìîù üþ
ìàÿòíèêà, ñïóùåííîãî â øàõòó, èçìåðèë ñðåäíþþ ïëîòí îñòü
Çåìëè.

Íó à ìû îãðàíè÷èìñÿ çäåñü ñàìûì ìàëûì – ðàññêàæåì
íåñêîëüêî ñîáñòâåííûõ èñòîðèé ïðî äâóõ÷àñòîòíûé  ìàÿò-
íèê.

Èñòîðèÿ ïåðâàÿ.  Ëåòîì 2008 ãîäà ìû ñâîäèëè ñâîèõ
ñòóäåíòîâ-îïòèêîâ íà âûñòàâêó «Çàçåðêàëüå», ïðîõîäè âøóþ
â ìîñêîâñêîì Ìàíåæå. Áîëüøå âñåãî òàì áûëî êàê ðàç ïðî
îïòèêó, íî âñòðå÷àëèñü è äðóãèå ôèçè÷åñêèå ýêñïîíàò û è
ýêñïåðèìåíòû. Ñðåäè íèõ áûë îäèí íåîáû÷íûé ìàÿòíèê,
òðàåêòîðèÿ êîòîðîãî çàïîëíÿëà öåëûé ïðÿìîóãîëüíèê ( ðèñ.2).
Â êà÷åñòâå ãðóçà â ýòîì ìàÿòíèêå èñïîëüçîâàëàñü ìåò àëëè-
÷åñêàÿ åìêîñòü, çàïîëíåííàÿ ìåëêèì ïåñêîì, êîòîðûé òîí-
êîé ñòðóéêîé âûòåêàë ÷åðåç îòâåðñòèå â äíå åìêîñòè è
âû÷åð÷èâàë òðàåêòîðèþ ìàÿòíèêà.

Åñòåñòâåííî áûëî áû îæèäàòü, ÷òî ìàÿòíèê áóäåò äâèã àòü-
ñÿ ïî ýëëèïòè÷åñêîé èëè êðóãîâîé òðàåêòîðèè, ìîæåò áûòü
äàæå ïî îòðåçêó, íî ìû âèäåëè, ÷òî çäåñü ýòî ñîâñåì  íå òàê.
Äåëî òóò â ïîäâåñêå ìàÿòíèêà, êîòîðàÿ ïîëíîñòüþ íå âèäíà
íà ôîòîãðàôèè. Â îòëè÷èå îò ïðîñòîãî ìàÿòíèêà, ó ýò îãî
ìàÿòíèêà íå îäíà, à äâå òî÷êè ïîäâåñà è ñòðóíû, íà êîòîðûõ
îí âèñèò, ñîåäèíåíû â âèäå áóêâû Y (ðèñ.3). Òàêîé ì àÿòíèê
ìîæåò ñîâåðøàòü äâà ïðîñòûõ êîëåáàíèÿ. Ïåðïåíäèêóëÿ ðíî
ïëîñêîñòè ðèñóíêà îí áóäåò êîëåáàòüñÿ, êàê îáû÷íûé ìàÿò-
íèê ñ äëèíîé 1 2l l l= + , à â ïëîñêîñòè ðèñóíêà – êàê ìàÿòíèê
ñ äëèíîé 2l l= . Ïåðèîäû ýòèõ êîëåáàíèé áóäóò ðàâíû,
ñîîòâåòñòâåííî,

1 2
1 2

l l
T
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= p  è 2
2 2
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g
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Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ëþáûå ìàëûå êîëåáàíèÿ òàêîãî ìàÿ ò-
íèêà ÿâëÿþòñÿ ñìåñüþ äâóõ âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ
êîëåáàíèé ñ óêàçàííûìè ïåðèîäàìè. Åñëè ýòè ïåðèîäû
íåñîèçìåðèìû, òî òðàåêòîðèÿ ìàÿò-
íèêà ïëîòíî çàïîëíÿåò íåêîòîðûé
ïðÿìîóãîëüíèê. Åñëè æå ïåðèîäû
ñîèçìåðèìû, ò.å. îòíîñÿòñÿ äðóã ê
äðóãó êàê öåëûå ÷èñëà, òî òðàåêòî-
ðèÿ ìàÿòíèêà çàìêíóòàÿ è ïåðèîäè-
÷åñêàÿ è òîæå âïèñàíà â ïðÿìîó-
ãîëüíèê. Ïåðèîäè÷åñêèå òðàåêòî-
ðèè, ïîëó÷àþùèåñÿ ïðè ñëîæåíèè
äâóõ ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé ñ
ñîèçìåðèìûìè ïåðèîäàìè, íàçûâà-
þòñÿ ôèãóðàìè Ëèññàæó (ïî èìåíè
ôðàíöóçñêîãî ôèçèêà Æþëÿ Ëèñ-
ñàæó, ðàçðàáîòàâøåãî ñïåöèàëüíûé
ìåòîä èññëåäîâàíèÿ ñëîæåíèÿ òà-
êèõ êîëåáàíèé).

Â ëþáîì ñëó÷àå, ïðÿìîóãîëüíèê íà ðèñóíêå 2 ïîÿâëÿåò ñÿ
â ðåçóëüòàòå ñëîæåíèÿ äâóõ âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ
ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé.

Èñòîðèÿ âòîðàÿ.  Íàì çàõîòåëîñü ñàìèì èìåòü òàêîé
äâóõ÷àñòîòíûé ìàÿòíèê, è ìû ïîðó÷èëè ñäåëàòü åãî îä íîìó
èç ñâîèõ ñòóäåíòîâ. Íî ÷òî-òî ó íåãî íå çàëàäèëîñü.  Âîçíèê-
ëè òðóäíîñòè ñ ãðóçîì-åìêîñòüþ äëÿ ïåñêà, ñ äûðêîé,  ÷åðåç
êîòîðóþ ïåñîê äîëæåí áûë ñûïàòüñÿ, äà è ñ ñàìèì ïåñ êîì
òîæå. Îäèí èç àâòîðîâ ñòàòüè ïðåäëîæèë ñìåíèòü ñòóä åíòà,
äðóãîé – ïîìåíÿòü ñõåìó ýêñïåðèìåíòà; ñîøëèñü íà ïî ñëå-
äíåì.

Â ðåçóëüòàòå ê ìàññèâíîìó ãðóçó áûëà ïðèêðåïëåíà ëà çåð-
íàÿ óêàçêà, íàïðàâëåííàÿ âíèç íà ðàññòåëåííûé íà ïî ëó ëèñò
âàòìàíà (ðèñ.4). Ìàÿòíèê çàïóñêàëñÿ è â òåìíîòå ñ á îëüøîé
âûäåðæêîé ôîòîãðàôèðîâàëñÿ ñëåä, îñòàâëÿåìûé óêàçêî é
(ðèñ.5).

Îêàçàëîñü, ÷òî ñ ëàçåðîì ýêñïåðèìåíòèðîâàòü ïðîùå, ÷åì
ñ ïåñêîì.

Ïðåäûñòîðèÿ. Â îòëè÷íîì ðîëèêå Â.È.Ãåðâèäñà «Ôèãó-
ðû Ëèññàæó: çàïèñü ïåñêîì», âûëîæåííîì â YouTube 2 ,
äâóõ÷àñòîòíûé ìàÿòíèê íàçûâàåòñÿ ìàÿòíèêîì Ýéðè. Ýò î
íàçâàíèå ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ó íàñ. Íî, ïî-âèäèìîìó,  ñâÿçà-

Ðèñ. 1. Ïðîñòîé ìàòå-
ìàòè÷åñêèé ìàÿòíèê

1 Îá èññëåäîâàíèÿõ Ãàëèëåÿ è Ãþéãåíñà ìîæíî ïðî÷åñòü â êíèãå
Ñ.Ã.Ãèíäèêèíà  «Ðàññêàçû î ôèçèêàõ è ìàòåìàòèêàõ» (Ì.: ÌÖÍÌÎ,
ÍÌÓ, 2006).

Ðèñ. 2. Òðàåêòîðèÿ ýòîãî ìàÿòíèêà çàïîëíÿåò âåñü ïð ÿìîóãîëüíèê

Ðèñ. 3. Òàê óñòðîåí äâóõ÷àñ-
òîòíûé ìàÿòíèê

2 Â YouTube èìååòñÿ öåëàÿ êîëëåêöèÿ çàìå÷àòåëüíûõ ýêñ ïåðè-
ìåíòîâ Â.È.Ãåðâèäñà. Ïîñìîòðèòå èõ îáÿçàòåëüíî.
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íî îíî íå ñ êîðîëåâñêèì àñòðîíîìîì Äæîðäæåì Ýéðè, à  ñ åãî
ñûíîì Õüþáåðòîì, îïóáëèêîâàâøèì â 1871 ãîäó â æóðíà ëå
«Nature» («Ïðèðîäà») ñòàòüþ ïîä íàçâàíèåì «Pendulum
autographs» («Àâòîãðàôû ìàÿòíèêà»). Òàì ìëàäøèé Ýéð è
ðàññêàçàë, êàê îí ñëåäèë çà êîëåáàíèÿìè âåòî÷êè àêà öèè,
âûðîñøåé èç ñòàðîãî ïíÿ. Ñ ïîìîùüþ îòöà åìó óäàëîñü
ðàçîáðàòüñÿ, ÷òî ýòè êîëåáàíèÿ ñêëàäûâàþòñÿ èç äâóõ  âçàèì-
íî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé. À ïåðâ ûé
àâòîãðàô ó ýòîãî ìàÿòíèêà íà ëèñòå áóìàãå îí ïîëó÷è ë,
ïðèêðåïèâ ê âåòêå îáû÷íûé êàðàíäàø.

Ðèñ. 4. Äâóõ÷àñòîòíûé ìàÿòíèê, ñíàáæåííûé ëàçåðíîé óêàçêîé

Ðèñ. 5. Òðàåêòîðèè ìàÿòíèêà, íàðèñîâàííûå ëàçåðíûì ëó÷îì

3 Ñì. æóðíàë «Óñïåõè ôèçè÷åñêèõ íàóê», ò.174, ñ.1337– 1354,
äåêàáðü 2004 ã. Âû ìîæåòå íàéòè ýòó ñòàòüþ íà ñàéòå  æóðíàëà, òàì
äîñòóïíû ïîëíûå òåêñòû âñåõ ñòàòåé ñ ìîìåíòà èõ ïóá ëèêàöèè.

(Ñòîèò ñêàçàòü, ÷òî â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå äâóõ÷ àñ-
òîòíûé ìàÿòíèê âñå-òàêè ÷àùå íàçûâàåòñÿ ìàÿòíèêîì Á ëýê-
áåðíà, ïî èìåíè øîòëàíäñêîãî ìàòåìàòèêà, îïèñàâøåãî  åãî
â ñâîåé ïóáëèêàöèè 1844 ãîäà.)

Åùå îäíà èñòîðèÿ.  Â 2004 ãîäó â æóðíàëå «Óñïåõè
ôèçè÷åñêèõ íàóê»  áûëà îïóáëèêîâàíà ñòàòüÿ Á.ß.Çåëüäîâè-
÷à è Ì.Äæ.Ñóàëî «Äâóõ÷àñòîòíûé ìàÿòíèê íà âðàùàþùåé -
ñÿ ïëàòôîðìå: ìîäåëèðîâàíèå îïòè÷åñêèõ ÿâëåíèé». 3  Âîò
îòðûâîê èç àííîòàöèè ê ýòîé ñòàòüå:

«Â çàìåòêå îïèñûâàþòñÿ äåìîíñòðàöèè, àäðåñîâàííûå
÷åòûðåì ãðóïïàì, ðàçëè÷àþùèìñÿ âîçðàñòîì è îáðàçîâà -
íèåì: îò ìëàäøèõ øêîëüíèêîâ äî âûïóñêíèêîâ ñðåäíåé
øêîëû; îò øêîëüíèêîâ 7–10 êëàññîâ äî òðåòüåêóðñíèêî â
âóçîâ; îò ïåðâîêóðñíèêîâ äî àñïèðàíòîâ; îò ñòàðøåêó ðñ-
íèêîâ âóçîâ äî íàó÷íûõ ðàáîòíèêîâ… Áîëüøèíñòâî ôèçè -
÷åñêèõ èäåé ìîãóò áûòü ïîíÿòû íà óðîâíå øêîëüíèêîâ 6–
8 êëàññîâ…»

Â ñòàòüå îïèñàíû ìíîãî÷èñëåííûå îïûòû ñ äâóõ÷àñòîòí ûì
ìàÿòíèêîì, óñòàíîâëåííîì íà âðàùàþùåéñÿ ïëàòôîðìå è
ñíàáæåííîì äâóìÿ ìèêðîâåíòèëÿòîðàìè, óïðàâëÿåìûìè
êîìïüþòåðîì.

Â ïåðâîé ÷àñòè ñòàòüè, ïðåäíàçíà÷åííîé äëÿ øêîëüíèê îâ
è èõ ó÷èòåëåé, ðàññêàçàíî î ïðèíöèïå ñóïåðïîçèöèè, ðåçî-
íàíñå, ïîëÿðèçàöèè, çàâèñèìîñòè ïåðèîäà êîëåáàíèé ì àÿò-
íèêà îò åãî äëèíû, î áèåíèÿõ â äâóõ÷àñòîòíîì ìàÿòíè êå, à
òàêæå î öâåòàõ äåôîðìèðîâàííîé ïëàñòìàññû, ïîìåùåíí îé
ìåæäó ñêðåùåííûìè ïîëÿðèçàòîðàìè.

Á.ß.Çåëüäîâè÷, íàïèñàâøèé ýòó ñòàòüþ, – ñûí èçâåñòí îãî
ó÷åíîãî, àêàäåìèêà ß.Á.Çåëüäîâè÷à. Â ñâÿçè ñ ýòèì ï ðèâå-
äåì åùå îäíó öèòàòó èç àííîòàöèè:

«Äâóõ÷àñòîòíûé ìàÿòíèê, ïðèâÿçàííûé ê ïàðå ãâîçäåé â
äâåðíîì ïðîåìå, áûë ÷àñòüþ îáó÷åíèÿ äåòåé ôèçèêå â ñåìüå
ïîêîéíîãî ß.Á.Çåëüäîâè÷à, ãäå â 1950-õ îäèí èç àâòî ðîâ
(Á.ß.Ç.) è ïîäõâàòèë îñíîâíóþ èäåþ».

Åùå â ñòàòüå íàïèñàíî, ÷òî âìåñòî ìàÿòíèêà «äëÿ äåì îí-
ñòðàöèè ôèãóð Ëèññàæó óäîáíåå èñïîëüçîâàòü ýëåêòðîí íûé
îñöèëëîãðàô èëè êîìïüþòåðíóþ ãðàôèêó», íî ìû óæå
óáåäèëèñü, ÷òî ýòî íå ñîâñåì òàê.

* * *
Íàêîíåö, â àíãëîÿçû÷íîé Âèêèïåäèè åñòü îòëè÷íàÿ ñòà òüÿ

ïðî ìàÿòíèê – «Pendulum», ñíàáæåííàÿ îãðîìíûì ÷èñëî ì
ïîëåçíûõ ññûëîê.
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Äâóõ÷àñòîòíûé ìàÿòíèê

(Íà÷àëî ñì. íà 4-é ñòðàíèöå îáëîæêè)

Êîëëàæ, ïðåäñòàâëåííûé íà îáëîæêå, ýòî èëëþñòðàöèÿ ê
íàøåé ñòàòüå «Èñòîðèè ñ ìàÿòíèêîì». Äâóõ÷àñòîòíûé ì àÿò-
íèê ñ Y-îáðàçíûì ïîäâåñîì ñ ïîìîùüþ ëàçåðíîãî ëó÷à
âûïèñûâàåò íà ëèñòå áóìàãè ôèãóðó Ëèññàæó. (Íà çàäí åì
ïëàíå èçîáðàæåíà òðàåêòîðèÿ äâóõ÷àñòîòíîãî ìàÿòíèêà ,
ïîëó÷åííàÿ íàìè â îäíîì èç ðåàëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ.)

 Íàðèñîâàííàÿ ëàçåðíûì ëó÷îì êðèâàÿ âïèñàíà â ïðÿìî -
óãîëüíèê è êàñàåòñÿ îäíîé åãî ñòîðîíû 3 ðàçà, à äðó ãîé – 2
ðàçà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îòíîøåíèå ïåðèîäîâ êîëåáàíè é

äâóõ÷àñòîòíîãî ìàÿòíèêà ðàâíî 3:2. Îòñþäà ïîëó÷àåì
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Ó íàñ æå, ñóäÿ ïî ðèñóíêó, 1 2l l< . Ïðîòèâîðå÷èå.
Íî êîëëàæ – îí è åñòü êîëëàæ, à íå ðåàëüíàÿ ôîòîãðà ôèÿ

ðåàëüíîãî ýêñïåðèìåíòà.
À.Àíäðååâ, À.Ïàíîâ



Ïÿòü çàöåïëåííûõ òåòðàýäðîâ
Èíñòðóêöèÿ ïî ñáîðêå

(Íà÷àëî ñì. íà 2-é ñòðàíèöå îáëîæêè)
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Çàäà÷è
íà èçìåíåíèå

ýíåðãèè ñèñòåìû
À.×ÅÐÍÎÓÖÀÍ

ÂÝÒÎÉ ÑÒÀÒÜÅ ÁÓÄÓÒ ÐÀÑÑÌÎÒÐÅÍÛ ÇÀÄÀ×È, ÄËß ÐÅ-
øåíèÿ êîòîðûõ íàäî ïðèìåíÿòü íå çàêîí ñîõðàíåíèÿ

ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè, à ôîðìóëó äëÿ åå èçìåíåíèÿ:

ìåõ âíåø íåêîíñE A AD = + .                   (1)

Ýòà ôîðìóëà âûâîäèòñÿ íåïîñðåäñòâåííî èç çàêîíîâ Íü þòî-
íà. Ñäåëàåì íåñêîëüêî çàìå÷àíèé, âàæíûõ äëÿ äàëüíåé øåãî
åå ïðèìåíåíèÿ.

1) Ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ maxE  ðàâíà ñóììå êèíåòè÷åñêîé
è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèé. Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ìîæå ò
áûòü ââåäåíà äëÿ ëþáîãî èç êîíñåðâàòèâíûõ âçàèìîäåé ñòâèé
ìåæäó òåëàìè ñèñòåìû (òÿãîòåíèå, óïðóãîå èëè êóëîíî âñêîå
âçàèìîäåéñòâèå). Êðîìå òîãî, â ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãè þ
âêëþ÷àþò ýíåðãèþ òåë ñèñòåìû âî âíåøíèõ ïîòåíöèàëüí ûõ
ïîëÿõ (ïîëå òÿæåñòè, âíåøíåå ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå ïîë å).

2) Îòìåòèì ñðàçó, ÷òî âîïðîñ î òîì, ñ÷èòàòü ëè ñèëó
òÿæåñòè âíåøíåé ñèëîé èëè ñ÷èòàòü åå ñèëîé âçàèìîäå éñòâèÿ
ìåæäó òåëîì è Çåìëåé (êîòîðóþ â ýòîì ñëó÷àå ìûñëåíí î
âêëþ÷àþò â ñèñòåìó), ýòî âîïðîñ äîãîâîðåííîñòè è íà
ðåøåíèå çàäà÷ íå âëèÿåò.

3) Ðàáîòà âíåøA  âêëþ÷àåò â ñåáÿ ðàáîòó âñåõ âíåøíèõ ñèë,
êðîìå òåõ, êîòîðûå óæå ó÷òåíû â ïîòåíöèàëüíîé ýíåðã èè â
âèäå âíåøíèõ ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé. Â çàäà÷àõ ýòî ÷àù å
âñåãî ðàáîòà âíåøíåé ïîñòîÿííîé ñèëû (ñèëû òÿãè) è ðàáîòà
ñòîðîííèõ ñèë èñòî÷íèêà òîêà.

4) Ðàáîòà íåêîíñA  âêëþ÷àåò â ñåáÿ ðàáîòó íåêîíñåðâàòèâ-
íûõ ñèë, äëÿ êîòîðûõ íåâîçìîæíî ââåñòè ïîòåíöèàëüíó þ
ýíåðãèþ (èõ ðàáîòà ïî çàìêíóòîìó ïóòè îòëè÷íà îò íó ëÿ).
Îñîáî âûäåëÿþò äèññèïàòèâíûå ñèëû è ïðåæäå âñåãî ñè ëó
òðåíèÿ (à òàêæå ñèëó ñîïðîòèâëåíèÿ è ïëàñòè÷åñêèå í åóïðó-
ãèå ñèëû, âîçíèêàþùèå ïðè íåóïðóãîì óäàðå). Ïîëíàÿ
ðàáîòà ýòèõ ñèë â ñèñòåìå âñåãäà îòðèöàòåëüíà (òî÷í åå, íå
ïîëîæèòåëüíà). Âçÿòàÿ ñ ïðîòèâîïîëîæíûì çíàêîì, îíà
ðàâíà óâåëè÷åíèþ âíóòðåííåé òåïëîâîé ýíåðãèè çà ñ÷å ò
óìåíüøåíèÿ ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè ñèñòåìû:

òð âíóòðA E QD- = = .                        (2)

(Ïîä÷åðêíåì, ÷òî Q ÿâëÿåòñÿ óñëîâíûì îáîçíà÷åíèåì äëÿ
ïðèðàùåíèÿ âíóòðåííåé òåïëîâîé ýíåðãèè çà ñ÷åò òðåí èÿ,
òåïëîîáìåíà ïðè ýòîì íå ïðîèñõîäèò.) Êðîìå òîãî, ê íåêîí-
ñåðâàòèâíûì ñèëàì, âñòðå÷àþùèìñÿ â çàäà÷àõ, îòíîñÿò ñÿ
ñèëû, âîçíèêàþùèå ïðè âçðûâàõ è äðóãèõ õèìè÷åñêèõ
ðåàêöèÿõ, êîãäà âíóòðåííÿÿ õèìè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ïåðåõ îäèò
â ìåõàíè÷åñêóþ, à òàêæå ñèëû, ðàçâèâàåìûå ìåõàíèçìà ìè
(íàïðèìåð, ÷åëîâåêîì), ïðè ðàáîòå êîòîðûõ òàêæå ïðî èñõî-
äèò èçìåíåíèå ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè.

5) Îòìåòèì, ÷òî ëþáîå êîíñåðâàòèâíîå âçàèìîäåéñòâèå  (è
ëþáîå ïîòåíöèàëüíîå ïîëå) ìîæåò áûòü ó÷òåíî â óðàâí åíèè
(1) êàê â âèäå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè â ëåâîé ÷àñòè,  òàê è â
âèäå ðàáîòû â ïðàâîé ÷àñòè (íàïîìíèì, ÷òî ðàáîòà ëþ áîé
êîíñåðâàòèâíîé ñèëû ðàâíà èçìåíåíèþ ñâîåé ïîòåíöèàë üíîé
ýíåðãèè ñ ïðîòèâîïîëîæåííûì çíàêîì: êîíñ ïîòA ED= - ).

Åñëè âñå êîíñåðâàòèâíûå âçàèìîäåéñòâèÿ ó÷åñòü íå â âèäå
ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, à â âèäå ðàáîòû, òî âûðàæåíè å (1)
ïðåâðàòèòñÿ â òåîðåìó î êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè.

Íà÷íåì ñ ðåøåíèÿ çàäà÷, ãäå èçìåíåíèå ýíåðãèè ïðîèñ õî-
äèò òîëüêî çà ñ÷åò âíóòðåííèõ äèññèïàòèâíûõ ñèë (÷à ùå
âñåãî, òðåíèÿ). Â ýòîì ñëó÷àå ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåì û –
ìåõàíè÷åñêàÿ ïëþñ âíóòðåííÿÿ – ñîõðàíÿåòñÿ, è óðàâí åíèå
(1) ïðèîáðåòàåò âèä çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè:

íà÷ êîíE E Q= + .                        (3)

Åñëè óâåëè÷åíèå âíóòðåííåé ýíåðãèè ïðîèñõîäèò çà ñ÷ åò
ðàáîòû ñèë òðåíèÿ, òî óâåëè÷åíèå âíóòðåííåé ýíåðãèè  (âû-
äåëèâøååñÿ êîëè÷åñòâî òåïëîòû) ñâÿçàíî ñ ðàáîòîé ñè ë
òðåíèÿ ôîðìóëîé (2).

Çàäà÷à 1.  Ñ íàêëîííîé ïëîñêîñòè, îáðàçóþùåé óãîë a  =
= 45° ñ ãîðèçîíòîì, ñ âûñîòû 1h  = 1 ì ñîñêàëüçûâàåò
íåáîëüøàÿ øàéáà. Â êîíöå ñïóñêà ó îñíîâàíèÿ íàêëîíí îé
ïëîñêîñòè øàéáà àáñîëþòíî óïðóãî óäàðÿåòñÿ î ñòåíêó  è
ïîäíèìàåòñÿ ââåðõ ïî íàêëîííîé ïëîñêîñòè. Íà êàêóþ
âûñîòó 2h  ïîäíèìåòñÿ øàéáà ïîñëå óäàðà, åñëè êîýôôèöè-
åíò òðåíèÿ øàéáû î ïëîñêîñòü m = 0,25?

Ðåøåíèå.  Ýòó çàäà÷ó ìîæíî ðåøèòü è â ðàìêàõ äèíàìèêè,
âû÷èñëÿÿ ïîñëåäîâàòåëüíî óñêîðåíèå øàéáû ïðè äâèæåí èè
âíèç, ñêîðîñòü â íèæíåé òî÷êå, óñêîðåíèå ïðè äâèæåí èè
ââåðõ, ïðîéäåííîå ââåðõ ðàññòîÿíèå. Îäíàêî ýíåðãåòè ÷åñ-
êèé ïîäõîä âûãëÿäèò ïðîùå, îñîáåííî ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ïðè
äâèæåíèè êàê âíèç, òàê è ââåðõ òð cosF N mgm m a= = .

Çàïèñûâàÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè

1 2E E Q= +

è ïîäñòàâëÿÿ

1 1E mgh= , 2 2E mgh= ,

 1 2
òð cos

sin sin
h h

Q A mgm a
a a

æ ö= - = +ç ÷è ø,

íàéäåì 2h :

2 1
1 ctg

0,6 ì.
1 ctg

h h
m a
m a

-
= =

+

Çàìå÷àíèå . Ìîæíî íå ïðèâëåêàòü ïîíÿòèå âíóòðåííåé
ýíåðãèè, à ôîðìàëüíî çàïèñàòü ôîðìóëó (1) äëÿ èçìåí åíèÿ
ýíåðãèè â âèäå

2 1 òðE E A- = ,

íî ïðè ýòîì íå çàáûòü âçÿòü òðA  ñî çíàêîì «ìèíóñ».
Çàäà÷à 2.  Òîíêèé ñòåðæåíü äëèíîé l = 1 ì ìîæåò

ñîñêàëüçûâàòü âäîëü ñâîåé äëèíû ïî íàêëîííîé ïëîñêî ñòè,
ñîñòàâëÿþùåé óãîë a  ñ ãîðèçîíòîì ( tg a  = 0,2). Âåðõíÿÿ
÷àñòü ïëîñêîñòè ÿâëÿåòñÿ äëÿ ñòåðæíÿ ãëàäêîé, à íèæ íÿÿ,
íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîé ãîðèçîíòàëüíîé ãðàíèöû, – øåðîõ îâà-
òîé ñ êîýôôèöèåíòîì òðåíèÿ m = 0,6 (ðèñ.1). Íà êàêîì

ðàññòîÿíèè b âûøå ýòîé ãðàíèöû äîëæåí íàõîäèòüñÿ
íèæíèé êîíåö ñòåðæíÿ â íà÷àëå äâèæåíèÿ, ÷òîáû ñòåð-
æåíü îñòàíîâèëñÿ â òîò ìîìåíò, êîãäà ïîëíîñòüþ çàåä åò
íà øåðîõîâàòóþ ïîâåðõíîñòü?

Ðèñ. 1
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Ðåøåíèå.  Â ýòîé è â íåñêîëüêèõ ñëåäóþùèõ çàäà÷àõ
äâèæåíèå ïðîèñõîäèò ñ ïåðåìåííûì óñêîðåíèåì, è äèíà ìè-
÷åñêè-êèíåìàòè÷åñêèé ïîäõîä ñòàíîâèòñÿ íåïðèåìëåìûì .

Óñêîðåíèå ñòåðæíÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïðîåêöèåé ñèëû òÿæåñ òè
è ñèëîé òðåíèÿ. Ïîñêîëüêó ñèëà òðåíèÿ äåéñòâóåò òîë üêî íà
òó ÷àñòü ñòåðæíÿ, êîòîðàÿ çàåõàëà íà øåðîõîâàòóþ ïî âåðõ-
íîñòü, óñêîðåíèå çàâèñèò îò x è äâèæåíèå íå ÿâëÿåòñÿ
ðàâíîóñêîðåííûì. Îäíàêî áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî ñèëà òð åíèÿ
ëèíåéíî çàâèñèò îò x, ðàáîòà ñèëû òðåíèÿ ìîæåò áûòü
ðàññ÷èòàíà êàê ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà íà ãðàôèêå çàâè ñèìî-
ñòè ( )òðF x :

òð
0 cos

2
mg

A l
m a+

= - .

Ïðèíèìàÿ êîíå÷íóþ ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ çà íîëü, óð àâ-
íåíèå

1 2 òðE E A= +

ïðèâåäåì ê âèäó

( ) cos
sin ,

2
mgl

mg l b
m a

+ a =

îòêóäà ïîëó÷èì

ctg 1 0,5 ì .
2

b l
mæ ö= a - =ç ÷

è ø

Âèäíî, ÷òî ìèíèìàëüíûé êîýôôèöèåíò òðåíèÿ, ïðè êîòî -
ðîì çàäà÷à èìååò ðåøåíèå, ðàâåí 2tg a . Â ýòîì ñëó÷àå ñèëà

òðåíèÿ ( )òð cos
x

F x mg
l

= m a óðàâíîâåøèâàåòñÿ ïðîåêöèåé

ñèëû òÿæåñòè sinmg a  ïðè 2x l= , óñêîðåíèå ìåíÿåò çíàê,
è ñòåðæåíü, îòïóùåííûé îò ñàìîé ãðàíèöû ( b = 0), îñòàíàâ-
ëèâàåòñÿ ïðè x = l .

Çàäà÷à 3.  Òåëî ìàññîé m = 5 êã, ëåæàùåå íà ãîðèçîíòàëü-
íîé ïëîñêîñòè, ñîåäèíåíî ñ âåðòèêàëüíîé ñòåíîé íåäå ôîð-
ìèðîâàííîé ïðóæèíîé. Îñü ïðóæèíû ãîðèçîíòàëüíà, åå
æåñòêîñòü k = 100 Í/ì, êîýôôèöèåíò òðåíèÿ ìåæäó
òåëîì è ïëîñêîñòüþ m = 0,4. Òåëó ñîîáùàþò ñêîðîñòü 0v =
= 1 ì/ñ, íàïðàâëåííóþ âäîëü îñè ïðóæèíû. Íàéäèòå ìà ê-
ñèìàëüíóþ äåôîðìàöèþ ïðóæèíû.

Ðåøåíèå.  Çäåñü, à òàêæå â çàäà÷àõ 4 è 5 óñêîðåíèå
ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåííûì áëàãîäàðÿ äåéñòâèþ ñèëû óïðóãîñ òè.

Çàïèøåì çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè (3) ñ ó÷åòîì ôîðìó ëû
(2):

( )
2 2
0

2 2
mv kx

mg x= + m .

Ðåøàÿ êâàäðàòíîå óðàâíåíèå, ïîëó÷èì

x = 0,1 ì.

Çàäà÷à 4.  Áðóñîê ìàññîé m = 0,5 êã ëåæèò íà íàêëîííîé
ïëîñêîñòè, îáðàçóþùåé ñ ãîðèçîíòîì óãîë a  ( sin a  = 0,6).
Áðóñîê ñîåäèíåí ñ âåðøèíîé íàêëîííîé ïëîñêîñòè íåäå ôîð-
ìèðîâàííîé ïðóæèíîé æåñòêîñòüþ k = 64 Í/ì. Êàêóþ
ñêîðîñòü íàäî ñîîáùèòü áðóñêó ââåðõ âäîëü ïëîñêîñòè ,
÷òîáû îí âåðíóëñÿ â íà÷àëüíóþ òî÷êó è îñòàíîâèëñÿ ò àì?
Êîýôôèöèåíò òðåíèÿ áðóñêà î ïëîñêîñòü m = 0,8.

Ðåøåíèå.  Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàññìîòðèì òðè ñîñòîÿíèÿ
áðóñêà: íà÷àëüíîå ( v = 0v , h = 0, x = 0), ïðîìåæóòî÷íîå
( v = 0, h = sins a , x = s) è êîíå÷íîå ( v = 0, h = 0, x = 0), ãäå
s – ðàññòîÿíèå, ïðîéäåííîå áðóñêîì äî îñòàíîâêè. Çàï èøåì
çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè äëÿ äâóõ ïàð ñîñòîÿíèé –äë ÿ
íà÷àëüíîãî è êîíå÷íîãî è äëÿ ïðîìåæóòî÷íîãî è êîíå÷ íîãî:

( )
2
0 cos

2
mv

mg= m a  · 2 s,

( )
2

sin cos
2

ks
mgs mga + = m a  · s.

Âûðàæàÿ s èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ è ïîäñòàâëÿÿ â ïåðâîå,

ïîëó÷àåì

( )0 8 tg cos 0,4 ì ñ.
m

v g
k

= m m - a a =

Çàäà÷à 5.  Äâà îäèíàêîâûõ òåëà ìàññîé m = 5 êã êàæäûé
ñîåäèíåíû íåäåôîðìèðîâàííîé ïðóæèíîé æåñòêîñòüþ k =
= 15 Í/ì è ëåæàò íà ãîðèçîíòàëüíîì ïîëó. Êàêóþ ìèíè-
ìàëüíóþ ñêîðîñòü, íàïðàâëåííóþ âäîëü îñè ïðóæèíû, í àäî
ñîîáùèòü îäíîìó èç òåë, ÷òîáû îíî ñäâèíóëî äðóãîå ò åëî?
Êîýôôèöèåíò òðåíèÿ äëÿ êàæäîãî òåëà m = 0,1.

Ðåøåíèå.  Ïðè ìèíèìàëüíîé ñêîðîñòè ïåðâîãî òåëà â
ìîìåíò åãî îñòàíîâêè ïðóæèíà ðàñòÿíåòñÿ (ñîæìåòñÿ) íà-
ñòîëüêî, ÷òî âòîðîå, íåïîäâèæíîå, òåëî îêàæåòñÿ íà ãðàíè
ñêîëüæåíèÿ:

kx mg= m

( x – äåôîðìàöèÿ ïðóæèíû, ðàâíàÿ ðàññòîÿíèþ, ïðîéäåííî -
ìó ïåðâûì òåëîì). Çàïèøåì çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè äëÿ
ïåðâîãî òåëà:

2 2
0

2 2
mv kx

mgx= + m .

Âûðàæàÿ x èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ è ïîäñòàâëÿÿ âî âòîðîå,
íàõîäèì

0
3

1 ì ñ.
m

v g
k

= m =

Çàäà÷à 6.  Íà ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè ëåæèò
äîñêà äëèíîé l = 1 ì, íà îäíîì êîíöå êîòîðîé çàêðåï ëåí
âåðòèêàëüíûé óïîð. Êàêóþ ìèíèìàëüíóþ ñêîðîñòü íàäî
ñîîáùèòü ìàëåíüêîìó áðóñêó, ëåæàùåìó íà äðóãîì êîíö å
äîñêè, ÷òîáû ïîñëå àáñîëþòíî óïðóãîãî óäàðà îá óïîð
áðóñîê âåðíóëñÿ íàçàä è óïàë ñ äîñêè? Ìàññà äîñêè â  8 ðàç
áîëüøå, ÷åì ìàññà áðóñêà, êîýôôèöèåíò òðåíèÿ ìåæäó
íèìè m = 0,2.

Ðåøåíèå.  Â ýòîé çàäà÷å çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè ïðèìå-
íèì ñîâìåñòíî ñ çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà.

Ïðè ìèíèìàëüíîé ñêîðîñòè v0 áðóñêà îí ïîñëå óäàðà îá
óïîð âîçâðàùàåòñÿ â íà÷àëüíóþ òî÷êó, â ýòîò ìîìåíò ñêîëü-
æåíèå áðóñêà ïî äîñêå ïðåêðàùàåòñÿ è äîñêà ñ áðóñêî ì
íà÷èíàþò äâèãàòüñÿ êàê åäèíîå öåëîå. Êîíå÷íóþ ñêîðî ñòü
ñèñòåìû íàéäåì èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà

( )0mv m M v= + .

Â çàêîíå ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè

( ) 22
0

òð2 2

m M vmv
A

+
= +

ðàáîòà ñèë òðåíèÿ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç îòíîñèòåëüíîå ïå ðåìå-
ùåíèå áðóñêà ïî äîñêå. Òàê, ïðè äâèæåíèè áðóñêà äî óäàðà
îá óïîð ïîëíàÿ ðàáîòà ñèë òðåíèÿ ðàâíà

òð1 òð áð òð ä òðA F s F s F l= - + = -

( áðs , äs  – ïåðåìåùåíèÿ áðóñêà è äîñêè îòíîñèòåëüíî çåìëè).
Òî æå ñàìîå ïîëó÷àåòñÿ ïðè äâèæåíèè áðóñêà íàçàä. Î òìå-
òèì, ÷òî ïðè óäàðå îá óïîð ýíåðãèÿ ñèñòåìû íå ìåíÿå òñÿ, è
ïîýòîìó óäàð íèêàê íå ïðîÿâëÿåòñÿ â óðàâíåíèÿõ. Çàê îí
ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè ïðèîáðåòàåò âèä

( ) 22
0 2

2 2

m M vmv
mg l

+
= + m × .

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà v èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà, ïîëó÷èì
2
0 2 ,
2

mM v
mgl

m M
= m

+

îòêóäà, ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà M  = 8 m, íàéäåì

0
9

3 ì ñ.
2

v gl= m =
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Â ñëåäóþùèõ çàäà÷àõ ïðîèñõîäèò ïðåâðàùåíèå âíóòðåí-

íåé ýíåðãèè â ìåõàíè÷åñêóþ.
Çàäà÷à 7.  Èç îðóäèÿ ìàññîé 1m  = 990 êã âûëåòàåò

ãîðèçîíòàëüíî ñíàðÿä ìàññîé 2m  = 10 êã. Êàêàÿ ÷àñòü
ýíåðãèè, âûäåëÿþùåéñÿ ïðè âçðûâå ïîðîõîâûõ ãàçîâ, ð àñõî-
äóåòñÿ íà îòêàò îðóäèÿ?

Ðåøåíèå.  Â äàííîì ñëó÷àå ÷àñòü âíóòðåííåé õèìè÷åñêîé
ýíåðãèè ïîðîõîâîãî çàðÿäà ïðåâðàùàåòñÿ â ìåõàíè÷åñê óþ
ýíåðãèþ îðóäèÿ è ñíàðÿäà çà ñ÷åò ðàáîòû íåêîíñåðâàò èâíûõ
ñèë, äåéñòâóþùèõ íà ýòè òåëà ñî ñòîðîíû ðàñøèðÿþùèõ ñÿ
ðàñêàëåííûõ ãàçîâ, êîòîðûå âîçíèêàþò ïðè ñãîðàíèè ï îðî-
õîâîãî çàðÿäà. Êîíå÷íî, íå âñÿ ýíåðãèÿ, âûäåëèâøàÿñ ÿ ïðè
ñãîðàíèè çàðÿäà, ïðåâðàùàåòñÿ â ìåõàíè÷åñêóþ ýíåðãè þ
óêàçàííûõ äâóõ òåë – ÷àñòü ýíåðãèè èäåò íà íàãðåâàí èå
ãàçîâ, ñíàðÿäà è ïóøêè, íà êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ ãîð ÿ÷èõ
ãàçîâ è ò.ä. Ïðàâèëüíåå áûëî áû ñïðîñèòü, êàêàÿ ÷àñ òü
äîáàâî÷íîé ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè  ñèñòåìû äâóõ òåë äîñòàåò-
ñÿ îðóäèþ. Òîãäà îòâåò âûãëÿäèò òàê:

( ) ( )
2

1 1
2 2

1 1 2 2

2

2 2

m v

m v m v
h =

+
.

Ñêîðîñòè ñíàðÿäà è îðóäèÿ ñâÿçàíû çàêîíîì ñîõðàíåíè ÿ
èìïóëüñà

1 1 2 20 m v m v= - .

Âûðàæàÿ 2v  ÷åðåç 1v  è ïîäñòàâëÿÿ â ïåðâóþ ôîðìóëó,
ïîëó÷àåì

2

1 2

0,01.
m

m m
h = =

+

Âèäíî, ÷òî á óëüøàÿ ÷àñòü ýíåðãèè äîñòàåòñÿ áîëåå ëåãêîìó
òåëó, õîòÿ èìïóëüñû îáîèõ òåë îäèíàêîâû. Ýòî óòâåðæ äåíèå
èìååò âàæíîå çíà÷åíèå äëÿ ÿäåðíîé ôèçèêè. Ïðè àëüôà -
ðàñïàäå òÿæåëîãî ÿäðà ìàññà àëüôà-÷àñòèöû â äåñÿòêè  ðàç
ìåíüøå ìàññû íîâîãî ÿäðà, è ïîýòîìó ïîäàâëÿþùàÿ ÷àñ òü
ýíåðãèè äîñòàåòñÿ àëüôà-÷àñòèöå. À óæ ïðè áåòà-ðàñïàäå
ýíåðãèÿ îòäà÷è ÿäðà âîîáùå ïðåíåáðåæèìî ìàëà.

Çàäà÷à 8.  Êîíüêîáåæåö êàòèë íàãðóæåííûå ñàíè ïî ëüäó
ñî ñêîðîñòüþ v = 4 ì/ñ, à çàòåì òîëêíóë èõ âïåðåä è
îòïóñòèë. Êàêóþ ðàáîòó ñîâåðøèë êîíüêîáåæåö, åñëè
ñêîðîñòü ñàíåé âîçðîñëà äî 1v  = 8 ì/ñ? Ìàññà ñàíåé 1m  =
= 70 êã, ìàññà ÷åëîâåêà 2m  = 80 êã.

Ðåøåíèå.  Â ýòîì ñëó÷àå âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ îðãàíèçìà
÷åëîâåêà ïðåâðàùàåòñÿ â äîïîëíèòåëüíóþ ìåõàíè÷åñêóþ
ýíåðãèþ ñèñòåìû ÷åëîâåê + ñàíè çà ñ÷åò ðàáîòû íåêîí ñåðâà-
òèâíîé ìóñêóëüíîé ñèëû ÷åëîâåêà. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ô îðìó-
ëîé (1),

( ) 22 2
1 21 1 2 2

÷åë .
2 2 2

m m vm v m v
A

æ ö +
= + -ç ÷ç ÷

è ø
Íåäîñòàþùóþ ñêîðîñòü ÷åëîâåêà 2v  íàéäåì èç çàêîíà ñîõðà-
íåíèÿ èìïóëüñà

( )1 2 1 1 2 2m m v m v m v+ = + .

Ïðîâåäÿ âû÷èñëåíèÿ, ïîëó÷èì

÷åëA  = 1050 Äæ.

Çàäà÷à 9. Äâà îäèíàêîâûõ øàðèêà, ñäåëàííûõ èç âåùå-
ñòâà ñ óäåëüíîé òåïëîåìêîñòüþ c = 450  ( )Äæ êã Ê× ,
äâèæóòñÿ íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó ñî ñêîðîñòÿìè 1v  =
= 40 ì/ñ è 2v  = 20 ì/ñ. Îïðåäåëèòå, íà ñêîëüêî ãðàäóñîâ
îíè íàãðåþòñÿ â ðåçóëüòàòå íåóïðóãîãî ñòîëêíîâåíèÿ.

Ðåøåíèå.  Ïðèìåíåíèå ôîðìóë òåðìîäèíàìèêè ñîâìåñòíî
ñ çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü òå ìïåðà-
òóðíûé ýôôåêò íåóïðóãîãî ñîóäàðåíèÿ.

Çàïèøåì çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè ñ ó÷åòîì ïåðåõîäà
÷àñòè ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè âî âíóòðåííþþ çà ñ÷åò ðà áîòû

íåêîíñåðâàòèâíûõ ïëàñòè÷åñêèõ ñèë, âîçíèêàþùèõ ïðè íå-
óïðóãîì óäàðå:

( ) 22 2
1 2 2

2 2 2

m vmv mv
Q+ = + .

Êîíå÷íóþ ñêîðîñòü ñèñòåìû v íàéäåì èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ
èìïóëüñà

1 2 2mv mv mv- = ,

à ïðèðàùåíèå âíóòðåííåé ýíåðãèè ñâÿæåì ñ óâåëè÷åíèå ì
òåìïåðàòóðû øàðîâ:

( )2Q c m T= D .

Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì

( )2
1 2 1 Ê.

8

v v
T

c

+
D = =

Çàäà÷à 10.  Â âåðòèêàëüíîì òåïëîèçîëèðîâàííîì öèëèí-
äðå ïîä ïîðøíåì íàõîäèòñÿ íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî ãåëè ÿ.
Íà ïîðøíå ëåæèò ãðóç ñ ìàññîé, ðàâíîé ìàññå ïîðøíÿ.  Ãðóç
ìãíîâåííî óáèðàþò è äîæèäàþòñÿ ïðèõîäà ñèñòåìû ê
ðàâíîâåñèþ. Âî ñêîëüêî ðàç óâåëè÷èòñÿ âûñîòà, íà êî òîðîé
îêàæåòñÿ ïîðøåíü? Íàä ïîðøíåì ãàçà íåò.

Ðåøåíèå.  Â ýòîì ñëó÷àå ïðîèñõîäèò óâåëè÷åíèå ìåõàíè-
÷åñêîé ýíåðãèè ïîðøíÿ çà ñ÷åò óìåíüøåíèÿ âíóòðåííåé
ýíåðãèè èäåàëüíîãî ãàçà. Ñèëà äàâëåíèÿ ãàçà, ñîâåðø àþùàÿ
íàä ïîðøíåì ðàáîòó, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðèìåð íåêîí ñåð-
âàòèâíîé ñèëû.

Çàïèøåì çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè ñèñòåìû ñ ó÷åòîì
âíóòðåííåé ýíåðãèè îäíîàòîìíîãî èäåàëüíîãî ãàçà:

1 1 2 2
3 3
2 2

mgh RT mgh RT+ n = + n ,

ãäå m – ìàññà ïîðøíÿ, n  – êîëè÷åñòâî ìîëåé ãåëèÿ.
Îòìåòèì, ÷òî íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå – ýòî ñîñòîÿíèå ñð àçó
ïîñëå  óäàëåíèÿ ãðóçà, ò.å. ìîìåíò íà÷àëà äâèæåíèÿ ïîðøíÿ .
Íà÷àëüíîå äàâëåíèå âûðàçèì èç óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ ïî ðøíÿ
ñ ãðóçîì, à êîíå÷íîå – èç óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ ïîðøíÿ  áåç
ãðóçà

( )1 22 ,p S m g p S mg= =

è ïîäñòàâèì â óðàâíåíèÿ Ìåíäåëååâà–Êëàïåéðîíà

( ) ( )1 1 1 2 2 2,p Sh RT p Sh RT= n = n .

Ïîëó÷èì

1 1 2 22 ,RT mgh RT mghn = n = .

Òåïåðü èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè íàéäåì

2 11,6h h= .

Ñëåäóþùàÿ çàäà÷à àíàëîãè÷íà çàäà÷å 5, íî ðîëü ñèëû
óïðóãîñòè ïðóæèíû çäåñü èãðàåò ñèëà êóëîíîâñêîãî îò òàëêè-
âàíèÿ.

Çàäà÷à 11.  Äâà íåáîëüøèõ òåëà ìàññîé m = 5 ã êàæäîå,
çàðÿæåííûå îäíèì è òåì æå çàðÿäîì q = 10 ìêÊë, íàõî äÿò-
ñÿ íà ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè íà ðàññòîÿíèè 0r  = 10 ì
äðóã îò äðóãà. Êîýôôèöèåíò òðåíèÿ òåë î ïëîñêîñòü m =
= 0,5. Êàêóþ ìèíèìàëüíóþ íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü íàäî ñîî á-
ùèòü îäíîìó èç òåë, ÷òîáû ñäâèíóòü ñ ìåñòà âòîðîå ò åëî?

Ðåøåíèå.  ×òîáû ñäâèíóòü ñ ìåñòà âòîðîå òåëî, ïåðâîå
äîëæíî ïðèáëèçèòüñÿ ê íåìó äî òàêîãî ðàññòîÿíèÿ r, ïðè
êîòîðîì ñèëà òðåíèÿ ïîêîÿ äîñòèãíåò ìàêñèìàëüíîãî ç íà÷å-
íèÿ è áóäåò ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

2

2

kq
mg

r
= m .



Îòñþäà íàéäåì

r = 6 ì.

Ïðè ìèíèìàëüíîé íà÷àëüíîé ñêîðîñòè ïåðâîãî òåëà îíî
îñòàíîâèòñÿ â ìîìåíò íà÷àëà ñêîëüæåíèÿ âòîðîãî òåëà .
Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè ñ ó÷åòîì âûäåëåíèÿ òåïëà ( óâåëè-
÷åíèÿ âíóòðåííåé ýíåðãèè) èìååò âèä

( )
2 2 2
0

0
02

mv kq kq
mg r r

r r
+ = + m - .

Âûðàçèì 2kq èç ïðåäûäóùåãî óðàâíåíèÿ è ïîëó÷èì

( )2 2
0

0
0

2
8 ì ñ.

g r r
v

r

m -
= =

Â ñëåäóþùåé çàäà÷å âî âíóòðåííþþ ýíåðãèþ ïåðåõîäèò
÷àñòü ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé ýíåðãèè êîíäåíñàòîðà çà ñ÷åò íà-
ãðåâàíèÿ ïðîâîäîâ ïðè ïðîòåêàíèè ïî íèì òîêà ïåðåçà ðÿäêè.

Çàäà÷à 12. Êîíäåíñàòîð åìêîñòüþ 1C  = 10 ìêÔ, çàðÿ-
æåííûé äî íàïðÿæåíèÿ 1U  = 200 Â, ñîåäèíÿþò ïàðàëëåëü-
íî ñ íåçàðÿæåííûì êîíäåíñàòîðîì åìêîñòüþ 2C  = 15 ìêÔ.
Êàêîå êîëè÷åñòâî òåïëîòû âûäåëèòñÿ ïðè ýòîì?

Ðåøåíèå.  Äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîëè÷åñòâà äæîóëåâà òåïëà
(óâåëè÷åíèÿ âíóòðåííåé ýíåðãèè ïðîâîäîâ) íàì íå íàä î
çíàòü íè çíà÷åíèé ñîïðîòèâëåíèé ïðîâîäîâ, íè òîãî, êàêèå
òîêè ïðîòåêàþò ïî íèì ïðè ïåðåçàðÿäêå. Äîñòàòî÷íî ç àïè-
ñàòü çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè

( ) 22
1 21 1 0

2 2

C C UCU
Q

+
+ = +

è íàéòè êîíå÷íîå íàïðÿæåíèå èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ çà ðÿäà

( )1 1 1 20CU C C U+ = + .

Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì
2

1 2 1

1 2

0,12 Äæ.
2

C C U
Q

C C
= =

+

Îòìåòèì ìàòåìàòè÷åñêîå ñõîäñòâî ñ çàêîíàìè ñîõðàíåí èÿ
ýíåðãèè è èìïóëüñà ïðè íåóïðóãîì óäàðå.

Òåïåðü ïåðåéäåì ê çàäà÷àì, ãäå â èçìåíåíèè ýíåðãèè
ñèñòåìû ïðèíèìàþò ó÷àñòèå âíåøíèå ñèëû.

Çàäà÷à 13.  Íà ãëàäêîì ïîëó ëåæèò áðóñîê ìàññîé m =
= 100 ã, ñîåäèíåííûé ñ âåðòèêàëüíîé ñòåíîé íåäåôîðìè ðî-
âàííîé ïðóæèíîé. Îñü ïðóæèíû ãîðèçîíòàëüíà, åå æåñò -
êîñòü k = 250 Í/ì. Íà áðóñîê íà÷èíàåò äåéñòâîâàòü
ïîñòîÿííàÿ ñèëà F = 4 Í, íàïðàâëåííàÿ âäîëü îñè ïðó æèíû.
Íàéäèòå ìàêñèìàëüíóþ ñêîðîñòü áðóñêà .

Ðåøåíèå.  Çàïèøåì ôîðìóëó (1) äëÿ èçìåíåíèÿ ýíåðãèè
ñèñòåìû ïîä äåéñòâèåì âíåøíèõ ñèë:

2 2

0
2 2

mv kx
Fx

æ ö
+ - =ç ÷ç ÷

è ø
.

Íàì íàäî íàéòè ìîìåíò, êîãäà ñêîðîñòü, à çíà÷èò, è êèíåòè-
÷åñêàÿ ýíåðãèÿ

2 2

2 2
mv kx

Fx= -

ìàêñèìàëüíû. Ìîæíî ôîðìàëüíî ìàòåìàòè÷åñêè íàéòè ìà ê-
ñèìóì âûðàæåíèÿ â ïðàâîé ÷àñòè è âû÷èñëèòü ìàêñèìàë ü-
íóþ ñêîðîñòü, íî ìû ñäåëàåì ýòî èç ôèçè÷åñêèõ ñîîáð àæå-
íèé. Èñêîìàÿ ñêîðîñòü ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìóìîì íå òîëüêî
ôóíêöèè ( )v x , íî è ôóíêöèè ( )v t , à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
óñêîðåíèå áðóñêà â èíòåðåñóþùèé íàñ ìîìåíò ðàâíî íó ëþ.

Âòîðîé çàêîí Íüþòîíà äëÿ ýòîãî ìîìåíòà èìååò âèä

0F kx- = ,

ò.å. ìàêñèìóì ñêîðîñòè äîñòèãàåòñÿ ïðè x F k= . Ïîäñòàâ-
ëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â ïðåäûäóùóþ ôîðìóëó, íàéäåì

0,8 ì ñ.
F

v
mk

= =

Çàäà÷à 14.  Íà ïðóæèíå æåñò-
êîñòüþ k = 50 Í/ì ê ïîòîëêó
ïîäâåøåí ãðóç ìàññîé m = 0,5 êã.
Íà ãðóç íà÷èíàåò äåéñòâîâàòü
ïîñòîÿííàÿ ñèëà F = 10 Í, íà-
ïðàâëåííàÿ âåðòèêàëüíî âíèç.
Íàéäèòå ìàêñèìàëüíóþ ñêî-
ðîñòü ãðóçà.

Ðåøåíèå.  Óðàâíåíèå (1) â äàí-
íîì ñëó÷àå ïðèíèìàåò ñëåäóþ-
ùèé âèä (ðèñ.2):

( )2 2 2
0 0

2 2 2

k x s mv kx
mgs Fs

æ ö æ ö+
ç ÷+ - + =ç ÷ç ÷ç ÷ è øè ø

.

Çäåñü s – ðàññòîÿíèå, ïðîéäåííîå ãðóçîì, 0x  – íà÷àëüíàÿ
äåôîðìàöèÿ ïðóæèíû, êîòîðóþ ìîæíî âûðàçèòü èç óñëîâ èÿ
ðàâíîâåñèÿ ãðóçà â èñõîäíîì ïîëîæåíèè

0 0mg kx- = ,

à ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ òÿãîòåíèÿ îòñ÷èòûâàåòñÿ îò êîíå÷-
íîãî ñîñòîÿíèÿ. Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé è ïîäñòàíîâêè 0x
çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè áóäåò èìåòü âèä

2 2

2 2
ks mv

Fs+ = .

Âèäèì, ÷òî çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè âûãëÿäèò òàê æå , êàê
â ïðåäûäóùåé çàäà÷å. Óðàâíåíèå äëÿ ñîñòîÿíèÿ ìàêñèì àëü-
íîé ñêîðîñòè (óñëîâèå ðàâåíñòâà íóëþ óñêîðåíèÿ)

( )0 0F mg k x s+ - + =

ïîñëå ïîäñòàíîâêè 0x  òîæå ïðèîáðåòàåò òàêîé æå âèä, êàê â
çàäà÷å 13:

0F ks- = .

Åñòåñòâåííî, òàêèì æå ïîëó÷àåòñÿ è îòâåò:

2 ì ñ.
F

v
mk

= =

×åì æå îáúÿñíèòü èñ÷åçíîâåíèå ñèëû òÿæåñòè èç êîíå÷ íûõ
óðàâíåíèé? Åñëè ñðàçó ðàññìîòðåòü ðàâíîäåéñòâóþùóþ ñèë
òÿæåñòè è óïðóãîñòè

( )ð 0F mg k x s ks= - + = - ,

òî îíà îêàæåòñÿ ýêâèâàëåíòíîé îäíîé ñèëå óïðóãîñòè,  íî
îòñ÷èòûâàåìîé îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (ãäå ð 0F = ). Ñîîò-
âåòñòâåííî, è ïîëíàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ äâóõ ñèë  ìîæåò
áûòü çàïèñàíà â âèäå 2

ï 2E ks= .
Çàäà÷à 15.  Áðóñîê ìàññîé m = 1 êã ëåæèò íà íàêëîííîé

ïëîñêîñòè, îáðàçóþùåé ñ ãîðèçîíòîì óãîë a  ( sin a  = 0,6).
Áðóñîê ñîåäèíåí ñ âåðøèíîé íàêëîííîé ïëîñêîñòè íåäå ôîð-
ìèðîâàííîé ïðóæèíîé æåñòêîñòüþ k = 4 Í/ì. Êîýôôèöè-
åíò òðåíèÿ áðóñêà î ïëîñêîñòü m = 0,8. Íà áðóñîê
íà÷èíàåò äåéñòâîâàòü ïîñòîÿííàÿ ñèëà F = 2 Í, íàïðà â-
ëåííàÿ âíèç âäîëü ïëîñêîñòè. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå, ïð îé-
äåííîå áðóñêîì äî îñòàíîâêè.

Ðåøåíèå.  Çàïèøåì ôîðìóëó (1) äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ:

ìåõ âíåø òðE A AD = + ,
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èëè, åñëè ó÷åñòü ñâÿçü (2) ðàáîòû ñèëû òðåíèÿ ñ ïðè ðàùåíè-
åì âíóòðåííåé ýíåðãèè:

( )ìåõ2 ìåõ1 âíåøE Q E A+ - = .

Ïîñêîëüêó òàêàÿ çàìåíà íå ìåíÿåò êàðäèíàëüíî ôîðìó
çàïèñè, êàê ýòî áûëî â çàäà÷àõ 1 – 12, îáû÷íî èñïîë üçóþò
ïåðâûé âàðèàíò. (Âòîðîé âàðèàíò îêàæåòñÿ ïîëåçíûì â
çàäà÷àõ ñ ýëåêòðè÷åñêèì òîêîì.) Ïîëó÷àåì

( )
2

sin cos
2

ks
mgs Fs mg s- a = - m a ,

ãäå çà íîëü ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè òÿãîòåíèÿ ïðèíÿòî  êîíå÷-
íîå ïîëîæåíèå áðóñêà. Îòñþäà íàõîäèì

( )2 sin cos
0,8 ì.

F mg mg
s

k

+ a - m a
= =

Çàäà÷à 16.  ßùèê ìàññîé m = 50 êã çà âåðåâêó, íàïðàâëåí-
íóþ âäîëü íàêëîííîãî ïîìîñòà, ìåäëåííî âòàùèëè íàâå ðõ.
Ïðè ýòîì áûëà ñîâåðøåíà ðàáîòà A = 10,5 êÄæ. Â âåðõ íåé
òî÷êå ïîìîñòà âåðåâêà îáðûâàåòñÿ, è ÿùèê íà÷èíàåò
ñêîëüçèòü âíèç. Â íèæíåé òî÷êå ïîìîñòà åãî ñêîðîñòü
ñîñòàâëÿåò v = 10 ì/ñ. Íàéäèòå âûñîòó ïîìîñòà.

Ðåøåíèå.  Çàïèøåì ôîðìóëó (1) êàê äëÿ ïîäúåìà ÿùèêà,
òàê è äëÿ îáðàòíîãî äâèæåíèÿ:

2

òð òð0 , .
2

mv
mgh A A mgh A- = + - =

Ìû ó÷ëè, ÷òî ïîñêîëüêó ñèëà òðåíèÿ ïðè äâèæåíèè â î áîèõ
íàïðàâëåíèÿõ îäèíàêîâà (îíà ðàâíà cosN mgm = m a), òî è
ðàáîòà ñèëû òðåíèÿ îäèíàêîâà. Èñêëþ÷àÿ òðA , ïîëó÷èì

( )2 2
13 ì.

2

A mv
h

mg

+
= =

Çàäà÷à 17.  Øàðèê ìàññîé m = 5 ã ñ çàðÿäîì q = 2 ìÊë
ïîäâåøåí íà íèòè äëèíîé l = 1 ì â ãîðèçîíòàëüíîì ýë åêò-
ðè÷åñêîì ïîëå ñ íàïðÿæåííîñòüþ E = 20 Â/ì. Øàðèê
ñíà÷àëà óäåðæèâàþò â íèæíåì ïîëîæåíèè, à çàòåì îòïó ñ-
êàþò. Íàéäèòå íàòÿæåíèå íèòè â òîò ìîìåíò, êîãäà
øàðèê ïîäíèìåòñÿ íà h = 20 ñì âûøå íà÷àëüíîãî ïîëî-
æåíèÿ.

Ðåøåíèå.  Ñèëó íàòÿæåíèÿ ìîæíî íàéòè ñ ïîìîùüþ âòîðî-
ãî çàêîíà Íüþòîíà â ïðîåêöèè íà
ðàäèàëüíîå íàïðàâëåíèå, ò.å. íà
íàïðàâëåíèå íèòè (ðèñ.3):

2

cos sin
mv

T mg qE
l

- a - a = ,

ãäå

cos
l h

l
-

a = .

×òîáû íàéòè 2mv , çàïèøåì çàêîí
ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè. Óäîáíî ó÷åñòü êàê ýëåêòðè÷åñêóþ  ñèëó,
òàê è ñèëó òÿæåñòè â âèäå ðàáîòû âíåøíèõ ñèë:

2

ýë òÿæ0
2

mv
A A- = + .

(Âïðî÷åì, ñ òåì æå óñïåõîì ìîæíî ó÷åñòü ñèëó òÿæåñò è â
âèäå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, à ýëåêòðè÷åñêóþ ñèëó – â
êà÷åñòâå âíåøíåé. Ïðè æåëàíèè ìîæíî ó÷åñòü â âèäå ï îòåí-
öèàëüíîé ýíåðãèè îáå ñèëû, íî òîãäà íàäî âíèìàòåëüí î
ñëåäèòü çà çíàêàìè.) Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ðàáîòà êàæäîé èç  ýòèõ
ñèë íå çàâèñèò îò òðàåêòîðèè, ìîæíî âìåñòî äóãè îêð óæíî-
ñòè ÀÑ ðàññìîòðåòü òðàåêòîðèþ ABC, òîãäà ñèëà òÿæåñòè

ñîâåðøàåò ðàáîòó òîëüêî íà ó÷àñòêå AB, à ýëåêòðè÷åñêàÿ
ñèëà – òîëüêî íà ó÷àñòêå BC:

òÿæ ýë, sinA mgh A qE l= - = × a .

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ïîëó÷èì

T = 92 ìÍ.

Çàäà÷à 18. Äâà íåáîëüøèõ òåëà ìàññîé m = 50 ã êàæäîå,
çàðÿæåííûå îäèíàêîâûì çàðÿäîì q = 10 ìêÊë, íàõîäÿòñ ÿ
íà ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè íà ðàññòîÿíèè 0r  = 10 ì äðóã
îò äðóãà. Êîýôôèöèåíò òðåíèÿ òåë î ïëîñêîñòü m = 0,2.
Êàêóþ ìèíèìàëüíóþ ïîñòîÿííóþ ãîðèçîíòàëüíóþ ñèëó
íàäî ïðèëîæèòü ê îäíîìó èç òåë, ÷òîáû ñäâèíóòü ñ ìå ñòà
âòîðîå òåëî?

Ðåøåíèå.  ×òîáû ñäâèíóòü ñ ìåñòà âòîðîå òåëî, ïåðâîå
äîëæíî ïðèáëèçèòüñÿ ê íåìó äî òàêîãî ðàññòîÿíèÿ r, ïðè
êîòîðîì ñèëà òðåíèÿ ïîêîÿ äîñòèãíåò ìàêñèìàëüíîãî ç íà÷å-
íèÿ (ñì. çàäà÷è 5, 11):

2

22

kq
m g

r
= m ,

îòêóäà íàõîäèì

r = 3 ì.

Åñëè ïðèëîæåííàÿ ê ïåðâîìó òåëó ñèëà F ìèíèìàëüíà, òî ýòî
òåëî îñòàíîâèòñÿ â òîò ìîìåíò, êîãäà âòîðîå òåëî áó äåò íà
ãðàíè ñêîëüæåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ôîðìóëà (1) äëÿ äà ííîé
çàäà÷è èìååò âèä

( ) ( )
2 2

0 1 0
0

kq kq
F r r mg r r

r r
- - m - = - .

Ïîñëå óïðîùåíèÿ ïîëó÷èì
2

1
0

kq
F m g

rr
- m = ,

èëè, ñ ó÷åòîì ïåðâîãî óðàâíåíèÿ,

1 2
0 0

1 0,13 Í.
r r

F m g m g mg
r r

æ ö
= m + m = m + =ç ÷

è ø

Çàäà÷à 19. Ñòåêëÿííàÿ ïëàñòèíà öåëèêîì çàïîëíÿåò
çàçîð ìåæäó îáêëàäêàìè ïëîñêîãî êîíäåíñàòîðà, åì-
êîñòü êîòîðîãî â îòñóòñòâèå ïëàñòèíû C = 2 ìêÔ.
Êîíäåíñàòîð çàðÿäèëè îò èñòî÷íèêà íàïðÿæåíèÿ ñ ÝÄÑ
E = 1000 Â, ïîñëå ÷åãî îòêëþ÷èëè îò èñòî÷íèêà. Íàé-
äèòå ìåõàíè÷åñêóþ ðàáîòó, êîòîðóþ íåîáõîäèìî ñî-
âåðøèòü ïðîòèâ ýëåêòðè÷åñêèõ ñèë, ÷òîáû èçâëå÷ü
ïëàñòèíó èç êîíäåíñàòîðà. Äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöà-
åìîñòü ïëàñòèíû e  = 2.

Ðåøåíèå.  Â äàííîì ñëó÷àå ìåõàíè÷åñêàÿ ðàáîòà âíåøíèõ
ñèë èäåò íà óâåëè÷åíèå ýëåêòðè÷åñêîé ýíåðãèè êîíäåí ñà-
òîðà:

2 2
2 2 1 1

ìåõ 2 2
C U CU

A = - .

Çäåñü èçâåñòíû

2C C= , 1C C= e , 1U = E ,

à íåèçâåñòíîå íàïðÿæåíèå 2U  íàéäåì èç óñëîâèÿ ñîõðàíåíèÿ
çàðÿäà êîíäåíñàòîðà 2 2 1 1C U CU= , îòêóäà

2 1U U= e = eE .

Ïîëó÷àåì

( ) 2

ìåõ
1

2 Äæ.
2

C
A

e e -
= =

E
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Â ñëåäóþùèõ çàäà÷àõ â ïðîöåññå ïåðåçàðÿäêè èñòî÷íèê
îñòàåòñÿ ïîäêëþ÷åííûì ê ñèñòåìå, ÷åðåç íåãî ïðîõîäè ò
íåêîòîðûé çàðÿä, è ñòîðîííèå ñèëû èñòî÷íèêà ñîâåðøà þò
ðàáîòó

èñòA q= D E ,

ãäå qD  – çàðÿä, ïðîøåäøèé ÷åðåç èñòî÷íèê â íàïðàâëåíèè
ñòîðîííèõ ñèë (îò îòðèöàòåëüíîé îáêëàäêè ê ïîëîæèòå ëü-
íîé). Óäîáíî îòíåñòè ýòó ðàáîòó ê ðàáîòå âíåøíèõ ñè ë, õîòÿ
â ñëó÷àå ãàëüâàíè÷åñêîãî ýëåìåíòà, íàïðèìåð, ïðîèñõ îäèò
ïðåîáðàçîâàíèå âíóòðåííåé õèìè÷åñêîé ýíåðãèè ýëåìåí òà â
ðàáîòó ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà.

Çàäà÷à 20. Êîíäåíñàòîð åìêîñòüþ C = 8 ìêÔ, çàðÿæåí-
íûé äî íàïðÿæåíèÿ U = 100 Â, ïîäñîåäèíèëè äëÿ ïîäçà ðÿä-
êè ê èñòî÷íèêó ñ ÝÄÑ E  = 200 Â. Ñêîëüêî òåïëà âûäåëè-
ëîñü ïðè ïîäçàðÿäêå?

Ðåøåíèå.  Óðàâíåíèå (1) â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä
2 2

èñò2 2
C CU

Q A
æ ö

+ - =ç ÷ç ÷
è ø

E
.

Ïîäñòàâëÿÿ

( )èñòA q C CU= D -=E E E,

ïîëó÷èì

( )2

0,04 Äæ.
2

C U
Q

-
= =

E

Çàäà÷à 21. Êîíäåíñàòîð åìêîñòüþ C = 3 ìêÔ ïðèñîå-
äèíåí ê èñòî÷íèêó òîêà ñ ÝÄÑ E  = 100 Â. Ïëàñòèíû
êîíäåíñàòîðà ìåäëåííî ðàçäâèãàþò, âòðîå óâåëè÷èâàÿ ðàñ-
ñòîÿíèå ìåæäó íèìè. Êàêóþ ïðè ýòîì ñîâåðøàþò ðà-
áîòó?

Ðåøåíèå.  Òàê êàê ïëàñòèíû ðàçäâèãàþò î÷åíü ìåäëåííî ,
òîê ïðîòåêàåò ìàëåíüêèé, è äæîóëåâûì òåïëîì ìîæíî
ïðåíåáðå÷ü. Äåéñòâèòåëüíî, â çàêîí Äæîóëÿ–Ëåíöà âõî -
äèò áîëüøîå âðåìÿ: 2Q I t: , íî ïîñêîëüêó I q t: , òî

2Q q t:  ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè
èìååò âèä

2 2
2 1

ìåõ èñò 2 2
C C

A A+ = -
E E

.

Ïîäñòàâëÿÿ

1C C= , 2 3
C

C = , ( )èñò 2 1A C C= -E E E,

ïîëó÷èì
2 2 2

1 2
ìåõ 0,01 Äæ.

2 2 3
C C C

A = - = =
E E E

Çàäà÷à 22.  Êîíäåíñàòîð åìêîñòüþ C = 3 ìêÔ ïðèñîåäè-
íåí ê èñòî÷íèêó òîêà ñ ÝÄÑ E = 100 Â. Ïëàñòèíû êîíäåí-
ñàòîðà áûñòðî ðàçäâèãàþò, âòðîå óâåëè÷èâàÿ ðàññòîÿí èå
ìåæäó íèìè. Êàêóþ ïðè ýòîì ñîâåðøàþò ìåõàíè÷åñêóþ
ðàáîòó, åñëè èçâåñòíî, ÷òî â ïðîöåññå ïåðåçàðÿäêè â ûäåëè-
ëîñü Q = 4 ìÄæ òåïëà?

Ðåøåíèå.  Â ýòîì ñëó÷àå, ïðè áûñòðîì ðàçäâèãàíèè ïëàñ-
òèí, çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè èìååò âèä

2 2
2 1

èñò ìåõ2 2
C C

Q A A
æ ö

+ - = +ç ÷ç ÷
è ø

E E
.

Äåëàÿ òàêèå æå ïîäñòàíîâêè, êàê â ïðåäûäóùåé çàäà÷å ,
ïîëó÷àåì

2 2 2
1 2

ìåõ 0,014 Äæ.
2 2 3

C C C
A Q Q= - + = + =

E E E

Óïðàæíåíèÿ

1. Îäíîðîäíûé ñòåðæåíü äëèíîé 8 ñì ñêîëüçèò ïî ãëàäêî é
ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè ïàðàëëåëüíî ñâîåé äëèíå è íàåçæà-
åò íà ãðàíèöó, îòäåëÿþùóþ ãëàäêóþ ïîâåðõíîñòü îò øå ðîõîâà-
òîé, íà êîòîðîé êîýôôèöèåíò òðåíèÿ ðàâåí 0,2. Íàéäè òå íà÷àëü-
íóþ ñêîðîñòü ñòåðæíÿ, åñëè îí îñòàíîâèëñÿ â òîò ìîì åíò, êîãäà
íàïîëîâèíó ïåðåñåê ãðàíèöó.

2. Íà íàêëîííîé ïëîñêîñòè, ñèíóñ óãëà íàêëîíà êîòîðîé  ê
ãîðèçîíòó ðàâåí 0,28, íà âûñîòå 2,1 ì ëåæèò íåáîëüø àÿ øàéáà.
Êîýôôèöèåíò òðåíèÿ øàéáû î ïëîñêîñòü 0,5. Êàêóþ ñêî ðîñòü
íàäî ñîîáùèòü øàéáå âíèç âäîëü íàêëîííîé ïëîñêîñòè,  ÷òîáû
ïîñëå àáñîëþòíî óïðóãîãî óäàðà îá óïîð, íàõîäÿùèéñÿ  ó
îñíîâàíèÿ ïëîñêîñòè, øàéáà âåðíóëàñü â èñõîäíóþ òî÷ êó?

3. Íà ãëàäêîì ïîëó íàõîäèòñÿ äîñêà ìàññîé 1,5 êã, íà êîòîðîé
ëåæèò áðóñîê ìàññîé 490 ã. Â áðóñîê ïîïàäàåò è çàñò ðåâàåò â íåì
ïóëÿ ìàññîé 10 ã, ëåòÿùàÿ âäîëü äîñêè ãîðèçîíòàëüíî  ñî
ñêîðîñòüþ 100 ì/ñ. Íà êàêîå ðàññòîÿíèå ñìåñòèòñÿ áð óñîê
âäîëü äîñêè, åñëè êîýôôèöèåíò òðåíèÿ ìåæäó íèìè 0,5 ?

4. Ãðàíàòà ìàññîé 1,2 êã, ëåòåâøàÿ ãîðèçîíòàëüíî ñî ñê îðî-
ñòüþ 20 ì/ñ, ðàçîðâàëàñü íà äâå ÷àñòè. Ñêîðîñòü îäí îãî
îñêîëêà ìàññîé 800 ã ðàâíà 30 ì/ñ è íàïðàâëåíà ïîä óãëîì 60°
ê ãîðèçîíòó. Êàêàÿ ýíåðãèÿ âûäåëèëàñü ïðè ðàçðûâå ñ íàðÿäà?

5. Ñïîðòñìåí êàòèòñÿ íà ðîëèêîâûõ êîíüêàõ ñ ÿäðîì â ðó êàõ,
íà õîäó òîëêàåò åãî è â ðåçóëüòàòå òîë÷êà ñðàçó îñò àíàâëèâàåòñÿ.
Êàêóþ ðàáîòó ñîâåðøèë ñïîðòñìåí, åñëè åãî ìàññà 70  êã, ìàññà
ÿäðà 10 êã, à ñêîðîñòü ÿäðà ðàâíà 8 ì/ñ è íàïðàâëåí à ïîä
óãëîì 30°  ê ãîðèçîíòó?

6. Äâà íåáîëüøèõ òåëà ìàññîé 100 ã êàæäîå, íåñóùèå çàð ÿäû
ïî 10 ìêÊë, óäåðæèâàþò íà ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè íà
ðàññòîÿíèè 1 ì äðóã îò äðóãà. Êîýôôèöèåíò òðåíèÿ òå ë î
ïëîñêîñòü 0,1. Òåëà îäíîâðåìåííî îñâîáîæäàþò. Íàéäè òå ìàê-
ñèìàëüíóþ ñêîðîñòü òåë â ïðîöåññå äâèæåíèÿ.

7. Îáêëàäêè êîíäåíñàòîðà åìêîñòüþ 30 ìêÔ, çàðÿæåííîãî äî
íàïðÿæåíèÿ 200 Â, ñîåäèíÿþò ñ ïðîòèâîïîëîæíî çàðÿæå ííûìè
îáêëàäêàìè êîíäåíñàòîðà åìêîñòüþ 10 ìêÔ, çàðÿæåííîã î äî
íàïðÿæåíèÿ 400 Â. Êàêîå êîëè÷åñòâî òåïëîòû âûäåëÿåò ñÿ ïðè
ýòîì?

8. Íà ïîëó ëåæèò áðóñîê ìàññîé 250 ã, ñîåäèíåííûé ñ
âåðòèêàëüíîé ñòåíîé íåäåôîðìèðîâàííîé ïðóæèíîé. Îñü  ïðó-
æèíû ãîðèçîíòàëüíà, åå æåñòêîñòü 100 Í/ì, êîýôôèöèå íò
òðåíèÿ áðóñêà î ïîë 0,4. Íà áðóñîê íà÷èíàåò äåéñòâî âàòü
ïîñòîÿííàÿ ñèëà 3 Í, íàïðàâëåííàÿ âäîëü îñè ïðóæèíû . Íàé-
äèòå ìàêñèìàëüíóþ ñêîðîñòü áðóñêà.

9. Íà ãëàäêîé íàêëîííîé ïëîñêîñòè ëåæèò áðóñîê, ñîåäè íåí-
íûé ñ âåðøèíîé ïëîñêîñòè ïðóæèíîé æåñòêîñòüþ 100 Í/ ì. Íà
áðóñîê íà÷èíàåò äåéñòâîâàòü ïîñòîÿííàÿ ñèëà 12 Í, í àïðàâëåí-
íàÿ âíèç âäîëü ïëîñêîñòè. Íàéäèòå ìàêñèìàëüíîå ñìåù åíèå
áðóñêà.

10. Íà ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè ëåæàò äâà áðóñêà ìàññàì è
1 êã è 4 êã, ñîåäèíåííûå íåäåôîðìèðîâàííîé ïðóæèíîé . Êà-
êóþ íàèìåíüøóþ ãîðèçîíòàëüíóþ ïîñòîÿííóþ ñèëó íóæíî  ïðè-
ëîæèòü ê ïåðâîìó áðóñêó, ÷òîáû ñäâèíóëñÿ è âòîðîé? Êîýôôè-
öèåíò òðåíèÿ áðóñêîâ î ïëîñêîñòü 0,2.

11. Ïëîñêèé êîíäåíñàòîð ñîäåðæèò ñòåêëÿííóþ ïëàñòèíó,
ïîëíîñòüþ çàïîëíÿþùóþ ïðîñòðàíñòâî ìåæäó îáêëàäêàìè . Åãî
çàðÿæàþò äî íàïðÿæåíèÿ 100 Â è îòêëþ÷àþò îò èñòî÷íè êà.
Çàòåì îäíó èç îáêëàäîê ìåäëåííî îòîäâèãàþò, âòðîå ó âåëè÷èâàÿ
ðàññòîÿíèå ìåæäó îáêëàäêàìè. Êàêóþ ïðè ýòîì ñîâåðøà þò
ðàáîòó? Íà÷àëüíàÿ åìêîñòü êîíäåíñàòîðà 8 ìêÔ, äèýëå êòðè-
÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü ñòåêëà 1,5.

12. Êîíäåíñàòîðû åìêîñòÿìè 3 ìêÔ è 1 ìêÔ ñîåäèíåíû
ïîñëåäîâàòåëüíî è ïîäêëþ÷åíû ê èñòî÷íèêó òîêà ñ ÝÄÑ  200 Â.
Ñêîëüêî òåïëà âûäåëèòñÿ ïðè ïðîáîå êîíäåíñàòîðà ìåí üøåé
åìêîñòè?
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Î ëèìïèàäíûå
çàäà÷è ñ öåëûìè

÷èñëàìè
Ñ.ÊÐÀÂÖÅÂ

Í ÅÐÅÄÊÎ ÑÐÅÄÈ ÇÀÄÀ× ÐÀÇËÈ×ÍÛÕ ÎËÈÌÏÈÀÄ ÏÎ ÌÀ-
òåìàòèêå âñòðå÷àþòñÿ çàäà÷è îá îòûñêàíèè âñåõ öåëî÷ èñ-

ëåííûõ èëè íàòóðàëüíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé èëè ñèñòåì
óðàâíåíèé. Óìåíèå ðåøàòü òàêèå çàäà÷è íåîáõîäèìî âû ïóñê-
íèêàì, ðàññ÷èòûâàþùèì ñïðàâèòüñÿ íà Åäèíîì ãîñóäàð-
ñòâåííîì ýêçàìåíå ïî ìàòåìàòèêå ñ íàèáîëåå ñëîæíîé çàäà-
÷åé Ñ6. Ìíîãèå èç îáñóæäàåìûõ íèæå çàäà÷ ïðåäëàãàëè ñü íà
ìàòåìàòè÷åñêèõ îëèìïèàäàõ ðàçëè÷íîãî óðîâíÿ è â ðàç íûõ
ñòðàíàõ, íà âñòóïèòåëüíûõ ýêçàìåíàõ â ÌÃÓ, à òàêæå â
ñáîðíèêàõ çàäà÷ äëÿ ïîäãîòîâêè ê ÅÃÝ.

Ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè, îöåíêè è ïåðåáîð

Íà÷íåì ñî ñðàâíèòåëüíî ïðîñòîé çàäà÷è.
Çàäà÷à 1. Íàéäèòå âñå öåëî÷èñëåííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

2xy – 16 = 3 x –2y.

Ðåøåíèå . Ïåðåïèøåì äàííîå óðàâíåíèå òàê:

( )2 1 3 16y x x+ - = .

Âû÷èòàÿ 3 èç ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé, ïîëó÷èì

( ) ( )2 1 3 1 13y x x+ - + = ,

èëè

( )( )1 2 3 13x y+ - = .                     ( * )

Â ëåâîé ÷àñòè ñòîèò ïðîèçâåäåíèå öåëûõ ÷èñåë. Òàê ê àê 13
ïðîñòîå ÷èñëî, åãî ìîæíî ðàçëîæèòü íà öåëî÷èñëåííûå
ìíîæèòåëè ÷åòûðüìÿ ñïîñîáàìè:

( ) ( ) ( ) ( )13 1 13 1 13 13 1 13 1= × = - × - = × = - × - .

Òåì ñàìûì, èìåþòñÿ 4 âîçìîæíîñòè:

1 1,

2 3 13,

x

y

+ =ì
í

- =î
 

1 13,

2 3 1,

x

y

+ =ì
í

- =î
 

1 1,

2 3 13,

x

y

+ = -ì
í

- = -î
 

1 13,

2 3 1,

x

y

+ = -ì
í

- = -î

îòêóäà ïîëó÷àåì ÷åòûðå ðåøåíèÿ.

Îòâåò.  ( )0; 8 , ( )12; 2 , ( )2; 5- - , ( )14; 1- .

Ê ñîæàëåíèþ, ïðèâåäåííîå ðåøåíèå îáëàäàåò îäíèì íåä î-
ñòàòêîì: â íåì èñïîëüçîâàí èñêóññòâåííûé ïðèåì (òîò  ñàìûé
øàã, êîòîðûé îáåñïå÷èë âîçìîæíîñòü ðàçëîæåíèÿ ( * )).

Ìîæíî áûëî áû ïîñòóïèòü èíà÷å. Âûðàæàÿ èç èñõîäíîãî
óðàâíåíèÿ ó ÷åðåç õ, ïîëó÷èì

( ) ( )
3 16 3 13
2 1 2 2 1

x
y

x x
+

= = +
+ +

               ( * * )

(äåëèì ñ îñòàòêîì ÷èñëèòåëü íà çíàìåíàòåëü). Òåïåðü  âèäèì,
÷òî ÷èñëî õ + 1 îáÿçàíî áûòü äåëèòåëåì ÷èñëà 13. Èìååì
÷åòûðå âîçìîæíîñòè: õ + 1 = –1, õ + 1 = –13, õ + 1 = 1, õ +
+ 1 = 13. Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ õ â ( * * ),
ïîëó÷àåì îòâåò.

Â ïðèíöèïå, òàê ìîæíî ðåøèòü ëþáîå óðàâíåíèå âèäà
axy + bx + cy = d, ãäå 0a ¹ , b, c, d – öåëûå ÷èñëà, ïðè÷åì

2 2 2 0b c d+ + ¹ .

Óïðàæíåíèÿ

1. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå óðàâíåíèå âèäà axy + bx + cy = d, ãäå
0a ¹ , b, c, d – öåëûå ÷èñëà, ïðè÷åì 2 2 2 0b c d+ + ¹  èìååò

êîíå÷íîå ÷èñëî ðåøåíèé â öåëûõ ÷èñëàõ.
2. Ðåøèòå â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèÿ:
à) xy  – 2 x – y – 3 = 0; á) xy  – 2 x + 3 y = 5;
â) 2 2 3 10x xy x y- - + = ;

ã) 
1 1 1

239x y
+ =  (ðåøèòå â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ).

ä) Êàêèå èç çíà÷åíèé 8, 43, 2010 ìîæåò ïðèíèìàòü N, åñëè

èçâåñòíî, ÷òî óðàâíåíèå 
1 1 1
x y N

+ =  èìååò òîëüêî òðè ðåøåíèÿ â
íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ?

3. Ïðè êàêèõ öåëûõ çíà÷åíèÿõ n áóäåò öåëûì ÷èñëîì:

à) 
3 3

1
n
n

+
+

; á) 
5

2

3

1

n

n

+

+
?

Ðåøåíèå ñëåäóþùåé çàäà÷è äîñòàâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ðà-
çóìíî ïîäîáðàííûõ îöåíîê.

Çàäà÷à 2. Ðåøèòå â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå
6 4 3 23 2 6 8 10 0y x y x+ - + - = .

Ðåøåíèå.  Ïîñëå ãðóïïèðîâêè ñëàãàåìûõ

( ) ( )6 3 4 23 2 2 4 10 0y y x x- + + - =

äîïîëíèì âûðàæåíèÿ â ñêîáêàõ äî ïîëíûõ êâàäðàòîâ:

( ) ( )6 3 4 23 2 1 1 2 4 4 4 10y y x x- + - + + + - - .

Òåïåðü óðàâíåíèå ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

( ) ( )2 23 23 1 2 2 21y x- + + = .

Âòîðîå ñëàãàåìîå íå ìåíüøå 8, ïîýòîìó ( )233 1 13y - £ ,

îòêóäà ( )23 1 4y - £ , ò.å. 3 1 2y - £ .
Ïîñëåäíåìó íåðàâåíñòâó óäîâëåòâîðÿþò òðè öåëûõ ÷èñë à:

–1, 0, 1. Ïîäñòàâëÿÿ ýòè çíà÷åíèÿ â èñõîäíîå óðàâíå íèå,
íàõîäèì âñå ðåøåíèÿ.

Îòâåò.  ( )1; 0- , ( )1; 0 .

Óïðàæíåíèÿ

4. Ðåøèòå â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå
2 2 25 3 2 30x y z yz+ + - = .

5. Ïðè êàêèõ íàòóðàëüíûõ n ÷èñëî: à) 4 2 1n n+ + ; á) 4 4nn +
ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì?

Â ñëåäóþùåé çàäà÷å ñî÷åòàþòñÿ ñîîáðàæåíèÿ äåëèìîñòè  ñ
ðàçëîæåíèåì íà ìíîæèòåëè.

Çàäà÷à 3. Ðåøèòå â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå
22 1x y+ = .

Ðåøåíèå.  Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî 0x ³  (èíà÷å ëåâàÿ
÷àñòü – íå öåëîå ÷èñëî). Òàê êàê ( )( )2 1 1x y y= - + , òî ÷èñëà

ó – 1 è ó + 1 – ñòåïåíè äâîéêè, ò.å. 1 2my - = , 1 2ny + = , íî
òîãäà

( ) ( )2 1 1 2 2n my y= + - - = - .

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âîçìîæíî ëèøü ïðè n = 2, m = 1, ò.å.
x = m + n = 3, 3y = ± .

Îòâåò. ( )3; 3± .

Óïðàæíåíèå 6 . Ðåøèòå â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèÿ:
à) 2 1 3x y+ = ; á) 23 1x y= + ;      â) = +33 1x y .

Â ðåøåíèè ñëåäóþùåé çàäà÷è àëãåáðàè÷åñêèå ïðåîáðà-
çîâàíèÿ ñî÷åòàþòñÿ ñ îöåíêàìè.

Çàäà÷à 4. Íàéäèòå âñå öåëûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

( )( )( ) 21 7 8x x x x y+ + + = .
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Ðåøåíèå.  Ïåðåìíîæèâ îòäåëüíî ïåðâóþ è ïîñëåäíþþ

ñêîáêè, à òàêæå äâå ñðåäíèå ñêîáêè, ïðåîáðàçóåì óðà âíåíèå
ê âèäó

( )( ) ( )2 2 28 8 7 7y x x x x z z= + + + = + , = +2 8z x x .

Çàìåòèì, ÷òî ìåæäó êâàäðàòàìè äâóõ ñîñåäíèõ öåëûõ ÷ èñåë

( )23z +  è ( )24z +  íå ìîæåò íàõîäèòüñÿ êâàäðàò öåëîãî
÷èñëà. Ïîýòîìó ðàññìàòðèâàåìîå óðàâíåíèå ìîæåò èìåò ü
ðåøåíèå òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû îäí î èç
íåðàâåíñòâ ( )22 7 3z z z+ £ +  èëè ( )22 7 4z z z+ ³ + . Îáúåäè-
íÿÿ ðåøåíèÿ ýòèõ íåðàâåíñòâ, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî  â
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ìîãóò âõîäèòü òîëüêî òå õ, äëÿ êîòîðûõ

2 8 10x x z+ = < , ò.å. õ = –9, –8, …, 1.
Ïåðåáîð óêàçàííûõ çíà÷åíèé õ ïðèâîäèò ê îòâåòó.
Îòâåò.  ( )9; 12- ± , ( )8;0- , ( )7;0- , ( )4; 12- ± , ( )1;0- , ( )0;0 ,

( )1; 12- ± .
Ðàçîáðàííûé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ ñâåäåíèÿ ðåø å-

íèÿ ê ýêîíîìíîìó ïåðåáîðó âîçìîæíûõ ðåøåíèé áûâàåò
óäîáíî èñïîëüçîâàòü âèä óðàâíåíèÿ è óïîðÿäî÷åííîñòü  öå-
ëûõ ÷èñåë.

Óïðàæíåíèå 7.  Ìîæåò ëè ïðîèçâåäåíèå ÷åòûðåõ ïîñëåäîâà-
òåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë áûòü êâàäðàòîì öåëîãî ÷èñ ëà?

Ñëåäóþùåå óðàâíåíèå íåñêîëüêî íåîáû÷íî – â íåì íåèç âå-
ñòíûå íàõîäÿòñÿ è â ïîêàçàòåëå ñòåïåíè, è ïîä çíàêî ì
ôàêòîðèàëà.

Çàäà÷à 5. Ðåøèòå óðàâíåíèå

( )1 1 !yx x+ - =

â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ.
Ðåøåíèå.  Ïðè õ = 1 èìååì 2 2y = , ò.å. ó = 1. Ïðè õ > 1

ïåðåïèøåì óðàâíåíèå â âèäå ( )1 ! 1yx x+ = +  è çàìåòèì, ÷òî
åñëè ÷èñëî õ + 1 íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì, òî ïðîñòûå äåëèòåëè
ð ýòîãî ÷èñëà áóäóò íå áîëüøå ÷èñëà õ, è òîãäà ïåðâîå
ñëàãàåìîå ñóììû õ! + 1 áóäåò äåëèòüñÿ íà ð, à âòîðîå – íåò,
çíà÷èò, ñóììà â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ ( )1 ! 1yx x+ = +  íå
áóäåò äåëèòüñÿ íà ð. Òàêèì îáðàçîì, õ = ð – 1, ð – ïðîñòîå
÷èñëî.

Åñëè ÷èñëî õ òîæå ïðîñòîå, òî íåïðåìåííî õ = 2, è òîãäà
âíîâü ó = 1.

Â ñëó÷àå, êîãäà ÷èñëî õ ñîñòàâíîå, x = ab , ãäå 1 < a < x,
1 < b < x è a b¹ . Òîãäà ( )1 !x -  äåëèòñÿ íà õ, ïîñêîëüêó â
ðàçëîæåíèè ( ) ( )1 ! 1 2 ... 1x x- = × × × -  âñòðå÷àþòñÿ ìíîæèòå-
ëè è à, è b. Çíà÷èò, õ! äåëèòñÿ íà 2x . Íî òîãäà è ëåâàÿ ÷àñòü
óðàâíåíèÿ äîëæíà äåëèòüñÿ íà 2x . Çàïèñàâ âûðàæåíèå
( )1 yx +  â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ó îäèíàêîâûõ ñîìíîæèòåëåé
( )1x + , ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê ìû óâèäèì, ÷òî
( )1 1 ...yx x y+ - = × + , ãäå ìíîãîòî÷èåì îáîçíà÷åíû ñëàãàå-
ìûå, ñîäåðæàùèå íåèçâåñòíîå õ â ñòåïåíÿõ 2 è âûøå. Íî
òîãäà ñëàãàåìîå xy  äîëæíî äåëèòüñÿ íà 2x , îòêóäà ñëåäóþò
íåðàâåíñòâà ( ) ( )1 1 1 1 !y xy x x x x³ Þ + - ³ + - > .

Çíà÷èò, â äàííîì ñëó÷àå ðàññìàòðèâàåìîå óðàâíåíèå í å
èìååò ðåøåíèé. Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé 2x p= , ð –
ïðîñòîå ÷èñëî. Åñëè 2x p£ , òî ð = 2, õ = 4, ó = 2. Åñëè æå
x > 2 p, òî, ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî ðàçîáðàííîìó ðàíåå
ñëó÷àþ =x ab , ìû âíîâü ïðèõîäèì ê âûâîäó î äåëèìîñòè õ!
íà 2x , ÷òî, êàê óæå áûëî ïîêàçàíî, íåâîçìîæíî.

Îòâåò . ( )1; 1 , ( )2; 1 , ( )4; 2 .

Óïðàæíåíèå 8 . Ðåøèòå â öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñëàõ
óðàâíåíèå 2! 1x y= + .

Ðàçáåðåì òåïåðü çàäà÷ó ñ âåñüìà ãðîìîçäêèì óñëîâèåì ,
ïðåäëàãàâøóþñÿ íà âñòóïèòåëüíîì ýêçàìåíå íà ìåõìàò ÌÃÓ
â 1990 ãîäó.

Çàäà÷à 6. Íàéäèòå âñå öåëî÷èñëåííûå ðåøåíèÿ íåðàâåí-
ñòâà

( ) ( )2 2log 2 3 6 3 log 3 5 2 2x y z x y z+ - + + - + - +

+ ( ) 2
2log 2 4 5 2 9 17y z x z z+ - + > - + .

Ðåøåíèå.  Ïðåæäå âñåãî, âûðàæåíèÿ, ñòîÿùèå ïîä çíàêàìè
ëîãàðèôìà, äîëæíû áûòü ïîëîæèòåëüíûìè. Ìû ìîãëè áû
ñðàçó çàïèñàòü ñèñòåìó ñîîòâåòñòâóþùèõ íåðàâåíñòâ, íî ÷òî
ïîòîì äåëàòü ñ ýòîé ñèñòåìîé, íåÿñíî. Âíèìàòåëüíî ï ðèñìîò-
ðåâøèñü ê âûðàæåíèÿì â ñêîáêàõ, çàìåòèì, ÷òî èõ ñóì ìà
ðàâíà 3. Îäíàêî ñóììà òðåõ öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñå ë
ðàâíà 3 ëèøü òîãäà, êîãäà êàæäîå èç ýòèõ ÷èñåë ðàâí î 1.
Èòàê, ìû ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé

2 3 6 3 1,

3 5 2 2 1,

2 4 5 2 1.

x y z

x y z

y z x

+ - + =ì
ï - + - =í
ï + - + =î

Âûïèñàííûå òðè óðàâíåíèÿ ñîäåðæàò òðè íåèçâåñòíûõ, íî
íàäåæäà îäíîçíà÷íî ðåøèòü ýòó ñèñòåìó, êîíå÷íî, íå îïðàâ-
äàåòñÿ, ïîñêîëüêó ñóììà âûïèñàííûõ óðàâíåíèé ïðåâðà ùà-
åòñÿ â òîæäåñòâî 3 = 3, ò.å. ëþáîå èç óðàâíåíèé ìîæ íî
ïîëó÷èòü âû÷èòàíèåì ñóììû äâóõ îñòàâøèõñÿ èç ýòîãî
òîæäåñòâà.

Òåì íå ìåíåå, åñëè ïîäñòàâèòü ïîëó÷åííûå äàííûå â
èñõîäíîå íåðàâåíñòâî, ïîëó÷èòñÿ êâàäðàòè÷íîå íåðàâå íñòâî

2 9 17 0z z- + < , êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿþò òîëüêî öåëûå z =
= 3, 4, 5. Îñòàâèâ òåïåðü ëþáûå äâà èç òðåõ ðàíåå ïî ëó÷åí-
íûõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé è äîáàâèâ ê íèì òîëüêî ÷òî
íàéäåííîå óñëîâèå íà z, ìû ïðèõîäèì ê ñèñòåìå

{ }

2 3 6 3 1,

3 5 2 2 1,

3, 4, 5 .

x y z

x y z

z

ì + - + =
ï

- + - =í
ï Îî

Ïîäñòàâëÿÿ ïîñëåäîâàòåëüíî âñå óêàçàííûå âîçìîæíûå çíà-
÷åíèÿ z â äâà óðàâíåíèÿ ñèñòåìû è îòáðàñûâàÿ íåöåëûå
çíà÷åíèÿ äðóãèõ ïåðåìåííûõ, åñëè òàêîâûå âñòðå÷àþòñ ÿ, ìû
ïîëó÷àåì îòâåò.

Îòâåò.  ( )5; 4; 4 .

Óïðàæíåíèå 9.  Ðåøèòå â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå

 2 3 2 3 2 3x y y x x y- - + - + = - - .

Ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé â öåëûõ ÷èñëàõ èíîãäà óäàåòñÿ
èñïîëüçîâàòü ìåòîä, íàçûâàåìûé «ìåòîäîì áåñêîíå÷íîã î
ñïóñêà». Ñðàçó ïîÿñíèì ñóòü ýòîãî ìåòîäà: åñëè, èñï îëüçóÿ
îñîáåííîñòè âûðàæåíèé è ÷èñëîâûõ êîýôôèöèåíòîâ, ñîñ òàâ-
ëÿþùèõ óðàâíåíèå, óäàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî âñå åãî öåë ûå
ðåøåíèÿ äîëæíû áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàç äåëèòüñÿ íà íåê îòî-
ðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n, òî ýòèìè ðåøåíèÿìè ìîãóò áûòü
òîëüêî íóëè. Ðàçáåðåì ñîîòâåòñòâóþùèé ïðèìåð.

Çàäà÷à 7. Íàéäèòå âñå öåëûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
3 3 33 9 9 0x y z xyz+ + - = .

Ðåøåíèå.  Ïåðåïèñàâ èñõîäíîå óðàâíåíèå â âèäå

( )3 3 33 3 3x y z xyz= + -  è ïîäñòàâèâ â íåãî öåëî÷èñëåííîå
ðåøåíèå ( )0 0 0; ;x y z , ïîëó÷èì âåðíîå ÷èñëîâîå ðàâåíñòâî

( )0
3 3 3
0 0 0 0 03 3 3x y z x y z= + - , èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî

0x  äåëèòñÿ íà 3, ò.å. 0 13x x= , 1x Î Z . Íî òîãäà 3
127x =

( )0
3 3

0 0 0 03 3 9y z x y z= + - , ïîýòîìó ( )3 3 3
0 1 0 1 0 03 3 3y x z x y z= - - .

Çíà÷èò, 0 13y y= , 1y Î Z . Âíîâü ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûé
ðåçóëüòàò â ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî, âèäèì, ÷òî 3

0z =

( )3 3
1 1 1 1 03 3 3x y x y z= - + , ò.å. 0 13z z= , 1z Î Z . Òàêèì îáðà-

çîì, êàæäàÿ èç êîìïîíåíò ðåøåíèÿ ( )0 0 0; ;x y z  îáÿçàòåëüíî
äåëèòñÿ íà 3. Ïîäñòàâèâ â óðàâíåíèå âìåñòî ( )0 0 0; ;x y z



Ê Â À Í T  $ 2 0 1 4 / ¹ 246
òðîéêó ( )1 1 13 ; 3 ; 3x y z , ïîñëå ñîêðàùåíèÿ âñåõ åãî ÷ëåíîâ íà
27 ìû ïðèäåì ê òîìó æå óðàâíåíèþ, êîòîðîìó òåïåðü
óäîâëåòâîðÿåò öåëî÷èñëåííàÿ òðîéêà ( )1 1 1; ;x y z . Ðàññóæäàÿ
òî÷íî òàê æå, ìû áóäåì äîëæíû ñîãëàñèòüñÿ, ÷òî êàæä îå èç
÷èñåë òðîéêè ( )1 1 1; ;x y z  äåëèòñÿ íà 3, è ò.ä. Ïîýòîìó åäèí-
ñòâåííûì ðåøåíèåì èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ òðîé êà
( )0; 0; 0 .

Îòâåò.  ( )0; 0; 0 .

Óïðàæíåíèå 10.  Ðåøèòå â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå
2 24 4p q pq- = .

Òåïåðü ðàçáåðåì äîâîëüíî òðóäíóþ çàäà÷ó.
Çàäà÷à 8. Âîâî÷êà íàïèñàë íà äîñêå ðàâåíñòâî 101 =

= 11011. Ó÷èòåëü èíôîðìàòèêè ñêàçàë, ÷òî ýòî ðàâåíñò âî
áóäåò âåðíûì, åñëè ïîíèìàòü åãî êàê çàïèñü îäíîãî è  òîãî
æå ÷èñëà, íî â ðàçíûõ ñèñòåìàõ ñ÷èñëåíèÿ. Íàéäèòå
îñíîâàíèÿ ýòèõ ñèñòåì.

Ðåøåíèå.  Ïóñòü 2m ³  è 2n ³  – èñêîìûå îñíîâàíèÿ
ñèñòåì ñ÷èñëåíèÿ. Òåïåðü âûïèñàííîå Âîâî÷êîé ðàâåíñ òâî
ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå óðàâíåíèÿ 2 4 31 1m n n n+ = + + + ,
èëè 2 4 3m n n n= + + .

Çàìåòèì, ÷òî
2 2

2 4 3 4 3

2 4
n n

n n n n n næ ö+ = + + > + +ç ÷
è ø

 ïðè âñåõ n > 4

è
2 2

2 4 3 4 37
1 1

2 4
n n

n n n n n n næ ö+ - = + - - + < + +ç ÷
è ø

ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ n.
Èòàê, åñëè n > 4, òî

2 2
2 2 21

2 2
n n

n m næ ö æ ö+ - < < +ç ÷ ç ÷
è ø è ø

, èëè 2 21
2 2
n n

n m n+ - < < + .

Åñëè n – ÷åòíîå ÷èñëî, òî íàòóðàëüíîå ÷èñëî m îêàçûâàåòñÿ
ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè, ÷åãî íå

ìîæåò áûòü. Çíà÷èò, n íå÷åòíî, à 2 1
2 2
n

m n= + - . Íî òîãäà
2

2 4 31
2 2
n

n n n næ ö+ - = + +ç ÷
è ø

, ò.å. 23 3 1 0n n+ - = .

Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå íå èìååò íàòóðàëüíûõ ðåøåíèé, ïî-
ýòîìó îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü ñëó÷àè n = 1, 2, 3, 4, îòêóäà
ïîëó÷àåòñÿ îòâåò.

Îòâåò.  ( )11; 3 , ( )18; 4 .

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî óðàâíåíèÿ â öåëûõ ÷èñëàõ ïðè
ðåøåíèè îëèìïèàäíûõ è ýêçàìåíàöèîííûõ çàäà÷ èíîãäà
âîçíèêàþò äîâîëüíî íåîæèäàííî. Òàê, ñîñòàâèòåëè âðå ìÿ îò
âðåìåíè ëîâêî ìàñêèðóþò ñóùíîñòü çàäà÷è, íàïðèìåð, ïðåä-
ëàãàÿ çàäà÷ó ñ òåêñòîâûì óñëîâèåì, ïðè îáðàáîòêå êî òîðîãî
è âîçíèêàþò óðàâíåíèÿ â öåëûõ ÷èñëàõ. Ðàññìîòðèì ñî îò-
âåòñòâóþùèé ïðèìåð.

Çàäà÷à 9. Çà âðåìÿ õðàíåíèÿ âêëàäà â áàíêå ïðîöåíòû ïî
íåìó íà÷èñëÿëèñü åæåìåñÿ÷íî ñíà÷àëà ïî 5% â ìåñÿö, çàòåì

ïî 12%, ïîòîì ïî %
1

11
9

 è, íàêîíåö, ïî 12,5% â ìåñÿö,

ïðè÷åì êàæäàÿ ïðîöåíòíàÿ ñòàâêà íà÷èñëÿëàñü öåëîå ÷ èñëî

ìåñÿöåâ, à êîãäà âêëàä çàáðàëè, òî îí âûðîñ íà %
1

104
6

.

Îïðåäåëèòå ñðîê õðàíåíèÿ âêëàäà.
Ðåøåíèå.  Îáîçíà÷èì ÷åðåç k, l , m, n ÷èñëî ìåñÿöåâ,

ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíûì ïðîöåíòíûì ñòàâêàì .
Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé íà÷èñëåíèÿ ñëîæíûõ ïðîöåíòîâ è
ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ïåðâîíà÷àëüíî â áàíê áûëî âíåñåíî S
åäèíèö äåíåã, ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

21 28 10 9 49
20 25 9 8 24

k l m n

S Sæ ö æ ö æ ö æ ö× =ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷
è ø è ø è ø è ø

,

èëè
2 2 2

2 2 2 3 3

3 7 2 7 2 5 3 7

2 5 5 3 2 2 3

k k l l m m n

k k l m n

× × × × × ×
=

× × × × ×
.

Ïîëüçóÿñü ïðàâèëîì ïðîïîðöèè (ò.å., ïîïðîñòó ãîâîðÿ ,
«ïåðåìíîæàÿ êðåñò-íàêðåñò»), ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

2 3 2 1 2 3 2 2 22 3 5 7 2 3 5 7l m k n m k l k n m k l+ + + + + + +× × × = × × ×.

Óæàñàåò, ÷òî â ïîëó÷åííîì óðàâíåíèè ÷åòûðå íåèçâåñò -
íûõ. Íî óæàñ áûñòðî ïðîõîäèò, åñëè âñïîìíèòü îñíîâí óþ
òåîðåìó àðèôìåòèêè, êîòîðàÿ ãëàñèò: êàæäîå íàòóðàëüíîå
÷èñëî åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâèìî â âèäå ïðîèç âå-
äåíèÿ íàòóðàëüíûõ ñòåïåíåé ïðîñòûõ ÷èñåë, åñëè íå ó ÷è-
òûâàòü ïîðÿäîê âûïèñûâàíèÿ ñîìíîæèòåëåé . Â ëåâîé è
ïðàâîé ÷àñòÿõ ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ âûïèñàíû äâà ðàç ëîæå-
íèÿ îäíîãî è òîãî æå íàòóðàëüíîãî ÷èñëà â âèäå íàòó ðàëüíûõ
ñòåïåíåé ïðîñòûõ ÷èñåë 2, 3, 5 è 7. Ïîýòîìó íóæíî ï ðèðàâ-
íÿòü ñòåïåíè ýòèõ ñîìíîæèòåëåé, âîçíèêøèå â ëåâîé è
ïðàâîé ÷àñòÿõ óðàâíåíèÿ, ÷òî äàñò êàê ðàç ÷åòûðå ëè íåéíûõ
óðàâíåíèÿ ñ ÷åòûðüìÿ íåèçâåñòíûìè:

2 3 2 3 ,

2 1 2 ,

2 ,

2.

l m k n

k n m

m k l

k l

+ + = +ì
ï + + =ï
í

= +ï
ï + =î

Èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ñðàçó âèäíî, ÷òî k = l  = 1, ïîñëå
÷åãî èç òðåòüåãî óðàâíåíèÿ íàõîäèòñÿ m = 3, à èç âòîðîãî
óðàâíåíèÿ n = 2.

Îñòàëîñü óáåäèòüñÿ, ÷òî íàéäåííûå çíà÷åíèÿ íåèçâåñò íûõ
óäîâëåòâîðÿþò ïîêà åùå íå èñïîëüçîâàííîìó ïåðâîìó ó ðàâ-
íåíèþ ñèñòåìû è ïîëó÷èòü îòâåò.

Îòâåò.  k + l  + m + n = 7.
Ïåðåä òåì êàê ïåðåéòè ê ñëåäóþùåé ÷àñòè ñòàòüè, õî÷ åòñÿ

îòìåòèòü, ÷òî ñâåäåíèåì ê êîíå÷íîìó ïåðåáîðó ìîæíî óñïåø-
íî ðåøàòü íå òîëüêî óðàâíåíèÿ, íî è íåðàâåíñòâà, â êîòîðûõ
òðåáóåòñÿ îòûñêàòü öåëûå èëè íàòóðàëüíûå ðåøåíèÿ. Ð àñ-
ñìîòðèì îäíó èç òàêèõ çàäà÷.

Çàäà÷à 10. Íàéäèòå âñå öåëûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû íåðà-
âåíñòâ

2 2

2 2

16 22 171,

30 252 14 .

m n m n

m n n m

ì + < - -ï
í

- > + +ïî
Ðåøåíèå.  Ïåðåíåñåì â êàæäîì èç íåðàâåíñòâ âñå åãî ÷ëåíû

â ëåâóþ ÷àñòü è âûäåëèì ïîëíûå êâàäðàòû îòíîñèòåëüí î
êàæäîé èç ïåðåìåííûõ m, n. Ïîëó÷èòñÿ ñèñòåìà íåðàâåíñòâ
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Êàæäîå èç ñëàãàåìûõ ñëåâà â ýòèõ íåðàâåíñòâàõ íåîòð èöà-
òåëüíî, ïîýòîìó êàæäîå èç íèõ äîëæíî áûòü ìåíüøå ÷è ñëà
â ïðàâîé ÷àñòè ñîîòâåòñòâóþùåãî íåðàâåíñòâà. Â ÷àñò íîñòè,

8 3m - £  è 15 4m - £ , îòêóäà m = 11. Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåí-
íîå çíà÷åíèå m â ïîñëåäíþþ ñèñòåìó íåðàâåíñòâ, ïîëó÷àåì
íîâûå îãðàíè÷åíèÿ, èç êîòîðûõ ñëåäóåò, ÷òî n = – 9.

Îòâåò.  (11; –9).

Ñðàâíåíèÿ ïî ìîäóëþ

Ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé â öåëûõ èëè íàòóðàëüíûõ ÷èñëà õ
ïîìèìî ñâåäåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ê ïðÿìîìó ïåðåáîðó äåëè-
òåëåé íåêîòîðîãî öåëîãî ÷èñëà áûâàåò ïîëåçíî èñïîëü çîâàòü
íàáîð îñòàòêîâ îò äåëåíèÿ íà çàðàíåå âûáðàííîå íàòó ðàëü-
íîå ÷èñëî  n. Íàïîìíèì ÷èòàòåëÿì îòíîñÿùèåñÿ ñþäà ïî-
íÿòèÿ.

Åñëè m – öåëîå è n > 1 – íàòóðàëüíîå ÷èñëî, òî ñóùåñòâóþò
åäèíñòâåííûå öåëûå ÷èñëà k è ( )0 1l n£ £ - , äëÿ êîòîðûõ



Ï Ð À Ê Ò È Ê Ó Ì  À Á È Ò Ó Ð È Å Í Ò À 47
âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî m = kn + l , è ÷èñëî l  â ýòîì ðàâåíñòâå
íàçûâàåòñÿ îñòàòêîì îò äåëåíèÿ m íà n. Äâà öåëûõ ÷èñëà à
è b íàçûâàþòñÿ ñðàâíèìûìè ïî ìîäóëþ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà
n > 1  – îáîçíà÷àþò êàê ( )moda b nº , – åñëè ïðè äåëåíèè íà
n îíè äàþò îäèíàêîâûå îñòàòêè. Åñëè âñå ñðàâíèìûå ìå æäó
ñîáîé öåëûå ÷èñëà îáúåäèíèòü â îäíó ãðóïïó, òî ïîëó ÷èòñÿ
n òàêèõ ãðóïï, ñîîòâåòñòâóþùèõ îñòàòêàì 0, 1,
2, …, n – 1. Ïåðå÷èñëèì íåñêîëüêî ïðîñòåéøèõ ñâîéñòâ
ñðàâíåíèé, êîòîðûå ñëåäóþò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåä åëå-
íèÿ ñðàâíèìîñòè è ïîëåçíû ïðè ðåøåíèè çàäà÷.

1. Åñëè ( )moda b nº  è ( )modc d nº , òî a c b+ º +
( )modd n+ , ( )moda c b d n- º - , ( )modac bd nº . Òåì ñà-

ìûì, ñðàâíèìîñòü ÷èñåë íå íàðóøèòñÿ, åñëè ê îäíîìó èç íèõ
ïðèáàâèòü ÷èñëî, ñðàâíèìîå ñ 0 ïî çàäàííîìó ìîäóëþ,  åñëè
îáà ñðàâíèìûõ ÷èñëà óìíîæèòü íà îäíî è òî æå öåëîå ÷èñëî
èëè âîçâåñòè èõ â îäèíàêîâóþ íàòóðàëüíóþ ñòåïåíü. Ä îêà-
çàòåëüñòâà ýòèõ ñâîéñòâ âûòåêàþò èç ðàâåíñòâ

( ) ( ) ( ) ( )b d a c b a d c+ - + = - + - ,

 ( ) ( ) ( ) ( )b d a c b a d c- - - = - - - ,

 ( ) ( )b d a c b a d d c a× - × = - + - .

2. Åñëè ( )moda b nº  è ( )P x  – ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí
ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, òî ( ) ( )( )modP a P b nº . Ýòî
óòâåðæäåíèå ñðàçó æå ñëåäóåò èç ñâîéñòâ ñðàâíåíèé, ïåðå-
÷èñëåííûõ â ïðåäûäóùåì ïóíêòå.

3. Åñëè m, n > 1 – íàòóðàëüíûå ÷èñëà, òî ïðè m > n ÷èñëî
( )! 1 2 3 ... 0 modm m n= × × × × º . Ýòî óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî.

4. Âñÿêîå ïðîñòîå ÷èñëî ð > 6 ñðàâíèìî òîëüêî ñ 1 èëè 5
ïî ìîäóëþ 6. ×òîáû äîêàçàòü ýòî óòâåðæäåíèå, äîñòàò î÷íî
çàïèñàòü p = 6 k + l è çàìåòèòü, ÷òî ïðè l  = 0, 2, 3, 4 ÷èñëî p
îêàçûâàåòñÿ ðàçëîæèìûì â ïðîèçâåäåíèå äâóõ íàòóðàëü íûõ
ñîìíîæèòåëåé, êàæäûé èç êîòîðûõ áîëüøå 1.

Â îëèìïèàäàõ íåðåäêî âñòðå÷àþòñÿ çàäàíèÿ ðåøèòü â
öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå ñòåïåíè âûøå ïåðâîé. Ïîýòîìó
ïîëåçíî ñîáðàòü íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ î ñðàâíèìîñòè ñò åïåíåé
öåëûõ ÷èñåë. Ñðàçó æå îòìåòèì, ÷òî âîïðîñ ýòîò âåñü ìà
íåïðîñò, ïîýòîìó ìû îãðàíè÷èìñÿ ëèøü íåêîòîðûìè íàá ëþ-
äåíèÿìè, íåñëîæíûå äîêàçàòåëüñòâà êîòîðûõ ïðåäëîæèì
÷èòàòåëÿì íàéòè ñàìîñòîÿòåëüíî. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷í î ïîñ-
ëåäîâàòåëüíî âûïèñàòü ðàçëîæåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî öåëî ãî
÷èñëà â âèäå ñóììû ÷èñëà, êðàòíîãî ìîäóëþ, è âñåâîç ìîæ-
íûõ îñòàòêîâ, âîçâåñòè òàêóþ ñóììó â ðàññìàòðèâàåìó þ
ñòåïåíü è ðàññìîòðåòü ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû.

Â ÷àñòíîñòè, êâàäðàò íàòóðàëüíîãî ÷èñëà ìîæåò áûòü
ñðàâíèì òîëüêî ñ 0 èëè 1 ïî ìîäóëþ 3; êâàäðàò íàòóð àëüíîãî
÷èñëà ìîæåò áûòü ñðàâíèì òîëüêî ñ 0, 1 èëè 4 ïî ìîä óëþ 5;
êóá öåëîãî ÷èñëà ìîæåò áûòü ñðàâíèì òîëüêî ñ 0, 1 è ëè 6 ïî
ìîäóëþ 7 è òîëüêî ñ 0, 1 èëè 8 ïî ìîäóëþ 9.

Êðîìå òîãî, åñëè îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ, ðåøàåìîãî â ö åëûõ
èëè íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ, ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ÷èñëàìè ïðè
âñåõ öåëûõ (íàòóðàëüíûõ) çíà÷åíèÿõ íåèçâåñòíûõ, òî îáå
ýòè ÷àñòè äîëæíû áûòü ñðàâíèìû ïî ëþáîìó íàòóðàëüíî ìó
ìîäóëþ. Óäà÷íûé âûáîð ìîäóëÿ íåðåäêî ïîìîãàåò äîêàç àòü
íåñðàâíèìîñòü ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòåé óðàâíåíèÿ è òåì  ñàìûì
îòñóòñòâèå ó íåãî öåëûõ (íàòóðàëüíûõ) ðåøåíèé. Âûáî ð
òàêîãî ìîäóëÿ íå âñåãäà î÷åâèäåí, è óìåíèå ïðàâèëüí î
âûáðàòü ìîäóëü ïðèõîäèò ñ îïûòîì.

Òåïåðü ðàçáåðåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ.
Çàäà÷à 11. Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå 2 25 18m n- =  íå

èìååò öåëûõ ðåøåíèé.
Ðåøåíèå.  Ïîñêîëüêó ( )18 3 mod 5º , ÷èñëî 2 25 18m n= +

äîëæíî áûòü ñðàâíèìî ñ 3 ïî ìîäóëþ 5, à ýòî, êàê óê àçàíî
âûøå, íåâîçìîæíî. Ìû âèäèì, ÷òî óñïåõó â ðåøåíèè ñï îñîá-
ñòâîâàë óäà÷íî âûáðàííûé ìîäóëü ñðàâíåíèÿ.

Çàäà÷à 12. Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå 3 3 3 21969x y z+ + =
íå èìååò öåëûõ ðåøåíèé.

Ðåøåíèå.  Áóäåì ñðàâíèâàòü ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè óðàâ-
íåíèÿ ïî ìîäóëþ ÷èñëà 9. Òàê êàê 1969 218 9 7= × + , òî

( )21969 4 mod 9º . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âñåâîçìîæíûå êîìáè-
íàöèè âîçìîæíûõ îñòàòêîâ 0, 1 è 8 ñëàãàåìûõ â ëåâîé  ÷àñòè
óðàâíåíèÿ äàþò âñå âîçìîæíûå îñòàòêè îò äåëåíèÿ ëåâ îé
÷àñòè óðàâíåíèÿ íà 9, ñðåäè êîòîðûõ íåò ÷èñëà 4.

Çàäà÷à 13. Íàéäèòå âñå öåëûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

( )3 3 2 24 1x y x y xy+ = + + .
Ðåøåíèå.  Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå â âèäå

( ) ( )3 2 27 4x y x y xy+ = + + .

Âèä ïðàâîé ÷àñòè ïîëó÷èâøåãîñÿ óðàâíåíèÿ ïîäñêàçûâà åò,
÷òî â êà÷åñòâå ìîäóëÿ äëÿ ñðàâíåíèÿ ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé
óäîáíî âçÿòü ÷èñëî 7, òàê ÷òî ( ) ( )3 4 mod 7x y+ º , à ýòî
íåâîçìîæíî.

Îòâåò.  Öåëûõ ðåøåíèé íåò.

Óïðàæíåíèå 11. Ðåøèòå â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèÿ:
à) 2 23 2x y= + ; á) 2 25 3x y= + ; â) 9 12 1x y= + ;
ã) 3 2 5m n- = .

Çàäà÷à 14. Ðåøèòå óðàâíåíèå 4 4 4 4
1 2 3 14...x x x x+ + + + =

1599=  â öåëûõ ÷èñëàõ.
Ðåøåíèå.  Åñëè ÷èñëî õ íå÷åòíî, òî ( )4 1 mod16x º , èíà÷å

( )4 0 mod16x º . Ëåâàÿ ÷àñòü íå ìîæåò ñîäåðæàòü áîëüøå 14
íå÷åòíûõ ÷èñåë, íî ( )1599 15 mod16º , ïîýòîìó óðàâíåíèå
ðåøåíèé íå èìååò.

Îòâåò.  Öåëûõ ðåøåíèé íåò.

Óïðàæíåíèå 12. Ìîæíî ëè ÷èñëî 2014 ïðåäñòàâèòü â âèäå
ñóììû: à) ñåìè; á) øåñòè êâàäðàòîâ íå÷åòíûõ ÷èñåë?

Íàêîíåö, ðàññìîòðèì çàäà÷ó, êîòîðàÿ âñòðå÷àåòñÿ â ì íî-
ãèõ ñáîðíèêàõ òðåíèðîâî÷íûõ çàäà÷ äëÿ ïîäãîòîâêè ê ÅÃÝ
ïî ìàòåìàòèêå.

Çàäà÷à 15. Ðåøèòå â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå
3 4 5a b c+ = .

Ðåøåíèå . Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî ( )5 1 mod 4c º ,
( )4 0 mod 4b º , ïîýòîìó 3a  òàêæå äîëæíî áûòü ñðàâíèìî ñ

1 ïî ìîäóëþ 4, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî a = 2 k, k Î N . Çàòåì
ñðàâíèì îáå ÷àñòè ïî ìîäóëþ 3. Ëåâàÿ ÷àñòü âñåãäà ñ ðàâíèìà
ïî ýòîìó ìîäóëþ ñ 1, à ïðàâàÿ ñðàâíèìà ñ 1 ïî ìîäóë þ 3
òîëüêî ïðè ñ = 2 l , l Î N. Òåïåðü óðàâíåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü

â âèäå ( ) ( )2 223 5 2k l b= - , èëè ( ) ( )23 5 2 5 2k l b l b= - + . Íî

òîãäà 5 2 3l b m- = , 5 2 3l b n+ = , ,m n Î N . Áîëåå òîãî, ïî-

ñêîëüêó ( ) ( ) 15 2 5 2 2 3 3l b l b b n m++ - - = = -  íå äåëèòñÿ íà 3,

òî íåïðåìåííî m = 0, è òîãäà 5 2 1l b- = , 25 2 3l b k+ = .

Ïîäñòàâëÿÿ â ïîñëåäíåå óðàâíåíèå 5 2 1l b= + , ïîëó÷àåì

óðàâíåíèå 1 22 3 1b k+ = - , èëè ( )( )12 3 1 3 1b k k+ = - + . Òàêèì
îáðàçîì, îáà ñîìíîæèòåëÿ â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî óðàâ-
íåíèÿ ÿâëÿþòñÿ íåîòðèöàòåëüíûìè öåëûìè ñòåïåíÿìè äâ îé-
êè, ïðè÷åì ðàçíîñòü áîëüøåãî è ìåíüøåãî ñîìíîæèòåëå é
ðàâíà 2. Òàêîå âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà 3 1 2k - = ,
3 1 4k + = , îòêóäà ñëåäóåò îòâåò.

Îòâåò . ( )2; 2; 2 .

Óïðàæíåíèå 13. à) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè 2 2 2a b c+ =  ( a, b, c –
öåëûå ÷èñëà), òî abc äåëèòñÿ íà 60.

á) Ðåøèòå â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå 22 3 4x x x y+ + = .

â) Ïðè êàêèõ íàòóðàëüíûõ n ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ÷èñëî 22n n+ ?

Â çàêëþ÷åíèå ïðåäëàãàåì ÷èòàòåëÿì ïîïðîáîâàòü ñâîè ñèëû â
ðåøåíèè çàäà÷ ñ öåëûìè ÷èñëàìè.
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À.ØÅÍÜ

È ÍÎÃÄÀ  ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈ  ÎÒÍÎÑßÒÑß  Ê  ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎ-
âàíèþ êàê ê ÷åìó-òî âòîðîñîðòíîìó, ãäå îñîáî äóìàòü  íå

íàäî, à íóæíî «ïèñàòü êîä», ïî âîçìîæíîñòè áûñòðî è  áåç
ðàçäóìèé. Ïðîãðàììèñòû òîæå íå îñòàþòñÿ â äîëãó è ð àçäðà-
æåííî îòâå÷àþò, ÷òî âñå ýòè òî÷íûå îïðåäåëåíèÿ è ñò ðîãèå
äîêàçàòåëüñòâà, êîòîðûìè òàê ãîðäÿòñÿ ìàòåìàòèêè, â  ðåàëü-
íîé æèçíè áåñïîëåçíû.

Íà ñàìîì äåëå íåïðàâû è òå è äðóãèå: ìàòåìàòèêà è
ïðîãðàììèðîâàíèå òåñíî ñâÿçàíû. Âçàèìíàÿ ïîëüçà òóò  åñòü
è íà óðîâíå ðåçóëüòàòîâ, è íà óðîâíå íàâûêîâ. Íà óð îâíå
ðåçóëüòàòîâ, íàâåðíîå, ñàìûé èçâåñòíûé ïðèìåð – ýòî  âîç-
ìîæíîñòü ïðîâåðêè ïðîñòîòû áîëüøèõ ÷èñåë è íåâîçìîæ -
íîñòü ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè.

Ïóñòü êòî-òî äàë íàì íàòóðàëüíîå ÷èñëî N, ñêàæåì, èç
òûñÿ÷è çíàêîâ.  Êàê óçíàòü, ïðîñòîå îíî èëè ðàçëàãà åòñÿ íà
ìíîæèòåëè (ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå ïðîèçâåäå íèÿ
ìåíüøèõ ÷èñåë)? Ïðîñòåéøèé ñïîñîá, êîòîðûé ñðàçó ïð èõî-
äèò â ãîëîâó, – ïðîâåðÿòü, íå äåëèòñÿ ëè N íà 2, íà 3, íà 4
è òàê äàëåå. Åñëè â êàêîé-òî ìîìåíò ìû íàéäåì äåëèò åëü,
çíà÷èò, ÷èñëî N íå ïðîñòîå. Åñëè äîéäåì äî N , òàê è íå íàéäÿ
äåëèòåëÿ, – çíà÷èò, ïðîñòîå.

×èñòûé ìàòåìàòèê ýòèì óäîâëåòâîðèòñÿ: çà êîíå÷íîå ÷ èñ-
ëî øàãîâ ìû ñìîæåì ïðîâåðèòü ïðîñòîòó (êàê ãîâîðÿò,
ñâîéñòâî áûòü ïðîñòûì ÷èñëîì àëãîðèòìè÷åñêè ðàçðåøè-
ìî ). Íî åñëè ïðåäñòàâèòü ñåáå, ñêîëüêî âðåìåíè ïîòðåá óåò-
ñÿ, ÷òîáû äîñ÷èòàòü äî òûñÿ÷åçíà÷íîãî ÷èñëà (êàê ìè íèìóì

100010 øàãîâ), ñòàíåò ÿñíî, ÷òî ìû äî ýòîãî íå äîæèâåì, äà æå
èñïîëüçóÿ ñàìûå áûñòðûå ñîâðåìåííûå êîìïüþòåðû è äà æå
ïîäåëèâ ðàáîòó ìåæäó íèìè.

Ìîæíî çàìåòèòü, ïðàâäà, ÷òî íå îáÿçàòåëüíî ñ÷èòàòü äî
êîíöà: åñëè ìû èùåì äåëèòåëè ÷èñëà N è äîøëè äî N , íå

Óïðàæíåíèÿ

Ðåøèòå â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ.

14. y xx y= , x y¹ .  15. + =
+

1 30
1 13

x
y

z

.   16. 
13,

6.

mn kl

nk ml

+ =ì
í - =î

Ðåøèòå ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ â öåëûõ ÷èñëàõ.
17. 25 2 7 3y x x= - + . 18. 3 14 17 71 0xy x y- - + = .

19. 2 26 2 3m n mn- + = . 20. 2 100 21953 1995 0m mn n+ - = .

21. ( )( )2 2 3 2x y x y xy+ + - = .

22. 2 2 25 34 2 10 22 0x y z xy xz yz+ + + - - = .

23. 2 2 2 2 2 29 6 9 2x y xy x y x y+ - + + - 18 7 5 6 0xy x y+ - + = .

24. 4 4 2 2 2 214 5 3 82 125 51 0x y x y y x- - + - + = .

25. 
25 4 13

11 8 1 8
1

n n
n

n
+ +

= - -
+

.

26. 
3 2 3 24 2 6 4 2 145 162

8 5

x x y y y x- + + - + -
æ ö æ ö=ç ÷ ç ÷
è ø è ø

.

27. Íàéäèòå âñå öåëûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû íåðàâåíñòâ

2

25,

8,

4 1.

x y

x y

x y

- £ -ì
ï

- £í
ï + £î

28. Ðåøèòå â öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå
22 7 2 3 36k k mk m+ = + + .
29. Ïàðòèÿ äåòàëåé áûëà èçãîòîâëåíà öåõîì â òå÷åíèå íå-

ñêîëüêèõ äíåé, ïðè÷åì êàæäûé äåíü ïðîèçâîäèëîñü îäè íàêîâîå
÷èñëî äåòàëåé. Êîãäà òðåòü ïðîäóêöèè îäíîãî äíÿ óïà êîâàëè â
ÿùèêè, òî â êàæäîì ÿùèêå îêàçàëîñü ñòîëüêî äåòàëåé,  ñêîëüêî
ÿùèêîâ ïîíàäîáèëîñü äëÿ óïàêîâêè, ïðè÷åì ÷èñëî ÿùèê îâ
ñîâïàëî ñ ÷èñëîì äíåé ðàáîòû öåõà. Ïîñëå îòñûëêè ïî ëîâèíû
âñåõ ñäåëàííûõ äåòàëåé çàêàç÷èêàì (êàæäîìó çàêàç÷èê ó ïîñëà-
ëè îäèíàêîâîå ÷èñëî äåòàëåé) âûÿñíèëîñü, ÷òî êóá ÷è ñëà
çàêàç÷èêîâ ðàâåí ÷èñëó äåòàëåé, âûñëàííûõ îäíîìó çà êàç÷èêó.
Êàêîå ìèíèìàëüíîå ÷èñëî äåòàëåé ìîã èçãîòîâèòü öåõ?

íàéäÿ äåëèòåëÿ, òî èõ è íå áóäåò (åñëè N = uv , òî õîòÿ áû
îäèí èç äâóõ äåëèòåëåé u è v íå áîëüøå N ). Ýòî ïîçâîëÿåò
çàìåíèòü 100010  íà 50010  – íî ïî-ïðåæíåìó êîíåö ñâåòà
íàñòóïèò ðàíüøå. Íåò ëè êàêîãî-òî áîëåå áûñòðîãî ñï îñîáà?

Íàì ïîìîæåò óòâåðæäåíèå ýëåìåíòàðíîé òåîðèè ÷èñåë,
êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ìàëîé òåîðåìîé Ôåðìà : åñëè ÷èñëî N
ïðîñòîå, òî äëÿ ëþáîãî a â èíòåðâàëå îò 1 äî N  – 1 âûïîëíÿ-
åòñÿ ðàâåíñòâî

( )1 1 modNa N- º .

Ýòà çàïèñü ÷èòàåòñÿ êàê « 1Na -  ñðàâíèìî ñ 1 ïî ìîäóëþ N»
è îçíà÷àåò, ÷òî ýòè äâà ÷èñëà äàþò îäèíàêîâûé îñòàò îê ïðè
äåëåíèè íà N (äðóãèìè ñëîâàìè, èõ ðàçíîñòü äåëèòñÿ íà N).

Ïðîâåðèì ïðè  a = 2 è N  = 7: òîãäà 7 1 62 2 64 7 9 1- = = = × +
è äåéñòâèòåëüíî äàåò îñòàòîê 1 ïðè äåëåíèè íà 7.

Ìîæíî ñêàçàòü è èíà÷å: åñëè ( )1 1 modNa N- ¯ , òî N  íå
ïðîñòîå. Íàïðèìåð, 15 1 142 2 16384 1092 15 4- = = = × +  äàåò
îñòàòîê 4 ïðè äåëåíèè íà 15, è îòñþäà ìîæíî çàêëþ÷è òü, ÷òî
15 – íå ïðîñòîå ÷èñëî (åñëè áû ìû ýòîãî è òàê íå çí àëè).
Ãîâîðÿò, ÷òî ÷èñëî 2 â ýòîì ïðèìåðå ÿâëÿåòñÿ ñâèäåòåëåì
òîãî, ÷òî 15 – íå ïðîñòîå ÷èñëî.

Ýòî íàâîäèò íà òàêóþ ìûñëü: åñëè íàäî ïðîâåðèòü, ïð îñòîå
N èëè íåò, ìîæíî íå ïðîáîâàòü ðàçíûå äåëèòåëè, à ïðî áîâàòü
ðàçíûå a è âûÿñíÿòü, âûïîëíÿåòñÿ ëè ðàâåíñòâî 1Na - º

( )1 modNº . Åñëè îêàæåòñÿ, ÷òî íåò, òî Ôåðìà ãàðàíòèðóåò
íàì, ÷òî N  íå ïðîñòîå.

Íó õîðîøî, ñêàæåò ñêåïòèê, âû èçìåíèëè ïîíÿòèå ñâèä å-
òåëÿ: òåïåðü ñâèäåòåëÿìè íåïðîñòîòû ñ÷èòàþòñÿ íå äå ëèòå-
ëè, à ÷èñëà a, äëÿ êîòîðûõ íå âûïîëíåíî óòâåðæäåíèå ìàëîé
òåîðåìû Ôåðìà. Íî ÷òî ìû ïðè ýòîì âûèãðàëè? Êàçàëîñ ü
áû, ìû òîëüêî ïðîèãðàëè: ïðîâåðèòü, äåëèòñÿ ëè îäíî
òûñÿ÷åçíà÷íîå ÷èñëî íà äðóãîå, íå òàê ïðîñòî, íî âî çâåñòè
÷èñëî a â ñòåïåíü, çàïèñûâàåìóþ òûñÿ÷åçíà÷íûì ÷èñëîì, óæ
ñîâñåì íåðåàëüíî – âîçâåäåíèå â ñòåïåíü ýòî ïîâòîðí îå
óìíîæåíèå, è åñëè ìû áóäåì êàæäûé ðàç óìíîæàòü íà a,
÷èñëî äåéñòâèé áóäåò òûñÿ÷åçíà÷íûì (à ðåçóëüòàò áóä åò
ñîäåðæàòü àñòðîíîìè÷åñêîå ÷èñëî öèôð).

Íà ñàìîì äåëå âñå íå òàê ñòðàøíî, êàê êàæåòñÿ. Ïîñê îëüêó
íàñ èíòåðåñóåò ëèøü îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà N, íàì íå
îáÿçàòåëüíî õðàíèòü î÷åíü áîëüøèå ÷èñëà, äîñòàòî÷íî  ïîñëå
êàæäîãî óìíîæåíèÿ äåëèòü ðåçóëüòàò íà N è áðàòü îñòàòîê
(÷èñëà, äàþùèå îäèíàêîâûé îñòàòîê, âçàèìîçàìåíÿåìû) . À
îñòàòîê â õóäøåì ñëó÷àå ñîäåðæèò ïðèìåðíî ñòîëüêî æ å öèôð,
ñêîëüêî è N, â íàøåì ïðèìåðå òûñÿ÷ó, ÷òî íå òàê ñòðàøíî.



ïîëîâèíû, òàê ÷òî íàø àëãîðèòì ñòàíîâèòñÿ êîððåêòíû ì äëÿ
âñåõ N.

Èòàê, ìû îïèñàëè, êàê ìîæíî (çà ðàçóìíîå âðåìÿ –
ñîâðåìåííûå êîìïüþòåðû äåëàþò ýòî ïî÷òè ìãíîâåííî)
ïðîâåðèòü ïðîñòîòó áîëüøèõ ÷èñåë. Íî, ñïðàøèâàåòñÿ,  êîìó
ýòè áîëüøèå ïðîñòûå ÷èñëà íóæíû, êðîìå ôàíàòèêîâ òå îðèè
÷èñåë? Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íà íèõ îñíîâàíû ïî÷òè âñå ñ îâðå-
ìåííûå ïðàêòè÷åñêèå êðèïòîãðàôè÷åñêèå  àëãîðèòìû, èñ-
ïîëüçóåìûå â áàíêàõ è íà ðàçíûõ ñàéòàõ äëÿ çàùèùåíí îé
ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè (ñêàæåì, ïåðñîíàëüíûõ äàííûõ èë è
äàííûõ êðåäèòíûõ êàðò). Ìû ïðèâåäåì ëèøü ñàìûé ïðîñ òîé
ìîäåëüíûé ïðèìåð: óäîñòîâåðåíèå ëè÷íîñòè øïèîíà. Äî ïó-
ñòèì, êòî-òî æäåò, ÷òî ê íåìó ïðèäåò øïèîí îò çàðóá åæíûõ
ñïåöñëóæá. Êàê îæèäàþùèé ìîæåò óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòî ä åé-
ñòâèòåëüíî øïèîí, à íå ñîòðóäíèê êîíòððàçâåäêè? Äëÿ  ýòîãî
íà ñàéòå ñïåöñëóæáû íóæíî äëÿ âñåîáùåãî îáîçðåíèÿ î ïóá-
ëèêîâàòü ïðîèçâåäåíèå äâóõ áîëüøèõ ïðîñòûõ ÷èñåë, â ûá-
ðàííûõ ñïåöñëóæáîé â ãëóáîêîì ñåêðåòå è ñîîáùåííûõ
òîëüêî íàñòîÿùåìó àãåíòó. Îæèäàþùèé ìîæåò óáåäèòüñÿ ,
÷òî ïðèøåäøèé óìååò ðàñêëàäûâàòü îïóáëèêîâàííîå íà
ñàéòå ÷èñëî íà ìíîæèòåëè, è ýòî ñëóæèò äîêàçàòåëüñò âîì,
÷òî îí íå ñàìîçâàíåö. Â ñàìîì äåëå, ñàìîçâàíöó ïðèø ëîñü áû
ëèáî êàê-òî âûêðàñòü ýòè ñåêðåòíûå ÷èñëà («ïðîòèâ ë îìà íåò
ïðèåìà»), ëèáî ñàìîìó ðàçëîæèòü ÷èñëî ñ ñàéòà íà ìí îæè-
òåëè. À ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè, â îòëè÷èå îò ïðîâå ðêè
ïðîñòîòû, äåëî ñëîæíîå, è íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ðàçëà ãàòü
òûñÿ÷åçíà÷íûå ÷èñëà íà ìíîæèòåëè íèêòî íå óìååò. Òà ê ÷òî
òàêîé ìåòîä óäîñòîâåðåíèÿ íà ñåãîäíÿøíèé äåíü âïîëí å
íàäåæåí. (Íà ñàìîì äåëå íà ïðàêòèêå â ÷èñòîì âèäå î í íå
ïðèìåíÿåòñÿ, íî ïðèíöèï äåéñòâèÿ òîò æå ñàìûé: âñå îñíî-
âàíî íà òîì, ÷òî ðàçëàãàòü íà ìíîæèòåëè ñëîæíî.)

Âîïðîñ òîëüêî â òîì, ïî÷åìó ìû óâåðåíû, ÷òî ðàçëîæå íèå
íà ìíîæèòåëè ñëîæíî. Âäðóã êòî-òî ïðèäóìàåò àëãîðèò ì,
ïîçâîëÿþùèé ñäåëàòü ýòî áûñòðî, è âñå øïèîíû (è, õó æå
òîãî, âñå áàíêîâñêèå âêëàäû) îêàæóòñÿ â îïàñíîñòè? ×òîáû
èñêëþ÷èòü ýòó âîçìîæíîñòü, íàäî áû äîêàçàòü, ÷òî áû ñòðîãî
àëãîðèòìà ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè íå ñóùåñòâóåò. Ýò î
óòâåðæäåíèå (òî÷íåå, ðîäñòâåííàÿ ïðîáëåìà, êîòîðàÿ èçâå-
ñòíà îáû÷íî ïîä êîäîâûì íàçâàíèåì P NP¹ ) îáúÿâëåíî
îäíîé èç «ïðîáëåì òûñÿ÷åëåòèÿ», çà ðåøåíèå êîòîðûõ îáå-
ùàþò ìèëëèîííûé ïðèç. (Äðóãóþ ïðîáëåìó èç ýòîé ñåðè è,
òàê íàçûâàåìóþ ïðîáëåìó Ïóàíêàðå , ðåøèë çíàìåíèòûé
ðóññêèé ìàòåìàòèê Ãðèãîðèé Ïåðåëüìàí – ìîæåò áûòü, âû
ñëûøàëè îá ýòîé èñòîðèè.)

* * *
Òàêèì îáðàçîì, îáå ñòîðîíû îêàçûâàþòñÿ â âûèãðûøå:

ïðîãðàììèñòû (è âìåñòå ñ íèìè ìû âñå) ïîëó÷àþò âàæí ûé
êðèïòîãðàôè÷åñêèé àëãîðèòì, à ìàòåìàòèêè ïîëó÷àþò è íòå-
ðåñíóþ è òðóäíóþ ïðîáëåìó.

Ïîâîäîì íàïèñàòü ýòó ñòàòüþ áûëî îòêðûòèå â ýòîì
ãîäó ôàêóëüòåòà  êîìïüþòåðíûõ íàóê â Âûñøåé øêîëå
ýêîíîìèêè (íå íàäî ïóãàòüñÿ ñëîâà ýêîíîìèêà: òàì
íåäàâíî áûë îòêðûò î÷åíü õîðîøèé ôàêóëüòåò ìàòåìàòè -
êè è äðóãèå ñîâñåì íå ýêîíîìè÷åñêèå ôàêóëüòåòû –
íàïðèìåð, ôàêóëüòåò ôèëîëîãèè) ñîâìåñòíî ñ êîìïàíè-
åé «ßíäåêñ». Îðãàíèçàòîðû ýòîãî ôàêóëüòåòà íàäåþòñÿ ,
÷òî òàì êàê ðàç óäàñòñÿ ñî÷åòàòü êà÷åñòâåííîå ìàòåì àòè-
÷åñêîå îáðàçîâàíèå ñ îáó÷åíèåì ïðîãðàììèðîâàíèþ íà
ðåàëüíûõ çàäà÷àõ (êóðñ ïðîãðàììèðîâàíèÿ ãîòîâÿò âå-
äóùèå ðàçðàáîò÷èêè ßíäåêñà). Ïðåäóïðåæäåíèå: ïîñòó-
ïèâøèõ îæèäàåò áîëüøîé îáúåì ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáî-
òû (êàê ïî ìàòåìàòèêå, òàê è ïî ïðîãðàììèðîâàíèþ), òàê
÷òî èìåéòå ýòî â âèäó. Èíôîðìàöèþ î ïðèåìå íà íîâûé
ôàêóëüòåò ìîæíî íàéòè íà ñàéòå http://cs.hse.ru/
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Íî åñòü äðóãàÿ ïðîáëåìà: êàê âû÷èñëèòü Na , åñëè N –

òûñÿ÷åçíà÷íîå ÷èñëî? Ñåêðåò òóò â òîì, ÷òî íå îáÿçà òåëüíî
N  ðàç óìíîæàòü íà a. Âìåñòî ýòîãî ìû ìîæåì âîçâîäèòü
÷èñëî â êâàäðàò, âû÷èñëÿÿ ïîñëåäîâàòåëüíî 2 4 8 16, , , ,a a a a

32 2, , ,
k

a aK K
Òåïåðü, âûáèðàÿ íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû è ïåðåìíîæàÿ è õ,

ìû ìîæåì ïîëó÷èòü ëþáóþ ñòåïåíü. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò
äâîè÷íîìó ðàçëîæåíèþ: ñêàæåì, 27 = 16 + 8 + 2 + 1 ( è
çàïèñûâàåòñÿ â äâîè÷íîé ñèñòåìå êàê 211011 , ïîýòîìó 27a
ìîæíî âû÷èñëèòü êàê ïðîèçâåäåíèå 16 8 2, ,a a a  è 1a a= ,
êîòîðûå ìû óæå âû÷èñëèëè âîçâåäåíèåì â êâàäðàò.

Èñïîëüçóÿ ýòè äâà íàáëþäåíèÿ, âïîëíå ðåàëüíî âû÷èñë èòü
îñòàòîê îò äåëåíèÿ 1Na -  íà N è òåì ñàìûì ïðîâåðèòü
óòâåðæäåíèå ìàëîé òåîðåìû Ôåðìà äëÿ a è N. Åñëè ðåçóëü-
òàò áóäåò íå 1, òî a – ñâèäåòåëü íåïðîñòîòû ÷èñëà N.

Âîïðîñ, îäíàêî, îñòàåòñÿ: ÷åì òàêèå ñâèäåòåëè ëó÷øå , ÷åì
äåëèòåëè? À âîò ÷åì: åñëè ÷èñëî N íå ïðîñòîå, òî ó íåãî åñòü
äåëèòåëè, íî èõ ìàëî ïî ñðàâíåíèþ ñ N (ñêàæåì, åñëè N åñòü
ïðîèçâåäåíèå äâóõ áîëüøèõ ïðîñòûõ ÷èñåë p è q, òî äåëèòå-
ëåé òîëüêî äâà – ýòè ñàìûå p è q). À ñâèäåòåëåé â íàøåì
ñìûñëå îáû÷íî ìíîãî (êàê ïðàâèëî, áîëüøå ïîëîâèíû â ñåõ
âàðèàíòîâ îò 1 äî N  – 1). Ïîýòîìó, åñëè ïðîñòî ïîïðîáîâàòü
ñëó÷àéíî âçÿòîå ÷èñëî a îò 1 äî N  – 1, òî ó íàñ åñòü øàíñ (êàê
ïðàâèëî, íå ìåíüøå 50%) íàòêíóòüñÿ íà òàêîãî ñâèäåò åëÿ.
Êîíå÷íî, 50% íå òàê ìíîãî, íî ìîæíî ñäåëàòü íåñêîëü êî
ïðîá: åñëè êàæäûé ðàç øàíñû íà óäà÷ó 50% èëè áîëüøå , òî
ìîæíî áûòü ïðàêòè÷åñêè óâåðåííûì, ÷òî ðàç çà 20 – 3 0 ìû
ýòîò øàíñ ðåàëèçóåì. Íà ïðàêòèêå äåëà îáñòîÿò äàæå ëó÷øå,
÷åì â òåîðèè: ñêàæåì, ÷èñëî a = 2 ãîäèòñÿ êàê ñâèäåòåëü äëÿ
áîëüøèíñòâà ñîñòàâíûõ ÷èñåë (è äëÿ âñåõ ìåíüøèõ 341 , ãäå
ïåðâûé ðàç a = 2 íå ñðàáàòûâàåò).

Ïîëó÷àåì òàêîé âåðîÿòíîñòíûé àëãîðèòì ïðîâåðêè íà
ïðîñòîòó : íàäî íåñêîëüêî äåñÿòêîâ ðàç ïðîâåðèòü óòâåðæ-
äåíèå ìàëîé òåîðåìû Ôåðìà äëÿ ñëó÷àéíî âûáðàííûõ a.
Åñëè õîòü ðàç îíî íå âûïîëíèòñÿ, òî ìû ñ óâåðåííîñò üþ
ãîâîðèì, ÷òî ÷èñëî ñîñòàâíîå, à åñëè âñå ðàçû âûïîë íèòñÿ,
òî ãîâîðèì, ÷òî ÷èñëî ïðîñòîå. Ïðè ýòîì âîçìîæíà îø èáêà:
ñîñòàâíîå ÷èñëî ìû ìîæåì ïðèíÿòü çà ïðîñòîå, íî ñ î ÷åíü
ìàëåíüêîé âåðîÿòíîñòüþ (ñêàæåì, ïðè 20 ïîâòîðåíèÿõ ïîëó-
÷àåòñÿ 202- , ìåíüøå îäíîé ìèëëèîííîé).

Íà ñàìîì äåëå ñêàçàííîå âûøå íå ñîâñåì ïðàâäà. Áûâà þò
òàêèå çëîâðåäíûå ÷èñëà, íàçûâàåìûå ÷èñëàìè Êàðìàéêëà ,
êîòîðûå ñîñòàâíûå, íî ñâèäåòåëåé ó íèõ ìàëî, òàê ÷ò î íàø
àëãîðèòì èõ ñêîðåå âñåãî îáúÿâèò ïðîñòûìè. Ïåðâîå ò àêîå
÷èñëî ðàâíî 561. ×èñëà ýòè íàñòîëüêî ðåäêèå, ÷òî ñ ïðàêòè-
÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ íà ýòî ìîæíî íàïëåâàòü, íî ìàòå ìàòè-
÷åñêè êîððåêòíûé àëãîðèòì òðåáóåò äîïîëíåíèÿ.

Âîò ýòî äîïîëíåíèå. Æåëàÿ âû÷èñëèòü 1Na - , ìû ñíà÷àëà
âûäåëÿåì èç ÷åòíîãî ÷èñëà N – 1 (ìû ñ÷èòàåì, ÷òî N  íå÷åòíî,
òàê êàê ÷åòíûå ÷èñëà çàâåäîìî íå ïðîñòûå, òàê ÷òî N – 1
÷åòíî) ìàêñèìàëüíóþ ñòåïåíü äâîéêè: 1 2kN l- = × , ãäå l

íå÷åòíî. Äàëüøå ìû âû÷èñëÿåì 1 2kN la a- ×=  òàê: ñíà÷àëà
âû÷èñëÿåì la , à ïîòîì åãî k ðàç âîçâîäèì â êâàäðàò. Êàê ìû
óæå çíàåì, åñëè ïîñëå ïîñëåäíåãî âîçâåäåíèÿ â êâàäð àò
ïîëó÷èòñÿ íå 1 (ïî ìîäóëþ N), òî ÷èñëî N íå ïðîñòîå. Íî
åñòü è åùå îäíà ñèòóàöèÿ, â êîòîðîé ìû ìîæåì áûòü ó âåðåíû,
÷òî N íå ïðîñòîå: åñëè â õîäå âîçâåäåíèÿ â êâàäðàò îáíà-
ðóæèòñÿ ÷èñëî, êâàäðàò êîòîðîãî ðàâåí 1 ïî ìîäóëþ N, íî
ñàìî ÷èñëî íå ðàâíî íè 1, íè –1 ïî ìîäóëþ N.  (Â ñàìîì äåëå,
åñëè ( ) ( )2 1 1 1x x x- = - +  äåëèòñÿ íà N, íî íè x – 1, íè
x + 1 íå äåëÿòñÿ íà N, òî N  íå ìîæåò áûòü ïðîñòûì: ÷àñòü åãî
äåëèòåëåé äîëæíà âõîäèòü â x – 1, à ÷àñòü – â x + 1.)

Åñëè îáîáùèòü ïîíÿòèå ñâèäåòåëÿ òàêèì ñïîñîáîì, òî
òåïåðü è äëÿ ÷èñåë Êàðìàéêëà ñâèäåòåëåé áóäåò áîëüø å
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Ðåãèîíàëüíûé ýòàï XL Âñåðîññèéñêîé
îëèìïèàäû øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå
Òðåòèé (ðåãèîíàëüíûé) ýòàï XL Âñåðîññèéñêîé îëèìïèà -

äû ïðîøåë âî âñåõ ðåãèîíàõ íàøåé ñòðàíû 4 è 5 ôåâðà ëÿ
2014 ãîäà. Ðåãèîíàëüíûé ýòàï îëèìïèàäû ïðèçâàí ïîâû -
øàòü èíòåðåñ ê ìàòåìàòèêå ñðåäè øêîëüíèêîâ, óæå èìå þ-
ùèõ íåêîòîðûå óñïåõè, à òàêæå ñòèìóëèðîâàòü ðàáîòó â
îáëàñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ â ðåãèîíàõ. Ïîñ ëåä-
íèå íåñêîëüêî ëåò ðåãèîíàëüíûé ýòàï ÿâëÿåòñÿ òàêæå îòáî-
ðî÷íûì äëÿ ó÷àñòèÿ â çàêëþ÷èòåëüíîì ýòàïå, ïîýòîìó ìåòî-
äè÷åñêàÿ êîìèññèÿ âêëþ÷àåò â âàðèàíò äîñòàòî÷íîå êî ëè-
÷åñòâî òðóäíûõ èäåéíûõ çàäà÷ (îñîáåííî ñëîæíûìè îêà çà-
ëèñü çàäà÷è 4, 7, 8 â êàæäîé èç ïàðàëëåëåé 9, 10, 1 1
êëàññîâ).

ÇÀÄÀ×È

9 êëàññ

Ïåðâûé äåíü

1. Äàíû 111 ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõî-
äÿùèõ 500. Ìîãëî ëè îêàçàòüñÿ, ÷òî äëÿ êàæäîãî èç ý òèõ
÷èñåë åãî ïîñëåäíÿÿ öèôðà ñîâïàäàåò ñ ïîñëåäíåé öèô ðîé
ñóììû âñåõ îñòàëüíûõ ÷èñåë?

Í.Àãàõàíîâ

2. Â ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD  ñòîðîíû AD  è BC ïàðàë-
ëåëüíû. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè áèññåêòðèñû óãëîâ DAC , DBC ,
ACB è ADB  îáðàçîâàëè ðîìá, òî AB = CD .

Ë.Åìåëüÿíîâ

3. Ó÷èòåëü çàïèñàë Ïåòå â òåòðàäü ÷åòûðå ðàçëè÷íûõ
íàòóðàëüíûõ ÷èñëà. Äëÿ êàæäîé ïàðû ýòèõ ÷èñåë Ïåòÿ
íàøåë èõ íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü. Ó íåãî ïîëó÷èëè ñü
øåñòü ÷èñåë: 1, 2, 3, 4, 5 è N , ãäå N > 5. Êàêîå íàèìåíüøåå
çíà÷åíèå ìîæåò èìåòü ÷èñëî N?

Î.Äìèòðèåâ

4. Âñå êëåòêè êâàäðàòíîé òàáëèöû 100 100´  ïðîíóìåðîâà-
íû â íåêîòîðîì ïîðÿäêå ÷èñëàìè îò 1 äî 10000. Ïåòÿ
çàêðàøèâàåò êëåòêè ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì. Âíà÷àëå î í
çàêðàøèâàåò k êëåòîê ïî ñâîåìó óñìîòðåíèþ. Äàëåå êàæäûì
õîäîì Ïåòÿ ìîæåò çàêðàñèòü îäíó åùå íåçàêðàøåííóþ
êëåòêó ñ íîìåðîì a, åñëè äëÿ íåå âûïîëíåíî õîòÿ áû îäíî èç
äâóõ óñëîâèé: ëèáî â îäíîé ñòðîêå ñ íåé åñòü óæå çà êðàøåí-
íàÿ êëåòêà ñ íîìåðîì ìåíüøèì ÷åì a; ëèáî â îäíîì ñòîëáöå
ñ íåé åñòü óæå çàêðàøåííàÿ êëåòêà ñ íîìåðîì áîëüøèì  ÷åì
a. Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì k íåçàâèñèìî îò èñõîäíîé íóìåðà-
öèè Ïåòÿ çà íåñêîëüêî õîäîâ ñìîæåò çàêðàñèòü âñå êë åòêè
òàáëèöû?

Ñ.Áåðëîâ

Âòîðîé äåíü

5. ×èñëî x òàêîâî, ÷òî ñðåäè ÷åòûðåõ ÷èñåë 2x - ,
1x x- , 1x x+ , 2 2 2x +  ðîâíî îäíî íå ÿâëÿåòñÿ öåëûì.

Íàéäèòå âñå òàêèå x.
Í.Àãàõàíîâ

6. Ñì. çàäà÷ó Ì2337,à «Çàäà÷íèêà «Êâàíòà».

7. Äàí âïèñàííûé ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD . Ëó÷è AB è DC
ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå K . Îêàçàëîñü, ÷òî òî÷êè B, D , à òàêæå

ñåðåäèíû îòðåçêîâ AC è KC  ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.
Êàêèå çíà÷åíèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü óãîë ADC ?

Ã.Æóêîâ

8. Êàêîå èç ÷èñåë áîëüøå: (100!)! èëè 100! 99!99! 100!× ?
(Íàïîìíèì, ÷òî ! 1 2n n= × × ×K .)

À.Õðàáðîâ

10 êëàññ

Ïåðâûé äåíü

1. Ó÷åíèê çà îäíó íåäåëþ ïîëó÷èë 17 îöåíîê (êàæäàÿ èç
íèõ – 2, 3, 4 èëè 5). Ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå ýòèõ 1 7
îöåíîê – öåëîå ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî êàêóþ-òî îöåíêó  îí
ïîëó÷èë íå áîëåå äâóõ ðàç.

Í.Àãàõàíîâ, È.Áîãäàíîâ

2. Ñòîçíà÷íîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n íàçîâåì íåîáû÷íûì ,
åñëè äåñÿòè÷íàÿ çàïèñü ÷èñëà 3n  çàêàí÷èâàåòñÿ íà n, à
äåñÿòè÷íàÿ çàïèñü ÷èñëà 2n   íå çàêàí÷èâàåòñÿ íà n. Äîêàæè-
òå, ÷òî ñóùåñòâóåò íå ìåíåå äâóõ ñòîçíà÷íûõ íåîáû÷í ûõ
÷èñåë.

Â.Ñåíäåðîâ

3. Â ÿçûêå ïëåìåíè ÀÓ äâå áóêâû – « a» è « y». Íåêîòîðûå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýòèõ áóêâ ÿâëÿþòñÿ ñëîâàìè, ïðè÷ åì â
êàæäîì ñëîâå íå ìåíüøå îäíîé è íå áîëüøå 13 áóêâ.
Èçâåñòíî, ÷òî åñëè íàïèñàòü ïîäðÿä ëþáûå äâà ñëîâà,  òî
ïîëó÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áóêâ íå áóäåò ñëîâîì.  Íàé-
äèòå ìàêñèìàëüíîå âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî ñëîâ â òàêîì
ÿçûêå.

È.Áîãäàíîâ

4. Íà ñòîðîíå AB òðåóãîëüíèêà ABC âûáðàíû òî÷êè 1C  è
2C . Àíàëîãè÷íî, íà ñòîðîíå BC âûáðàíû òî÷êè 1A  è 2A , à

íà ñòîðîíå AC – òî÷êè 1B  è 2B . Îêàçàëîñü, ÷òî îòðåçêè
1 2A B , 1 2B C  è 1 2C A  èìåþò ðàâíûå äëèíû, ïåðåñåêàþòñÿ â

îäíîé òî÷êå, è óãîë ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ èç íèõ ðàâåí  60° .

Äîêàæèòå, ÷òî 1 2 1 2 1 2A A B B C C
BC CA AB

= = .

È.Áîãäàíîâ

Âòîðîé äåíü

5. Íà äîñêå íàïèñàíî óðàâíåíèå 3 2 0* * *x x x+ + + = . Ïåòÿ
è Âàñÿ ïî î÷åðåäè çàìåíÿþò çâåçäî÷êè íà ðàöèîíàëüíû å
÷èñëà: âíà÷àëå Ïåòÿ çàìåíÿåò ëþáóþ èç çâåçäî÷åê, ïî òîì
Âàñÿ – ëþáóþ èç äâóõ îñòàâøèõñÿ, à çàòåì Ïåòÿ– îñòà âøó-
þñÿ çâåçäî÷êó. Âåðíî ëè, ÷òî ïðè ëþáûõ äåéñòâèÿõ Âà ñè
Ïåòÿ ñìîæåò ïîëó÷èòü óðàâíåíèå, ó êîòîðîãî ðàçíîñòü  êà-
êèõ-òî äâóõ êîðíåé ðàâíà 2014?

Í.Àãàõàíîâ

6. Òðåóãîëüíèê ABC âïèñàí â îêðóæíîñòü W  ñ öåíòðîì O.
Îêðóæíîñòü, ïîñòðîåííàÿ íà AO êàê íà äèàìåòðå, ïåðåñåêà-
åò îïèñàííóþ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà OBC â òî÷êå S O¹ .
Êàñàòåëüíûå ê W  â òî÷êàõ B è C ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå P.
Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè A, S è P ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Ð.Ñàäûêîâ

7. Ïî êðóãó ñòîÿò 100010  íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ìåæäó
êàæäûìè äâóìÿ ñîñåäíèìè ÷èñëàìè çàïèñàëè èõ íàèìåíü øåå
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îáùåå êðàòíîå. Ìîãóò ëè ýòè íàèìåíüøèå îáùèå êðàòíû å
îáðàçîâàòü 100010  ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷èñåë (ðàñïîëîæåííûõ
â êàêîì-òî ïîðÿäêå)?

Ñ.Áåðëîâ

8. Ïåòÿ ïîñòàâèë íà äîñêó 50 50´  íåñêîëüêî ôèøåê, â
êàæäóþ êëåòêó – íå áîëüøå îäíîé. Äîêàæèòå, ÷òî ó Âà ñè åñòü
ñïîñîá ïîñòàâèòü íà ñâîáîäíûå ïîëÿ ýòîé æå äîñêè íå  áîëåå
99 íîâûõ ôèøåê (âîçìîæíî, íè îäíîé) òàê, ÷òîáû ïî-
ïðåæíåìó â êàæäîé êëåòêå ñòîÿëî íå áîëüøå îäíîé ôèø êè
è â êàæäîé ñòðîêå è êàæäîì ñòîëáöå ýòîé äîñêè îêàçà ëîñü
÷åòíîå êîëè÷åñòâî ôèøåê.

Ñ.Áåðëîâ

11 êëàññ

Ïåðâûé äåíü

1. Äàí âûïóêëûé 7-óãîëüíèê. Âûáèðàþòñÿ ÷åòûðå ïðîèç-
âîëüíûõ åãî óãëà è âû÷èñëÿþòñÿ èõ ñèíóñû, îò îñòàëü íûõ
òðåõ óãëîâ âû÷èñëÿþòñÿ êîñèíóñû. Îêàçàëîñü, ÷òî ñóì ìà
òàêèõ ñåìè ÷èñåë íå çàâèñèò îò èçíà÷àëüíîãî âûáîðà ÷åòûðåõ
óãëîâ. Äîêàæèòå, ÷òî ó ýòîãî 7-óãîëüíèêà íàéäóòñÿ ÷ åòûðå
ðàâíûõ óãëà.

È.Áîãäàíîâ

2. Íà äîñêå íàïèñàíî âûðàæåíèå 
a c e
b d f

× × , ãäå a, b, c, d,

e, f  – íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Åñëè ÷èñëî a óâåëè÷èòü íà 1, òî
çíà÷åíèå ýòîãî âûðàæåíèÿ óâåëè÷èòñÿ íà 3. Åñëè â èñ õîäíîì
âûðàæåíèè óâåëè÷èòü ÷èñëî c íà 1, òî åãî çíà÷åíèå óâåëè÷èò-
ñÿ íà 4; åñëè æå â èñõîäíîì âûðàæåíèè óâåëè÷èòü ÷èñ ëî e íà
1, òî åãî çíà÷åíèå óâåëè÷èòñÿ íà 5. Êàêîå íàèìåíüøå å
çíà÷åíèå ìîæåò èìåòü ïðîèçâåäåíèå bdf ?

Í.Àãàõàíîâ

3. Âñå êëåòêè êâàäðàòíîé òàáëèöû n n´  ïðîíóìåðîâàíû â
íåêîòîðîì ïîðÿäêå ÷èñëàìè îò 1 äî 2n . Ïåòÿ äåëàåò õîäû ïî
ñëåäóþùèì ïðàâèëàì. Ïåðâûì õîäîì îí ñòàâèò ôèøêó â
ëþáóþ êëåòêó. Êàæäûì ïîñëåäóþùèì õîäîì Ïåòÿ ìîæåò

ëèáî ïîñòàâèòü íîâóþ ôèøêó íà êàêóþ-òî êëåòêó, ëèáî
ïåðåñòàâèòü ôèøêó èç êëåòêè ñ íîìåðîì a õîäîì ïî ãîðèçîí-
òàëè èëè ïî âåðòèêàëè â êëåòêó ñ íîìåðîì áîëüøèì ÷å ì a.
Êàæäûé ðàç, êîãäà ôèøêà ïîïàäàåò â êëåòêó, ýòà êëåò êà
íåìåäëåííî çàêðàøèâàåòñÿ; ñòàâèòü ôèøêó íà çàêðàøåí íóþ
êëåòêó çàïðåùåíî. Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ôèøåê
ïîòðåáóåòñÿ Ïåòå, ÷òîáû íåçàâèñèìî îò èñõîäíîé íóìå ðàöèè
îí ñìîã çà íåñêîëüêî õîäîâ çàêðàñèòü âñå êëåòêè òàá ëèöû?

Ä.Õðàìöîâ

4. Ïëîñêîñòü a  ïåðåñåêàåò ðåáðà AB, BC, CD  è DA
òðåóãîëüíîé ïèðàìèäû ABCD  â òî÷êàõ K , L , M  è N
ñîîòâåòñòâåííî. Îêàçàëîñü, ÷òî äâóãðàííûå óãëû

( ),KLA KLMÐ ,  ( ),LMB LMNÐ ,  ( ),MNC MNKÐ  è
( ),NKD NKLÐ  ðàâíû. (Çäåñü ÷åðåç ( ),PQR PQSÐ  îáîçíà-

÷àåòñÿ äâóãðàííûé óãîë ïðè ðåáðå PQ â òåòðàýäðå PQRS.)
Äîêàæèòå, ÷òî ïðîåêöèè âåðøèí A, B, C è D  íà ïëîñêîñòü a
ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

À.Àêîïÿí

Âòîðîé äåíü

5. ×èñëà x, y è z òàêîâû, ÷òî âñå òðè ÷èñëà x + yz , y + zx
è z + xy  ðàöèîíàëüíû, à 2 2 1x y+ = . Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî

2xyz òàêæå ðàöèîíàëüíî.
Í.Àãàõàíîâ

6. Ñì. çàäà÷ó 7 äëÿ 9 êëàññà.

7. Äàí ìíîãî÷ëåí

( ) 2 2 1
2 2 1 1 0

n n
n nP x a x a x a x a-

-= + + + +K ,

ó êîòîðîãî êàæäûé êîýôôèöèåíò ia  ïðèíàäëåæèò îòðåçêó
[100; 101]. Ïðè êàêîì ìèíèìàëüíîì íàòóðàëüíîì n ó òàêîãî
ìíîãî÷ëåíà ìîæåò íàéòèñü äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü?

È.Áîãäàíîâ, Ê.Ñóõîâ

8. Ñì. çàäà÷ó 8 äëÿ 10 êëàññà.
Ïóáëèêàöèþ ïîäãîòîâèëè Í.Àãàõàíîâ, È.Áîãäàíîâ,

À.Ãàðáåð, Ï.Êîæåâíèêîâ, Î.Ïîäëèïñêèé

Òåîðåòè÷åñêèé òóð

7 êëàññ

Çàäà÷à 1. Ïðîòèâîñòîÿíèå Ìàðñà
Â ìîìåíò ïðîòèâîñòîÿíèÿ Ñîëíöå, Çåìëÿ è Ìàðñ íàõîäÿ ò-

ñÿ íà îäíîé ïðÿìîé (Çåìëÿ ìåæäó Ñîëíöåì è Ìàðñîì).
Ïðîäîëæèòåëüíîñòü çåìíîãî ãîäà T = 365 ñóòîê, ìàðñèàíñêî-
ãî – â k = 1,88 ðàçà áîëüøå. Ñ÷èòàÿ, ÷òî ïëàíåòû îáðàùàþòñÿ
âîêðóã Ñîëíöà ïî êðóãîâûì îðáèòàì ñ îáùèì öåíòðîì,
ëåæàùèì â îäíîé ïëîñêîñòè, íàéäèòå ìèíèìàëüíûé ïðîì å-
æóòîê âðåìåíè t  ìåæäó äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè ïðîòèâî-
ñòîÿíèÿìè. Ïëàíåòû äâèæóòñÿ â îäíó ñòîðîíó.

Â.Ïëèñ

Çàäà÷à 2. Íà ìåòåîðîëîãè÷åñêîé ñòàíöèè
Íà ìåòåîðîëîãè÷åñêîé ñòàíöèè ïðîâîäÿò èçìåðåíèÿ ïëî ò-

íîñòè ñíåãà â âîçäóõå ïðè ïîìîùè îñàäêîìåðà. Îñàäêî ìåð
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé öèëèíäðè÷åñêèé ñîñóä ñ ïëîùàäüþ äíà

2200 ñì  è âûñîòîé 40 ñì, êóäà ñîáèðàþòñÿ îñàäêè. Âî
âðåìÿ èçìåðåíèé ñíåæèíêè ïàäàëè âåðòèêàëüíî âíèç ñî

Ðåãèîíàëüíûé ýòàï îëèìïèàäû
Ìàêñâåëëà

ñêîðîñòüþ v = 0,6 ì/ñ. Çà øåñòü ÷àñîâ óðîâåíü ñíåãà â
îñàäêîìåðå äîñòèã h = 15 ñì, à ïëîòíîñòü ñíåãà â ñîñóäå
ñîñòàâèëà 3

0 0,15 ã ñìr = . Îïðåäåëèòå, ÷åìó ðàâíà ïëîò-
íîñòü ñíåãà r  â âîçäóõå âî âðåìÿ ñíåãîïàäà, ò.å. ÷åìó
ðàâíà ìàññà ñíåãà, íàõîäÿùåãîñÿ â îäíîì êóáè÷åñêîì ìåò-
ðå âîçäóõà.

À.Âîðîíîâ

Çàäà÷à 3. Ðûáàê
Ðûáàê íà ëîäêå ñ ìîòîðîì ñíÿëñÿ ñ ÿêîðÿ, ïðè ýòîì

ñëó÷àéíî îáðîíèë â âîäó âåñëî, è çàòåì ïîïëûë ââåðõ  ïðîòèâ
òå÷åíèÿ. ×åðåç 5 ìèíóò, ïðîïëûâ âäîëü áåðåãà 1200 ì , îí
îáíàðóæèë ïðîïàæó âåñëà, ðàçâåðíóë ëîäêó è ïîïëûë î áðàò-
íî. Êîãäà îí äîãíàë åãî, òî çàìåòèë, ÷òî âåñëî ñíåñ ëî âíèç
ïî òå÷åíèþ íà 600 ì. Ñ÷èòàéòå, ÷òî ñêîðîñòü òå÷åíèÿ  ðåêè è
ñêîðîñòü ëîäêè îòíîñèòåëüíî âîäû ïîñòîÿííû.

1) ×åðåç êàêîå âðåìÿ 0t  ïîñëå îáíàðóæåíèÿ ïðîïàæè âåñëà
ðûáàê ïîäïëûë ê íåìó?

2) Êàêîâà ñêîðîñòü ðv  òå÷åíèÿ ðåêè?
3) Êàêîâà ñêîðîñòü 0v  ìîòîðíîé ëîäêè â ñòîÿ÷åé âîäå?

Â.×èâèë¸â
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Çàäà÷à 4. Øàðèê ñ ãåëèåì
Øàðèê íàêà÷àëè ãåëèåì. Ìàññà ãàçà ñîñòàâëÿåò 20% îò

ìàññû âñåãî øàðèêà. ×åðåç äåíü, êîãäà ÷àñòü ãåëèÿ ï ðîñî÷è-
ëàñü ÷åðåç ñòåíêè, îáúåì øàðèêà óìåíüøèëñÿ â 2 ðàçà , à
ìàññà ãåëèÿ ñòàëà ñîñòàâëÿòü 10% îò ìàññû âñåãî øàð èêà.
Îïðåäåëèòå, âî ñêîëüêî ðàç èçìåíèëàñü ñðåäíÿÿ ïëîòí îñòü
âîçäóøíîãî øàðèêà.

À.Âîðîíîâ

8 êëàññ

Çàäà÷à 1. Íà ïðîãóëêå
Ñì. çàäà÷ó Ô2333 «Çàäà÷íèêà «Êâàíòà».

Çàäà÷à 2. Ïëàâàíèå íàîáîðîò
Â ãåðìåòè÷íîì ñîñóäå ñâåðõó íàõîäèòñÿ æèäêîñòü ïëîò íî-

ñòüþ 3
0 800 êã ìr = , îòäåëåííàÿ ëåãêèì ïîäâèæíûì ïîðø-

íåì îò ãàçà, íàõîäÿùåãîñÿ âíèçó è èìå-
þùåãî äàâëåíèå p = 20 êÏà (ðèñ.1). Â
ïîðøíå åñòü êðóãëîå îòâåðñòèå, â êîòî-
ðîå âñòàâëåí öèëèíäðè÷åñêèé ïîïëàâîê.
Ïðè÷åì â æèäêîñòü ïîïëàâîê ïîãðóæåí
íà íåêîòîðóþ äëèíó h, à â ãàç – íà äëèíó
3h. Ïëîùàäü îñíîâàíèÿ ïîïëàâêà S. Ïî-
ïëàâîê ìîæåò ñâîáîäíî ñêîëüçèòü îòíî-
ñèòåëüíî ïîðøíÿ, à ïîðøåíü – îòíîñè-
òåëüíî ñòåíîê ñîñóäà. Æèäêîñòü íèãäå
íå ïîäòåêàåò. Êàêîé äîëæíà áûòü ïëîò-
íîñòü ïîïëàâêà r , ÷òîáû ñèñòåìà ìîãëà

îñòàâàòüñÿ â ðàâíîâåñèè? Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåí èÿ
210 ì ñg = .

Ì.Çàìÿòíèí

Çàäà÷à 3. Ðàçíûå ìîùíîñòè
Íà ðû÷àãå ìàññîé 3 m âèñÿò äâå ëüäèíêè (ðèñ.2). Òî÷êà

îïîðû äåëèò ðû÷àã â îòíîøåíèè 1:2. Ê êîðîòêîìó ïëå÷ ó
ðû÷àãà ïîäâåøåíà ëüäèíêà ìàññîé 4 m.

Ðèñ. 1

1) Êàêóþ ìàññó äîëæíà èìåòü ëüäèíêà, ïîäâåøåííàÿ ê
äëèííîìó ïëå÷ó, ÷òîáû ñèñòåìà íàõîäèëàñü â ðàâíîâåñ èè?

2) Ëüäèíêè îäíîâðåìåííî íà÷àëè íàãðåâàòü. Âî ñêîëüê î
ðàç äîëæíû îòëè÷àòüñÿ ìîùíîñòè ïîäâîäèìîãî ê ëüäèíê àì
òåïëà, ÷òîáû ðàâíîâåñèå ñîõðàíèëîñü? Ëüäèíêè íàõîäÿ òñÿ
ïðè òåìïåðàòóðå ïëàâëåíèÿ.

Ì.Çàìÿòíèí

Çàäà÷à 4. Äâå äåòàëè
Òåïëîèçîëèðîâàííûé ñîñóä áûë äî êðàåâ íàïîëíåí âîäî é

ïðè òåìïåðàòóðå 0 19 Ct = ° . Â ñåðåäèíó ýòîãî ñîñóäà áûñòðî,
íî àêêóðàòíî îïóñòèëè äåòàëü, èçãîòîâëåííóþ èç ìåòà ëëà
ïëîòíîñòüþ 3

1 2700 êã ìr = , íàãðåòóþ äî òåìïåðàòóðû
ä 99 Ct = ° , è çàêðûëè êðûøêó. Ïîñëå óñòàíîâëåíèÿ òåïëî-

âîãî ðàâíîâåñèÿ òåìïåðàòóðà âîäû â ñîñóäå ñòàëà ðàâ íà
32,2 Cxt = ° . Çàòåì â ýòîò æå ñîñóä, íàïîëíåííûé äî êðàåâ

âîäîé ïðè òåìïåðàòóðå 0 19 Ct = ° , âíîâü áûñòðî, íî àêêóðàò-
íî îïóñòèëè äâå òàêèå æå äåòàëè, íàãðåòûå äî òîé æå
òåìïåðàòóðû ä 99 Ct = ° , è çàêðûëè êðûøêó. Â ýòîì ñëó÷àå
ïîñëå óñòàíîâëåíèÿ â ñîñóäå òåïëîâîãî ðàâíîâåñèÿ òå ìïåðà-
òóðà âîäû ðàâíà 48,8 Cyt = ° . ×åìó ðàâíà óäåëüíàÿ òåïëîåì-
êîñòü 1c  ìåòàëëà, èç êîòîðîãî èçãîòîâëåíû äåòàëè? Ïëîò-
íîñòü âîäû 3

0 1000 êã ìr = . Óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü âîäû

( )0 4200 Äæ êã Ñc = × ° .
Ñ.Êàðìàçèí

Ïóáëèêàöèþ ïîäãîòîâèëè Ì.Çàìÿòíèí, Ñ.Êîçåë,
Â.Ñëîáîäÿíèí

Ðèñ. 2

Òåîðåòè÷åñêèé òóð

9 êëàññ

Çàäà÷à 1. Îïàñíàÿ çàòåÿ
Äîñêà ìàññîé m ëåæèò, âûñòóïàÿ íà 3/7 ñâîåé äëèíû, íà

êðàþ îáðûâà. Äëèíà îäíîé ñåäüìîé ÷àñòè äîñêè L  = 1 ì. Ê
ñâèñàþùåìó êðàþ äîñ-
êè ñ ïîìîùüþ íåâåñî-
ìûõ áëîêîâ è íèòåé ïðè-
êðåïëåí ïðîòèâîâåñ,
èìåþùèé ìàññó 4 m
(ðèñ.1). Íà êàêîì ðàñ-
ñòîÿíèè îò êðàÿ îáðûâà
íà äîñêå ìîæåò ñòîÿòü
÷åëîâåê ìàññîé 3 m, ÷òî-
áû äîñêà îñòàâàëàñü ãî-
ðèçîíòàëüíîé?

Ì.Çàìÿòíèí

Çàäà÷à 2. Òóäà-ñþäà
Ê ñèñòåìå, ïðèâåäåííîé íà ðèñóíêå 2, ïðèêëàäûâàþò â

óêàçàííîì íàïðàâëåíèè âíåøíèå ñèëû 1F  è 2F , ãðàôèêè
çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè êîòîðûõ äàíû íà ðèñóíêàõ 3 è  4

Ðåãèîíàëüíûé ýòàï
XLVIII Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû

øêîëüíèêîâ ïî ôèçèêå

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3 Ðèñ. 4
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ñîîòâåòñòâåííî. Ìàññà áðóñêà m = 1 êã, êîýôôèöèåíò òðåíèÿ
ìåæäó ïëîñêîñòüþ è áðóñêîì m = 0,4, óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî
ïàäåíèÿ 210 ì ñg = . Íèòè ëåãêèå, íåðàñòÿæèìûå è äëèí-
íûå. Áëîê íåâåñîìûé. Íà êàêîå ðàññòîÿíèå ïåðåìåñòèò ñÿ
áðóñîê çà 10 ñåêóíä, åñëè èçíà÷àëüíî îí ïîêîèòñÿ?

Ì.Çàìÿòíèí

Çàäà÷à 3. Äâå äåòàëè
Ñì. çàäà÷ó 4 äëÿ 8 êëàññà Ðåãèîíàëüíîãî ýòàïà îëèìï èàäû

Ìàêñâåëëà.

Çàäà÷à 4. Ýêâèâàëåíòíàÿ ñõåìà
Íà ðèñóíêå 5 ïðèâåäåíà áëîê-ñõåìà ðåãóëèðóåìîãî èñò î÷-

íèêà ïîñòîÿííîãî òîêà. Èäåàëüíàÿ áàòàðåÿ, îáåñïå÷èâ àþùàÿ
ïîñòîÿííîå íàïðÿæåíèå 0U , çàùèùåíà îò êîðîòêîãî çàìûêà-
íèÿ ðåçèñòîðîì, ñîïðîòèâëåíèå êîòîðîãî r. Âûõîäíîå íàïðÿ-
æåíèå çàäàåòñÿ ðåçèñòîðîì ñîïðîòèâëåíèåì R. Ê âûõîäíûì

ðàçúåìàì À è Â ïîäêëþ÷àþò íàãðóçêó, ñîïðîòèâëåíèå êîòî-
ðîé íR . Äëÿ óïðîùåíèÿ ðàñ÷åòà ñèëû òîêà, òåêóùåãî ÷åðåç
íàãðóçêó, ñõåìó ðåãóëèðóåìîãî èñòî÷íèêà ïðèíÿòî ïðå äñòàâ-
ëÿòü â âèäå ýêâèâàëåíòíîé ñõåìû (ðèñ.6), îáåñïå÷èâà þùåé
òàêóþ æå ñèëó òîêà, òåêóùåãî ÷åðåç íàãðóçêó, êàê è ðåàëü-
íûé èñòî÷íèê. Âûðàçèòå íàïðÿæåíèå 1U  è ñîïðîòèâëåíèå 1r
ýêâèâàëåíòíîé ñõåìû ÷åðåç ïàðàìåòðû èñòî÷íèêà 0U , R è r.

Ä.Àëåêñàíäðîâ

Çàäà÷à 5. Âîäà è ðòóòü
Â òîíêîé U-îáðàçíîé òðóáêå ïîñòîÿííîãî ñå÷åíèÿ íàõî äÿò-

ñÿ âîäà è ðòóòü îäèíàêîâûõ îáúåìîâ. Äëèíà ãîðèçîíòà ëüíîé
÷àñòè òðóáêè l  = 40 ñì. Òðóáêó
ðàñêðóòèëè âîêðóã êîëåíà ñ âî-
äîé, è îêàçàëîñü, ÷òî óðîâíè
æèäêîñòåé â òðóáêå îäèíàêîâû è
ðàâíû h = 25 ñì (ðèñ.7). Ïðå-
íåáðåãàÿ ýôôåêòîì ñìà÷èâàíèÿ,
îïðåäåëèòå ïåðèîä T âðàùåíèÿ
òðóáêè. Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî
ïàäåíèÿ 29,8 ì ñg = , ïëîòíîñ-
òè âîäû è ðòóòè 3

â 1,0 ã ñìr =  è
3

p 13,5 ã ñìr = .
È.Åðîôååâ

10 êëàññ

Çàäà÷à 1. Òðè áëîêà
Ê äâóì ëåãêèì ïîäâèæíûì áëîêàì ïîäâåøåíû ãðóçû,

ìàññû êîòîðûõ 1m  è 2m  (ðèñ.8). Ëåãêàÿ íåðàñòÿæèìàÿ íèòü,
íà êîòîðîé âèñèò áëîê
ñ ãðóçîì ìàññîé 1m ,
îáðàçóåò ñ ãîðèçîíòîì
óãîë a . Ãðóçû óäåð-
æèâàþò â ðàâíîâåñèè.
Íàéäèòå óñêîðåíèå ãðó-
çîâ ñðàçó ïîñëå òîãî,
êàê èõ îñâîáîäÿò. Ñ÷è-
òàéòå, ÷òî ðàäèóñû áëî-
êîâ r L= .

Å.Ñàâèíîâ

Çàäà÷à 2. Ïåðåìåííîå
òðåíèå

Íåáîëüøîé ãðóç ñîñêàëü-
çûâàåò áåç íà÷àëüíîé ñêî-
ðîñòè ïî íàêëîííîé ïëîñêî-
ñòè (ðèñ.9). Èçâåñòíî, ÷òî
êîýôôèöèåíò òðåíèÿ ìåæäó
ãðóçîì è ïëîñêîñòüþ ìåíÿ-
åòñÿ ïî çàêîíó ( )x xm = a , ãäå x – ðàññòîÿíèå âäîëü ïëîñêî-
ñòè îò íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ ãðóçà. Îïóñòèâøèñü íà â ûñîòó
H ïî âåðòèêàëè, ãðóç îñòàíàâëèâàåòñÿ. Íàéäèòå ìàêñèì àëü-
íóþ ñêîðîñòü ãðóçà â ïðîöåññå äâèæåíèÿ.

Å.Ñàâèíîâ, Â.Ñëîáîäÿíèí

Çàäà÷à 3. Ðàáîòà â öèêëå
Ðàáî÷èì òåëîì òåïëîâîé ìàøèíû ÿâëÿåòñÿ èäåàëüíûé

îäíîàòîìíûé ãàç. Öèêë ñîñòîèò èç èçîáàðíîãî ðàñøèðå íèÿ
1–2, àäèàáàòè÷åñêîãî ðàñøèðåíèÿ 2–3 è èçîòåðìè÷åñêîãî
ñæàòèÿ 3–1. Ìîäóëü ðàáîòû ïðè èçîòåðìè÷åñêîì ñæàòèè
ðàâåí 31A . Îïðåäåëèòå, ÷åìó ìîæåò áûòü ðàâíà ðàáîòà ãàçà
ïðè àäèàáàòè÷åñêîì ðàñøèðåíèè 23A , åñëè ó óêàçàííîãî
öèêëà ÊÏÄ 40%h £ .

À.Øåðîíîâ

Çàäà÷à 4. ×åðíûé ÿùèê
Òåîðåòèê Áàã ïðåäëîæèë ýêñïåðèìåíòàòîðó Ãëþêó îïðåä å-

ëèòü ñõåìó ýëåêòðè÷åñêîãî «÷åðíîãî ÿùèêà» (×ß) ñ äâ óìÿ
âûâîäàìè. Â ÿùèêå íàõîäÿòñÿ äâà îäèíàêîâûõ äèîäà è äâà
ðàçíûõ ðåçèñòîðà. Âîëüò-àìïåðíàÿ õàðàêòåðèñòèêà (ÂÀ Õ)
«÷åðíîãî ÿùèêà» ïðèâåäåíà íà ðèñóíêå 10, à ÂÀÕ äèîä à – íà

ðèñóíêå 11. Âîññòàíîâèòå ñõåìó ×ß è îïðåäåëèòå ñîïð îòèâ-
ëåíèå êàæäîãî èç ðåçèñòîðîâ.

 À.Ñåèòîâ, Â.Ñëîáîäÿíèí

Çàäà÷à 5. Äâå ïðóæèíû
Íà äâóõ ëåãêèõ îäèíàêîâûõ ïðóæèíàõ, ñîåäè-

íåííûõ íèòüþ AB, âèñèò ãðóç ìàññîé m (ðèñ.12).
Æåñòêîñòü êàæäîé ïðóæèíû k. Ìåæäó âèòêàìè
ïðóæèíû ïðîòÿíóëè åùå äâå íèòè: îäíó ïðèêðåïè-
ëè ê ïîòîëêó è ê âåðõíåìó êîíöó B íèæíåé
ïðóæèíû, à âòîðóþ – ê ãðóçó è íèæíåìó êîíöó A
âåðõíåé ïðóæèíû. Ýòè äâå íèòè íå ïðîâèñàþò, íî
è íå íàòÿíóòû. Íèòü AB ïåðåðåçàëè. ×åðåç íåêî-
òîðîå âðåìÿ ñèñòåìà ïðèøëà ê íîâîìó ïîëîæåíèþ
ðàâíîâåñèÿ. Íàéäèòå èçìåíåíèå ïîòåíöèàëüíîé
ýíåðãèè ñèñòåìû.

À.Øåíü

11 êëàññ

Çàäà÷à 1. Êîëîííà èç ïåñêà
Êàê-òî òåîðåòèê Áàã, ãóëÿÿ ïî áåðåãó ìîðÿ, óâèäåë, êàê

îòäûõàþùèé ñòðîèò çàìîê èç ïåñêà (ðèñ.13). Îí ðåøèë
óçíàòü, êàêîé ìàêñèìàëüíîé âûñîòû êîëîííó ìîæíî ïîñ òðî-
èòü èç âëàæíîãî ïåñêà. Â îäíîé èç ðàáîò Ëåîíàðäà Ýé ëåðà
îí îáíàðóæèë, ÷òî ìàêñèìàëüíàÿ âûñîòà öèëèíäðè÷åñêî é

Ðèñ. 5 Ðèñ. 6

Ðèñ. 7

Ðèñ. 8

Ðèñ. 9

Ðèñ. 10 Ðèñ. 11

Ðèñ. 12
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êîëîííû, èçãîòîâëåííîé èç îäíîðîäíîãî è èçîòðîïíîãî  ìà-
òåðèàëà, ìîæåò áûòü ðàññ÷èòàíà ïî ôîðìóëå

1,25H E R ga b g l= r , ãäå , ,a b g  è l  – íåêîòîðûå ÷èñëîâûå
êîýôôèöèåíòû, R – ðàäèóñ êîëîííû, r  – ïëîòíîñòü ìàòåðè-
àëà, èç êîòîðîãî îíà èçãîòîâëåíà, g – óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî
ïàäåíèÿ, E – ìîäóëü Þíãà. Áàã ðàññ÷èòàë, ÷òî åñëè êîëîííó
ñäåëàòü èç âëàæíîãî ïåñêà, òî ïðè åå ðàäèóñå 1R  = 5 ñì
âûñîòà êîëîííû îêàæåòñÿ 1,0 ì. Äðóã Áàãà, ýêñïåðèìå íòàòîð
Ãëþê, ðåøèë ñîáðàòü áîëåå «ñîëèäíóþ» êîëîííó. Îí ñä åëàë
ðàäèóñ åå îñíîâàíèÿ 2R  = 15 ñì. Êîëîííà êàêîé âûñîòû
ïîëó÷èëàñü ó Ãëþêà? Ïëîòíîñòü âëàæíîãî ïåñêà

3 31,5 10 êã ìr = × , åãî ìîäóëü Þíãà 63,0 10E = ×  Ïà, óñêî-

ðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ 29,8 ì ñg = .
Ïðèìå÷àíèå . Ìîäóëü Þíãà – ýòî êîýôôèöèåíò ïðîïîðöè-

îíàëüíîñòè ìåæäó äàâëåíèåì (èëè ðàñòÿæåíèåì), äåéñò âóþ-
ùèì íà ïëîñêóþ ïîâåðõíîñòü èññëåäóåìîãî îáðàçöà, è åãî
îòíîñèòåëüíûì ñæàòèåì (óäëèíåíèåì).

Â.Ñëîáîäÿíèí

Çàäà÷à 2. Ïîëçóùàÿ ïðóæèíà
Âáëèçè êðàÿ ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé ïîëóïëîñêîñòè ëå -

æàò äâà îäèíàêîâûõ ãðóçà ìàññîé m êàæäûé, ñîåäèíåííûå
ëåãêîé íåðàñòÿíóòîé ïðóæèíîé, äëèíà êîòîðîé 0l , à æåñò-
êîñòü k (ðèñ.14). Ê ãðóçó, áëèæàéøåìó ê êðàþ ïëîñêîñòè, ñ
ïîìîùüþ íåðàñòÿæèìîé íèòè, ïåðåêèíóòîé ÷åðåç ëåãêèé

áëîê, ïðèêðåïëåí åùå
îäèí òàêîé æå ãðóç
ìàññîé m. Åãî óäåðæè-
âàþò òàê, ÷òî ó÷àñòîê
íèòè, èäóùèé îò áëîêà
ê ýòîìó ãðóçó, âåðòè-
êàëåí. Íèæíèé ãðóç îò-

ïóñêàþò. ×åðåç êàêîå ìèíèìàëüíîå âðåìÿ t  óäëèíåíèå lD
ïðóæèíû ñòàíåò ìàêñèìàëüíûì? Íàéäèòå ýòî óäëèíåíèå.

Ì.Îñèí

Çàäà÷à 3. Ãðàäèðíÿ

Íà ïðîìûøëåííûõ ïðåä-
ïðèÿòèÿõ äëÿ îõëàæäåíèÿ
áîëüøèõ îáúåìîâ âîäû èñ-
ïîëüçóþò ãðàäèðíè. Ðàññìîò-
ðèì èäåàëèçèðîâàííóþ ãðà-
äèðíþ (ðèñ.15), ïðåäñòàâëÿ-
þùóþ ñîáîé øèðîêèé öè-
ëèíäð äèàìåòðîì D  = 15 ì, â
êîòîðîì íà íåêîòîðîé âûñîòå
H îò îñíîâàíèÿ ÷åðåç ñïåöè-
àëüíûå ôîðñóíêè (1) ðàñïû-
ëÿåòñÿ ãîðÿ÷àÿ âîäà, òåìïåðà-
òóðà êîòîðîé 1 50 Ct = ° . Ïî

ìåðå ïàäåíèÿ âîäà îñòûâàåò äî òåìïåðàòóðû 2 28 Ct = ° .
Ïîñðåäñòâîì âåíòèëÿòîðà íàâñòðå÷ó ïàäàþùèì êàïëÿì ñ íè-
çó ñî ñêîðîñòüþ u = 2,0 ì/ñ ïîäíèìàåòñÿ âîçäóõ ïðè
òåìïåðàòóðå 0 29 Ct = ° . Ñ÷èòàéòå, ÷òî åãî òåìïåðàòóðà íà
ïðîòÿæåíèè âñåãî ïóòè îñòàåòñÿ íåèçìåííîé, à âëàæíî ñòü
ìåíÿåòñÿ îò j  = 40% íà âõîäå äî 1j  = 100% íà âûõîäå èç
ãðàäèðíè. Êàêîâà ïðîèçâîäèòåëüíîñòü q ãðàäèðíè, ò.å. ñêîëüêî
òîíí âîäû îõëàæäàåòñÿ â íåé çà îäèí ÷àñ? Äëÿ âîäû ó äåëüíàÿ
òåïëîåìêîñòü ( )34,2 10 Äæ êã Ñc = × × ° , óäåëüíàÿ òåïëîòà ïà-

ðîîáðàçîâàíèÿ 62,3 10 Äæ êãL = × , à òåìïåðàòóðíàÿ çàâèñè-
ìîñòü äàâëåíèÿ íàñûùåííîãî ïàðà ïðèâåäåíà íà ðèñóíê å 16.

Â.Áàáèíöåâ

Çàäà÷à 4. Êîíäåíñàòîðû
Äàíà ýëåêòðè÷åñêàÿ öåïü, ïàðàìåòðû êîòîðîé óêàçàíû íà

ðèñóíêå 17. Âíà÷àëå êëþ÷ K  ðàçîìêíóò.
1) Îïðåäåëèòå íàïðÿæåíèå íà êîíäåíñàòîðå åìêîñòüþ C.
2) Îïðåäåëèòå ñèëó

òîêà, êîòîðûé ïîòå÷åò
÷åðåç ðåçèñòîð ñîïðîòèâ-
ëåíèåì 3 R ñðàçó ïîñëå
çàìûêàíèÿ êëþ÷à K .

3) Êàêîå íàïðÿæåíèå
óñòàíîâèòñÿ íà êîíäåí-
ñàòîðå åìêîñòüþ C ïîñ-
ëå òîãî, êàê ïåðåõîäíûå
ïðîöåññû â öåïè çàâåð-
øàòñÿ?

À.Êîáÿêèí

Çàäà÷à 5. Ìíîãî êàòóøåê
Øåñòü èäåàëüíûõ êàòóøåê èíäóêòèâíîñòè ñîåäèíèëè â

ýëåêòðè÷åñêóþ öåïü òàê, ÷òî êàòóøêè îáðàçîâàëè ðåáð à
òåòðàýäðà (ðèñ.18). Ê âåðøèíàì
A è Â ïîäñîåäèíèëè ïîñëåäîâà-
òåëüíî ñîåäèíåííûå ðåçèñòîð ñî-
ïðîòèâëåíèåì R = 100 Îì, áàòà-
ðåéêó ñ ÝÄÑ E  = 4,6 Â, ìèëëè-
àìïåðìåòð è êëþ÷. Èíäóêòèâ-
íîñòü êàòóøêè L = 1 ìÃí. Âçàèì-
íîé èíäóêòèâíîñòüþ êàòóøåê
ïðåíåáðå÷ü.

1) Âû÷èñëèòå ñèëó òîêà 60I ,
ïðîòåêàþùåãî ÷åðåç ìèëëèàìïåðìåòð ñïóñòÿ 1 ìèíóòó ï îñëå
çàìûêàíèÿ êëþ÷à.

2) Âû÷èñëèòå ñèëó òîêà, ïðîòåêàþùåãî ÷åðåç êàæäóþ è ç
êàòóøåê â òîò ìîìåíò, êîãäà ñèëà òîêà, ïðîòåêàþùåãî  ÷åðåç
ìèëëèàìïåðìåòð, ðàâíà AI  = 23 ìÀ.

Ì.Çàìÿòíèí

Ïóáëèêàöèþ ïîäãîòîâèëè Ì.Çàìÿòíèí, Ñ.Êîçåë,
Â.Ñëîáîäÿíèí

Ðèñ. 13

Ðèñ. 14
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Ðèñ. 18
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«ÊÂÀÍÒ» ÄËß ÌËÀÄØÈÕ ØÊÎËÜÍÈÊÎÂ

ÇÀÄÀ×È

(ñì. «Êâàíò» ¹1)

1. Íåò.
Çàìåòèì, ÷òî 2013 äåëèòñÿ íà 3, ïîýòîìó, ñêîëüêî áû  ðàçðå-
øåííûõ îïåðàöèé ìû íè ñäåëàëè, â ÷èñëèòåëå áóäåò ñò îÿòü
÷èñëî, êîòîðîå íå äåëèòñÿ íà 3. À ó ëþáîé äðîáè, ðà âíîé
3/5, ÷èñëèòåëü äîëæåí äåëèòüñÿ íà 3.
2. 33.
Áóäåì íàçûâàòü öâåòà «ìåíüøèé», «ñðåäíèé» è «áîëüøè é» ïî
êîëè÷åñòâó øàðèêîâ. Øàðèêîâ «ìåíüøåãî» öâåòà íå ìîæ åò
áûòü áîëüøå 32, âåäü â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èõ õîòÿ áû 33, à òîã-
äà øàðèêîâ «ñðåäíåãî» öâåòà íå ìåíüøå 34, à «áîëüøå ãî» – íå
ìåíüøå 35, íî 33 + 34 + 35 > 100. Àíàëîãè÷íî, øàðèê îâ «áîëü-
øåãî» öâåòà íå ìåíåå 35 (ïîòîìó ÷òî 32 + 33 + 34 < 100).
Òàêèì îáðàçîì, â ïåðâûé ðàç êðàñíûõ øàðèêîâ áûëî 35  èëè
áîëüøå, à âî âòîðîé ðàç 32 èëè ìåíüøå. Öâåò ìåíÿëè òîëüêî
âîëøåáíûå øàðèêè, à âñåãî èõ áûëî òðè, ïîýòîìó îïèñ àííûå
èçìåíåíèÿ ìîãëè ïðîèçîéòè, òîëüêî åñëè ñíà÷àëà âñå âîëøåá-
íûå øàðèêè áûëè êðàñíûìè, à ïîòîì ñòàëè çåëåíûìè. Ç íà÷èò,
÷èñëî áåëûõ øàðèêîâ íå ìåíÿëîñü è îáà ðàçà èõ áûëî 33.
3. Íåò.
Äîêàæåì, ÷òî ïåðâàÿ ôðàçà íå ìîãëà ïðîçâó÷àòü íå÷åò íîå
÷èñëî ðàç. Ïîñêîëüêó âñåãî äæåíòëüìåíîâ 50, ó êàæäî ãî ÷èñ-
ëî çíàêîìûõ è ÷èñëî íåçíàêîìûõ â ñóììå äàþò 49. Çíà ÷èò,
åñëè ó äæåíòëüìåíà íå÷åòíîå ÷èñëî çíàêîìûõ, òî ó íå ãî ÷åò-
íîå ÷èñëî íåçíàêîìûõ.
Åñëè äæåíòëüìåí èìååò ÷åòíîå ÷èñëî çíàêîìûõ, òî îí ãîâî-
ðèò èì ïåðâóþ ôðàçó, à îñòàëüíûì – âòîðóþ. Â ýòîì ñ ëó÷àå
îí ïðîèçíîñèò ïåðâóþ ôðàçó ÷åòíîå ÷èñëî ðàç. Åñëè æ å ó
äæåíòëüìåíà íå÷åòíîå ÷èñëî çíàêîìûõ, òî îí èì ãîâîð èò âòî-
ðóþ ôðàçó, à îñòàëüíûì (êîòîðûõ ÷åòíîå ÷èñëî!) ãîâî ðèò
ïåðâóþ. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî êàæäûé äæåíòëüìåí ïðîèçíîñè ò
ïåðâóþ ôðàçó ÷åòíîå ÷èñëî ðàç.
4. ×åðåç 20 ìèíóò.
Î÷åâèäíî, ÷òî ñíà÷àëà ñàìàÿ áûñòðàÿ ñòðåëêà (ò.å. 1 50-ÿ) äî-
ãîíèò ñàìóþ ìåäëåííóþ (1-þ), ïîòîì âòîðàÿ ïî ñêîðîñ òè
(149-ÿ) – âòîðóþ ïî ìåäëåííîñòè (2-þ) è òàê äàëåå. Çíà÷èò,
74-ÿ ñòðåëêà îòâàëèòñÿ, êîãäà åå äîãîíèò 77-ÿ. Èçíà ÷àëüíî
ìåæäó íèìè áûë îäèí îáîðîò, à ñáëèæàëèñü îíè ñî ñêî ðîñ-
òüþ 77 – 74 = 3 îáîðîòà â ÷àñ. Ïîýòîìó ñòðåëêè âñòð åòÿòñÿ
÷åðåç òðåòü ÷àñà, ò.å. ÷åðåç 20 ìèíóò.
5. à) Ðàçðåçàíèå ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 1.

á) 4.
Ïðèìåð ïîêàçàí íà ðèñóíêå 2. Äîêàæåì, ÷òî ìåíüøå êâ àäðà-
òîâ ñ íå÷åòíîé ñòîðîíîé ïîëó÷èòüñÿ íå ìîæåò. Ïëîùàä ü ïðÿ-
ìîóãîëüíèêà 19 20´  äåëèòñÿ íà 4, ïëîùàäü ëþáîãî êâàäðàòà
ñ ÷åòíîé ñòîðîíîé – òîæå. À âîò ïëîùàäü êâàäðàòà ñ íå÷åòíîé
ñòîðîíîé äàåò îñòàòîê 1 ïðè äåëåíèè íà 4: ( )2 22 1 4k k +=+

14k+ + . Òàê êàê ñóììà ïëîùàäåé êâàäðàòîâ äîëæíà äåëèòüñÿ
íà 4, òî êâàäðàòîâ ñ íå÷åòíîé ñòîðîíîé íå ìîæåò áûò ü ìåíü-
øå ÷åòûðåõ.

Ðèñ. 1 Ðèñ. 2

ÊÎÍÊÓÐÑ «ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 6-8»

(ñì. «Êâàíò» ¹ 4 è 5-6 çà 2013 ã.)

3. Íà ñúåçä ïðèåõàëè ïî 25 ñîöèàë-äåìîêðàòîâ è ëèáåðà ë-äå-
ìîêðàòîâ, à òàêæå 50 ñîöèàë-ëèáåðàëîâ.
Îò êàêèõ äâóõ äåëåãàöèé áûëî ïîðîâíó äåëåãàòîâ? Â ó ñëîâèè
îá ýòîì íå ãîâîðèòñÿ. Ìîæíî ïåðåáðàòü âñå âîçìîæíûå  ñëó-
÷àè (èõ, î÷åâèäíî, 3), è òàêîé ïóòü ïðèâåäåò ê óñïå õó. Íî,
îêàçûâàåòñÿ, èìååò ñìûñë ïîêà îò ýòîãî âîçäåðæàòüñÿ  è îñòà-
âèòü ïåðåáîð íà ïîòîì.
Ïóñòü íà ñúåçä ïðèåõàëè õ ñîöèàë-äåìîêðàòîâ, ó ëèáåðàë-äå-
ìîêðàòîâ è z ñîöèàë-ëèáåðàëîâ. Òîãäà, â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëî-
âèåì, íà ñúåçäå îêàçàëîñü ( õ + z) ñîöèàëèñòîâ, ( ó + z) ëèáå-
ðàëîâ è ( õ + ó + z) äåìîêðàòîâ. Ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî ñîöè-
àëèñòîâ è ëèáåðàëîâ, î÷åâèäíî, ðàâíî ( õ + z) + ( ó + z) = ( õ +
+ ó + z) + z. Ñîãëàñíî óñëîâèþ, ýòî â 1,5 ðàçà áîëüøå, ÷åì
êîëè÷åñòâî äåìîêðàòîâ:

( õ + ó + z) + z = 1,5( õ + ó + z).

À òåïåðü âñïîìíèì, ÷òî õ + ó + z = 100 (òàê êàê âñåãî íà
ñúåçä ïðèáûëè 100 äåëåãàòîâ). Ñëåäîâàòåëüíî, 100 + z =
= 1,5 100× , è z = 50.
Èòàê, íà ñúåçä ïðèáûëè 50 ñîöèàë-ëèáåðàëîâ. Ýòî ïîç âîëÿåò
îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü êîëè÷åñòâî äåëåãàòîâ îò îñòàë üíûõ
äâóõ ïàðòèé. Â ñàìîì äåëå, åñëè îò îäíîé èç íèõ ïðè åõàëî
ñòîëüêî æå äåëåãàòîâ, ñêîëüêî è îò ñîöèàëüíî-ëèáåðà ëüíîé
ïàðòèè, ò.å. òîæå 50 ÷åëîâåê, òî íà äîëþ òðåòüåé ïà ðòèè íå
îñòàåòñÿ íè îäíîãî äåëåãàòà, ÷òî ÿâíî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.
Ïîýòîìó îñòàåòñÿ åäèíñòâåííàÿ âîçìîæíîñòü: êîëè÷åñò âî ñî-
öèàë-äåìîêðàòîâ è ëèáåðàë-äåìîêðàòîâ áûëî îäèíàêîâî å. À
òàê êàê âñåãî èõ áûëî 100 – 50 = 50, òî, çíà÷èò, îò  êàæäîé èç
ýòèõ ïàðòèé ïðèñóòñòâîâàëè ïî 25 ÷åëîâåê.
6. Îáÿçàòåëüíî.
Ïðîâåäåì ìûñëåííî â ïðÿìîóãîëüíèêå äâà ðàçðåçà, ñîå äèíèâ
ñåðåäèíû åãî ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí. Ïðÿìîóãîëüíèê ðàç-
äåëèòñÿ íà ÷åòûðå îäèíàêîâûå ÷àñòè âäâîå ìåíüøåãî ð àçìåðà.
Íà êàæäîé èç íèõ ìîæíî áóäåò ðàçìåñòèòü 100 êðóãîâ ðàäèó-
ñà 1 – òåì æå ñïîñîáîì, êàê è êðóãè ðàäèóñà 2 â èñõ îäíîì
ïðÿìîóãîëüíèêå. Âåäü ðàçìåðû êðóãîâ òîæå óìåíüøèëèñ ü â
äâà ðàçà. Â èòîãå â èñõîäíîì ïðÿìîóãîëüíèêå ðàçìåñò ÿòñÿ
êàê ðàç 400 êðóãîâ ðàäèóñà 1.
7. à) Äà.
Åñëè 2013 2a = , 1 2b = , òî âñå óñëîâèÿ âûïîëíåíû, â òîì
÷èñëå 2013a b = .
á) Íåò.
Äîêàæåì, ÷òî k a b=  íå ìîæåò áûòü ÷åòíûì ÷èñëîì. Ñíà÷à-
ëà çàìåòèì, ÷òî òàê êàê ðàçíîñòü öåëûõ ÷èñåë òîæå ö åëîå
÷èñëî, òî ( ) ( )2b a b a b= + - -  áóäåò öåëûì. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
÷èñëî b ëèáî öåëîå, ëèáî èìååò âèä 1 2b n= +  ïðè íåêîòî-
ðîì öåëîì n. Íî åñëè k ÷åòíî, òî a = bk  â îáîèõ ýòèõ ñëó÷àÿõ
áóäåò öåëûì ÷èñëîì. Ïîýòîìó è b äîëæíî áûòü öåëûì (òàê
êàê â ñóììå ñ à äàåò öåëîå). Íî òîãäà ab íå ìîæåò áûòü äðîá-
íûì ÷èñëîì.
8. Íå îáÿçàòåëüíî.
Ñóùåñòâóþò íå ðàâíûå äðóã äðóãó òðåóãîëüíèêè ñ îäèí àêîâû-
ìè ïåðèìåòðàìè è ïëîùàäÿìè. Íàïðèìåð, òàêèìè ÿâëÿþò ñÿ
òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè 2, 5, 5 è òðåóãîëüíèê ñî ñ òîðîíàìè
4 2- , 4, 4 2+ : èõ ïåðèìåòðû ðàâíû 12, à ïëîùàäè –

24 .
9. Â ñàìîì äåëå, òðåóãîëüíèêè AOC è BOD  ðàâíû ïî äâóì
ñòîðîíàì è óãëó ìåæäó íèìè: AO = BO, CO = DO ,

AOC BODÐ = Ð  (ðèñ. 3). Ýòè óãëû ðàâíû, ïîòîìó, ÷òî êàæ-
äûé èç íèõ ðàâåí 60AODÐ + ° . Èç ðàâåíñòâà ýòèõ òðåóãîëü-
íèêîâ ñëåäóåò, ÷òî AC = BD .
×åòûðåõóãîëüíèê MNLK  ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëîãðàììîì
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Ðèñ. 8

Âàðèíüîíà äëÿ ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD . Åñëè äèàãîíàëè ÷å-
òûðåõóãîëüíèêà ABCD  ðàâíû, òî MNLK  ÿâëÿåòñÿ ðîìáîì, è
åãî äèàãîíàëè âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû.
10. 1, 2, 3 èëè 4 ôèøêè.
ßñíî, ÷òî íà äîñêå âñåãî ðàññòàâëåíî 8 ôèøåê. Ïóñòü  íà äîñ-
êå âûäåëåí ïðÿìîóãîëüíèê, êîòîðûé áóäåò âïîñëåäñòâè è âû-
ïèëåí. Ðàñïîëîæèì äîñêó òàê, ÷òîáû îäíà èç åå ñòîðî í áûëà
ãîðèçîíòàëüíà, äðóãàÿ – âåðòèêàëüíà, è ÷òîáû øèðèíà  ïðÿìî-
óãîëüíèêà ðàâíÿëàñü 5 êëåòêàì, à âûñîòà – 4 êëåòêàì  (à åñëè
ïîëó÷èëîñü íàîáîðîò, ïîâåðíåì äîñêó íà 90 ãðàäóñîâ) .
Ñíà÷àëà íàéäåì îãðàíè÷åíèÿ ñâåðõó è ñíèçó äëÿ êîëè÷ åñòâà
ïîïàâøèõ â ïðÿìîóãîëüíèê ïåøåê.
Îãðàíè÷åíèå ñâåðõó. Òàê êàê â êàæäîé ãîðèçîíòàëè äî ñêè
ñòîèò ïî îäíîé ôèøêå, òî â êàæäîé ãîðèçîíòàëè ïðÿìî óãîëü-
íèêà – íå áîëåå îäíîé ôèøêè. À ïîñêîëüêó òàêèõ ãîðè çîíòà-
ëåé âñåãî 4, òî â ïðÿìîóãîëüíèêå íàõîäèòñÿ íèêàê íå  áîëüøå
4 ïåøåê.
Îãðàíè÷åíèå ñíèçó. Ðàññìîòðèì òå ãîðèçîíòàëè è âåðò èêàëè
äîñêè, êîòîðûå íå èìåþò îáùèõ êëåòîê ñ ïðÿìîóãîëüíè êîì.
Î÷åâèäíî, òàêîâûõ áóäåò 4 ãîðèçîíòàëè è 3 âåðòèêàëè . Â
êàæäîé èç ýòèõ ãîðèçîíòàëåé è â êàæäîé èç âåðòèêàëå é èìå-
åòñÿ ïî 1 ôèøêå, ïîýòîìó ñóììàðíîå ÷èñëî ïåøåê íà í èõ –
íå áîëüøå 4 + 3 = 7 (à ìîæåò áûòü è ìåíüøå, åñëè êà êàÿ-òî

ôèøêà ïðèíàäëåæèò ñðàçó ãîðè-
çîíòàëè è âåðòèêàëè). Ïîýòîìó
âíóòðè ïðÿìîóãîëüíèêà ëåæèò íå
ìåíüøå 8 – 7 = 1 ôèøêè.
Èòàê, â ïðÿìîóãîëüíèêå íå ìåíü-
øå 1 è íå áîëüøå 4 ïåøåê. Îñòà-
ëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî âñå ýòè çíà÷å-
íèÿ äîñòèæèìû. Äëÿ ýòîãî ðàñïî-
ëîæèì ôèøêè âäîëü äèàãîíàëè
(îíè îòìå÷åíû êðåñòèêàìè), à
ïðÿìîóãîëüíèê âûäåëèì êðàñíûì
öâåòîì (ðèñ. 4).

Çäåñü, êàê âèäíî, â ïðÿìîóãîëüíèê ïîïàëè 4 ôèøêè. Ñ äâèãàÿ
ïðÿìîóãîëüíèê âïðàâî íà 1, 2 è 3 êëåòêè, ïîëó÷èì âà ðèàíòû,
êîãäà â íåãî ïîïàëè 3, 2 è 1 ôèøêà ñîîòâåòñòâåííî.

Ðèñ. 3

Ðèñ. 4

ÃÅÎÌÅÒÐÈß ÍÀ ÏÀÐÊÅÒÅ

1. Äëÿ ðàçáèåíèÿ íà ðèñóíêå 3, à ñòàòüè: ( )1 1mn + ; äëÿ ðàç-
áèåíèÿ íà ðèñóíêå 3, á ñòàòüè: ( )1 1mn - .
Â îáîèõ ñëó÷àÿõ íóæíî ïðîäîëæèòü ðåøåòêó èç ìàëåíüê èõ
ïàðàëëåëîãðàììîâ è ïîäñ÷èòàòü ÷èñëî óçëîâ âíóòðè áî ëüøîãî
ïàðàëëåëîãðàììà.
2. 1 7 .
Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî òî÷êè A, B, C è òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿ-
ìûõ 1AA , 1BB , 1CC  ÿâëÿþòñÿ óçëàìè ðåøåòêè èç ïàðàëëå-
ëîãðàììîâ, êàê èçîáðàæåíî íà ðèñóíêå 5 (ñóùåñòâîâàí èå ðå-
øåòêè ìîæíî, íàïðèìåð, âûâåñòè èç òîãî, ÷òî îòðåçêè  1AA ,

1BB  è 1CC  äåëÿò äðóã äðóãà â îòíîøåíèè 3 : 3 : 1 ). Åñëè
ïðèíÿòü ïëîùàäü òàêîãî ïàðàëëåëîãðàììà çà s, òî ïëîùàäü

òðåóãîëüíèêà ABC ðàâ-

íà 
1 7

3 3
6 2

s sæ ö+ × =ç ÷è ø
, à

ïëîùàäü ìàëåíüêîãî

ñèíåãî òðåóãîëüíèêà

ðàâíà 
2
s

. Çíà÷èò, îòâå-

òîì áóäåò 
7 1

:
2 2 7
s s

= .

3. Çàìîñòèì ïëîñêîñòü

êîïèÿìè äàííîãî â óñ-
ëîâèè ðèñóíêà è ïîëó÷èì òî, ÷òî èçîáðàæåíî íà ðèñóí êå 6.
Íàì íóæíî äîêàçàòü, ÷òî ðàâíû ïëîùàäè ñèíèõ è êðàñí ûõ
øåñòèóãîëüíèêîâ (ïîêàçàííûõ
â âåðõíåé ÷àñòè ðèñóíêà). Ñî-
åäèíèì ìàëåíüêèå êâàäðàòèêè
ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè. Òîãäà
âîçíèêíåò «òîëñòàÿ ðåøåòêà», ó
êîòîðîé âìåñòî óçëîâ êâàäðàòè-
êè è «ñîåäèíÿþùèå» èõ ïàðàë-
ëåëîãðàììû âìåñòî ðåáåð. Î÷å-
âèäíî, ÷òî åñëè ýòó «ðåøåòêó»
ïîâåðíóòü íà 90°  âîêðóã öåíò-
ðà ëþáîãî êâàäðàòèêà, òî îíà
ñîâìåñòèòñÿ ñ ñîáîé. Ïîýòîìó
âñå ïàðàëëåëîãðàììû ðàâíû è
ðàçáèâàþò ïëîñêîñòü íà êâàäðàòû. Êàæäûé èç íèõ ñîñò îèò èç
äâóõ ñèíèõ è äâóõ êðàñíûõ òðåóãîëüíèêîâ ñ îáùåé âåð øèíîé.
Â ñòàòüå áûëî äîêàçàíî, ÷òî â òàêîì ñëó÷àå ïëîùàäü ñèíèõ
òðåóãîëüíèêîâ ðàâíà ïëîùàäè êðàñíûõ. À òåïåðü âåðíå ìñÿ ê
øåñòèóãîëüíèêàì: ñèíèé ñîñòîèò èç òåõ æå äâóõ ñèíèõ  òðå-
óãîëüíèêîâ è îäíîãî ïàðàëëåëîãðàììà, êðàñíûé – èç ä âóõ
êðàñíûõ òðåóãîëüíèêîâ è òî÷íî òàêîãî æå ïàðàëëåëîãð àììà.
Çíà÷èò, ïëîùàäè øåñòèóãîëüíèêîâ ðàâíû.
4. Ïóñòü M è N – ñåðåäèíû ñòîðîí AB è CD  ÷åòûðåõóãîëü-
íèêà ABCD  ñîîòâåòñòâåííî (ðèñ. 7). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïëîñ-
êîñòü çàìîùåíà ðàâíûìè
ABCD  ïëèòêàìè òàê æå,
êàê îáñóæäàëîñü â ñòà-
òüå. Ïóñòü ïëèòêà CDEF
ãðàíè÷èò ñ ABCD  ïî
ñòîðîíå CD  (îíà ñèì-
ìåòðè÷íà ABCD  îòíîñè-
òåëüíî òî÷êè N), à òî÷êà
L  – ñåðåäèíà EF . Òàê
êàê òî÷êè M  è L  ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî òî÷êè N, òî âñå
òðè ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé è ML  = 2MN . Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ML  = AE. Òåïåðü óòâåðæäåíèå çàäà÷è ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà
òðåóãîëüíèêà è èç òîãî, ÷òî DE  = BC.
5. Áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàìì à íå
ïðåâîñõîäèò ïîëîâèíû ïðîèçâåäåíèÿ äèàãîíàëåé, ïðè÷å ì ðà-
âåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî òîãäà, êîãäà äèàãîíàëè ï åðïåíäè-
êóëÿðíû. Âîò êðàòêèé ïëàí äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ôàêò à. Äèà-
ãîíàëè ðàçáèâàþò ïàðàëëåëîãðàìì íà ÷åòûðå òðåóãîëüí èêà,
ïëîùàäü êàæäîãî èç íèõ ðàâíà ïîëîâèíå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ
åãî ñòîðîí íà ñèíóñ óãëà ìåæäó íèìè. Äëÿ êàæäîãî òð åóãîëü-
íèêà âîçüìåì â ýòîé ôîðìó-
ëå óãîë ïðè òî÷êå ïåðåñå÷å-
íèÿ äèàãîíàëåé, åãî ñèíóñ
íå áîëüøå 1 (è ðàâåí 1, êîã-
äà äèàãîíàëè ïåðïåíäèêó-
ëÿðíû).
Òåïåðü ðàññìîòðèì çàìîùå-
íèå ïëîñêîñòè êîïèÿìè äàí-
íîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà
ABCD  è ñâÿçàííîå ñ íèì çà-

Ðèñ. 5

Ðèñ. 6

Ðèñ. 7
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7). Ïëîùàäü êàæäîãî ïàðàëëåëîãðàììà âäâîå áîëüøå ïë îùà-
äè ABCD  è íå áîëüøå ïîëîâèíû ïðîèçâåäåíèÿ äèàãîíàëåé
ýòîãî ïàðàëëåëîãðàììà. Êàê âèäíî èç ðèñóíêà 7, äèàã îíàëü

AD DE ADAE BC£ + = + . Àíàëîãè÷íî, äðóãàÿ äèàãîíàëü íå
áîëüøå ñóììû AB + CD . Òîãäà ïëîùàäü ABCD  íå áîëüøå

( ) ( )1
4

AD BC AB CD+ + .

×òîáû ïîëó÷èëîñü ðàâåíñòâî, íåîáõîäèìî ðàâåíñòâî AD +
+ BC = AE , ò.å. ñòîðîíû AD  è BC äîëæíû áûòü ïàðàëëåëü-
íû. È òî æå ñàìîå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ äëÿ âòîðîé äèà ãîíà-
ëè ïàðàëëåëîãðàììà. Ê òîìó æå, ñàìè äèàãîíàëè äîëæí û
áûòü ïåðïåíäèêóëÿðíû. Íî ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî ABCD  – ïðÿ-
ìîóãîëüíèê.
6. Òðåóãîëüíèêè ADQ  è CBP ðàâíû, ïîýòîìó ïëîùàäü APDQ
â äâà ðàçà ìåíüøå ïëîùàäè ABCD  (ðèñ.8). Òåïåðü, òàê êàê
ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà íå áîëüøå ïîëîâèíû ïðîèçâåäåíè ÿ
äâóõ åãî ñòîðîí, èìååì

2 2APDQ APQ DPQS AP AQ PS S D DQ= + £ × + × =

( )1
2

PA PC PB PD= × + × .

Ïîýòîìó ABCD P B DAS PC P P× + ×£ .
7. Øåñòèóãîëüíèêîì èç óñëîâèÿ çàäà÷è ìîæíî çàìîñòèòü
ïëîñêîñòü (ñì. ðèñ.5 â ñòàòüå). Ïðè ýòîì âåðøèíû íó æíîãî
òðåóãîëüíèêà áóäóò óçëàìè ñîîòâåòñòâóþùåé ðåøåòêè. Òîãäà
ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî êàæäûé øåñòèóãîëüíèê ñîäåðæèò ïî òð è òà-
êèõ óçëà, à êàæäûé òàêîé óçåë ïðèíàäëåæèò òðåì øåñò è-
óãîëüíèêàì. Çíà÷èò, ïëîùàäü øåñòèóãîëüíèêà ðàâíà ïë îùàäè
ïàðàëëåëîãðàììà ðåøåòêè, à ïëîùàäü íóæíîãî òðåóãîëü íèêà
ðàâíà åå ïîëîâèíå.

ÍÎÂÛÅ ÏÐÈÊËÞ×ÅÍÈß ÁÓÐÀÒÈÍÎ

1. Ïóñòü Áóðàòèíî ãóëÿë ïî ×åòûðåõóãîëüíîìó ëåñó ABCD ,
íà÷àâ èç òî÷êè 1S  íà ñòîðîíå AB è ïðîõîäÿ ïîñëåäîâàòåëüíî

÷åðåç òî÷êè 2,S  3,S  4S  è 5S
íà ñòîðîíàõ ÷åòûðåõóãîëüíè-
êà (ðèñ.9). Äîêàæåì, ÷òî

1 5S S= . Ïóñòü 1S  äåëèò ñòî-
ðîíó AB â îòíîøåíèè :x y ,
ò.å. 1 1: :AS BS x y= . Ïî òåî-
ðåìå Ôàëåñà

2 2 1 1: : :BS CS BS AS y x= = ,
òàê êàê 1 2S S  ïàðàëëåëüíî
AC. Çíà÷èò, 2S  äåëèò ñòîðî-
íó BC â îòíîøåíèè :y x .
Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, ïîëó-
÷èì, ÷òî 3S  äåëèò CB â îò-

íîøåíèè :x y , 4S  äåëèò DA  â îòíîøåíèè :y x , 5S  äåëèò
AB â îòíîøåíèè :x y . Çíà÷èò, 1 5S S= .
2, 3. Êàê è â ðåøåíèè ïðåäûäóùåé çàäà÷è, ðàññìîòðèì òî÷-
êè, â êîòîðûõ Áóðàòèíî ìåíÿåò íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ.  Íàé-
äåì, êàê ìåíÿåòñÿ îòíîøåíèå, â êîòîðîì î÷åðåäíàÿ òî ÷êà äå-
ëèò ñòîðîíó òðåóãîëüíèêà. Åñëè èçíà÷àëüíî îòíîøåíèå  áûëî

:x y  (ãäå x y¹ ), òî íà ñëåäóþùåé ñòîðîíå îíî áóäåò :y x ,
ïîòîì :x y , à êîãäà îí âíîâü âåðíåòñÿ íà èñõîäíóþ ñòîðîíó,
áóäåò :y x . Ïðîéäÿ åùå òðè îòðåçêà ïóòè, Áóðàòèíî ïîïàäåò
â òî÷êó, êîòîðàÿ äåëèò ñòîðîíó â îòíîøåíèè :x y , ò.å. âåð-
íåòñÿ â èñõîäíóþ òî÷êó.
Åñëè æå èçíà÷àëüíî : 1 : 1x y = , òî Áóðàòèíî ñòàðòîâàë ñ ñå-
ðåäèíû ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà, è îí âåðíåòñÿ â èñõîäí óþ òî÷-
êó, ïðîéäÿ òðè îòðåçêà ïóòè.
4. Íà ñòîðîíå ÂÑ ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC îòìå÷åíà
ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà 1A  (ðèñ.10). Èç òî÷êè 1A  ïîëó÷èëè 2A
ïî òàêîìó ïðàâèëó: òî÷êà 1B  – ïðîåêöèÿ 1A  íà ñòîðîíó ÀÑ,
òî÷êà 1C  – ïðîåêöèÿ 1B  íà ñòîðîíó ÀÂ, òî÷êà 2A  – ïðîåê-

öèÿ 1C  íà ñòîðîíó ÂÑ. Ïî òàêîìó
æå ïðàâèëó èç 2A  ïîëó÷àåòñÿ 3A ,
è âîîáùå – èç òî÷êè nA  ïîëó÷àåò-
ñÿ òî÷êà 1nA +  è òàê äàëåå. Äàâàé-
òå ðàçáåðåìñÿ, êàê âåäåò ñåáÿ ïîñ-
ëåäîâàòåëüíîñòü ýòèõ òî÷åê.
Ïóñòü äëèíà ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà
ABC ðàâíà 1. Ïóñòü n nBA x= ,

1 1n nBA x+ += . Âûðàçèì 1nx + ÷åðåç

nx . Èñïîëüçóÿ, ÷òî êàòåò, ëåæà-
ùèé ïðîòèâ óãëà â 30° , ðàâåí ïî-
ëîâèíå ãèïîòåíóçû, ïîñëåäîâàòåëü-
íî íàõîäèì

1 1 nA C x= - , 1
1 1
2 2 nCB x= - , 1

1 1
2 2 nAB x= + ,

1
1 1 1 1 1
2 2 2 4 4n nAC x xæ ö= + = +ç ÷è ø

,

1
3 1
4 4 nBC x= - , 2

1 3 1 3
2 4 4 8 8

nx
A B xæ ö= - = -ç ÷è ø

.

Ïîëó÷àåòñÿ ðåêóððåíòíîå óðàâíåíèå 1
3 1
8 8n nx x+ = - . Åãî ìîæ-

íî ïåðåïèñàòü â âèäå

1
1 1 1
3 8 3n nx x+

æ ö æ ö- = - -ç ÷ ç ÷è ø è ø
.

Ïóñòü T – òàêàÿ òî÷êà íà îòðåçêå BC, ÷òî 
1
3

BT = .

Íàøå ðåêóððåíòíîå óðàâíåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ðàññòîÿ íèå îò
î÷åðåäíîé òî÷êè 1nA +  äî T â âîñåìü ðàç ìåíüøå, ÷åì îò ïðå-
äûäóùåé. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê ( )nA
ñòðåìèòñÿ ê òî÷êå T (ñî ñêîðîñòüþ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåñ-

ñèè, çíàìåíàòåëü êîòîðîé ðàâåí 
1
8

- ), ïðè÷åì íèêîãäà íå ïî-

ïàäåò â ýòó òî÷êó – êðîìå ñëó÷àÿ, êîãäà èçíà÷àëüíî 1A T= .
(Èíòåðåñíî, ÷òî äâå ïîñëåäîâàòåëüíûå òî÷êè nA  è 1nA +  ðàñ-
ïîëàãàþòñÿ ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò òî÷êè T – ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ÷èñåë 
1
3nx -  ÿâëÿåòñÿ çíàêî÷åðåäóþùåéñÿ.)

Â ìàòåìàòèêå èòåðàöèîííûå ïðîöåññû î÷åíü ÷àñòî ïîçâ îëÿþò
íàéòè ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è. Â íà-
øåì ñëó÷àå òðè òî÷êè ,nA  1,nA +  2nA +  ñëóæàò âåðøèíàìè
òðåóãîëüíèêà, ñòîðîíû êîòîðîãî ïî÷òè ïåðïåíäèêóëÿðí û ñòî-
ðîíàì èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà. È ýòî ïî÷òè  òåì òî÷íåå, ÷åì
áîëüøå n.

Ðèñ. 9

Ðèñ. 10

ÇÀÄÀ×È ÍÀ ÈÇÌÅÍÅÍÈÅ ÝÍÅÐÃÈÈ ÑÈÑÒÅÌÛ

1. 0 0,2 ì ñv = . 2. 12 ì ñv = . 3. õ = 0,3 ì.

4. Q = 840 Äæ. 5. À = 290 Äæ. 6. max 2 ì ñv = .

7. Q = 1,35 Äæ. 8. max 0,4 ì ñv = . 9. max 0,24 ìx = .

10. min 6 HF = . 11. À = 0,12 Äæ. 12. Q = 45 ìÄæ.

ÎËÈÌÏÈÀÄÍÛÅ ÇÀÄÀ×È Ñ ÖÅËÛÌÈ ×ÈÑËÀÌÈ

1. Óêàçàíèå. Ïðèâåäåì óðàâíåíèå ê âèäó

( )
c ad bc

x
a a ay b

+
= - +

+

è çàìåòèì, ÷òî öåëîå ÷èñëî ay + b  äîëæíî áûòü äåëèòåëåì
÷èñëà ad + bc , íî òàêèõ äåëèòåëåé êîíå÷íîå ÷èñëî.
2. à) (–4; 1), (0; –3), (2; 7), (6; 3); á) (–2; 1), ( –4; 3);
â) (2; 10), (–4; –2), (4; –2), (10; 10).

Óêàçàíèå. Çàìåòüòå, ÷òî 
7

1
3

y x
x

= + -
-

.

ã) (240; 57360), (478; 478), (57360; 240).
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9 êëàññ

1. Íå ìîãëî.
Ïóñòü òàêîå ìîãëî îêàçàòüñÿ. Îáîçíà÷èì äàííûå ÷èñëà

1 2 1111, , ,a a aK , à èõ ñóììó – ÷åðåç S. Ïî óñëîâèþ, äëÿ êàæäî-
ãî íîìåðà k ÷èñëà ka  è kS a-  îêàí÷èâàþòñÿ îäíîé è òîé æå
öèôðîé. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ðàçíîñòü ýòèõ ÷èñåë, ðà âíàÿ

2 kS a- , äåëèòñÿ íà 10. Çíà÷èò, ïðè ëþáîì k ÷èñëî 2 ka  îêàí-
÷èâàåòñÿ ïîñëåäíåé öèôðîé ñóììû S. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàç-
íîñòü ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ ÷èñëàìè ka  äåëèòñÿ íà 5. Èòàê,
âñå 111 ðàçëè÷íûõ ÷èñåë ia  äîëæíû äàâàòü îäèíàêîâûå îñ-
òàòêè îò äåëåíèÿ íà 5; íî ñðåäè ÷èñåë îò 1 äî 500 ð îâíî ïî

ä) 43. Óêàçàíèå. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ñîñòàâíûõ N = ab ÷èñëî

( ) ( )
1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 2 2N N N N a b b b N N

æ ö
= + = + = +ç ÷+ + + +è ø

,

òàê ÷òî óðàâíåíèå 
1 1 1
x y N

+ =  èìååò áîëüøå òðåõ ðåøåíèé.

Åñëè æå N ïðîñòîå, òî â òî÷íîñòè 3 ðåøåíèÿ (äîêàæèòå ýòî).
3. à) –3, –2, 0, 1;  á) –3, –1, 0, 2.

Óêàçàíèå. Òàê êàê 
5

3
2 2

3 3

1 1

n n
n n

n n

+ +
= - +

+ +
, ñðàçó âèäíî ðåøå-

íèå n = –3, à òàêæå – ÷òî çàâåäîìî íå ãîäÿòñÿ n, äëÿ êîòîðûõ

2

3
0 1

1

n

n

+
< <

+
, ò.å. n < –1 è n > –2. Îñòàëîñü ïðîâåðèòü ÷èñ-

ëà n = –1, n = 0, n = 1 è n = 2.
4. ( )1; 5;0± - , ( )1;5;0± . Óêàçàíèå . Çàïèøèòå óðàâíåíèå â âèäå

( )22 25 2 30x y z z+ - + =  è âîñïîëüçóéòåñü òåì, ÷òî 25 30x < ,

ò.å. ëèáî 2 0x = , ëèáî 2 1x = , ëèáî 2 4x = .
5. à) Ïðè n = 1. Åñëè 1n ¹ , òî

4 2 4 2 21 2 1n n n n n+ + = + + - = ( ) ( )2 21 1n n n n+ + - +

– îáà ñîìíîæèòåëÿ áîëüøå 1. á) Ïðè n = 1. Åñëè äàííîå ÷èñ-
ëî ïðîñòîå, òî n íå÷åòíî. Ðàçëîæèì 4 4nn +  íà 2 ìíîæèòåëÿ:

( )24 2 2 2 1 22 2 2 2 2 2 2n n n n nn n n n++ × + - × × = + - × ,

ãäå 1 22n n+ ×  – ïîëíûé êâàäðàò.
6. à) (1; 1), (3; 2); á) (0; 0);  â) (0; 0), (2; 2).
7. Íåò. Òàêîå ïðîèçâåäåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 21 2 3 3 3 2 2n n n n n n n n z z+ + + = + + + = + ,

ãäå 2 3z n n= + , íî ( )22 2 2 1z z z z< + < + , ò.å. 2 2z z+  çàêëþ-
÷åíî ìåæäó äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè êâàäðàòàìè.
8. (0; 0), (1; 0), (2; 1). Óêàçàíèå. Ïðè x > 2 ëåâàÿ ÷àñòü äå-
ëèòñÿ íà 3, à ïðàâàÿ – íåò.
9. (2; 0).
10. (0; 0).
11. à), á) Ðåøåíèé íåò; â) (0; 0); ã) (2; 2). Óêàçàíèå. Äîêà-
æèòå, ÷òî m è n – ÷åòíûå ÷èñëà. Ïðè m = 2k è n = 2 l

( ) ( )2 23 2 3 2 3 2 5k l k l k l- = - + = .

Èç ïðîñòîòû ÷èñëà 5 ñëåäóåò, ÷òî 3 2 1k l- = , 3 2 5k l+ = , îò-

êóäà 3 3k = , 2 2l = .

12. à) Íåò. Çàìåòèì, ÷òî ( )2014 6 mod 8º . Íî ( )22 1k + º

( )1 mod 8º . Ñóììà æå ñåìè êâàäðàòîâ ïðè äåëåíèè íà 8 äàåò
îñòàòîê 7.
á) Äà. Îäíî èç ðåøåíèé: 2 2 2 2 22014 43 11 5 3 3 1= + + + + + .
Óêàçàíèå. Èç 2014 âû÷òåì íàèáîëüøèé âîçìîæíûé íå÷åòíûé
êâàäðàò, çàòåì òî æå ñàìîå ïðîäåëàåì ñ ðàçíîñòüþ è ò.ä.
13. à) Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ÷èñëà à, b, ñ âçàèìíî ïðîñòû. Äî-
êàæèòå ñíà÷àëà, ÷òî ÷èñëà à è b ðàçíîé ÷åòíîñòè, ïðè÷åì
ëèáî à, ëèáî b äåëèòñÿ íà 3, à òàêæå, ÷òî îäíî èç ýòèõ ÷èñåë
äåëèòñÿ íà 4. Äîêàæèòå äàëåå, ÷òî åñëè íè à, íè b íå äåëÿòñÿ
íà 5, òî  2 2a b+  äåëèòñÿ íà 5. Çäåñü âîçìîæíû âñå ñëó÷àè,
ò.å. ìîæåò áûòü, ÷òî àb äåëèòñÿ íà 60, à òàêæå, ÷òî àb äåëèò-
ñÿ íà 12, à ñ – íà 5:

2 2 23 4 5+ = , 2 2 25 12 13+ = .

á) (1; 3). Óêàçàíèå. Åñëè x > 0 – ÷åòíîå ÷èñëî, òî

( )2 4 1 mod 3x xº º , ò.å. ( )2 2 mod 3y º , ÷òî íåâîçìîæíî.

Èòàê, õ íå÷åòíî. Íî ( )2 4 0 mod 4x xº º  ïðè õ > 1, à

( )3 3 mod 4x º . Ñðàâíåíèå æå ( )2 3 mod 4y º  ðåøåíèé íå èìå-
åò. Ïðè x = 1 ëåâàÿ ÷àñòü ðàâíà 9.
â) n = 3. Óêàçàíèå. ßñíî, ÷òî n íå÷åòíî, íî òîãäà

( )2 2 mod 3n º , è åñëè n íå äåëèòñÿ íà 3, òî ( )2 1 mod 3n º . Íî

òîãäà 22n n+  äåëèòñÿ íà 3. Åñëè æå n = 3, òî 22 17n n+ = .

14. (2; 4), (4; 2).
15. (2; 3; 4).
16. ×åòâåðêè (m; n; k; l ) òàêîâû: (2; 4; 1; 5), (5; 1; 4; 2).
Óêàçàíèå . Ïåðåìíîæèâ è ñëîæèâ óðàâíåíèÿ ñèñòåìû, ïîëó-

÷èì, ÷òî ( ) ( )2 2 2 2 205 5 41m k n l+ + = = × . Çíà÷èò, ëèáî
2 2 5m k+ = , 2 2 41n l+ = , ëèáî 2 2 41m k+ = , 2 2 5n l+ = . Òðå-

áóåòñÿ åùå ó÷åñòü, ÷òî nk > ml.

17. ( )25 3;10 5k k k+ + , k Î ¢ . Óêàçàíèå. Ïîñêîëüêó

( ) ( )5 3 2 1y x x= - - , òî ëèáî ( )3 0 mod 5x - º , ëèáî

( )2 1 0 mod 5x - º . Îáà ñëó÷àÿ äàþò ( )3 mod 5x º , ò.å. x =
= 5k + 3, k Î ¢ .
18. (4; 3), (6; 13), (14; 5).
19. (1; –1), (–1; 1). Óêàçàíèå. Ðàçëîæèâ ëåâóþ ÷àñòü íà ìíî-
æèòåëè, èìååì ( ) ( )3 2 3m n m n- + = . Îñòàëîñü âîñïîëüçîâàòü-
ñÿ ïðîñòîòîé ÷èñëà 3.
20. (0; 0). Óêàçàíèå. Ïðèìåíèòå ìåòîä áåñêîíå÷íîãî ñïóñêà.
21. (0; 0), (2; 2), (0; 3),  (3; 0). Óêàçàíèå. Åñëè õ = 0, òî
ó = 0 èëè ó = 3. Àíàëîãè÷íî, ïðè ó = 0 ïîëó÷èì õ = 0, õ = 3.

Åñëè 0xy ¹ , òî 3 0x y+ - ¹  è, òàê êàê 2 2 2x y x y+ ³ ,

èìååì 2 3 2x y x y x y+ - £ , ïðè÷åì ðàâåíñòâî âîçìîæíî

ëèøü ïðè x y= , 3 1x y+ - = .
22. (7 n; 3n; 2n), ¢n Î . Óêàçàíèå. Ðàññìîòðèòå óðàâíåíèå
êàê êâàäðàòíîå:

( )2 2 22 5 5 22 34 0x x y z y yz z+ - + - + = .

Äëÿ íåãî

( ) ( )2 22 24 5 5 22 34 2 3D y z y yz z y z= - - + + = - - ,

îòêóäà 2y = 3z, y = 3 n, z = 2n, ãäå ¢n Î . Ïðè ýòîì x = 5z –
– y = 10n – 3 n =7n.
23. (0; 2), (–2; 0), (0; 3), (2; 1). Óêàçàíèå. Ðåøèòå óðàâíå-
íèå êàê êâàäðàòíîå îòíîñèòåëüíî îäíîãî èç íåèçâåñòí ûõ (ïî-
äóìàéòå, îòíîñèòåëüíî êàêîãî èç íåèçâåñòíûõ ýòî óäî áíåå
ñäåëàòü), ïîñëå ÷åãî ðàçëîæèòå íà ìíîæèòåëè.
24. ( )2; 3± , ( )2; 3- ± . Ðàññìîòðèòå äàííîå óðàâíåíèå êàê êâàä-
ðàòíîå îòíîñèòåëüíî 2t x= .
25. –15. Óêàçàíèå. Çàìåòèì, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü ïðè ëþáîì n ðà-
öèîíàëüíîå ÷èñëî. Ñëåäîâàòåëüíî, 1 8n- – öåëîå (ïî÷åìó?),

ïðè÷åì n < –1. Çíà÷èò, ëåâàÿ ÷àñòü, ðàâíàÿ 
14

5 1
1

n
n

- +
+

,

äîëæíà áûòü öåëûì îòðèöàòåëüíûì ÷èñëîì, ò.å. n + 1 – äåëè-
òåëü ÷èñëà 14. Âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ n ýòî –2, –3, –8,
–15. Ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîäõîäèò ëèøü n = –15.
26. (2; 1). Óêàçàíèå . Âîñïîëüçóéòåñü îñíîâíîé òåîðåìîé
àðèôìåòèêè.
27. (–5; 20), (–5; 21). Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî

25 1 4x x+ £ -  è 2 25 1 4x x- £ - , îòêóäà x = –5, 20 21y£ £ .
28. (9; 9).
29. 41472.
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ìè. Äåéñòâèòåëüíî, òîãäà ÷èñëî b + c = 2x òàêæå öåëîå, çíà-
÷èò, x ðàöèîíàëüíî, ïîýòîìó êàê a, òàê è d íå áóäóò öåëûìè
êàê ñóììû ðàöèîíàëüíîãî è èððàöèîíàëüíîãî ÷èñåë. Èò àê,
îäíî èç ÷èñåë b è c íåöåëîå, à òîãäà a è d äîëæíû îáà áûòü
öåëûìè.
Çíà÷èò, 2x a= +  ïðè öåëîì a. Òîãäà

( ) ( )2 22 2 2 2 2 2 2 2 2d a a a a= + + + = + + + ,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî 2a + 2 = 0, òàê êàê èíà÷å d èððàöèîíàëü-
íî. Èòàê, a = –1, îòêóäà 2 1x = - . Îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî
íàéäåííîå ÷èñëî ïîäõîäèò: äëÿ íåãî öåëûìè áóäóò ÷èñ ëà a =
= –1, b = –2 è d = 3.
7. 90° .
Îáîçíà÷èì ÷åðåç N è M  ñåðåäèíû îòðåçêîâ KC  è AC ñîîòâåò-
ñòâåííî (ðèñ.12). Òîãäà MN  – ñðåäíÿÿ ëèíèÿ â òðåóãîëüíèêå
AKC , ïîýòîìó BACÐ =

NMC= Ð . Êðîìå òîãî,
BAC BDCÐ = Ð , òàê êàê ÷å-

òûðåõóãîëüíèê ABCD  –
âïèñàííûé.
Ïóñòü òî÷êè M  è N ëåæàò ñ
îäíîé ñòîðîíû îò ïðÿìîé
BD . Òîãäà M  ëåæèò âíóòðè
òðåóãîëüíèêà BCD , ò.å. îíà
ëåæèò âíóòðè òðåóãîëüíèêà
BND , à çíà÷èò, è âíóòðè
åãî îïèñàííîé îêðóæíîñòè.
Íî òîãäà òî÷êè B, N , D  è
M  íå ìîãóò ëåæàòü íà îäíîé îêðóæíîñòè. Çíà÷èò, N  è M  ëå-
æàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò BD , è BDC BMNÐ = Ð .
Èç ïàðàëëåëüíîñòè MN  è AK  âûòåêàåò, ÷òî

BMN ABMÐ = Ð , îòêóäà BAC BDC ABMÐ = Ð = Ð . Îòñþäà
ïîëó÷àåì AM = MB , ò.å. â òðåóãîëüíèêå ABC ìåäèàíà BM
ðàâíà ïîëîâèíå ñòîðîíû AC, îòêóäà 90ABCÐ = ° , à çíà÷èò, è

90ADCÐ = ° .
8. Âòîðîå ÷èñëî áîëüøå.
Ïóñòü a = 99!. Òîãäà íàì íóæíî ñðàâíèòü ÷èñëà ( )100 !a  è

( )100 100 aaa a× . Çàìåòèì, ÷òî

( )( )( ) ( )
( )( )( ) ( )

( )( )( ) ( )

1 2 3 ,

1 2 3 2 2 ,

2 1 2 2 2 3 3 3 ,

99 1 99 2 99 3 100 100 .

a

a

a

a

a a

a a a a a

a a a a a

a a a a a

× × × × <

+ + + × × <

+ + + × × <

+ + + × × <

K

K

K

M

K

Ïåðåìíîæèì ýòè íåðàâåíñòâà. Ñëåâà ïîëó÷èì ïðîèçâåäå íèå
âñåõ ÷èñåë îò 1 äî 100a, ò. å. â òî÷íîñòè ( ) ( )100 ! 100! !a = , à
ñïðàâà – ÷èñëî

( ) ( ) ( )2 3 100a a aaa a a a× × =K

= ( ) ( )100 1001 2 3 100 100!a aa aa a× × × × × =K ,

ò.å. â òî÷íîñòè

( )100 100! 99!100 99! 100!aaa a = × .

10 êëàññ

1. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå. Òîãäà êàæäóþ èç îöåíîê 2, 3, 4,  5
ó÷åíèê ïîëó÷èë íå ìåíüøå òðåõ ðàç. Âîçüìåì ïî òðè î öåíêè
êàæäîãî âèäà; ñóììà 12 âçÿòûõ îöåíîê ðàâíà 42. Òàê êàê
êàæäàÿ èç îñòàâøèõñÿ ïÿòè îöåíîê íå ìåíüøå 2 è íå á îëüøå
5, ñóììà âñåõ 17 îöåíîê íå ìåíüøå 42 5 2 52+ × =  è íå áîëüøå
42 5 5 67+ × = . Íî íè îäíî èç ÷èñåë îò 52 äî 67 íå äåëèòñÿ íà
17, ïîñêîëüêó 3 17 51× =  è 4 17 68× = . Çíà÷èò, ñðåäíåå àðèô-
ìåòè÷åñêîå âñåõ îöåíîê – íåöåëîå. Ïðîòèâîðå÷èå.
2. Íàïðèìåð, òàêèìè ÷èñëàìè ÿâëÿþòñÿ 100

1 10 1 99 9n = - = K
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100 ÷èñåë, äàþùèõ ôèêñèðîâàííûé îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà 5.
Ïðîòèâîðå÷èå.
2. Ïóñòü O – òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé AC è BD
(ðèñ.11). Áèññåêòðèñû óãëîâ ADB  è DAC  ïåðåñåêàþòñÿ â

öåíòðå 1O  îêðóæíîñòè, âïè-
ñàííîé â òðåóãîëüíèê AOD , à
áèññåêòðèñû óãëîâ ACB è
DBC  – â öåíòðå 2O  îêðóæíî-
ñòè, âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê
BOC . Çíà÷èò, òî÷êè 1O  è 2O
ëåæàò íà áèññåêòðèñàõ âåðòè-
êàëüíûõ óãëîâ AOD  è BOC .
Ðàññìîòðèì ðîìá 1 2PO QO  èç
óñëîâèÿ çàäà÷è. Â íåì

1 2 1 2PO O QO OÐ = Ð , à çíà÷èò,
1 1DO O AO OÐ = Ð . Ïîýòîìó òðåóãîëüíèêè 1AOO  è 1DOO

ðàâíû ïî ñòîðîíå ( 1O O  – îáùàÿ) è äâóì ïðèëåæàùèì óãëàì,
îòêóäà AO = DO . Òîãäà OAD ODAÐ = Ð , è ÷åòûðåõóãîëüíèê
ABCD  ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî ñåðåäèííîãî ïåðïåíäèêóëÿ-
ðà ê AD . Ïîýòîìó AB = CD .
3. 14.
×èñëî N  ìîæåò ðàâíÿòüñÿ 14, êàê ïîêàçûâàåò, íàïðèìåð, ÷åò-
âåðêà ÷èñåë 4, 15, 70, 84. Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî 14n ³ .
Ëåììà. Ñðåäè ïîïàðíûõ ÍÎÄ ÷åòûðåõ ÷èñåë íå ìîæåò
áûòü ðîâíî äâóõ ÷èñåë, äåëÿùèõñÿ íà íåêîòîðîå íàòóð àëü-
íîå k.
Äîêàçàòåëüñòâî.  Åñëè ñðåäè èñõîäíûõ ÷åòûðåõ ÷èñåë åñòü íå
áîëüøå äâóõ ÷èñåë, äåëÿùèõñÿ íà k, òî ñðåäè ïîïàðíûõ ÍÎÄ
íà k äåëèòñÿ íå áîëåå îäíîãî. Åñëè æå òðè èç èñõîäíûõ ÷ èñåë
äåëÿòñÿ íà k, òî âñå òðè èõ ïîïàðíûõ ÍÎÄ äåëÿòñÿ íà k.
Ëåììà äîêàçàíà.
Ïðèìåíÿÿ ëåììó ê k = 2, ïîëó÷àåì, ÷òî ÷èñëî N  ÷åòíî. Ïðè-
ìåíÿÿ åå æå ê k = 3, k = 4 è k = 5, ïîëó÷àåì, ÷òî N  íå äåëèò-
ñÿ íà 3, 4 è 5. Çíà÷èò, N  íå ìîæåò ðàâíÿòüñÿ 6, 8, 10 è 12.
4. 1.
Äîêàæåì âíà÷àëå ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Ëåììà.  Äëÿ ëþáûõ äâóõ êëåòîê A è B ñóùåñòâóåò òàêàÿ
êëåòêà C, çàêðàñèâ êîòîðóþ, ìîæíî çàòåì çàêðàñèòü è  A,
è B (âîçìîæíî, C ñîâïàäàåò ñ A èëè ñ B.)
Äîêàçàòåëüñòâî.  Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî íîìåð a êëåòêè A ìåíü-
øå, ÷åì íîìåð b êëåòêè B. Ïóñòü D  – êëåòêà â îäíîì ñòîëáöå
ñ A è â îäíîé ñòðîêå ñ B è ïóñòü d – åå íîìåð (âîçìîæíî,
D = A  èëè D = B ). Òîãäà, åñëè d < a , òî ïîñëå çàêðàøèâàíèÿ
A ìîæíî ïîñëåäîâàòåëüíî çàêðàñèòü D  è B; åñëè a d b£ £ ,
òî ïîñëå çàêðàøèâàíèÿ D  ìîæíî çàêðàñèòü êàê A, òàê è B;
íàêîíåö, åñëè d > b , òî ïîñëå çàêðàøèâàíèÿ B ìîæíî ïîñëå-
äîâàòåëüíî çàêðàñèòü D  è A. Èòàê, â ëþáîì ñëó÷àå â êà÷åñòâå
C ìîæíî âûáðàòü îäíó èç êëåòîê A, B è D . Ëåììà äîêàçàíà.
Ïåðåéäåì ê ðåøåíèþ çàäà÷è. ßñíî, ÷òî 1k ³ ; çíà÷èò, äîñòà-
òî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ïðè k = 1 çàêðàñêà âñåãäà âîçìîæíà.
Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ íóìåðàöèþ êëåòîê. Ðàññìîòð èì
âñå ñïîñîáû çàêðàøèâàíèÿ êëåòîê ñîãëàñíî óñëîâèþ (ï ðè k =
= 1) è âûáåðåì èç íèõ òîò, â êîòîðîì êîëè÷åñòâî çàê ðàøåí-
íûõ êëåòîê ìàêñèìàëüíî. Ïóñòü â ýòîì ñïîñîáå ïåðâàÿ  çàêðà-
øåííàÿ êëåòêà – A. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè ýòîì ñïîñîáå êà-
êàÿ-òî êëåòêà B îñòàëàñü íåçàêðàøåííîé. Òîãäà, âûáðàâ ïî
ëåììå ñîîòâåòñòâóþùóþ êëåòêó C è íà÷àâ çàêðàøèâàíèå ñ
íåå, ìû ïîòîì ñìîæåì çàêðàñèòü B, A è, êàê ñëåäñòâèå, âñå
êëåòêè, çàêðàøåííûå â âûáðàííîì ñïîñîáå. Çíà÷èò, âñ åãî ìû
çàêðàñèì õîòÿ áû íà îäíó êëåòêó áîëüøå. Ïðîòèâîðå÷è å ñ
âûáîðîì ñïîñîáà ïîêàçûâàåò, ÷òî íà ñàìîì äåëå â íàø åì ñïî-
ñîáå áóäóò çàêðàøåíû âñå êëåòêè. Ýòî è îçíà÷àåò, ÷ò î k = 1
ïîäõîäèò.
5. 2 1- .
Îáîçíà÷èì 2a x= - , 1b x x= - , 1c x x= + , 2d x= +

2 2+ . Çàìåòèì, ÷òî b è c íå ìîãóò îäíîâðåìåííî áûòü öåëû-
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Ê Â À Í T  $ 2 0 1 4 / ¹ 260
îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà OBC  è
PO – äèàìåòð ýòîé îêðóæíîñòè
(ðèñ.14). Ïîýòîìó 90OSPÐ = ° . Äà-
ëåå, ïîñêîëüêó AO – äèàìåòð îê-
ðóæíîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç A, S
è O, ïîëó÷àåì 90ASOÐ = ° . Èòàê,
òî÷êè A è P ëåæàò íà ïåðïåíäèêóëÿ-
ðå ê OS, ïðîõîäÿùåì ÷åðåç òî÷êó
S. Îòñþäà è ñëåäóåò óòâåðæäåíèå
çàäà÷è.
7. Íå ìîãóò.
Ïóñòü 100010n = . Îáîçíà÷èì èñõîä-
íûå ÷èñëà (â ïîðÿäêå îáõîäà) ÷åðåç

1, , na aK ; ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

1 1na a+ = . Ïîëîæèì ( )1ÍÎÊ ,i i ib a a += . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
÷èñëà 1, , nb bK  – ýòî n ïîäðÿä èäóùèõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.
Ðàññìîòðèì íàèáîëüøóþ ñòåïåíü äâîéêè, 2m , íà êîòîðóþ äå-
ëèòñÿ õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë ia . Çàìåòèì, ÷òî íè îäíî èç ÷è-
ñåë 1, , nb bK  íå äåëèòñÿ íà 12m+ . Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè

1 2ma M ; òîãäà 1 2mb M  è 2m
nb M . Çíà÷èò, 1 2mb x=  è 2m

nb y=
ïðè íåêîòîðûõ íå÷åòíûõ x è y. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî x < y . Òîãäà, ïîñêîëüêó 1, , nb bK  îáðàçó-
þò n ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷èñåë, ñðåäè íèõ äîëæíî áûòü è ÷è ñ-
ëî ( )2 1m x +  (ïîñêîëüêó ( )2 2 1 2m m mx x y< + < ). Íî ýòî ÷èñ-
ëî äåëèòñÿ íà 12m+  (òàê êàê x + 1 ÷åòíî), ÷òî íåâîçìîæíî.
Ïðîòèâîðå÷èå.
8. Ïîñòðîèì ãðàô ñ âåðøèíàìè 1 50, ,r rK , ñîîòâåòñòâóþùèìè
ñòðîêàì äîñêè, è âåðøèíàìè 1 50, ,c cK , ñîîòâåòñòâóþùèì åå
ñòîëáöàì. Âåðøèíû ir  è jc  ñîåäèíèì ðåáðîì, åñëè êëåòêà â
ïåðåñå÷åíèè ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòðîêè è ñòîëáöà ñâîáîä íà.
Òîãäà Âàñèíà öåëü ïåðåôîðìóëèðóåòñÿ òàê: òðåáóåòñÿ îòìå-
òèòü íå áîëåå 99 ðåáåð òàê, ÷òîáû èç êàæäîé âåðøèíû  âû-
õîäèëî ÷åòíîå ÷èñëî íåïîìå÷åííûõ ðåáåð . Äåéñòâèòåëüíî,
åñëè Âàñÿ ïîñòàâèò ôèøêè â êëåòêè, ñîîòâåòñòâóþùèå îòìå-
÷åííûì ðåáðàì, òî â êàæäîé ñòðîêå è êàæäîì ñòîëáöå îñòà-
íåòñÿ ÷åòíîå ÷èñëî ñâîáîäíûõ êëåòîê, ÷òî, î÷åâèäíî,  ðàâíî-
ñèëüíî òðåáóåìîìó óñëîâèþ.
Ìû äîêàæåì áîëåå îáùèé ôàêò: â ëþáîì ãðàôå íà 2n ³  âåð-
øèíàõ ìîæíî îòìåòèòü íå áîëåå n – 1 ðåáåð òàê, ÷òîáû èç
êàæäîé âåðøèíû âûõîäèëî ÷åòíîå ÷èñëî íåïîìå÷åííûõ ð å-
áåð. Ïðè n = 100 ïîëó÷àåì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.
Èíäóêöèÿ ïî n. Áàçà ïðè n = 2 î÷åâèäíà. Ïóñòü òåïåðü n > 2.
Åñëè åñòü âåðøèíà ñòåïåíè 1, òî ìîæíî ïîìåòèòü åäèí ñòâåí-
íîå ðåáðî, âûõîäÿùåå èç íåå, âûêèíóòü åå âìåñòå ñ ý òèì ðåá-
ðîì è ïðèìåíèòü ê îñòàâøåìóñÿ ãðàôó ïðåäïîëîæåíèå è íäóê-
öèè; â ðåçóëüòàòå îêàæåòñÿ îòìå÷åííûì åùå n – 2 ðåáðà.
Åñëè â ãðàôå åñòü âåðøèíà ñòåïåíè 0, òî äîñòàòî÷íî âûêè-
íóòü åå è ïðèìåíèòü ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè.
Ïóñòü òåïåðü ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû íå ìåíüøå 2. Âû éäåì
èç ïðîèçâîëüíîé âåðøèíû ïî ðåáðó, èç âåðøèíû, â êîò îðóþ
ìû ïðèøëè, – ïî äðóãîìó ðåáðó è ò.ä.; ýòîò ïðîöåññ ìîæíî
ïðîäîëæàòü, ïîêà ìû íå âåðíåìñÿ â âåðøèíó, â êîòîðî é óæå
ïîáûâàëè. Òàêèì îáðàçîì, â ãðàôå íàøåëñÿ öèêë. Âûêè íóâ
åãî ðåáðà èç ãðàôà, ìû íå èçìåíèì ÷åòíîñòåé ñòåïåíå é âåð-
øèí; çíà÷èò, äîñòàòî÷íî îòìåòèòü òðåáóåìûå ðåáðà â îñòàâ-
øåìñÿ ãðàôå. Ïðèìåíÿÿ ê íåìó òîò æå ïðîöåññ, ðàíî è ëè ïîç-
äíî ìû ïîëó÷èì ãðàô, â êîòîðîì ñòåïåíü íåêîòîðîé âå ðøèíû
íå ïðåâîñõîäèò 1; à äëÿ òàêèõ ãðàôîâ óòâåðæäåíèå óæ å äîêà-
çàíî âûøå.

11 êëàññ

1. Ðàññìîòðèì îäíó èç ñóìì èç óñëîâèÿ. Çàòåì ïåðåñòàâ èì â
íåé àðãóìåíòû îäíîãî ñèíóñà è îäíîãî êîñèíóñà, íàçî âåì ýòè
àðãóìåíòû a  è b  ñîîòâåòñòâåííî; ñóììà ïðè ýòîì èçìåíèòñÿ
íà

( ) ( )sin cos sin cosb + a - a + b = ( ) ( )( )2 sin 4 sin 4b - p - a - p .
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è 
100

2
10

1 49 9
2

n = - = K . Äåéñòâèòåëüíî, ÷èñëà 3
1 1n n- =

( ) ( ) ( )100
1 1 1 1 11 1 10 1n n n n n= + - = × -  è ( ) (3

2 2 2 2 21n n n n n- = + -

) 100 2
2

1
1 10

2
n

n
-

- = × ×  äåëÿòñÿ íà 10010 ; ýòî îçíà÷àåò, ÷òî 3
in

îêàí÷èâàåòñÿ íà in . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ÷èñëà 2
1 1n n- =

( )1 1 1n n= -  è ( )2
2 2 2 2 1n n n n- = -  íå äåëÿòñÿ íà 5 (è òåì áîëåå

íà 10010 ); çíà÷èò, 2
in  íå îêàí÷èâàåòñÿ íà in .

Çàìå÷àíèå.  Ñóùåñòâóþò è äðóãèå íåîáû÷íûå ñòîçíà÷íûå ÷èñ-
ëà.
3. 14 72 2 16256- = .
Åñëè âñå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, êîëè÷åñòâî áóêâ â êîòî ðûõ íå
ìåíüøå 7 è íå áîëüøå 13, ÿâëÿþòñÿ ñëîâàìè, òî, î÷åâ èäíî,
óñëîâèå çàäà÷è ñîáëþäàåòñÿ; ïðè ýòîì êîëè÷åñòâî òàê èõ ñëîâ
ðàâíî 7 13 14 72 2 2 2+ + = -K . Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ýòî êîëè-
÷åñòâî – íàèáîëüøåå âîçìîæíîå.
Îáùåå êîëè÷åñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíû, íå ïðåâ îñõî-
äÿùåé 13, ðàâíî 2 13 142 2 2 2 2+ + + = -K . Åñëè ñðåäè ñëîâ â
ÿçûêå íåò íè îäíîãî 7-áóêâåííîãî, òî îáùåå êîëè÷åñò âî ñëîâ
íå ïðåâîñõîäèò 14 7 14 72 2 2 2 2- - < - . Ïóñòü, íàïðîòèâ, à ÿçû-
êå ñóùåñòâóåò 7-áóêâåííîå ñëîâî s. Òîãäà äëÿ êàæäîãî ñëîâà
t , ñîñòîÿùåãî èç 6 èëè ìåíåå áóêâ, ïîñëåäîâàòåëüíîñò ü áóêâ
st íå ìîæåò ÿâëÿòüñÿ ñëîâîì è âñå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âèäà
st, î÷åâèäíî, ðàçëè÷íû. Çíà÷èò, åñëè â ÿçûêå åñòü k ñëîâ èç 6
èëè ìåíåå áóêâ, òî êîëè÷åñòâî ñëîâ õîòÿ áû èç 7 áóê â íå ïðå-
âîñõîäèò ( )7 13 14 72 2 2 2k k+ + - = - -K . Çíà÷èò, îáùåå êîëè-

÷åñòâî ñëîâ íå ïðåâîñõîäèò ( )14 7 14 72 2 2 2k k+ - - = - , ÷òî è
òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
4. Çàìåòèì, ÷òî

1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 0A B B B B C C C C A A A+ + + + + =
ruuuuur uuuuur uuuuur uuuuur uuuuur uuuuur

.       ( * )

Ïî óñëîâèþ èìååì
1 2 1 2 1 2A B B C C A= =  è

óãîë ìåæäó ëþáûìè
äâóìÿ èç òðåõ ïðÿ-
ìûõ 1 2A B , 1 2B C ,

1 2C A  ðàâåí 60°
(ðèñ.13). Ïîýòîìó
åñëè âåêòîðû 1 2A B

uuuuur
,

1 2B C
uuuuur

 è 1 2C A
uuuuur

 îòëî-
æèòü ïîñëåäîâàòåëüíî
äðóã çà äðóãîì (êàæ-

äûé ñëåäóþùèé îò êîíöà ïðåäûäóùåãî), òî ïîëó÷èòñÿ ï ðà-
âèëüíûé òðåóãîëüíèê, îòêóäà 1 2 1 2 1 2 0A B B C C A+ + =

ruuuuur uuuuur uuuuur
. Îòñþäà

è èç ( * ) ïîëó÷àåì 2 1 2 1 2 1 0A A B B C C+ + =
ruuuuur uuuuur uuuuur

.

Ñëåäîâàòåëüíî, îòëîæèâ âåêòîðû 2 1A A
uuuuur

, 2 1B B
uuuuur

, 2 1C C
uuuuur

 îò íåêî-
òîðîé òî÷êè ïîñëåäîâàòåëüíî äðóã çà äðóãîì, ìû ïîëó ÷èì íå-
êîòîðûé òðåóãîëüíèê T. Ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà T ïàðàëëåëü-
íû ñîîòâåòñòâóþùèì ñòîðîíàì òðåóãîëüíèêà ABC, ïîýòîìó
ýòè òðåóãîëüíèêè ïîäîáíû. Èç ýòîãî ïîäîáèÿ è âûòåêà åò òðå-
áóåìîå ðàâåíñòâî.
5. Âåðíî.
Ïóñòü Ïåòÿ ïåðâûì õîäîì ñäåëàåò ñâîáîäíûé ÷ëåí óðàâ íåíèÿ
íóëåì. Òîãäà ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå òî÷íî áóäåò èìåòü  êîðåíü
0; çíà÷èò, Ïåòå äîñòàòî÷íî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû äðó ãèì êîð-
íåì áûëî ÷èñëî t  = 2014. Ýòî âñåãäà ìîæíî ñäåëàòü: åñëè
ïîñëå õîäà Âàñè ïîëó÷èòñÿ óðàâíåíèå 3 2 0x ax x+ + * = , òî
Ïåòÿ ìîæåò çàìåíèòü îñòàâøóþñÿ çâåçäî÷êó íà ( )t t a- + , à
åñëè ïîñëå õîäà Âàñè ïîëó÷èòñÿ 3 2* 0x x bx+ + = , òî Ïåòÿ

ìîæåò çàìåíèòü çâåçäî÷êó ÷èñëîì ( )2t b t- + . Î÷åâèäíî, âñå
÷èñëà, êîòîðûå ñòàâèò Ïåòÿ, ðàöèîíàëüíû.
6. Ïîñêîëüêó CP è BP – êàñàòåëüíûå ê W, èìååì

90OBP OCPÐ = Ð = ° ; çíà÷èò, òî÷êà P ëåæèò íà îïèñàííîé

Ðèñ. 13
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ïðè ðåáðàõ KN  è KX  ðàâíû ìåæäó ñîáîé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ïðÿìóþ KA  è ïåðïåíäèêóëÿð-
íàÿ ïëîñêîñòè a , – ýòî ïëîñêîñòü ñèììåòðèè òðåõãðàííîãî
óãëà KANX . Ïîýòîìó òî÷êà A¢ ëåæèò íà ïðÿìîé, ñîäåðæà-
ùåé áèññåêòðèñó óãëà XKN , ò.å. íà âíåøíåé áèññåêòðèñå óãëà
NKL .
Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî A¢ ëåæèò íà âíåøíåé áèññåêò-
ðèñå óãëà MNK . Ïðèìåíÿÿ òàêèå æå ðàññóæäåíèÿ äëÿ òî÷åê
B¢, C¢, D¢, ïîëó÷àåì, ÷òî òî÷êè A¢, B¢, C¢, D¢ – ïåðåñå-
÷åíèÿ âíåøíèõ áèññåêòðèñ ñîñåäíèõ óãëîâ ÷åòûðåõóãîë üíèêà
KLMN .
Èç òðåóãîëüíèêà A KN¢  íàõîäèì

180B A D KA N A KN A NK¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢Ð = Ð = ° - Ð - Ð =

= ( ) ( ) ( )1
90 90

2
A KN A NK NKL MNK¢ ¢° - Ð + ° - Ð = Ð + Ð .

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî

( )1
2

B C D KLM LMN¢ ¢ ¢Ð = Ð + Ð .

Òàêèì îáðàçîì,

B A D B C D¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢Ð + Ð =

= ( )1
180

2
NKL MNK KLM LMNÐ + Ð + Ð + Ð = ° ,

îòêóäà è ñëåäóåò, ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê A B C D¢ ¢ ¢ ¢ – âïèñàí-
íûé.
5. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî

( )( ) ( ) ( )2 2 2 2x yz y zx xy x y z xyz xy z xyz+ + = + + + = + +

ðàöèîíàëüíî. Ïîñêîëüêó ÷èñëî xy + z  ðàöèîíàëüíî ïî óñëî-
âèþ, òî è ÷èñëî ( )( ) ( )2xyz x yz y zx xy z= + + - + òàêæå ðàöèî-
íàëüíî.
7. n = 100.
Íàçîâåì ìíîãî÷ëåí, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ çàäà÷è, êðà-
ñèâûì . Ìíîãî÷ëåí

( ) ( )200 198 2100 1P x x x x= + + + + +K ( )199 197101 x x x+ + +K

êðàñèâ è èìååò êîðåíü –1. Çíà÷èò, ïðè n = 100 òðåáóåìîå âîç-
ìîæíî.
Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ïðè n < 100 ó êðàñèâîãî ìíîãî÷ëåíà

( )P x  íå ìîæåò áûòü âåùåñòâåííûõ êîðíåé. Äëÿ ýòîãî äîñòà -
òî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî ( )P x  > 0 ïðè âñåõ x. Ýòî íåðàâåíñòâî,
î÷åâèäíî, âûïîëíåíî ïðè 0x ³ ; äëÿ îòðèöàòåëüíûõ æå x =
= –t  îíî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì íåðàâåíñòâà

( )2 2 2 2100 1n nt t t-+ + + + >K ( )2 1 2 3101 n nt t t- -+ + +K .   ( * )

Çíà÷èò, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ýòî íåðàâåíñòâî ïðè âñå õ t  > 0.
Óìíîæàÿ ( * ) íà t + 1, ïîëó÷àåì ðàâíîñèëüíîå íåðàâåíñòâî

( ) ( )2 1 2 2 2 1100 1 101n n n nt t t t t+ -+ + + > + + +K K ,

èëè

( )2 1 2 2 1100 1n n nt t t t+ -+ > + + +K .             ( * * )

Çàìåòèì, ÷òî ïðè âñåõ k = 1, …, n âåðíî íåðàâåíñòâî

( )( )2 11 1 0k n kt t + -- - ³ , ïîñêîëüêó îáå ñêîáêè èìåþò îäèíàêî-

âûå çíàêè ïðè t  > 0. Ðàñêðûâàÿ ñêîáêè, ïîëó÷àåì

2 1 2 11n n k kt t t+ + -+ ³ + .

Ñêëàäûâàÿ âñå òàêèå íåðàâåíñòâà è ó÷èòûâàÿ, ÷òî n < 100,
ïîëó÷àåì

( ) ( )2 2 1 2 1 2 11 100 1n n n nt t t n t t- + ++ + + £ + < +K ,

÷òî è äîêàçûâàåò ( * * ).Ðèñ. 15

Ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ çíà÷åíèå ñóììû íå èçìåíÿåòñÿ, ïîëó-
÷àåì, ÷òî ( ) ( )sin 4 sin 4a - p = b - p . Ïîñêîëüêó ( ), 0;a b Î p ,

ýòî ìîæåò ñëó÷èòüñÿ ëèøü ïðè 4 4a - p = b - p  èëè

( )4 4a - p = p - b - p , ò.å. ïðè b = a  èëè 3 2b = p - a .
Èòàê, åñëè a  – ïðîèçâîëüíûé óãîë 7-óãîëüíèêà, òî êàæäûé
èç îñòàëüíûõ åãî óãëîâ ðàâåí ëèáî a , ëèáî 3 2p - a . Çíà-
÷èò, óãëû 7-óãîëüíèêà ïðèíèìàþò íå áîëåå äâóõ ðàçëè ÷íûõ
çíà÷åíèé, ïîýòîìó 4 èç íèõ ïðèíèìàþò îäíî è òî æå ç íà÷å-
íèå.
2. 60.
Ïóñòü çíà÷åíèå èñõîäíîãî âûðàæåíèÿ ðàâíî A. Òîãäà â ðå-
çóëüòàòå ïåðâîé îïåðàöèè ïðîèçâåäåíèå ïðèìåò çíà÷åí èå

1
3

a
A A

a
+

× = + , îòêóäà A = 3a. Çíà÷èò, A – íàòóðàëüíîå ÷èñ-

ëî. Êðîìå òîãî, èç ýòîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî îíî  äåëèòñÿ
íà 3. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ÷èñëî A äåëèòñÿ íà 4 è
íà 5, ïðè÷åì A = 4c = 5e. Èç ïîïàðíîé âçàèìíîé ïðîñòîòû
÷èñåë 3, 4 è 5 ñëåäóåò, ÷òî A äåëèòñÿ íà 3 4 5 60× × = . Çíà÷èò,

60A ³ .

Ïåðåïèñàâ ðàâåíñòâî 
a c e

A
b d f

× × =  â âèäå 
3 4 5
A A A

A
b d f

× × = , ïî-

ëó÷àåì 2 60A bdf= , îòêóäà 
2

60
60
A

bdf = ³ . Îñòàëîñü ïðèâåñ-

òè ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî ïðîèçâåäåíèå çíàìåíàòå ëåé
ìîæåò áûòü ðàâíûì 60. Îäèí èç âîçìîæíûõ ïðèìåðîâ òà êîé:
20 15 12
3 4 5

× × .

3. n.
Ïîêàæåì, ÷òî n ôèøåê äîñòàòî÷íî. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî íà
êàæäóþ ñòðîêó õâàòèò îäíîé ôèøêè: ìîæíî ïîñòàâèòü å å â
êëåòêó ñòðîêè ñ ìèíèìàëüíûì íîìåðîì, à çàòåì îáîéòè  âñå
êëåòêè ñòðîêè â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ íîìåðîâ.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîêàæåì, ÷òî ìåíüøå n ôèøåê ìîæåò è íå
õâàòèòü. Äëÿ ýòîãî ïðîíóìåðóåì êëåòêè òàê, ÷òîáû êë åòêè
îäíîé äèàãîíàëè èìåëè íîìåðà 1, 2, …, n (îñòàëüíûå êëåòêè
íóìåðóåì ïðîèçâîëüíî). Òîãäà îäíà ôèøêà íå ñìîæåò ï îáû-
âàòü íà äâóõ êëåòêàõ ýòîé äèàãîíàëè: åñëè ôèøêà âñò àëà íà
îäíó èç ýòèõ êëåòîê, òî ñëåäóþùèì õîäîì îíà îáÿçàíà  áóäåò
ïîéòè íà êëåòêó ñ íîìåðîì, áîëüøèì n, è, çíà÷èò, ïîñëå ýòî-
ãî îíà íå ñìîæåò âåðíóòüñÿ íà äèàãîíàëü.
Íàêîíåö, ïîñêîëüêó íà êàæäîé êëåòêå äèàãîíàëè äîëæí à ïî-
áûâàòü ôèøêà, Ïåòå ïðèäåòñÿ èñïîëüçîâàòü íå ìåíåå n ôè-
øåê.
4. Îáîçíà÷èì ÷åðåç , , ,A B C D¢ ¢ ¢ ¢ ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòü a
âåðøèí A, B, C, D  ñîîòâåòñòâåííî (ðèñ.15). Ïóñòü X – ïðî-
èçâîëüíàÿ òî÷êà íà ïðîäîëæåíèè îòðåçêà KL  çà òî÷êó K . Òîã-
äà èìååì ( ) ( ), ,KXA KXN KLA KLNÐ = Ð  è ( ),KNA KNXÐ =

( ),NKD NKL= Ð . Ïî óñëîâèþ ýòè óãëû ðàâíû; çíà÷èò, â
òðåõãðàííîì óãëå KANX  (ñ âåðøèíîé K ) äâóãðàííûå óãëû
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ÐÅÃÈÎÍÀËÜÍÛÉ ÝÒÀÏ XLVIII ÂÑÅÐÎÑÑÈÉÑÊÎÉ
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ÒÅÎÐÅÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÒÓÐ

9 êëàññ

1. ×åëîâåê ìîæåò âûéòè çà êðàé îáðûâà âïðàâî íå áîëüø å
÷åì íà 1,5 ì èëè îòîéòè îò êðàÿ îáðûâà âëåâî íå áîë üøå ÷åì

íà 2,5 ì.
2. Íà ðèñóíêàõ 16, 17, 18
èçîáðàæåíû ïðîåêöèè
ñèëû, äåéñòâóþùåé íà
áðóñîê ñî ñòîðîíû íèòåé,
óñêîðåíèÿ è ñêîðîñòè
áðóñêà ñîîòâåòñòâåííî.
Âèäíî, ÷òî äâèæåíèå
áðóñêà íà÷íåòñÿ â ìîìåíò
âðåìåíè 0t  = 4 ñ, áðóñîê
áóäåò äâèãàòüñÿ ñ ïîñòîÿí-Ðèñ. 16

Ðèñ. 17

Ðèñ. 18

Ðèñ. 19

ÐÅÃÈÎÍÀËÜÍÛÉ ÝÒÀÏ ÎËÈÌÏÈÀÄÛ ÌÀÊÑÂÅËËÀ

ÒÅÎÐÅÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÒÓÐ

7 êëàññ

1. 780
1

k
T

k
t = »

-
 ñóòîê.

2. 3
0 1,736 ã ì

h
vt

r r= »  (çàìåòèì, ÷òî îòâåò íå çàâèñèò îò

ïëîùàäè äíà ñîñóäà).
3. 1) 0 5t =  ìèí (ëîäêà óäàëÿëàñü îò âåñëà è ïðèáëèæàëàñü
ê íåìó îäíî è òî æå âðåìÿ, òàê êàê âåñëî îòíîñèòåëü íî âîäû
â ðåêå íåïîäâèæíî);

2) p
600 ì

1 ì ñ
600 c

v = = ;

3) 0 ââåðõ p
1200 ì

1 ì ñ 5 ì ñ
300 c

v v v= + = + = .

4. Ïóñòü m – ìàññà îáîëî÷êè øàðèêà, 1m  – ìàññà ãåëèÿ â
ïåðâîì ñëó÷àå è 2m  – âî âòîðîì. Òîãäà

2 2 1

1 1 2

9 16
2 1,78

4 9
m m V m m
m m V m m

r + +
= = × = »

r + +
.

8 êëàññ

2. Èç óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ ëåãêîãî ïîðøíÿ

1 0p p gh= - r

è óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ ïîïëàâêà

1p S V+ r g = pS

íàõîäèì
30 200 êã ì

4
r

r = = .

3. 1) Èç óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ ðû÷àãà â ïåðâîì ñëó÷àå íà õîäèì
5
4xm m= .

2) Ñðàâíèâ óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ ðû÷àãà âî âòîðîì ñëó÷ àå è â
ïåðâîì, ïîëó÷àåì

2 xm mD = D .

Ïîñêîëüêó èçìåíåíèå ìàññû ëüäèíêè ïðîïîðöèîíàëüíî ï îäâå-
äåííîìó êîëè÷åñòâó òåïëîòû, ìîùíîñòü íàãðåâà ëåâîé ëüäèí-
êè äîëæíà áûòü â 2 ðàçà áîëüøå.
4. Çàïèøåì óðàâíåíèÿ òåïëîâîãî áàëàíñà äëÿ ïåðâîãî è äëÿ
âòîðîãî ñëó÷àåâ è ïîëó÷èì

( )0
1 0

ää1

0 0

1
920 Äæ êã Ñ

2 yx

x y

c c
t tt t

t t t t

r
= » × °

--r
-

- -

.

íûì óñêîðåíèåì, ïîêà
â ìîìåíò âðåìåíè 1t  =
= 8 ñ íèòè íå ïåðåñòà-
íóò äåéñòâîâàòü íà
áðóñîê, çàòåì áðóñîê
áóäåò äâèãàòüñÿ òîëüêî
ïîä äåéñòâèåì ñèëû
òðåíèÿ. Ïåðåìåùåíèå
áðóñêà íàéäåì êàê
ïëîùàäü ïîä ãðàôèêîì

( )xv t :

56 ìxD = .

4. Íàéäåì íàïðÿæåíèå

ABU  íà ðàçúåìàõ ðåãóëè-
ðóåìîãî èñòî÷íèêà â çàâè-
ñèìîñòè îò ñèëû òîêà I ,
òåêóùåãî ÷åðåç íàãðóçêó:

0AB
R Rr

U U I
R r R r

= -
+ +

.

Äëÿ ýêâèâàëåíòíîé ñõåìû

1 1ABU U Ir= - .

×òîáû ïðè ëþáîì çíà÷åíèè I  ýòè äâà âûðàæåíèÿ ñîâïàäàëè,
íåîáõîäèìû òàêèå óñëîâèÿ:

1 0
R

U U
R r

=
+

 è 1
Rr

r
R r

=
+

.

Çàìåòèì, ÷òî ñ òåì æå óñïåõîì ìîæíî ñðàâíèâàòü íå í àïðÿ-
æåíèå íà ðàçúåìàõ, à ñèëó òîêà ÷åðåç íàãðóçêó.
5. Çàïèøåì óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ìàëîãî ýëåìåíòà æèäêîñò è
äëèíîé rD , íàõîäÿùåãîñÿ â ãîðèçîíòàëüíîé ÷àñòè òðóáêè íà
ðàññòîÿíèè r îò îñè âðà-
ùåíèÿ:

2r S r S pw r D = D ,

ãäå 
2
T
p

w =  – óãëîâàÿ

ñêîðîñòü âðàùåíèÿ òðóá-
êè, pD  – ïåðåïàä äàâëå-
íèé. Ïðè âû÷èñëåíèè ðàç-
íîñòè äàâëåíèé íà êîíöàõ
âñåãî ãîðèçîíòàëüíîãî
ó÷àñòêà òðóáêè ïîëó÷èì
(ðèñ.19)

2 2
2 2 1

2 1 2
r r

p p
-

- = w r .

Â íàøåì ñëó÷àå, êîãäà ïîëîâèíà ãîðèçîíòàëüíîé ÷àñòè  òðóá-
êè çàïîëíåíà âîäîé, à ïîëîâèíà ðòóòüþ,

( ) ( )2 22
2 2

2 1 â p
2 0 2

2 2

l l l
p p

- -
- = w r + w r = ( )

2 2

p â3
8
lw

r + r .

Ýòîò ïåðåïàä äàâëåíèé è ïîääåðæèâàåò ðàçíîñòü äàâëå íèé
âåðòèêàëüíûõ ñòîëáîâ âîäû è ðòóòè:

( )
2 2

p â p â3
8
l

gh gh
w

r + r = r - r ,

îòêóäà íàõîäèì

p â

p â

32
1,0 c

2

l
T

gh

r + rp p
= = »

w r - r
.

10 êëàññ

1. Çàïèøåì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ãðóçîâ â ïðîåêöèè íà âå ðòè-
êàëüíóþ îñü:

1 1 1 2 sinm a m g T= - a , 2 2 2 2m a m g T= - .

Äëÿ íåðàñòÿæèìîé íèòè

1 22 sin 2 0y yD a + D = ,
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àëüíàÿ ýíåðãèÿ äåôîðìàöèè ðàâíà

( )22
1

ä1 2
2

mgk x
E

k
D

= = .

Ïîñëå ïåðåðåçàíèÿ íèòè ïðóæèíû îêàçàëèñü ñîåäèíåííû ìè
ïàðàëëåëüíî è êàæäàÿ èç íèõ ðàñòÿíóòà íà âäâîå ìåíü øóþ

äëèíó: 2 2
mg

x
k

D = . Èõ îáùàÿ ýíåðãèÿ äåôîðìàöèè ðàâíà

( )22
2

ä2 2
2 4

mgk x
E

k
D

= = .

Ãðóç ïðè ýòîì ïîäíèìåòñÿ íà âûñîòó 1 2 2
mg

h x x
k

D = D - D = , è

èçìåíåíèå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè òÿãîòåíèÿ áóäåò ðàâ íî

( )2

ò 2

mg
E mg h

k
D = D = .

Â èòîãå ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ èçìåíèòñÿ íà
( )2

ä ò ä2 ä1 ò 4

mg
E E E E E E

k
D = D + D = - + D = - ,

ò.å. îíà óìåíüøèòñÿ.

11 êëàññ

1. Ïîñêîëüêó âûñîòà èìååò ðàçìåðíîñòü äëèíû, òî âñå ï ðî÷åå
ðàçìåðíîñòè â âûðàæåíèè äëÿ Í  äîëæíû â èòîãå äàòü íîëü.
Îòñþäà ïîëó÷àåì

0a + g = , 0a + l = , 3 1l - a - g + b = ,
èëè

a = -g = -l  è 1a + b = .

Òîãäà ìîæíî çàïèñàòü

11,25
E

H R
g

a
-aæ ö

= ç ÷
rè ø

, èëè 11,25H r Ra -a= , ãäå 204 ì
E

r
g

= »
r

.

Ïî ðàñ÷åòàì Áàãà,

( ) ( )1 204 ì
1 ì 1,25 204 ì 0,05 ì 1,25 0,05 ì

0,05 ì

a
a -a æ ö

= × × = × ×ç ÷
è ø

.

Ýòî âûðàæåíèå ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

( )16 4080 a= , îòêóäà íàõîäèì 
ln16 1

ln 4080 3
a = = .

Çàïèøåì òåïåðü âûðàæåíèÿ äëÿ âûñîòû êîëîííû ïî ðàñ÷ åòà
Áàãà è Ãëþêà è íàéäåì èõ îòíîøåíèå:

2

31 1

2 2

H R
H R

æ ö
= ç ÷

è ø
. Îòñþäà ïîëó÷èì 

2
2 3

2 1
1

2 ì
R

H H
R

æ ö
= »ç ÷

è ø
.

2. Ïðîíóìåðóåì ãðóçû ñëåâà íàïðàâî è çàïèøåì äëÿ êàæä îãî
âòîðîé çàêîí Íüþòîíà:

1ma F= , 2ma T F= - , 3ma mg T= - ,

ãäå F – ñèëà íàòÿæåíèÿ ïðóæèíû, à Ò – ñèëà íàòÿæåíèÿ
íèòè. Ïðè ýòîì 2 3a a= , òàê êàê íèòü íåðàñòÿæèìà. Òåïåðü
íàéäåì ðàçíîñòü óñêîðåíèé ëåæà÷èõ ãðóçîâ:

2 1
3

2 2
g F

a a
m

- = - , èëè 
3

2 2
g k

x x
m

¢¢= - ,

ãäå õ – óäëèíåíèå ïðóæèíû. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

2 3
2

k
m

w = , 0 3
mg

A
k

= , 0y x A= -

è ïîëó÷èì óðàâíåíèå ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé
2 0y y¢¢+ w = ,

ðåøåíèå êîòîðîãî èìååò âèä

cos siny A t B t= w + w , èëè 0cos sinx A t B t A= w + w + .

Ñ ó÷åòîì íà÷àëüíûõ óñëîâèé,

( )0 1 cosx A t= - w .

Ìàêñèìàëüíîå óäëèíåíèå 0
2

2
3
mg

l A
k

D = =  äîñòèãàåòñÿ âïåð-
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îòêóäà ïîëó÷àåì

1 2sin 0v va + = ,

( ) ( )1 2 1 1 2sin sin sin 0v v v v vD a + D = D a + D a + D = .

Ïîñêîëüêó â íà÷àëüíûé ìîìåíò ñêîðîñòè ãðóçîâ ðàâíû íóëþ,

1 2sin 0v vD a + D = , è  1 2sin 0a aa + = .

Îêîí÷àòåëüíî íàõîäèì

1 2
1 2

1 2

sin

sin

m m
a g

m m

- a
=

+ a
, 1 2

2 2
1 2

sin
sin

sin

m m
a g

m m

- a
= - a

+ a
.

2. Ïðîåêöèÿ ðàâíîäåéñòâóþùåé ñèëû íà îñü õ ðàâíà

sin cosxF mg xmg= j - a j .

Ïîñòðîèì ãðàôèê ýòîé çàâèñè-
ìîñòè (ðèñ.20). Ñêîðîñòü òåëà
áóäåò ìàêñèìàëüíîé, êîãäà

0xF = .
Ðàáîòà ðàâíîäåéñòâóþùåé ñèëû
ðàâíà íóëþ, òàê êàê êèíåòè÷åñ-
êàÿ ýíåðãèÿ â êîíöå è â íà÷àëå
îäíà è òà æå è ðàâíà íóëþ.
Çíà÷èò, ðàáîòà ïî ðàçãîíó ðàâ-
íà ïî ìîäóëþ ðàáîòå ïî òîðìî-

æåíèþ. Ðàáîòà ïî ðàçãîíó ðàâíà èçìåíåíèþ êèíåòè÷åñê îé
ýíåðãèè íà âåëè÷èíó 2 2mv , ãäå v – èñêîìàÿ ñêîðîñòü. Ïëî-
ùàäü âåðõíåãî òðåóãîëüíèêà íà ðèñóíêå 20 åñòü ïîëîâ èíà
ïëîùàäè ïðÿìîóãîëüíèêà, ðàâíîé ðàáîòå ñèëû òÿæåñòè ïðè
îïóñêàíèè ãðóçà íà 2H , ò.å. ðàâíîé 2mgH . Òàêèì îáðà-
çîì,

2 1
2 2 2

mv H
mg= , îòêóäà 

2
gH

v = .

3. Òåïëî ïîäâîäèòñÿ íà ó÷àñòêå 1–2 è îòâîäèòñÿ íà ó÷àñòêå
3–1. Òîãäà

31

12

1
Q
Q

h = - ,

ïðè÷åì 31 31Q A= . Èç ïåðâîãî íà÷àëà òåðìîäèíàìèêè,

12 12 12 12 12 12
3 5
2 3

Q A U p V R T U= + D = D + n D = D .

Äëÿ àäèàáàòè÷åñêîãî ïðîöåññà

23 23 12 31 12A U U U U= -D = D + D = D .

Îòñþäà ïîëó÷àåì

( )23 12 31
3 3
5 5 1

A Q A= =
- h

.

Ïîñêîëüêó 0 0,4< h £ , òî

31 23 31
3
5

A A A< £ .

4. Ïîñêîëüêó íà ÂÀÕ ×ß åñòü äâà èçëîìà, òî äâà äèîäà
âêëþ÷åíû ïîñëåäîâàòåëüíî. Òîê ÷åðåç ×ß íà÷èíàåò òå÷ ü òîëü-

êî ïðè íàïðÿæåíèè 0,5 Â,
çíà÷èò, ê îäíîìó èç äèî-
äîâ ïàðàëëåëüíî íå ïîä-
êëþ÷åí ðåçèñòîð. Äåëàåì
âûâîä, ÷òî â öåïè åñòü ðå-
çèñòîð, âêëþ÷åííûé ïà-
ðàëëåëüíî äèîäó èëè äèî-

äó ñ ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèíåííûì ñ íèì ðåçèñòîðîì. Ñ ó÷å-
òîì êîíêðåòíûõ äàííûõ ïîëó÷àåì, ÷òî ñõåìà ×ß èìååò âèä,
èçîáðàæåííûé íà ðèñóíêå 21.
5. Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû íå èçìåíèëàñü. Ïîòåíöè àëü-
íàÿ æå ýíåðãèÿ – ñâÿçàííàÿ êàê ñ äåôîðìàöèåé ïðóæèí , òàê
è ñ âçàèìîäåéñòâèåì ãðóçà ñ çåìëåé – èçìåíèëàñü. Âí à÷àëå

êàæäàÿ ïðóæèíà ðàñòÿíóòà íà 1
mg

x
k

D =  è èõ îáùàÿ ïîòåíöè-

Ðèñ. 20
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2) Äëÿ ëþáîé êàòóøêè èíäóê-
òèâíîñòè ÝÄÑ ñàìîèíäóêöèè
ðàâíà

i
dI

L
dt

= -E .

Ðàññìîòðèì êîíòóðû, íå ñî-
äåðæàùèå áàòàðåéêó, è çàïè-
øåì äëÿ íèõ âòîðîé çàêîí
Êèðõãîôà. Íàïðèìåð, äëÿ
êîíòóðà èç êàòóøåê èíäóêòèâ-
íîñòÿìè 2 L , 5L  è 3L  (ðèñ.23):

5 322 5 3 0
dI dIdI

L L L
dt dt dt

- + + = ,

èëè

2 5 32 5 3 0L I L I L I- D + D + D = .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî âíà÷àëå âñå òîêè ðàâíû íóëþ, ïîëó÷àåì

2 5 32 5 3 0I I I- + + = .

Àíàëîãè÷íûå ðàâåíñòâà çàïèøåì äëÿ äðóãèõ êîíòóðîâ:

1 4 24 2 0I I I- + + = ,  4 5 64 5 6 0I I I- - + = .

Ïîñêîëüêó, â ñîîòâåòñòâèè ñ ïåðâûì çàêîíîì Êèðõãîôà ,

2 5 4I I I+ = , 3 5 6I I I= + ,

à òàêæå

A 1 2 3I I I I= + + ,

îêîí÷àòåëüíî íàõîäèì

1 18 ìÀI = , 2 4 3 ìÀI I= = , 3 6 2 ìÀI I= = , 5 0I = .
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âûå ÷åðåç âðåìÿ

2
3
m
k

p
t = = p

w
.

3. Ïðîèçâîäèòåëüíîñòü ãðàäèðíè q ìîæíî íàéòè èç óðàâíåíèÿ
òåïëîâîãî áàëàíñà

L m cq tD = D ,

ãäå mD  – ìàññà èñïàðèâøåéñÿ âîäû â åäèíèöó âðåìåíè, tD
– èçìåíåíèå òåìïåðàòóðû âîäû. Â ãðàäèðíþ åæåñåêóíäí î ïî-
ñòóïàåò îáúåì âîçäóõà

2

4
D

V Su u
p

= = ,

â êîòîðîì ñîäåðæèòñÿ âîäÿíîé ïàð ìàññîé
2

âõ 4
pV p D u

m
RT RT

M p M
= = ,

ãäå ð – äàâëåíèå âîäÿíîãî ïàðà íà âõîäå, M  – ìîëÿðíàÿ ìàñ-
ñà âîäû. Ìàññà ïàðà, âûõîäÿùåãî èç ãðàäèðíè çà ýòî æå âðå-
ìÿ, ðàâíà

2
íàñ íàñ

âûõ 4
p V p D u

m
RT RT

M p M
= = .

Òàêèì îáðàçîì, èç ïîñòóïàþùåé â ãðàäèðíþ âîäû åæåñå êóíä-
íî èñïàðÿåòñÿ

( )
2

íàñ 1
4

p D u
m

RT
p M

D = - j ,

ãäå j  = 0,4. Òîãäà îêîí÷àòåëüíî

( )2
íàñ 1

150 êã ñ 540 ò ÷
4

L p D uL m
q

c t RTc t

p M - jD
= = » =

D D
.

4. 1) 
3
4CU = E. 2) Çàïèøåì âòîðîé çàêîí Êèðõãîôà äëÿ âíóò-

ðåííèõ êîíòóðîâ öåïè – ëåâîãî (1) è ïðàâîãî (2) ñîî òâåò-
ñòâåííî (ðèñ.22):

1 3 3C CI R U U I R= - + + +E ,  2 3 32 2 3CI R U I R= × + + ×E ,

ïðè÷åì

3C CU U= +E , 2 1 3I I I= + .

Îòñþäà íàõîäèì

3
7

44
I

R
=

E
.

3) Ïî îêîí÷àíèè ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ òîêà â öåïè íå  áóäåò.
Äëÿ òåõ æå ñàìûõ êîíòóðîâ òåïåðü ìîæíî çàïèñàòü

31

3
qq

C C
= +E ,  322

2 3
qq

C C
= +E ,

ïðè÷åì

1 2 3q q q+ = .

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì
1
6CU = E .

5. 1) Îáùàÿ èíäóêòèâíîñòü òåòðàýäðà ïîðÿäêà L . Âðåìÿ óñòà-
íîâëåíèÿ òîêîâ â öåïè ðàâíî 510  cL R -= . Ïîýòîìó ÷åðåç
1 ìèíóòó ïåðåõîäíûå ïðîöåññû ïðåêðàòÿòñÿ, è

60 46 ìÀI
R

= =
E

.
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