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Ñîõðàíåíèå èìïóëüñà,
óðàâíåíèå Ìåùåðñêîãî

è áàíäæè-äæàìïèíã
À.ÐÛÁÀÊÎÂ

Î ×ÅÍÜ ÐÅÄÊÎ ÏÎßÂËßÞÒÑß ÑÎÂÑÅÌ ÍÎÂÛÅ
ñþæåòû çàäà÷ ìåõàíèêè. Íî ñåé÷àñ òàêîå ïðî-
èçîøëî. Äâèæåíèå ïðûãóíà â ýêñòðåìàëüíîì

àòòðàêöèîíå áàíäæè-äæàìïèíã îáëàäàåò íåêîòîðûìè
óäèâèòåëüíûìè îñîáåííîñòÿìè, êîòîðûå òðåáóþò îáúÿñ-
íåíèÿ. Îêàçàëîñü, ÷òî ýòî ìîæíî ñäåëàòü, åñëè ïðèìå -
íèòü ê ïðûãóíó è ïðèâÿçàííîìó ê íåìó êàíàòó óðàâíå-
íèå, âûâåäåííîå íàøèì ñîîòå÷åñòâåííèêîì åùå â ïî-
çàïðîøëîì âåêå.

Ýêñòðåìàëüíûé àòòðàêöèîí

Â òåëåâèçèîííûõ ðåïîðòàæàõ èç äàëüíèõ ñòðàí óæå
íåîäíîêðàòíî ðàññêàçûâàëîñü î òàêîì ýêñòðåìàëüíîì
ðàçâëå÷åíèè: ê íîãàì ÷åëîâåêà ïðèâÿçûâàþò ñâîáîäíîé
êîíåö óïðóãîãî êàíàòà, äðóãîé êîíåö êîòîðîãî çàêðåï -
ëÿþò, ïîñëå ÷åãî ÷åëîâåêà ñòàëêèâàþò ñ áîëüøîé
âûñîòû (ðèñ.1). Ýòî è åñòü áàíäæè-äæàìïèíã. Ìíîãî
ññûëîê íà ýòîò àòòðàêöèîí äàåò Èíòåðíåò, ïîïàë îí
óæå è â Âèêèïåäèþ. Áóäåì äëÿ ïðîñòîòû íàçûâàòü åãî
ïðîñòî äæàìïèíãîì. Â ýòîì ïðûæêå ìíîãî ðàçíûõ ôàç,
è, ñîîòâåòñòâåííî, ìíîãî óäîâîëüñòâèé ïîäæèäàþò
ïðûãóíà. Íî íàñ ñåé÷àñ èíòåðåñóåò òîëüêî îäíî îáñòî -
ÿòåëüñòâî – âèäåîñúåìêà ïîêàçàëà, ÷òî ÷åëîâåê ëåòèò
âíèç ñ óñêîðåíèåì, ïðåâûøàþùåì óñêîðåíèå ñâîáîäíî-
ãî ïàäåíèÿ g. Íà ïåðâûé âçãëÿä, ýòî ïðåäñòàâëÿåòñÿ
óäèâèòåëüíûì – âåäü, êàçàëîñü áû, ïðûãóí è ÷àñòü
êàíàòà óñêîðÿþòñÿ òîëüêî ñèëîé òÿæåñòè, íèêàêèõ
äðóãèõ ñèë îáíàðóæèòü íå óäàåòñÿ.

Îäíàêî íà÷íåì ñ ñàìîãî íà÷àëà. Âûÿñíèì, ê êàêîìó
òèïó ñèñòåì ìîæíî îòíåñòè ïðûãóíà ñ êàíàòîì è êàêèå
çàêîíû (óðàâíåíèÿ) íàäî èñïîëüçîâàòü äëÿ îïèñàíèÿ
äèíàìèêè òàêîé ñèñòåìû.

Ïðûãóí è äâèæóùàÿñÿ ÷àñòü êàíàòà – ýòî òèïè÷íûé
ïðèìåð òåëà ñ ïåðåìåííîé ìàññîé. Âî èçáåæàíèå íåäî-
ðàçóìåíèé íàäî ñêàçàòü, ÷òî ðå÷ü èäåò îá èçìåíåíèè
ìàññû òåëà çà ñ÷åò îòñîåäèíåíèÿ êàêîé-òî åãî ÷àñòè (èëè
ïðèñîåäèíåíèÿ èçâíå). Â íàøåì ñëó÷àå ïðè äâèæåíèè
íåïðåðûâíî óâåëè÷èâàåòñÿ ïîêîÿùàÿñÿ ÷àñòü êàíàòà è,
ñîîòâåòñòâåííî, óìåíüøàåòñÿ ìàññà äâèæóùåéñÿ åãî
÷àñòè. Ýòî î÷åâèäíîå îáñòîÿòåëüñòâ è îêàæåòñÿ âàæíå é-
øèì äëÿ íàøèõ äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé.

Ïîñòàâèì ñàìûå íàïðàøèâàþùèåñÿ âîïðîñû. ×òî
ïðîèñõîäèò ñ èìïóëüñîì ñèñòåìû? ×òî ïðîèñõîäèò ñ åå
ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèåé? Êàê çàïèñûâàåòñÿ îñíîâíîå
óðàâíåíèå äèíàìèêè äëÿ òàêîé ñèñòåìû?

Ïîïûòàåìñÿ îòâåòèòü íà âñå ýòè âîïðîñû. Íî ïðåæäå
ðàññìîòðèì ñîâñåì ïðîñòîé, íî î÷åíü âàæíûé äëÿ
íàøèõ ðàññóæäåíèé ïðèìåð.

Ùåëêàíüå êíóòà è çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà

Â ðàííåì-ðàííåì äåòñòâå ÿ âèäåë â äà÷íîì ïîñåëêå
ïîä Ëåíèíãðàäîì, êàê ìåñòíûå æèòåëè âñòðå÷àëè âå÷å-
ðîì ñòàäî êîðîâ (ïîçäíåå êîðîâ â äà÷íîé ìåñòíîñòè ó æå
íå áûëî). Ïîäãîíÿÿ áóðåíîê, ïàñòóõ ùåëêàë êíóòîì.
Âîò îíî!

Ìîëîäîìó ÷èòàòåëþ, âîçìîæíî, íàäî íàïîìíèòü, êàê
óñòðîåí êíóò. À óñòðîåí îí î÷åíü ïðîñòî: ê ïàëêå
(ðóêîÿòêå, êíóòîâèùó) ïðèâÿçàí óçêèé äëèííûé ðå-
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ìåíü (èíîãäà – âåðåâêà). Ýòî «óñòðîéñòâî» íàçûâàþò
åùå áè÷îì. Òàê, â èçâåñòíîì ñòèõîòâîðåíèè Í.À.Íåê-
ðàñîâà ýòè ñëîâà ñòîÿò ðÿäîì:

Òàì áèëè æåíùèíó êíóòîì,
Êðåñòüÿíêó ìîëîäóþ.
Íè çâóêà èç åå ãðóäè,
Ëèøü áè÷ ñâèñòàë, èãðàÿ...

Äâèíóâ êíóòîâèùå, ïàñòóõ ñîîáùàåò âñåìó ðåìíþ
èìïóëüñ – à äàëüøå íà÷èíàåòñÿ ñàìîå äëÿ íàñ èíòåðåñ -
íîå. Êîíåö ðåìíÿ, ïðèâÿçàííûé ê îñòàíîâèâøåìóñÿ
êíóòîâèùó, òîðìîçèòñÿ, è âñå ìåíüøàÿ ÷àñòü ðåìíÿ
ïðîäîëæàåò äâèæåíèå (ðèñ.2). Íî â òî÷êå ïåðåãèáà

íèêàêàÿ ñèëà íà äâèæóùóþñÿ ÷àñòü ðåìíÿ íå äåéñòâó-
åò, çíà÷èò, åå èìïóëüñ íå èçìåíÿåòñÿ. À ïîñêîëüêó
ìàññà ýòîé ÷àñòè ðåìíÿ óìåíüøàåòñÿ, òî ñêîðîñòü åå
äîëæíà óâåëè÷èâàòüñÿ. Òàêèì îáðàçîì, äâèæóùàÿñÿ
÷àñòü ðåìíÿ íåïðåðûâíî óñêîðÿåòñÿ. Ïî-âèäèìîìó,
êîíåö ðåìíÿ äàæå ïåðåõîäèò ÷åðåç ñêîðîñòü çâóêà – è
ðàçäàåòñÿ õàðàêòåðíûé î÷åíü ãðîìêèé ùåë÷îê.

×åëîâåê, ïðèâûêøèé ê ðàññóæäåíèÿì, îñíîâàííûì
íà âòîðîì çàêîíå Íüþòîíà, ìîæåò ñïðîñèòü: «Êàêàÿ æå
ñèëà óñêîðÿåò ÷àñòü êíóòà?» Â òîì-òî è äåëî, ÷òî
íèêàêèå âíåøíèå ñèëû ê óñêîðåíèþ ÷àñòè êíóòà íå
èìåþò îòíîøåíèÿ. À äâèæóùàÿñÿ ÷àñòü ðåìíÿ íåïðå-
ðûâíî óñêîðÿåòñÿ ïîòîìó, ÷òî ýòîãî òðåáóåò çàêîí
ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà. Àíàëîãèÿ ñ äâèæåíèåì êàíàòà â
äæàìïèíãå ñîâåðøåííî î÷åâèäíà. Ïðèâÿæèòå ê êîíöó
ðåìíÿ êàêîå-íèáóäü òåëî – àíàëîãèÿ ñòàíåò åùå íàãëÿ ä-
íåå. Íî â äæàìïèíãå â äåëî âìåøèâàåòñÿ åùå è ñèëà
òÿæåñòè. Çíà÷èò, â îáùåì ñëó÷àå íàì íàäî èìåòü
óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå äâèæåíèå òåëà ïåðåìåííîé
ìàññû ïîä äåéñòâèåì âíåøíèõ ñèë. Â îäíîì êðàéíåì
ñëó÷àå (â îòñóòñòâèå âíåøíèõ ñèë) óðàâíåíèå äîëæíî
îáåñïå÷èâàòü ñîõðàíåíèå èìïóëüñà, êàê â ñëó÷àå ñ
êíóòîì, â äðóãîì (ïðè íåèçìåííîé ìàññå) – ïåðåõîäèò ü
â îáû÷íûé âòîðîé çàêîí Íüþòîíà.

Ïîðÿäîê â ýòîì âîïðîñå íàâåë åùå â ïîçàïðîøëîì
âåêå ðîññèéñêèé ó÷åíûé Èâàí Âñåâîëîäîâè÷ Ìåùåð-
ñêèé.

Óðàâíåíèå Ìåùåðñêîãî

Èâàí Âñåâîëîäîâè÷ Ìåùåðñêèé ðîäèëñÿ â Àðõàí-
ãåëüñêå â 1859 ãîäó. Ñ 1878 ïî 1882 ãîä îí ó÷èëñÿ í à
ìàòåìàòè÷åñêîì îòäåëåíèè ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî
ôàêóëüòåòà Ïåòåðáóðãñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ïîñëå îêîí-
÷àíèÿ áûë îñòàâëåí â óíèâåðñèòåòå äëÿ ïîäãîòîâêè ê
ïðîôåññîðñêîìó çâàíèþ. Ïåðâûå ðåçóëüòàòû ïî èíòå-
ðåñóþùåé íàñ òåìå îòíîñÿòñÿ ê 1893 ãîäó. Â 1897 ãîä ó
Ìåùåðñêèé çàùèùàåò ìàãèñòåðñêóþ äèññåðòàöèþ íà

òåìó «Äèíàìèêà òî÷êè ïåðåìåííîé ìàññû». Íåêîòîðûå
äîïîëíèòåëüíûå ðåçóëüòàòû áûëè îïóáëèêîâàíû â
1904 ãîäó â ðàáîòå «Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òî÷êè ïåðå-
ìåííîé ìàññû â îáùåì ñëó÷àå». Ýòè ðàáîòû áûëè
âêëþ÷åíû â êíèãó È.Â.Ìåùåðñêîãî «Ðàáîòû ïî ìåõà-
íèêå òåë ïåðåìåííîé ìàññû», èçäàííóþ â 1949 ãîäó â
ñåðèè «Êëàññèêè åñòåñòâîçíàíèÿ». Èìåííî ýòî èçäàíèå
åñòü â ìîåé ëè÷íîé áèáëèîòåêå. (Íåñêîëüêî ðàç ÿ
ïðèíîñèë ýòó êíèãó â êëàññ, ÷òîáû ïîêàçàòü ó÷åíèêàì ,
êàê óäðó÷àþùå ãðîìîçäêè óðàâíåíèÿ ìåõàíèêè, åñëè
îíè çàïèñàíû áåç èñïîëüçîâàíèÿ âåêòîðíûõ îáîçíà÷å-
íèé.)

Ìåùåðñêèé îñòàâèë ñëåä íå òîëüêî êàê ó÷åíûé, íî è
êàê âûäàþùèéñÿ ïåäàãîã âûñøåé øêîëû. Ñ 1902 ãîäà
äî êîíöà ñâîèõ äíåé îí âîçãëàâëÿë êàôåäðó òåîðåòè-
÷åñêîé ìåõàíèêè â Ïåòåðáóðãñêîì ïîëèòåõíè÷åñêîì
èíñòèòóòå. Óäèâèòåëüíà ñóäüáà âûïóùåííîãî â 1914
ãîäó «Ñáîðíèêà çàäà÷ ïî òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêå»,
ñîñòàâëåííîãî ãðóïïîé ïðåïîäàâàòåëåé ïîä ðóêîâîä-
ñòâîì È.Â.Ìåùåðñêîãî. Ó ìåíÿ íà ïîëêå ñòîèò 33-å
èçäàíèå ýòîãî çàäà÷íèêà, óâèäåâøåå ñâåò â 1973 ãîäó ,
ò.å. ìåíåå ÷åì çà 60 ëåò êíèãà âûäåðæàëà 33 èçäàíèÿ !
Äðóãîãî òàêîãî ïðèìåðà ÿ íå çíàþ. À âåäü â 1973 ãîä ó
èñòîðèÿ çàäà÷íèêà îòíþäü íå çàêîí÷èëàñü. Ìíîãèå
ñþæåòû, êîòîðûå íàì ñåé÷àñ èçâåñòíû ïî øêîëüíûì è
âóçîâñêèì çàäà÷íèêàì, âïåðâûå ïîÿâèëèñü èìåííî â
ýòîé êíèãå.

Òåïåðü – îá óðàâíåíèè Ìåùåðñêîãî. Êðàòêî íàïîì-
íèì îñíîâîïîëàãàþùèå ìîìåíòû. Ñîãëàñíî Ìåùåðñêî-
ìó, îñíîâíîé çàêîí äèíàìèêè òåëà ïåðåìåííîé ìàññû
çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

( ) dv dM
M t F u

dt dt
= +

r ur r
,                ( * )

ãäå F
ur

 – ñóììà âñåõ âíåøíèõ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà

òåëî, ( )M t  – çàâèñÿùàÿ îò âðåìåíè ìàññà òåëà, 
dM
dt

– ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ýòîé ìàññû, u
r

 – îòíîñèòåëüíàÿ
ñêîðîñòü îòñîåäèíÿåìîãî âåùåñòâà (ò.å. ñêîðîñòü îòñ î-
åäèíÿåìûõ ÷àñòåé îòíîñèòåëüíî «ìàòåðèíñêîãî» òåëà).
Åñëè ðå÷ü èäåò èìåííî îá óìåíüøåíèè ìàññû, òî,

êîíå÷íî, 0
dM
dt

< . Ãëàâíûé (äëÿ âñåõ ó÷åáíèêîâ)

ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ óðàâíåíèÿ ( * ) – ýòî àíàëèç äâèæå-
íèÿ ðàêåòû, â ýòîì ñëó÷àå u – ñêîðîñòü èñòå÷åíèÿ

ïðîäóêòîâ ñãîðàíèÿ òîïëèâà, 
dM
dt

 – ìàññîâûé ðàñõîä

òîïëèâà. Â ðóññêîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå óðàâíåíèå ( * )
íàçûâàþò óðàâíåíèåì Ìåùåðñêîãî. Îíî ÿâëÿåòñÿ ñëåä-
ñòâèåì ôóíäàìåíòàëüíîãî çàêîíà èçìåíåíèÿ èìïóëüñà
äëÿ ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê. Ïîýòîìó, â ÷àñòíî-
ñòè, íåêîòîðûå çàäà÷è íà èíòåðåñóþùóþ íàñ òåìó áûëè
ðåøåíû äî ðàáîò Ìåùåðñêîãî áåç èñïîëüçîâàíèÿ óðàâ-
íåíèÿ ( * ). Ìîæíî ïåðåïèñàòü óðàâíåíèå Ìåùåðñêîãî
åùå â òàêîì «ïî÷òè ñèììåòðè÷íîì» âèäå:

Mv M u F¢ ¢- =
urr r ,

ãäå ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè îáîçíà÷åíû ñîîòâåòñòâóþ-
ùèìè áóêâàìè ñî øòðèõàìè.

Óðàâíåíèå ( * ) ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì âòîðîãî çàêî-
íà Íüþòîíà – ê èçâåñòíûì íàì ÷ëåíàì äîáàâëÿåòñÿ
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åùå îäíî ñëàãàåìîå. Êîíå÷íî, âñå ÷ëåíû èìåþò ðàç-
ìåðíîñòü ñèëû, è âîçíèêàåò ñîáëàçí íàçâàòü íîâîå
ñëàãàåìîå òîæå êàêîé-íèáóäü ñèëîé. Òàê îáû÷íî è
ïîñòóïàþò àâòîðû, ïèøóùèå îá óðàâíåíèè Ìåùåðñ-
êîãî. Îíè íàçûâàþò íîâîå ñëàãàåìîå «ðåàêòèâíîé
ñèëîé».  Íåîáõîäèìîñòü ââåäåíèÿ òàêîé òåðìèíîëî-
ãèè ïðåäñòàâëÿåòñÿ âåñüìà ñîìíèòåëüíîé. Ýòè àâòîðû
ïðîñòî õîòÿò ñîõðàíèòü âîçìîæíîñòü ãîâîðèòü, ÷òî
òåëî (äàæå òåëî ïåðåìåííîé ìàññû) óñêîðÿåòñÿ êà-
êîé-òî ñèëîé. Íî ýòî íå òàê! È ìû ýòî óæå âèäåëè íà
ïðèìåðå êíóòà (è åùå óâèäèì íèæå – â ïîñëåäíåì
ðàçäåëå ñòàòüè).

Â îáùåì ñëó÷àå, êîíå÷íî, óðàâíåíèå Ìåùåðñêîãî
ÿâëÿåòñÿ, êàê è âòîðîé çàêîí Íüþòîíà, äèôôåðåíöè-
àëüíûì óðàâíåíèåì âòîðîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî
ôóíêöèè ( )r t

r
. Îãðàíè÷èâàÿñü â øêîëüíîì êóðñå ïî-

ñòîÿííûìè ñèëàìè (è, ñîîòâåòñòâåííî, ðàâíîóñêîðåí-
íûì äâèæåíèåì), ìû êàê áû íå çàìå÷àåì ýòèõ ìàòåìà-
òè÷åñêèõ ïðîáëåì. Íî ñ óðàâíåíèåì Ìåùåðñêîãî òàê
ïîñòóïàòü íå óäàåòñÿ, êðîìå ðåä÷àéøèõ èñêëþ÷åíèé.
Ïðàêòè÷åñêè ëþáàÿ ñîäåðæàòåëüíàÿ çàäà÷à î äâèæå-
íèè òåëà ïåðåìåííîé ìàññû ïðèâîäèò ê äèôôåðåíöè-
àëüíîìó óðàâíåíèþ.

Çàäà÷à Êåéëè

Íà îäíîì äîñòàòî÷íî ïðîñòîì ïðèìåðå ïîêàæåì, êàê
çàïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèå Ìåùåðñêîãî äëÿ êîíêðåòíîãî
äâèæåíèÿ îáúåêòà èíòåðåñóþùåãî íàñ òèïà è êàê
ìîæíî, íå ãîíÿñü çà ìàòåìàòè÷åñêîé ñòðîãîñòüþ, íàéò è
åãî ðåøåíèå. ×èòàòåëè, èíòåðåñóþùèåñÿ ëèøü îñíîâ-
íîé ëèíèåé íàøèõ ðàññóæäåíèé (î äæàìïèíãå), âïîëíå
ìîãóò ïðîïóñòèòü ýòîò ðàçäåë.

Â ñâîåé äèññåðòàöèè â îáçîðå ëèòåðàòóðû Ìåùåðñ-
êèé ïèøåò: «Èçìåíåíèå ìàññû, ñîâåðøàþùååñÿ íåïðå-

ðûâíî, ðàññìàòðèâàåò âïåðâûå, íà-
ñêîëüêî ìíå èçâåñòíî, Êåéëè». È
äåéñòâèòåëüíî, àíãëèéñêèé ìàòåìà-
òèê Àðòóð Êåéëè â 1857 ãîäó îïóá-
ëèêîâàë ñòàòüþ, â êîòîðîé ïðîàíà-
ëèçèðîâàë ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:

Òÿæåëàÿ öåïü ñâåðíóòà â êëóáîê
íà ñàìîì êðàþ ñòîëà (ðèñ.3), à
îäíî çâåíî ñâåøèâàåòñÿ çà êðàé
ñòîëà. Êàê áóäåò äâèãàòüñÿ êîíåö
öåïè, ïðåäîñòàâëåííîé ñàìîé ñåáå?

Êåéëè, êîíå÷íî, íå çíàë óðàâíåíèÿ Ìåùåðñêîãî.
Ìû æå âîñïîëüçóåìñÿ ýòèì óðàâíåíèåì. Áóäåì îòñ÷è-
òûâàòü âåðòèêàëüíóþ êîîðäèíàòó êîíöà öåïè õ âíèç
îò êðàÿ ñòîëà. Çàïèøåì óðàâíåíèå ( * ) äëÿ äâèæóùå-
ãîñÿ ó÷àñòêà öåïè äëèíîé õ. Ïóñòü ìàññà åäèíèöû
äëèíû öåïè ðàâíà r . Òîãäà äâèæóùèéñÿ ó÷àñòîê
èìååò ìàññó m x= r , íà íåãî äåéñòâóåò ñèëà òÿæåñòè

gxr , çà åäèíèöó âðåìåíè ìàññà ýòîãî ó÷àñòêà óâåëè-
÷èâàåòñÿ íà vr . Ñêîðîñòü ýëåìåíòà öåïè, ëåæàùåãî
íà ñòîëå, îòíîñèòåëüíî äâèæóùåãîñÿ ó÷àñòêà öåïè
ðàâíà xu v= - . Òàê ÷òî óðàâíåíèå ( * ) â ïðîåêöèè íà
îñü õ ïðèìåò âèä

2dv
m xg v

dt
= r - r ,

è ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè
( )x t :

2xx xg x¢¢ ¢= - .

Ýòî, êàê óæå ñêàçàíî, è åñòü äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà (çâó÷èò ïóãàþùå). Ìàòå-
ìàòèêè óìåþò ðåøàòü òàêèå óðàâíåíèÿ, âûïîëíÿÿ
ôîðìàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïðèäóìûâàÿ çàìåíû ïå-
ðåìåííûõ è òîìó ïîäîáíîå. Íî ìû æå ôèçèêè – ìû
ïîéäåì ñâîèì ïóòåì.

Ïîäóìàåì: êàêîãî òèïà äâèæåíèå ìîæåò ñîâåðøàòü
ñâåøèâàþùèéñÿ ó÷àñòîê öåïè? Î ðàâíîìåðíîì íå
ìîæåò áûòü è ðå÷è. Ìîæåò áûòü – ðàâíîóñêîðåííîå?
×òî æ, ïîïðîáóåì.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñâåøèâàþùèéñÿ ñî ñòîëà ó÷àñòîê
öåïè äâèæåòñÿ ñ íåêèì íåèçâåñòíûì íàì ïîêà ïîñòîÿí-
íûì óñêîðåíèåì à ( a < g ) . Ýòî ïðåäïîëîæåíèå ìîæåò
ïîêàçàòüñÿ ñëèøêîì ñìåëûì, íî âåäü ìû íè÷åì íå
ðèñêóåì – åñëè îíî íåïðàâèëüíî, ìû ïðèäåì ê ïðîòè-
âîðå÷èþ è òîãäà áóäåì ïðèäóìûâàòü ÷òî-íèáóäü äðó-
ãîå. Èòàê, ïóñòü

constx a¢¢= = .
Òîãäà

x at¢= , 
2

2
at

x = .

Ïîäñòàâèì ýòè ñîîòíîøåíèÿ â íàøå äèôôåðåíöèàëü-
íîå óðàâíåíèå è ïîñëå ñîâñåì ïðîñòûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì

3
g

a = .

Òàêèì îáðàçîì, íàøå ïðåäïîëîæåíèå áëåñòÿùå ïîä-
òâåðäèëîñü – êîíåö öåïè äâèæåòñÿ ñ ïîñòîÿííûì
óñêîðåíèåì, è ìû ðåøèëè çàäà÷ó Êåéëè. Åñëè ìàòåìà-
òèê âûðàçèò íåóäîâîëüñòâèå, óâèäåâ òàêîå «ðåøåíèå»,
çàìåòèì, ÷òî ôèçèê èìååò ïðàâî äîáûâàòü èíôîðìàöèþ
ëþáûì ñïîñîáîì.

Ïî÷åìó æå ñèëà òÿæåñòè ñîîáùàåò íàøåé öåïè óñêî-
ðåíèå, ìåíüøåå g? Íà î÷åíü íàèâíîì ÿçûêå ìîæíî
áûëî áû îòâåòèòü, ÷òî ÷àñòü ñèëû òÿæåñòè òðàòèòñÿ í à
ïðèâåäåíèå â äâèæåíèå ïîêîÿùèõñÿ äî ýòîãî ýëåìåíòîâ
öåïè.

À òåïåðü ïîïðîáóéòå äîãàäàòüñÿ, êàê áóäåò äâèãàòüñÿ
öåïü (èëè êàíàò) ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè, åñëè,
íàîáîðîò, ýëåìåíòû öåïè îñòàíàâëèâàþòñÿ.

Ñêëàäûâàåìûé êîâðèê

×òî ïðîèñõîäèò ñ ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèåé ïðè äâè-
æåíèè ïî êàíàòó (èëè êàêîìó-òî äðóãîìó ïðåäñòàâè-
òåëþ ãèáêîé ñâÿçè) «òî÷êè ïåðåãèáà»? Íà ïåðâûé
âçãëÿä êàæåòñÿ, ÷òî êàíàò ìîæíî ñ÷èòàòü èäåàëüíûì
â òîì ñìûñëå, ÷òî ïðè òàêîì äâèæåíèè ïîòåðè ìåõà-
íè÷åñêîé ýíåðãèè íå ïðîèñõîäèò. Íî ýòî íå òàê! Ðàñ-
ñìîòðèì ñòîëü ïðîñòîå äâèæåíèå èíòåðåñóþùåãî íàñ
îáúåêòà, ÷òî óðàâíåíèå Ìåùåðñêîãî ñâåäåòñÿ ê àëãåá-
ðàè÷åñêîìó óðàâíåíèþ (îáñóæäàåìàÿ çàäà÷à åñòü, íà-
ïðèìåð, â êíèãå Ï.Ãíýäèãà, Ä.Õîíüåêà è Ê.Ðàéëè
«Äâåñòè èíòðèãóþùèõ ôèçè÷åñêèõ çàäà÷»; âûï. 90
Áèáëèîòå÷êè «Êâàíò»):
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Óçêèé äëèííûé êîâåð (êîâðîâàÿ äîðîæêà) ëåæèò íà
ïîëó (ðèñ.4). Êîíåö êîâðà çàãèáàþò è òÿíóò íàçàä ñî

ñêîðîñòüþ v. Ìàññà åäèíèöû äëèíû êîâðà ðàâíà r .
Êàêóþ ñèëó F ïðèêëàäûâàþò ê êîíöó êîâðà?

Êîãäà êîíåö êîâðà, ê êîòîðîìó ïðèëîæåíà ñèëà,
ïðîéäåò ïóòü L , òî÷êà ïåðåãèáà êîâðà ïðîéäåò ïóòü
L /2, ò.å. îíà äâèæåòñÿ íå ñî ñêîðîñòüþ v, à ñî
ñêîðîñòüþ w = v /2 . Çà âðåìÿ tD  â äâèæåíèå âîâëåêà-
åòñÿ ó÷àñòîê êîâðà äëèíîé l w tD = D  è ìàññîé

m w tD = r D . Ïîýòîìó óðàâíåíèå Ìåùåðñêîãî ïðèíè-
ìàåò ñîâñåì ïðîñòîé âèä:

2

2
dM v

F u v w
dt

r
= = r = .

Íàì èçâåñòíû âñå ïàðàìåòðû, îïèñûâàþùèå äâèæåíèå
êîâðà. Ðàññìîòðèì ðàçíûå ÷ëåíû â áàëàíñå ýíåðãèè â
òîò ìîìåíò, êîãäà êîâåð ñëîæåí âäâîå. Ê ýòîìó ìîìåí òó
òî÷êà ïðèëîæåíèÿ âíåøíåé ñèëû F ïðîéäåò, êàê óæå
ñêàçàíî, ïóòü L . Çíà÷èò, ýòîé ñèëîé áóäåò ñîâåðøåíà
ðàáîòà

2

2
v

A FL L
r

= = .

Òåïåðü ñîñ÷èòàåì êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ äâèæóùåéñÿ
÷àñòè (ò.å. ïîëîâèíû) êîâðà:

2

ê
1

2 2 2
L v

E A= r = .

Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ðîâíî ïîëîâèíà ðàáîòû âíåøíåé
ñèëû ïîòåðÿíà. Òàêîé âîò óäèâèòåëüíûé ðåçóëüòàò! È
íàì íàäî çàïîìíèòü íà áóäóùåå, ÷òî ìàññèâíûå ãèáêèå
ñâÿçè íåëüçÿ ñ÷èòàòü èäåàëüíûìè – ïðè äâèæåíèè
òî÷êè ïåðåãèáà ìû îáÿçàòåëüíî òåðÿåì çàìåòíóþ ÷àñòü
ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè. Íî, ïîä÷åðêíåì, ðå÷ü èäåò
èìåííî î ìàññèâíûõ ñâÿçÿõ – ê «íåâåñîìûì» íèòÿì,
ñâÿçûâàþùèì ãðóçû â íàøèõ øêîëüíûõ çàäà÷àõ, âñå
ýòî îòíîøåíèÿ íå èìååò.

(×èòàòåëü ìîæåò âñïîìíèòü, ÷òî óäèâèòåëüíàÿ «äâîé-
êà» â áàëàíñå ýíåðãèè ïîÿâëÿåòñÿ â êóðñå ôèçèêè â
ñàìûõ íåîæèäàííûõ ìåñòàõ: ïðè çàðÿäêå êîíäåíñàòî-
ðà, ïðè ïîäíÿòèè æèäêîñòè â êàïèëëÿðå è ò.ï.)

Âîçâðàùåíèå ê äæàìïèíãó

Ìû ïîäðîáíî îáñóäèëè ðàçíûå àñïåêòû ïðîáëåìû,
òåïåðü ó íàñ âñå ãîòîâî, ÷òîáû íàïèñàòü óðàâíåíèå
Ìåùåðñêîãî äëÿ «ó÷àñòíèêîâ» äæàìïèíãà – äâèæó-
ùåéñÿ ÷àñòè êàíàòà è ïðûãóíà. Íàïðàâèì îñü õ âíèç è
ñïðîåêòèðóåì óðàâíåíèå Ìåùåðñêîãî íà ýòó îñü. Áó-
äåì àêêóðàòíû ñî çíàêàìè: âåêòîð îòíîñèòåëüíîé ñêî-
ðîñòè îñòàíàâëèâàþùåéñÿ ÷àñòè ñèñòåìû íàïðàâëåí
ââåðõ, ïîýòîìó u v= - . Â çàäà÷å î êîâðå ìû óæå
âûÿñíèëè, ÷òî çà åäèíèöó âðåìåíè îñòàíàâëèâàåòñÿ
÷àñòü êàíàòà ìàññîé 2vr , ïîýòîìó óðàâíåíèå ïðèìåò

âèä

( ) ( ) 21
2

M t a M t g v= + r

(çäåñü M – ìàññà äâèæóùåéñÿ ÷àñòè êàíàòà è ñàìîãî
ïðûãóíà, t  – âðåìÿ ïîëåòà, r  – êàê è âûøå, ëèíåéíàÿ
ïëîòíîñòü êàíàòà), èëè

2

2
v

a g
M

r
= + .

Ýòî, êîíå÷íî, íå ðåøåíèå çàäà÷è, âåäü Ì  è v –
íåèçâåñòíûå íàì ïîêà ôóíêöèè âðåìåíè. Íî ÿñíî, ÷òî
ñêîðîñòü v ñî âðåìåíåì ðàñòåò, à ìàññà Ì  – ïàäàåò.
Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî óñêîðåíèå ïðûãóíà
â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè t > 0 áîëüøå óñêîðåíèÿ
ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ g è ðàñòåò ñî âðåìåíåì. Êà÷å-
ñòâåííî êàðòèíà ÿâëåíèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ íàì âïîëíå
ÿñíîé: òåëî ñ óìåíüøàþùåéñÿ ìàññîé ïðèîáðåòàåò ïîä
äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè âñå áîëüøèé èìïóëüñ, à
çíà÷èò – óñêîðÿåòñÿ. È ýòîò ýôôåêò áóäåò òåì ñèëü-
íåå, ÷åì áîëüøå ìàññà êàíàòà (ïî ñðàâíåíèþ ñ ìàññîé
ïðûãóíà).

Íîâûé îïûò

Ñíîâà âåðíåìñÿ ê ïîíÿòèþ ðåàêòèâíîé ñèëû. Â
ýëåìåíòàðíûõ êóðñàõ ôèçèêè ðåàêòèâíóþ ñèëó, ïðèâî-
äÿùóþ â äâèæåíèå ðàêåòó, îáû÷íî îáúÿñíÿþò êàê ñèëó
äàâëåíèÿ ïðîäóêòîâ ñãîðàíèÿ òîïëèâà íà ñòåíêó êàìå-
ðû ñãîðàíèÿ. Ïðåäñòàâëÿåòñÿ, ÷òî èíîãäà òàêîå «îáúÿ ñ-
íåíèå» ìîæåò çàòåìíÿòü ñóòü äåëà.

Ðàññìîòðèì ñîâñåì ïðîñòîé, «øêîëüíûé» îïûò. Â
êóçîâ èãðóøå÷íîãî àâòîìîáèëÿ ïîìåñòèì äëèííóþ òÿ-
æåëóþ ëåíòó. Îíà äîëæíà áûòü ñâåðíóòà òàêèì îáðà-
çîì, ÷òîáû èìåòü âîçìîæíîñòü ðàçìàòûâàòüñÿ è ïîêè-
äàòü êóçîâ ñ ìèíèìàëüíûì òðåíèåì. Çàêðåïèì êîíåö
ëåíòû íà äåìîíñòðàöèîííîì ñòîëå è òîëêíåì àâòîìî-
áèëü. Ëåíòà, ïîêèäàÿ êóçîâ è îñòàíàâëèâàÿñü, íå
óíîñèò èìïóëüñ, è, ñëåäîâàòåëüíî, èìïóëüñ àâòîìîáè-
ëÿ ñ îñòàòêîì ëåíòû íå ìåíÿåòñÿ. Íî ìàññà-òî óìåíüø à-
åòñÿ! Çíà÷èò, ñêîðîñòü äîëæíà óâåëè÷èâàòüñÿ. Èòàê,
ëåíòà ðàçìàòûâàåòñÿ – è àâòîìîáèëü÷èê ðàçãîíÿåòñÿ!

 ßñíî, ÷òî íèêàêîé ðåàêòèâíîé ñèëû, òîëêàþùåé
àâòîìîáèëü÷èê âïåðåä, îáíàðóæèòü íå óäàåòñÿ (íåò
íèêàêîãî äàâëåíèÿ íà ñòåíêó êóçîâà). «Íî ýòî òî æå
ñàìîå, ÷òî êíóò!» – ìîæåò ñêàçàòü ÷èòàòåëü. Íó äà!
Òåì óäèâèòåëüíåå, ÷òî íèêàêîãî óïîìèíàíèÿ î òàêîì
îïûòå ÿ íèêîãäà íå âèäåë. Óäàñòñÿ ëè ðåàëüíî ïðîäå-
ìîíñòðèðîâàòü ýòîò îïûò, çàâèñèò îò òîãî, ñìîæåò ëè
ýêñïåðèìåíòàòîð óìåíüøèòü ñèëó òðåíèÿ – ñ îäíîé
ñòîðîíû, ìåæäó àâòîìîáèëåì è ñòîëîì è, ñ äðóãîé
ñòîðîíû, ìåæäó ëåíòîé è êóçîâîì – äî íåîáõîäèìûõ
çíà÷åíèé. Óêàçàíèå ýêñïåðèìåíòàòîðó: ïðè ñìàòûâà-
íèè ëåíòû íå äîëæíà ìåíÿòüñÿ åå âûñîòà íàä ñòîëîì,
à àâòîìîáèëü÷èê äîëæåí áûòü ëåãêèì (ïî ñðàâíåíèþ ñ
ëåíòîé).

Àâòîðó áûëî áû î÷åíü èíòåðåñíî óñëûøàòü îá óñïå-
õàõ â ïðîâåäåíèè ýòîãî îïûòà.

Ðèñ. 4
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×òî ìîæíî ñëîæèòü èç êóáèêîâ?
Â.ÃÎÐÈÍ

Ðàçáèåíèÿ

Çàäàäèìñÿ êàêèì-íèáóäü íàòóðàëüíûì ÷èñëîì n è
ðàçëîæèì åãî â ñóììó öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ñëàãàå-
ìûõ:

1 2 ln = l + l + + lK .
Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñëàãàåìûå
óïîðÿäî÷åíû ïî íåâîçðàñòàíèþ:

1 2 0ll ³ l ³ ³ l >K .

Òàêîå ðàçáèåíèå óäîáíî èçîáðàæàòü â âèäå äèàãðàììû
Þíãà l  – íàáîðà åäèíè÷íûõ êâàäðàòîâ íà ïëîñêîñòè.

Â ïåðâîì ðÿäó ìû ðàñïîëàãàåì 1l
êâàäðàòîâ, âî âòîðîì – 2l  è ò.ä.
Ïðèìåð ïðèâåäåí íà ðèñóíêå 1.
Ïðè ýòîì ñàìî ÷èñëî n îêàçûâàåòñÿ
ðàâíûì ÷èñëó êëåòîê â äèàãðàììå.
Óñëîâèìñÿ òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ
n = 0 ñóùåñòâóåò îäíà-åäèíñòâåííàÿ
äèàãðàììà Þíãà – «ïóñòàÿ».

Óïðàæíåíèå 1. Èçîáðàçèòå âñå äèàãðàììû Þíãà èç 5
êëåòîê. Ñêîëüêî èõ?

Äèàãðàììû â ïðÿìîóãîëüíèêå

Ïóñòü ( ),m kY  îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ äèàãðàìì
Þíãà, ïîìåùàþùèõñÿ â ïðÿìîóãîëüíèê m k´ . Èíûìè

ñëîâàìè, l  ëåæèò â ( ),m kY
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
äëèíà ïåðâîé ñòðî÷êè l  íå
ïðåâîñõîäèò k, à ÷èñëî ñòðîê
â l  íå áîëüøå m.

Äëÿ íåáîëüøèõ m è k âñå
ýëåìåíòû èç ( ),m kY  íåòðóä-
íî ïåðå÷èñëèòü. Íà ðèñóíêå
2 ïðèâåäåíû äèàãðàììû
Þíãà èç ìíîæåñòâà ( )2, 2Y .

Óïðàæíåíèå 2.  Èçîáðàçèòå ýëåìåíòû ( )4, 2Y . Ñêîëüêî èõ
âñåãî?

Êàê îáû÷íî, ÷èñëî ýëåìåíòîâ â ìíîæåñòâå A áóäåì
îáîçíà÷àòü ÷åðåç |A|. Íàéäåì îáùóþ ôîðìóëó äëÿ

( ),m kY . ×òîáû îïðåäåëèòü ýòî ÷èñëî, ïîñìîòðèì íà
ãðàíèöó äèàãðàììû Þíãà – ëîìàíóþ, èäóùóþ îò
ëåâîãî íèæíåãî óãëà ïðÿìîóãîëüíèêà äî ïðàâîãî âåðõ-
íåãî è îãðàíè÷èâàþùóþ äèàãðàììó (êàê ïîêàçàíî íà
ðèñóíêå 3). Äâèãàÿñü âäîëü ãðàíèöû, ìû äåëàåì k
øàãîâ ââåðõ è m øàãîâ íàïðàâî. Çàïèøåì ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü øàãîâ â âèäå ñòðî÷êè èç áóêâ « â» (ââåðõ) è
«í » (íàïðàâî). Äèàãðàììå íà ðèñóíêå 3 ïðè ýòîì
îòâå÷àåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íâíííâíâí . ßñíî, ÷òî ëþáàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç k áóêâ «â» è m áóêâ «í »

îäíîçíà÷íî çàäàåò äèàã-
ðàììó èç ( ),m kY . Îòñþ-
äà ñðàçó âèäíî, ÷òî

( ),m kY  ñîâïàäàåò ñ êî-
ëè÷åñòâîì ñïîñîáîâ ðàñ-
ñòàâèòü â ðÿä k áóêâ «â» è
m áóêâ «í» , ò.å. ñ ñîîòâåò-
ñòâóþùèì áèíîìèàëüíûì
êîýôôèöèåíòîì:

( ) ( )!
,

! !

m k m k
m k

k m k

+ +æ ö
= =ç ÷

è ø
Y .            (1)

Â ÷àñòíîñòè, ïðè m = k = 2 ïîëó÷àåì ( ) 4!
2, 2 6

2!2!
= =Y ,

÷òî ñîâïàäàåò ñ îòâåòîì, ïîëó÷åííûì ðàíåå.
Ïîïðîáóåì òåïåðü îòâåòèòü íà âîïðîñ î òîì, êàê

âûãëÿäèò ñëó÷àéíàÿ äèàãðàììà Þíãà èç ìíîæåñòâà
( ),m kY . ×óòü áîëåå ôîðìàëüíî, äàâàéòå îáúÿâèì âñå

ýëåìåíòû ìíîæåñòâà ( ),m kY  ðàâíîâåðîÿòíûìè, èíû-
ìè ñëîâàìè, â ñëó÷àéíîì ýêñïåðèìåíòå ëþáàÿ èç ýòèõ
äèàãðàìì âûïàäàåò ñ âåðîÿòíîñòüþ ( )1 ,m kY . Íà
ðèñóíêå 4 ïðèâåäåíà «òèïè÷íàÿ» äèàãðàììà Þíãà â

ïðÿìîóãîëüíèêå ðàçìåðà 20 30´ . Êàê ìû âèäèì, ýòà
äèàãðàììà â êàêîì-òî ñìûñëå «áëèçêà» ê äèàãîíàëè.
Íà ñàìîì äåëå èìååò ìåñòî òî÷íîå óòâåðæäåíèå, íàçû-
âàåìîå «çàêîíîì áîëüøèõ ÷èñåë» èëè æå «òåîðåìîé î
ïðåäåëüíîé ôîðìå».

Ïðåæäå ÷åì ñôîðìóëèðîâàòü ýòó òåîðåìó, ââåäåì
âñïîìîãàòåëüíûé öåëûé ïàðàìåòð N, êîòîðûé ìû â
äàëüíåéøåì óñòðåìèì ê áåñêîíå÷íîñòè. Çàäàäèìñÿ
êàêèìè-íèáóäü ïðîïîðöèÿìè  ïðÿìîóãîëüíèêà :m k è
ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè m N= m  è
k N= k . Íàïðèìåð, åñëè 1m = k = , òî ðå÷ü èäåò ïðîñòî
î êâàäðàòå N N´ . Çàôèêñèðóåì êàêîå-íèáóäü ÷èñëî

Ðèñ.1. Äèàãðàììà
Þíãà èç 7 êëåòîê,
îòâå÷àþùàÿ ðàçáè-
åíèþ 7 = 4 + 2 + 1

Ðèñ.2. 6 äèàãðàìì Þíãà,
ñîñòàâëÿþùèõ ìíîæåñòâî
Y (2,2)

Ðèñ.3. Äèàãðàììà Þíãà â êî-
ðîáêå 6 ´ 3, ãðàíèöà îòìå÷åíà
êðàñíûì

Ðèñ.4. «Òèïè÷íàÿ» äèàãðàììà Þíãà â ïðÿìîóãîëüíèêå 2 0 ´ 30
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0e > . Íàçîâåì e-îê-

ðåñòíîñòüþ äèàãîíà-
ëè ïðÿìîóãîëüíèêà
m k´  ïðÿìîóãîëüíèê
ñ âûñîòîé 2 Ne , ñðåä-
íÿÿ ëèíèÿ êîòîðîãî
ñîâïàäàåò ñ äèàãîíà-
ëüþ. Ïðèìåð èçîáðà-
æåí íà ðèñóíêå 5.
Ìåíåå ôîðìàëüíî,
ýòà îêðåñòíîñòü ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ìíî-

æåñòâî òåõ òî÷åê, êîòîðûå ïîñëå ìàñøòàáèðîâàíèÿ
âñåé êàðòèíêè â N ðàç îêàæóòñÿ íà ðàññòîÿíèè íå áîëåå
e îò äèàãîíàëè. Îáðàòèì îñîáîå âíèìàíèå íà òî, ÷òî
(õîòÿ ìû è íå îáîçíà÷àåì ýòó çàâèñèìîñòü ÿâíî)
ìíîæåñòâî òî÷åê e-îêðåñòíîñòè ñóùåñòâåííî çàâèñèò
îò âûáîðà ÷èñëà N.

Ìîæíî ñêàçàòü è ïî-äðóãîìó. Ìû ôèêñèðóåì ïðÿìî-
óãîëüíèê ðàçìåðàìè m ´ k , âûäåëÿåì â íåì e-îêðåñò-
íîñòü äèàãîíàëè. À çàòåì íà÷èíàåì «èçìåëü÷àòü» ðàç-
áèåíèå ïðÿìîóãîëüíèêà íà êëåòêè: ñíà÷àëà ðàçáèâàåì
íà êëåòî÷êè 1 1´ , ïîòîì – íà êëåòî÷êè 1 2 1 2´ , …
..., 1 1N N´ , è òàê äàëåå. Ðèñóåì ïî ýòèì êëåòî÷êàì
ñëó÷àéíûå äèàãðàììû Þíãà. È îêàçûâàåòñÿ – ÷åì
ìåëü÷å êëåòî÷êè, òåì áîëüøå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
ãðàíèöà ñëó÷àéíîé äèàãðàììû Þíãà ïîëíîñòüþ ïîìå-
ñòèòñÿ â âûáðàííóþ íàìè e-îêðåñòíîñòü. Áîëåå òîãî,
ýòà âåðîÿòíîñòü ñòðåìèòñÿ ê 1 ïðè ñòðåìëåíèè ðàçìåð à
êëåòî÷åê ê íóëþ.

Óïðàæíåíèå 3.  Ïóñòü 1 5e = , 1m = k = , à N  = 6. Ñêîëüêî
âñåãî ñóùåñòâóåò äèàãðàìì Þíãà èç ( )6, 6Y , ãðàíèöà êîòî-
ðûõ ëåæèò â e -îêðåñòíîñòè äèàãîíàëè êâàäðàòà?

Òåîðåìà 1  (çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë äëÿ äèàãðàìì â
ïðÿìîóãîëüíèêå). Äëÿ ëþáîãî e > 0 âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî ãðàíèöà ñëó÷àéíîé äèàãðàììû Þíãà èç
ìíîæåñòâà ( ),N Nm kY  ëåæèò â e-îêðåñòíîñòè äèà-
ãîíàëè ïðÿìîóãîëüíèêà, ñòðåìèòñÿ ê 1 ïðè N, ñòðå-
ìÿùåìñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.

Íà ðèñóíêå 6, â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ê òåîðåìå 1,
ïîêàçàíû ãðàíèöû äèàãðàìì Þíãà â ïðÿìîóãîëüíèêàõ
ñ ïðîïîðöèåé ñòîðîí 2 : 3 ïðè N = 30, 60 è 120. Õîðîøî
âèäíî, ÷òî ñ ðîñòîì N  ãðàíèöà âñå ñèëüíåå ïðèæèìàåò-
ñÿ ê äèàãîíàëè ïðÿìîóãîëüíèêà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 äîñòàòî÷íî òåõíè÷íî, èç-
ëîæèì çäåñü ëèøü åãî èäåþ, à ïîäðîáíûé ïëàí ðàññóæ-
äåíèé ïðèâåäåí â ïðèëîæåíèè â êîíöå ñòàòüè.

Ðàññìîòðèì ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç ëåâûé âåðõ-
íèé óãîë ïðÿìîóãîëüíèêà ïîä óãëîì 45 ãðàäóñîâ ê îñÿ ì
êîîðäèíàò, êàê íà ðèñóíêå 7. Ýòà ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåò
ãðàíèöó äèàãðàììû Þíãà
â îäíîé-åäèíñòâåííîé òî÷-
êå K . Åñëè äèàãðàììà ñëó-
÷àéíà, òî è êîîðäèíàòà òî÷-
êè K  ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíîé . Îêàçûâàåòñÿ,
äëÿ âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî
ýòà êîîðäèíàòà ïðèíèìàåò
çàäàííîå çíà÷åíèå, ìîæíî
âûïèñàòü ÿâíóþ ôîðìóëó,
çàâèñÿùóþ îò ðàçìåðîâ ïðÿ-
ìîóãîëüíèêà. Àíàëèçèðóÿ ýòó ôîðìóëó, ìîæíî óáå-
äèòüñÿ, ÷òî ïðè N ® ¥  âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî òî÷êà K
ëåæèò â ( 2e )-îêðåñòíîñòè äèàãîíàëè ïðÿìîóãîëüíè-
êà, ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå. Çàòåì ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî
àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå îêàçûâàåòñÿ âåðíûì è äëÿ
ëþáîé äðóãîé ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé ðàññìîòðåííîé, à
îòñþäà óæå ëåãêî âûâåñòè, ÷òî è âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷ òî
âñÿ ãðàíèöà äèàãðàììû Þíãà ëåæèò â e -îêðåñòíîñòè
äèàãîíàëè, ñòðåìèòñÿ ê 1 ïðè N, ñòðåìÿùåìñÿ ê
áåñêîíå÷íîñòè.

Ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè

Ïðè èçó÷åíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé êîíå÷íûõ ìíî-
æåñòâ (òàêèõ, êàê ìíîæåñòâà äèàãðàìì Þíãà ðàçíûõ
ðàçìåðîâ) óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ ïðîèçâîäÿùèìè ôóíê-
öèÿìè . Â ýòîì ðàçäåëå ìû îïðåäåëèì, ÷òî ýòî òàêîå.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó íàñ åñòü íåêîòîðûé íàáîð êîíå÷-
íûõ ìíîæåñòâ 0 1 2, , ,A A A K  Ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé
ìíîæåñòâ nA  íàçûâàåòñÿ ñòåïåííîé ðÿä

( ) 2
0 1 2

0

; n
n n

n

G z A A z A z A z A
¥

=

= + + + = åK .

Çàìåòèì, ÷òî â ýòîé çàïèñè íå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî z –
êàêîå-òî ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî, ñêîðåå íà ïðîèçâîäÿ-
ùèå ôóíêöèè ñëåäóåò ñìîòðåòü êàê íà ôîðìàëüíûå
ñóììû, îïåðàöèè ñ êîòîðûìè ïðîèçâîäÿòñÿ ïî îáû÷-
íûì ïðàâèëàì ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ.

Óïðàæíåíèå 4.  Ïóñòü nA  – ìíîæåñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ
÷èñåë, íå ïðåâûøàþùèõ 10 è äåëÿùèõñÿ íà n + 1. Äîêàæèòå,
÷òî

( ) 2 3 4; 10 5 3 2 2nG z A z z z z= + + + + + 5 6 7 8 9z z z z z+ + + + .
×åì æå óäîáíû ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè? Îêàçûâàåò-

ñÿ, ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè ìíîæåñòâ âî ìíîãèõ ñèòó-

Ðèñ.5. Îêðåñòíîñòü äèàãîíàëè ïðÿ-
ìîóãîëüíèêà

Ðèñ.6. Ãðàíèöû «òèïè÷íûõ» äèàãðàìì Þíãà â ïðÿìîóãîë üíèêàõ 60 ´ 90, 120 ´ 180 è 240 ´ 360

Ðèñ.7. Ïåðåñå÷åíèå ãðàíèöû
äèàãðàììû Þíãà (êðàñíàÿ)
ñ ïðÿìîé (çåëåíàÿ)



Ê Â À Í T  $ 2 0 1 2 / ¹ 38
àöèÿõ ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû è çàïèñàíû â êîìïàêòíîé
ôîðìå. Íàïðèìåð, ïóñòü âñå nA  – îäíîýëåìåíòíûå
ìíîæåñòâà, òîãäà èõ ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ

( ) 2 3; 1nG z A z z z= + + + +K            (2)
ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

( ) ( ); 1 1nG z A z= - .

Êàê ñëåäóåò âîñïðèíèìàòü ïîñëåäíþþ ôîðìóëó,
êîòîðàÿ î÷åíü íàïîìèíàåò èçâåñòíîå ïðàâèëî äëÿ ñóì-
ìèðîâàíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè? Ïî îïðåäåëå-
íèþ ( )1 1 z-  – ýòî òàêîé ñòåïåííîé ðÿä, êîòîðûé ïîñëå
óìíîæåíèÿ íà 1 z-  äàåò åäèíèöó. È äåéñòâèòåëüíî,
óìíîæàÿ (2) íà 1 z-  è ðàñêðûâàÿ ñêîáêè, ëåãêî
óáåäèòüñÿ, ÷òî ïî÷òè âñå ñëàãàåìûå ñîêðàùàþòñÿ è
îñòàåòñÿ 1.

Êðîìå òîãî, íàä ïðîèçâîäÿùèìè ôóíêöèÿìè ìîæíî
ïðîèçâîäèòü âñå îáû÷íûå îïåðàöèè: ñêëàäûâàòü, âû÷è-
òàòü, ïåðåìíîæàòü, äåëèòü, âîçâîäèòü â ñòåïåíè, ìíî -
ãèå èõ ýòèõ îïåðàöèèé îòâå÷àþò íåñëîæíûì ïðåîáðà-
çîâàíèÿì ìíîæåñòâ. Ïðèâåäåì ñàìûé ïðîñòîé ïðèìåð:
ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó íàñ åñòü äâà íàáîðà ìíîæåñòâ nA
è nB  òàêèå, ÷òî äëÿ êàæäîãî n âñå ýëåìåíòû nA  è nB
ðàçëè÷íû. Ïóñòü n n nC A B= U , òîãäà ïîíÿòíî, ÷òî

( ) ( ) ( ); ; ;n n nG z C G z A G z B= + .

Óïðàæíåíèÿ

5. Ïóñòü nA  è nB  – äâà íàáîðà ìíîæåñòâ. Îïðåäåëèì nC
êàê ìíîæåñòâà ïàð ( ),a b , â êîòîðûõ a ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì
îäíîãî èç ìíîæåñòâ kA , b – ýëåìåíòîì îäíîãî èç ìíîæåñòâ

lB , à ñóììà èíäåêñîâ ýòèõ ìíîæåñòâ ðàâíà n, ò.å. k + l = n .
Äîêàæèòå, ÷òî

( ) ( ) ( ); ; ;n n nG z C G z A G z B= .
6. Ïîëüçóÿñü ðåçóëüòàòîì óïðàæíåíèÿ 5, íàéäèòå êîìïàê -

òíóþ (ò.å. ñîäåðæàùóþ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî àðèôìåòè÷ åñ-

êèõ îïåðàöèé) ôîðìó çàïèñè äëÿ ðÿäà 
1

k
k

k

a z
¥

=
å , ãäå ka  – ýòî

÷èñëî ñïîñîáîâ ðàçäåëèòü k îäèíàêîâûõ êîíôåò ìåæäó
Âàíåé, Ïåòåé, Ìàøåé è Äàøåé.

Ïîäðîáíåå î ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèÿõ ìîæíî ïðî÷è-
òàòü â ñòàòüå Ñ.Âîðîíèíà è À.Êóëàãèíà «Ìåòîä ïðîèç-
âîäÿùèõ ôóíêöèé» â «Êâàíòå» ¹5 çà 1984 ãîä, â êíèãå
Ñ.Ëàíäî «Ëåêöèè î ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèÿõ» 1  è â
êíèãå Ñ.Òàáà÷íèêîâà è Ä.Ôóêñà «Ìàòåìàòè÷åñêèé
äèâåðòèñìåíò».

Äèàãðàììû ñ ôèêñèðîâàííûì ÷èñëîì êëåòîê

Âåðíåìñÿ òåïåðü ê äèàãðàììàì Þíãà. Äàâàéòå èçìå-
íèì ïîñòàíîâêó çàäà÷è è îòêàæåìñÿ îò îãðàíè÷èâàþ-
ùåãî ïðÿìîóãîëüíèêà ðàçìåðà m k´ , âìåñòî ýòîãî
ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî nY  âñåõ äèàãðàìì Þíãà èç n
êëåòîê. Ñíîâà íà÷íåì íàøå èçó÷åíèå ñ âîïðîñà, ñêîëü -
êî âñåãî òàêèõ äèàãðàìì. Ê ñîæàëåíèþ, íèêàêîé
ïðîñòîé ÿâíîé ôîðìóëû äëÿ nY  – ÷èñëà äèàãðàìì
Þíãà èç n êëåòîê – äî ñèõ ïîð íå èçâåñòíî. Íî êîå-÷òî
ñäåëàòü ìîæíî.

Óïðàæíåíèå 7.  Íàéäèòå nY  äëÿ n = 1, 2, 3, 4, 5, 6.

Ïîïðîáóåì âû÷èñëèòü ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ
ìíîæåñòâ nY  äèàãðàìì Þíãà

( ) ( )
0

; n
n n

n

Y z G z z
¥

=

= = =åY Y 2 3 41 2 3 5z z z z+ + + + +K

Óæå Ýéëåð çàìåòèë ñëåäóþùåå:

( ) ( ) 1

1

1 i

i

Y z z
¥ -

=

= -Õ .                  (3)

Ïîÿñíèì, êàêîé ñìûñë èìååò áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäå-
íèå (3). Íåîáõîäèìî âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé äëÿ
ñóììû ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè

( ) 1 2 31 1k k k kz z z z
-

- = + + + + K ,

ïîäñòàâèòü ýòè âûðàæåíèÿ â (3), à çàòåì ïåðåìíîæèòü
âîçíèêàþùèå ðÿäû ïî îáû÷íûì ïðàâèëàì ïåðåìíîæå-
íèÿ ìíîãî÷ëåíîâ. Íàñ íå äîëæåí ñìóùàòü òîò ôàêò, ÷ò î
ïåðåìíîæàåòñÿ áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ñîìíîæèòåëåé. Äåé-
ñòâèòåëüíî, îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî, ÷òîáû âû÷è ñ-
ëèòü êîýôôèöèåíò ïðè nz  ó áåñêîíå÷íîãî ïðîèçâåäå-
íèÿ, äîñòàòî÷íî ïåðåìíîæèòü ëèøü ïåðâûå n ñêîáîê,
òàê êàê âî âñåõ ïîñëåäóþùèõ ñòåïåíè z áîëüøå n. À
çíà÷èò, ìû ìîæåì ïîñëåäîâàòåëüíî, ðàñêðûâàÿ ñêîá-
êè, âû÷èñëÿòü âñå êîýôôèöèåíòû èíòåðåñóþùåãî íàñ
ñòåïåííîãî ðÿäà.

Äàâàéòå ïîäñ÷èòàåì êîýôôèöèåíò ïðè nz  ó ïðîèçâå-
äåíèÿ â (3). Ïóñòü èç ïåðâîé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåñ -
ñèè ìû âçÿëè ñëàãàåìîå  1jz , èç âòîðîé – 22jz , èç
òðåòüåé – 33jz  è òàê äàëåå. Òîãäà êîýôôèöèåíò ïðè nz
ó ïðîèçâåäåíèÿ (3) ðàâíÿåòñÿ êîëè÷åñòâó ñïîñîáîâ
ïðåäñòàâèòü n â âèäå ñóììû 1 2 32 3n j j j= + + +K . Íî
ýòî êîëè÷åñòâî â òî÷íîñòè è ðàâíî ÷èñëó äèàãðàìì
Þíãà èç n êëåòîê: äëÿ äèàãðàììû Þíãà l  ÷èñëà

( ) ( )1 2, ,j jl l K  èìåþò ñìûñë ÷èñëà ñòðîê äëèíû 1,
÷èñëà ñòðîê äëèíû 2 è ò.ä. ñîîòâåòñòâåííî. Ýòî ðàññ óæ-
äåíèå äîêàçûâàåò ôîðìóëó Ýéëåðà.

Óïðàæíåíèå 8.  Ïóñòü µ
nY  – ìíîæåñòâî äèàãðàìì Þíãà èç

n êëåòîê, âñå ñòðîêè êîòîðûõ èìåþò ðàçëè÷íóþ äëèíó.
Äîêàæèòå, ÷òî

µ( ) ( )
1

; 1 k
n

k

G z z
¥

=

= +ÕY .

Ïî àíàëîãèè ñ ðàçäåëîì «Äèàãðàììû â ïðÿìîóãîëü-
íèêå» çàäàäèìñÿ òåïåðü âîïðîñîì î òîì, êàê âûãëÿäèò
ñëó÷àéíàÿ äèàãðàììà Þíãà èç n êëåòîê. Êàê è ðàíüøå,
ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà

nY  ðàâíîâåðîÿòíû. Îêàçûâàåòñÿ, îòâåò íà ýòîò âîïðîñ
ñèëüíî îòëè÷àåòñÿ îò òîãî, ÷òî áûëî äëÿ ìíîæåñòâ

( ),m kY . À èìåííî, äëÿ êàæäîãî n ðàññìîòðèì êðèâóþ
íà ïëîñêîñòè, çàäàâàåìóþ óðàâíåíèåì

6 6 1
x n y n

e e
p p

- -
+ = .                  (4)

Óïðàæíåíèÿ

9. ×òî ïðîèçîéäåò ñ êðèâîé, çàäàâàåìîé óðàâíåíèåì (4),
åñëè óìíîæèòü n íà 4?

10*.  Äîêàæèòå, ÷òî ïëîùàäü ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé îñÿ-
ìè êîîðäèíàò è êðèâîé, çàäàâàåìîé óðàâíåíèåì (4), ð àâ-
íà n.

1 Ýòà êíèãà äîñòóïíà â ýëåêòðîííîì âèäå ïî àäðåñó
www.mñcme.ru/free-books/lando/lando-genfunc.pdf



Ïîÿñíèì ïðè÷èíó âîçíèêíîâåíèÿ êîýôôèöèåíòà n .
Ïî îïðåäåëåíèþ, ïëîùàäü äèàãðàììû Þíãà èç ìíîæå-
ñòâà nY  ðàâíà n. Òðóäíî îæèäàòü, ÷òîáû ôèãóðû
áåçãðàíè÷íî ðàñòóùåé ïëîùàäè èìåëè êàêîé-òî ïðå-
äåë. Îäíàêî åñëè ñæàòü âñþ êàðòèíêó â n  ðàç, òî
ïëîùàäü äèàãðàììû ñòàíåò ðàâíîé 1, è äëÿ ïîëó÷åí-
íûõ ïîñëå òàêîãî ìàñøòàáèðîâàíèÿ ôèãóð óæå ìîæíî
ïûòàòüñÿ äîêàçûâàòü ïðåäåëüíûå òåîðåìû.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì òåîðåìû 1.
Òåîðåìà 2 (çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë äëÿ äèàãðàìì ñ

ôèêñèðîâàííûì ÷èñëîì êëåòîê). Äëÿ ëþáîãî 0e >
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ãðàíèöà ñëó÷àéíîé äèàãðàììû
Þíãà èç ìíîæåñòâà nY  ëåæèò â e-îêðåñòíîñòè
êðèâîé, çàäàâàåìîé óðàâíåíèåì (4), ñòðåìèòñÿ ê 1
ïðè n, ñòðåìÿùåìñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.

Çàìå÷àíèå . Ïîä e-îêðåñòíîñòüþ â ôîðìóëèðîâêå
òåîðåìû 2 èìååòñÿ â âèäó ìíîæåñòâî òî÷åê ïëîñêîñòè,
íàõîäÿùèõñÿ íà ðàññòîÿíèè íå áîëüøå ne  îò íàøåé
êðèâîé. Ýòî õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ ïðèâåäåííûì âûøå
ðàññóæäåíèåì î íåîáõîäèìîñòè ìàñøòàáèðîâàíèÿ âñåé
êàðòèíêè â n  ðàç.

Îòìåòèì, ÷òî, íåñìîò-
ðÿ íà ñõîæèå ôîðìóëè-
ðîâêè, äîêàçàòåëüñòâî òå-
îðåìû 2 çíà÷èòåëüíî
ñëîæíåå, ÷åì òåîðåìû 1,
è ìû íå áóäåì åãî ïðèâî-
äèòü. Ñàìà êðèâàÿ (4), à
òàêæå áîëüøàÿ ñëó÷àé-
íàÿ äèàãðàììà Þíãà
ïðèâåäåíû íà ðèñóíêå 8.

Óïðàæíåíèå 11.  Âûâå-
äèòå ðåçóëüòàò óïðàæíåíèÿ
10 èç òåîðåìû 2.

Òðåõìåðíûå äèàãðàììû Þíãà

Òåïåðü äàâàéòå ïîâûñèì ðàçìåðíîñòü è ïåðåéäåì ê
òðåõìåðíûì  äèàãðàììàì Þíãà. Òðåõìåðíûå äèàãðàì-
ìû óäîáíî îòîæäåñòâëÿòü ñ ïëîñêèìè ðàçáèåíèÿìè  –
ïðÿìîóãîëüíûìè òàáëèöàìè öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ
÷èñåë, â êîòîðûõ ÷èñëà (íåñòðîãî) óáûâàþò âäîëü
ñòðîê è ñòîëáöîâ. Åñëè ìû òåïåðü ïðåäñòàâèì, ÷òî
òàêàÿ òàáëèöà ëåæèò íà ñòîëå, è ïîëîæèì íà êàæäóþ
åå êëåòêó, â êîòîðîé íàïèñàíî ÷èñëî t , ðîâíî t  åäèíè÷-
íûõ êóáèêîâ, òî ìû ïîëó÷èì òðåõìåðíîå òåëî – òðåõ-
ìåðíóþ äèàãðàììó Þíãà. Ïðè ýòîì êîëè÷åñòâî êóáè-
êîâ (îáúåì äèàãðàììû) áóäåò â òî÷íîñòè ðàâíî ñóììå
âñåõ ÷èñåë ïëîñêîãî ðàçáèåíèÿ. Ïðèìåð ïðèâåäåí íà

ðèñóíêå 9. À íà ðèñóíêå 10 ïðèâåäåíû âñå òðåõìåðíûå
äèàãðàììû èç 1, 2 è 3 êóáèêîâ.

Óïðàæíåíèå 12.  Èçîáðàçèòå âñå òðåõìåðíûå äèàãðàììû
Þíãà èç 4 êóáèêîâ. Ñêîëüêî èõ?

Òî÷íî òàê æå, êàê è â äâóìåðíîì ñëó÷àå, çàäà÷ó
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â äâóõ ïîñòàíîâêàõ. Ðàññìîòðèì
ñíà÷àëà òðåõìåðíûå äèàãðàììû Þíãà â êîðîáêå ðàçìå-
ðà A B C´ ´ . Èíûìè ñëîâàìè, ýòî òå òðåõìåðíûå
äèàãðàììû, êîòîðûå îòâå÷àþò ïëîñêèì ðàçáèåíèÿì –
òàáëèöàì ðàçìåðà A B´ , âñå ÷èñëà â êîòîðûõ íå
ïðåâûøàþò C. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ äèàã-
ðàìì ÷åðåç ( )3 , ,D A B CY . Äëÿ êîëè÷åñòâà òðåõìåðíûõ
äèàãðàìì Þíãà â êîðîáêå ñóùåñòâóþò çàìå÷àòåëüíàÿ
ôîðìóëà Ìàêìàãîíà, íàéäåííàÿ â íà÷àëå XX âåêà:

( )3

1 1 1

1
, ,

2

A B C
D

i j k

i j k
A B C

i j k= = =

+ + -
=

+ + -ÕÕÕY .       (5)

Óïðàæíåíèå 13. Óáåäèòåñü â ñïðàâåäëèâîñòè ôîðìóëû
(5) ïðè A = B = C = 2.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè A = 1, òî òðåõìåðíûå äèàãðàììû
Þíãà â êîðîáêå A B C´ ´  åñòü â òî÷íîñòè îáû÷íûå
äèàãðàììû â ïðÿìîóãîëüíèêå B C´ .

Óïðàæíåíèå 14.  Óáåäèòåñü, ÷òî ôîðìóëà (5) ïðè A = 1,
B = m , C = k  ñîâïàäàåò ñ ôîðìóëîé (1).

Äîêàçûâàòü ôîðìóëó (5) ìîæíî î÷åíü ðàçíûìè
ñïîñîáàìè. Îäíî èç èçâåñòíûõ äîêàçàòåëüñòâ îñíîâàíî
íà òåîðèè ñèììåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ , â äðóãîì çàäà÷à
ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ îïðåäåëèòåëÿ  íåêîòîðîé ìàò-
ðèöû, ñîñòàâëåííîé èç áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ.
Íàêîíåö, åñòü è íåïîñðåäñòâåííîå êîìáèíàòîðíîå äî-
êàçàòåëüñòâî «ïî èíäóêöèè».

Êàê íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, àíàëèçèðóÿ ôîðìóëó (5),
êîëè÷åñòâî òðåõìåðíûõ äèàãðàìì Þíãà äàæå â êîðîá-
êàõ íåáîëüøîãî ðàçìåðà ÷ðåçâû÷àéíî âåëèêî. Óæå ïðè
A = B = C = 16 ýòî êîëè÷åñòâî ïðåâûøàåò 8710 , ÷òî
áîëüøå, ÷åì ÷èñëî ÷àñòèö â âèäèìîé ÷àñòè Âñåëåííîé.

À êàê æå âûãëÿäèò «òèïè÷íàÿ» ñëó÷àéíàÿ òðåõìåð-
íàÿ äèàãðàììà Þíãà èç ìíîæåñòâà ( )3 , ,D A B CY ?
Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ áûë ïîëó÷åí ëèøü 15 ëåò íàçàä.
Îêàçûâàåòñÿ, çäåñü ñíîâà èìååò ìåñòî çàêîí áîëüøèõ
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Ðèñ.8. «Òèïè÷íàÿ» äèàãðàììà
Þíãà èç 524 êëåòîê è ïðåäåëü-
íàÿ êðèâàÿ

Ðèñ.9. Ïëîñêîå ðàçáèåíèå è òðåõìåðíàÿ äèàãðàììà Þíã à

Ðèñ.10. Òðåõìåðíûå äèàãðàììû Þíãà èç 1, 2 è 3 êóáèê îâ



Ê Â À Í T  $ 2 0 1 2 / ¹ 310
÷èñåë è ñòóïåí÷àòàÿ ïîâåðõíîñòü, îãðàíè÷èâàþùàÿ
ñëó÷àéíóþ òðåõìåðíóþ äèàãðàììó, ñòðåìèòñÿ ê íåêî-
òîðîìó ïðåäåëó. Íå áóäåì óòîìëÿòü ÷èòàòåëÿ òî÷íîé
ôîðìóëîé äëÿ ïðåäåëüíîé ïîâåðõíîñòè (îíà äîñòàòî÷-
íî ñëîæíà), à ïðîèëëþñòðèðóåì ðåçóëüòàò èçîáðàæå-
íèåì òðåõìåðíîé äèàãðàììû äëÿ áîëüøèõ A, B, C íà
ðèñóíêå 11.

Íàèáîëåå ëþáîïûòíûå êàðòèíêè ïîëó÷àþòñÿ, åñëè
ïîêðàñèòü ãðàíè êóáèêîâ â 3 ðàçëè÷íûõ öâåòà (â
ñîîòâåòñòâèè ñ èõ îðèåíòàöèåé), òî÷íî òàê æå ïîêðà-
ñèòü îáúåìëþùóþ êîðîáêó, ïîñëå ÷åãî âñå ñïðîåöèðî-
âàòü íà ïëîñêîñòü âäîëü âåêòîðà (1, 1, 1), ñì. ðèñó íîê
12. Ïðè ýòîì îáúåìëþùàÿ êîðîáêà ïðîåöèðóåòñÿ â

íåêîòîðûé øåñòèóãîëüíèê, à ñàìè ãðàíè êóáèêîâ ïðî-
åöèðóþòñÿ â ðîìáû òðåõ òèïîâ (êàê íà ðèñóíêàõ 9, 10 ,
12). Òàêèì îáðàçîì, òðåõìåðíàÿ äèàãðàììà Þíãà
ïðåâðàùàåòñÿ â çàìîùåíèå øåñòèóãîëüíèêà ðîìáàìè
òðåõ òèïîâ (òðåõ öâåòîâ). Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ýò î
ñîîòâåòñòâèå ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé, èíûìè ñëîâàìè, ïî
çàìîùåíèþ òðåõìåðíàÿ äèàãðàììà âîññòàíàâëèâàåòñÿ
îäíîçíà÷íî.

Îêàçûâàåòñÿ, ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ áîëüøèõ A, B,
C ïîâñþäó âíóòðè ýëëèïñà, âïèñàííîãî â øåñòèóãîëü-
íèê, êàðòèíêà îñòàåòñÿ íåòðèâèàëüíîé, â íåé âñòðå÷à -
þòñÿ âñå 3 öâåòà, òîãäà êàê âíå ýëëèïñà âñå «çàìîðà æè-

âàåòñÿ» – îò òðåõ öâåòîâ îñòàåòñÿ òîëüêî îäèí. Ýòîò
ýôôåêò âèäåí óæå íà ðèñóíêå 12 – â ñàìîì äåëå, âáëè çè
êàæäîé èç 6 âåðøèí øåñòèóãîëüíèêà êàðòèíêà îäíî-
öâåòíà.

Òî÷íî òàê æå, êàê è äëÿ ñëó÷àÿ îáû÷íûõ äèàãðàìì
Þíãà, äàâàéòå òåïåðü îòêàæåìñÿ îò îãðàíè÷èâàþùåé
êîðîáêè è ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî 3D

nY  âñåõ òðåõìåð-
íûõ äèàãðàìì Þíãà îáúåìà n (ò.å. ñîñòîÿùèõ èç n
êóáèêîâ). Äëÿ êîëè÷åñòâà òàêèõ äèàãðàìì ñíîâà íå
ñóùåñòâóåò ÿâíîé ôîðìóëû, íî âûðàæåíèå äëÿ ïðîèç-
âîäÿùåé ôóíêöèè î÷åíü ïîõîæå íà (3) è, òàê æå, êàê
è (5), íîñèò èìÿ Ìàêìàãîíà. À èìåííî,

( )3

0 1

1
iD n i

n
n i

z z
¥¥ -

= =

= -å ÕY .              (6)

Âûïèøåì íåñêîëüêî ïåðâûõ ÷ëåíîâ ôîðìóëû (6):

2 3 4 51 3 6 13 24z z z z z+ + + + + +K

Â ÷àñòíîñòè, çàêëþ÷àåì, ÷òî 3
1 1D =Y , 3

2 3D =Y ,
3
1 6D =Y , è ýòî ñîãëàñóåòñÿ ñ ðèñóíêîì 10, à òîò ôàêò,

÷òî 3
4 13D =Y , áûë íàìè ïðîâåðåí â óïðàæíåíèè 12.

Íàêîíåö, ñïðîñèì, êàê æå âûãëÿäèò áîëüøàÿ ñëó÷àé-
íàÿ òðåõìåðíàÿ äèàãðàììà èç ìíîæåñòâà 3D

nY ? Ýòîò
âîïðîñ èìååò ëþáîïûòíóþ áûòîâóþ èíòåðïðåòàöèþ.
Âîçüìèòå â ðóêè êóáèê ñàõàðà-ðàôèíàäà è ïîñìîòðèòå,
êàê âûãëÿäèò óãîë ýòîãî êóáèêà. Îí ñîñòîèò èç òûñÿ÷
ìàëåíüêèõ ïåñ÷èíîê ñàõàðà è èìååò çàêðóãëåííóþ
ôîðìó. Åñòåñòâåííàÿ ìîäåëü äëÿ îïèñàíèÿ ýòîé ôîðìû
êàê ðàç è ñâÿçàíà ñî ñëó÷àéíìè äèàãðàììàìè: óãîë
êóñêà ñàõàðà ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå êàê äîïîëíåíèå
òðåõìåðíîé äèàãðàììû Þíãà äî îêòàíòà, ñîñòàâëåííî-
ãî èç îñåé êîîðäèíàò.

Ìû ñíîâà íå áóäåì ïðèâîäèòü òî÷íûõ ôîðìóë, à
ëèøü ïîêàæåì íà ðèñóíêå ïðîåêöèþ «òèïè÷íîé» òðåõ-
ìåðíîé äèàãðàììû Þíãà èç 3D

nY  ïðè áîëüøîì n
(ðèñ.13). Òàê æå, êàê è â ñëó÷àå òðåõìåðíûõ äèàãðàì ì
â êîðîáêå, çäåñü âîçíèêàþò íåêîòîðûå çàìîðîæåííûå
îáëàñòè, íî èõ ãðàíèöà (â äàííîì ñëó÷àå ýòî ïðîñòî
ëèíèè ðàçäåëà ìåæäó ãðàíèöåé òðåõìåðíîé äèàãðàììû
è ñòåíêàìè êîðîáêè) óæå îïèñûâàåòñÿ íåñêîëüêî áîëåå
ñëîæíûìè ôîðìóëàìè.

Ðèñ.11. Ïîâåðíóòàÿ òðåõìåðíàÿ äèàãðàììà Þíãà â êîðî áêå
30 ´ 30 ´ 30 è ñòåíêè ýòîé êîðîáêè

Ðèñ.12. Ïðîåêöèÿ ñëó÷àéíîé äèàãðàììû Þíãà â êîðîáêå
40 ´ 50 ´ 50

Ðèñ.13. Ïðîåêöèÿ ñëó÷àéíîé äèàãðàììû Þíãà èç ìíîæåñ òâà
3D
nY , n = 16528



Â çàêëþ÷åíèå õî÷åòñÿ îòìåòèòü, ÷òî òåîðåìû, ïðèâå-
äåííûå â ýòîì ðàçäåëå, âåñüìà ñëîæíû, ïîëó÷åíèåì èõ
äîêàçàòåëüñòâ çàíèìàëñÿ öåëûé ðÿä âûäàþùèõñÿ ìàòå-
ìàòèêîâ, à ðàáîòû íà ýòó òåìàòèêó îòìå÷åíû ìíîãèìè
ïðåñòèæíûìè íàãðàäàìè, â ÷àñòíîñòè ìåäàëüþ Ôèëäñà
â 2006 ãîäó.

×òî äàëüøå?

Ëîãè÷íî áûëî áû ñïðîñèòü, à ÷òî æå ïðîèñõîäèò â
áóëüøèõ ðàçìåðíîñòÿõ? Ñóùåñòâóþò ëè òàì òàêèå æå
ïðîñòûå è êðàñèâûå ôîðìóëû äëÿ ÷èñëà äèàãðàìì è
äëÿ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé, êàê è (1), (3), (5), (6)?
À êàê óñòðîåíà ñëó÷àéíàÿ 4-ìåðíàÿ äèàãðàììà Þíãà?

Ê ñîæàëåíèþ, íåñìîòðÿ íà òî ÷òî íà âîïðîñû î ÷èñëå
è ôîðìå äâóõ- è òðåõìåðíûõ äèàãðàìì ê íàñòîÿùåìó
âðåìåíè ïîëó÷åíû ïîëíûå è èñ÷åðïûâàþùèå îòâåòû, î
4-ìåðíûõ äèàãðàììàõ íå èçâåñòíî ïðàêòè÷åñêè íè÷åãî.
Ñ ïîìîùüþ ñóùåñòâóþùåé òåõíèêè íå óäàåòñÿ íè
ïîñ÷èòàòü êîëè÷åñòâî 4-ìåðíûõ äèàãðàìì Þíãà, íè
äîêàçàòü (èëè õîòÿ áû âèçóàëüíî ïðåäñòàâèòü!) êàêèå -
ëèáî ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ ñëó÷àéíûõ äèàãðàìì â
áîëüøèõ ðàçìåðíîñòÿõ. Ýòè âîïðîñû îñòàþòñÿ îòêðû-
òûìè, è ñ íèìè ìàòåìàòèêàì åùå ïðåäñòîèò ðàçîáðàòü-
ñÿ â áóäóùåì.

Ïðèëîæåíèå. Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1

Ââåäåì äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò ( );x y , â êîòîðîé
ëåâûé íèæíèé óãîë ïðÿìîóãîëüíèêà èìååò êîîðäèíàòû ( )0; k ,
ïðàâûé âåðõíèé – ( ); 0m  (êàê íà ðèñóíêå 7), à äèàãðàììà
Þíãà ïðèëåãàåò ê óãëó ñ êîîðäèíàòàìè ( )0; 0 . Ïóñòü l  –
äèàãðàììà Þíãà, îáîçíà÷èì ÷åðåç ( )z l  êîîðäèíàòó (åäèí-
ñòâåííîãî) ïåðåñå÷åíèÿ ãðàíèöû l  ñ ïðÿìîé x = y , èíûìè
ñëîâàìè, ïóñòü òî÷êà ( ) ( )( ),z zl l  ëåæèò íà ãðàíèöå äèàã-
ðàììû. Åñëè òåïåðü äèàãðàììà l  ñëó÷àéíàÿ, òî è òî÷êà z –

ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà , ïðèíè-
ìàþùàÿ çíà÷åíèÿ îò 0 äî

( )min ,m k .
Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî,

÷òî ( )z al = ? Â ñèëó îïðåäå-
ëåíèé îíà ðàâíà îòíîøåíèþ
êîëè÷åñòâà äèàãðàìì Þíãà
èç ( ),m kY , ãðàíèöà êîòî-
ðûõ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó
( );a a , ê îáùåìó ÷èñëó ýëå-
ìåíòîâ â ( ),m kY . Ïîíÿòíî,
÷òî êàæäàÿ äèàãðàììà, ïðî-

õîäÿùàÿ ÷åðåç ( );a a , ïðåäñòàâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì êâàäðà-
òà a a´ , äèàãðàììû Þíãà â ïðÿìîóãîëüíèêå ( )a k a´ -  è
äèàãðàììû Þíãà â ïðÿìîóãîëüíèêå ( )m a a- ´  (ðèñ. 14).
Çíà÷èò, èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü ðàâíà

( )
( ) ( ) ( )

! ! ! !
! ! ! ! !

m k m k
a

a m a a k a m k
=

- - +
P .           (7)

Âñïîìíèì, ÷òî m N= m , k N= k , è òàêæå ïîëîæèì [ ]a N= a .
Äëÿ îöåíêè ôàêòîðèàëîâ âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé Ñòèð-
ëèíãà, êîòîðàÿ ãîâîðèò, ÷òî

( ) ( )( ) ( )ln ! ln 1M M M M M= - + d ,

ãäå ôóíêöèÿ ( )Md  ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè M ® ¥ (íà ñàìîì
äåëå, äëÿ ôóíêöèè ( )Md  èçâåñòíî äîñòàòî÷íî òî÷íîå âûðà-
æåíèå, íî ìû åãî íå èñïîëüçóåì). Îïóñêàÿ öåëûå ÷àñò è,
ïîëó÷àåì

( )( ) ( )( ) ( )( )ln 2 ln 1 2 ln 1N N N N Na » m m - + k k - -P

– ( )( ) ( ) ( )( )( )2 ln 1 ln 1N N N Na a - - m - a m - a - -

– ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )ln 1 ln 1N N N Nk - a k - a - - m + k m + k - =

= ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 2N g g g g g gm + k - a - m - a - k - a - m + k ,

(8)

ãäå ( ) ( )lng x x x= . Ïîñìîòðèì íà ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå
êàê íà ôóíêöèþ îò a  è íàéäåì åå ìàêñèìóì. Äëÿ íàõîæäå-
íèÿ ìàêñèìóìà ïîñ÷èòàåì ïðîèçâîäíóþ ïî a  è ïðèðàâíÿåì
åå íóëþ. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ( ) ( )ln 1g x x¢ = - , ïîëó÷àåì óðàâíå-
íèå íà ýêñòðåìóì µa :

µ( )( ) µ( )( ) µ( )( )2 ln 1 ln 1 ln 1 0- a - + m - a - + k - a - = .

Ðåøàÿ åãî, íàõîäèì

 
µ( ) µ( )

µ 2
ln 0

æ öm - a k - a
ç ÷=
ç ÷aç ÷
è ø

, µ µ( ) µ( )2a = m - a k - a ,

µ ( )a = mk m + k .

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî ïðè µa = a  ïðàâàÿ ÷àñòü (8) îáðàùàåòñÿ
â íîëü.

Óïðàæíåíèå 15.  Óáåäèòåñü â ýòîì.

Òåïåðü ìû ìîæåì çàêëþ÷èòü, ÷òî åñëè µa ¹ a , òî
( )ln

0
N

N

a
<

P
 ïðè áîëüøèõ N. Äðóãèìè ñëîâàìè, ýòî îçíà-

÷àåò, ÷òî åñëè a äàëåêî îò µNa , òî ïðè áîëüøèõ N âåðîÿò-
íîñòü ( )aP  ýêñïîíåíöèàëüíî  (êàê ôóíêöèÿ îò N) ìàëà.

Óïðàæíåíèÿ

16. Òîò ôàêò, ÷òî ìû îïóñòèëè öåëûå ÷àñòè (ò.å. çàìåíè ëè
[aN] íà aN), íå âëèÿåò íà ñïðàâåäëèâîñòü âûâîäà. Óáåäèòåñü
â ýòîì.

17. Èç íàøèõ ðàññóæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî 0e >
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî êîîðäèíàòà ( )z l  ïåðåñå÷åíèÿ ãðàíèöû

l  ñ ïðÿìîé x = y  îòëè÷àåòñÿ îò µNa  áîëüøå ÷åì íà Ne ,
ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè N ® ¥ . Óáåäèòåñü â ýòîì.

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî òî÷êà µ µ( );N Na a  â òî÷íîñòè ëåæèò
íà äèàãîíàëè ïðÿìîóãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè Nm , Nk .
Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî ïðè áîëüøèõ N òî÷êà
ïåðåñå÷åíèÿ ãðàíèöû äèàãðàììû l  è ïðÿìîé x = y  ëåæèò
âáëèçè äèàãîíàëè ïðÿìîóãîëüíèêà.

Óïðàæíåíèå 18  (ñëîæíîå). Îáîáùàÿ ïðèâåäåííûå ðàñ-
ñóæäåíèÿ, äàéòå ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Óêàçà-
íèå . Ðàññìîòðèòå âìåñòî ïðÿìîé x = y  áîëåå îáùóþ ïðÿìóþ
x = y + cN  è äîêàæèòå äëÿ íåå àíàëîã ðåçóëüòàòà óïðàæíå-
íèÿ 17. Çàòåì óáåäèòåñü, ÷òî è äëÿ êîíå÷íîãî íàáîðà  1, , hc cK
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãðàíèöû äèà ãðàì-
ìû l  ñ êàæäîé èç ïðÿìûõ ix y c N= +  ëåæàò âáëèçè
äèàãîíàëè ïðÿìîóãîëüíèêà, ñòðåìèòñÿ ê 1. Îòñþäà óæå
âûâåäèòå òåîðåìó 1.

Ðèñ.14. Ïðåäñòàâëåíèå äèàã-
ðàììû èç ( ),m kY  â âèäå
êâàäðàòà ñî ñòîðîíîé a è
äâóõ ìåíüøèõ äèàãðàìì
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Â1906  ÃÎÄÓ  Â  ÍÅÌÅÖÊÎÌ  ÍÀÓ×ÍÎÌ  ÆÓÐÍÀËÅ
«Àííàëû  ôèçèêè»   (Annalen  der  Physik),  ñàìîì
ïðåñòèæíîì â òî âðåìÿ, âûøëà ñòàòüÿ «Î÷åðê

êèíåòè÷åñêîé òåîðèè è ìóòíûõ ðàñòâîðîâ». Åå àâòîðîì
áûë Ìàðèàí Ñìîëóõîâñêèé, 34-ëåòíèé ïðîôåññîð òåîðå-
òè÷åñêîé ôèçèêè Ëüâîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ýòà ðàáîòà
áûëà èíèöèèðîâàíà ñòàòüåé Àëüáåðòà Ýéíøòåéíà «Î
äâèæåíèè âçâåøåííûõ â ïîêîÿùåéñÿ æèäêîñòè ÷àñòèö,
òðåáóåìîì ìîëåêóëÿðíî-êèíåòè÷åñêîé òåîðèåé òåïëîòû» ,
îïóáëèêîâàííîé â òîì æå ñàìîì æóðíàëå â 1905 ãîäó. Êàê
ñëåäóåò èç íàó÷íîé ïåðåïèñêè Ñìîëóõîâñêîãî ñî çíàìå íè-
òûìè ôèçèêàìè ðóáåæà XIX–XX âåêîâ, à òàêæå èç åãî
ðàííèõ ðàáîò, äàííàÿ ïóáëèêàöèÿ ñòàëà èòîãîì èññëåä î-
âàíèé, ïðîäîëæàâøèõñÿ ñ 1900 ãîäà. Îïóáëèêîâàííûå â
1906 ãîäó ðåçóëüòàòû àâòîð èìåë åùå òðåìÿ ãîäàìè
ðàíüøå. Ïðè÷èíîé âîçíèêøåãî ïðîìåäëåíèÿ áûëà îñòî-
ðîæíîñòü Ñìîëóõîâñêîãî, îæèäàâøåãî áîëåå íàäåæíûõ
ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ. Âçàèìîäîïîëíÿþùèå
äðóã äðóãà ðàáîòû Ýéíøòåéíà è Ñìîëóõîâñêîãî, îáúÿñ-
íèâøèå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå, êîòîðîå áûëî çàãàäêîé ñ
1827 ãîäà, îêàçàëèñü êëþ÷åâûìè äëÿ ôèçèêîâ è õèìèêî â
â ñïîðå î ðåàëüíîì ñóùåñòâîâàíèè àòîìîâ. Â íàñòîÿùå å
âðåìÿ äàæå íå äëÿ ñïåöèàëèñòîâ î÷åâèäíî, ÷òî ìèêðî-
ñòðóêòóðà Âñåëåííîé äèñêðåòíà è ñîñòîèò èç íåâèäèìû õ
àòîìîâ è ìîëåêóë. Ýòîò ôàêò è åñòü ôóíäàìåíò íàøåãî
çíàíèÿ î ñòðîåíèè âåùåñòâà, ïîäòâåðæäàþùèéñÿ ýêñïåð è-
ìåíòàëüíî â êàæäîé ôèçè÷åñêîé è õèìè÷åñêîé ëàáîðàòî -
ðèè. Ñåãîäíÿ ìû óæå óìååì ýêñïåðèìåíòàëüíî èçó÷àòü
äàæå åäèíè÷íûå àòîìû!

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ìû çíàåì, ÷òî Ýéíøòåéí èíòåðåñî-
âàëñÿ îäíîé èç ðàííèõ ðàáîò Ñìîëóõîâñêîãî, îïðåäåëå í-
íîå âëèÿíèå êîòîðîé íà ñòàòüþ Ýéíøòåéíà ïî ïîâîäó
áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ óäàëîñü ïðîñëåäèòü èñòîðèêàì
íàóêè. Äåëî âûãëÿäåëî òàê. Ìàðèàíà Ñìîëóõîâñêîãî
ïîïðîñèëè, ÷òîáû îí íàïèñàë ñòàòüþ äëÿ ìåìîðèàëüíîã î
òîìà, ïîñâÿùåííîãî øåñòèäåñÿòèëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ
Ëþäâèãà Áîëüöìàíà. Ýòà ìåìîðèàëüíàÿ êíèãà âìåñòå ñî
çíàìåíèòîé, ñìåëîé ðàáîòîé Ñìîëóõîâñêîãî ïîä íàçâàí è-
åì «Î íåðåãóëÿðíîñòÿõ â ðàñïðåäåëåíèè ÷àñòèö ãàçà è  èõ
âëèÿíèè íà ýíòðîïèþ è óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ» áûëà
îïóáëèêîâàíà â 1904 ãîäó. Â ýòîé ñòàòüå äîêàçàíî, ÷ òî
ñóùåñòâóþò âîçìîæíîñòè íàáëþäåíèÿ íåîäíîðîäíîñòåé
ïëîòíîñòè (ôëóêòóàöèé ïëîòíîñòè) â ãàçå. Ñîâðåìåííû å
èñòîðè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ íàó÷íûõ ðàáîò À.Ýéíøòåéíà
óêàçûâàþò íà âèäèìîå âëèÿíèå ñòàòüè Ì.Ñìîëóõîâñêîãî
1904 ãîäà íà ðàáîòó Ýéíøòåéíà 1905 ãîäà î áðîóíîâñê îì
äâèæåíèè. Áîëåå òîãî, èçâåñòíî, ÷òî Ýéíøòåéí ðåöåíç è-
ðîâàë ñòàòüè èç óïîìÿíóòîãî òîìà, ïîñâÿùåííîãî Áîëü ö-

ìàíó, äëÿ æóðíàëà «Àííàëû ôèçèêè». Îòñþäà ìîæíî
çàêëþ÷èòü, ÷òî Ýéíøòåéí ÷èòàë ïîìåùåííóþ òàì ðàáîòó
Ñìîëóõîâñêîãî, òàê ÷òî âëèÿíèå ñòàòüè ïîëüñêîãî ôèç èêà
íà åãî ðàáîòó íå ñîñòàâëÿåò çàãàäêè. Íàäî åùå ðàç
ïîä÷åðêíóòü âûøåóêàçàííûå ôàêòû, ïîòîìó ÷òî îíè
ìàëîèçâåñòíû.

Ðàçðåøåíèå ïðîáëåìû áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ – íå
åäèíñòâåííàÿ çàñëóãà ãåðîÿ íàøåé ñòàòüè äëÿ ñîâðåìå í-
íîé íàóêè. Ðàçðàáîòàííûå Ñìîëóõîâñêèì òåîðèè êðèòè-
÷åñêîé îïàëåñöåíöèè  (îïòè÷åñêîãî ÿâëåíèÿ, çàêëþ÷àþ-
ùåãîñÿ â ðåçêîì óñèëåíèè ðàññåÿíèÿ ñâåòà ÷èñòûìè
æèäêîñòÿìè è ãàçàìè ïðè äîñòèæåíèè êðèòè÷åñêîé òî÷-
êè) , ãîëóáîãî öâåòà íåáà è ôëóêòóàöèé ïîñëóæèëè îñí î-
âîé äëÿ ïåðâûõ óáåäèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ïîä-
òâåðæäåíèé àòîìíîãî ñòðîåíèÿ âåùåñòâà. Îäíàêî Ì.Ñìî -
ëóõîâñêèé è åãî íàó÷íûå äîñòèæåíèÿ – ýòî íå òîëüêî
èñòîðèÿ ôèçèêè. Åãî íåîáûêíîâåííàÿ ëè÷íîñòü, òâîð÷å ñ-
êèé ïîäõîä ê ðàçíûì îáëàñòÿì æèçíè, à òàêæå ðàçíîñò î-
ðîííèå óìåíèÿ è íàâûêè – àëüïèíèçì, ëûæíûé ñïîðò,

Ì àðèàí Ñìîëóõîâñêèé –
âñåñòîðîííÿÿ ëè÷íîñòü

Ì.ÍÅÌÅÖ

Ìàðèàí Ñìîëóõîâñêèé (1872–1917)



èãðà íà ðîÿëå, àêâàðåëüíàÿ æèâîïèñü – òðåáóþò áîëåå
áëèçêîãî çíàêîìñòâà ñ áèîãðàôèåé ýòîãî ÷åëîâåêà.

Ìàðèàí Ñìîëóõîâñêèé ðîäèëñÿ 28 ìàÿ 1872 ãîäà â
ãîðîäå Âîðäåðáðþëü ïîä Âåíîé â ïîëüñêîé ñåìüå Âèëü-
ãåëüìà Ñìîëóõîâñêîãî – þðèñòà, âûñîêîãî ÷èíîâíèêà â
êàíöåëÿðèè àâñòðèéñêîãî èìïåðàòîðà Ôðàíöà Èîñèôà, è
åãî æåíû Òåîôèëû Ùåïàíîâñêîé. Ìàðèàí è åãî ñòàðøèé
áðàò Òàäåóø îêîí÷èëè çíàìåíèòóþ âåíñêóþ Òåðåçèàíñ-
êóþ ìóæñêóþ ãèìíàçèþ, êîòîðóþ ïîñåùàëè äåòè àðèñòîê -
ðàòîâ è âûñøåãî ÷èíîâíè÷åñòâà Àâñòðî-Âåíãåðñêîé ìî-
íàðõèè. Êðîìå íîðìàëüíûõ ó÷åáíûõ ïðåäìåòîâ, à òàêæå
èçó÷åíèÿ èíîñòðàííûõ ÿçûêîâ (ëàòûíü, ãðå÷åñêèé, àíã -
ëèéñêèé), â Òåðåçèàíóìå áûëî î÷åíü ìíîãî çàíÿòèé ïî
ôèçè÷åñêîé êóëüòóðå: ïëàâàíèå, ìóøòðà, âåðõîâàÿ åçä à,
ôåõòîâàíèå. Ïðîãðàììà äíÿ ãèìíàçèè áûëà òî÷íî îïðåä å-
ëåíà è ñòðîãî ñîáëþäàåìà (íàïðèìåð, ïîçàâòðàêàòü íà äî
áûëî â òå÷åíèå 8 ìèíóò). Âñå ýòî äåëàëîñü ñ öåëüþ
âîñïèòàíèÿ è ïîäãîòîâêè ê ñèñòåìàòè÷åñêîé è ïðèëåæí îé
äàëüíåéøåé ðàáîòå.

Â ïåðâûå ãîäû øêîëüíîãî îáó÷åíèÿ Ìàðèàí óâëåêàëñÿ
ãóìàíèòàðíûìè ïðåäìåòàìè, à ïîòîì – àñòðîíîìèåé.
Áëàãîäàðÿ âñòðå÷å ñ âåëèêîëåïíûì ó÷èòåëåì ôèçèêè
À.Õ¸ôëåðîì ó íåãî âîçíèê èíòåðåñ ê ôèçèêå è âîîáùå ê
åñòåñòâîçíàíèþ. ×åðåç ìíîãî ëåò Ñìîëóõîâñêèé øóòëèâ î
ïîïðåêàë ñâîåãî ó÷èòåëÿ, ÷òî ïî åãî âèíå îí ñòàë ôè çèêîì:
«Áëàãîäàðÿ Òåáå ÿ íàó÷èëñÿ ïî÷èòàòü ôèçèêó, ìàòåìàò è-
êó è ôèëîñîôèþ êàê íàèáîëåå ìèëûå ïðåäìåòû». Áðàòñ-
êîå «Òû» â ýòîì âûñêàçûâàíèè áûëî ïðèâèëåãèåé äëÿ
ñïîñîáíåéøåãî è ëþáèìîãî âîñïèòàííèêà.

Êðîìå øêîëû î÷åíü âàæíóþ ðîëü â ðàçâèòèè Ìàðèàíà
ñûãðàëà åãî ñåìüÿ. Ïðåæäå âñåãî ìàòü, êîòîðàÿ áûëà
êóëüòóðíîé è ìóçûêàëüíî îäàðåííîé æåíùèíîé, à òàêæå
åå ñåñòðà Áåíèãíà Âîëüñêà. Áëàãîäàðÿ ýòèì äâóì æåíù è-
íàì Ìàðèàí íà÷àë èíòåðåñîâàòüñÿ ìóçûêîé è èçîáðàçè-
òåëüíûìè èñêóññòâàìè. Áåíèãíà Âîëüñêà æèëà íåäàëåêî
îò Ôëîðåíöèè. Ïî÷òè åæåãîäíî âî âðåìÿ êàíèêóë Ìàðèà í
ãîñòèë ó òåòè è åå ìóæà â Èòàëèè. Áëèçîñòü âåëèêîëå ïíî-
ãî èñêóññòâà Ôëîðåíöèè, ñîâìåñòíûå ìóçûêàëüíûå çàíÿ -
òèÿ (Ìàðèàí èãðàë íà ðîÿëå) ðàçâèâàëè àðòèñòè÷åñêèé
òàëàíò è ýñòåòè÷åñêóþ âïå÷àòëèòåëüíîñòü ìàëü÷èêà è
þíîøè. Â Âåíå áëèæàéøèìè òîâàðèùàìè ïî ìóçûêàëü-
íîé äåÿòåëüíîñòè Ìàðèàíà áûëè ïðåêðàñíî ïîþùàÿ ìàòü
è åãî äðóã – ìîëîäîé ìóçûêàíò è êîìïîçèòîð Ãóèäî
Ïåòåðñ. Ñìîëóõîâñêèé ñ óäîâîëüñòâèåì è çíàíèåì äåëà
ïðèíèìàë ó÷àñòèå â ìóçûêàëüíûõ ñîáûòèÿõ è ñòàë êâàë è-
ôèöèðîâàííûì è ïîëíûì ýíòóçèàçìà ïèàíèñòîì. Îñîáåí-
íî îí öåíèë ìóçûêó Áåòõîâåíà è Âàãíåðà, à òàêæå
ñî÷èíåíèÿ Ìàëåðà è Ôðàíêà.

Áðàòüÿ Ñìîëóõîâñêèå êàæäûé øêîëüíûé ãîä çàêàí÷è-
âàëè ñ îòëè÷èåì. Îáó÷åíèå â Òåðåçèàíñêîé ãèìíàçèè
ñïîñîáñòâîâàëî çíàêîìñòâó Ñìîëóõîâñêîãî ñ íåìåöêîé
êóëüòóðîé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñåìåéíûé äîì îáîãàùàë
åãî ïîëüñêèìè êóëüòóðíûìè òðàäèöèÿìè. Ýòî ñîçäàâàëî
íåêóþ äèñòàíöèþ îò ïðèíÿòûõ â äàííîé ñðåäå âçãëÿäîâ ,
êîòîðîé â äðóãèõ óñëîâèÿõ òðóäíî áûëî áû äîáèòüñÿ, è
ñïîñîáñòâîâàëî âûðàáîòêå ñàìîñòîÿòåëüíîñòè è íåçàâè ñè-
ìîñòè ñóæäåíèé.

Ìàðèàí Ñìîëóõîâñêèé ïîëó÷èë àòòåñòàò çðåëîñòè ñ
îòëè÷èåì â 1890 ãîäó ïîñëå äåâÿòèëåòíåé ó÷åáû. Â ñâ îè
øêîëüíûå ãîäû îí áðàë ÷àñòíûå óðîêè ïî äèôôåðåíöè-

àëüíîìó è èíòåãðàëüíîìó èñ÷èñëåíèþ, àíàëèòè÷åñêîé
ãåîìåòðèè è òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêå. Ýòî ïîçâîëèëî å ìó
ïîñòóïèòü íà ôèëîñîôñêèé ôàêóëüòåò Âåíñêîãî óíèâåð-
ñèòåòà ñðàçó íà òðåòèé êóðñ îáó÷åíèÿ. Â êà÷åñòâå îñíîâ-
íûõ ïðåäìåòîâ îí âûáðàë ôèçèêó è ìàòåìàòèêó. Ó÷èòåë ÿ-
ìè Ñìîëóõîâñêîãî â Âåíñêîì óíèâåðñèòåòå áûëè èçâåñò -
íûå ôèçèêè òîãî âðåìåíè Äæ.Ñòåôàí  è Ô.Ýêñíåð. Ñðåä è
íèõ íå áûëî Ë.Áîëüöìàíà, ïîòîìó ÷òî îí ïðåáûâàë â ò î
âðåìÿ åùå â Ìþíõåíå è íà÷àë ðàáîòàòü íà êàôåäðå
Âåíñêîãî óíèâåðñèòåòà òîëüêî ñ 1895 ãîäà. Îäíàêî Áî ëü-
öìàí ñûãðàë ðåøàþùóþ ðîëü â ðàçâèòèè íàó÷íûõ ôèçè-
÷åñêèõ âçãëÿäîâ Ñìîëóõîâñêîãî áëàãîäàðÿ ñâîèì íàó÷-
íûì ñòàòüÿì, ïåðåïèñêå è áóäóùèì íåïîñðåäñòâåííûì
âñòðå÷àì. Ïåðâàÿ íàó÷íàÿ ðàáîòà Ì.Ñìîëóõîâñêîãî âûø -
ëà â 1893 ãîäó â ñáîðíèêå òðóäîâ Âåíñêîãî óíèâåðñèò åòà.
Ýòî áûëà ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ ñòàòüÿ, ïîñâÿùåííàÿ âíóò -
ðåííåìó òðåíèþ â æèäêîñòÿõ. Êàíäèäàòñêàÿ äèññåðòàöè ÿ
íà òåìó «Àêóñòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ óïðóãîñòè ìÿãêèõ
ìàòåðèàëîâ» áûëà îïóáëèêîâàíà â òîì æå ñàìîì ñáîðíè êå
â 1894 ãîäó. Ïðèñóæäåíèå ó÷åíîé ñòåïåíè ñîñòîÿëîñü â
1895 ãîäó, äèññåðòàöèÿ áûëà óäîñòîåíà âûñøåé èìåííî é
íàãðàäû Èìïåðàòîðà è ïåðñòíÿ ñ áðèëëèàíòîì.

Áëàãîäàðÿ ïîñîáèþ ðîäèòåëåé, à òàêæå íåáîëüøîé
ñòèïåíäèè Âåíñêîãî óíèâåðñèòåòà Ñìîëóõîâñêèé ïðîâî-
äèë ìíîãî âðåìåíè â íàó÷íûõ êîìàíäèðîâêàõ. Äåíåã ó
íåãî áûëî ìàëî, íî ðàñ÷åòëèâîñòü ïîçâîëèëà Ìàðèàíó
ïî÷òè äâà ãîäà âåñòè êàê ýêñïåðèìåíòàëüíûå, òàê è
òåîðåòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ â âåäóùèõ ëàáîðàòîðèÿõ
Åâðîïû. Ñíà÷àëà îí ðàáîòàë â Ïàðèæå â ëàáîðàòîðèè
Íîáåëåâñêîãî ëàóðåàòà ïî ôèçèêå Ã.Ëèïïìàíà íàä ïðî-
âåðêîé çàêîíà Êëàóçèóñà, ãëàñÿùåãî î çàâèñèìîñòè èí -
òåíñèâíîñòè òåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ îò ñðåäû, â êîòîðóþ
ïîìåùåíî èçëó÷àþùåå òåëî. Ïîòîì íà ïðîòÿæåíèè âîñüì è
ìåñÿöåâ Ñìîëóõîâñêèé âìåñòå ñ Äæ.Áèòòè è ëîðäîì
Êåëüâèíîì èçó÷àë â ëàáîðàòîðèè â Ãëàçãî âëèÿíèå ðåí ò-
ãåíîâñêèõ ëó÷åé íà ýëåêòðîïðîâîäíîñòü ãàçîâ. Ñ ìàÿ äî
àâãóñòà 1897 ãîäà Ìàðèàí ðàáîòàë â áåðëèíñêîé ëàáîð à-
òîðèè Ý.Âàðáóðãà, ãäå èçó÷àë òåïëîïðîâîäíîñòü â ðàç ðå-
æåííûõ ãàçàõ. Âî âñåõ ýòèõ íàó÷íûõ öåíòðàõ Ñìîëóõîâ -
ñêèé îñòàâèë î ñåáå ïàìÿòü êàê îá èñêëþ÷èòåëüíî ñïî ñîá-
íîì ýêñïåðèìåíòàòîðå è òåîðåòèêå. Òàê, ðåçóëüòàòû è ñ-
ñëåäîâàíèé, ïîëó÷åííûå â ëàáîðàòîðèè Âàðáóðãà, áûëè  â
òî âðåìÿ îäíèìè èç ÷ðåçâû÷àéíî íåìíîãèõ ïîäòâåðæäå-
íèé ïðàâèëüíîñòè êèíåòè÷åñêîé òåîðèè ãàçîâ. Îäíàêî â
ýòîé ðàáîòå íåò àòîìèñòè÷åñêèõ îñíîâ. Àâòîð ïðåäñòà âëÿ-
åò ïðîáëåìó ÷èñòî ôåíîìåíîëîãè÷åñêè, íåçàâèñèìî îò
êèíåòè÷åñêîé òåîðèè, ëèøü îñòîðîæíî óïîìèíàÿ î âîç-
ìîæíîñòè ôîðìóëèðîâêè ðåçóëüòàòîâ íà àòîìèñòè÷åñêîì
ÿçûêå. Êèíåòè÷åñêàÿ òåîðèÿ âåùåñòâà ñòàíåò ïîçäíåå
ãëàâíûì íàïðàâëåíèåì íàó÷íîé ðàáîòû Ñìîëóõîâñêîãî.

Â 1898 ãîäó Ñìîëóõîâñêèé ïîëó÷èë ó÷åíóþ ñòåïåíü
äîêòîðà íàóê è ñòàë ïðèâàò-äîöåíòîì Âåíñêîãî óíèâåð ñè-
òåòà. Ðàäîñòü ìîëîäîãî äîöåíòà ðàçäåëÿëà êàê ñåìüÿ,  òàê
è óíèâåðñèòåòñêàÿ ñðåäà. Íàó÷íûå íàäåæäû íà Ñìîëó-
õîâñêîãî âîçëàãàëè íå òîëüêî åãî óíèâåðñèòåòñêèå ó÷ èòå-
ëÿ, íî è ñàì Ëþäâèã Áîëüöìàí – âåëèêèé ïðåäøåñòâåíí èê
êèíåòè÷åñêîé òåîðèè ãàçîâ.

Íàäî ñêàçàòü, ÷òî Ìàðèàí Ñìîëóõîâñêèé ïîìèìî ìóçû-
êè óâëåêàëñÿ åùå è àëüïèíèçìîì. Ïðèñòðàñòèå ê ãîðíû ì
ýêñêóðñèÿì îí âîñïðèíÿë îò ñâîåãî îòöà è ñòàðøåãî á ðàòà
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Òàäåóøà. Êîãäà åìó áûëî 13 ëåò, îí âìåñòå ñ Òàäåóøå ì
ïåðåøåë Çàâðàò è Ïîëüñêèé õðåáåò â Òàòðàõ. Â 1890–1 893
ãîäàõ Òàäåóø è Ìàðèàí ñ òîâàðèùàìè îñèëèëè 24 íîâûõ
ñêàëüíûõ ìàðøðóòà, 16 èç êîòîðûõ áûëè ïåðâûìè ïèêî-
âûìè âîñõîæäåíèÿìè. Â 1894 Ìàðèàí îòïðàâèëñÿ â
Çàïàäíûå Àëüïû, ãäå ïîêîðèë íåñêîëüêî èçâåñòíûõ ãîð -
íûõ âåðøèí. Îäíàêî íîâûå îáÿçàííîñòè âî Ëüâîâñêîì
óíèâåðñèòåòå è áðàê ñ Ñîôèåé Áàðàíåöêîé, î÷àðîâàòåë ü-
íîé äî÷åðüþ ïðîôåññîðà ìàòåìàòèêè ßãåëëîíñêîãî óíè-
âåðñèòåòà, ïðåðâàëè àëüïèíèñòñêèå ýêñïåäèöèè. Âî âð åìÿ
ðàáîòû âî Ëüâîâå, à ïîòîì â Êðàêîâå Ñìîëóõîâñêèé
çàíèìàëñÿ âûñîêîãîðíûì ëûæíûì ñïîðòîì â Òàòðàõ è
Âîñòî÷íûõ Êàðïàòàõ.

Â ìàå 1898 ãîäà Ñìîëóõîâñêèé çàíÿë äîëæíîñòü ïðè-
âàò-äîöåíòà â óíèâåðñèòåòå Ëüâîâà, óæå íà ñëåäóþùèé
ãîä ñòàë ýêñòðàîðäèíàðíûì ïðîôåññîðîì ïî òåîðåòè÷åñ -
êîé ôèçèêå, à â 1903 ãîäó – ïîëíûì ïðîôåññîðîì. Â ò î
âðåìÿ îí áûë ñàìûì ìîëîäûì ïðîôåññîðîì Ãàáñáóðãñêîé
ìîíàðõèè. Ñìîëóõîâñêèé ïðîÿâèë ñåáÿ êàê çàìå÷àòåëü-
íûé ïðåïîäàâàòåëü è ïåäàãîã. Îí ïðåäëîæèë èçìåíåíèÿ
â ñèñòåìå óíèâåðñèòåòñêîãî îáó÷åíèÿ, â òî âðåìÿ â á îëü-
øèíñòâå óíèâåðñèòåòîâ íåçíàêîìûõ, â âèäå óïðàæíåíèé
ê ëåêöèÿì. Îñíîâíûì äîñòîèíñòâîì ëåêöèé Ñìîëóõîâñ-
êîãî áûëà èõ ïðîçðà÷íîñòü âìåñòå ñ èñ÷åðïûâàþùèì
ïîäõîäîì ê äàííîìó âîïðîñó. Åãî ëåêöèè ñëóøàëè òàêæ å
ñòóäåíòû äðóãèõ íàïðàâëåíèé óíèâåðñèòåòà.

Â íàó÷íîé äåÿòåëüíîñòè Ñìîëóõîâñêèé æàëîâàëñÿ íà
ïðîâèíöèàëèçì Ëüâîâà è îòñóòñòâèå êîëëåã äîëæíîãî
óðîâíÿ, ñ êîòîðûìè îí ìîã áû îáñóæäàòü ñâîè íîâûå
ðåçóëüòàòû. Îí â îäèíî÷êó ïîääåðæèâàë îæèâëåííûå
íàó÷íûå êîíòàêòû è ñîòðóäíè÷åñòâî ñ âûäàþùèìèñÿ
ó÷åíûìè Åâðîïû. Ýòè êîíòàêòû îáëåã÷àëî çíàíèå Ñìîëó -
õîâñêèì ìíîãèõ èíîñòðàííûõ ÿçûêîâ. Íàïðèìåð, îäèí è ç
äàòñêèõ ó÷åíûõ áûë ïðèÿòíî óäèâëåí, êîãäà óçíàë, ÷ò î
Ìàðèàí ÷èòàë åãî ñòàòüè íà äàòñêîì ÿçûêå. Ñìîëóõîâñ -
êèé ÷àñòî åçäèë â Âåíó (ãäå ðàáîòàë åãî áëèæàéøèé ä ðóã
è âûäàþùèéñÿ ôèçèê Ô.Õàçåí¸ðëü), Ã¸òòèíãåí, Âàðøàâó
(êîòîðóþ íàçûâàë ìàëûì Ïàðèæåì èç-çà âûñîêîãî óðîâ-
íÿ êóëüòóðíîé æèçíè) è áðèòàíñêèé Êåìáðèäæ (ãäå
äåâÿòü ìåñÿöåâ ñîòðóäíè÷àë ñ Äæ.Äæ.Òîìñîíîì è Ý.Ðå-

çåðôîðäîì – Íîáåëåâñêèìè ëàóðåàòàìè). Îí
îáùàëñÿ òàêæå ñ À.Ýéíøòåéíîì â ñâÿçè ñ
òåîðèåé áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ, êîòîðóþ îíè
îáà è ñîçäàëè. Âî Ëüâîâ ñïåöèàëüíî ïðèåçæàë
ïðîíèöàòåëüíûé ôèçèê èç Ëåéäåíà Ï.Ýðåí-
ôåñò, ÷òîáû îáñóäèòü àêòóàëüíûå íàó÷íûå ïðî-
áëåìû ñî Ñìîëóõîâñêèì. Ìàðèàí Ñìîëóõîâñ-
êèé èíòåðåñîâàëñÿ òàêæå ôèçèêîé â Ðîññèéñ-
êîé èìïåðèè. Îá ýòîì, íàïðèìåð, ñâèäåòåëü-
ñòâóåò ïèñüìî 1912 ãîäà, êîòîðîå îí íàïðàâèë
â Ìîñêîâñêîå ôèçè÷åñêîå îáùåñòâî ïîñëå ñìåð-
òè ïðîôåññîðà Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà Ïåò-
ðà Ëåáåäåâà, ñîçäàòåëÿ ïåðâîé ðóññêîé ôèçè-
÷åñêîé øêîëû (íàäî çàìåòèòü, ÷òî íàó÷íàÿ
äåÿòåëüíîñòü Ëåáåäåâà íå áûëà ñâÿçàíà ñ ðàáî-
òàìè Ñìîëóõîâñêîãî).

Ñìîëóõîâñêèé ðàáîòàë èíòåíñèâíî, åæåãîä-
íî ïóáëèêóÿ â ñðåäíåì ïÿòü ñòàòåé â íàó÷íûõ
æóðíàëàõ íà íåìåöêîì, ôðàíöóçñêîì è àíã-
ëèéñêîì ÿçûêàõ. Èìåííî â ýòî âðåìÿ âîçíèê-

ëè óæå óïîìÿíóòûå âûøå òåîðèè ôëóêòóàöèé ïëîòíîñ-
òè, áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ, êðèòè÷åñêîé îïàëåñöåíöèè ,
à òàêæå âûøëè èç ïå÷àòè ñòàòüè, ïîñâÿùåííûå òåðìîäè -
íàìèêå. Êðîìå òîãî, ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî Ñìîëóõîâñ -
êèé ïóáëèêîâàë íàó÷íûå ðàáîòû è â äðóãèõ îáëàñòÿõ
íàóêè, íàïðèìåð îá àòìîñôåðå Çåìëè è ïëàíåò, î âîç-
íèêíîâåíèè ñêëàä÷àòûõ ãîð, î íåñêîëüêèõ âîïðîñàõ â
îáëàñòè àýðîäèíàìèêè, î ÿâëåíèè ýëåêòðîîñìîñà. Ýòè
ðàáîòû ïîëüçîâàëèñü áîëüøèì èíòåðåñîì è ïðèçíàíèåì
ñîâðåìåííèêîâ.

Â 1913 ãîäó Ñìîëóõîâñêîìó ïðåäëîæèëè êàôåäðó ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíîé ôèçèêè â ßãåëëîíñêîì óíèâåðñèòåòå.
Ñìîëóõîâñêèé áûë òåîðåòèêîì, íî ó íåãî õâàòàëî êâàë è-
ôèêàöèè äëÿ óïðàâëåíèÿ êàôåäðîé ýêñïåðèìåíòàëüíîé
ôèçèêè. Ðàíåå îí áûë àâòîðîì èëè ñîàâòîðîì íåñêîëüê èõ
áëåñòÿùèõ ýêñïåðèìåíòîâ, ïðîâåäåííûõ â èçâåñòíûõ åâ -
ðîïåéñêèõ ëàáîðàòîðèÿõ. Êðàêîâ è ßãåëëîíñêèé óíèâåð -
ñèòåò áûëè òàêæå ïðîâèíöèàëüíûìè ïî ñðàâíåíèþ ñ
Âåíîé, îäíàêî Ñìîëóõîâñêèé ïðèíÿë ïðåäëîæåíèå, ïîòî -
ìó ÷òî èç Êðàêîâà áûëî áëèæå äî íàó÷íûõ öåíòðîâ
Åâðîïû. Ïðåáûâàíèå â Êðàêîâå ïðèâåëî ê ïîÿâëåíèþ
íåîáû÷àéíî âàæíûõ ðàáîò, ïðåäñòàâëÿþùèõ âçàèìîñâÿçü
ìåæäó êèíåòè÷åñêîé òåîðèåé è òåðìîäèíàìèêîé, òåîðèþ
îñàæäåíèÿ ÷àñòèö â ïîëå ñèëû òÿæåñòè, îñíîâîé êîòîð îé
áûë âûâîä óðàâíåíèÿ, íàçûâàåìîãî ñåãîäíÿ óðàâíåíèåì
Ñìîëóõîâñêîãî, à òàêæå òåîðèþ êîàãóëÿöèè êîëëîèäîâ.
Ñìîëóõîâñêèé ÷ðåçâû÷àéíî àêòèâíî çàíèìàëñÿ òàêæå
ïðîáëåìàìè îáó÷åíèÿ. Â ýòî âðåìÿ íàïèñàíû îñíîâíûå
ãëàâû äèäàêòè÷åñêîãî ïîñîáèÿ (êîòîðîå îí ãîòîâèë íå -
ñêîëüêî ëåò) ïîä íàçâàíèåì «Ñïðàâî÷íèê äëÿ ñàìîó÷åê ».
Âûøåóêàçàííîå çàãëàâèå ìîæåò ââåñòè â çàáëóæäåíèå
áóäóùåãî ÷èòàòåëÿ. Ñîãëàñíî çàìåòêå â «Ñïðàâî÷íèêå» ,
Ñìîëóõîâñêèé êàæäîãî èçó÷àþùåãî ôèçèêó ïðèçíàâàë
ñàìîó÷êîé. Â ÷àñòè, ïîñâÿùåííîé ýëåìåíòàðíîìó îáó÷å -
íèþ, Ñìîëóõîâñêèé îïðåäåëèë òàêèå îñíîâíûå äèäàêòè-
÷åñêèå öåëè: âî-ïåðâûõ, îáó÷åíèå ñïîñîáíîñòè íàáëþä å-
íèÿ, âî-âòîðûõ, ñàìîñòîÿòåëüíîå ëîãè÷åñêîå óìîçàêëþ ÷å-
íèå íà îñíîâå íàáëþäåíèé. Îí ñ÷èòàë, ÷òî äîñòèæåíèå
âûøåíàçâàííûõ öåëåé âîçìîæíî òîëüêî âî âðåìÿ ó÷åáû,
îïèðàþùåéñÿ íà íàáëþäåíèÿ è ýêñïåðèìåíòû. Ñìîëóõîâ-
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ñêèé âûñòóïàë ïðîòèâ óñâîåíèÿ çíàíèé
ïî ôèçèêå «÷åðåç ïîñðåäíè÷åñòâî ïå÷àò-
íîé áóìàãè». Îí ãîâîðèë, ÷òî åñëè
ó÷èòåëü áóäåò ó÷èòü «äîãìàòè÷íî è ÷è-
ñòî ïî êíèæêàì» – òî ëó÷øå, ÷òîáû îí
âîâñå íå ó÷èë. Ñìîëóõîâñêèé áûë ÷åëî-
âåêîì ñäåðæàííûì, îäíàêî â ýòîì ñëó-
÷àå îí ïèñàë ñ âîçìóùåíèåì î ñèñòåìå
îáó÷åíèÿ, êîòîðàÿ «îäóðà÷èâàåò» è
«óíè÷òîæàåò âðîæäåííûå ñïîñîáíîñòè».
Òîëüêî íà òðåòüåì ìåñòå ïåðå÷èñëèë îí
îçíàêîìëåíèå ó÷åíèêà ñ îñíîâíûìè çà-
êîíàìè ïðèðîäû è ìàëî öåíèë çíàíèÿ,
âûó÷åííûå íàèçóñòü. Îá ýòîì ñâèäå-
òåëüñòâóþò òàêèå ñëîâà Ñìîëóõîâñêîãî:
«Ôèçèêó íå íàäî çíàòü, íî íàäî çíàòü,
ãäå èñêàòü». Âî âðåìÿ äîêëàäà íà Ñúåç-
äå ïîëüñêîãî ó÷èòåëüñòâà â ìàå 1917
ãîäà Ñìîëóõîâñêèé ïðåäñòàâèë äîñòî-
èíñòâà òî÷íûõ íàóê, ïîä÷åðêèâàÿ, ÷òî
ðå÷ü èäåò íå òîëüêî îá èõ ïîëåçíîñòè, íî
è î òîì, ÷òî ñ äðåâíåéøèõ âðåìåí îíè
áûëè «ïðîòèâîÿäèåì ïðîòèâ ñëåïîé âåðû â àâòîðèòåòû,
ïðîòèâ ðàáîëåïèÿ óìîâ… Îíè âåäóò áîðüáó ñ ëîæüþ è
ôðàçàìè-áîëåçíÿìè, êîòîðûå òî÷àò íàøå îáùåñòâî è
äåôîðìèðóþò íàø ëèòåðàòóðíûé ÿçûê…» Òðóäíî íå
çàìåòèòü â ýòîì àíàëèçå òåîðèè îáó÷åíèÿ ìåòêèõ çàìå ÷à-
íèé, àêòóàëüíûõ è íûíå.

Â 1916 ãîäó Ñìîëóõîâñêèé ïðî÷èòàë òðè ëåêöèè â
Ã¸òòèíãåíå, êîòîðûå äî ñèõ ïîð îñòàþòñÿ îñíîâîïîëàã àþ-
ùèì ââåäåíèåì â ïðîáëåìû áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ è
ìîëåêóëÿðíûõ ôëóêòóàöèé. Â òîì æå ãîäó îí ïîëó÷èë
ïðåäëîæåíèå ïåðååõàòü â Âåíñêèé óíèâåðñèòåò. Îí ñîã ëà-
ñèëñÿ ïîñëå íåêîòîðûõ êîëåáàíèé, íî äåëî ðàñïàëîñü ïî
íàöèîíàëüíûì ïðè÷èíàì. Ñõîäíîå ïðåäëîæåíèå ïîñòó-
ïèëî èç Âàðøàâû. Â òàêîé ñèòóàöèè ßãåëëîíñêèé óíèâå ð-
ñèòåò ïðåäëîæèë Ñìîëóõîâñêîìó (æåëàÿ åãî «îñòàíî-
âèòü») çâàíèå ðåêòîðà. Ê ñîæàëåíèþ, â àâãóñòå 1917 ãîäà
Ñìîëóõîâñêèé çàáîëåë äèçåíòåðèåé è 5 ñåíòÿáðÿ 1917
ãîäà óìåð â âîçðàñòå ÷óòü áîëåå 45 ëåò. Ïîñìåðòíûå
âîñïîìèíàíèÿ î Ñìîëóõîâñêîì íàïèñàëè ôèçèêè òàêîãî
óðîâíÿ, êàê Àëüáåðò Ýéíøòåéí è Àðíîëüä Çîììåðôåëüä.
Â ïîñëåäóþùèå ãîäû äâà ìíîãîëåòíèõ íàó÷íûõ ñîòðóäíè -
êà Ñìîëóõîâñêîãî ïîëó÷èëè Íîáåëåâñêèå ïðåìèè ïî
õèìèè – Ðèõàðä Çèãìîíäè â 1925 ãîäó è Òåîäîð Ñâåäáå ðã
â 1926 ãîäó.

Íå òîëüêî ñòàòüè Ñìîëóõîâñêîãî, ïîñâÿùåííûå ðàçðå-
øåíèþ ïðîáëåìû áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ, ñûãðàëè ôóí-
äàìåíòàëüíóþ ðîëü â ðàçâèòèè ôèçèêè. Òàêæå öåííû åã î
ðàáîòû, íàïèñàííûå â êîíöå æèçíè. Îñîáåííî àêòóàëüí îå
çíà÷åíèå èìååò òàê íàçûâàåìûé ìûñëåííûé ýêñïåðèìåíò ,
ïðåäëîæåííûé Ñìîëóõîâñêèì â 1912 ãîäó. Ýòîò ýêñïåðè -
ìåíò, ñâÿçàííûé ñî âòîðûì çàêîíîì òåðìîäèíàìèêè,
îòíîñèòñÿ ê âîçìîæíîñòè ïîëó÷åíèÿ «ïîëåçíîé» ðàáîòû
èç áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ. Ïîçäíåå îí áûë ïîïóëÿðèçè -
ðîâàí è ðàñøèðåí Ðè÷àðäîì Ôåéíìàíîì â åãî èçâåñòíûõ
ëåêöèÿõ ïî ôèçèêå è ñòàë èìïóëüñîì ê ðàçâèòèþ ìîäåë è
áðîóíîâñêèõ äâèãàòåëåé.

Ïóáëèêàöèÿ 1914 ãîäà îá îãðàíè÷åíèÿõ âòîðîãî çàêîíà
òåðìîäèíàìèêè, êîòîðàÿ îñíîâûâàëàñü íà äîêëàäå, ñäå -

ëàííîì Ñìîëóõîâñêèì â Ã¸òòèíãåíå, ïîâëèÿëà íà ðàçâè -
òèå êâàíòîâîé ìåõàíèêè, êîíêðåòíî – íà òåîðèþ èçìåð å-
íèé ôîí Íåéìàíà. Îá ýòîì ïðåêðàñíî íàïèñàë â êíèãå
«Ýâîëþöèÿ ïîíÿòèé êâàíòîâîé ìåõàíèêè» èçâåñòíûé
àìåðèêàíñêèé èñòîðèê íàóêè Ìàêñ Äæàììåð: «Èäåÿ
Ñìîëóõîâñêîãî î ðàçóìå, ïîñòîÿííî îñâåäîìëåííîì î
ìãíîâåííîì ñîñòîÿíèè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû è ïîýòîìó
ìîãóùåì íàðóøàòü âòîðîé çàêîí òåðìîäèíàìèêè, íå ñî-
âåðøàÿ íèêàêîé ðàáîòû, áûëà, âåðîÿòíî, ñàìûì ïåðâûì
ëîãè÷åñêè íåîïðîâåðæèìûì óìîïîñòðîåíèåì íà òåìó âîç -
äåéñòâèÿ ðàçóìà íà ìàòåðèþ. Îíî, êàê ìû âèäåëè,
ïðîëîæèëî ïóòü ê äàëåêî âåäóùåìó çàêëþ÷åíèþ ôîí
Íåéìàíà î òîì, ÷òî íåâîçìîæíî ïîëíûì è ïîñëåäîâàòåë ü-
íûì îáðàçîì ñôîðìóëèðîâàòü çàêîíû êâàíòîâîé ìåõàíè-
êè áåç îáðàùåíèÿ ê ÷åëîâå÷åñêîìó ñîçíàíèþ».

Óðàâíåíèÿ Ñìîëóõîâñêîãî, ðàçðàáîòàííûå èì òåîðåòè-
÷åñêèå îñíîâû è âû÷èñëèòåëüíûå ìåòîäû ñòàëè ôóíäà-
ìåíòîì ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè è îñîáåííî âàæíîé ñåãî ä-
íÿ åå îòðàñëè, íàçûâàåìîé òåîðèåé ñòîõàñòè÷åñêèõ ïð î-
öåññîâ, ðàçâèâàåìîé êàê ôèçèêàìè, òàê è ìàòåìàòèêàì è.
Ïðèìåíåíèÿ óðàâíåíèé Ñìîëóõîâñêîãî ïðîñòèðàþòñÿ îò
ôèçèêè (êàê ìàêðîñêîïè÷åñêèõ, òàê è ñóáàòîìíûõ ñèñ-
òåì) è õèìèè äî áèîëîãèè è òåõíè÷åñêèõ íàóê. Ìíîãî÷ èñ-
ëåííû è ïðàêòè÷åñêèå ïðèìåíåíèÿ ìîäåëè Ñìîëóõîâñêî-
ãî, íàïðèìåð –  èíäóñòðèàëüíîå î÷èùåíèå âîäû, êîàãó ëÿ-
öèÿ ìîëîêà, âîçíèêíîâåíèå ãåëèåâûõ áàðüåðîâ, àãðåãà öèÿ
ãðàíóëîöèòîâ, àäãåçèÿ ëåéêîöèòîâ, ðîñò íàíîòðóáîê è
ìíîãîå äðóãîå.

Ìàðèàí Ñìîëóõîâñêèé êàê ãåíèàëüíûé ó÷åíûé îñòàâèë
âåëèêîëåïíîå íàñëåäèå. Íî ïðåæäå âñåãî îí áûë âñåñò î-
ðîííèì ÷åëîâåêîì. Â ñâîåé êîðîòêîé 45-ëåòíåé æèçíè îí
íàøåë òàêæå âðåìÿ, ÷òîáû áûòü ñ÷àñòëèâûì ìóæåì è
îòöîì äâîèõ äåòåé, èãðàòü íà ðîÿëå, ïèñàòü àêâàðåëü íóþ
æèâîïèñü, õîäèòü íà ëûæàõ, à òàêæå ïðèíàäëåæàòü ê
÷èñëó çíàìåíèòûõ âûñîêîãîðíûõ àëüïèíèñòîâ.

15È Ç  È Ñ Ò Î Ð È È  Í À Ó Ê È

Àêâàðåëü Ì.Ñìîëóõîâñêîãî
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Ýòîò ðàçäåë âåäåòñÿ ó íàñ èç íîìåðà â íîìåð ñ ìîìåí òà îñíîâàíèÿ æóðíàëà. Ïóáëèêóåìûå  â  íåì çàäà÷è
íåñòàíäàðòíû, íî  äëÿ  èõ ðåøåíèÿ íå òðåáóåòñÿ çíàí èé, âûõîäÿùèõ  çà ðàìêè  øêîëüíîé  ïðîãðàììû. Íàèáî ëåå òðóäíûå
çàäà÷è îòìå÷àþòñÿ çâåçäî÷êîé. Ïîñëå ôîðìóëèðîâêè çà äà÷è ìû îáû÷íî óêàçûâàåì, êòî íàì åå ïðåäëîæèë. Ðàç óìååòñÿ,
íå âñå ýòè  çàäà÷è ïóáëèêóþòñÿ âïåðâûå.

Ðåøåíèÿ çàäà÷ èç ýòîãî íîìåðà ñëåäóåò îòïðàâëÿòü  ï î àäðåñó: 119296 Ìîñêâà, Ëåíèíñêèé ïðîñïåêò, 64-À, «Êâàíò».
Ðåøåíèÿ çàäà÷ èç ðàçíûõ íîìåðîâ æóðíàëà èëè ïî ðàçí ûì ïðåäìåòàì (ìàòåìàòèêå è ôèçèêå) ïðèñûëàéòå â ðàç íûõ
êîíâåðòàõ. Íà êîíâåðòå â ãðàôå «Êîìó» íàïèøèòå: «Çà äà÷íèê «Êâàíòà» ¹3–2012» è íîìåðà çàäà÷, ðåøåíèÿ êî òîðûõ
Âû ïîñûëàåòå, íàïðèìåð «Ì2261» èëè «Ô2268». Â ãðàôå  «Îò êîãî» ôàìèëèþ è èìÿ ïðîñèì ïèñàòü ðàçáîð÷èâî. Â ïèñüìî
âëîæèòå êîíâåðò ñ íàïèñàííûì íà íåì Âàøèì àäðåñîì è  íåîáõîäèìûé íàáîð ìàðîê (â ýòîì êîíâåðòå Âû ïîëó÷è òå
ðåçóëüòàòû ïðîâåðêè ðåøåíèé). Ðåøåíèÿ çàäà÷ ïî ìàòå ìàòèêå è ôèçèêå ìîæíî ïðèñûëàòü òàêæå ïî ýëåêòðîííû ì
àäðåñàì math@kvant.ras.ru è phys@kvant.ras.ru ñîîòâ åòñòâåííî.

Óñëîâèÿ êàæäîé îðèãèíàëüíîé çàäà÷è, ïðåäëàãàåìîé äë ÿ ïóáëèêàöèè, ïðèñûëàéòå â îòäåëüíîì êîíâåðòå â äâó õ
ýêçåìïëÿðàõ âìåñòå ñ Âàøèì ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è (íà  êîíâåðòå ïîìåòüòå: «Çàäà÷íèê «Êâàíòà», íîâàÿ çàäà÷ à ïî
ôèçèêå» èëè «Çàäà÷íèê «Êâàíòà», íîâàÿ çàäà÷à ïî ìàò åìàòèêå»).

Â íà÷àëå êàæäîãî ïèñüìà ïðîñèì óêàçûâàòü íîìåð øêîë û è êëàññ, â êîòîðîì Âû ó÷èòåñü.
Çàäà÷à Ì2262 ïðåäëàãàëàñü íà X Óñòíîé îëèìïèàäå ïî ãåîìåòðèè, çàäà÷à Ì2265 – íà çàêëþ÷èòåëüíîì ýòàïå

IV Îëèìïèàäû èìåíè Ë.Ýéëåðà, çàäà÷à Ì2266 – íà ìåæä óíàðîäíîé îëèìïèàäå Romanian Masters of Mathematics  2012.

Çàäà÷è
ïî ìàòåìàòèêå è ôèçèêå

Çàäà÷è Ì2261–Ì2268, Ô2268–Ô2274

M2261. Ðåøèòå â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå
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Â.Ñåíäåðîâ

M2262.  Â âûïóêëîì ïÿòèóãîëüíèêå ABCDE èçâåñòíî:
90A CÐ = Ð = ° , AB = AE , CB = CD , AC = 1. Íàéäèòå

ïëîùàäü ýòîãî ïÿòèóãîëüíèêà.
Þ.Áëèíêîâ

M2263.  Âûïóêëûé 999-óãîëüíèê ðàçáèëè íåïåðåñåêà-
þùèìèñÿ äèàãîíàëÿìè íà òðåóãîëüíèêè. Ïîñëå ýòîãî k
òðåóãîëüíèêîâ îêðàñèëè â ÷åðíûé öâåò, à îñòàâøèåñÿ
l  – â áåëûé öâåò òàê, ÷òî òðåóãîëüíèêè, ãðàíè÷àùèå ï î
ñòîðîíå, îêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà. Êàêîå íàèáîëüøåå
çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü âûðàæåíèå k – l ?

Ï.Êîæåâíèêîâ

M2264.  2500 êîðîëåé ðàññòàâëåíû â êëåòêàõ äîñêè
100 1´ 100 òàê, ÷òî íèêàêèå äâà êîðîëÿ íå áüþò äðóã
äðóãà è â êàæäîì ðÿäó (â ñòîëáöå èëè ñòðîêå) íàõîäè ò-
ñÿ ðîâíî 25 êîðîëåé. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî òàêèõ ðàññò à-
íîâîê.

Ñ.Áåðëîâ

M2265.  Ñóùåñòâóþò ëè äâà ìíîãîóãîëüíèêà (íå îáÿçà-
òåëüíî âûïóêëûõ), îáëàäàþùèõ ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:
ïðèêëàäûâàÿ èõ äðóã ê äðóãó (áåç íàëîæåíèÿ), ìîæíî
ïîëó÷èòü ìíîãîóãîëüíèêè ñ ëþáûì ÷èñëîì ñòîðîí îò 3
äî 100 âêëþ÷èòåëüíî?

Ñ.Âîë÷åíêîâ, Ñ.Áåðëîâ, È.Áîãäàíîâ

M2266.  Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóþò áåñêîíå÷íî ìíîãî
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n òàêèõ, ÷òî 2 12 1

n + +  äåëèòñÿ íà n,
à 2 1n +  íå äåëèòñÿ íà n.

Â.Ñåíäåðîâ

M2267.  Â èíñòèòóòå Ñîöèàëüíîé ñïðàâåäëèâîñòè èì.
Ï.Ï.Øàðèêîâà ðàáîòàþò 15 íàó÷íûõ ñîòðóäíèêîâ.
Êàæäûé èç íèõ èçíà÷àëüíî ïîëó÷àåò îò 1 äî 9 äîëëà-
ðîâ â ìåñÿö. Êàæäûé ìåñÿö äèðåêòîð èíñòèòóòà ïî-
âûøàåò çàðïëàòó 11 ñîòðóäíèêàì íà 1 äîëëàð â ìå-
ñÿö ïî ñâîåìó óñìîòðåíèþ. Çà êàêîå ìèíèìàëüíîå
÷èñëî ìåñÿöåâ îí ãàðàíòèðîâàííî ìîæåò ñäåëàòü âñå
çàðïëàòû ðàâíûìè?

À.Áåëîâ, À.Êîâàëüäæè

M2268 *. Â òðåóãîëüíèêå ABC îêðóæíîñòü ïðîõîäèò
÷åðåç âåðøèíû B, C è êàñàåòñÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòè
â òî÷êå A¢. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ òî÷êè B¢, C¢.
Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå AA¢, BB¢, CC¢ ïåðåñåêàþòñÿ
â îäíîé òî÷êå.

À.Áàäçÿí

Ô2268.  Ïèðàòû ñòðåëÿþò èç ïóøêè ïî çàùèòíèêàì
áåðåãîâîé êðåïîñòè. Ðèñóíîê 1 ïîêàçûâàåò âçàèìíîå
ðàñïîëîæåíèå êîðàáëÿ, ïóøêè, ÿäðà è ñòåíû êðåïîñòè
â íåêèé ìîìåíò âðåìåíè. Ïðåíåáðåãàÿ ñîïðîòèâëåíèåì

Ðèñ. 1
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âîçäóõà, íàéäèòå ìåñòî íà ñòåíå, â êîòîðîå ïîïàäåò
ÿäðî. Ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ ïîêàçûâàåò îñü ñèììåòðèè
çàêðåïëåííîé ïóøêè.

Äæ.Ñèëüâåð

Ô2269.  Â öèëèíäðè÷åñêîé æåñòÿíîé áàíêå íàõîäèòñÿ
íåâÿçêèé æèäêèé íàïèòîê, îñíîâíîå ñîäåðæèìîå êîòî-
ðîãî – âîäà. Áàíêå, çàïîëíåííîé íàïèòêîì, ïðåäîñòà-
âèëè âîçìîæíîñòü ñêàòèòüñÿ áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ ïî
íàêëîííîé ïëîñêîñòè ñ íóëåâîé íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ è
çàìåðèëè âðåìÿ ñêàòûâàíèÿ 0t . Çàòåì â áàíêå ñäåëàëè
äâà ìàëåíüêèõ îòâåðñòèÿ, ÷åðåç íèõ ïîëîâèíó íàïèòêà
ñëèëè (èëè âûïèëè), îòâåðñòèÿ çàêëåèëè ñêîò÷åì è
òåïåðü óæå ïîëóïóñòóþ áàíêó ñíîâà îòïóñòèëè áåç
íà÷àëüíîé ñêîðîñòè ñ òîãî æå ìåñòà íà òîé æå íàêëîí -
íîé ïëîñêîñòè. Íà ïðîõîæäåíèå òîãî æå ìàðøðóòà
ïîëóïóñòàÿ áàíêà çàòðàòèëà âðåìÿ 01,2t t= . Êàêîå
âðåìÿ ïîòðåáóåòñÿ íà ïðîõîæäåíèå òîãî æå ìàðøðóòà
ïðè òåõ æå íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ äëÿ ñîâñåì ïóñòîé
áàíêè?

Á.Àíêèí

Ô2270.  Øêîëüíèê Âàñÿ óçíàë, ÷òî ýíåðãèÿ âñåãäà
ñîõðàíÿåòñÿ è ÷òî ðàáîòà ìîæåò ïðåâðàùàòüñÿ â òåïëî .
Îí íàëèë â ñòàêàí âîäó ïðè êîìíàòíîé òåìïåðàòóðå è
íà÷àë åå èíòåíñèâíî ðàçìåøèâàòü ÷àéíîé ëîæêîé.
×àñòîòà äâèæåíèé ëîæêè áûëà îêîëî 5 Ãö. Ïîñëå
5 ìèíóò ðàáîòû Âàñÿ ðåøèë èçìåðèòü, íà ñêîëüêî
ïîäíÿëàñü òåìïåðàòóðà âîäû. Êàêîé äîëæíà áûòü
÷óâñòâèòåëüíîñòü òåðìîìåòðà, ÷òîáû çàôèêñèðîâàòü
ýòî èçìåíåíèå òåìïåðàòóðû? Ðàçìåðû ñòàêàíà è ëîæêè
âûáåðèòå ñàìè.

Â.Àñåâ

Ô2271. Ðåçèíîâàÿ îáîëî÷êà âîçäóøíîãî øàðèêà èìååò
ìàññó m = 3 ã. Îáîëî÷êó çàïîëíÿþò ãîðþ÷èì ãàçîì –
ìåòàíîì 4CH , êîòîðûé èìååò êîìíàòíóþ òåìïåðàòóðó.
Ïðè êàêîì äèàìåòðå øàðèê ñ ìåòàíîì íà÷íåò «âñïëû-
âàòü» â âîçäóõå? Ðàçíèöåé äàâëåíèé âíóòðè øàðèêà è
ñíàðóæè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

Ñ.Ìåòàíèí

Ô2272.  Â ýëåêòðè÷åñêîé ñõåìå, èçîáðàæåííîé íà ðè-
ñóíêå 2, âñå áàòàðåéêè îäèíàêîâûå, èäåàëüíûå è èìåþ ò
ÝÄÑ E  = 1 Â êàæäàÿ. Âñå ðåçèñòîðû òîæå îäèíàêîâûå
è èìåþò ñîïðîòèâëåíèå R = 10 Îì êàæäûé. Íàéäèòå

òîêè, òåêóùèå ÷åðåç
êàæäóþ áàòàðåéêó è ÷å-
ðåç êàæäûé ðåçèñòîð
(íóìåðàöèþ ýëåìåíòîâ
ââåäèòå ñàìè).

Ñ.Õåìîâ

Ô2273.  Â êàìåðå Âèëü-
ñîíà çàðåãèñòðèðîâàíû
ïîñëåäñòâèÿ ñòîëêíîâå-
íèÿ a -÷àñòèöû è ïîêî-
èâøåãîñÿ äî óäàðà ïðî-

òîíà. Â îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå ïåðïåíäèêóëÿðíî
âåêòîðó åãî èíäóêöèè ïîñëå óäàðà ÷àñòèöû äâèãàëèñü
ïî îêðóæíîñòÿì ñ ðàäèóñàìè R è 0,75R. Êàêèì áûë
ðàäèóñ 0R  òðàåêòîðèè a -÷àñòèöû äî óäàðà?

×.Âèëüñîí

Ðèñ. 2

Ô2274.   Äëÿ èîíèçàöèè àòîìà âîäîðîäà, íàõîäÿùåãîñÿ
â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè, òðåáóåòñÿ ýíåðãèÿ 13,6 ýÂE = »

10 ýÂ» . Îöåíèòå ýíåðãèþ, êîòîðàÿ íóæíà, ÷òîáû
ïîëíîñòüþ èîíèçèðîâàòü îäèí àòîì óðàíà 92U .

Ó.Ðàíîâ

Ðåøåíèÿ çàäà÷ Ì2246–Ì2253,
Ô2253–Ô2259

M2246.  Ïåðåä íàìè äâå ÷àøêè, â íèõ êîôå ñ ìîëîêîì.
Â ïåðâîé ÷àøêå áîëüøå êîôå, ÷åì ìîëîêà, à âìåñòå â
äâóõ ÷àøêàõ ìîëîêà è êîôå ïîðîâíó. Ìîæíî ëè çà
íåñêîëüêî ïåðåëèâàíèé äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû â ïåð-
âîé ÷àøêå îêàçàëîñü áîëüøå ìîëîêà, ÷åì êîôå?

Îòâåò:  íåò.
Äîêàæåì, ÷òî â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè âåðíû äâà
óòâåðæäåíèÿ: 1) â ïåðâîé ÷àøêå äîëÿ êîôå íå ìåíüøå
ïîëîâèíû; 2) âî âòîðîé ÷àøêå äîëÿ êîôå íå áîëüøå
ïîëîâèíû. Êîíå÷íî, óòâåðæäåíèÿ 1 è 2 ýêâèâàëåíòíû,
ïîñêîëüêó âìåñòå â äâóõ ÷àøêàõ ìîëîêà è êîôå ïîðîâ-
íó. Ïåðåä íà÷àëîì ïåðåëèâàíèé ýòè óòâåðæäåíèÿ âåð-
íû. Ïóñòü îíè âåðíû ïåðåä î÷åðåäíûì ïåðåëèâàíèåì.
Òîãäà äîñòàòî÷íî ïîíÿòü, ÷òî è ïîñëå ýòîãî ïåðåëèâà -
íèÿ îíè îñòàíóòñÿ âåðíûìè.
Åñëè î÷åðåäíîå ïåðåëèâàíèå áûëî ñäåëàíî èç ïåðâîé
÷àøêè âî âòîðóþ, òî äîëÿ êîôå â ïåðâîé ÷àøêå
îñòàëàñü íåèçìåííîé, çíà÷èò, óòâåðæäåíèå 1 (à ñëåäî -
âàòåëüíî, è 2) îñòàåòñÿ âåðíûì. Àíàëîãè÷íî ðàññóæ-
äàåì è â òîì ñëó÷àå, êîãäà î÷åðåäíîå ïåðåëèâàíèå
áûëî ñäåëàíî èç âòîðîé ÷àøêè â ïåðâóþ: â ýòîì
ñëó÷àå äîëÿ êîôå âî âòîðîé ÷àøêå îñòàëàñü íåèçìåí-
íîé, çíà÷èò, óòâåðæäåíèå 2 (à ñëåäîâàòåëüíî, è 1)
îñòàåòñÿ âåðíûì.

Ï.Êîæåâíèêîâ

M2247.  Ïðè êàêèõ n > 1 èç ðàâåíñòâà 32
1 2

xxx x= = K
1x

nx=K  ñëåäóåò 1 2 nx x x= = =K   ( 1, , nx xK  – ïîëî-
æèòåëüíûå ÷èñëà)?

Îòâåò : ïðè íå÷åòíûõ n.
Ïðè ÷åòíûõ n = 2k ìîæíî ïîëîæèòü 1 3x x= = K

2 1 2kx -= =K , 2 4 2 4kx x x= = = =K .
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè íå÷åòíîì n = 2k + 1 íàøëèñü
ïîëîæèòåëüíûå 1 2, , , ,nx x xK  ñðåäè êîòîðûõ åñòü ðàç-
ëè÷íûå, òàêèå ÷òî 32 1

1 2
xx x

nx x x A= = = =L .
Åñëè 1 2x x= , òî èç ðàâåíñòâà 32

1 2
xxx x=  èìååì 2 3x x= .

Èç ñëåäóþùåãî ðàâåíñòâà ïîëó÷àåì 3 4x x=  è ò.ä.
Çíà÷èò, 1 nx x= =K  – ïðîòèâîðå÷èå.
Ïðè A = 1 âñå ix  ðàâíû 1 – òàêæå èìååì ïðîòèâîðå÷èå.
Ïóñòü A > 1, òîãäà âñå ix  áîëüøå 1. Ïóñòü 1 2x x< ,
òîãäà 3 32

1 12
x xxx x x= > , îòêóäà 2 3x x>  (ìû âîñïîëüçî-

âàëèñü òåì, ÷òî 1 1x > ). Àíàëîãè÷íî, èç íåðàâåíñòâà

2 3x x>  ïîëó÷àåì 3 4x x< , è ò.ä., íàêîíåö, 2 2 1k kx x +> ,

2 1 1kx x+ < , 1 2x x> . Ïðîéäÿ êðóã íåðàâåíñòâ, ïðèõîäèì
ê ïðîòèâîðå÷èþ. Ñëó÷àé 1 2x x>  ðàññìàòðèâàåòñÿ àíà-
ëîãè÷íî.
Ïóñòü A < 1, òîãäà âñå ix  ìåíüøå 1. Ïóñòü 1 2x x< ,
òîãäà 3 32

1 12
x xxx x x= > , îòêóäà 2 3x x<  (ìû âîñïîëüçî-
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âàëèñü òåì, ÷òî 1 1x < ). Äàëåå, ïîñëåäîâàòåëüíî ïî-
ëó÷àåì 2 3 4 1nx x x x x< < < < <K . Ïðîòèâîðå÷èå (îò-
ìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå A < 1 ìû íå ïîëüçîâàëèñü íå÷åòíî-
ñòüþ n).
Çàìå÷àíèå . Ïðè A > 1 ìîæíî ðàññóæäàòü íåñêîëüêî
èíà÷å è ïîëó÷èòü ïîëíîå îïèñàíèå íàáîðîâ 1, , nx xK ,
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ.
Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè 1 1x >  – íàèìåíüøåå ñðåäè
âñåõ ix . Òîãäà èç ðàâåíñòâ 2 1

1
ix x

ix x += , i  = 2, …, n
(çäåñü ïîëàãàåì 1 1nx x+ = ), ñëåäóåò, ÷òî 2x  – íàèáîëü-
øåå ñðåäè âñåõ ix . Çàòåì èç ðàâåíñòâ 3 1

2
ix x

ix x += , i  =
= 3, …, n, 1, ñëåäóåò, ÷òî òàê êàê 2x  – íàèáîëüøåå, òî

3x  – íàèìåíüøåå ñðåäè âñåõ ix , è ò.ä. Ïðîéäÿ òàê
ïîëíûé êðóã, äëÿ íå÷åòíîãî n, êàê è âûøå, ïîëó÷àåì

1 2 nx x x= = =K , ÷òî íåâîçìîæíî ïî óñëîâèþ. Ïðè
÷åòíîì  n  èìååì  1 3 2 1nx x x a-= = = =K , 2 4x x= = K

2nx b= =K , ãäå b aa b= . Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî â ñëó-

÷àå a b¹  îçíà÷àåò, ÷òî ( )
1
1 1, ,

t
t ta b t t- -

æ ö
ç ÷=
ç ÷
è ø

, ãäå t  > 0,

1t ¹ . Ïðè ýòîì a è b íàòóðàëüíû, â òî÷íîñòè åñëè

( ) ( ), 2, 4a b =  èëè ( ) ( ), 4, 2a b = .
Â.Ñåíäåðîâ

M2248.  à) Â âåðøèíàõ 33-óãîëüíèêà çàïèñàëè â íåêî-
òîðîì ïîðÿäêå öåëûå ÷èñëà îò 1 äî 33. Çàòåì íà
êàæäîé ñòîðîíå íàïèñàëè ñóììó ÷èñåë â åå êîíöàõ.
Ìîãóò ëè íà ñòîðîíàõ îêàçàòüñÿ 33 ïîñëåäîâàòåëü-
íûõ öåëûõ ÷èñëà (â êàêîì-íèáóäü ïîðÿäêå)?
á) Òîò æå âîïðîñ äëÿ 32-óãîëüíèêà.

Îòâåò : à) ìîãóò; á) íåò.
à) Ïóñòü ÷èñëà â âåðøèíàõ èäóò â òàêîì ïîðÿäêå: 1, 18,
2, 19, 3, 20, …, 16, 33, 17. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷ò î
ñóììû äâóõ ñîñåäíèõ áóäóò âîçðàñòàòü ïî ïîðÿäêó îò
19 äî 50. À ñóììà ïåðâîãî è ïîñëåäíåãî ðàâíà 18.
á) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêîå âîçìîæíî è ÷èñëà, íàïè-
ñàííûå íà ñòîðîíàõ 32-óãîëüíèêà, îêàçàëèñü ðàâíûìè
÷èñëàì n + 1, n + 2, …, n + 32. Òàê êàê êàæäîå ÷èñëî
íà ñòîðîíå ïîëó÷àåòñÿ ñóììèðîâàíèåì äâóõ ÷èñåë,
ñòîÿùèõ â åå êîíöàõ, òî ñóììà âñåõ ÷èñåë íà ñòîðîíà õ
ðàâíà óäâîåííîé ñóììå âñåõ ÷èñåë â âåðøèíàõ. Òîãäà
èìååì ( n + 1) + ( n + 2) + ( n + 3) + … + ( n + 32) =
= 2(1 + 2 + 3 + … + 32), îòêóäà 32 n = 1 + 2 + 3 + …
... + 32. Íî 1 + 2 + 3 + … + 32 = 16 33×  – íå äåëèòñÿ
íà 32. Ïðîòèâîðå÷èå.

Í.Àâèëîâ, Ï.Êîæåâíèêîâ

M2249.  Íà ïëîñêîñòè äàíû 10 ïðÿìûõ îáùåãî ïîëîæå-
íèÿ (íåò ïàðàëëåëüíûõ è íèêàêèå òðè íå ïðîõîäÿò
÷åðåç îäíó òî÷êó). Ïðè êàæäîé òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ
âûáèðàåòñÿ íàèìåíüøèé óãîë, îáðàçîâàííûé ïðîõîäÿ-
ùèìè ÷åðåç íåå ïðÿìûìè. Íàéäèòå íàèáîëüøóþ âîç-
ìîæíóþ ñóììó âñåõ ýòèõ óãëîâ.

Îòâåò : 2250° .
×åðåç ( ),l mÐ  îáîçíà÷èì (íàèìåíüøèé) óãîë ìåæäó
ïðÿìûìè l  è m, à ÷åðåç ( ),l mR  – íàïðàâëåííûé óãîë
îò l  äî m, ò.å. ìèíèìàëüíûé óãîë ïîâîðîòà ïðîòèâ
÷àñîâîé ñòðåëêè, íà êîòîðûé íóæíî ïîâåðíóòü ïðÿìóþ
l , ÷òîáû îíà ñîâìåñòèëàñü ñ ïðÿìîé m. Èç îïðåäåëåíèé

ÿñíî, ÷òî âñåãäà ( ), 90l mÐ £ ° , à ( ) ( ), ,l m m l+ =R R

180= ° , ïðè ýòîì ìåíüøèé èç óãëîâ ( ),l mR  è ( ),m lR
ðàâåí óãëó ( ),l mÐ  (ðèñ.1).

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå äàííûå â çàäà÷å ïðÿìûå
ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó òî÷êó. Îáîçíà÷èì îäíó èç ïðÿìûõ
÷åðåç 0l , à îñòàëüíûå çàíóìåðóåì 1 9, ,l lK  òàê, ÷òî

( ) ( ) ( )0 1 0 2 0 9, , ,l l l l l l< < <R R K R  (ðèñ.2).
Èìååì

( ) ( ) ( ) ( )1 0 1 1 2 2 3 9 0, , , ,s l l l l l l l l= Ð + Ð + Ð + + Ð £K

£ ( ) ( ) ( ) ( )0 1 1 2 2 3 9 0, , , , 180l l l l l l l l+ + + + = °R R R K R ,

( ) ( ) ( ) ( )2 0 2 1 3 2 4 9 1, , , ,s l l l l l l l l= Ð + Ð + Ð + + Ð £K

£ ( ) ( ) ( ) ( )0 2 1 3 2 4 9 1, , , ,l l l l l l l l+ + + + =R R R K R

= ( ) ( )( ) ( ) ( )( )0 1 1 2 1 2 2 3, , , ,l l l l l l l l+ + + +R R R R K

... + ( ) ( )( )9 0 0 1, ,l l l l+ =R R

= ( ) ( ) ( ) ( )( )0 1 1 2 2 3 9 02 , , , ,l l l l l l l l+ + + + =R R R K R

= 2 180× °.
Òàêèì æå îáðàçîì ïîëó÷àåì, ÷òî

( ) ( ) ( ) ( )3 0 3 1 4 2 5 9 2, , , ,s l l l l l l l l= Ð + Ð + Ð + + Ð £K

£ 3 180× °,

( ) ( ) ( ) ( )4 0 4 1 5 2 6 9 3, , , ,s l l l l l l l l= Ð + Ð + Ð + + Ð £K

£ 4 180× °.
Ñêëàäûâàÿ ïîëó÷åííûå îöåíêè ñ íåðàâåíñòâàìè

( )5, 90i il l +Ð £ ° , ãäå i  = 0, 1, 2, 3, 4, ïîëó÷àåì, ÷òî ñóììà
óãëîâ, î êîòîðîé èäåò ðå÷ü â çàäà÷å, íå ïðåâîñõîäèò
( )1 2 3 4 180 5 90 25 90 2250+ + + × ° + × ° = × ° = °.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòà îöåíêà äîñòèãàåòñÿ. Íàïðèìåð,  â
ñëó÷àå êîãäà óãëû ìåæäó ñîñåäíèìè ïðÿìûìè ðàâíû
ìåæäó ñîáîé (ò.å. ( ) ( ) ( )0 1 1 2 2 3, , ,l l l l l l= = =R R R
= ( )9 0, 18l l = °R ), âñå íåðàâåíñòâà, êîòîðûå áûëè èñ-
ïîëüçîâàíû â îöåíêå, îáðàùàþòñÿ â ðàâåíñòâà.

Ï.Êîæåâíèêîâ

Ì2250.  Â òðåóãîëüíèêå ABC òî÷êè 1A , 1B , 1C  –
îñíîâàíèÿ âûñîò èç âåðøèí A, B, C, òî÷êè AC  è BC
– ïðîåêöèè 1C  íà AC è BC
ñîîòâåòñòâåííî. Äîêà-
æèòå, ÷òî ïðÿìàÿ A BC C
äåëèò ïîïîëàì îòðåçêè

1 1C A  è 1 1C B .

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé îñòðî-
óãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà.
Ïóñòü îòðåçêè A BC C  è

1 1C A  ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷-

Ðèñ. 1 Ðèñ. 2
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êå M  (ñì. ðèñóíîê). Òî÷êè AC  è BC  ëåæàò íà
îêðóæíîñòè ñ äèàìåòðîì 1CC . Ïîýòîìó

1 190A B A AC C C C C C C CC AÐ = Ð = ° - Ð = Ð .

Òî÷êè 1C  è 1A  ëåæàò íà îêðóæíîñòè ñ äèàìåòðîì AC,
çíà÷èò, 1 1 1 1180C A B CA C AÐ = ° - Ð = Ð . Ñëåäîâàòåëü-
íî, òðåóãîëüíèê 1 BA MC  ðàâíîáåäðåííûé, è

1 BA M C M= . Óãëû 1 1 BA C C  è 1 BC C M  äîïîëíÿþò
ðàâíûå óãëû 1 1 BC A C  è 1 BA C M  äî 90° , çíà÷èò, òðåó-
ãîëüíèê 1 BC MC  òîæå ðàâíîáåäðåííûé, è 1C M =

1BC M A M= = .
Òàê æå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðÿìàÿ A BC C  äåëèò ïîïîëàì
è îòðåçîê 1 1C B .
Â ñëó÷àÿõ, êîãäà îäèí èç óãëîâ òðåóãîëüíèêà òóïîé,
óãëû âû÷èñëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ë.Ìåäíèêîâ, À.Øàïîâàëîâ

Ì2251.  Ïî ïðÿìîìó øîññå ñî ñêîðîñòüþ 60 êì/÷ åäåò
ìàøèíà. Íåäàëåêî îò äîðîãè ñòîèò 100-ìåòðîâûé
çàáîð, ïàðàëëåëüíûé äîðîãå. Êàæäóþ ñåêóíäó ïàññà-
æèð àâòîìîáèëÿ èçìåðÿåò óãîë, ïîä êîòîðûì âèäåí
çàáîð. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà âñåõ èçìåðåííûõ èì
óãëîâ ìåíüøå 1100 ãðàäóñîâ.

Çà 6 ñåêóíä ìàøèíà ïðîåçæàåò 100 ì. Ðàçîáüåì âåðøè-
íû èçìåðåííûõ óãëîâ íà 6 ãðóïï: â îäíó ãðóïïó
îáúåäèíèì âåðøèíû ñ èíòåðâàëîì 100 ì ìåæäó ñîñåä-
íèìè (6 ñåêóíä ïî âðåìåíè). Ðàññìîòðèì îäíó èç
ãðóïï.
Ïàðàëëåëüíî ïåðåíåñåì âñå óãëû ñ âåðøèíàìè â ýòîé
ãðóïïå òàê, ÷òîáû èõ âåðøèíû ïîïàëè â îäíó òî÷êó B
(ñì. ðèñóíîê). Ïóñòü çàáîð ëåæèò íà ïðÿìîé a. Êàæ-

äûé ïåðåíåñåííûé óãîë âûñåêàåò íà íåé 100-ìåòðîâûé
ó÷àñòîê, ïîëó÷åííûé ñäâèãîì çàáîðà. Ýòè ó÷àñòêè
ïðÿìîé a íå ïåðåêðûâàþòñÿ, çíà÷èò, ïåðåíåñåííûå
óãëû íå ïåðåêðûâàþòñÿ. Òàê êàê ýòè óãëû ïîìåùàþòñÿ
â ðàçâåðíóòîì óãëå ñ âåðøèíîé B, èõ ñóììà íå ïðåâîñ-
õîäèò 180° . Èòàê, ñóììà óãëîâ ñ âåðøèíàìè â îäíîé
ãðóïïå íå ïðåâîñõîäèò 180° . Çíà÷èò, ñóììà âñåõ
èçìåðåííûõ óãëîâ íå ïðåâîñõîäèò 6 180 1080× ° = ° <

1100< ° .
Ë.Ìåäíèêîâ, À.Øàïîâàëîâ

Ì2252.  Äîêàæèòå, ÷òî ïðè n > 1 ÷èñëî

( )2 11 3 5 7 91 3 5 7 9 2 1
n

n -
+ + + + + + -K  äåëèòñÿ íà 2n ,

íî íå äåëèòñÿ íà 12n+ .

Âíà÷àëå äîêàæåì äâà âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèÿ.

Ëåììà 1 . ( )2 21 mod 2
n nk +º  äëÿ êàæäîãî íå÷åòíîãî

÷èñëà k.

Äîêàçàòåëüñòâî .

( )( )( )( ) ( )12 2 4 21 1 1 1 1 1
n n

k k k k k k
-

- = - + + + +K

– ïðîèçâåäåíèå n + 1 ÷åòíûõ ìíîæèòåëåé. Âäîáàâîê
îäèí èç ïåðâûõ äâóõ ìíîæèòåëåé äåëèòñÿ
íà 4.

Ëåììà 2 . ( ) ( ) ( )22 1 2 mod 2
kn k n nk k ++ º +  ïðè n > 1.

Äîêàçàòåëüñòâî .

( ) 1 2 2 22 2 2
kn k k n k n

kk k k k C k- -+ = + × × + × +K ,

à âñå ñëàãàåìûå, êðîìå äâóõ ïåðâûõ, äåëÿòñÿ íà 22n+ .
Âåðíåìñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è. Îáîçíà÷èì ñóììó èç
óñëîâèÿ ÷åðåç nS , à ðàçíîñòü 1n nS S+ -  ÷åðåç nR .
Áóäåì âåñòè èíäóêöèþ ïî n. Áàçà ( n = 2) î÷åâèäíà.
Øàã èíäóêöèè . 1n n nS S R+ = + . Çäåñü nR  – ñóììà 12n-

ñëàãàåìûõ âèäà mm , ãäå 2nm k= + , k – íå÷åòíîå
÷èñëî, ìåíüøåå 2n . Ïî ëåììå 1 èìååì  2nm km m m= × º

( )2mod 2k nm +º . Ïîýòîìó

( ) ( ) ( ) ( )3 5 21 2 3 2 5 2 mod 2n n n n
nR +º + + + + + +K .

Ïî ëåììå 2,

( )( )21 2 mod 2n n
n nR S +º + .

Çíà÷èò,

( )( )1 2
1 2 1 2 mod 2n n

n nS S - +
+ º + .

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè nS  äåëèòñÿ íà 2n  (çíà-
÷èò, 1nS +  äåëèòñÿ íà 12n+ ) è íå äåëèòñÿ íà 12n+  (çíà÷èò,

1nS +  íå äåëèòñÿ íà 22n+ ).
Ë.Ìåäíèêîâ, À.Øàïîâàëîâ

Ì2253.  100 êðàñíûõ òî÷åê ðàçäåëèëè ñèíþþ îêðóæ-
íîñòü íà 100 äóã, äëèíû êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ âñåìè
íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè îò 1 äî 100 â ïðîèçâîëüíîì
ïîðÿäêå. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóþò äâå ïåðïåíäè-
êóëÿðíûå õîðäû ñ êðàñíûìè êîíöàìè.

Åñëè íàéäóòñÿ äâå äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûå
êðàñíûå òî÷êè K  è K ¢, òî äëÿ ëþáîé äðóãîé êðàñíîé
òî÷êè L  óãîë KLK ¢ ðàâåí 90° , ò.å. õîðäû KL  è LK ¢
– èñêîìûå. Ïóñòü äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûõ
êðàñíûõ òî÷åê íåò.
Äàëåå áóêâû áåç øòðèõîâ îáîçíà÷àþò òîëüêî êðàñíûå
òî÷êè, òå æå áóêâû ñî øòðèõîì – äèàìåòðàëüíî ïðîòè-
âîïîëîæíûå (ñèíèå). Åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, òî
ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî äóãè ñ êðàñíûìè êîíöàìè.
|AB| îáîçíà÷àåò äëèíó êðàò÷àéøåé äóãè ìåæäó òî÷êàìè
A è B, h – äëèíó ïîëóîêðóæíîñòè (ýòî öåëîå ÷èñëî, òàê
êàê îáùàÿ äëèíà îêðóæíîñòè ÷åòíà). Äóãó áåç âíóòðåí -
íèõ êðàñíûõ òî÷åê íàçîâåì ïðîñòîé .
Íàçîâåì äëèííîé  äóãó äëèíû h k- , ãäå 1 100k£ £ .
Îíà ñîñòàâëåíà èç ïðîñòûõ äóã, â òîì ÷èñëå äâóõ
êðàéíèõ  – ïðèìûêàþùèõ ê êîíöàì äëèííîé äóãè.
Äîêàæåì, ÷òî åñëè äëèíû îáåèõ êðàéíèõ íå ðàâíû k,
òî èñêîìûå õîðäû íàéäóòñÿ.
Ðàññìîòðèì, ãäå ìîæåò íàõîäèòüñÿ ïðîñòàÿ äóãà äëèíû
k. Îíà íå ìîæåò ïðèìûêàòü ê äëèííîé ñíàðóæè (èíà÷å
îáúåäèíåíèå äóã îáðàçóåò ïîëóîêðóæíîñòü è åñòü äèà-
ìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûå êðàñíûå òî÷êè). Çíà÷èò,
êîíöû äóã – ÷åòûðå ðàçíûå òî÷êè. Âîçìîæíû äâà
âàðèàíòà âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ.
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Ô2253.  Â Ìîñêâå 08 ôåâðàëÿ 2011 ãîäà, â ñåðåäèíå
âðåìåíí óãî ïðîìåæóòêà îò çèìíåãî ñîëíöåñòîÿíèÿ äî
âåñåííåãî ðàâíîäåíñòâèÿ, áûëî ïðèíÿòî ðåøåíèå îá
îòìåíå ïåðåõîäà íà ñåçîííîå âðåìÿ. Íà ñêîëüêî ãðàäó -
ñîâ â ïîëäåíü ýòîãî äíÿ Ñîëíöå îòêëîíÿëîñü îò
çåíèòà? Íàñêîëüêî òî÷íî äëÿ ýòîãî äíÿ âûðàæåíèå «â
ïîëäåíü Ñîëíöå âèñèò íàä ãîëîâîé è ïå÷åò åå»?

Èç ñïðàâî÷íèêà íàõîäèì: øèðîòà Ìîñêâû 55,83a = °,
íàêëîí îñè âðàùåíèÿ Çåìëè ê ïëîñêîñòè åå îðáèòû

23,44b = °, äîëãîòà Ìîñêâû 37,62 0,31g = ° ± °. Ïîëî-
æåíèå Ñîëíöà â àñòðîíîìè÷åñêèé ïîëäåíü ýòîãî äíÿ,
ò.å. â ìîìåíò, êîãäà Ñîëíöå íàõîäèòñÿ íà ìàêñèìàëü-
íîé óãëîâîé âûñîòå íàä ãîðèçîíòîì, â Ìîñêâå îïðåäå-
ëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

90 cos 45 17,6° - a - b ° » ° .
Òàêèì îáðàçîì, Ñîëíöå îòêëîíèëîñü îò çåíèòà â ïîë-
äåíü ýòîãî äíÿ íà 72,4° . Âðÿä ëè ïðè òàêîì ïîëîæåíèè
Ñîëíöå ìîãëî ñèëüíî íàïå÷ü ãîëîâó.

Ä.Ìåäâåäåâ

Ô2254.  Íà òåëî, êîòîðîå â íà÷àëüíûé ìîìåíò èìåëî
ñêîðîñòü v

r
, íà÷èíàåò äåéñòâîâàòü ïîñòîÿííàÿ ñèëà

F
ur

. Ñïóñòÿ âðåìÿ t  âåëè÷èíà ñêîðîñòè òåëà ñòàëà
ðàâíîé 2v . Çà ñëåäóþùèé òàêîé æå èíòåðâàë âðåìå-
íè ìîäóëü ñêîðîñòè óìåíüøèëñÿ åùå â äâà ðàçà.
Îïðåäåëèòå, â êàêîé ìîìåíò âðåìåíè 1t  âåêòîð
ñêîðîñòè òåëà áóäåò ïåðïåíäèêóëÿðåí âåêòîðó íà-
÷àëüíîé ñêîðîñòè. ×åìó áóäåò ðàâíà ïî âåëè÷èíå
ñêîðîñòü òåëà ñïóñòÿ èíòåðâàë âðåìåíè 3t  ñ íà÷àëà
äåéñòâèÿ ñèëû? ×åðåç êàêîå âðåìÿ 2t  ñ ìîìåíòà
íà÷àëà äåéñòâèÿ ñèëû ñêîðîñòü òåëà ïî ìîäóëþ ñíîâà
áóäåò ðàâíà v? ×åìó ðàâíà ìàññà M òåëà?

Îáîçíà÷èì îòíîøåíèå âåëè÷èíû èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè
çà âðåìÿ t  ê âåëè÷èíå ñêîðîñòè v ÷åðåç x, à âåëè÷èíó
êîñèíóñà óãëà ìåæäó íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ v

r
 è íàïðàâ-

ëåíèåì ñèëû F
ur

 – ÷åðåç y. Èç óñëîâèÿ ïðåæäå âñåãî
ñëåäóþò òàêèå äâà óðàâíåíèÿ:

2 1
1 2

4
xy x+ + =  è 2 1

1 4 4
16

xy x+ + = .

Ýòèì óðàâíåíèÿì ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿ
3

4 2
x =  è 

11 2
16

y = - .

Â ìîìåíò âðåìåíè 1t , êîãäà íîâàÿ ñêîðîñòü ïåðïåíäè-
êóëÿðíà íà÷àëüíîé ñêîðîñòè, âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøå-
íèå

11 0
xyt

+ =
t

,

îòêóäà ñëåäóåò

1
64
33

t = t .

Îòíîøåíèå êâàäðàòà ñêîðîñòè 2z  â ìîìåíò âðåìåíè 3t
ê âåëè÷èíå 2v  ðàâíî

2
2

2 1 6 9
z

xy x
v

= + + .

Îòñþäà íàõîäèì âåëè÷èíó ñêîðîñòè òåëà â ìîìåíò
âðåìåíè 3t :

7
4

z v= .

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ìîìåíòà âðåìåíè 2t , êîãäà âåëè÷èíà
ñêîðîñòè ñíîâà ïðèìåò çíà÷åíèå v, íóæíî ðåøèòü òàêîå
óðàâíåíèå:

2
2 22

1 1
xyt t xæ ö+ + =ç ÷t tè ø

.

Ýòî óðàâíåíèå èìååò äâà ðåøåíèÿ, îäíî èç êîòîðûõ 2t =
= 0 ñîîòâåòñòâóåò íà÷àëüíîìó ìîìåíòó âðåìåíè, à
âòîðîå ðåøåíèå – ýòî òî âðåìÿ, êîòîðîå íàñ èíòåðåñó åò:

2
11
3

t = t .

Èçìåíåíèå ñêîðîñòè òåëà çà âðåìÿ t  ïîä äåéñòâèå ñèëû

F ðàâíî 
3

4 2
v , ñëåäîâàòåëüíî, ìàññà òåëà ðàâíà

4 2
3

F
M

v
t

= .

Ñ.Âàðëàìîâ

1) Ïðîñòàÿ äóãà ëåæèò âíå äëèííîé (ðèñ.1). Ïðîâåäåì
äâå ïåðåñåêàþùèåñÿ õîðäû îò êîíöîâ äëèííîé äóãè ê
êîíöàì ïðîñòîé. Óãîë ìåæäó õîðäàìè èçìåðÿåòñÿ
ïîëóñóììîé óãëîâûõ ìåð äóã, ïîýòîìó îí ïðÿìîé.
2) Ïðîñòàÿ äóãà ëåæèò íà äëèííîé (ðèñ.2). Ïðîâåäåì
äâå íåïåðåñåêàþùèåñÿ õîðäû îò êîíöîâ äëèííîé äóãè
ê êîíöàì ïðîñòîé. Óãîë ìåæäó õîðäàìè èçìåðÿåòñÿ
ïîëóðàçíîñòüþ óãëîâûõ ìåð äóãè, äîïîëíèòåëüíîé ê
äëèííîé, è ïðîñòîé äóãè, ïîýòîìó îí ïðÿìîé.
Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî íàéäåòñÿ äëèííàÿ äóãà, äëÿ
êîòîðîé äîïîëíÿþùàÿ åå äî h ïðîñòàÿ äóãà – íå
êðàéíÿÿ.
Íàçîâåì ñâåðõäëèííîé  äóãó äëèíû h k- , ãäå 1 50k£ £ .
Äëÿ êàæäîé òî÷êè A âûáåðåì ñâåðõäëèííóþ äóãó ñ
êîíöîì â ýòîé òî÷êå: åñëè A¢ ëåæèò íà ïðîñòîé äóãå
BC è k A B A C¢ ¢= £ , òî 50k £ ; â ýòîì ñëó÷àå âûáè-
ðàåì | AB| = h k-  (ïðè ðàâåíñòâå A B A C¢ ¢=  âûáèðà-
åì îáå: AB è AC). Òåì ñàìûì âûáðàíî íå ìåíåå 50
ñâåðõäëèííûõ äóã. Äîêàæåì, ÷òî ñðåäè âûáðàííûõ
åñòü äâå äóãè îäèíàêîâîé äëèíû. Åñëè íåò äëèíû h –
– 50, òî äëèí ìåíüøå, ÷åì äóã, è ðàâíûå äóãè íàéäóò ñÿ
ïî ïðèíöèïó Äèðèõëå. Åñëè äëèíà h – 50 åñòü, îíà
âîçíèêëà ïðè ïîïàäàíèè A¢ â ñåðåäèíó äóãè BC äëèíû
100, çíà÷èò, åñòü äâå äóãè äëèíû h – 50. Îáå äóãè
äëèíû h – k ìîãóò èìåòü êðàéíþþ äóãó äëèíû k, òîëüêî
åñëè îíè ïåðåñåêàþòñÿ ïî ýòîé äóãå. Èòàê, ïóñòü
|DF | = |EG| = h – k, è îíè ïåðåñåêàþòñÿ ïî ïðîñòîé äóãå
EF äëèíû k (ðèñ.3). Íî òîãäà DE  è FG – íåïåðåñåêà-
þùèåñÿ äëèííûå äóãè äëèíû h – 2 k, è õîòÿ áû íà îäíîé
èç íèõ íå ëåæèò ïðîñòàÿ äóãà äëèíû 2 k.

Ë.Ìåäíèêîâ, À.Øàïîâàëîâ

Ðèñ. 1 Ðèñ. 2 Ðèñ. 3
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Ô2255.  Ñ êàêèì óñêîðåíèåì äâèæåòñÿ óçåëîê íà
íåâåñîìîé è íåðàñòÿæèìîé íèòè â ìåõàíè÷åñêîé
ñèñòåìå, èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå 1? Ìàññû ãðóçîâ m
è M èçâåñòíû, òðåíèÿ â áëîêàõ íåò, áëîêè íåâåñîìû,
à ñâîáîäíûå ó÷àñòêè íèòè âåðòèêàëüíû.

Ââåäåì îñü êîîðäèíàò, íàïðàâëåííóþ âåðòèêàëüíî
âíèç, à  íà÷àëî îòñ÷åòà âûáåðåì íà ëèíèè ðàñïîëîæå-
íèÿ îñåé íåïîäâèæíûõ áëîêîâ (ðèñ.2). Ïîñêîëüêó íèòü
íåðàñòÿæèìà, ñîõðàíÿþòñÿ åå äëèíà:

1 3 22 constx x x+ + =
è äëèíà ó÷àñòêà íèòè ìåæäó óçåëêîì è îäíèì èç åå
êîíöîâ:

1 3 42 constx x x+ - = .
Èç ýòîãî ñëåäóþò òàêèå êèíåìàòè÷åñêèå ñâÿçè äëÿ
óñêîðåíèé:

1 3 22 0a a a+ + =  è 1 3 42 0a a a+ - = .
Ðàññìîòðèì íàòÿæåíèå íèòè íà ðàçíûõ ó÷àñòêàõ. Ïî-
ñêîëüêó áëîê, îñü êîòîðîãî èìååò êîîðäèíàòó 3x , íåâå-
ñîì è íåâåñîìà íèòü, îõâàòûâàþùàÿ øêèâ ýòîãî áëîêà,
òî íèòü èìååò îäèíàêîâûå ñèëû íàòÿæåíèÿ Ò ïî îáå
ñòîðîíû ýòîãî áëîêà. Íàòÿæåíèå âåðòèêàëüíîãî ó÷àñ-
òêà íèòè, êîíåö êîòîðîãî ïðèêðåïëåí ê îñè ýòîãî áëî êà,
òîæå ðàâíî Ò. Òîãäà èç âòîðîãî çàêîíà Íüþòîíà

30 2a T T× = -  ñëåäóåò, ÷òî íèòü íå íàòÿíóòà, ò.å. Ò = 0.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îáà ãðóçà ïàäàþò ñ îäèíàêîâûìè
óñêîðåíèÿìè 1a  è 2a , ðàâíûìè g. Èç óðàâíåíèé äëÿ
êèíåìàòè÷åñêèõ ñâÿçåé ñëåäóåò îòâåò:

4 5a g= - .
Ñ.Âàðëàìîâ

Ô2256.  Ðàññòîÿíèå îò Ñîëíöà Ñ äî Âåíåðû Â ñîñòàâ-
ëÿåò ïðèìåðíî 0,7 à.å., ãäå 1 à.å. – ýòî ðàññòîÿíèå  îò
Çåìëè Ç äî Ñîëíöà Ñ. Îðáèòû ïëàíåò ìîæíî ñ÷èòàòü
êðóãîâûìè è ëåæàùèìè â îäíîé ïëîñêîñòè. Ïðè êàêîì
çíà÷åíèè óãëà j , ñîñòàâëåííîãî îòðåçêàìè ÇÑ (ñî-
åäèíÿþùåãî öåíòðû Çåìëè è Ñîëíöà) è ÑÂ (ñîåäèíÿ-
þùåãî öåíòðû Ñîëíöà è Âåíåðû), Âåíåðà êàæåòñÿ
íàèáîëåå ÿðêîé?

Óãëó j  ìåæäó îòðåçêàìè ÇÑ è ÑÂ îäíîçíà÷íî ñîîòâåò-
ñòâóåò óãîë ìåæäó îòðåçêàìè ÇÂ è ÇÑ. Îáîçíà÷èì åãî
÷åðåç a . Ýòîò óãîë ðàâåí

0,7sin
arctg

1 0,7cos
j

a =
- j .

Ñ Çåìëè âèäíà ÷àñòü ïîâåðõíîñòè Âåíåðû, îñâåùåííàÿ
Ñîëíöåì. Ïëîùàäü ýòîé îñâåùåííîé ÷àñòè äèñêà Âåíå-
ðû ðàâíà

( )( )1 cos

2

S - a + j
,

ãäå S – ïîëíàÿ ïëîùàäü äèñêà Âåíåðû, âêëþ÷àþùàÿ
îñâåùåííóþ è íåîñâåùåííóþ ÷àñòè. Ðàññòîÿíèå îò
Çåìëè äî Âåíåðû ðàâíî

( ) ( )2 20,7sin 1 0,7cos  a.e.L = j + - j

ßðêîñòü Âåíåðû îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì:

( )( )
2

1 cosW

L

- a + j
,

ãäå W  – íåêàÿ êîíñòàíòà. Ñëåäîâàòåëüíî, Âåíåðà áóäåò
êàçàòüñÿ íàèáîëåå ÿðêîé, êîãäà óãîë j  ïðèíèìàåò
òàêîå çíà÷åíèå, ïðè êîòîðîì âûðàæåíèå

( )
( ) ( )2 2

1 cos

0,7sin 1 0,7cos

- a + j

j + - j

èìååò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå. Ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðà
(à îí åñòü ïî÷òè ó êàæäîãî íûíåøíåãî ñòàðøåêëàññíè-
êà) ìîæíî íàéòè èñêîìîå çíà÷åíèå óãëà:

24,8j » ° .
Ïðè ýòîì 38,85a » ° .

Ñ.Âàðëàìîâ

Ô2257.  Íåâåñîìûé æåñòêèé
øêèâ áëîêà èìååò âíåøíèé
ðàäèóñ R è ðàäèóñ îòâåð-
ñòèÿ r. Ýòîò øêèâ íàñàæåí
íà çàêðåïëåííóþ ãîðèçîí-
òàëüíóþ æåñòêóþ îñü ñ äè-
àìåòðîì, íåìíîãî ìåíüøèì,
÷åì 2r. ×åðåç øêèâ áëîêà
ïåðåêèíóòà íåâåñîìàÿ è íå-
ðàñòÿæèìàÿ íèòü, ê êîíöàì
êîòîðîé ïðèêðåïëåíû ãðóçû
ìàññàìè m è M (ðèñ.1). Ñâî-
áîäíûå ó÷àñòêè íèòè, íå ëå-
æàùèå íà øêèâå áëîêà, âåð-
òèêàëüíû. Ìåæäó øêèâîì è
îñüþ èìååòñÿ òðåíèå, õàðàêòåðèçóþùååñÿ êîýôôè-
öèåíòîì m. Ñ êàêèìè óñêîðåíèÿìè äâèæóòñÿ ãðóçû?
Ðàññìîòðèòå ðàçíûå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ.

Íàïðàâèì îñü êîîðäèíàò x âíèç, à îñü y – ãîðèçîíòàëü-
íî. Ðàçëè÷íûå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ñîîòâåòñòâóþò òîìó,
÷òî øêèâ áëîêà ìîæåò â íà÷àëüíûé ìîìåíò ëèáî
âðàùàòüñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, ëèáî âðàùàòüñÿ ïî
÷àñîâîé ñòðåëêå, ëèáî èìåòü íóëåâóþ íà÷àëüíóþ óãëî-
âóþ ñêîðîñòü. Íåçàâèñèìî îò òîãî, äâèæóòñÿ ãðóçû èë è
íå äâèæóòñÿ, ñóììà ñèë, äåéñòâóþùèõ íà íåâåñîìûé
øêèâ, ðàâíà íóëþ, à òàêæå ðàâíà íóëþ ñóììà ìîìåíòîâ
ñèë, äåéñòâóþùèõ íà øêèâ. Â ñèëó íåðàñòÿæèìîñòè
íèòè, â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè ñóììà ïðîåêöèé ñêîðî-
ñòåé ãðóçîâ íà îñü x ðàâíà íóëþ è ñóììà ïðîåêöèé
óñêîðåíèé ãðóçîâ íà îñü x òîæå ðàâíà íóëþ. Îáîçíà÷èì

Ðèñ. 1 Ðèñ. 2

Ðèñ. 1



Ê Â À Í T  $ 2 0 1 2 / ¹ 322
óñêîðåíèå ãðóçà ìàññîé m
÷åðåç a. Åñëè ãðóçû äâè-
æóòñÿ, òî èõ óñêîðåíèÿ çà-
âèñÿò îò çíàêîâ ïðîåêöèé
ñêîðîñòåé ãðóçîâ èëè îò òîãî,
â êàêîì íàïðàâëåíèè â äàí-
íûé ìîìåíò âðàùàåòñÿ øêèâ
áëîêà. Íà ðèñóíêå 2 ïîêàçà-
íû ñèëû, äåéñòâóþùèå íà
øêèâ áëîêà, âðàùàþùèéñÿ
ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.
Ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà øêèâ

ñî ñòîðîíû îñè, íàïðàâëåíà âåðòèêàëüíî, à åå ïðîåêö èè
íà íàïðàâëåíèå, ïåðïåíäèêóëÿðíîå ê êàñàòåëüíîé ïî-
âåðõíîñòè â ìåñòå êîíòàêòà øêèâà è îñè, è íà íàïðàâ -
ëåíèå ñàìîé êàñàòåëüíîé ê ýòîé ïîâåðõíîñòè ñâÿçàíû
ñîîòíîøåíèåì òðF N = m. Îáîçíà÷èì ÷åðåç j  óãîë
ìåæäó îòðåçêîì, ñîåäèíÿþùèì öåíòð ñèììåòðèè îñè è
ìåñòî êîíòàêòà, è âåðòèêàëüþ, à ñèëû íàòÿæåíèÿ
ó÷àñòêîâ íèòè – ÷åðåç mT  è MT . Òàê êàê ñóììàðíûé
ìîìåíò ñèë, äåéñòâóþùèõ íà øêèâ, ðàâåí íóëþ, âû-
ïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

( )sinm M M mT T r T R T R+ j × + × = × .
Ïîñêîëüêó èìååò ìåñòî ïðîñêàëüçûâàíèå, âûïîëíÿåòñÿ
óñëîâèå

( )cos ,m MT T N+ j =  òðT ( )sinM mT T= + j .
Îòñþäà ñëåäóåò

tg .j = m

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ òàêàÿ ñâÿçü ìåæäó ñèëàìè
íàòÿæåíèÿ íèòè:

2

2

1

1
M m m

R r
T T T

R r

- m + m
= = a

+ m + m
.

Òåïåðü çàïèøåì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (âòîðîé çàêîí
Íüþòîíà) äëÿ êàæäîãî ãðóçà:

mma mg T= - , MMa Mg T- = -

è ïîëó÷èì çíà÷åíèå óñêîðåíèÿ ãðóçà äëÿ ñëó÷àÿ âðàùå -
íèÿ øêèâà ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè:

m M
a g

m M
a -

=
a +

.

Åñëè ýòî âûðàæåíèå ïîëîæèòåëüíî, òî ñêîðîñòü ãðóçà
ìàññîé m áóäåò óâåëè÷èâàòüñÿ, à åñëè ýòî âûðàæåíèå
ðàâíî íóëþ, òî åãî ñêîðîñòü ìåíÿòüñÿ íå áóäåò. Åñëè  æå
ýòî âûðàæåíèå îòðèöàòåëüíî, òî ñêîðîñòü ãðóçà ìàññî é
m ñíà÷àëà ïîñòåïåííî óìåíüøàåòñÿ, â íåêèé ìîìåíò
ãðóç îñòàíàâëèâàåòñÿ, è äàëüíåéøåå ïîâåäåíèå ñèñòå-
ìû îïðåäåëÿåòñÿ óæå èíûì ñîîòíîøåíèåì.
Ðàññìîòðèì òåïåðü äðóãîé ñëó÷àé, êîãäà â íà÷àëüíûé
ìîìåíò ãðóç ìàññîé m äâèãàëñÿ ââåðõ, ò.å. øêèâ
âðàùàëñÿ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùå-
ìó ñëó÷àþ (âðàùåíèå øêèâà ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè),
çíà÷åíèå óñêîðåíèÿ ãðóçà áóäåò èìåòü âèä

M m
a g

M m
a -

= -
a +

.

Åñëè ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå îòðèöàòåëüíî, òî ñêîðîñ-
òè ãðóçîâ ñèñòåìû áóäóò óâåëè÷èâàòüñÿ ïî ìîäóëþ.
Åñëè ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ðàâíî íóëþ, òî ñêîðîñòè

äâèæåíèÿ ãðóçîâ ìåíÿòüñÿ ñî âðåìåíåì íå áóäóò. Åñëè
æå ýòî âûðàæåíèå ïîëîæèòåëüíî, òî äâèæåíèå ãðóçîâ
áóäåò çàìåäëÿòüñÿ è â íåêîòîðûé ìîìåíò îíè ïðèîáðå-
òóò íóëåâûå ñêîðîñòè.
Îñòàëîñü íàéòè óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà áóäåò í å
óñêîðÿòüñÿ, à çàìåäëÿòüñÿ è â êîíöå êîíöîâ îñòàíîâè ò-
ñÿ èëè áóäåò îñòàâàòüñÿ â ïîêîå, åñëè âíà÷àëå ãðóçû
áûëè íåïîäâèæíû. Ýòî ñëó÷èòñÿ ïðè îäíîâðåìåííîì
âûïîëíåíèè äâóõ ñîîòíîøåíèé:

èm M M ma < a < .
Ñ.Âàðëàìîâ

Ô2258.  Øïðèö åìêîñòüþ 3
0V 12 ñì=  ïîäãîòîâëåí

äëÿ «ãàçîâîãî» ýêñïåðèìåíòà.  Øïðèö çàïîëíåí âîçäó-
õîì ïðè àòìîñôåðíîì äàâëåíèè 0p , è îòâåðñòèå, ê
êîòîðîìó ïðèêðåïëÿåòñÿ èãëà, ãåðìåòèçèðîâàíî ðå-
çèíîâûì êîëïà÷êîì. Ïîðøåíü øïðèöà ïåðåìåùàåòñÿ
âäîëü ñòåí êîðïóñà ñ òðåíèåì, è ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
ñèëà òðåíèÿ íå çàâèñèò îò íàïðàâëåíèÿ ïåðåìåùåíèÿ
ïîðøíÿ îòíîñèòåëüíî ñòåíîê. Øïðèö ïîìåñòèëè â
ñîñóä è ñîçäàëè â ýòîì ñîñóäå äàâëåíèå, èçáûòî÷íîå
ïî ñðàâíåíèþ ñ àòìîñôåðíûì. Ïðè ýòîì ìèíèìàëü-
íûé îáúåì çàêëþ÷åííîãî âíóòðè øïðèöà âîçäóõà áûë

3
1V 2,5 ñì= . Çàòåì äàâëåíèå â ñîñóäå âíîâü âåðíóëè

ê àòìîñôåðíîìó, à îáúåì âîçäóõà, çàïåðòîãî âíóòðè
øïðèöà, ñòàë 3

2V 10 ñì= . Íà ñêîëüêî ìàêñèìàëüíîå
äàâëåíèå â ñîñóäå áûëî áîëüøå ïî ñðàâíåíèþ ñ àòìîñ-
ôåðíûì äàâëåíèåì? Ñ÷èòàéòå òåìïåðàòóðó íåèç-
ìåííîé.

Óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ ïîðøíÿ øïðèöà – ýòî ðàâåíñòâî
íóëþ ñóììû âñåõ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà ïîðøåíü. Â
íà÷àëå ýêñïåðèìåíòà äàâëåíèÿ âîçäóõà âíóòðè è ñíàðó -
æè øïðèöà áûëè îäèíàêîâûìè, ïîýòîìó ñèëà òðåíèÿ
ìåæäó ïîðøíåì è êîðïóñîì áûëà ðàâíà íóëþ. Ïðè
ìàêñèìàëüíîì ñæàòèè âîçäóõà âûïîëíÿåòñÿ òàêîå ñî-
îòíîøåíèå:

òð10 0
0

1

Fp V
p p

V S
+ = + D .

Çäåñü S – ýòî ïëîùàäü ïîðøíÿ, pD  – èñêîìîå èçáûòî÷-
íîå äàâëåíèå. Ïðè âîññòàíîâëåíèè äàâëåíèÿ âîçäóõà â
ñîñóäå äî âåëè÷èíû 0p  âûïîëíÿåòñÿ èíîå óñëîâèå
ðàâíîâåñèÿ ïîðøíÿ:

òð20 0
0

2

Fp V
p

V S
- = .

Èç ýòèõ äâóõ óðàâíåíèé ìîæíî èñêëþ÷èòü ñèëó òðå-
íèÿ, âåëè÷èíà êîòîðîé ïî óñëîâèþ íå çàâèñèò îò
íàïðàâëåíèÿ ïåðåìåùåíèÿ ïîðøíÿ îòíîñèòåëüíî êîð-
ïóñà. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

0 0
0 0

2 1

2 4
V V

p p p
V V

æ ö
D = + - =ç ÷

è ø
.

Ñ.Äìèòðèåâ

Ô2259.  Ó èäåàëüíîãî òðàíñôîðìàòîðà åñòü äâå îá-
ìîòêè ñ íóëåâûìè ñîïðîòèâëåíèÿìè, êîòîðûå èìåþò
N è 3N âèòêîâ. Åñëè âûâîäû îáìîòêè ñ áîëüøèì
÷èñëîì âèòêîâ ïîäêëþ÷èòü ê èñòî÷íèêó ïåðåìåííîãî
íàïðÿæåíèÿ 0 cosu U t= w , òî àìïëèòóäà òîêà õîëîñ-
òîãî õîäà, êîãäà ê âûâîäàì âòîðîé îáìîòêè íè÷åãî íå

Ðèñ. 2



Ç À Ä À × Í È Ê  « Ê Â À Í Ò À » 23
ï î ä ê ë þ ÷ à þ ò ,
ðàâíà 0I . Ýòîò
òðàíñôîðìàòîð
âêëþ÷èëè â ñõå-
ìó, èçîáðàæåí-
íóþ íà ðèñóíêå 1.
ÝÄÑ èäåàëüíîé
áàòàðåéêè êàê

ðàç ðàâíà 0U . Ñîïðîòèâëåíèå ðåçèñòîðà ðàâíî R.
Êëþ÷ çàìûêàþò íà âðåìÿ t , à çàòåì ðàçìûêàþò.
Êàê çàâèñÿò ïîêàçàíèÿ èäåàëüíûõ àìïåðìåòðîâ 1A  è

2A  îò âðåìåíè? Ïîñòðîéòå ãðàôèêè ýòèõ çàâèñèìî-
ñòåé.

Äî ìîìåíòà çàìûêàíèÿ êëþ÷à òîêîâ â îáìîòêàõ òðàíñ-
ôîðìàòîðà íå áûëî, ïîýòîìó ìàãíèòíûé ïîòîê â ñåð-
äå÷íèêå áûë ðàâåí íóëþ. Ðàññìîòðèì, êàê ñâÿçàíû
ìåæäó ñîáîé òîêè, ïðîòåêàþùèå ïî îáìîòêàì èäåàëü-
íîãî òðàíñôîðìàòîðà, è êàê ñâÿçàíû íàïðÿæåíèÿ íà
âûâîäàõ åãî îáìîòîê. «Èäåàëüíîñòü» òðàíñôîðìàòîðà
îçíà÷àåò, ÷òî ñîïðîòèâëåíèÿ ïðîâîäîâ, èç êîòîðûõ
ñäåëàíû îáìîòêè, ðàâíû íóëþ è ÷òî âåñü ìàãíèòíûé
ïîòîê, ñîçäàííûé òîêîì â êàæäîì âèòêå, ïðîõîäèò
öåëèêîì ÷åðåç ëþáîé äðóãîé âèòîê êàê ïåðâè÷íîé, òàê
è âòîðè÷íîé îáìîòêè. Êàæäûé âèòîê ïåðâè÷íîé îáìîò-
êè ñîçäàåò â ñåðäå÷íèêå òðàíñôîðìàòîðà ìàãíèòíûé
ïîòîê, ïðîïîðöèîíàëüíûé ïðîòåêàþùåìó ÷åðåç ýòîò
âèòîê òîêó. Îáîçíà÷èì êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëü-
íîñòè ÷åðåç f . Êàæäûé âèòîê âòîðè÷íîé îáìîòêè òàêæå
ñîçäàåò â ñåðäå÷íèêå ïîòîê, ïðè÷åì êîýôôèöèåíò ïðî-
ïîðöèîíàëüíîñòè ïî ìîäóëþ òàêîé æå, êàê è äëÿ
ïåðâè÷íîé îáìîòêè, íî èìååò ïðîòèâîïîëîæíûé çíàê
(ýòî ñâÿçàíî ñ âûáîðîì çíàêîâ êëåìì àìïåðìåòðîâ è
ìåòîê íà îáìîòêàõ òðàíñôîðìàòîðà íà ðèñóíêå 1).
Ïóñòü ÷åðåç ïåðâè÷íóþ è âòîðè÷íóþ îáìîòêè ïðîòåêà-
þò òîêè ( )1I t  è ( )2I t  ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ïîòîê
ìàãíèòíîãî ïîëÿ ÷åðåç ñåðäå÷íèê ðàâåí

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 1 23 3t NfI t NfI t Nf I t I tF = - = - .

Åñëè ñóììàðíûé ïîòîê ìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì, òî â
êàæäîì âèòêå îáåèõ îáìîòîê òðàíñôîðìàòîðà âîçíèêà-
åò ÝÄÑ èíäóêöèè ( )e d t dt= - F . Îáùåå çíà÷åíèå
ÝÄÑ íà êàæäîé èç îáìîòîê ïðîïîðöèîíàëüíî êîëè÷å-
ñòâó âèòêîâ â îáìîòêå:

( ) ( )
1 3

d t
t N

dt

F
= -E ,                 (1)

( ) ( )
2

d t
t N

dt

F
= -E .                  (2)

Òàê êàê îìè÷åñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ ó îáìîòîê íåò, òî
ýòî è åñòü íàïðÿæåíèÿ íà âõîäå è íà âûõîäå òðàíñôîð -
ìàòîðà.
Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî îòíîøåíèå íàïðÿæåíèé
íà âûõîäå è íà âõîäå òðàíñôîðìàòîðà âñåãäà ïîñòîÿí-
íî, à ñàìè ýòè íàïðÿæåíèÿ çàâèñÿò òîëüêî îò ñêîðîñò è
èçìåíåíèÿ ñóììàðíîãî ïîòîêà, ñîçäàâàåìîãî òîêàìè â
îáìîòêàõ. Åñëè ðàçîìêíóòü âòîðè÷íóþ îáìîòêó, òî
íàïðÿæåíèå íà ïåðâè÷íîé îáìîòêå áóäåò ðàâíî

( ) ( )12
1 9

dI t
t N f

dt
= -E ,

ò.å. îñòàâøàÿñÿ âêëþ÷åííîé ïåðâè÷íàÿ îáìîòêà âåäåò
ñåáÿ, êàê êàòóøêà ñ èíäóêòèâíîñòüþ 2

1 9L N f= . Âåëè-
÷èíó 1L  ìû ìîæåì íàéòè èç ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó
àìïëèòóäîé íàïðÿæåíèÿ è àìïëèòóäîé ñèëû òîêà ïðè
ïîäêëþ÷åíèè òðàíñôîðìàòîðà â ðåæèìå õîëîñòîãî
õîäà ê ãåíåðàòîðó ïåðåìåííîãî ñèíóñîèäàëüíîãî íà-
ïðÿæåíèÿ:

0
1

0

U
L

I
=

w
.

Òåïåðü âåðíåìñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è è ïîñìîòðèì, ÷òî
áóäåò ïðîèñõîäèòü â öåïè ïîñëå òîãî, êàê êëþ÷ çàìêí ó-
ëè. Ïîêà êëþ÷ çàìêíóò, íàïðÿæåíèå íà âõîäå (íà
ïåðâè÷íîé îáìîòêå òðàíñôîðìàòîðà) ðàâíî 0U . Çíà-
÷èò, íàïðÿæåíèå íà âûõîäå òðàíñôîðìàòîðà òîæå
ïîñòîÿííî è ðàâíî 0 3U . Ñîîòâåòñòâåííî, òîê â ïðàâîé
÷àñòè öåïè òîæå ïîñòîÿíåí è ðàâåí

( ) 0
2 3

U
I t

R
= .

Ïîñìîòðèì, êàê ìåíÿåòñÿ ìàãíèòíûé ïîòîê ÷åðåç ñåð-
äå÷íèê òðàíñôîðìàòîðà. Äëÿ ýòîãî ìîæíî âîñïîëüçî-
âàòüñÿ ëþáûì èç óðàâíåíèé (1) èëè (2). Íàïðèìåð,
óðàâíåíèåì (1):

( ) ( )
1 0 3

d t
t U N

dt

F
= - = -E ,

îòêóäà

( ) ( )0 00
3 3
U U

t t t
N N

F = + F = .

Ìû èñïîëüçîâàëè òîò ôàêò, ÷òî íåïîñðåäñòâåííî ïåðåä
çàìûêàíèåì êëþ÷à ( t  = 0) òîêè â ñèñòåìå íå òåêëè,
ñëåäîâàòåëüíî, ìàãíèòíûé ïîòîê â ñåðäå÷íèêå òðàíñ-
ôîðìàòîðà áûë ðàâåí íóëþ. Çíàÿ çàâèñèìîñòü ìàãíèò-
íîãî ïîòîêà îò âðåìåíè, ìû ìîæåì íàéòè çàâèñèìîñòü
òîêà â ëåâîé ÷àñòè öåïè îò âðåìåíè:

( ) ( ) ( )( )0
1 23

3
U

t t Nf I t I t
N

F = = - = ( ) 0
13

3
U

Nf I t
R

æ ö-ç ÷
è ø

,

îòêóäà

( ) 0 0
1 29 9

U U
I t t

R N f
= + .

Íåñìîòðÿ íà òî ÷òî òîêè â îáåèõ îáìîòêàõ òðàíñôîðìà -
òîðà ïðè çàìûêàíèè êëþ÷à èçìåíèëèñü ñêà÷êîîáðàçíî,
ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ýòèõ òîêîâ ( ) ( )1 23I t I t- , à âìå-
ñòå ñ íåé è ìàãíèòíûé ïîòîê ÷åðåç ñåðäå÷íèê òðàíñôî ð-
ìàòîðà ìåíÿëèñü íåïðåðûâíî.
Èòàê, ÷åðåç âðåìÿ t  ïîñëå çàìûêàíèÿ êëþ÷à (ò.å.
íåïîñðåäñòâåííî ïåðåä ðàçìûêàíèåì) òîêè â îáìîòêàõ
òðàíñôîðìàòîðà òàêîâû:

0 0
1 1029 9

U U
I I I

R N f

t
= + = + D ,

0
2 103

3
U

I I
R

= = .

À ìàãíèòíûé ïîòîê ÷åðåç ñåðäå÷íèê â ýòîò ìîìåíò
ðàâåí

( ) 0

3
U

N
t

F t = .

×òî æå ïðîèçîéäåò, åñëè òåïåðü êëþ÷ ðàçîìêíóòü? Òîê
â ëåâîé ÷àñòè öåïè ñêà÷êîì óïàäåò äî íóëÿ. Òîê â

Ðèñ. 1
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ïðàâîé ÷àñòè íàéäåì èç óñëîâèÿ ñîõðàíåíèÿ ìàãíèòíî-
ãî ïîòîêà â òå÷åíèå êîðîòêîãî âðåìåíè ðàçìûêàíèÿ
êëþ÷à (ïîòîê íå ìîæåò ìãíîâåííî èçìåíèòüñÿ):

( ) 0
2 20 3

3

U
I I

N f

t
t + = - = - D .

Îñòàëîñü ïîäñòàâèòü â ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå çíà÷å-
íèå âåëè÷èíû ( )2

1 0 09 9N f L U I= = w  è ïîëó÷èòü îò-
âåò äëÿ òîêà âî âòîðè÷íîé îáìîòêå ñðàçó ïîñëå ðàçìû -
êàíèÿ êëþ÷à:

( )2 00 3I It + = - tw .
Ïîñëå ðàçìûêàíèÿ êëþ÷à ýíåðãèÿ â ñåðäå÷íèêå òðàíñ-
ôîðìàòîðà, íàêîïëåííàÿ â âèäå ýíåðãèè ìàãíèòíîãî
ïîëÿ, ïîñòåïåííî óìåíüøàåòñÿ çà ñ÷åò òîãî, ÷òî ÷åðå ç
ðåçèñòîð òå÷åò òîê è â íåì âûäåëÿåòñÿ òåïëîâàÿ ýíåð -
ãèÿ. Èíäóêòèâíîñòü âòîðè÷íîé îáìîòêè òðàíñôîðìàòî-
ðà ïðè ðàçîìêíóòîé ïåðâè÷íîé îáìîòêå ðàâíà

1 0
2

09 81
L U

L
I

= =
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Çàêîí èçìåíåíèÿ òîêà 2I  ñî âðåìåíåì ïîñëå ðàçìûêà-
íèÿ êëþ÷à íàéäåì èç óðàâíåíèÿ

2
2 2

dI
I R L
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Îòñþäà ñëåäóåò
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è ø
,

ò.å. òîê 2I  óáûâàåò ñî âðåìåíåì ïî ýêñïîíåíöèàëüíîìó
çàêîíó ñ õàðàêòåðíûì âðåìåíåì

2 0
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L U

T
R R I

= =
w

.

Ãðàôèêè çàâèñèìîñòåé òîêîâ â îáìîòêàõ îò âðåìåíè
ïðèâåäåíû íà ðèñóíêå 2.

À.Êîðøêîâ

Ðèñ. 2

«Êîëûáåëüêà» Íüþòîíà
(Íà÷àëî ñì. íà 4-é ñòðàíèöå îáëîæêè)

…Äâèæåíèå îäèíàêîâûõ øàðîâ â «êîëûáåëüêå» Íüþòîíà
ëåãêî îáúÿñíèòü, êîãäà îíè íå ñîïðèêàñàþòñÿ ìåæäó ñ îáîé
(ðèñ.1). Â ýòîì ñëó÷àå óäàð êðàéíåãî øàðà ïî öåïî÷ê å

îñòàëüíûõ øàðîâ ìîæíî ðàçáèòü íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ñîóäàðåíèé ìåæäó ñîñåäíèìè øàðàìè. Ñ÷èòàÿ óäàðû àáñ î-
ëþòíî óïðóãèìè, ëåãêî çàêëþ÷èòü, ÷òî øàð 1 ïîñëå ñò îëêíî-
âåíèÿ ñ øàðîì 2 îñòàíîâèòñÿ, à øàð 2 áóäåò äâèãàòüñ ÿ ñî
ñêîðîñòüþ 0v . Çàòåì øàð 2 ñòîëêíåòñÿ ñ øàðîì 3, è ïðîèçîé-
äåò òî æå ñàìîå. È òàê äàëåå. Â ðåçóëüòàòå âåñü ïðî öåññ
çàêîí÷èòñÿ òåì, ÷òî øàð 5 ñî ñêîðîñòüþ 0v  îòëåòèò âëåâî.

Ïóñòü òåïåðü øàðû ñîïðèêàñàþòñÿ (ðèñ.2). Äîïóñòèì, ÷òî

øàðû 2, 3, 4 è 5 ìîæíî çàìåíèòü îäíèì òåëîì ìàññîé â 4 ðàçà
áîëüøå, ÷åì ó øàðà 1. Òîãäà, ïðèìåíÿÿ çàêîíû ñîõðàí åíèÿ
èìïóëüñà è ýíåðãèè ê ñòîëêíîâåíèþ øàðà 1 ñ îñòàëüíû ìè,
ïîëó÷èì, ÷òî øàð 1 ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ áóäåò äâèãàòü ñÿ â
ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòîðîíó ñî ñêîðîñòüþ 03 5v , à âñå îñòàëü-
íûå áóäóò äâèãàòüñÿ âëåâî ñî ñêîðîñòüþ 02 5v . Òàêèì
îáðàçîì, âûáðàííàÿ íàìè ìîäåëü ñòîëêíîâåíèÿ îêàçàëà ñü
íåóäà÷íîé, òàê êàê íåâåðíî ïðåäñêàçûâàåò äâèæåíèå ø àðîâ.

×òîáû âûáðàòü àäåêâàòíóþ ìîäåëü ñòîëêíîâåíèÿ îäèíàê î-
âûõ øàðîâ â «êîëûáåëüêå» Íüþòîíà, ðàññìîòðèì ïîäðîá íåå
ïðîöåññ ñîóäàðåíèÿ øàðà 1 ñ øàðîì 2 (ðèñ.3, à). Ñòîëêíîâå-

íèå ëåâîãî êðàÿ øàðà 1 ñ ïðàâûì êðàåì øàðà 2 âûçûâà åò
ëîêàëüíóþ äåôîðìàöèþ ñæàòèÿ îáîèõ øàðîâ. Ýòà äåôîðì à-
öèÿ ñðàçó íà÷èíàåò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ ñî ñêîðîñòüþ çâ óêà ñ â
âèäå äâóõ âîëí ñæàòèÿ – íàïðàâî ïî øàðó 1 è íàëåâî ïî øàðó
2. Íèæíÿÿ ÷àñòü ðèñóíêà 3, à èëëþñòðèðóåò ðàñïðîñòðàíåíèå
ýòèõ âîëí â îáå ñòîðîíû îò ïóíêòèðíîé ëèíèè, îáîçíà ÷àÿ
âîëíû êðàñíîé ( à) è çåëåíîé ( á) ñòðåëêàìè ñîîòâåòñòâåííî.
«Êðàñíàÿ» âîëíà ñæàòèÿ ÷åðåç èíòåðâàë âðåìåíè D / c, ãäå
D – äèàìåòð øàðà, äîõîäèò äî ïðàâîãî êðàÿ øàðà 1 ( â). Â
ýòîò ìîìåíò øàð 1 ìàêñèìàëüíî ñæàò, ïîñëå ÷åãî íà÷èíàåòñÿ
åãî ðàññëàáëåíèå, ïðîèñõîäÿùåå ñïðàâà íàëåâî. Òàêèì  îáðà-
çîì, «êðàñíàÿ» âîëíà ñæàòèÿ îòðàæàåòñÿ îò ïðàâîãî ê ðàÿ
øàðà 1 è ïðåâðàùàåòñÿ â âîëíó ðàññëàáëåíèÿ ( ã). Òî æå
ïðîèñõîäèò è ñ «çåëåíîé» âîëíîé, êîòîðàÿ, äâèãàÿñü ñïðàâà

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3
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Çàäà÷è

Ýòè çàäà÷è ïðåäíàçíà÷åíû ïðåæäå âñåãî ó÷àùèìñÿ 6–8
êëàññîâ.

Çàäà÷è 1, 2, 4 è 5 ïðåäëàãàëèñü íà XVIII Ëåòíåì òóð íèðå
èìåíè À.Ï.Ñàâèíà, à çàäà÷à 3 – íà òóðíèðå «Êîñòðîìà -open
6–7» â 2010 ãîäó.È

ëë
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ø
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1. Àñòðîëîã ñ÷èòàåò ãîä ñ÷àñòëèâûì, åñëè â åãî çàïèñè
èñïîëüçóþòñÿ ÷åòûðå ïîñëåäîâàòåëüíûå öèôðû. Íà-
ïðèìåð, ñëåäóþùèé, 2013-é ãîä áóäåò èìåííî òàêèì. À
êîãäà, ïî ìíåíèþ ýòîãî àñòðîëîãà, áûë ïðåäûäóùèé
ñ÷àñòëèâûé ãîä?

Í.Íåòðóñîâà

2. Â îòðÿäå áîãàòûðåé âñå âåñÿò ïî-ðàçíîìó. Áîãàòû-
ðè äåëÿòñÿ íà íàèâíûõ, êîòîðûå âñåãäà ãîâîðÿò ïðàâä ó,
è òåðòûõ, êîòîðûå êíÿçþ ïðàâäû íèêîãäà íå ãîâîðÿò.
Íåñêîëüêî áîãàòûðåé ñòàëè â êðóã. Íà âîïðîñ êíÿçÿ « Ó
òåáÿ åñòü òåðòûé ñîñåä ëåã÷å òåáÿ?» âñå îòâåòèëè «Íåò».
Ïîñëå ðàçìèíêè îíè ñòàëè â êðóã â äðóãîì ïîðÿäêå.
Äîêàæèòå, ÷òî íà âîïðîñ êíÿçÿ «Ó òåáÿ åñòü íàèâíûé
ñîñåä ëåã÷å òåáÿ?» êòî-íèáóäü îòâåòèò «Íåò».

À.Øàïîâàëîâ

3. Îäíàæäû óòðîì êàæäûé ó÷åíèê äàë îäíîìó
ñâîåìó äðóãó ðóáëü. Ïðè÷åì ìàëü÷èêè – äåâî÷êàì, à
äåâî÷êè – ìàëü÷èêàì. Ïîñëå ýòîãî îêàçàëîñü, ÷òî âñå ,
êðîìå äâîèõ, îñòàëèñü «ïðè ñâîèõ».

à) Âåðíî ëè, ÷òî ýòè äâîå – ìàëü÷èê è äåâî÷êà?
á) Âåðíî ëè, ÷òî ýòè äâîå – ìàëü÷èê è äåâî÷êà, åñëè
èçâåñòíî, ÷òî â øêîëå 2011 øêîëüíèêîâ?

Ä.Êàëèíèí

4. Êâàäðàòíûé ëèñò áóìàãè ñëîæèëè âäâîå, à çàòåì
òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå. ×åìó ðàâåí îòìå÷åííûé
óãîë?

Ä.Øíîëü

5. Áîëüøàÿ ñâå÷à ñãîðàåò çà 1 ÷àñ è ñòîèò 60 ðóáëåé,
à ìàëåíüêàÿ ñãîðàåò çà 11 ìèíóò è ñòîèò 11 ðóáëåé.
Ìîæíî ëè îòìåðèòü ìèíóòó, çàòðàòèâ íå áîëåå à) 200
ðóáëåé; á) 150 ðóáëåé?

Ë.Ìåäíèêîâ, À.Øàïîâàëîâ
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Ðèñ. 5

Ñàëôåòêè «Êâàíòà»
è òåîðåìà Ïèôàãîðà

Ì.ÏÅÒÊÎÂÀ

Ðèñ. 2

Ðèñ. 1

Ðèñ. 3

Ðèñ. 4

ÂÐÀÇÍÎÅ ÂÐÅÌß Â  «ÇÀÄÀ×ÍÈÊÅ «ÊÂÀÍÒÀ»  ÏÐÅÄ-
ëàãàëèñü çàäà÷è î ïîêðûòèÿõ êâàäðàòíîãî ñòîëà áó-

ìàæíûìè ñàëôåòêàìè â íåñêîëüêî ñëîåâ. Ñàëôåòêè ìîæ-
íî ïåðåãèáàòü, íî íåëüçÿ ðàçðûâàòü íà ÷àñòè (ýòî òð åáî-
âàíèå áóäåò ñîõðàíÿòüñÿ íà ïðîòÿæåíèè âñåé ñòàòüè).  Ìû
îáñóäèì ñïîñîá, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ðåøèòü ýòè çàäà÷è , à
çàîäíî èññëåäîâàòü è äðóãèå ïîäîáíûå ïîêðûòèÿ.

Íà÷íåì ñ èçâåñòíîé (ïî÷òè) êàæäîìó òåîðåìû Ïèôàãî-
ðà. Ïî-âèäèìîìó, î íåé – îäíîé èç âàæíåéøèõ òåîðåì
ïëàíèìåòðèè – çíàëè åùå âî âòîðîì òûñÿ÷åëåòèè äî íî âîé
ýðû. Íåóäèâèòåëüíî, ÷òî ñåé÷àñ èçâåñòíî íåñêîëüêî ñ îòåí
ðàçëè÷íûõ åå äîêàçàòåëüñòâ. Åñòü è âåñüìà ýêçîòè÷åñêèå:
íàïðèìåð, àíãëèéñêîìó ìàòåìàòèêó ïåðâîé ïîëîâèíû XX
âåêà Ã.Õ. Õàðäè ïðèïèñûâàþò äîêàçàòåëüñòâî, èñïîëüçó-
þùåå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. Ê ñ÷àñòüþ, íàì îíî
íå ïîíàäîáèòñÿ. Èòàê…

Òåîðåìà Ïèôàãîðà.  Êâàäðàò ãèïîòåíóçû c ïðÿìîó-
ãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâåí ñóììå êâàäðàòîâ åãî êàò å-

òîâ a è b:
2 2 2a b c+ = .

Äîêàçàòåëüñòâî.  Ñëîæèì ÷å-
òûðå êîïèè ïðÿìîóãîëüíîãî òðå-
óãîëüíèêà ñ êàòåòàìè a > b è
ãèïîòåíóçîé c, êàê íà ðèñóíêå 1,
÷òîáû ïîëó÷èëñÿ êâàäðàò ñî ñòî-
ðîíîé c. Òîãäà â öåíòðå îñòàíåò-
ñÿ êâàäðàòíàÿ äûðêà ñî ñòîðîíà-
ìè a – b. Îñòàëîñü ïîñ÷èòàòü

ïëîùàäè:

( )22 2 24
2

ab
c a b a b= × + - = + .

Åñëè òðåóãîëüíèê ðàâíîáåäðåííûé, òî äûðêè íå ïîëó-
÷èòñÿ, íî íà ïîäñ÷åò ýòî íå âëèÿåò. Òåîðåìà äîêàçàí à.

Íî ðàññòàâàòüñÿ ñ ðèñóíêîì 1 ðàíî: îí   äàñò íàì êë þ÷
ê ðåøåíèþ çàäà÷ î ñàëôåòêàõ. Îòðàçèì êàæäûé èç
çåëåíûõ òðåóãîëüíèêîâ îòíîñèòåëüíî åãî ãèïîòåíóçû.

Ïîëó÷èòñÿ êâàäðàò ñî
ñòîðîíîé a + b , â êîòî-
ðûé âïèñàí êâàäðàò ñî
ñòîðîíîé c. Íà ðèñóíêå
2 îòðàæåííûå òðåóãîëü-
íèêè ïîêðàøåíû æåë-
òûì, à âñÿ êàðòèíêà ïî-
âåðíóòà äëÿ óäîáñòâà.
Ñóììà ïëîùàäåé æåë-
òûõ òðåóãîëüíèêîâ ðàâ-
íà ñóììå ïëîùàäåé çå-
ëåíûõ – âåäü ïðè îòðà-
æåíèè ïëîùàäü ôèãóðû

íå ìåíÿåòñÿ. Íî òîãäà óäâîåííàÿ ïëîùàäü âïèñàííîãî
êâàäðàòà ðàâíà ñóììå ïëîùàäåé áîëüøîãî êâàäðàòà è
áåëîãî êâàäðàòèêà .

Óïðàæíåíèå 1.  Äîêàæèòå ýòîò ôàêò àëãåáðàè÷åñêè.

Òåïåðü ïîñìîòðèì, êàê ñäåëàííûå íàáëþäåíèÿ ïîìîãà-
þò ðåøèòü çàäà÷è ïðî ïîêðûòèÿ.

Çàäà÷à Ì1755* (Â.Ïðîèçâîëîâ). Èìååòñÿ 10 êâàä-
ðàòíûõ ñàëôåòîê, ïëîùàäü êàæäîé èç êîòîðûõ ðàâíà 1,
è êâàäðàòíûé ñòîë, ïëîùàäü êîòîðîãî ðàâíà 5. Äîêàæè -
òå, ÷òî ñòîë ìîæíî ïîêðûòü ñàëôåòêàìè â äâà ñëîÿ.

Ðåøåíèå.  Óêëàäûâàåì 9 ñàëôåòîê â âèäå (æåëòîãî)
êâàäðàòà ðàçìåðîì 3 3´   (ðèñ.3). Â ýòîò êâàäðàò âïèñû-
âàåì (çåëåíûé) ñòîë ïëîùà-
äè 5 è çàãèáàåì ÷åòûðå æåë-
òûõ òðåóãîëüíèêà. Ïëîùàäü
öåíòðàëüíîãî (ãîëóáîãî)
êâàäðàòà ðàâíà 2 5 9× - , ò.å.
ðàâíà 1. Ñòîë, êðîìå öåíò-
ðàëüíîãî êâàäðàòà, óæå ïî-
êðûò â äâà ñëîÿ. Îñòàëîñü
ïîêðûòü öåíòðàëüíûé êâàä-
ðàò äåñÿòîé ñàëôåòêîé.

Â.Ïðîèçâîëîâ ðåøàë ýòó
çàäà÷ó íåñêîëüêî èíà÷å: îí
ðàñïîëîæèë ïÿòü ñàëôåòîê, êàê íà ðèñóíêå 4 (ãîëóáûì
öâåòîì ïîêàçàíû ëèöåâûå ñòîðîíû ñàëôåòîê, çåëåíûì –
èçíàíêè), à äðóãèå ïÿòü – êàê íà ðèñóíêå 5, ïîëó÷åí íîì
èç ðèñóíêà 4 ñèììåòðèåé îòíîñèòåëüíî ïóíêòèðíîé ëèí èè

(ïðîâåäåííîé ÷åðåç ñåðåäèíû ñòîðîí êâàäðàòà ïëîùàäè
5). Åñëè ñîâìåñòèòü íà îäíîì ñòîëå ýòè äâà ðàñïîëîæ åíèÿ
ñàëôåòîê, ïîëó÷èòñÿ èñêîìîå ïîêðûòèå.

Óïðàæíåíèå 2 (çàäà÷à Ì1905, Â.Ïðîèçâîëîâ) . Ïîêðîéòå
êâàäðàòíûé ñòîë ðàçìåðîì ´5 5  â äâà ñëîÿ 50 êâàäðàòíûìè
ñàëôåòêàìè ´1 1 òàê, ÷òîáû íèêàêîé îòðåçîê êðàÿ ëþáîé
ñàëôåòêè íå ëåæàë íà êðàþ ñòîëà.
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Ðèñ. 6 Ðèñ. 7

Ðèñ. 8 Ðèñ. 9

Çàäà÷à Ì1944 (Â.Ïðîèçâîëîâ). Êâàäðàòíûé ñòîë
ïëîùàäè 5 ìîæíî ïîêðûòü â ÷åòûðå ñëîÿ ïÿòüþ êâàä-
ðàòíûìè ñàëôåòêàìè, ïëîùàäü êàæäîé èç êîòîðûõ
ðàâíà 4. Êàê ýòî ñäåëàòü?

Ðåøåíèå.  Óêëàäûâàåì 4 ñàëôåòêè â âèäå êâàäðàòà
ðàçìåðîì 4 ´ 4 (ðèñ.6), âïèñûâàåì â íåãî êâàäðàò ïëîùàäè
10 è çàãèáàåì ÷åòûðå òðåóãîëüíèêà. Ïëîùàäü öåíòðàëü íî-
ãî êâàäðàòèêà ðàâíà 2 ×10 –16, ò.å. 4. Íà åãî ìåñòî êëàäåì

ïÿòóþ ñàëôåòêó è ïîëó÷àåì êâàäðàò ïëîùàäè 10, ïîêðû -
òûé â äâà ñëîÿ. Åñëè ñîåäèíèòü ñåðåäèíû ñòîðîí ýòîã î
êâàäðàòà (íà ðèñóíêå 7 îí îêðàøåí æåëòûì), îáðàçóåò ñÿ
êâàäðàò ïëîùàäè 5 (îí îêðàøåí çåëåíûì). Çàãíåì ó íå ãî
æåëòûå óãîëêè è ïîëó÷èì èñêîìîå ïîêðûòèå â ÷åòûðå
ñëîÿ.

Óïðàæíåíèå 3.  Ðåøèòå çàäà÷ó Ì1944 ïðè ïîìîùè ðèñóí-
êà 4.

Óêàçàíèå.  Ïåðåãíèòå ñèñòåìó ñàëôåòîê ñíà÷àëà îòíîñè-
òåëüíî îäíîé ñðåäíåé ëèíèè êâàäðàòà, à çàòåì îòíîñè òåëüíî
äðóãîé (ïóíêòèðíîé ëèíèè ðèñóíêà 4). Ïëîùàäü êâàäðà òà äî
ïåðåãèáàíèé ðàâíÿëàñü 5. Ïîñëå äâóõ ïåðåãèáàíèé îíà
óìåíüøèòñÿ â÷åòâåðî, òàê ÷òî ïîëó÷èòñÿ êâàäðàòíûé ñ òîë

ïëîùàäè 
5
4

, ïîêðûòûé â ÷åòûðå ñëîÿ ñàëôåòêàìè ðàçìåðà

´1 1 . Îñòàëîñü óâåëè÷èòü âäâîå ñòîðîíû ñàëôåòîê è ñòîëà !

Öåëü äîñòèãíóòà – âñå ïåðå÷èñëåííûå çàäà÷è ðåøåíû
íàøèì ñïîñîáîì. Íî ìû ïîéäåì íåìíîãî äàëüøå.

Îáùèé âîïðîñ.  Ïðè êàêèõ íàòóðàëüíûõ n êâàäðàò-
íûé ñòîë ïëîùàäè n ìîæíî ïîêðûòü â äâà ñëîÿ 2n
êâàäðàòíûìè ñàëôåòêàìè, ïëîùàäü êàæäîé èç êîòîðûõ
ðàâíà 1?

 Îòâåò.  Ïðè n, êîòîðûå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå 2 2a b+ ,
ãäå a è b – öåëûå.

Äîêàçàòåëüñòâî.  Ëþáîå äîïóñòèìîå ïîêðûòèå ñòîëà
ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü êàê îêëåèâàíèå òàêèìè æå ñàëôåòê à-
ìè ñ äâóõ ñòîðîí òîíêîãî êàðòîííîãî êâàäðàòíîãî ëèñ òà
(ðàçìåðîì, åñòåñòâåííî, ñ êðûøêó ñòîëà). Óäîáíåå ðàñ -
ñóæäàòü èìåííî ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ.

Ñíà÷àëà ïðîâåðèì, ÷òî åñëè êâàäðàòíûé ëèñò ïëîùàäè
n óäàëîñü îêëåèòü ñ äâóõ ñòîðîí 2 n ñàëôåòêàìè ïëîùàäè
1, òî n ÿâëÿåòñÿ ñóììîé êâàäðàòîâ öåëûõ ÷èñåë. Äîêàçà-
òåëüñòâî ïðîâåäåì â íåñêîëüêî øàãîâ.

Øàã 1 . Íàíåñåì êðàñêó íà ãðàíèöû êâàäðàòèêîâ-ñàëôå-
òîê, íàêëååííûõ íà êàðòîííûé ëèñò. Ïîëîæèì ëèñò íà
ïëîñêîñòü è áóäåì «ïåðåêàòûâàòü» åãî, ïîâîðà÷èâàÿ â îê-
ðóã ñòîðîí êâàäðàòà. Êîãäà ëèñò ëîæèòñÿ íà ïëîñêîñò ü,
êðàñêà îòïå÷àòûâàåòñÿ â òåõ ìåñòàõ, ãäå ê ïëîñêîñòè
ïðèëåãàþò ãðàíèöû åäèíè÷íûõ êâàäðàòèêîâ. Ïðè ýòîì

îòïå÷àòêè ãðàíèö ïåðåãèáàþùèõñÿ ñàëôåòîê òîæå áóäóò
ñîñòàâëÿòü öåëûå åäèíè÷íûå êâàäðàòèêè. Åñëè «ïåðåêà -
òûâàòü» êâàäðàò ñêîëüêî óãîäíî ðàç âî âñå ñòîðîíû,
ïîëó÷èòñÿ ðèñóíîê – ïðèìûêàþùèå äðóã ê äðóãó åäèíè÷ -
íûå êâàäðàòèêè, ïîêðûâàþùèå âñþ ïëîñêîñòü. Áóäåì
íàçûâàòü òàêîå ïîêðûòèå ïàðêåòîì .

Øàã 2 . Ïåðèîäîì  ïàðêåòà íàçûâàåòñÿ ëþáîé ñäâèã (â
êàêîì-òî íàïðàâëåíèè è íà êàêîå-òî ðàññòîÿíèå), êîò î-
ðûé ïåðåâîäèò ïàðêåò â ñåáÿ. Ïî ïîñòðîåíèþ, ïîëó÷èâ -
øèéñÿ ó íàñ ïàðêåò èìååò äâà ïåðèîäà. Ýòî ñäâèãè âä îëü
ñòîðîí èñõîäíîãî êâàäðàòà íà ðàññòîÿíèå, â 2 ðàçà
áîëüøå, ÷åì äëèíà ñòîðîíû êâàäðàòà, ò.å. ñäâèãè â ä âóõ
âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ íàïðàâëåíèÿõ, êàæäûé – íà
ðàññòîÿíèå 2 n .

Øàã 3 . Íî ó ëþáîãî ïàðêåòà, ñîñòîÿùåãî èç åäèíè÷íûõ
êâàäðàòèêîâ, åñòü ïåðèîä äëèíû 1. Â ñàìîì äåëå, åñë è äâà
êâàäðàòèêà ïðèìûêàþò
ïî ÷àñòè ñòîðîíû, êàê,
íàïðèìåð, íà ðèñóíêå 8,
òî äàëüøå ïðÿìûå óãëû
çàïîëíÿþòñÿ îäíîçíà÷íî
è ïîëó÷àþòñÿ äâå ãîðè-
çîíòàëüíûå ïîëîñêè
(ðèñ.9). Ðàññìàòðèâàÿ, êàê êâàäðàòèêè ïðèìûêàþò ê
ýòèì ïîëîñêàì ñâåðõó è ñíèçó, ïîëó÷àåì, ÷òî òàì òîæ å
áóäóò ïîëîñêè, è ò.ä. Çíà÷èò, âåñü ïàðêåò ñîñòîèò è ç
ãîðèçîíòàëüíûõ ïîëîñîê è ïîýòîìó èìååò ïåðèîä – ãîð è-
çîíòàëüíûé ñäâèã íà 1.

Åñëè íåò ïàðû êâàäðàòèêîâ, êîòîðûå ïðèìûêàþò ïî
÷àñòè ñòîðîíû, ïîëó÷àåòñÿ  îáû÷íûé êëåò÷àòûé ïàðêåò , ó
êîòîðîãî äàæå äâà ïåðèîäà åäèíè÷íîé äëèíû.

Øàã 4 . Ââåäåì ñèñòåìó êîîðäèíàò òàê, ÷òîáû âñå
ïîëîñêè, ïîëó÷åííûå íà ïðåäûäóùåì øàãå, áûëè ãîðè-
çîíòàëüíûìè, à íà÷àëî êîîðäèíàò ñîâïàäàëî ñ âåðøèíî é
îäíîãî èç êâàäðàòèêîâ ïàðêåòà. Òîãäà ëþáàÿ âåðøèíà
ëþáîãî êâàäðàòèêà ïàðêåòà èìååò öåëóþ îðäèíàòó. Ïðåä -
ñòàâèì îäèí èç ïåðèîäîâ, íàéäåííûõ íà øàãå 2, êàê ñ äâèã
íà s âïðàâî è íà t  ââåðõ. Òîãäà âòîðîé ïåðèîä – ñäâèã íà
òî æå ðàññòîÿíèå, íî â ïåðïåíäèêóëÿðíîì íàïðàâëåíèè ,
– áóäåò ñäâèãîì íà t  âïðàâî è íà s âíèç (èëè íà t  âëåâî è
íà s ââåðõ). Òàê êàê ïðè ýòèõ ñäâèãàõ íà÷àëî êîîðäèíàò
äîëæíî ïåðåõîäèòü â âåðøèíó êâàäðàòèêà, ñìåùåíèå ïî
âåðòèêàëè äîëæíî áûòü íà öåëîå ÷èñëî, îòêóäà îáà ÷è ñëà
s è t – öåëûå.

Ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà, ( )22 2 2 4s t n n+ = = . Èç ýòîãî
ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî s è t  ÷åòíûå: s = 2a, t  = 2b,
à çíà÷èò, ÷èñëî n ïðåäñòàâèìî â âèäå 2 2a b+ , ãäå a è b
– öåëûå, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè 2 2n a b= + , ãäå a è b –
öåëûå, òî êâàäðàòíûé ëèñò ïëîùàäè n ìîæíî îêëåèòü ñ
äâóõ ñòîðîí 2 n êâàäðàòèêàìè ïëîùàäè 1. Ïðèìåð òàêîé
îêëåéêè ñòðîèòñÿ ïî ïðèâåäåííîìó äîêàçàòåëüñòâó. Ðà ñ-
ñìîòðèì îáû÷íûé ïàðêåò, ñîñòàâëåííûé èç åäèíè÷íûõ
êâàäðàòèêîâ. Åñëè 2 2n a b= + , òî íà ýòîò ïàðêåò ìîæíî
ïîëîæèòü êâàäðàòíûé ëèñò ïëîùàäè n òàê, ÷òîáû åãî
âåðøèíû ïîïàëè â âåðøèíû ïàðêåòà. Òîãäà îäíà ñòîðîíà
ëèñòà ïîêðûâàåòñÿ òîé ÷àñòüþ ïàðêåòà, êîòîðóþ îí çà íè-
ìàåò, à ïðîòèâîïîëîæíàÿ ñòîðîíà ïîêðûâàåòñÿ îòðàæåí -
íîé ÷àñòüþ ïàðêåòà.
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Èñòîðèÿ
ñ êîðîìûñëîì

Ñ.ÄÂÎÐßÍÈÍÎÂ

Î ÒÎÌ, ×ÒÎ ÒÀÊÎÅ ÊÎÐÎÌÛÑËÎ È ÄËß ×ÅÃÎ ÎÍÎ ÍÓÆ-
íî, ñîâðåìåííûå äåòè ìîãóò óçíàòü, ïîæàëóé, òîëüêî èç

ñêàçîê. Äàâàéòå âñïîìíèì Åìåëþ: « Áðîñèë îí ùóêó â âîäó
è êðè÷èò: Ïî ùó÷üåìó âåëåíüþ, ïî ìîåìó ïðîøåíüþ –
ñòóïàéòå, âåäðà, äîìîé ñàìè è ïîñòàâüòåñü íà ìåñòî.  Äà
ñìîòðèòå ó ìåíÿ, ÷òîáû êàïëè íå ïðîëèëîñü. È òîëüêî
óñïåë îí êðèêíóòü, êàê ïîøëè âåäðà – äà è ñ êîðîìûñ ëîì –
ñàìè äîìîé. Ïî áåðåæêó äà â ãîðêó, – è ïîäãîíÿòü íå  íàäî.
À Åìåëÿ ñçàäè èäåò, ïîñâèñòûâàåò ».

Êîðîìûñëî – ýòî äåðåâÿííàÿ äóãà ñ êðþ÷êàìè íà êîíöà õ,
íà êîòîðûå ïîäâåøèâàþò, íàïðèìåð, âåäðà ñ âîäîé, êî ãäà
íåñóò âîäó èç êîëîäöà â äîì. À ñàìî êîðîìûñëî êëàäå òñÿ íà
ïëå÷è è âåðõíþþ ÷àñòü ñïèíû èëè íà îäíî ïëå÷î.

Ìèíóâøèì ëåòîì ìû ñ ìîèì äðóãîì óâèäåëè òàêîå êîðî-
ìûñëî â äåðåâíå. Äî òîãî ñòîÿëî îíî ñåáå ñïîêîéíî â  óãëó.
Ìû åãî âçÿëè, îñìîòðåëè ñî âñåõ ñòîðîí, ïðèìåðèëè ä àæå,
à ïîòîì ïîâåñèëè íà ñòåíó íà ãâîçäü. È íàäî áûëî ñë ó÷èòüñÿ,
÷òî ïîâåñèëè íå çà êðþê, à çà ñåðåäèíó äóãè. Òàê ÷ò î
çàêà÷àëîñü íàøå êîðîìûñëî íà ýòîì ãâîçäå, êàê ìàÿòí èê ó
íàñòåííûõ õîäèêîâ. Äåíü áûë æàðêèé, âûõîäèòü èç ïðî -
õëàäíîãî ñàðàÿ íà ñîëíöåïåê ñîâñåì íå õîòåëîñü. Îò íå÷åãî
äåëàòü ñòàëè ìû çà êà÷àþùèìñÿ êîðîìûñëîì íàáëþäàòü.
Ïîêà÷àëîñü îíî ïîêà÷àëîñü è, ÿñíîå äåëî, îñòàíîâèëî ñü â

ðàâíîâåñèè. Èç-çà òðåíèÿ îñòàíîâèëîñü. Çàïàñåííàÿ ê îðî-
ìûñëîì ýíåðãèÿ âñÿ óøëà íà ïðåîäîëåíèå ñèëû òðåíèÿ
ìåæäó êîðîìûñëîì è ãâîçäåì, ò.å. íà ðàáîòó ïðîòèâ ý òîé
ñèëû òðåíèÿ. À â êîíå÷íîì ñ÷åòå – íà íàãðåâàíèå ãâî çäÿ
âñëåäñòâèå òðåíèÿ.

Ìû âíîâü îòêëîíèëè êîðîìûñëî îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâå-
ñèÿ, è îíî ñíîâà çàêà÷àëîñü.

– Èíòåðåñíî, à ñ êàêèì ïåðèîäîì ñîâåðøàþòñÿ ýòè êîë åáà-
íèÿ êîðîìûñëà? – çàäàë âîïðîñ ìîé äðóã.

– Ñåé÷àñ ýòî íåñëîæíî îïðåäåëèòü. Ìîáèëüíûé òåëåôîí  ó
òåáÿ â êàðìàíå, à òàì åñòü ñåêóíäîìåð. Òû åãî çàïóñ òè è
îñòàíîâè ÷åðåç ìèíóòó. ß æå â ýòî âðåìÿ áóäó íàáëþä àòü çà
êîðîìûñëîì è ñ÷èòàòü, ñêîëüêî êà÷àíèé òóäà-ñþäà, ò. å.
êîëåáàíèé, îíî ñîâåðøèò. Ðàçäåëèì 60 ñåêóíä íà ýòî ÷èñëî
è óçíàåì ïåðèîä êîëåáàíèé.

– À åñëè íàáëþäàòü çà êîëåáàíèÿìè äâå ìèíóòû, òî ïå ðèîä
ìû îïðåäåëèì, ïîæàëóé, åùå òî÷íåå.

– Äà, íî òîëüêî åñëè çà ýòî âðåìÿ êîðîìûñëî íå îñòà íî-
âèòñÿ!

– Ýòî ïðàêòè÷åñêè. À êàê òåîðåòè÷åñêè? ß ïîìíþ, åñò ü
ôîðìóëà äëÿ ïåðèîäà êîëåáàíèé ìàÿòíèêà, íî ó÷åáíèêà  èëè
ñïðàâî÷íèêà ñåé÷àñ íåò ïîä ðóêîé.

– À ìîáèëüíûé èíòåðíåò åñòü?
Â îáùåì, ÷åðåç ïÿòü ìèíóò ôîðìóëà

2
l

T
g

= p

áûëà ó íàñ â ðóêàõ, òî÷íåå – íà äèñïëåå ìîáèëüíèêà.
– Äà, èìåííî ïî ýòîé ôîðìóëå ó íàñ áûëà ëàáîðàòîðíà ÿ

ðàáîòà. Ìû ïîäâåøèâàëè íà íèòÿõ ðàçíîé äëèíû òÿæåëû å
ãàéêè è íàáëþäàëè çà êîëåáàíèÿìè. Ïîìíèøü, îäíà íèò ü
áûëà â ÷åòûðå ðàçà äëèííåå äðóãîé, è ïîêà ïåðâûé ìà ÿòíèê
ñîâåðøàë îäíî êîëåáàíèå, âòîðîé, ñ êîðîòêîé íèòüþ, ñîâåð-
øèë äâà êîëåáàíèÿ.

– Â òàêîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ÷àñòîòà êîëåáàíèé âòî ðîãî
ìàÿòíèêà â 2 ðàçà áîëüøå ÷àñòîòû êîëåáàíèé ïåðâîãî.
×àñòîòà – ýòî âåëè÷èíà, îáðàòíàÿ ïåðèîäó. Èíòåðåñíî  åùå,
÷òî ïåðèîä êîëåáàíèé íå çàâèñèò îò ìàññû êà÷àþùåãîñ ÿ íà
íèòè ãðóçà – â ôîðìóëó äëÿ ïåðèîäà âõîäÿò ëèøü äëèí à
ìàÿòíèêà l , óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ g è åùå âåçäåñó-
ùåå ÷èñëî p .

– Õîðîøî. À êàê ïðèìåíèòü ýòó ôîðìóëó ê êîðîìûñëó?
– Äàâàé ðàññìîòðèì íåâåñîìûé ñòåðæåíü äëèíîé 2 l , êîòî-

ðûé ñîãíóëè ïîñåðåäèíå ïîä óãëîì 2a  è ïîâåñèëè ìåñòîì
ñãèáà íà òîíêèé ãâîçäü, âáèòûé â ñòåíó. ×åì òåáå íå
êîðîìûñëî? Êîíå÷íî, íåâåñîìûé ñòåðæåíü íå áóäåò êà÷ àòü-
ñÿ, èáî ñèëà òÿæåñòè íà íåãî íå äåéñòâóåò, íî ìû ê êîíöàì
ñòåðæíÿ ïðèêðåïèì îäèíàêîâûå ãðóçû ìàññîé m êàæäûé.
Ìîäåëü ãîòîâà.

– Íî ó íàñ äâå ìàññû, à ó ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà îíà
îäíà.

– Íå ïðîáëåìà, ïðî öåíòð òÿæåñòè ïîìíèøü? Äëÿ íàøåé
ñèñòåìû ãðóçîâ öåíòð òÿæåñòè ëåæèò ðîâíî ïîñåðåäèíå
ìåæäó ãðóçàìè.

– Îñòàëîñü íàéòè äëèíó íàøåãî ìàÿòíèêà. Ýòî ïðîñòî:
ðàññìîòðèì ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê, â êîòîðîì äë èíû
áîêîâûõ ñòîðîí ðàâíû l , à óãîë ïðè âåðøèíå ðàâåí 2a . Òîãäà
âûñîòà òðåóãîëüíèêà, ïðîâåäåííàÿ ê îñíîâàíèþ (îíà æ å è
ìåäèàíà, è áèññåêòðèñà), ðàâíà cosl a . Ýòî è åñòü äëèíà
ðàññìàòðèâàåìîãî íàìè ìàÿòíèêà. Â èòîãå ïîëó÷àåì òà êóþ
ôîðìóëó äëÿ ïåðèîäà êîëåáàíèé êîðîìûñëà:
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– Ïîæàëóéñòà. Ðàññìîòðèì êàêîé-íèáóäü ÷àñòíûé ñëó÷à é.
Ïóñòü, íàïðèìåð, 0a = . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàøå êîðîìûñëî
ïðåâðàùàåòñÿ â îáû÷íûé ìàÿòíèê. Òàê êàê cos 0 1= , òî
ôîðìóëà äëÿ êîðT  ïðåâðàùàåòñÿ â ôîðìóëó äëÿ ïåðèîäà
êîëåáàíèé îáû÷íîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà. Âñå â ïî-
ðÿäêå!

– À åñëè ðàññìîòðåòü äðóãîé ÷àñòíûé èëè ïðåäåëüíûé
ñëó÷àé? Ïóñòü òåïåðü óãîë a  óâåëè÷èâàåòñÿ è íåîãðàíè÷åí-
íî ïðèáëèæàåòñÿ ê 2p  ðàäèàíàì. Ïðè ýòîì çíà÷åíèå cosa
óìåíüøàåòñÿ è íåîãðàíè÷åííî ïðèáëèæàåòñÿ ê íóëþ. Îò ñþ-
äà ñëåäóåò, ÷òî ïåðèîä êîëåáàíèé íàøåãî êîðîìûñëà í åîãðà-
íè÷åííî óìåíüøàåòñÿ, à ÷àñòîòà êîëåáàíèé, ñîîòâåòñò âåííî,
íåîãðàíè÷åííî ðàñòåò. Íà ïðàêòèêå ýòî îçíà÷àåò, ÷òî  êîðî-
ìûñëî, îòêëîíåííîå îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, äîëæíî âîç-
âðàùàòüñÿ â ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ î÷åíü áûñòðî. Íî ì û
ýòîãî íå íàáëþäàåì. Íàîáîðîò: íàøå êîðîìûñëî, ó êîò îðîãî
óãîë a  áëèçîê ê 90°, âîçâðàùàåòñÿ â ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ
ìåäëåííî, ìîæíî äàæå ñêàçàòü êàê-òî íåõîòÿ. Íàøà ôî ðìóëà
ÿâíî ïðîòèâîðå÷èò îïûòó.

Â ÷åì æå äåëî? Ãäå äîïóùåíà îøèáêà?
Îêàçûâàåòñÿ, âñå äåëî â òîì, ÷òî äâèæåíèå äâóõ îäèí àêî-

âûõ ìàññ ïðè êîëåáàíèÿõ íàøåãî êîðîìûñëà ìû çàìåíèë è
äâèæåíèåì èõ öåíòðà ìàññ. Ïîñòóïàòü òàê â äèíàìè÷åñ êèõ
çàäà÷àõ íåëüçÿ. Öåíòð òÿæåñòè õîðîø è ïîìîãàåò ïðè ðåøå-
íèè çàäà÷ ñòàòèêè, íî ìîæåò ïîäâåñòè â çàäàõ äèíàìè êè. Âîò
ïðîñòîé ïðèìåð.

Ïóñòü äâà òåëà îäèíàêîâîé ìàññû m äâèæóòñÿ ïî ïðÿìîé
â îäíîì íàïðàâëåíèè ñî ñêîðîñòÿìè v è 2v. Èõ ñóììàðíàÿ

êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà

2 2 21 1 5
(2 )

2 2 2
mv m v mv+ = .

Î÷åâèäíî, ÷òî öåíòð òÿæåñòè äâóõ ìàññ äâèæåòñÿ ñî ñ êîðî-

ñòüþ 
3
2

v . Òåïåðü âû÷èñëèì ïî îáû÷íîé ôîðìóëå êèíåòè÷åñ-

êóþ ýíåðãèþ äâèæåíèÿ öåíòðà ìàññ è ïîëó÷èì

( )
2

21 3 9
2

2 2 4
m v mvæ ö=ç ÷

è ø
.

Ýòà âåëè÷èíà íå ðàâíà èñòèííîé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè
íàøåé ñèñòåìû.

Äðóãîé ïðèìåð. Ïðè âðàùåíèè íåâåñîìîãî ñòåðæíÿ ñ äâ óìÿ
îäèíàêîâûìè ìàññàìè, çàêðåïëåííûìè íà åãî êîíöàõ, â îêðóã
ñåðåäèíû ñòåðæíÿ öåíòð ìàññ ñèñòåìû âîîáùå íåïîäâèæ åí,
è åãî êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ îêàçûâàåòñÿ ðàâíîé íóëþ.

Ïðè ðàññìîòðåíèè êîðîìûñëà ìû çàìåíèëè êîëåáàíèÿ
äâóõ ìàññ «êîëåáàíèåì» èõ öåíòðà òÿæåñòè. À òàêàÿ ç àìåíà
íåäîïóñòèìà. Êàê æå òîãäà ðàññ÷èòàòü ïåðèîä êîëåáàí èé
êîðîìûñëà? Îá ýòîì ïîäðîáíî ðàññêàçàíî â ñòàòüå À.× åðíî-
óöàíà «Îïðåäåëåíèå ïåðèîäà êîëåáàíèé: äèíàìè÷åñêèé è
ýíåðãåòè÷åñêèé ïîäõîäû», îïóáëèêîâàííîé â «Êâàíòå» ¹ 4
çà 2011 ãîä. Çäåñü æå ìû ëèøü ïðèâåäåì âåðíóþ ôîðìó ëó
äëÿ ïåðèîäà ìàëûõ êîëåáàíèé êîðîìûñëà:

êîð 2
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,

êîòîðàÿ ÿâíî îòëè÷àåòñÿ îò ïîëó÷åííîé íàìè ðàíåå.

Êàê Ñòóäåíò
êàïåëüíûé

èçëó÷àòåëü èçîáðåë
À.ÑÒÀÑÅÍÊÎ

ÊÀÊ-ÒÎ ÍÀ ËÅÊÖÈÈ ÓÇÍÀË ÑÒÓÄÅÍÒ, ×ÒÎ ÊÎÝÔÔÈÖÈ-
åíò ïîëåçíîãî äåéñòâèÿ ëþáîé òåïëîâîé ìàøèíû îãðàíè -

÷åí ñâåðõó çíà÷åíèåì

max min

max

,
T T

T
h

-
=

ãäå maxT  è minT , âïîëíå ïîíÿòíî, ÿâëÿþòñÿ òåìïåðàòóðàìè
íàãðåâàòåëÿ è õîëîäèëüíèêà. Ýòî ôóíäàìåíòàëüíîå óòâ åðæ-
äåíèå åùå âî âðåìåíà Ïóøêèíà (1824 ã.) ñôîðìóëèðîâà ë
ôðàíöóçñêèé ôèçèê Ñàäè Êàðíî. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ä ëÿ
óâåëè÷åíèÿ ÊÏÄ íóæíî êàê ìîæíî âûøå ïîäíèìàòü òåìïå -
ðàòóðó íàãðåâàòåëÿ è êàê ìîæíî íèæå îïóñêàòü òåìïåð àòóðó
õîëîäèëüíèêà, íî âñå-òàêè íå óäàñòñÿ ïîëíîñòüþ ïðåâ ðàòèòü
òåïëî â ìåõàíè÷åñêóþ ðàáîòó.

È òóò â ãîëîâå Ñòóäåíòà ñâåðêíóëà ïåðâàÿ ìûñëü: à
êîñìîñ!? Îí ÷èòàë ó ôàíòàñòîâ, ÷òî â êîñìîñå ñóùåñò âóåò
ñòðàøíûé êîñìè÷åñêèé õîëîä, ò.å. min 0T ® . À çíà÷èò, 1h ® !?
Íî òóò ïðèøëà âòîðàÿ ìûñëü: óâû, â âàêóóìå íåò íè òå ï-
ëîïðîâîäíîñòè, íè êîíâåêöèè, à åäèíñòâåííûé ñïîñîá òåïëî-
îòâîäà – èçëó÷åíèå. Ïðè ýòîì ïëîòíîñòü ïîòîêà èçëó÷ åíèÿ q
òåì áîëüøå, ÷åì âûøå òåìïåðàòóðà T èçëó÷àþùåãî òåëà:

4q Ts= .

Ýòà ñèëüíî íåëèíåéíàÿ òåìïåðàòóðíàÿ çàâèñèìîñòü íàç ûâà-

åòñÿ çàêîíîì Ñòåôàíà–Áîëüöìàíà, à êîýôôèöèåíò s  –
ïîñòîÿííîé Ñòåôàíà–Áîëüöìàíà. Âûõîäèò, ÷òî äëÿ ýôôå ê-
òèâíîãî îòâîäà òåïëà îò òåïëîâîé ìàøèíû òåìïåðàòóðó
õîëîäíîãî êîíöà åå öèêëà íóæíî ïîâûøàòü!?

Çàìåòèì, ÷òî ïîñòîÿííàÿ Ñòåôàíà–Áîëüöìàíà s  ÿâëÿåòñÿ
ðàçìåðíîé êîìáèíàöèåé ôóíäàìåíòàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ êî í-
ñòàíò, íåïîñðåäñòâåííî îòíîñÿùèõñÿ ê äåëó (èíûìè ñë îâà-
ìè, ê îïèñàíèþ òåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ): ïîñòîÿííîé Áîë üöìà-
íà 231,4 10 Äæ Êk -= ×  (êîíå÷íî, â êîìïëåêñå ( )4kT ), ïîñòî-
ÿííîé Ïëàíêà 346,63 10 Äæ ñh -= × ×  (ïîñêîëüêó èçëó÷åíèå
êâàíòîâàíî) è ñêîðîñòè ñâåòà â âàêóóìå 8

0 3 10 ì ñc = ×  (âåäü
ýòî èçëó÷åíèå!). Òàê ÷òî

( )( ) ( )
4

8 2 4
2 3 2

0

1,62
5,67 10 Äæ ì ñ Ê

2

k

h c
s

p p
-×

= = × × ×

(êàê ëåãêî çàïîìíèòü – ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 5, 6, 7, 8).
Èç ôîðìóëû Êàðíî âèäíî, ÷òî ëó÷øå âñåãî âçÿòü áû

maxT ® ¥   èëè min 0T ® . Íî âåäü maxT  îãðàíè÷åíà ñâåðõó,
ñêàæåì òåìïåðàòóðîé ïëàâëåíèÿ èñòî÷íèêà ýíåðãèè èëè
äîïóñòèìûì çíà÷åíèåì äàâëåíèÿ íàñûùåííûõ ïàðîâ ðàáî ÷å-
ãî òåëà, à minT  îãðàíè÷åíà ñíèçó òåìïåðàòóðîé îêðóæàþùåé
ñðåäû, êóäà íóæíî âûáðîñèòü îòðàáîòàííîå òåïëî. Íàï ðè-
ìåð, â ñëó÷àå ïàðîâîçà (êîòîðûé èñïðàâíî ñëóæèò ÷åë îâå÷å-
ñòâó ïî÷òè äâà ñòîëåòèÿ) ýòà áîðüáà èíæåíåðîâ çà ïî âûøåíèå
ÊÏÄ ïîçâîëèëà äîñòè÷ü åãî çíà÷åíèÿ 10–12%. Íî â êîñ ìîñå
íåò íèêàêîé «òåìïåðàòóðû îêðóæàþùåé ñðåäû» è åäèíñò âåí-
íûì ñïîñîáîì îòâîäà «ëèøíåãî» òåïëà ÿâëÿåòñÿ èçëó÷å íèå.
È òóò âîçíèêàåò ïðîòèâîðå÷èå – ÷òîáû èíòåíñèâíî èçë ó÷àòü,
íóæíî óâåëè÷èâàòü òåìïåðàòóðó õîëîäíîãî êîíöà òåðìî äè-
íàìè÷åñêîãî öèêëà (ñîãëàñíî çàêîíó Ñòåôàíà-Áîëüöìàí à),
à ÷òîáû ïîâûøàòü ÊÏÄ, íóæíî ýòó òåìïåðàòóðó óìåíüøà òü.
À êîìó íóæíà òåïëîâàÿ ìàøèíà ñ íèçêèì ÊÏÄ!?

È ÷òî æå ïîëó÷àåòñÿ: åñëè íàì äëÿ ñåðüåçíûõ êîñìè÷å ñêèõ
ïîëåòîâ íóæíà ìîùíîñòü, ñêàæåì, 1010  ÂòW = , òî â ñëó÷àå
ïðèåìëåìîãî çíà÷åíèÿ ÊÏÄ h  = 0,1 = 10% (õîòÿ áû êàê ó
ïàðîâîçà) á óëüøóþ ÷àñòü ýíåðãèè ïðèäåòñÿ ñáðîñèòü â âèäå
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Ðàññòîÿíèÿ
íà ïðÿìîé è

íå òîëüêî
À.ÁËÈÍÊÎÂ

Íà îäèíàêîâîì ðàññòîÿíèè

Íà÷íåì ñ î÷åíü ïðîñòîãî ïðàêòè÷åñêîãî âîïðîñà: ãäå íàäî
âûðûòü êîëîäåö, ÷òîáû ðàññòîÿíèå äî íåãî îò äâóõ äî ìîâ
áûëî îäèíàêîâûì? Åñòåñòâåííûé îòâåò: â ñåðåäèíå îòð åçêà,

Ñòàòüÿ àäðåñîâàíà ïðåæäå âñåãî øêîëüíèêàì 7–8 êëàññ îâ. Ðèñ. 1

èçëó÷åíèÿ? Äëÿ ýòîãî ïîòðåáîâàëàñü áû ïëîùàäü èçëó÷ àòåëÿ

( )
min
4

1 W
S

T

h

s

-
= .

Åñëè, íàïðèìåð, maxT  = 2000 K, òî ïðè h  = 0,1 minT  =
= 1800 K. Òîãäà

( )

10
2 4 2

48

0,9 10
 ì 1,5 10  ì

5,67 10 1800
S

-

×
= = ×

×

– ïîëòîðà ãåêòàðà! Íî ãäå âçÿòü òàêóþ ïëîùàäü èçëó÷ åíèÿ?
È òóò Ñòóäåíòà îñåíèëà òðåòüÿ ìûñëü! Åñëè óæ òåìïåð àòó-

ðà íàãðåâàòåëÿ äîëæíà áûòü òàêîé âûñîêîé, òî ìîæíî
âûáðàòü íåêîå âåùåñòâî ñ ìåíüøåé òåìïåðàòóðîé ïëàâë åíèÿ:

ïë maxT T< , ðàñïûëèòü åãî íà êàïëè, âûáðîñèòü èõ â êîñìîñ
è, äàâ èì îõëàäèòüñÿ ïî÷òè äî òåìïåðàòóðû îòâåðäåâà íèÿ

îòâT , çàòåì ñîáðàòü è ñíîâà çàïóñòèòü èõ â òåðìîäèíàìè÷ åñ-
êèé öèêë. Â ñâîáîäíîì ïîëåòå êàæäàÿ êàïëÿ ðàäèóñîì r
áóäåò èçëó÷àòü ñî ñâîåé ñôåðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè ìîù íîñòü

4 24T rs p× , à åå âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ cmT áóäåò óìåíüøàòüñÿ
ïî çàêîíó

( ) 4 24 .
d cmT

T r
dt

s p= - ×

Ïîíÿòíî, ÷òî çäåñü c  – óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü ìàòåðèàëà

êàïëè, à 34
3

m rpr=  – åå ìàññà ( r  – ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà

æèäêîé êàïëè). Ñ÷èòàÿ âñå âåëè÷èíû, êðîìå òåìïåðàòó ðû,
íå çàâèñÿùèìè îò âðåìåíè, çàïèøåì ïîñëåäíåå óðàâíåí èå â
âèäå

( )
( )

4
ïë

ïë

,
d T T T
d t Tt

æ ö
= - ç ÷è ø

ãäå ïëT  – ââåäåííàÿ âûøå íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà êàïëè,

ðàâíàÿ òåìïåðàòóðå ïëàâëåíèÿ, à 3
ïë3

c
r

T

r
t

s
=  – õàðàêòåðíîå

âðåìÿ ïðîöåññà îñòûâàíèÿ (ïðîâåðüòå ðàçìåðíîñòü). Ý òî
ïðîñòåíüêîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñòóäåíòû (è àáè-
òóðèåíòû) Ôèçòåõà ðåøàþò â óìå:

( )3ïë

1
.

1 3

T
T t

=
+ t

Îòñþäà ëåãêî îöåíèòü âðåìÿ t 1/2, çà êîòîðîå êàïëÿ îõëàäèò-

ñÿ, íàïðèìåð, âäâîå 
ïë

1
2

T
T

æ ö
=ç ÷

è ø
:

1 2
7
3

t = t .

Ñäåëàåì ÷èñëåííûå îöåíêè äëÿ «òèïè÷íîãî» (ãèïîòåòè-
÷åñêîãî, íî ïðàâäîïîäîáíîãî) ìåòàëëà ñ òàêèìè ïàðàì åòðà-
ìè: ñ ïëîòíîñòüþ 4 310 êã ìr =  è óäåëüíîé òåïëîåìêîñòüþ

( )500 Äæ êã Êc = × . Åñëè åãî ðàñïûëèòü íà êàïëè ðàäèó-

ñîì 310  ì 1 ììr -= = , ïîëó÷èì
4 2

3
1 2 8 3 9

7 10 5 10
10 c 10 c.

3 3 5,67 10 1,8 10
t -

-

× ×
= × »

× × ×

Çíà÷èò, ïðè ñêîðîñòè âûáðîñà êàïåëü 10 ì/ñ èõ ïðèåì íèê
íóæíî ðàñïîëîæèòü íà ðàññòîÿíèè ïîðÿäêà ñîòíè ìåòðî â îò
èñòî÷íèêà – âïîëíå ðàçóìíûé ðàçìåð äëÿ ñåðüåçíîãî ì åæ-
ïëàíåòíîãî êîðàáëÿ.

À êàêîâû ïðè ýòîì áóäóò ïîòîêè ìàññû mQ [êã/ñ] è ÷èñëî
÷àñòèö nQ  [1/ñ]? ßñíî, ÷òî åñëè òåïëîñîäåðæàíèå îäíîé
÷àñòèöû (âûáðàñûâàåìîå â âèäå èçëó÷åíèÿ) èçìåíÿåòñÿ  íà

( )ïë ïë 2cm T T- , òî

( )
( )

8

ïë

1
~ 5 10 1 c

2n
W

Q
cm T

- h
= × ,

à  42 10 êã ñ 20 ò c!m nQ mQ= = × =

È òóò ÷åòâåðòàÿ ìûñëü ïðèøëà ê Ñòóäåíòó: âåäü ëþáîå
âåùåñòâî äîëæíî èñïàðÿòüñÿ! Ïðè äàííîé òåìïåðàòóðå T
ñóùåñòâóåò äàâëåíèå íàñûùåííûõ ïàðîâ ( )ïp T , êîòîðûå
áóäóò áåçâîçâðàòíî óõîäèòü â êîñìè÷åñêîå ïðîñòðàíñò âî.
Èõ ïëîòíîñòü ëåãêî íàéòè èç óðàâíåíèÿ Ìåíäåëååâà–Êë à-
ïåéðîíà:

( )ï
ï

p T

RT

M
r =

(çäåñü R – óíèâåðñàëüíàÿ ãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ,  M  – ìîëÿð-
íàÿ ìàññà ïàðîâ). Ñðåäíÿÿ òåïëîâàÿ ñêîðîñòü ïàðîâ ð àâíà

ò
8RT

v =
pM

.

Çíà÷èò, ìàññà êàæäîé êàïëè áóäåò óáûâàòü ñî ñêîðîñò üþ

2
ï ò 4

dm
v r

dt
-r × p:

(òî÷íûé êîýôôèöèåíò â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåí 1 4 , íî ýòî íå
ìåíÿåò ñóòè äåëà). Êîíå÷íî, õîòåëîñü áû ïîäûñêàòü â åùåñòâî
ñ íàèìåíüøèì äàâëåíèåì íàñûùåííûõ ïàðîâ – ÷òîáû ìàñ ñà
êàïëè â êàæäîì öèêëå óìåíüøàëàñü êàê ìîæíî ìåíüøå. Íî
åñëè òàêîé ðàäèàòîð äîëæåí ðàáîòàòü ìåñÿöû, ãîäû?..

Òóò ñâåæèå ìûñëè ïåðåñòàëè ïîñåùàòü Ñòóäåíòà, è îí
íà÷àë ðûòüñÿ â ñïðàâî÷íèêàõ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí, ÷òî áû
íàéòè íåîáõîäèìîå îïòèìàëüíîå âåùåñòâî.

ñîåäèíÿþùåãî ýòè äîìà. Ôîðìàëüíî ýòîò îòâåò íå ñîâñ åì
òî÷åí, òàê êàê ãåîìåòðè÷åñêèì ìåñòîì òî÷åê íà ïëîñêîñòè,
ðàâíîóäàëåííûõ îò äâóõ äàííûõ, ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèííûé
ïåðïåíäèêóëÿð ê îòðåçêó, ñîåäèíÿþùåìó ýòè òî÷êè . Íî ñ
òî÷êè çðåíèÿ çäðàâîãî ñìûñëà èç âñåõ òàêèõ òî÷åê ðà çóìíî
âûáðàòü òó, äëÿ êîòîðîé òðåáóåìûå ðàññòîÿíèÿ íå òîë üêî
ðàâíû, íî ÿâëÿþòñÿ è íàèìåíüøèìè èç âîçìîæíûõ. Äåéñ òâè-
òåëüíî, åñëè K  – ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ñåðåäèííîãî ïåðïåíäè-
êóëÿðà ê îòðåçêó ÀÂ, à
Ñ – ñåðåäèíà ýòîãî îò-
ðåçêà, òî KÀ  > CÀ, òàê
êàê â ïðÿìîóãîëüíîì
òðåóãîëüíèêå ãèïîòå-
íóçà áîëüøå êàòåòà
(ðèñ.1).

Ýòà íåñëîæíàÿ çàäà-
÷à äàåò «êëþ÷» ê ðåøå-
íèþ íåêîòîðûõ óðàâ-



Åñëè æå âûáðàòü
ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó N
íà ïðÿìîé ÀÂ âíå îò-
ðåçêà, òî ñóììà ðàñ-
ñòîÿíèé îò íåå äî òî-
÷åê À è Â, î÷åâèäíî,
áóäåò áîëüøå, ÷åì äëè-
íà ÀÂ (ðèñ.5). Àíàëî-
ãè÷íî, åñëè òî÷êà K  íå
ëåæèò íà ïðÿìîé ÀÂ, òî KÀ  + KB  > AB ïî íåðàâåíñòâó
òðåóãîëüíèêà.

Ïîëó÷åííûé ôàêò ïîçâîëÿåò ðåøàòü ïðîñòåéøèå çàäà÷è î
ñóììå äâóõ ìîäóëåé. Ïóñòü, íàïðèìåð, íàäî íàéòè íàè ìåíü-
øåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ

|x + 4| + |x – 2|.

Ðàññìîòðèì íà êîîðäèíàòíîé ïðÿìîé òî÷êè ( )4A -  è ( )2B
è íàéäåì òàêèå òî÷êè, ñóììà ðàññòîÿíèé îò êîòîðûõ ä î òî÷åê
À è Â íàèìåíüøàÿ. Ýòè òî÷êè, êàê áûëî äîêàçàíî, ëåæàò íà
îòðåçêå ÀÂ, à èñêîìàÿ
ñóììà ðàâíà äëèíå îò-
ðåçêà ÀÂ, ò.å. ðàâíà 6
(ðèñ. 6).

Åñëè æå òðåáóåòñÿ ðå-
øèòü óðàâíåíèå, íàïðè-
ìåð,

|x + 4| + |x – 2| = 10,

òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íà êîîðäèíàòíîé ïðÿìîé íàäî èñ êàòü
òî÷êè, ñóììà ðàññòîÿíèé îò êîòîðûõ äî òî÷åê ( )4A -  è ( )2B
ðàâíà 10. Ïîíÿòíî, ÷òî íà îòðåçêå ÀÂ îíè ëåæàòü íå ìîãóò,
èíà÷å ýòà ñóììà áûëà áû ðàâíà 6, çíà÷èò, îíè ëåæàò âíå ýòîãî
îòðåçêà. Èñêàòü èõ ìîæíî, íàïðèìåð, òàê: çàìåòèì, ÷ òî äëÿ
ëþáîé òî÷êè N, ëåæàùåé íà êîîðäèíàòíîé ïðÿìîé âíå
îòðåçêà, ñóììà NA + NB = 2NC , ãäå ( )1C -  – ñåðåäèíà
îòðåçêà ÀÂ (ïîäóìàéòå, ïî÷åìó). Òàêèì îáðàçîì, èñêîìûå
òî÷êè óäàëåíû îò òî÷êè ( )1C -  íà ðàññòîÿíèå 5. Ïîëó÷èì,
÷òî ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ äâà ÷èñëà: 4 è 6-  (ðèñ.7).

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ðåøàòü è íåðàâåíñòâà. Â ÷àñòíîñòè,  èç
ïðåäûäóùèõ ðàññóæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèåì íåðàâå í-
ñòâà

|x + 4| + |x – 2| > 10

ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèå äâóõ ïðîìåæóòêîâ: ( ) ( ); 6 4;-¥ - +¥U .

Óïðàæíåíèÿ

2. Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ | a – 100| +
+ |100 + a|.

3. Ðåøèòå óðàâíåíèÿ èëè íåðàâåíñòâà:
à) 1 2 3x x- + - = ; á) 1 2 3x x- + - < ;
â) 1 1x x+ + = ;    ã) 1 1x x+ + ³ ;     ä) 6 6 8x x+ + - = .

À åñëè äîìîâ áîëüøå?

Óñëîæíèì çàäà÷ó. Ïóñòü òåïåðü âäîëü ïðÿìîé äîðîãè
ñòîÿò ñåìü äîìîâ, ïðè÷åì ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ñîñåäíèìè
äîìàìè íå îáÿçàòåëüíî îäèíàêîâû. Â êàêîé òî÷êå äîðî ãè
íàäî âûðûòü êîëîäåö, ÷òîáû ñóììà ðàññòîÿíèé îò íåãî  äî
âñåõ äîìîâ áûëà íàèìåíüøåé?

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3

Ðèñ. 4

Ðèñ. 5

Ðèñ. 6
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íåíèé, ñîäåðæàùèõ ìîäóëü ÷èñëà. Íàïîìíèì, ÷òî ìîäóëåì
÷èñëà x íàçûâàåòñÿ ðàññòîÿíèå íà êîîðäèíàòíîé ïðÿìî é
îò òî÷êè ñ êîîðäèíàòîé x äî íóëÿ . Íàïîìíèì òàêæå, ÷òî

åñëè íà êîîðäèíàòíîé
ïðÿìîé îòìå÷åíû
òî÷êè ( )A a  è ( )B b ,
òî ðàññòîÿíèå ìåæäó
íèìè âû÷èñëÿåòñÿ ïî
ôîðìóëå

|AB| = |a – b|

(ðèñ.2). Äîêàçàòü ýòó ôîðìóëó ìîæíî, ðàññìîòðåâ ðàç ëè÷-
íûå ñëó÷àè ðàñïîëîæåíèÿ ýòèõ òî÷åê ïî îòíîøåíèþ ê ä ðóã
äðóãó è òî÷êå ( )0O .

Ïóñòü, íàïðèìåð, òðåáóåòñÿ ðåøèòü óðàâíåíèå

|x – 2| = | x – 4|.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàäî íàéòè íà êîîðäèíàòíîé ïðÿìîé  òî÷êó,
êîòîðàÿ ðàâíîóäàëåíà îò òî÷åê ( )2A  è ( )4B . Ïîíÿòíî, ÷òî

ýòî ñåðåäèíà îòðåçêà
ÀÂ, ò.å. ( )3C . Ñëåäî-
âàòåëüíî, ðåøåíèåì
óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ
x = 3 (ðèñ.3).

Áîëåå òîãî, ñ òîé æå
ëåãêîñòüþ ìîæíî ðå-
øàòü è íåêîòîðûå íå-

ðàâåíñòâà, íàïðèìåð

1 7x x+ ³ - .

Äåéñòâèòåëüíî, èç îïðåäåëåíèÿ ìîäóëÿ ñëåäóåò, ÷òî ìîäóëè
ïðîòèâîïîëîæíûõ ÷èñåë ðàâíû , à äëÿ òîãî ÷òîáû èñïîëüçî-
âàòü ôîðìóëó ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè, ïîä çíàêîì ì îäó-
ëÿ äîëæíà ñòîÿòü ðàçíîñòü êîîðäèíàò. Ïîýòîìó äàííîå
íåðàâåíñòâî óäîáíî ïåðåïèñàòü â òàêîì âèäå:

 ( )1 7x x- - ³ - .

Òîãäà åãî ðåøåíèåì áóäóò âñå òî÷êè êîîðäèíàòíîé ïðÿ ìîé,
äëÿ êîòîðûõ ðàññòîÿíèå äî ( )1A -  íå ìåíüøå, ÷åì ðàññòîÿ-
íèå äî ( )7B . Ïîíÿòíî, ÷òî ýòèì ñâîéñòâîì îáëàäàåò òî÷êà

( )3C  – ñåðåäèíà îòðåçêà ÀÂ, à òàêæå âñå òî÷êè, ëåæàùèå
ïðàâåå òî÷êè Ñ (ðèñ.4). Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèåì íåðàâåí-

ñòâà ÿâëÿþòñÿ âñå ÷èñëà, áîëüøèå èëè ðàâíûå òðåì, ò .å.
3x ³ , êîòîðûå îáû÷íî çàïèñûâàþò â âèäå ïðîìåæóòêà

[ )3; + ¥ .

Óïðàæíåíèå  1. Ðåøèòå óðàâíåíèå èëè íåðàâåíñòâî:

à) 3x x= - ; á) 5 5x x+ £ - .

Íàèìåíüøàÿ ñóììà ðàññòîÿíèé

Ïåðåôîðìóëèðóåì èñõîäíóþ çàäà÷ó. Ïóñòü êîëîäåö òðå-
áóåòñÿ âûðûòü òàê, ÷òîáû ñóììà ðàññòîÿíèé îò íåãî ä î äâóõ
äîìîâ áûëà íàèìåíüøåé. Èíòóèöèÿ ïîäñêàçûâàåò, ÷òî ê îëî-
äåö íàäî ñòðîèòü íà îòðåçêå, ñîåäèíÿþùåì ýòè äîìà. Íî â
êàêîé òî÷êå? Îêàçûâàåòñÿ, â ëþáîé òî÷êå ýòîãî îòðåç êà!

Äåéñòâèòåëüíî, êàêóþ áû òî÷êó Ì íà îòðåçêå ÀÂ ìû íè
âûáðàëè, ñóììà ðàññòîÿíèé îò íåå äî êîíöîâ îòðåçêà îäíà
è òà æå è îíà ðàâíà äëèíå îòðåçêà ÀÂ.

Ðèñ. 7
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çàêîí Îìà (ýëåêòðè÷åñêèå
ïðèáîðû) ?

À òàê ëè õîðîøî çíàêîì âàì

Íàäååìñÿ, ÷òî óæå ïðåäûäóùèé âûïóñê «Êàëåéäîñêî-
ïà», ïîñâÿùåííûé çàêîíó Îìà, ïðîäåìîíñòðèðîâàë âàì
åãî îáìàí÷èâóþ ïðîñòîòó. Ìàëî òîãî, îêàçûâàåòñÿ, ÷ò î
çàâèñèìîñòü ìåæäó ñèëîé òîêà è íàïðÿæåíèåì ïåðåñòà-
åò áûòü ëèíåéíîé äàæå â õîðîøî çíàêîìîé íàì ëàìïî÷-
êå íàêàëèâàíèÿ. ×òî óæ ãîâîðèòü îá ýëåêòðîâàêóóìíûõ
ëàìïàõ è ïîëóïðîâîäíèêîâûõ ïðèáîðàõ – äèîäàõ,
òðàíçèñòîðàõ è ò.ï. Íî â òîì-òî è äåëî, ÷òî åñëè áû
çàêîí Îìà ñîáëþäàëñÿ âñåãäà, òî ìû îêàçàëèñü áû áåç
áîëüøèíñòâà ýëåêòðî- è ðàäèîòåõíè÷åñêèõ óñòðîéñòâ.
Áîëåå òîãî, â íèõ ñïåöèàëüíî ââîäÿò íåîäíîðîäíûå,
íåëèíåéíûå ýëåìåíòû, ÷òîáû âûéòè çà ðàìêè äåéñòâèÿ
çàêîíà Îìà è îáåñïå÷èòü áîëåå øèðîêèé ñïåêòð âîçìîæ -
íîñòåé, êîòîðûìè îäàðèë íàñ êîìïüþòåðíûé âåê.

Èñòîðèÿ ïðîãðåññà ýëåêòðè÷åñêèõ ïðèáîðîâ – íåîáúÿò-
íà è óâëåêàòåëüíà. Äàæå åñëè ìû îãðàíè÷èì ñåáÿ
ðàññìîòðåíèåì òîëüêî èçâåñòíûõ ïî øêîëüíîé ëàáîðà-
òîðèè ðåîñòàòîâ è ëàìïî÷åê, âûêëþ÷àòåëåé è áàòàðååê ,
âîëüòìåòðîâ è àìïåðìåòðîâ è íå áóäåì âûõîäèòü çà
ãðàíèöû ïðèìåíèìîñòè çàêîíà Îìà â ëèíåéíîé ôîðìå,
òî îáíàðóæèì íåìàëî ñèòóàöèé, ãäå åñòü ÷åìó ïîäèâèò ü-
ñÿ. À ýòî – çàëîã âàøåãî èíòåðåñà è óñïåõîâ â îñâîå íèè
ýêñïåðèìåíòàëüíîé ôèçèêè.

Âîïðîñû è çàäà÷è

1. Êàêèìè ïðèáîðàìè íåîáõîäèìî ðàñïîëàãàòü, ÷òîáû
ýêñïåðèìåíòàëüíî îñóùåñòâèòü ïðîâåðêó çàêîíà Îìà
äëÿ îäíîðîäíîãî ó÷àñòêà öåïè, ò.å. ïîêàçàòü, ÷òî ñè ëà
òîêà ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíà ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ?

2. Ìîæíî ëè òî÷íî èçìåðèòü ÝÄÑ èñòî÷íèêà íàïðÿ-
æåíèÿ? ×òî äëÿ ýòîãî íóæíî?

3. Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ íàïðÿæåíèå íà çàæèìàõ
áàòàðåè âûøå åå ÝÄÑ?

4. Êàêîâî íàïðàâëåíèå ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà âíóòðè
ãàëüâàíè÷åñêîãî ýëåìåíòà èëè àêêóìóëÿòîðà, ïèòàþùå-
ãî ýëåêòðè÷åñêóþ öåïü?

5. ×åìó ðàâíà ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ ìåæäó êëåììàìè
èñòî÷íèêà ïðè åãî êîðîòêîì çàìûêàíèè?

6. Êàê áóäåò èçìåíÿòüñÿ íàïðÿæåíèå íà çàæèìàõ
èñòî÷íèêà ýëåêòðè÷åñêîé ýíåðãèè ïðè óâåëè÷åíèè òîêà
â öåïè?

7. Îïðåäåëèòå ðàçíîñòü ïî-
òåíöèàëîâ ìåæäó ëþáûìè òî÷-
êàìè öåïè, èçîáðàæåííîé íà
ðèñóíêå 1. ÝÄÑ è âíóòðåííèå
ñîïðîòèâëåíèÿ êàæäîãî ýëåìåí-
òà îäèíàêîâû; ñîïðîòèâëåíèåì
ïðîâîäîâ ïðåíåáðå÷ü.

8. Êîãäà äâà ðàçíûõ àêêóìó-
ëÿòîðà ñîåäèíèëè ïàðàëëåëü-
íî è çàìêíóëè íà ëàìïî÷êó,
îíà ãîðåëà ñëàáî. Íî êîãäà â òó æå öåïü ïîñëåäîâàòå ëü-
íî ñ êàæäûì àêêóìóëÿòîðîì âêëþ÷èëè íåêîòîðîå ñî-
ïðîòèâëåíèå, ëàìïî÷êà ñòàëà ãîðåòü ÿð÷å. Ïî÷åìó?

9. Èäåàëüíûé èñòî÷íèê òîêà äîëæåí äàâàòü îäèí è òîò
æå òîê ïðè ëþáîé íàãðóçêå, à èäåàëüíûé èñòî÷íèê
íàïðÿæåíèÿ äîëæåí äàâàòü îäíó è òó æå ðàçíîñòü
ïîòåíöèàëîâ íà ëþáîé íàãðóçêå. Êàêèìè âíóòðåííèìè
ñîïðîòèâëåíèÿìè äîëæíû îáëàäàòü èäåàëüíûå èñòî÷-
íèêè òîêà è íàïðÿæåíèÿ?

10. Êàê èçìåðèòü ñîïðîòèâëåíèå äàííîãî àìïåðìåòðà,
åñëè èìååòñÿ äðóãîé àìïåðìåòð, ñîïðîòèâëåíèå êîòîðî -
ãî èçâåñòíî?

11. ×òî ïðîèçîéäåò
ñ ïîêàçàíèÿìè àìïåð-
ìåòðîâ, åñëè â ñõåìå
íà ðèñóíêå 2 ðàçîìê-
íóòü êëþ÷ K ?

12.  Ïðè ñáîðêå
öåïè, èçîáðàæåííîé
íà ðèñóíêå 3, ó÷åíèê
ïî îøèáêå âêëþ÷èë

ìîé ïðèáîð… ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñîáðàíèå íåêîòîðîãî
êîëè÷åñòâà õîðîøèõ ïðîâîäíèêîâ ðàçíîãî ðîäà, ðàñïîë î-
æåííûõ â èçâåñòíîì ïîðÿäêå. Åãî îáðàçóþò 30, 40, 60  è
áîëåå êóñêîâ ìåäè (èëè ëó÷øå ñåðåáðà)…

Àëåññàíäðî Âîëüòà

…ãàëüâàíîìåòðîì ñëåäóåò ïîëüçîâàòüñÿ ïðè âñåõ îïûòà õ
ñ ýëåêòðè÷åñêèìè òîêàìè, ÷òîáû âèäåòü â êàæäûé ìîìå íò,
ñóùåñòâóåò ëè òîê è êàêîâà åãî ýíåðãèÿ.

Àíäðå Àìïåð

…ïîñêîëüêó ïîëó÷åííûå íà ýòîì ïóòè ðåçóëüòàòû îò÷åò -
ëèâî äàþò çàêîí ïðîâîäèìîñòè, ÿ äóìàþ, ÷òî íå áóäåò
÷ðåçìåðíûì ïîäðîáíîå îïèñàíèå ìîåãî ïðèáîðà.

Ãåîðã Îì

…òàêèå ñëîæíûå óñòðîéñòâà, êàê òðàíçèñòîðû èëè ðàäèî-
ëàìïû,… ÷àñòî äåéñòâóþò òàê, ÷òî ñâÿçü ìåæäó òîêàìè  è
íàïðÿæåíèÿìè îòíþäü íå ëèíåéíà.

Ðè÷àðä Ôåéíìàí

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2



âîëüòìåòð âìåñòî àìïåðìåòðà, à
àìïåðìåòð âìåñòî âîëüòìåòðà. ×òî
ïðîèçîéäåò ïðè ýòîì ñ èçìåðè-
òåëüíûìè ïðèáîðàìè?

13. Øåñòü îäèíàêîâûõ âîëüò-
ìåòðîâ âêëþ÷åíû â ðåáðà ïðà-
âèëüíîãî òåòðàýäðà, ïîäêëþ÷åí-
íîãî ê èñòî÷íèêó ïîñòîÿííîãî íà-

ïðÿæåíèÿ äâóìÿ âåðøèíàìè. Îäèí èç âîëüòìåòðîâ
ïîêàçûâàåò íàïðÿæåíèå 10 Â. ×òî ïîêàçûâàþò îñòàëü-
íûå âîëüòìåòðû?

14. Â ñõåìå íà ðèñóíêå 4 âñå âîëüòìåòðû îäèíàêîâû.
ÝÄÑ áàòàðåè ðàâíà 5 Â, åå âíóòðåííåå ñîïðîòèâëåíèå

ìàëî. Âîëüòìåòð 1V  ïîêàçûâàåò 2 Â. Êàêîâû ïîêàçà-
íèÿ îñòàëüíûõ âîëüòìåòðîâ?

15. Êàê áóäóò èçìåíÿòüñÿ ïîêàçàíèÿ âîëüòìåòðîâ â
ñõåìå íà ðèñóíêå 5 ïðè ïåðåìåùåíèè ïîëçóíêà ðåîñòàò à
âëåâî?

Ìèêðîîïûò

Ïðåäïîëîæèì, âàì íåîáõîäèìî îñâåùàòü êîðèäîð
îäíîé ëàìïî÷êîé, ïîäâåøåííîé â åãî ñåðåäèíå, íî òàê ,
÷òîáû åå ìîæíî áûëî âêëþ÷àòü è âûêëþ÷àòü â ëþáîì
êîíöå êîðèäîðà. Êàê ýòî ñäåëàòü?

Ëþáîïûòíî, ÷òî…

…â ýêñïåðèìåíòàõ 1792 ãîäà Ëóèäæè Ãàëüâàíè âûçû-
âàë âçäðàãèâàíèå ëàïîê ëÿãóøêè ïðè ïîìîùè ñêîáêè,
ñäåëàííîé èç äâóõ ðàçëè÷íûõ ìåòàëëîâ. Ýòî áûë ïåð-
âûé ãàëüâàíè÷åñêèé ýëåìåíò, â êîòîðîì ëàïêà áûëà
îäíîâðåìåííî ýëåêòðîëèòîì è èíäèêàòîðîì òîêà. Àëåñ-
ñàíäðî Âîëüòà, ïîâòîðèâøèé îïûòû Ãàëüâàíè, ïðèøåë
ê âûâîäó, ÷òî ëÿãóøêà – èçìåðèòåëüíûé ïðèáîð, «â
äåñÿòêè ðàç áîëåå ÷óâñòâèòåëüíûé, ÷åì äàæå… ýëåêòðî-
ìåòð ñ çîëîòûìè ëèñòî÷êàìè».

…ãàëüâàíîìåòðîì Àíäðå Àìïåð íàçâàë ïðèáîð, äåé-
ñòâèå êîòîðîãî îñíîâàíî íà îòêëîíåíèè ìàãíèòíîé ñòð åë-
êè ïðîòåêàþùèì òîêîì. Ãåîðã Îì, âçÿâøèé çà õàðàêòå-
ðèñòèêó òîêà íå òåïëîâîå, à ìàãíèòíîå åãî äåéñòâèå,
èñïîëüçîâàë ôàêòè÷åñêè òîò æå ïðèíöèï, îäíàêî â
îñíîâó ñâîåãî èçìåðèòåëüíîãî ïðèáîðà ïîëîæèë êîíñò-
ðóêöèþ êðóòèëüíûõ âåñîâ Øàðëÿ Êóëîíà. Ïåðâûé æå
ñòðåëî÷íûé ãàëüâàíîìåòð ñî øêàëîé ïîÿâèëñÿ â 1838
ãîäó.

…âûñîêàÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòü òðåáîâàëàñü ïðèáîðàì
Îìà ïîòîìó, ÷òî åìó ïðèøëîñü îòêàçàòüñÿ îò áûñòðî

«ñàäÿùèõñÿ» âîëüòîâûõ áàòàðåé è âçÿòü â êà÷åñòâå
èñòî÷íèêà òîêà òåðìîýëåêòðè÷åñêèé ýëåìåíò, áîëåå ñò à-
áèëüíûé, íî äàþùèé çíà÷èòåëüíî ìåíüøèé òîê. Ðàç-
íîñòü ïîòåíöèàëîâ òàêîãî ýëåìåíòà ñîñòàâëÿëà âñåãî
0,0045 Â.

…ïðîÿâèâøèé ñåáÿ êàê áëåñòÿùèé ýêñïåðèìåíòàòîð,
Îì çàëîæèë è îñíîâû òåîðèè ýëåêòðè÷åñêèõ èçìåðåíèé.
Ýòè åãî çàñëóãè áûëè îòìå÷åíû, â òîì ÷èñëå è òåì, ÷ òî
â 1849 ãîäó óêàçîì êîðîëÿ Áàâàðèè îí áûë íàçíà÷åí
õðàíèòåëåì Ãîñóäàðñòâåííîãî ñîáðàíèÿ ôèçèêî-ìàòå-
ìàòè÷åñêèõ ïðèáîðîâ. À íà Ìåæäóíàðîäíîì êîíãðåññå
ýëåêòðèêîâ â 1881 ãîäó èìåíåì Îìà áûëà íàçâàíà
åäèíèöà ýëåêòðè÷åñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ.

…ïðèêëàäûâàÿ ê ïîëóïðîâîäíèêó ïîñòîÿííîå íàïðÿ-
æåíèå, ìîæíî äîáèòüñÿ ïîëó÷åíèÿ ïåðåìåííîãî òîêà.
Òàêîå «îòëè÷èå» îò çàêîíà Îìà ïîëîæåíî â îñíîâó
áîëüøèíñòâà ñîâðåìåííûõ ãåíåðàòîðîâ ñâåðõâûñîêèõ
÷àñòîò. Ýòè ïðèáîðû èñïîëüçóþòñÿ, íàïðèìåð, äëÿ
îïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè äâèæåíèÿ òðàíñïîðòíûõ ñðåäñòâ
è äëÿ ñâÿçè ÷åðåç èñêóññòâåííûå ñïóòíèêè Çåìëè.

…íà âåëè÷èíó ýëåêòðè÷åñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ ìåòàë-
ëîâ âëèÿþò èõ ñæàòèÿ èëè ðàñòÿæåíèÿ. Ýòà çàâèñèìîñò ü
ðåàëèçîâàíà íà ïðàêòèêå â òàê íàçûâàåìûõ òåíçîìåòðà õ
ñîïðîòèâëåíèÿ, èçìåíåíèÿ êîòîðîãî ïîçâîëÿþò èçìå-
ðèòü ìåõàíè÷åñêèå íàïðÿæåíèÿ.

…çàêîí Îìà èíîãäà îáðåòàë ñîâåðøåííî íîâûé ñìûñë.
Òàê, ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ, ïðèëîæåííàÿ ê ïðîâîäíè-
êó, íàõîäÿùåìóñÿ â ìàãíèòíîì ïîëå, âûçûâàåò ýëåêòðè -
÷åñêèé òîê â öåïè, ñâÿçàííîé ñ ïîïåðå÷íûìè ýëåêòðîä à-
ìè. Ýòî ÿâëåíèå, íàçâàííîå ýôôåêòîì Õîëëà, ïðè
èñïîëüçîâàíèè â âàêóóìíîì ïðîìåæóòêå ìîæåò ñäåëàòü
åãî èäåàëüíûì èçîëÿòîðîì – äàæå åñëè â âàêóóìå
íàéäåòñÿ êàêîå-òî êîëè÷åñòâî ýëåêòðîíîâ, îíè áóäóò
óâîäèòüñÿ ìàãíèòíûì ïîëåì âáîê, íà ñòåíêè óñòàíîâêè .

…èñêóññòâåííî ïîëó÷åííûé íåäàâíî ãðàôåí, ïðåä-
ñòàâëÿþùèé ñîáîé òîí÷àéøèé ñëîé óãëåðîäà òîëùèíîé
âñåãî â îäèí àòîì, ïðîâîäèò ýëåêòðè÷åñêèé òîê ïðè
êîìíàòíîé òåìïåðàòóðå ëó÷øå ëþáûõ ïðîâîäíèêîâ. Íà
åãî îñíîâå ñîáèðàþòñÿ èçãîòàâëèâàòü ñåíñîðíûå ýêðà-
íû, ñâåòîäèîäû è ñîëíå÷íûå áàòàðåè. Ãðàôåí ìîæåò
ñòàòü èäåàëüíûì ìàòåðèàëîì äëÿ òðàíçèñòîðîâ, ôóíê-
öèîíèðóþùèõ, â îòëè÷èå îò òðàäèöèîííûõ êðåìíèå-
âûõ, íà ÷àñòîòàõ, â ñîòíè ðàç áîëüøèõ – äî 1000
ãèãàãåðö.

×òî ÷èòàòü â «Êâàíòå» î çàêîíå Îìà

(ïóáëèêàöèè ïîñëåäíèõ ëåò)
1. «Êàëåéäîñêîï «Êâàíòà» – 2005, ¹1, ñ.32; 2009, ¹1 ,

ñ.32; 2012, ¹1, ñ. 32;
2. «Ýëåêòðè÷åñêèå ìàøèíû è âûáîð ðåæèìà» – 2006,

¹5, ñ.29;
3. «Ýëåêòðè÷åñêèå óçîðû» – 2009, ¹2, ñ.2;
4. «Íåðàâåíñòâî Êîøè â çàäà÷àõ ïî ôèçèêå» – 2010, ¹ 3,

ñ.50;
5. «Ýëåêòðè÷åñòâî èç ôðóêòîâ» – 2010, ¹6, ñ.38;
6. «Ðàçðåçàíèÿ ìåòàëëè÷åñêîãî ïðÿìîóãîëüíèêà» – 201 1,

¹3, ñ.10;
7. «È ñíîâà çàäà÷è íà ñîïðîòèâëåíèÿ» – 2011, ¹3, ñ. 43;
8. «Äâå äþæèíû çàäà÷ íà çàêîí Îìà» – 2012, ¹2, ñ.51 .

Ïóáëèêàöèþ ïîäãîòîâèë À.Ëåîíîâè÷

Ðèñ. 3

Ðèñ. 4 Ðèñ. 5



Ê Â À Í T  $ 2 0 1 2 / ¹ 334

Ðèñ. 9

Îáîçíà÷èì äîìà ïî ïîðÿäêó òî÷êàìè 1 2 6 7, , , ,A A A AK  íà
ïðÿìîé (ðèñ.8), à èñêîìóþ òî÷êó – ÷åðåç X. Äëÿ òîãî ÷òîáû
ñóììà 1 7XA XA+  áûëà íàèìåíüøåé, òî÷êà X äîëæíà íàõî-
äèòñÿ íà îòðåçêå 1 7A A . Ñóììà 2 6XA XA+  íàèìåíüøàÿ, åñëè

òî÷êà X ëåæèò íà îòðåçêå 2 6A A , à ñóììà 3 5XA XA+  íàèìåíü-
øàÿ, åñëè X ëåæèò íà îòðåçêå 3 5A A . Ñëåäîâàòåëüíî, ñóììà

1 2 3 5 6 7XA XA XA XA XA XA+ + + + +  íàèìåíüøàÿ, åñëè òî÷-
êà X ïðèíàäëåæèò âñåì òðåì îòðåçêàì, ò.å. ëåæèò íà îòðå çêå

3 5A A . Îñòàëîñü ñäåëàòü íàèìåíüøèì ðàññòîÿíèå îò X äî 4A .
Ïîíÿòíî, ÷òî ýòî ïðîèçîéäåò â òîì ñëó÷àå, åñëè ýòè òî÷êè
ñîâïàäàþò. Òàêèì îáðàçîì, êîëîäåö íàäî ñòðîèòü îêîë î
÷åòâåðòîãî äîìà, ïðè÷åì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò íèêàê íå
çàâèñèò îò ðàññòîÿíèé ìåæäó ñîñåäíèìè äîìàìè!

Óïðàæíåíèÿ

4. Îòâåòüòå íà âîïðîñ ïðåäûäóùåé çàäà÷è, åñëè âäîëü ä îðîãè
ðàñïîëîæåíû 10 äîìîâ.

5. Íàéäèòå íàèìåíüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå ñóììû:
à) 1 2 11x x x- + - + + -K ;
á) 1 2 100a a a a+ + + + + + +K .

Ãäå ïðîâîäèòü òóðíèð?

Ñëåäóþùàÿ çàäà÷à âçÿòà èç çàìå÷àòåëüíîé êíèæêè Ð.Õî í-
ñáåðãåðà «Ìàòåìàòè÷åñêèå èçþìèíêè» (Áèáëèîòå÷êà
«Êâàíò», âûïóñê 83):

«Â Íüþ-Éîðêå øàõìàòíûõ ìàñòåðîâ áîëüøå, ÷åì íà âñåé
îñòàëüíîé òåððèòîðèè ÑØÀ. Ïëàíèðóåòñÿ ïðîâåñòè øàõì àò-
íûé òóðíèð ñ ó÷àñòèåì âñåõ ìàñòåðîâ. Ðåøåíî, ÷òî òó ðíèð
áóäåò ïðîâåäåí â òàêîì ìåñòå, ÷òîáû ñóììà ðàññòîÿíè é âñåõ
ïåðååçäîâ áûëà íàèìåíüøåé. Íüþ-Éîðêñêèå ìàñòåðà ñ÷è òà-
þò, ÷òî ýòîìó êðèòåðèþ óäîâëåòâîðÿåò èõ ãîðîä, à ìà ñòåðà ñ
Çàïàäíîãî ïîáåðåæüÿ íàñòàèâàþò íà òîì, ÷òî òóðíèð í àäî
ïðîâîäèòü â ãîðîäå, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ «öåíòðîì òÿæåñ òè»
âñåé ñîâîêóïíîñòè ìåñò, â êîòîðûõ æèâóò øàõìàòèñòû.  Êòî
èç íèõ ïðàâ?»

Îêàçûâàåòñÿ, ïðàâû ìàñòåðà èç Íüþ-Éîðêà! Äîêàæåì ýò î.
Ðàññìîòðèì âñåõ ìàñòåðîâ, æèâóùèõ íå â Íüþ-Éîðêå, è
êàæäîìó èç íèõ äàäèì â ïàðó êàêîãî-òî èç øàõìàòèñòî â Íüþ-
Éîðêà. Äëÿ êàæäîé òàêîé ïàðû ñóììà ïåðååçäîâ áóäåò
íàèìåíüøåé, åñëè òóðíèð ïðîâîäèòü â ãîðîäå, ëåæàùåì  â
ëþáîé òî÷êå îòðåçêà MN , ãäå Ì – ìåñòî æèòåëüñòâà âûáðàí-
íîãî øàõìàòèñòà, à N  – Íüþ-Éîðê. Çíà÷èò, èñêîìàÿ ñóììà
ðàññòîÿíèé íå ìåíüøå, ÷åì ñóììà äëèí âñåõ òàêèõ îòð åçêîâ.
Ýòè îòðåçêè èìåþò åäèíñòâåííîå ïåðåñå÷åíèå – òî÷êó N,
ïîýòîìó äëÿ âñåõ óæå ðàññìîòðåííûõ øàõìàòèñòîâ èñêî ìàÿ
ñóììà íàèìåíüøàÿ, åñëè òóðíèð ïðîâîäèòü â N . Îñòàëèñü íå
ðàññìîòðåííûìè òîëüêî òå ìàñòåðà èç Íüþ-Éîðêà, êîòî ðûì
íå õâàòèëî ïàðû, íî äëÿ íèõ ïðîâåäåíèå òóðíèðà â Íü þ-
Éîðêå òàêæå îïòèìàëüíî.

Óïðàæíåíèÿ

6. Ðàññòîÿíèå ìåæäó äåðåâíÿìè A è B ðàâíî 3 êì. Â äåðåâíå
A æèâóò 300 øêîëüíèêîâ, à â äåðåâíå B – 200 øêîëüíèêîâ. Â
êàêîì ìåñòå íàäî ïîñòðîèòü øêîëó, ÷òîáû ñóììà âñåõ ðàññòîÿ-
íèé, ïðîéäåííûõ øêîëüíèêàìè ïî äîðîãå â øêîëó, áûëà  íàè-
ìåíüøåé?

7. Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âûðàæåíèé:
à) 3 2 2 5x x- + - ; á) 8 40 5 40x x+ + + .

À åñëè âðåìÿ – íàèìåíüøåå?

Â çàêëþ÷åíèå – åùå îäíà çàäà÷à (Ìîñêîâñêàÿ ìàòåìàòè -
÷åñêàÿ îëèìïèàäà, 1986 ãîä, 7 êëàññ):

«Òðè ãíîìà æèâóò â ðàçíûõ äîìàõ íà ïëîñêîñòè è õîäÿ ò ñî
ñêîðîñòÿìè 1 êì/÷, 2 êì/÷ è 3 êì/÷ ñîîòâåòñòâåííî. Êàêîå
ìåñòî äëÿ åæåäíåâíûõ âñòðå÷ èì íàäî âûáðàòü, ÷òîáû ñóììà
âðåìåí, íåîáõîäèìûõ êàæäîìó èç ãíîìîâ íà ïóòü îò ñâ îåãî
äîìà äî ýòîãî ìåñòà (ïî ïðÿìîé), áûëà íàèìåíüøåé?»

Àâòîðñêîå ðåøåíèå îïèðàåòñÿ íà ñîñòàâëåíèå ñèñòåì í å-
ðàâåíñòâ ñ íåñêîëüêèìè ïåðåìåííûìè. Ìû æå ïîñòóïèì
èíà÷å. Çàìåòèì, ÷òî íà ëþáîé ïóòü s ïî ïðÿìîé îäèí ãíîì,
èäóùèé ñî ñêîðîñòüþ v, çàòðàòèò ñòîëüêî æå âðåìåíè,
ñêîëüêî â ñóììå çàòðàòÿò n ãíîìîâ, èäóùèõ ñî ñêîðîñòÿìè

â n ðàç áîëüøå (òàê êàê s s
t n

v nv
= = × ). Ïîýòîìó ìîæíî

ïåðåôîðìóëèðîâàòü çàäà÷ó ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïóñòü ñ êî-
ðîñòè âñåõ ãíîìîâ îäèíàêîâû è ðàâíû 6 êì/÷, íî â ïå ðâîì
äîìå æèâóò 6 ãíîìîâ, âî âòîðîì – 3, à â òðåòüåì – 2 . Ïðè
ïîñòîÿííîé ñêîðîñòè ïðîéäåííîå ðàññòîÿíèå ïðîïîðöèî -
íàëüíî çàòðà÷åííîìó âðåìåíè, ïîýòîìó îòâåò â çàäà÷å  íå
èçìåíèòñÿ, åñëè èñêàòü òî÷êó, äëÿ êîòîðîé ñóììà ðàññòîÿ-
íèé , ïðîéäåííûõ âñåìè ãíîìàìè, áóäåò íàèìåíüøåé. Òîãäà
òàê êàê 6 > 3 + 2, òî çàäà÷à ñòàíîâèòñÿ àíàëîãè÷íîé  çàäà÷å
î øàõìàòèñòàõ, è ìû ïîëó÷èì, ÷òî âñòðå÷àòüñÿ íàäî â  äîìå
ïåðâîãî ãíîìà!

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

1 (À.Àíäæàíñ). Íà ïëàíå èçîáðàæåíî øîññå, îò êîòîðîã î
îòõîäÿò íåñêîëüêî äîðîã ê ñåëàì (ðèñ.9). Ãäå íà øîñ ñå íóæíî
ðàñïîëîæèòü àâòîáóñíóþ îñ-
òàíîâêó, ÷òîáû ñóììàðíîå
ðàññòîÿíèå îò íåå äî âñåõ ñåë
(ïî äîðîãàì è øîññå) áûëî
íàèìåíüøèì?

2 (À.Áëèíêîâ, È. Ðàñêè-
íà. XV Òóðíèð ìàòåìàòè÷åñ-
êèõ áîåâ èìåíè À.Ï.Ñàâè-
íà). Òðè ñòàëêåðà äîøëè äî
Êàìåííîé àíîìàëèè. Îòòó-
äà ê êëàäó âåäåò ïðÿìàÿ òðî-
ïà äëèíîé 100 ìåòðîâ. Ñòàë-
êåðû çíàþò, ÷òî ïåðâûé ïî-
øåäøèé ïî òðîïå îêàìåíååò
â ïðîèçâîëüíîì ìåñòå è òàêàÿ æå ó÷àñòü æäåò âòîðîãî . Îíè îáà
îæèâóò â òîò ìîìåíò, êîãäà ïî òðîïå áóäåò èäòè òðåò èé è
ñóììàðíîå ðàññòîÿíèå îò íåãî äî äâóõ îêàìåíåâøèõ ñï óòíèêîâ
áóäåò â òî÷íîñòè ðàâíî 100 ìåòðîâ. Ñìîãóò ëè âñå ñò àëêåðû
äîáðàòüñÿ äî êëàäà áåç ðèñêà îêàìåíåòü íàâñåãäà?

3 (Ð.Õîíñáåðãåð). Ó ëèôòà íà íóëåâîì ýòàæå ñåìíàäöàò è-
ýòàæíîãî äîìà ñîáðàëèñü 17 øêîëüíèêîâ, êîòîðûì íóæí î ïîä-
íÿòüñÿ ââåðõ, ïðè÷åì íà ðàçíûå ýòàæè. Ëèôòåð æå ñîã ëàñåí
ñäåëàòü òîëüêî îäèí ðåéñ íà ëþáîé ýòàæ, à äàëüøå øê îëüíèêè
äîëæíû èäòè ïåøêîì. Ëèôò ñïîñîáåí âìåñòèòü âñåõ øêî ëü-
íèêîâ. Èçâåñòíî, ÷òî âñå øêîëüíèêè ñ îäèíàêîâûì íåó äî-
âîëüñòâèåì ñïóñêàþòñÿ íà îäèí ýòàæ è ñ äâîéíûì íåóä îâîëü-
ñòâèåì ïîäíèìàþòñÿ ïåøêîì íà îäèí ýòàæ. Êàêîé ýòàæ íóæ-
íî âûáðàòü, ÷òîáû ñóììàðíîå íåóäîâîëüñòâèå áûëî íàè ìåíü-
øèì?

Ðèñ. 8
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Êîãäà îðáèòà –
ýëëèïñ

Â.ÄÐÎÇÄÎÂ

Ï ÎÑÊÎËÜÊÓ ÏÐÈ ÝËËÈÏÒÈ×ÅÑÊÎÌ ÄÂÈÆÅÍÈÈ ÒÅËÀ  –
íàïðèìåð, ïëàíåòû èëè åå ñïóòíèêà – åãî óñêîðåíèå

ïåðåìåííî è ïî ìîäóëþ è ïî íàïðàâëåíèþ, ìàòåìàòè÷åñ êîå
îïèñàíèå ýòîãî äâèæåíèÿ âåñüìà ñëîæíî. Îäíàêî áîëüø óþ
ïîìîùü çäåñü ìîãóò îêàçàòü çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ýíåðãè è è
ìîìåíòà èìïóëüñà, à òàêæå çàêîíû Êåïëåðà.

Ãåîìåòðèÿ ýëëèïñà

Ýëëèïñîì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê ïëîñêîñòè, äëÿ
êîòîðûõ ñóììà ðàññòîÿíèé îò äâóõ äàííûõ òî÷åê – ôîê óñîâ

1F  è 2F  – åñòü âåëè÷èíà ïîñòîÿííàÿ: 1 2 2r r a+ = (ðèñ.1).

Óðàâíåíèå ýëëèïñà â ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåì å
êîîðäèíàò èìååò âèä

2 2

2 2 1
x y

a b
+ = , ãäå 2 2 2b a c= - .

Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì ýë ëèï-
ñà. Ïðè b = a  îíî ïðåîáðàçóåòñÿ ê óðàâíåíèþ îêðóæíîñòè

2 2 2x y a+ =  ðàäèóñîì à ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò.
Îñÿìè ýëëèïñà íàçûâàþòñÿ åãî îñè ñèììåòðèè. Öåíòð ý ëëèï-
ñà – ýòî åãî öåíòð ñèììåòðèè Î , ò.å. òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îñåé
ñèììåòðèè. Âåðøèíàìè ýëëèïñà íàçûâàþòñÿ òî÷êè 1A , 2A ,

1B , 2B , â êîòîðûõ ýëëèïñ ïåðåñåêàåò ñâîè îñè. Äëèíà
áîëüøîé îñè ýëëèïñà 1 2 2A A a= , äëèíà áîëüøîé ïîëóîñè

1 2A O A O a= = . Äëèíà ìàëîé îñè ýëëèïñà 1 2 2B B b= , äëèíà
ìàëîé ïîëóîñè 1 2B O B O b= = . Ïëîùàäü ýëëèïñà S ab= p .
Äëèíû îòðåçêîâ 1 1F N r=  è 2 2F N r=  íàçûâàþòñÿ ôîêàëüíû-
ìè ðàäèóñàìè òî÷êè N. Ýêñöåíòðèñèòåò ýëëèïñà – ýòî
îòíîøåíèå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó åãî ôîêóñàìè ê äëèíå áîë üøîé
îñè:

1 2

1 2

2
2

FF c c
e

A A a a
= = = .

Ïîñêîëüêó 2 2 2c a b= - , òî

2

21
b

e
a

= - .

Î÷åâèäíî, ÷òî ýêñöåíòðèñèòåò îêðóæíîñòè ðàâåí íóëþ.

Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è ìîìåíòà èìïóëüñà

Ðàññìîòðèì ñïóòíèê ìàññîé m, äâèæóùèéñÿ ïî ýëëèïòè-
÷åñêîé îðáèòå (ðèñ.2) âîêðóã ñâîåé ïëàíåòû ìàññîé Ì
( M m? ). Ïîëíàÿ ìåõà-
íè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñïóòíè-
êà ðàâíà

2

2
mv Mm

W G
r

= - ,

ãäå v – ñêîðîñòü ñïóòíè-
êà, r – ðàññòîÿíèå ìåæäó
ñïóòíèêîì è ïëàíåòîé, G
– ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòî-
ÿííàÿ. Â ñèëó çàêîíà ñî-
õðàíåíèÿ ýíåðãèè âåëè÷èíà W  ïîñòîÿííà âî âðåìåíè, ò.å.
ñîõðàíÿåòñÿ íåèçìåííîé:

constW = .

Ìîìåíò èìïóëüñà ñïóòíèêà ðàâåí âåêòîðíîìó ïðîèçâåäå íèþ
åãî ðàäèóñà-âåêòîðà r

r
 íà èìïóëüñ mv

r
:

L r mv= ´
ur r r

.

Ïðè ýòîì âåêòîð L
ur

 ïåðïåíäèêóëÿðåí è âåêòîðó r
r

, è âåêòîðó
mv

r
, à ìîäóëü ìîìåí-

òà èìïóëüñà ðàâåí

sinL mvr= a .

Ïî çàêîíó ñîõðàíåíèÿ
ìîìåíòà èìïóëüñà âå-
ëè÷èíà L

ur
 ïîñòîÿííà

âî âðåìåíè, ò.å. ñî-
õðàíÿåòñÿ:

constL =
ur

.

Îïðåäåëèì âåëè÷è-
íû W  è L  äëÿ ýëëèï-
òè÷åñêîãî äâèæåíèÿ –
ýòî ïðèãîäèòñÿ ïðè
ïîñëåäóþùåì ðåøå-
íèè çàäà÷. Ïî çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè èìååì (ðèñ. 3)

2 2
1 2

2 2
mv Mm mv Mm

G G
a c a c

- = -
- +

,

îòêóäà ïîëó÷àåì

2 2
1 2 2 2 2

4 4GMc GMc
v v

a c b
- = =

-
.

Èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà ñëåäóåò, ÷òî

( ) ( )1 2 3 sinv a c v a c v r- = + = a .

Íî ( )sin sin
b
r

a = p - a = . Òîãäà

3
1

bv
v

a c
=

-
 è 3

2
bv

v
a c

=
+

.

Ñëåäîâàòåëüíî,

( )
2 2 2

2 2 3 3
1 2 2 22 2

4 4acb v acv
v v

ba c
- = =

-
.

Ñðàâíèâàÿ äâà âûðàæåíèÿ äëÿ 2 2
1 2v v- , ïîëó÷àåì

2
3

GM
v

a
=

Ðèñ. 1
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Ðèñ. 4

è íàõîäèì èñêîìóþ ýíåðãèþ:
2
3

2 2
mv Mm Mm

W G G
r a

= - = - .

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìîäóëÿ ìîìåíòà èìïóëüñà ñïóòíèêà çà ïè-
øåì î÷åâèäíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé:

3L mv b= ,

2
3

GM
v

a
= ,

2

21
b

e
a

= - .

Èñêëþ÷àÿ èç íåå ñíà÷àëà 3v , à çàòåì b, ëåãêî ïðèäåì ê
òàêîìó ðåçóëüòàòó:

( )21L m GMa e= - .

Çàêîíû Êåïëåðà

Èîãàíí Êåïëåð (1571–1639), íåìåöêèé àñòðîíîì è ìàòå ìà-
òèê ñ ìèðîâûì èìåíåì, îáîáùèë íàáëþäàòåëüíûå äàííûå  è
óñòàíîâèë òàêèå çàêîíû äâèæåíèÿ ïëàíåò:

1) êàæäàÿ ïëàíåòà äâèæåòñÿ ïî ýëëèïñó, â îäíîì èç
ôîêóñîâ êîòîðîãî íàõîäèòñÿ Ñîëíöå;

2) ðàäèóñ-âåêòîð ïëàíåòû çà ðàâíûå ïðîìåæóòêè âðåìå íè
îïèñûâàåò ðàâíûå ïëîùàäè;

3) êâàäðàòû ïåðèîäîâ îáðàùåíèÿ ïëàíåò âîêðóã Ñîëíöà
îòíîñÿòñÿ êàê êóáû áîëüøèõ ïîëóîñåé èõ îðáèò.

Ðåøåííûå çàäà÷è

Ïåðåõîäèì ê ðàññìîòðåíèþ êîíêðåòíûõ çàäà÷. Òàêîãî
ðîäà çàäà÷è ìîãóò ïðåäëàãàòüñÿ íà îëèìïèàäàõ è äîïî ëíè-
òåëüíûõ ýêçàìåíàõ â âóçû ñ ïîâûøåííûìè òðåáîâàíèÿìè
ïî ôèçèêå.

Çàäà÷à 1. Ñïóòíèê ìàññîé m äâèæåòñÿ âîêðóã çâåçäû
ìàññîé M m?  ïî ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòå ñ áîëüøîé ïîëó-
îñüþ à è ýêñöåíòðèñèòåòîì å. Îïðåäåëèòå ñêîðîñòü ñï óò-
íèêà v â òîò ìîìåíò, êîãäà îí íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿí èè r
îò öåíòðà çâåçäû. ×åìó ðàâíû ìàêñèìàëüíàÿ maxv  è
ìèíèìàëüíàÿ minv  ñêîðîñòè ñïóòíèêà?

Ðåøåíèå.  Â ñèëó çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè èìååì óðàâ-
íåíèå

2

2 2
mv Mm Mm

G G
r a

- = - ,

èç êîòîðîãî ñðàçó ïîëó÷àåì èñêîìóþ ñêîðîñòü:

1 1
2

2
v GM

r a
æ ö= -ç ÷
è ø

.

Î÷åâèäíî, ÷òî ìàêñèìàëüíàÿ ñêîðîñòü äîñòèãàåòñÿ ïðè  ìè-
íèìàëüíîì r, ò.å. â ïåðèöåíòðå, êîãäà ( )1r a c a e= - = - .
Âû÷èñëåíèÿ äàþò

max
1
1

GM e
v

a e
+æ ö= ç ÷-è ø

.

ßñíî òàêæå, ÷òî ìèíèìàëüíàÿ ñêîðîñòü äîñòèãàåòñÿ ïð è
ìàêñèìàëüíîì r, ò.å. â àïîöåíòðå, êîãäà ( )1r a c a e= + = + :

min
1
1

GM e
v

a e
-æ ö= ç ÷+è ø

.

Çàäà÷à 2. Ñïóòíèê äâèæåòñÿ âîêðóã ïëàíåòû ìàññîé Ì
ïî ýëëèïñó ñ áîëüøîé è ìàëîé ïîëóîñÿìè à è b ñîîòâå ò-
ñòâåííî. Íàéäèòå ïåðèîä îáðàùåíèÿ ñïóòíèêà Ò. Îïðåä å-
ëèòå ïëîùàäü S,êîòîðóþ ðàäèóñ-âåêòîð, ïðîâåäåííûé è ç

öåíòðà ïëàíåòû ê ñïóòíèêó, «çàìåòàåò» â åäèíèöó âðå -
ìåíè.

Ðåøåíèå. Èç òðåòüåãî çàêîíà Êåïëåðà âûòåêàåò, ÷òî
èñêîìûé ïåðèîä îáðàùåíèÿ Ò ñîâïàäàåò ñ ïåðèîäîì îáðàùå-
íèÿ ñïóòíèêà, äâèæóùåãîñÿ ïî êðóãîâîé îðáèòå ðàäèóñ îì à.
Âåëè÷èíó Ò íàéäåì, ðàçäåëèâ äëèíó îêðóæíîñòè 2 ap  íà

ïåðâóþ êîñìè÷åñêóþ ñêîðîñòü, ðàâíóþ 
GM

a
:

2
2

a a
T a

GMGM
a

p
= = p .

Òàê êàê çà âðåìÿ Ò ðàäèóñ-âåêòîð ðàâíîìåðíî «çàìåòàåò»
ïëîùàäü ýëëèïñà, ðàâíóþ abp , òî çà åäèíèöó âðåìåíè îí
«çàìåòàåò» ïëîùàäü

2
ab b GM

S
T a

p
= = .

Çàäà÷à 3. Íàéäèòå îòíîøåíèå âðåìåí ïðîõîæäåíèÿ êîìå-
òîé ó÷àñòêîâ ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòû, ðàçãðàíè÷èâàåìûõ
ìàëîé ïîëóîñüþ ýë-
ëèïñà ñ ýêñöåíòðèñè-
òåòîì å.

Ðåøåíèå. Ïóñòü 1t
– âðåìÿ äâèæåíèÿ êî-
ìåòû ïî äóãå BDC , à

2t  – âðåìÿ äâèæåíèÿ
êîìåòû ïî äóãå ÑÅÂ
(ðèñ.4). Òîãäà ïî âòî-
ðîìó çàêîíó Êåïëåðà
èñêîìîå îòíîøåíèå
âðåìåí ðàâíî

2 2

1 1

t S
t S

= , ãäå 1 2 ABC
ab

S SD
p

= -  è 2 2 ABC
ab

S SD
p

= +

– ïëîùàäè ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷àñòåé ýëëèïñà. Î÷åâèäíî,  ÷òî
1
2ABCS BC AO bc abeD = × = = .

Ïîýòîìó îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

( )( )
( )( )

2

1

2 2 2
2 2 2

ab et e
t ab e e

p + p +
= =

p - p -
.

Çàäà÷à 4. Íà êàêîå ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå 2r  îò
Ñîëíöà óäàëÿåòñÿ êîìåòà Ãàëëåÿ? Ïåðèîä åå îáðàùåíèÿ
âîêðóã Ñîëíöà Ò = 76 ëåò, ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå îò
Ñîëíöà 8

1r 1,8 10 êì= × . Ðàäèóñ îðáèòû Çåìëè R =
81,5 10 êì= × .

Ðåøåíèå.  Ñðàâíèì, èñïîëüçóÿ òðåòèé çàêîí Êåïëåðà,
ïàðàìåòðû äâèæåíèé êîìåòû è Çåìëè âîêðóã Ñîëíöà (ðè ñ.5):

( )( )32
1 2

2 3
Ç

2r rT

T R

+
= ,

ãäå ÇT  – ïðîäîëæèòåëüíîñòü çåìíîãî ãîäà. Îòñþäà íàõîäèì
2 3

9
2 1

Ç

2 5,2 10  êì
T

r R r
T

æ ö
= - = ×ç ÷

è ø
.

Çàäà÷à 5. Ïåðèîä îáðàùåíèÿ òåëà ïî êðóãîâîé îðáèòå
âîêðóã öåíòðà òÿãîòåíèÿ ðàâåí Ò. Âû÷èñëèòå âðåìÿ t
ïàäåíèÿ òåëà ñ îðáèòû íà öåíòð òÿãîòåíèÿ, åñëè áû
ñêîðîñòü òåëà ìãíîâåííî îáðàòèëàñü â íîëü.

Ðåøåíèå. Ïðîâåäåì ìûñëåííûé ýêñïåðèìåíò. Ïóñòü òåëî
äâèæåòñÿ âîêðóã öåíòðà òÿãîòåíèÿ ïî î÷åíü âûòÿíóòîì ó
ýëëèïñó ñ ýêñöåíòðèñèòåòîì, áåñêîíå÷íî ìàëî îòëè÷àþ ùèì-
ñÿ îò åäèíèöû (ðèñ.6). Òîãäà äëèíà òàêîãî ýëëèïñà ñ



îãðîìíîé òî÷íîñòüþ ðàâíà 2 R, ãäå R – ðàäèóñ êðóãîâîé
îðáèòû. Ïî ñîîáðàæåíèÿì ñèììåòðèè âðåìÿ ïðèáëèæåíèÿ
ñïóòíèêà ê öåíòðó òÿãîòåíèÿ ðàâíî âðåìåíè óäàëåíèÿ îò
íåãî. Ïðèìåíÿÿ òðåòèé çàêîí Êåïëåðà äëÿ îáîèõ òåë, ïîëó-
÷àåì óðàâíåíèå

( ) ( )2 3

2 3

2 2t R

T R
= ,

èç êîòîðîãî íàõîäèì

2
8

t T= .

Çàäà÷à 6. Îðáèòà êîñìè÷åñêîãî êîðàáëÿ «Âîñòîê» èìåëà
ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû: âûñîòà â ïåðèãåå h = 181 êì, â ûñîòà
â àïîãåå Í = 327 êì. Âû÷èñëèòå ïåðèîä îáðàùåíèÿ Ò

êîñìè÷åñêîãî êîðàáëÿ
«Âîñòîê», åñëè ðàäèóñ
Çåìëè R = 6371 êì.

Ðåøåíèå.  Ñíà÷àëà îï-
ðåäåëèì ïåðèîä îáðàùå-
íèÿ íèçêîëåòÿùåãî ïî
êðóãîâîé îðáèòå èñêóññò-
âåííîãî ñïóòíèêà Çåìëè:

0
2

2
R R

T
gRg

p
= = p .

Áîëüøàÿ ïîëóîñü ýëëèï-
òè÷åñêîé îðáèòû êîñìè÷åñêîãî êîðàáëÿ «Âîñòîê», î÷åâ èäíî,
ðàâíà ( ) 2R h H+ +  (ðèñ.7). Îñòàëîñü ïðèìåíèòü òðåòèé
çàêîí Êåïëåðà:

( )( )32

2 3
0

2R h HT

T R

+ +
= ,

îòêóäà íàéäåì
3 2

0 1
2

h H
T T

R
+æ ö= + =ç ÷

è ø

3 2

2 1 89,4 ìèí
2

R h H
g R

+æ öp + =ç ÷
è ø

.

Çàäà÷à 7. Ñ ïîëþñà Çåìëè
çàïóñêàþò äâå ðàêåòû: îäíó
âåðòèêàëüíî ââåðõ, äðóãóþ
ãîðèçîíòàëüíî. Íà÷àëüíûå
ñêîðîñòè îáåèõ ðàêåò ðàâ-
íû 0v , ïðè÷åì 0Rg v< <

2Rg< . Êàêàÿ èç ðàêåò
óäàëèòñÿ äàëüøå îò öåíò-
ðà Çåìëè è âî ñêîëüêî ðàç?

Ðåøåíèå.  Î÷åâèäíî, ÷òî
ïåðâàÿ ðàêåòà óïàäåò íà ìå-
ñòî ñòàðòà, à âòîðàÿ áóäåò
äâèãàòüñÿ ïî ýëëèïñó
(ðèñ.8). Ïóñòü ïåðâàÿ ðàêå-
òà óäàëèòñÿ îò öåíòðà Çåìëè

íà ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå 1r . Ïî çàêîíó ñîõðàíåíèÿ
ýíåðãèè,

2
0

12
mv Mm Mm

G G
R r

- = - ,

îòêóäà íàõîäèì

1 2
0

2

2

GMR
r

GM v R
=

-
.

Ïóñòü âòîðàÿ ðàêåòà óäàëèòñÿ îò öåíòðà Çåìëè íà ìàê ñè-
ìàëüíîå ðàññòîÿíèå 2r . Â ñèëó çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè
èìååì

2
0

2 2
mv Mm Mm

G G
R a

- = - , ãäå 22a r R= + .

Îòñþäà ïîëó÷àåì
2 2

0
2 2

02

R v
r

GM Rv
=

-
.

Òàêèì îáðàçîì,
1

2
2 0

2r Rg
r v

=  > 1,

ò.å. ïåðâàÿ ðàêåòà óäàëèòñÿ îò öåíòðà Çåìëè äàëüøå,  ÷åì
âòîðàÿ.

Çàäà÷à 8. Ñïóòíèê äâèæåòñÿ âîêðóã Çåìëè ïî êðóãîâîé
îðáèòå ðàäèóñîì 3R (ðèñ.9), ãäå R – ðàäèóñ Çåìëè. Â
ðåçóëüòàòå êðàòêîâðåìåííîãî äåéñòâèÿ òîðìîçíîãî äâè ãà-
òåëÿ ñêîðîñòü ñïóòíèêà óìåíüøèëàñü òàê, ÷òî îí ïåðå øåë
íà ýëëèïòè÷åñêóþ îðáèòó, êàñàþùóþñÿ ïîâåðõíîñòè Çåì -
ëè. ×åðåç êàêîå âðåìÿ t ïîñëå òîðìîæåíèÿ ñïóòíèê ïð èçåì-
ëèòñÿ?

Ðåøåíèå.  Ïóñòü â òî÷êå À
ïðîèñõîäèò òîðìîæåíèå ñïóò-
íèêà, à â òî÷êå Â – åãî ïðèçåì-
ëåíèå. Òàêèì îáðàçîì, ñïóòíèê
ïðîõîäèò ïîëîâèíó ýëëèïòè÷åñ-
êîé îðáèòû ñ áîëüøîé ïîëó-
îñüþ 2 R. Ýòî äâèæåíèå çàéìåò
ïîëîâèíó ïåðèîäà îáðàùåíèÿ Ò
ïî ýëëèïñó:

2
T

t = .

Èñïîëüçóÿ òðåòèé çàêîí Êåïëåðà, ñðàâíèì äâèæåíèÿ äâ óõ
ñïóòíèêîâ – íàøåãî ýëëèïòè÷åñêîãî è íèçêîëåòÿùåãî ê ðóãî-
âîãî:

( )32

2 3

2

2

RT

RR
g

=
æ ö

pç ÷ç ÷
è ø

.

Îòñþäà íàéäåì

4 2
R

T
g

= p , è 2 2 119 ìèí
R

t
g

= p » .

Çàäà÷à 9. Òåëó íà ïîâåðõíîñòè Çåìëè ñîîáùèëè íà÷àëü-
íóþ ñêîðîñòü, ðàâíóþ ïåðâîé êîñìè÷åñêîé ñêîðîñòè

0v Rg= , ãäå R – ðàäèóñ Çåìëè, è íàïðàâëåííóþ ïîä óãëîì
a  ê ãîðèçîíòó. Íàéäèòå ìàêñèìàëüíóþ âûñîòó ïîäúåìà
òåëà Í íàä ïîâåðõíîñòüþ Çåìëè è äàëüíîñòü ïîëåòà s ïî
äóãå áîëüøîãî êðóãà.

Ðåøåíèå. Èç ðèñóíêà 10 ÿñíû îáîçíà÷åíèÿ è ðàâåíñòâà
óãëîâ â ñèëó ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî îñè ÎÂ . Òåëî äâèæåòñÿ
ïî ÷àñòè ÀÂÑ ýëëèïñà. Ïðèìåíèì ê ïîëîæåíèÿì òåëà â òî÷êàõ
À è Â çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è ìîìåíòà èìïóëüñà:

2 2
0

2 2
mv Mm mv Mm

G G
R R H

- = -
+

,

( ) ( )0 sin 90mv R mv R H° - a = + .

Ô È Ç È × Å Ñ Ê È É  Ô À Ê Ó Ë Ü Ò À Ò È Â 37

Ðèñ. 5 Ðèñ. 6

Ðèñ. 7

Ðèñ. 8

Ðèñ. 9



Ê Â À Í T  $ 2 0 1 2 / ¹ 338
Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ, ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî 2

0v Rg= , ëåãêî
íàõîäèì

R H
v Rg

R H
-æ ö= ç ÷+è ø

.

Ïîäñòàâèì ýòî çíà÷åíèå âî âòîðîå óðàâíåíèå:

( )( )cosRgR Rg R H R Ha = + - ,

îòêóäà ïîëó÷èì

sinH R= a .

Èñêîìàÿ äëèíà äóãè ðàâíà s R= b . Èç ïðÿìîóãîëüíîãî
òðåóãîëüíèêà OAD  âèä-

íî, ÷òî 
2 2
b p

+ a = . Ñëå-

äîâàòåëüíî, 2b = p - a , è

( )2s R= p - a .

Çàäà÷à 10. Òåëî ïàäà-
åò íà Çåìëþ ñ âûñîòû,
ðàâíîé åå ðàäèóñó R, áåç
íà÷àëüíîé ñêîðîñòè.
Íàéäèòå âðåìÿ t ïàäå-
íèÿ òåëà.

Ðåøåíèå. ×òîáû èçáåæàòü ïðèìåíåíèÿ èíòåãðàëüíîãî èñ-
÷èñëåíèÿ, ïðîâåäåì ìûñëåííûé ýêñïåðèìåíò. Ïóñòü òåë ó íà
âûñîòå R ñîîáùåíà ñêîëü óãîäíî ìàëàÿ ãîðèçîíòàëüíàÿ

ñêîðîñòü 0v
r

 (ðèñ.11). Òîãäà â
ñèëó ïåðâîãî çàêîíà Êåïëåðà
òåëî áóäåò äâèãàòüñÿ ïî äóãå
ýëëèïñà ñ áîëüøîé ïîëóîñüþ,
ðàâíîé R, áåñêîíå÷íî ìàëî îò-
ëè÷àþùåéñÿ îò îòðåçêà ïðÿ-
ìîé. Çíà÷èò, âðåìåíà êðèâîëè-
íåéíîãî è ïðÿìîëèíåéíîãî äâè-
æåíèé òåëà áóäóò ðàâíû. Ïî
òðåòüåìó çàêîíó Êåïëåðà ïåðè-
îä îáðàùåíèÿ òåëà ïî ýëëèïñó
Ò ðàâåí ïåðèîäó îáðàùåíèÿ
íèçêîãî êðóãîâîãî èñêóññòâåí-
íîãî ñïóòíèêà Çåìëè:

2
R

T
g

= p .

Ñîãëàñíî âòîðîìó çàêîíó Êåïëåðà,

t S
T Rb

=
p

,

ãäå S – çàêðàøåííàÿ íà ðèñóíêå 11 ïëîùàäü, «çàìåòàåìàÿ»
ðàäèóñîì-âåêòîðîì òåëà, ïðîâåäåííûì èç öåíòðà Çåìëè ,
ñîâïàäàþùèì ñ ôîêóñîì ýëëèïñà. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî, ñ

äîñòàòî÷íîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè,

4 2
Rb Rb

S
p

= + .

Òîãäà
1 1

1 34 ìèí
4 2 2

R
t T

g
pæ ö æ ö= + = + »ç ÷ ç ÷pè ø è ø

.

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

1. Íàéäèòå ðàçíîñòü âðåìåí ïðîõîæäåíèÿ ó÷àñòêîâ ýëëèïò è-
÷åñêîé îðáèòû Çåìëè, ðàçãðàíè÷èâàåìûõ ìàëîé ïîëóîñü þ ýë-
ëèïñà. Ýêñöåíòðèñèòåò çåìíîé îðáèòû å = 0,017.

2. Âû÷èñëèòå ìàññó Çåìëè, èñïîëüçóÿ èçâåñòíûå ïàðàìåòð û
îðáèòû èñêóññòâåííîãî ñïóòíèêà Çåìëè «Êîñìîñ-380»: ïåðèîä
îáðàùåíèÿ 102,2 ìèí, âûñîòà â ïåðèãåå 6588 êì, âûñî òà â àïîãåå
7926 êì.

3. Êàêîâû ìàêñèìàëüíàÿ è ìèíèìàëüíàÿ ñêîðîñòè êîìåòû
Ãàëëåÿ, åñëè íàèáîëüøåå ðàññòîÿíèå îò êîìåòû äî Ñîë íöà ðàâíî
35,4 à.å., à íàèìåíüøåå – 0,6 à.å. Ìàññà Ñîëíöà 302 10  êã× .

4. Ïîñëåäíåå ïðîõîæäåíèå êîìåòû Ãàëëåÿ âáëèçè Ñîëíöà
íàáëþäàëîñü â 1986 ãîäó. Èñïîëüçóÿ äàííûå ïðåäûäóùå é
çàäà÷è, îïðåäåëèòå, â êàêîì ãîäó ïðîèçîøëî åå ïðåäû äóùåå
ïðîõîæäåíèå?

5. Äâà ñïóòíèêà Çåìëè, êîòîðûå äâèæóòñÿ ïî îäíîé îðáè òå,
èìåþò ïåðèîä îáðàùåíèÿ 4 ÷ êàæäûé. Ðàññòîÿíèå ìåæäó  ñïóò-
íèêàìè èçìåíÿåòñÿ îò 2 êì äî 5 êì. Îïðåäåëèòå âûñîò ó àïîãåÿ
è âûñîòó ïåðèãåÿ îáùåé îðáèòû ñïóòíèêîâ.

6. Ïëóòîí èìååò îðáèòó ñ áîëüøîé ïîëóîñüþ 40 à.å. è
ýêñöåíòðèñèòåòîì 0,25. Íàéäèòå ïåðèîä îáðàùåíèÿ è ì àêñè-
ìàëüíóþ ñêîðîñòü Ïëóòîíà.

7. Ñêîðîñòü ñïóòíèêà â ïåðèãåå ðàâíà v ïðè ðàññòîÿíèè äî
öåíòðà Çåìëè, ðàâíîì r. Êàêîâà ñêîðîñòü ñïóòíèêà â àïîãåå?
Êàêîâî ðàññòîÿíèå îò íåãî äî öåíòðà Çåìëè â àïîãåå?  Ìàññà
Çåìëè ðàâíà Ì .

8. Ñ Þæíîãî è Ñåâåðíîãî ïîëþñîâ Çåìëè îäíîâðåìåííî
ñòàðòóþò äâå ðàêåòû ñ îäèíàêîâûìè íà÷àëüíûìè ñêîðîñ òÿìè,
íàïðàâëåííûìè ãîðèçîíòàëüíî. ×åðåç 3 ÷ 20 ìèí ðàêåò û îêàçà-
ëèñü íà ìàêñèìàëüíîì óäàëåíèè äðóã îò äðóãà. Îïðåäå ëèòå
ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó ðàêåòàìè.

9. Äâà èñêóññòâåííûõ ñïóòíèêà Çåìëè äâèæóòñÿ ïî îäíîé
è òîé æå ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòå. Ðàññòîÿíèå ìåæäó íèì è
íàñòîëüêî ìàëî, ÷òî äóãó ýëëèïñà ìåæäó ñïóòíèêàìè ì îæíî
ñ÷èòàòü îòðåçêîì ïðÿìîé. Ðàññòîÿíèå ìåæäó ñïóòíèêàì è
áûëî ðàâíî à, êîãäà ñåðåäèíà ñîåäèíÿþùåãî èõ îòðåçêà
íàõîäèëàñü â ïåðèãåå. Íà êàêîì ðàññòîÿíèè áóäóò íàõ îäèòü-
ñÿ ñïóòíèêè, êîãäà ñåðåäèíà îòðåçêà áóäåò ïåðåõîäèò ü ÷åðåç
àïîãåé? Âûñîòà ïåðèãåÿ îðáèòû h, âûñîòà àïîãåÿ Í , ðàäèóñ
Çåìëè R.

10. Êîñìè÷åñêèé êîðàáëü äâèæåòñÿ ïî êðóãîâîé îðáèòå íà
ðàññòîÿíèè 400 êì îò ïîâåðõíîñòè Çåìëè. Íà ñêîëüêî íóæíî
óâåëè÷èòü ñêîðîñòü êîðàáëÿ äëÿ ïåðåâîäà åãî íà ýëëè ïòè÷åñ-
êóþ îðáèòó ñ ðàññòîÿíèåì 400 êì îò ïîâåðõíîñòè Çåìë è â
ïåðèãåå è 40000 êì â àïîãåå? Êàêèì áóäåò íîâûé ïåðè îä
îáðàùåíèÿ êîðàáëÿ?

Ðèñ. 10

Ðèñ. 11

Çíàåòå ëè âû, ÷òî ñ ýòîãî ãîäà èçäàåòñÿ íîâûé æóðíà ë äëÿ ëþáîçíàòåëüíûõ
øêîëüíèêîâ 5–8 êëàññîâ – «Êâàíòèê»? Æóðíàë ïîñâÿùåí  çàíèìàòåëüíûì

âîïðîñàì è çàäà÷àì ïî ìàòåìàòèêå, ëèíãâèñòèêå, ôèçè êå è äðóãèì íàóêàì.
«Êâàíòèê» âûõîäèò åæåìåñÿ÷íî. Ïîäïèñàòüñÿ íà íåãî ì îæíî â ïî÷òîâûõ
îòäåëåíèÿõ ñâÿçè, ïîäïèñíîé èíäåêñ 84252. Âûøåäøèå íîìåðà ìîæíî

êóïèòü â ìàãàçèíå ÌÖÍÌÎ ïî àäðåñó:
Ìîñêâà, Á. Âëàñüåâñêèé ïåð., ä.11.

Òåëåôîí ðåäàêöèè: (499) 241-74-83, e-mail: kvantik@ mccme.ru,
ñàéò: www.kvantik.com



Ì À Ò Å Ì À Ò È × Å Ñ Ê È É  Ê Ð Ó Æ Î Ê

Ãåîìåòðèÿ
êàðäèîèäû

À.ÀÊÎÏßÍ

Îïðåäåëåíèÿ è îñíîâíûå ñâîéñòâà

Èçîáðàæåííàÿ íà ðèñóíêå 1 êðèâàÿ íàçûâàåòñÿ êàðäèîè-
äîé . Íàçâàíèå ïðîèñõîäèò îò ãðå÷åñêîãî kardia , ÷òî ïåðå-

âîäèòñÿ êàê «ñåðäöå». Ýòà ôèãóðà îáëàäà-
åò ìíîæåñòâîì èíòåðåñíûõ ñâîéñòâ  è
ïîýòîìó ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ â ìàòåìàòèêå. Â
ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ óðàâíåíèå êàðäèî-
èäû çàïèñûâàåòñÿ òàê:

1 cosr = - j .              ( * )

Óïðàæíåíèå 1. Íàïèøèòå óðàâíåíèå êàð-
äèîèäû â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ.

Â ýòîé ñòàòüå ðå÷ü ïîéäåò î ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâà õ
êàðäèîèäû, ïîýòîìó äàäèì ãåîìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå.

Ïóñòü ïî íåïîäâèæíîé îêðóæíîñòè äèàìåòðà 1 êàòèòñÿ
äðóãàÿ îêðóæíîñòü òàêîãî æå äèàìåòðà. Òîãäà òðàåêòî ðèåé

ôèêñèðîâàííîé òî÷êè êà-
òÿùåéñÿ îêðóæíîñòè áóäåò
êàðäèîèäà (ðèñ.2).

Îïðåäåëåíèå ñ êàòÿùè-
ìèñÿ îêðóæíîñòÿìè íå
î÷åíü óäîáíî äëÿ èññëåäî-
âàíèÿ êàðäèîèäû (íî îíî
íàì åùå ïðèãîäèòñÿ), ïî-
ýòîìó ìû ñôîðìóëèðóåì
åãî ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ïóñòü äàíà îêðóæíîñòü w
ñ öåíòðîì O, òî÷êà A íà
íåé è òî÷êà P, äâèãàþùàÿ-
ñÿ ïî w  (ðèñ.3). Ïóñòü ¢O
– ýòî òî÷êà, ñèììåòðè÷íàÿ
O îòíîñèòåëüíî P. À òî÷-
êà B âûáèðàåòñÿ òàê, ÷òî

BO P POA¢Ð = Ð  è O B¢ =
OA=  (òî÷íåå, B ñèì-

ìåòðè÷íà A îòíîñèòåëüíî
ñåðåäèííîãî ïåðïåíäèêó-
ëÿðà ê îòðåçêó OO¢). Òîã-
äà, åñëè òî÷êà P ïðîéäåò
îêðóæíîñòü w , òî÷êà B
îïèøåò êàðäèîèäó.

Òî÷êà A íàçûâàåòñÿ êàñ-
ïîì  êàðäèîèäû, à òî÷êà V
êàðäèîèäû, ëåæàùàÿ íà
ëó÷å AO, íàçûâàåòñÿ åå
âåðøèíîé .

Óïðàæíåíèå 2. Ïóñòü îê-
ðóæíîñòü äèàìåòðà 1 êàòèò-

ñÿ ïî âíóòðåííîñòè îêðóæíîñòè äèàìåòðà 2. Êàêîâà áó äåò
òðàåêòîðèÿ ôèêñèðîâàííîé òî÷êè êàòÿùåéñÿ îêðóæíîñòè ?

Ïîñêîëüêó òðåóãîëüíèê AOP ðàâíîáåäðåííûé, à AB ïà-
ðàëëåëüíà OP, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ïîëåçíîå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 1. AP ÿâëÿåòñÿ áèññåêòðèñîé óãëà OAB.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Q ïîâòîðíóþ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ BA è

w  (ðèñ.4). Òîãäà ÷åòûðåõ-
óãîëüíèê BO OQ¢  áóäåò
ïàðàëëåëîãðàììîì (äâå åãî
ñòîðîíû ðàâíû, à äðóãèå
äâå ïàðàëëåëüíû, è ýòî íå
òðàïåöèÿ), è, ñëåäîâàòåëü-
íî, BQ ðàâíî O O¢ , èëè,
÷òî òî æå ñàìîå, äèàìåòðó
îêðóæíîñòè w .

Ïîýòîìó ìîæíî îïðåäå-
ëèòü êàðäèîèäó ñëåäóþ-
ùèì íàãëÿäíûì îáðàçîì.
Ïóñòü äàíà îêðóæíîñòü w
äèàìåòðà 1 è òî÷êà A íà
íåé. Ïóñòü òî÷êà Q äâè-
æåòñÿ ïî w  è íà ïðÿìîé
AQ âûáðàíà òî÷êà B òàê,
÷òî BQ ðàâíî äèàìåòðó
îêðóæíîñòè w  (ðèñ.5).
Òîãäà B áóäåò äâèãàòüñÿ
ïî êàðäèîèäå. Òî÷êó B,
êîíå÷íî, ìîæíî âûáðàòü
äâóìÿ ñïîñîáàìè (ïî ðàç-
íûå ñòîðîíû îò òî÷êè Q),
îáå ïîëó÷èâøèåñÿ òî÷êè
áóäóò ëåæàòü íà êàðäèîè-
äå (äîêàæèòå!). Èç äàííîé
êîíñòðóêöèè õîðîøî âèä-
íî, ÷òî ïîëó÷àþùàÿñÿ êðè-
âàÿ çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì
( * ) ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò â
òî÷êå A (ïðîâåðüòå ýòî!),
òàê ÷òî âñå äàííûå íàìè îïðåäåëåíèÿ ðàâíîñèëüíû.

Óïðàæíåíèå 3.  Ïóñòü îêðóæíîñòü äèàìåòðà 2 êàòèòñÿ âîêðóã
îêðóæíîñòè äèàìåòðà 1, ñîäåðæàùåéñÿ âíóòðè íåå. Êàê îâà
áóäåò òðàåêòîðèÿ ôèêñèðîâàííîé òî÷êè êàòÿùåéñÿ îêðó æíîñòè?

Êàñàòåëüíûå ê êàðäèîèäå è åå èíâåðñíûé îáðàç

Êàê ïîñòðîèòü êàñàòåëüíóþ ê êàðäèîèäå?
Ïîðàññóæäàåì íåñêîëüêî íåôîðìàëüíî è âåðíåìñÿ ê ñàì î-

ìó ïåðâîìó îïðåäåëåíèþ êàðäèîèäû. Ïóñòü îêðóæíîñòü ¢w
êàòèòñÿ ïî îêðóæíîñòè w  è â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè ýòè
äâå îêðóæíîñòè êàñàþòñÿ
äðóã äðóãà â òî÷êå P
(ðèñ.6). Êàê ïðè ýòîì íà-
ïðàâëåíà ìãíîâåííàÿ ñêî-
ðîñòü òî÷êè B? Âñïîìíèì
øêîëüíûå óðîêè ôèçèêè.
Çàìåòèì, ÷òî ñêîðîñòü òî÷-
êè P (íà îêðóæíîñòè ¢w )
ðàâíà íóëþ, ò.å. ýòà òî÷êà
ïîêîèòñÿ. Âåêòîð ñêîðîñ-
òè òî÷êè B äîëæåí áûòü
ïåðïåíäèêóëÿðåí îòðåçêó
BP, ïîñêîëüêó ðàññòîÿíèå
BP íå èçìåíÿåòñÿ. Òåì ñà-
ìûì, ìû ïîëó÷èëè ñëåäó-
þùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 2.  Êàñàòåëüíàÿ ê êàðäèîèäå â òî÷êå B ïåðïåíäè-
êóëÿðíà BP .

Òàêèì îáðàçîì, êàðäèîèäà êàñàåòñÿ âñåõ îêðóæíîñòåé ñ
öåíòðàìè P íà îêðóæíîñòè w  è ðàäèóñà PB = PA . Ãîâîðÿ

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3

Ðèñ. 4

Ðèñ. 5

Ðèñ. 6
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íàó÷íûì ÿçûêîì, êàðäèî-
èäà áóäåò îãèáàþùåé ýòîãî
ñåìåéñòâà îêðóæíîñòåé
(ðèñ.7).

×òî ñëó÷èòñÿ ñî âñåìè
ýòèìè îêðóæíîñòÿìè, åñëè
ñäåëàòü èíâåðñèþ 1 ñ öåíò-
ðîì â òî÷êå A è ðàäèóñîì,
ðàâíûì äèàìåòðó îêðóæ-
íîñòè w ? Îêðóæíîñòü w
ïåðåéäåò â ïðÿìóþ l  – ñå-
ðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð
ê îòðåçêó, ñîåäèíÿþùåìó
êàñï è âåðøèíó êàðäèîè-
äû. Ðàññìîòðèì ëþáóþ îê-
ðóæíîñòü íàøåãî ñåìåéñòâà

ñ öåíòðîì â íåêîé òî÷êå I . Ïóñòü îíà ïåðåñåêàåò ëó÷ AI  â
òî÷êå Y . Òîãäà îáðàçîì îêðóæíîñòè áóäåò ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿ-
ùàÿ ÷åðåç îáðàç òî÷êè Y  è ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ëó÷ó AI . Íî

îáðàçîì òî÷êè I (òàê êàê îíà ëåæèò
íà w ) áóäåò òî÷êà X ïåðåñå÷åíèÿ
ëó÷à AI  ñ ïðÿìîé l . Ïîñêîëüêó Y  â
äâà ðàçà äàëüøå îò A, ÷åì I , òî
îáðàç òî÷êè Y  áóäåò â äâà ðàçà
áëèæå ê A, ÷åì òî÷êà X. Òåì ñà-
ìûì, ìû äîêàçàëè, ÷òî âñå îêðóæ-
íîñòè íàøåãî ñåìåéñòâà ïåðåéäóò â
ïðÿìûå – ñåðåäèííûå ïåðïåíäèêó-
ëÿðû ê îòðåçêàì AX, ãäå X – òî÷êà,
äâèæóùàÿñÿ ïî ïðÿìîé l  (ðèñ.8).

Êàê èçâåñòíî, âñå òàêèå ïðÿìûå
êàñàþòñÿ ïàðàáîëû ñ ôîêóñîì â A
è äèðåêòðèñîé l . Òàêèì îáðàçîì,
íàøà êàðäèîèäà – ýòî èíâåðñíûé
îáðàç ïàðàáîëû.

Òóò íàäî äàòü íåêîòîðîå ïîÿñíå-
íèå. Ïàðàáîëîé  íàçûâàåòñÿ ìíî-

æåñòâî òî÷åê, ðàâíîóäàëåííûõ îò íåêîòîðîé ôèêñèðîâà ííîé
òî÷êè (íàçûâàåìîé ôîêóñîì ) è íåêîòîðîé ïðÿìîé ( äèðåê-
òðèñû ). Õîðîøî èçâåñòíî ôîêàëüíîå ñâîéñòâî  ïàðàáîëû:

ëó÷ ñâåòà, ïóùåííûé èç ôîêóñà
ïàðàáîëû, îòðàçèâøèñü îò åå ïî-
âåðõíîñòè, äàëüøå èäåò ïî ïðÿ-
ìîé, ïåðïåíäèêóëÿðíîé äèðåêò-
ðèñå. Ãåîìåòðè÷åñêè ýòî îçíà÷à-
åò, ÷òî åñëè X – òî÷êà íà ïàðàáî-
ëå, Y  – ïðîåêöèÿ X íà äèðåêòðè-
ñó, à A – ôîêóñ ïàðàáîëû, òî
êàñàòåëüíàÿ ê ïàðàáîëå â òî÷êå X
áóäåò áèññåêòðèñîé óãëà YXA
(ðèñ.9). Ïîäðîáíåå î ïàðàáîëå
ìîæíî ïî÷èòàòü â [2].

Ñôîðìóëèðóåì óòâåðæäåíèå î
òîì, ÷òî ïàðàáîëà è êàðäèîèäà
èíâåðñíû, â âèäå òåîðåìû è äà-
äèì åé ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî.

Òåîðåìà.  Ïóñòü k  – êàðäèîè-
äà ñ êàñïîì â òî÷êå A è âåðøèíîé â òî÷êå V, à l – ñ åðåäèííûé
ïåðïåíäèêóëÿð ê AV. Òîãäà ïîñëå èíâåðñèè ñ öåíòðîì â A è

ðàäèóñîì 
AV
2

 êàðäèîèäà k  ïåðåõîäèò â ïàðàáîëó ñ ôîêó-

ñîì â A è äèðåêòðèñîé l.
Äîêàçàòåëüñòâî.  Ìû ÿâíî ïîêàæåì, ïî÷åìó òî÷êà êàðäè-

îèäû ïðè èíâåðñèè ïåðåéäåò â òî÷êó íà ïàðàáîëå. Ïðè  ýòîì

ñïîñîá äîêàçàòåëüñòâà ÿâíî ñëåäóåò èç
âûøåîïèñàííûõ êîíñòðóêöèé.

Îáîçíà÷èì ñåðåäèíó AV  ÷åðåç M ,
ïåðåñå÷åíèå AP ñ l  ÷åðåç P¢ (ðèñ.10).
Ïóñòü B¢ – èíâåðñíûé îáðàç òî÷êè B.
Òîãäà èç ñâîéñòâ èíâåðñèè ñëåäóåò, ÷òî
÷åòûðåõóãîëüíèê P PB B¢ ¢  âïèñàííûé,
âåäü òî÷êè P è P¢ òîæå èíâåðñíû.

Çàìåòèì, ÷òî âûïîëíåíî ñëåäóþùåå
ðàâåíñòâî óãëîâ:

B P P B BP PAB¢ ¢ ¢Ð = Ð = Ð =

90MAP MP A¢= Ð = ° - Ð .

Òàêèì îáðàçîì, óãîë MP B¢ ¢ ïðÿìîé, à
òðåóãîëüíèê AB P¢ ¢ ðàâíîáåäðåííûé. Ýòî êàê ðàç è îçíà÷àåò,
÷òî òî÷êà B¢ ðàâíîóäàëåíà îò ïðÿìîé l  è îò òî÷êè A, ò.å.
ëåæèò íà ïàðàáîëå èç óñëîâèÿ òåîðåìû.

Ïîñêîëüêó êàñàþùèåñÿ êðèâûå ïðè èíâåðñèè ïåðåõîäÿò â
êàñàþùèåñÿ, óòâåðæäåíèå ëåììû 2 òîæå ìîæíî ñ÷èòàòü
äîêàçàííûì.

Íåñêîëüêî ñâîéñòâ êàðäèîèäû

Åñëè âåðíóòüñÿ ê îáîçíà÷åíèÿì ðèñóíêà 4, òî èç ëåìì û 1
ëåãêî âèäåòü, ÷òî óãîë ìåæäó BP è BA ðàâåí ïîëîâèíå óãëà
OAB. Ïîñêîëüêó êàñàòåëüíàÿ â òî÷êå B ê êàðäèîèäå ïåðïåí-
äèêóëÿðíà BP, ýëåìåíòàðíûé ïîäñ÷åò óãëîâ äàåò íàì ñëåäó-
þùóþ ëåììó.

Ëåììà 3.  Îðèåíòèðîâàííûé óãîë ìåæäó êàñàòåëüíîé â

òî÷êå B ê êàðäèîèäå è ïðÿìîé AV ðàâåí 
3

90 BAV
2

° - Ð , ãäå

A – êàñï êàðäèîèäû, à V – åå âåðøèíà .
Ïîä îðèåíòèðîâàííûì óãëîì ìû ïîíèìàåì óãîë, íà êîòî -

ðûé íàäî ïîâåðíóòü êàñàòåëüíóþ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, ÷òîáû
îíà ñòàëà ïàðàëëåëüíà AV  (åñëè óãîë îòðèöàòåëüíûé, òî
ïîâîðà÷èâàåì ïðîòèâ ÷à-
ñîâîé ñòðåëêè).

Òàêèì îáðàçîì, ïðè
äâèæåíèè òî÷êè B óãîë
íàêëîíà êàñàòåëüíîé â
íåé ìåíÿåòñÿ â ïîëòîðà
ðàçà áûñòðåå, ÷åì óãîë
íàêëîíà BA. Âîò äâà ñèì-
ïàòè÷íûõ ñëåäñòâèÿ èç
ýòîãî íàáëþäåíèÿ.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü X
è Y – äâå òî÷êè íà êàð-
äèîèäå òàêèå, ÷òî îòðå-
çîê XY ñîäåðæèò êàñï.
Òîãäà êàñàòåëüíûå â
òî÷êàõ X è Y ïåðåñåêà-
þòñÿ ïîä ïðÿìûì óã-
ëîì (ðèñ.11).

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü
íà êàðäèîèäå ñ êàñïîì
A âûáðàíû òàêèå òðè
òî÷êè X, Y è Z, ÷òî

XAY YAZÐ = Ð =

120ZAX= Ð = ° .

Òîãäà êàñàòåëüíûå â
òî÷êàõ X, Y è Z ïàðàë-
ëåëüíû (ðèñ.12) .

Ïðîäîëæèì èçó÷àòü
êîíñòðóêöèþ, èçîáðà-
æåííóþ íà ðèñóíêå 4.
Îáîçíà÷èì ïîâòîðíîå

Ðèñ. 7

Ðèñ. 8

Ðèñ. 9

Ðèñ. 10

Ðèñ. 11

Ðèñ. 121 Óçíàòü îá èíâåðñèè ìîæíî, íàïðèìåð, èç êíèãè [1].



ïåðåñå÷åíèå ïðÿìîé AB ñ êàðäèîèäîé ÷åðåç C, îêðóæíîñòü ñ
öåíòðîì â O è ðàäèóñîì OV  îáîçíà÷èì ÷åðåç W . Ïåðåñå÷å-
íèå ëó÷åé OP è OQ c W  îáîçíà÷èì ÷åðåç M  è N ñîîòâåòñòâåí-
íî (ðèñ.13).

Èç ïîñòðîåíèÿ êàðäèîèäû ìû çíàåì, ÷òî Q – ñåðåäèíà BC.
Ïîýòîìó QN  ðàâíà ïîëîâèíå BC, ñëåäîâàòåëüíî, óãîë BNC
ïðÿìîé. Ïîêàæåì, ÷òî BN  è NC  áóäóò êàñàòåëüíûìè ê

êàðäèîèäå. Êàê ìû çíàåì, Ð = Ð
1
2

PBQ QAO . Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, òðåóãîëüíèê BQN  ðàâíîáåäðåííûé, ñëåäîâàòåëü-

íî, 
1 1

90 90
2 2

QBN BQN QAOÐ = ° - Ð = ° - Ð . Çíà÷èò, óãîë

PBN  ïðÿìîé, à ñëåäîâàòåëüíî, BN  áóäåò êàñàòåëüíîé (àíà-
ëîãè÷íî äëÿ CN ). Òåì ñàìûì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî êàñàòåëü-
íûå â ñëåäñòâèè 1 íå òîëüêî ïåðïåíäèêóëÿðíû, íî è ï åðåñå-
êàþòñÿ íà îêðóæíîñòè W.

Êðîìå òîãî, óãëû POV  è POQ  ðàâíû äðóã äðóãó (òàê êàê
îáà ðàâíû óãëó QAO), îòêóäà Ð = Ð = ° -90VMO OMN

- Ð
1
2

QAO . Òàêèì îáðàçîì, ëó÷, âûõîäÿùèé èç V, îòðàçèâ-

øèñü îò âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè W , èäåò ïî êàñàòåëüíîé
ê êàðäèîèäå (ðèñ.14). Äðóãèìè ñëîâàìè, êàðäèîèäà ÿâëÿåò-

ñÿ êàóñòèêîé  îêðóæíîñòè ñ èñòî÷íèêîì ñâåòà, ðàñïîëîæåí-
íûì íà îêðóæíîñòè, òàê ÷òî åå ìîæíî ÷àñòî âñòðåòèòü  â
ïðèðîäå (ðèñ.15). Âû ìîæåòå ïðîâåñòè òàêîé ýêñïåðèì åíò
äîìà, âçÿâ ìåòàëëè÷åñêóþ êàñòðþëþ è ðàñïîëîæèâ ôîíà ðèê
ó åå êðàÿ. Ëó÷è ñâåòà, îòðàçèâøèñü îò ñòåíîê, íàðèñ óþò íà
äíå êàðäèîèäó. Ïîäðîáíåå î êàóñòèêàõ ñì., íàïðèìåð,  [3].

Óïîìÿíåì åùå îäèí ïðèìå÷àòåëüíûé ôàêò ïðî êàðäèîèäó .
Îíà ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíîé ÷àñòüþ õîðîøî èçâåñòíîãî ìíî-
æåñòâà Ìàíäåëüáðîòà  (ðèñ.16). Ïîäðîáíåå îá ýòîì ìîæíî
ïî÷èòàòü, íàïðèìåð, â [4].

Ðèñ. 14

Ðèñ. 16

Ðèñ. 17

Ì À Ò Å Ì À Ò È × Å Ñ Ê È É  Ê Ð Ó Æ Î Ê 41

Ðèñ. 13

Ðèñ. 15. Ôîòî Gerard Janot

Â ñòàòüå Â.Ãîðèíà «×òî ìîæíî ñëîæèòü èç êóáèêîâ?» â
ýòîì íîìåðå æóðíàëà øëà ðå÷ü î òîì, êàê âûãëÿäèò «ò èïè÷-
íîå çàìîùåíèå» öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷íîãî øåñòèóãîëüí èêà
ñ óãëàìè 120°  ðîìáàìè, èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, êàê âûãëÿäèò
òèïè÷íàÿ òðåõìåðíàÿ äèàãðàììà Þíãà â êîðîáêå. Îêàçû -
âàåòñÿ, ÷òî, êàê ïðàâè-
ëî, âáëèçè óãëîâ ðîì-
áû áóäóò èìåòü îäèíà-
êîâûé âèä, è òåì ñà-
ìûì ó òèïè÷íîãî çàìî-
ùåíèÿ âûðèñîâûâàåòñÿ
âïîëíå êîíêðåòíàÿ ãðà-
íèöà – ýëëèïñ, âïèñàí-
íûé â ýòîò øåñòèóãîëü-
íèê (ñì. ðèñ. 12 ñòàòüè
Â.Ãîðèíà).

Ñðàâíèòåëüíî íåäàâ-
íî À.Îêóíüêîâ è Ð.Êå-
íü¸í ïîêàçàëè, ÷òî åñëè
ðàññìàòðèâàòü ïðàâèëü-
íûé øåñòèóãîëüíèê ñ
âûðåçàííûì ó óãëà ðîì-
áîì (ñî ñòîðîíîé, â äâà
ðàçà ìåíüøåé ñòîðîíû øåñòèóãîëüíèêà; ðèñ.17), òî ãð àíèöåé
åãî òèïè÷íîãî çàìîùåíèÿ áóäåò êàðäèîèäà!
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«ÄÆÎÊÎÍÄÀ»
ÊÀÊ ÃÐÀÔÈÊ
ÔÓÍÊÖÈÈ,

èëè Ïîñòðîåíèå ôóíêöèè
ñî âñþäó ïëîòíûì ãðàôèêîì

Ë.ØÒÅÉÍÃÀÐÖ

ÂÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ ÄÀÂÍÎ ÈÇÂÅÑÒÍÛ ÔÓÍÊÖÈÈ Ñ ÓÄÈ-
âèòåëüíûì ñâîéñòâîì: èõ ãðàôèê âñþäó ïëîòåí  íà ïëîñ-

êîñòè. Òàêèå ôóíêöèè ÷àñòî íàçûâàþò «ñòðàííûìè», «ý êçî-
òè÷åñêèìè», «äèêèìè» è ò.ï. Îíè õîðîøî èçâåñòíû ñïå öèà-
ëèñòàì-ìàòåìàòèêàì, íî ïî÷òè íå çíàêîìû «øèðîêîé ïó áëè-
êå», íàïðèìåð øêîëüíèêàì. Âåäü òå ïîñòðîåíèÿ, êîòîð ûå
ïðèâîäÿòñÿ â ëèòåðàòóðå (ñì., íàïðèìåð, ñïèñîê â êî íöå
ñòàòüè), îáû÷íî ãðîìîçäêè è òðåáóþò ñåðüåçíîé ìàòåì àòè-
÷åñêîé ïîäãîòîâêè.

Ìíå óäàëîñü íàéòè ñîâåðøåííî ýëåìåíòàðíîå äîêàçàòåë ü-
ñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ òàêèõ ôóíêöèé, ñ êîòîðûì ÿ õî÷ó âàñ
ïîçíàêîìèòü.

Íàïîìíþ âíà÷àëå, ÷òî ìíîæåñòâî íà ïëîñêîñòè íàçûâàå òñÿ
âñþäó ïëîòíûì , åñëè â ëþáîì êðóãå (äàæå î÷åíü ìàëåíüêîì)
îáÿçàòåëüíî íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäíà òî÷êà èç ýòîãî ìí îæåñòâà.
Íàïðèìåð, ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê ïëîñêîñòè, ó êîòîðûõ  îáå
êîîðäèíàòû ðàöèîíàëüíû, – ýòî ìíîæåñòâî îáîçíà÷àåòñ ÿ

2Q  – êàê íåòðóäíî ïîíÿòü, ÿâëÿåòñÿ âñþäó ïëîòíûì. Íî ýòî
ìíîæåñòâî íå ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì ôóíêöèè. Âåäü äëÿ ôó íê-
öèè íåîáõîäèìî, ÷òîáû êàæäîìó çíà÷åíèþ ïåðåìåííîé õ
ñîîòâåòñòâîâàëî åäèíñòâåííîå  çíà÷åíèå ïåðåìåííîé y.

Îáåùàííîå äîêàçàòåëüñòâî äîâîëüíî àáñòðàêòíî, è, ÷ò îáû
îíî áûëî áîëåå ïðîçðà÷íûì äëÿ ÷èòàòåëåé, ðàññìîòðèì
ñíà÷àëà òàêóþ êàðòèíêó (ðèñ.1).

Ïåðåä íàìè ñàìàÿ èçâåñòíàÿ êàðòèíà âåëèêîãî Ëåîíàðä î äà
Âèí÷è – «Äæîêîíäà». Ïðàâäà, èçîáðàæåííàÿ ïðè ïîìîùè
ñòàðîé âû÷èñëèòåëüíîé ìàøèíû. Òàêèå êàðòèíêè áûëî î ÷åíü
ìîäíî èçãîòàâëèâàòü â êîíöå ïðîøëîãî âåêà. Âïðî÷åì,  è
ñåé÷àñ ëþáàÿ êàðòèíêà íà êîìïüþòåðå ïðèìåðíî òàê è
ñîñòàâëÿåòñÿ – èç òî÷åê.

Ïîðòðåò Äæîêîíäû ñîñòîèò èç ãðîìàäíîãî êîëè÷åñòâà
òî÷åê. Ñêîëüêî ýòèõ òî÷åê – ìû íå çíàåì. Ìîæåò, ìèë ëèîí.
Ìîæåò, íàìíîãî áîëüøå. Íå âàæíî. Ãëàâíîå, ÷òî èõ êîíå÷íîå
êîëè÷åñòâî. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåõ ýòèõ òî÷åê êàê
íåêóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ ôèãóðó. Âñïîìíèòå øêîëüíîå îïð å-
äåëåíèå, ÷òî ãåîìåòðè÷åñêàÿ ôèãóðà – ýòî ëþáîå  ìíîæåñòâî
òî÷åê. È çàäàäèì ñëåäóþùèé âîïðîñ:

ÿâëÿåòñÿ ëè ýòà ôèãóðà ãðàôèêîì íåêîòîðîé (îäíîçíà÷ -
íîé) ôóíêöèè ?

Ðàçóìååòñÿ, ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî òî÷êè òóò ìàòåìàòè ÷åñ-
êèå – îíè íå èìåþò ðàçìåðà (â îòëè÷èå îò êîìïüþòåðí ûõÀâòîð ñòàòüè – äîêòîð ïåäàãîãèêè èç Èåðóñàëèìà (Èçð àèëü).

Ðèñ. 1

Ìîæåò áûòü, Äæîêîíäà òàê òàèíñòâåííî óëûáàåòñÿ, ñêð ûâàÿ ãðàôèê
ôóíêöèè...

Â ñåðåäèíå ïðîøëîãî âåêà êîìïüþòåð (ðàíüøå åãî íàçû âàëè
âû÷èñëèòåëüíîé ìàøèíîé) çàíèìàë èíîãäà íåñêîëüêî êî ìíàò



ïèêñåëåé, êîòîðûå èìåþò õîòü è î÷åíü ìàëåíüêèé, íî âñå æå
íåíóëåâîé ðàçìåð).

Äëÿ íà÷àëà îòâåòüòå íà äðóãîé âîïðîñ (îòâåò íå òàêî é óæ
òðèâèàëüíûé):

ÿâëÿåòñÿ ëè ïîëóîêðóæíîñòü ãðàôèêîì ôóíêöèè?
À ýòî – êàê ïîñìîòðåòü! Åñëè òàê, êàê ïîêàçàíî íà ð èñóí-

êå 2, òî ýòî ãðàôèê ôóíêöèè (ïî÷åìó?).
À åñëè òàê, êàê èçîáðàæåíî íà ðèñóíêå 3, òî íåò (îï ÿòü-

òàêè, ïî÷åìó?).

È ñíîâà ÿ çàäàþ ñâîé ïðåäûäóùèé âîïðîñ:
ÿâëÿåòñÿ ëè «Äæîêîíäà» ãðàôèêîì íåêîòîðîé ôóíêöèè?
Îòâå÷àþ. Îêàçûâàåòñÿ, ìîæíî òàê ïîäîáðàòü ñèñòåìó

êîîðäèíàò (ò.å. òàê âûáðàòü îñè x è y), ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ
òî÷åê, îáðàçóþùèõ ïîðòðåò Äæîêîíäû, îêàæåòñÿ ãðàôèêîì
íåêîòîðîé ôóíêöèè . Äîêàæåì ýòî.

Îáîçíà÷èì íàøå ìíîæåñòâî áóêâîé G – â ÷åñòü Äæîêîíäû.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îíî ðàñïîëîæåíî íà íåêîòîðîé ÷èñ ëîâîé
ïëîñêîñòè ñ ÷èñëîâûìè îñÿìè x è y.

Ïðîâåäåì âñå ïðÿìûå, ñîåäèíÿþùèå ïîïàðíî âñå òî÷êè
íàøåãî ìíîæåñòâà G. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ïîëó÷åí-
íûõ ïðÿìûõ ÷åðåç G .Òàê êàê ìíîæåñòâî G êîíå÷íî, òî ÿñíî,
÷òî è ìíîæåñòâî G  òàêæå êîíå÷íî (îáúÿñíèòå, ïî÷åìó).

Êàæäàÿ ïðÿìàÿ èç ýòîãî ìíîæåñòâà áóäåò îáðàçîâûâàòü
íåêîòîðûé óãîë ñ îñüþ õ (äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ìîæíî áðàòü
ìåíüøèé óãîë, õîòÿ ýòî è íå ïðèíöèïèàëüíî). Òàêèõ ó ãëîâ
áóäåò òîæå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Ñëåäîâàòåëüíî, íà ïë îñêî-
ñòè íåïðåìåííî íàéäåòñÿ íåêîòîðàÿ ïðÿìàÿ, êîòîðàÿ í å áóäåò
ñîâïàäàòü íè ñ îäíîé èç ïðÿìûõ ìíîæåñòâà G  è íå áóäåò
ïàðàëëåëüíà íè îäíîé èç ýòèõ ïðÿìûõ (ïî÷åìó?).

Ïðèìåì ýòó ïðÿìóþ çà íîâóþ îñü îðäèíàò. À ëþáóþ
ïðÿìóþ, åé ïåðïåíäèêóëÿðíóþ, çà íîâóþ îñü àáñöèññ. Ìîæ-
íî ñêàçàòü è òàê: ïîñìîòðèì íà ïîðòðåò Äæîêîíäû ïîä
äðóãèì óãëîì . Íî íå ïîä êàêèì óãîäíî óãëîì, à òàê, êàê áûëî
âûáðàíî. Èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ïðîñòî ïîâåðíåì êàðò èíêó íà
íóæíûé óãîë. Ìû óâèäèì ïðèìåðíî òî, ÷òî èçîáðàæåíî íà
ðèñóíêå 4.

Ïðè ýòîì íà êàæäîé ïðÿìîé, êîòîðàÿ ïàðàëëåëüíà íîâî é
îñè îðäèíàò, áóäåò ëåæàòü íå áîëåå îäíîé òî÷êè èç ì íîæå-

Ðèñ. 2 Ðèñ. 3

Ðèñ. 4

ñòâà G, ò.å. íå áîëåå îäíîé òî÷êè èç ïîðòðåòà Äæîêîíäû.
À ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî òî÷åê, îáðàçóþùèõ ï îðò-
ðåò Äæîêîíäû, ïðåâðàòèëîñü â ãðàôèê íåêîòîðîé (îäíî -
çíà÷íîé!) ôóíêöèè. Âåäü êàæäîìó çíà÷åíèþ õ (èç ñîîòâåò-
ñòâóþùåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ) ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåí-
íîå  çíà÷åíèå y. Ýòî ñëåäóåò èç íàøåãî ïîñòðîåíèÿ. È õîòÿ
ìû íå ìîæåì óêàçàòü, êàêîìó ÷èñëó ÷òî èìåííî ñîîòâå ò-
ñòâóåò, ýòî âñå æå íå ìåøàåò òîìó, ÷òî áóäåò ïîëó÷å í
ãðàôèê ôóíêöèè.

Âïðî÷åì, ïðè íåîáõîäèìîñòè ìîæíî íàéòè ôîðìóëó äàæå
íåïðåðûâíîé  ôóíêöèè, ãðàôèê êîòîðîé ïðîõîäèò ÷åðåç âñå
òî÷êè, ïðèíàäëåæàùèå ïîðòðåòó Äæîêîíäû. Äëÿ ýòîãî ä îñ-
òàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé Ëàãðàíæà:

( )
0

n
j

n i
i ji j i

x x
L x y

x x= ¹

-
=

-å Õ .

Çäåñü ( )1 1;x y , ( )2 2;x y , ( )3 3;x y , … – ýòî è åñòü òî÷êè
«Äæîêîíäû», çàíóìåðîâàííûå â êàêîì-òî ïîðÿäêå. Íåñì îò-
ðÿ íà äîâîëüíî ïóãàþùèé âèä, ïîíÿòü ýòó ôîðìóëó ñîâ ñåì
íåñëîæíî (ïîïðîáóéòå!). Íî îá ýòîì êàê-íèáóäü â äðó ãîé
ðàç. Òåì áîëåå ÷òî, íàðèñîâàâ ãðàôèê òàêîé ôóíêöèè,  ìû
óæå âðÿä ëè ðàçãëÿäèì â íåì Äæîêîíäó. Ñëèøêîì ìíîãî
áóäåò «ëèøíèõ» ëèíèé, ñîåäèíÿþùèõ òî÷êè Äæîêîíäû â
íåïðåðûâíûé ãðàôèê. Òàê ÷òî îáîéäåìñÿ ëó÷øå áåç íåï ðå-
ðûâíûõ ôóíêöèé è äâèíåìñÿ äàëüøå.

ß íàäåþñü, ÷òî ïîðòðåò Äæîêîíäû ïîìîæåò áîëåå ÷åòêî
ïðåäñòàâèòü ïîñòðîåíèå ôóíêöèè, ãðàôèê êîòîðîé âñþä ó
ïëîòåí íà ïëîñêîñòè. Âåäü ïðè ýòîì ðàáîòàåò ïðàêòè÷ åñêè òà
æå èäåÿ.

Èòàê, ïîñòðîèì òåïåðü íàøó «ñòðàííóþ» ôóíêöèþ.
Ïåðâûé ñïîñîá.  Ïðîâåäåì êàêóþ-íèáóäü ïðÿìóþ âèäà y =

= mx + n , êîòîðàÿ îáðàçóåò ñ ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì
îñè àáñöèññ óãîë âåëè÷èíîé 60° . Òîãäà tg 60 3m = ° = .
Äîêàæåì, ÷òî íà òàêîé ïðÿìîé ìîæåò ëåæàòü íå áîëåå îäíîé
òî÷êè ñ ðàöèîíàëüíûìè êîîðäèíàòàìè.

Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòîé ïðÿìîé ïðèíàä-
ëåæàò äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè ñ ðàöèîíàëüíûìè êîîðäèíàò à-
ìè:

( )1 1,A x y=  è ( )2 2,B x y= .

Òîãäà
1 1

2 2

,

.

y mx n

y mx n

= +ì
í

= +î
Âû÷èòàÿ âòîðîå óðàâíåíèå èç ïåðâîãî, ïîëó÷èì

( )1 2 1 2y y m x x- = - .

Åñëè íå áûëî êîìïüþòåðà, òî óìóäðÿëèñü ðèñîâàòü Äæî êîíäó è
äðóãèå êàðòèíêè ïðè ïîìîùè ïå÷àòíîé ìàøèíêè

Ì À Ò Å Ì À Ò È × Å Ñ Ê È É  Ê Ð Ó Æ Î Ê 42
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Çíà÷èò (ó÷èòûâàÿ, ÷òî 1 2x x¹ ),

1 2

1 2

3
y y

m
x x

-
= =

- .

Íî ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê 3  – ÷èñëî èððàöèîíàëüíîå.
Ïîýòîìó íà êàæäîé ïðÿìîé âèäà 3y x n= +  ëåæèò íå áîëåå
îäíîé  òî÷êè ñ ðàöèîíàëüíûìè êîîðäèíàòàìè.

À òåïåðü – ãëàâíàÿ èäåÿ (âçãëÿä «ñ äðóãîé ñòîðîíû»).
Îñòàâèì ìíîæåñòâî 2Q  «íåïîäâèæíûì» è ïîâåðíåì îñè x è
y âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò íà 60 ° (íàïðèìåð, ïðîòèâ ÷àñîâîé
ñòðåëêè). Òîãäà ðàññìàòðèâàåìîå íàìè ìíîæåñòâî 2Q , êàê
ïî âîëøåáñòâó, òóò æå ïðåâðàòèòñÿ â ãðàôèê íåêîòîðî é
ôóíêöèè.

Åñëè ìû õîòèì, ÷òîáû ïîëó÷åííàÿ íàìè ôóíêöèÿ áûëà
îïðåäåëåíà äëÿ âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, äîñòàòî÷í î äëÿ
îñòàëüíûõ òî÷åê ïðèíÿòü åå çíà÷åíèå ðàâíûì, íàïðèìå ð,
íóëþ.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì ôóíêöèþ, îïðåäåëåííóþ íà âñå é
÷èñëîâîé ïðÿìîé, ãðàôèê êîòîðîé, î÷åâèäíî,  âñþäó ïëîòåí
íà ïëîñêîñòè.

Âòîðîé ñïîñîá.  Ýòîò ñïîñîá åùå êîðî÷å. Íî îí áóäåò
ïîíÿòåí ëèøü òåì, êòî çíàêîì ñ íà÷àëüíûìè ïîíÿòèÿìè
òåîðèè ìíîæåñòâ. Îí äîñòóïåí, íàïðèìåð, ìàòåìàòèêàì -
ïåðâîêóðñíèêàì èëè ó÷åíèêàì ìàòåìàòè÷åñêèõ êëàññîâ.

Ðàññìîòðèì ñíîâà ìíîæåñòâî 2Q  âñåõ òî÷åê ïëîñêîñòè, ó
êîòîðûõ îáå êîîðäèíàòû ðàöèîíàëüíû. Ïðîâåäåì âñå ïðÿ-
ìûå , êîòîðûå ñîåäèíÿþò ïîïàðíî òî÷êè ìíîæåñòâà 2Q . Êàê
èçâåñòíî, ìíîæåñòâî 2Q  (êàê è ìíîæåñòâî Q ) ÿâëÿåòñÿ
ñ÷åòíûì. Ïîýòîìó è ìíîæåñòâî P âñåõ òàêèõ ïðÿìûõ òàêæå
áóäåò ñ÷åòíûì (êàê ñ÷åòíîå îáúåäèíåíèå ñ÷åòíûõ ìíîæ åñòâ).
Íî òàê êàê ìíîæåñòâî âîîáùå âñåõ ïðÿìûõ ÿâëÿåòñÿ íå ñ÷åò-
íûì (ðàññìîòðèòå õîòÿ áû âñå ïðÿìûå âèäà y = mx , ãäå m –
äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî), òî ñóùåñòâóåò ïðÿìàÿ, íå ïàð àëëåëü-
íàÿ è íå ñîâïàäàþùàÿ íè ñ îäíîé ïðÿìîé èç ìíîæåñòâà  P.
Ïðèìåì ýòó ïðÿìóþ çà íîâóþ îñü
îðäèíàò, à ëþáóþ ïðÿìóþ, åé ïåð-
ïåíäèêóëÿðíóþ, – çà îñü àáñöèññ.
Äàëüíåéøåå ïî÷òè î÷åâèäíî.

Â çàêëþ÷åíèå ïðåäëàãàåì ðåøèòü
ãîëîâîëîìêó, êîòîðóþ ÿ ïðèäóìàë
äëÿ ìëàäøèõ øêîëüíèêîâ, íî êî-
òîðàÿ, êàê ìíå êàæåòñÿ, õîðîøî
èëëþñòðèðóåò ãëàâíóþ èäåþ èçëî-
æåííîãî ïîñòðîåíèÿ «ñòðàííîé»
ôóíêöèè.

Ãîëîâîëîìêà ñ äâóìÿ áîêàëà-
ìè. Ïåðåä âàìè äâà áîêàëà, ïîñò-
ðîåííûå ïðè ïîìîùè ñïè÷åê
(ðèñ.5). Ïåðåñòàâüòå äâå ñïè÷êè
òàê, ÷òîáû ó ïîëó÷åííîé êîíôèãóðàöèè áûëà îñü ñèììå òðèè.
Íàéäèòå äâà ðàçëè÷íûõ ñïîñîáà ðåøåíèÿ.

Ëèòåðàòóðà
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Ýòà øóòî÷íàÿ êàðòèíêà íåäàëåêà îò ðåàëüíîñòè: ðàíüø å ïðèõîäè-
ëîñü (äà èíîãäà è ñåé÷àñ ïðèõîäèòñÿ) âðó÷íóþ ïðîâåð ÿòü ðåçóëü-
òàòû, ïîëó÷åííûå êîìïüþòåðíîé ïðîãðàììîé. Ïîýòîìó â ñå æå,
ãëàâíîå – òâîð÷åñêèé ïîäõîä

«Êîëûáåëüêà» Íüþòîíà

(Íà÷àëî ñì. íà 4-é ñòðàíèöå îáëîæêè)

íàëåâî, äîõîäèò äî ëåâîãî êðàÿ øàðà 5 ( å), îòðàæàåòñÿ è
ïðåâðàùàåòñÿ â âîëíó ðàññëàáëåíèÿ. Âñå ýòî âðåìÿ ñè ñòåìà
èç ïÿòè øàðîâ íå îáëàäàåò êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé, ïî ñêîëü-
êó âñÿ ïåðâîíà÷àëüíàÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ øàðà 1 ï åðåøëà
â êî÷óþùóþ ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ äåôîðìèðîâàííûõ

øàðîâ, êîòîðîé îíè îáìåíèâàþòñÿ ìåæäó ñîáîé. Ëåãêî
ïîíÿòü, ÷òî «êðàñíàÿ» è «çåëåíàÿ» âîëíû âñòðåòÿòñÿ â ìåñòå
êîíòàêòà øàðîâ 4 è 5. Ïðè ýòîì ðàñøèðÿþùèéñÿ øàð 5
îòòîëêíåòñÿ îò øàðà 4, è âñÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ äåôîð-
ìàöèè ñèñòåìû øàðîâ ïåðåéäåò â êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ
øàðà 5 (ðèñ.3, á).

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ðàçãàäàòü è äðóãèå çàãàäê è
«êîëûáåëüêè» Íüþòîíà äëÿ îäèíàêîâûõ øàðîâ, êîòîðûå
ïîêàçàíû íà ðèñóíêå 4. Ïîïðîáóéòå ñäåëàòü ýòî ñàìè.

Ê.Áîãäàíîâ



Çàäà÷è
ñ ïîðøíÿìè

è ïåðåãîðîäêàìè
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Ï ÎÐØÍÈ  È  ÏÅÐÅÃÎÐÎÄÊÈ  ÂÑÒÐÅ×ÀÞÒÑß  Â  ÇÀÄÀ×ÀÕ
ìåõàíèêè (ãèäðîñòàòèêè), ìîëåêóëÿðíîé ôèçèêè, òåð-

ìîäèíàìèêè. Åñëè ðå÷ü èäåò î ïîäâèæíîé ïåðåãîðîäêå,
ïåðåêðûâàþùåé öèëèíäðè÷åñêèé ñîñóä, òî åå ìîæíî ñìå ëî
íàçûâàòü ïîðøíåì. Òåðìèí «ïåðåãîðîäêà» óìåñòåí â ñë ó÷àå
îòêðûòîãî ñîñóäà (çàäà÷à 1) èëè â ñëó÷àå íåïîäâèæíî é
ñòåíêè, ïðîïóñêàþùåé òåïëî èëè ìîëåêóëû îïðåäåëåííî ãî
òèïà (ïîëóïðîíèöàåìàÿ ïåðåãîðîäêà). Ïîðøåíü ìîæåò á ûòü
íåâåñîìûì èëè ìàññèâíûì (÷òî âàæíî òîëüêî â ñëó÷àå
âåðòèêàëüíîãî öèëèíäðà), ïðîâîäÿùèì òåïëî èëè òåïëî íåï-
ðîíèöàåìûì, äâèãàòüñÿ ñâîáîäíî èëè ñ òðåíèåì.

Ðàññìîòðèì êîíêðåòíûå ïðèìåðû.

Ãèäðîñòàòèêà

Çàäà÷à 1. Ãëóáîêèé áàññåéí ïëîùàäüþ S = 15 2ì  çàïîëíåí
âîäîé äî ãëóáèíû h = 1 ì è ïåðåãîðîæåí ïîïîëàì âåðò èêàëü-
íîé ïåðåãîðîäêîé. Êàêóþ ðàáîòó ñîâåðøàþò, ìåäëåííî
ïåðåìåùàÿ ïåðåãîðîäêó òàê, ÷òîáû îíà ðàçäåëèëà áàññ åéí
â îòíîøåíèè 1:3? Âîäà ÷åðåç ïåðåãîðîäêó íå ïðîíèêàå ò.

Ðåøåíèå . Ðåøåíèå «â ëîá»: ðàññ÷èòàòü ñèëû äàâëåíèÿ,
äåéñòâóþùèå íà ïåðåãîðîäêó, â çàâèñèìîñòè îò åå ñìå ùåíèÿ
è âû÷èñëèòü ðàáîòó ÷åðåç ñðåäíþþ ñèëó. Îäíàêî ìîæíî
îáîéòè âû÷èñëåíèå ñèë äàâëåíèÿ, ðàññ÷èòàâ ðàáîòó ÷å ðåç
èçìåíåíèå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè âîäû. Ïðèíèìàÿ çà ó ðî-
âåíü îòñ÷åòà âûñîòû äíî áàññåéíà, çàïèøåì

íà÷ 2
h

E mg= , 1 2
êîí 2 2 2 2

m h m h
E g g= + ,

ãäå m Shr=  – îáùàÿ ìàññà âîäû, 1h  è 2h  – êîíå÷íûå óðîâíè
âîäû â îòñåêàõ. Ýòè óðîâíè íàõîäÿòñÿ èç óñëîâèÿ ñîõ ðàíå-
íèÿ îáúåìà âîäû:

1 2
3

2 4 4
S S S

h h h= = .

Ïîñëå âû÷èñëåíèé ïîëó÷àåì
2

êîí íà÷ 6
gSh

A E E
r

= - =  = 25 êÄæ.

Çàäà÷à 2. Âåðòèêàëüíàÿ òðóáà ñ ëåãêèì ïîðøíåì, ïëîòíî
ïðèëåãàþùèì ê åå âíóòðåííèì ñòåíêàì, îïóùåíà íèæíèì
êîíöîì â âîäó. Âíà÷àëå ïîðøåíü íàõîäèòñÿ â ñàìîì íè æíåì
ïîëîæåíèè, íà óðîâíå âîäû, à çàòåì åãî ìåäëåííî ïîä íèìà-
þò íà âûñîòó H = 20 ì. Ïðåíåáðåãàÿ òðåíèåì è äàâëåí èåì
ïàðîâ âîäû, íàéäèòå ñîâåðøåííóþ ïðè ýòîì ðàáîòó. Ïë î-
ùàäü ïîðøíÿ S = 100 2ñì . Àòìîñôåðíîå äàâëåíèå 0p  =
= 100 êÏà.

Ðåøåíèå . Ïðè ïîäúåìå ïîðøíÿ íà âûñîòó h äàâëåíèå âîäû
íà ïîðøåíü ðàâíî

0p p ghr= - ,

à ñèëà, ñ êîòîðîé íàäî óäåðæèâàòü ïîðøåíü, ðàâíà ðà âíîäåé-

ñòâóþùåé ñèë äàâëåíèÿ:

0F p S pS ghSr= - = ,

ò.å. âåñó âîäû, ïîäíÿâøåéñÿ âìåñòå ñ ïîðøíåì. Ýòà ñ èëà
ëèíåéíî çàâèñèò îò âûñîòû. Íà âûñîòå

0
0 10 ì

p
h

gr
= =

äàâëåíèå âîäû íà ïîðøåíü îáðàùàåòñÿ â íîëü, ìåæäó â îäîé
è ïîðøíåì ïîÿâëÿåòñÿ ïóñòîé ïðîìåæóòîê, è ñèëà ïåðå ñòàåò
èçìåíÿòüñÿ:

0F p S= .

Òàêèì îáðàçîì, ðàáîòà âíåøíåé ñèëû ðàâíà

( )0
0 0 0

0
2
p S

A h p S H h
+

= + - = 0
0 15 êÄæ

2
h

p S Hæ ö- =ç ÷è ø
.

Â ïîñëåäóþùèõ çàäà÷àõ ìû áóäåì èìåòü äåëî ñ èäåàëüí ûì
ãàçîì. Ðàçîáüåì çàäà÷è íà äâå ãðóïïû: çàäà÷è íà ãàç îâûå
çàêîíû è çàäà÷è íà òåðìîäèíàìèêó èäåàëüíîãî ãàçà.

Óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ èäåàëüíîãî ãàçà

Çàäà÷à 3.  Äàâëåíèå âîçäóõà âíóòðè ïëîòíî çàêóïîðåí-
íîé áóòûëêè ïðè òåìïåðàòóðå 1t 7 C= °  ðàâíî 1p  = 150 êÏà.
Äî êàêîé òåìïåðàòóðû 2t  (ïî øêàëå Öåëüñèÿ) íàäî íà-
ãðåòü áóòûëêó, ÷òîáû èç íåå âûëåòåëà ïðîáêà, åñëè
èçâåñòíî, ÷òî äëÿ âûòàñêèâàíèÿ ïðîáêè áåç íàãðåâàíè ÿ
áóòûëêè òðåáóåòñÿ ìèíèìàëüíàÿ ñèëà F = 45 Í? Ïëîùàä ü
ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ïðîáêè S = 4  2ñì .

Ðåøåíèå . Óñëîâèå âûëåòàíèÿ ïðîáêè ïðè íàãðåâàíèè ãàçà
ñîñòîèò â òîì, ÷òî äîïîëíèòåëüíîå äàâëåíèå äîëæíî ñ îçäàòü
òàêóþ æå ñèëó F, êîòîðàÿ ïîòðåáîâàëàñü äëÿ íà÷àëà ñêîëü-
æåíèÿ ïðîáêè â ãîðëûøêå áóòûëêè:

( )2 1p p S F- = .

Èç ýòîãî óðàâíåíèÿ ìû îïðåäåëèì 2p  è, ïðèìåíèâ óðàâíåíèå
ñîñòîÿíèÿ èäåàëüíîãî ãàçà ïðè ïîñòîÿííîì îáúåìå (çà êîí
Øàðëÿ)

2 2

1 1

T p
T p

= ,

íàéäåì èñêîìóþ òåìïåðàòóðó:

2 1
1

1 490 Ê
F

T T
Sp

æ ö
= + =ç ÷è ø

, 2 217 °Ct = .

Çàäà÷à 4 (ÅÃÝ). Â öèëèíäð îáúåìîì V = 0,5 3ì  íàñîñîì
çàêà÷èâàåòñÿ âîçäóõ ñî ñêîðîñòüþ m = 0,002 êã/ñ. Â
âåðõíåì òîðöå öèëèíäðà
åñòü îòâåðñòèå, çàêðûòîå
ïðåäîõðàíèòåëüíûì êëàïà-
íîì. Êëàïàí óäåðæèâàåòñÿ
â çàêðûòîì ñîñòîÿíèè ñòåð-
æíåì, êîòîðûé ìîæåò ñâî-
áîäíî ïîâîðà÷èâàòüñÿ âîê-
ðóã îñè â òî÷êå À (ðèñ.1). Ê
ñâîáîäíîìó êîíöó ñòåðæíÿ
ïîäâåøåí ãðóç ìàññîé m = 2 êã. Êëàïàí îòêðûâàåòñÿ ÷ åðåç
t = 580 ñ ðàáîòû íàñîñà, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âð åìåíè
äàâëåíèå âîçäóõà â öèëèíäðå áûëî ðàâíî àòìîñôåðíîìó .
Ïëîùàäü çàêðûòîãî êëàïàíîì îòâåðñòèÿ 4  S 5 10-= × 2ì ,
ðàññòîÿíèå ÀÂ ðàâíî l = 0,1 ì. Òåìïåðàòóðà âîçäóõà â
öèëèíäðå è ñíàðóæè íå ìåíÿåòñÿ è ðàâíà T = 300 Ê.
Îïðåäåëèòå äëèíó ñòåðæíÿ L, ñ÷èòàÿ åãî íåâåñîìûì.

Ðåøåíèå . Ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà êëàïàí, îïðåäåëÿåòñÿ
äîïîëíèòåëüíûì äàâëåíèåì 0p p pD = - , ñîçäàâàåìûì çàêà-
÷àííûì â öèëèíäð âîçäóõîì. Óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ ðû÷àã à â
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ìîìåíò, êîãäà êëàïàí ïåðåñòàåò äàâèòü íà ñòåíêè, èì ååò âèä

0pSl mgLD - = .

Ñâÿçü pD  ñ äîïîëíèòåëüíîé ìàññîé âîçäóõà âm tD m=  îïðå-
äåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì Ìåíäåëååâà – Êëàïåéðîíà:

âm
pV RT

D
D

M
= ,

ãäå M = 29 êã/êìîëü – ìîëÿðíàÿ ìàññà âîçäóõà. Ïðîâå äÿ
âû÷èñëåíèÿ, ïîëó÷èì

0,5 ì
tRTSl

L
Vmg

m
M

= = .

Â ñëåäóþùåé çàäà÷å íàì âñå-òàêè ïðèäåòñÿ âû÷èñëèòü
ñèëó äàâëåíèÿ æèäêîñòè íà âåðòèêàëüíóþ ïåðåãîðîäêó,  ÷åãî
óäàëîñü èçáåæàòü â çàäà÷å 1.

Çàäà÷à 5 (ÍÃÓ, 2009). Çàìêíóòûé ñîñóä â ôîðìå ïðÿìî-
óãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà äëèíîé 2L, øèðèíîé b è âû ñîòîé

h ïåðåêðûò ïîñåðåäèíå
òîíêèì ïîðøíåì, êîòî-
ðûé ìîæåò ïåðåìå-
ùàòüñÿ áåç òðåíèÿ
(ðèñ.2). Â ïðàâóþ ïîëî-
âèíó ñîñóäà ÷åðåç îò-
âåðñòèå ââåðõó ìåäëåí-
íî íàëèâàþò æèäêîñòü
ïëîòíîñòüþ r . Êàêîé
îáúåì æèäêîñòè ìîæíî
íàëèòü, åñëè àòìîñôåð-

íîå äàâëåíèå ðàâíî 0p , à òåìïåðàòóðà ïîñòîÿííà?
Ðåøåíèå . Óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ ïîðøíÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî

äàâëåíèå ñæàòîãî ãàçà íà ïîðøåíü (ñëåâà) äîëæíî áûò ü
ðàâíî ñðåäíåìó äàâëåíèþ æèäêîñòè (ñïðàâà), êîòîðîå â
ñëó÷àå ïðÿìîóãîëüíîé ïëîùàäêè ðàâíî äàâëåíèþ íà ïîë îâè-
íå âûñîòû:

0 2
h

p p gr= + .

Èç óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ èäåàëüíîãî ãàçà ïðè ïîñòîÿíí îé
òåìïåðàòóðå (çàêîí Áîéëÿ–Ìàðèîòòà)

( )0 0 0 02
2
h

p V p g V Vræ ö= + -ç ÷è ø
,

ãäå 0V  = bhL, V  – èñêîìûé îáúåì æèäêîñòè, ïîëó÷èì

( ) ( )
0 0

0
0 02 2
p gh p gh

V V bhL
p gh p gh

r r
r r

+ +
= =

+ +
.

Åñëè ñïðàâà è ñëåâà îò âåðòèêàëüíîãî ïîðøíÿ íàõîäÿò ñÿ
ãàçû, òî óñëîâèåì åãî ðàâíîâåñèÿ áóäåò  ðàâåíñòâî ä àâëåíèé
ýòèõ ãàçîâ.

Çàäà÷à 6.  Òåïëîèçîëèðóþùèé ïîðøåíü äåëèò ãîðèçîí-
òàëüíûé ñîñóä íà äâå ðàâíûå ÷àñòè, ñîäåðæàùèå ãàç ï ðè
òåìïåðàòóðå t = 7 C° . Äëèíà êàæäîé ÷àñòè l = 30 ñì. Êîãäà
îäíó ÷àñòü ñîñóäà íàãðåëè, ïîðøåíü ñìåñòèëñÿ íà lD  =
= 2 ñì. Íà ñêîëüêî ãðàäóñîâ íàãðåëè ãàç? Òåìïåðàòóðà  ãàçà
â äðóãîé ÷àñòè ñîñóäà íå èçìåíèëàñü .

Ðåøåíèå . Îáîçíà÷èì íà÷àëüíîå äàâëåíèå â ñîñóäå p,
êîíå÷íîå p¢. Çàïèøåì óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ èäåàëüíîãî ãàçà
(îáúåäèíåííûé ãàçîâûé çàêîí) äëÿ êàæäîé ÷àñòè ñîñóä à:

( )
1

p S l lpSl
T T

D+¢
= ,

( )
2

.
p S l lpSl

T T

D-¢
=

Ïðèðàâíÿâ ïðàâûå ÷àñòè ýòèõ óðàâíåíèé è ó÷òÿ, ÷òî 2T T= ,

ïîëó÷èì

1 320 Ê
l l

T T
l l

D
D

+
= =

-
, 1 40 ÊTD = .

Â ñëåäóþùåé çàäà÷å ñîñóä ðàçäåëåí íà ÷àñòè ïîëóïðîí è-
öàåìîé ïåðåãîðîäêîé, ïðîïóñêàþùåé ìîëåêóëû òîëüêî î ä-
íîãî êîìïîíåíòà ñìåñè. Óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ â ýòîì ñë ó÷àå
ñîñòîèò â ðàâåíñòâå ïàðöèàëüíûõ äàâëåíèé ýòîãî êîìï îíåíòà
ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ïåðåãîðîäêè. Åñëè òåìïåðàòóðû îäè-
íàêîâû, òî ðàâíû íå òîëüêî äàâëåíèÿ, íî è êîíöåíòðà öèè
ýòîãî êîìïîíåíòà.

Çàäà÷à 7 (îëèìïèàäà «Ëîìîíîñîâ-2011»). Ãåðìåòè÷íî
çàêðûòûé öèëèíäðè÷åñêèé ñîñóä, îäíà èç ñòåíîê êîòîð îãî
ÿâëÿåòñÿ ïðîçðà÷íîé, ðàçäåëåí íà òðè îòñåêà íåïîäâè æíîé
ïîðèñòîé ïåðåãîðîäêîé
è ïîäâèæíûì ïîðøíåì,
ñïîñîáíûì ïåðåìåùàòü-
ñÿ áåç òðåíèÿ (ðèñ.3).
Â íà÷àëüíîì ðàâíîâåñ-
íîì ñîñòîÿíèè îáúåìû
âñåõ îòñåêîâ ðàâíû è â
êàæäîì èç íèõ íàõîäèò-
ñÿ îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî îäíîãî è òîãî æå èäåàëüíîã î ãàçà.
×åðåç ïðîçðà÷íûé òîðåö ëåâûé îòñåê ñîñóäà íà÷èíàþò
îáëó÷àòü ëàçåðíûì èçëó÷åíèåì, êîòîðîå ïåðåâîäèò ÷àñ òü
àòîìîâ â âîçáóæäåííîå ñîñòîÿíèå. Âîçáóæäåííûå àòîìû
ìîãóò èçëó÷àòü êâàíòû è ïåðåõîäèòü â îñíîâíîå ñîñòî ÿ-
íèå. ×åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ ãàç ïåðåõîäèò â íîâîå ðà âíîâåñ-
íîå ñîñòîÿíèå, â êîòîðîì îòíîñèòåëüíàÿ äîëÿ âîçáóæä åí-
íûõ àòîìîâ â ëåâîì îòñåêå ðàâíà q (q < 1). Ïîñêîëüê ó
ïîðèñòàÿ ïåðåãîðîäêà ïðîíèöàåìà äëÿ íåâîçáóæäåííûõ
àòîìîâ è íåïðîíèöàåìà äëÿ âîçáóæäåííûõ, äàâëåíèå â
îòñåêàõ èçìåíÿåòñÿ è ïîðøåíü çàíèìàåò íîâîå ïîëîæåí èå.
Íàéäèòå îòíîøåíèå íîâîãî îáúåìà ñðåäíåãî îòñåêà ê å ãî
ïåðâîíà÷àëüíîìó çíà÷åíèþ, åñëè òåìïåðàòóðà ãàçà ïîä äåð-
æèâàåòñÿ ïîñòîÿííîé.

Ðåøåíèå . Îáîçíà÷èì ïåðâîíà÷àëüíûå îáúåìû îòñåêîâ V ,
ïåðâîíà÷àëüíûå êîëè÷åñòâà âåùåñòâà â íèõ n , íîâûé îáúåì
ñðåäíåãî îòñåêà 2V , íîâîå êîëè÷åñòâî âåùåñòâà â íåì 2n .
Ïðèðàâíÿåì äàâëåíèÿ íåâîçáóæäåííûõ àòîìîâ íà ïåðåãî -
ðîäêó è äàâëåíèÿ ãàçîâ íà ïîðøåíü:

( ) ( )2 2

2

1 2
,

q RT RT
V V

n n n- -
=

2

2 2

.
2

RT RT
V V V

n n
=

-

Ââåäÿ äëÿ óäîáñòâà áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå 2x n n= ,
2y V V= , ïîëó÷èì

( ) ( )1 2 ,
x

q x
y

- - =

1
.

2
x
y y

=
-

Èñêëþ÷àÿ x, íàéäåì
3 4
3 3

q
y

q
-

=
- .

Ïðè q = 3/4 îáúåì ñðåäíåãî îòñåêà îáðàùàåòñÿ â íîëü
(ïîðøåíü ïðèæàëñÿ ê ïåðåãîðîäêå). Ïðè q > 3/4 ïîðøåíü
îñòàåòñÿ ïðèæàòûì ê ïåðåãîðîäêå (ïîëó÷åííûé âûøå îò âåò
òåðÿåò ñìûñë).

Â ñëåäóþùèõ çàäà÷àõ ãîðèçîíòàëüíûé ïîðøåíü äåëèò íà
÷àñòè âåðòèêàëüíûé ñîñóä. Åñëè ïîðøåíü ìàññèâíûé, ò î
äàâëåíèå ïîä ïîðøíåì áîëüøå, ÷åì íàä íèì.

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3
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Çàäà÷à 8.  Ãàç íàõîäèòñÿ â âåðòèêàëüíîì öèëèíäðå ïîä
ïîðøíåì ìàññîé nm  = 5 êã. Êàêîé ìàññû ãðóç íàäî ïîëî-
æèòü íà ïîðøåíü, ÷òîáû îí îñòàëñÿ â ïðåæíåì ïîëîæåí èè,
êîãäà àáñîëþòíàÿ òåìïåðàòóðà ãàçà áóäåò óâåëè÷åíà
âäâîå? Àòìîñôåðíîå äàâëåíèå 0p  = 100 êÏà, ïëîùàäü
ïîðøíÿ S = = 0,001 2ì .

Ðåøåíèå . Èç óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ èäåàëüíîãî ãàçà ïðè
ïîñòîÿííîì îáúåìå (çàêîí Øàðëÿ) ïîëó÷èì

2 2

1 1

2
p T
p T

= = .

Îáîçíà÷èì ìàññó ãðóçà m è çàïèøåì óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ
ïîðøíÿ â íà÷àëüíîì è êîíå÷íîì ñîñòîÿíèÿõ:

1 0 ïp S p S m g- = ,

( )2 0 ïp S p S m m g- = + .

Åñëè âû÷åñòü ýòè óðàâíåíèÿ äðóã èç äðóãà, ïîëó÷èì

( )2 1p p S mg- = .

Ýòî óðàâíåíèå ìîæíî íàïèñàòü ñðàçó – â íåì ïðèðàâíè âàþò-
ñÿ äîáàâêè ê ñèëàì, íàïðàâëåííûì ââåðõ è âíèç. Îêîí ÷à-
òåëüíî ïîëó÷àåì

( ) ( )2 1 1 1 0
ï

2
15 êã

p p S p p S p S
m m

g g g

- -
= = = + = .

Â ñëåäóþùåé çàäà÷å ïîðøåíü òîëüêî âíà÷àëå íàõîäèòñÿ  â
ðàâíîâåñèè, à çàòåì äâèæåòñÿ ñ óñêîðåíèåì.

Çàäà÷à 9.  Âîçäóõ íàõîäèòñÿ â âåðòèêàëüíîì öèëèíäðå
ïîä ïîðøíåì ìàññîé m = 20,2 êã è ñå÷åíèåì S = 20  2ñì .
Ïîñëå òîãî êàê öèëèíäð ñòàëè ïåðåìåùàòü âåðòèêàëüíî
ââåðõ ñ óñêîðåíèåì a = 5  2ì ñ , âûñîòà ñòîëáà âîçäóõà â
öèëèíäðå óìåíüøèëàñü íà 20%. Ñ÷èòàÿ òåìïåðàòóðó
ïîñòîÿííîé, íàéäèòå àòìîñôåðíîå äàâëåíèå.

Ðåøåíèå . Çàïèøåì âòîðîé çàêîí Íüþòîíà äëÿ ïîðøíÿ â
íà÷àëüíîì è êîíå÷íîì ñîñòîÿíèÿõ:

1 0 0,p S p S mg- - =

2 0 .p S p S mg ma- - =

Èç óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ èäåàëüíîãî ãàçà ïðè ïîñòîÿíí îé
òåìïåðàòóðå (çàêîí Áîéëÿ–Ìàðèîòòà)

( )1 2p V p Va=

íàõîäèì

2 1
1

p p
a

= ,

ãäå 0,8a = . Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà 1p  è 2p  èç âòîðîãî çàêîíà
Íüþòîíà, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî 0p :

( )0 0
1

p S mg ma p S mg
a

+ + = + ,

îòêóäà

0 101 êÏà
1

m a
p g

S
a
a

æ ö= - =ç ÷è ø-
.

Â ñëåäóþùèõ çàäà÷àõ ïðîèñõîäèò èçìåíåíèå ñîñòîÿíèÿ
ãàçà êàê ïîä ïîðøíåì, òàê è íàä ïîðøíåì.

Çàäà÷à 10.  Âåðòèêàëüíûé öèëèíäð äåëèòñÿ íà äâå ÷àñ-
òè òÿæåëûì ïîðøíåì, êîòîðûé ìîæåò ïåðåìåùàòüñÿ áåç
òðåíèÿ. Ïîä ïîðøíåì íàõîäèòñÿ â òðè ðàçà áîëüøå ãàç à,
÷åì íàä ïîðøíåì. Ïðè òåìïåðàòóðå 1T  = 300 Ê ïîðøåíü
äåëèò ñîñóä ïîïîëàì. Âî ñêîëüêî ðàç îáúåì ãàçà ïîä
ïîðøíåì áóäåò áîëüøå, ÷åì íàä ïîðøíåì, ïðè òåìïåðàò ó-
ðå 2T  = 800 Ê?

Ðåøåíèå . Êàê â íà÷àëüíîì, òàê è â êîíå÷íîì ñîñòîÿíèè
óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ ïîðøíÿ èìååò îäèí è òîò æå âèä:

( )1 2p p S mg- = ,

( )1 2p p S mg- =¢ ¢ .

Ïðèðàâíèâàÿ ëåâûå ÷àñòè óðàâíåíèé, íàõîäèì

1 2 1 2p p p p- = -¢ ¢ .

Îáîçíà÷àÿ íèæíèé îáúåì â êîíå÷íîì ñîñòîÿíèè xV , à âåðõ-
íèé ( )1 x V- , èç óðàâíåíèÿ Ìåíäåëååâà–Êëàïåéðîíà ïîëó-
÷àåì

( )
1 1 2 23 3

2 2 1
RT RT RT RT

V V xV x V
n n n n

- = -
-

.

Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïðèõîäèì ê êâàäðàòíîìó óðàâíåí èþ

2 11
2 0

3
x x- + =

è âûáèðàåì êîðåíü, ìåíüøèé åäèíèöû: x = 2/3. Òàêèì
îáðàçîì, îáúåì ïîä ïîðøíåì áóäåò áîëüøå, ÷åì íàä ïî ðøíåì,
â ( )1 2x x- =  ðàçà.

Çàäà÷à 11 (ÍÃÓ, 2009). Ïîðøåíü ìàññîé M, ïåðåêðûâàþ-
ùèé ñòàêàí ñå÷åíèåì S, íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè l îò  äíà
ñòàêàíà (ðèñ.4). Êîãäà ñòà-
êàí ïåðåâåðíóëè, ïîðøåíü îñ-
òàíîâèëñÿ íà ðàññòîÿíèè L
îò äíà. Îïðåäåëèòå âíåøíåå
äàâëåíèå âîçäóõà, åñëè òåì-
ïåðàòóðà ãàçà â ñòàêàíå ïî-
ñòîÿííà .

Ðåøåíèå . Çàïèøåì óñëî-
âèå ðàâíîâåñèÿ ïîðøíÿ â íà-
÷àëüíîì è êîíå÷íîì ñîñòîÿ-
íèÿõ:

1 0 ,p S p S Mg- =

0 2p S p S Mg- =

è óñëîâèå ïîñòîÿíñòâà òåìïåðàòóðû:

( ) ( )1 2p lS p LS= .

Âûðàæàÿ 1p S  è 2p S  èç ïåðâûõ äâóõ óðàâíåíèé è ïîäñòàâëÿÿ
â òðåòüå, íàéäåì èñêîìîå âíåøíåå äàâëåíèå:

0
Mg L l

p
S L l

+
=

-
.

Â ñëåäóþùåé çàäà÷å ïîëîæåíèå ïîðøíÿ îïðåäåëÿåòñÿ íå
òîëüêî ñèëîé òÿæåñòè è äàâëåíèåì ãàçà, íî è ñèëîé ó ïðóãîñòè
ïðóæèíû.

Çàäà÷à 12. Âåðòèêàëüíûé öèëèíäð ñå÷åíèåì S ïåðåêðûâà-
åòñÿ òÿæåëûì ïîðøíåì, êîòîðûé ìîæåò ïåðåìåùàòüñÿ áå ç
òðåíèÿ (ðèñ.5). Ïîðøåíü ïîäâåøåí íà ïðóæèíå æåñòêîñ -
òüþ k. Â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè äàâëå-
íèå ãàçà 1p , òåìïåðàòóðà 1T , ïîð-
øåíü ðàñïîëîæåí íà âûñîòå 1h  íàä
äíîì ñîñóäà. Íà êàêîé âûñîòå 2h
óñòàíîâèòñÿ ïîðøåíü ïðè òåìïåðà-
òóðå 2T ?

Ðåøåíèå . Çàïèøåì óñëîâèå ðàâíî-
âåñèÿ ïîðøíÿ â íà÷àëüíîì è êîíå÷íîì
ñîñòîÿíèÿõ:

1 1 0 0,p S kx mg p S+ - - =

2 2 0 0p S kx mg p S+ - - =

(äåôîðìàöèÿ x ñ÷èòàåòñÿ ïîëîæèòåëü-
íîé ïðè ðàñòÿæåíèè). Âû÷èòàÿ óðàâ-
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íåíèÿ è ó÷èòûâàÿ, ÷òî 2 1 1 2x x h h- = - , ïîëó÷àåì

( ) ( )2 1 2 1p p S k h h- = - .

Âûðàæàÿ p2 èç îáúåäèíåííîãî ãàçîâîãî çàêîíà
( ) ( )1 1 2 2

1 2

p Sh p Sh

T T
= ,

ïðèõîäèì ê êâàäðàòíîìó óðàâíåíèþ

2 1 1 2
2 2 1 1

1

0
p S p S T

h h h h
k k T

æ ö- - - =ç ÷è ø

è îñòàâëÿåì ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü
2

1 1 1 1 1 2
2 1

12 2 2 2
h p S h p S p S T

h h
k k k T

æ ö= - + - +ç ÷è ø
.

À òåïåðü òàêàÿ çàäà÷à.
Çàäà÷à 13. Íàéäèòå ïåðèîä ìàëûõ êîëåáàíèé ïîðøíÿ

ìàññîé m, ðàçäåëÿþùåãî ãëàäêèé öèëèíäðè÷åñêèé ñîñóä
ñå÷åíèåì S íà äâå ÷àñòè äëèíîé l êàæäàÿ. Ïî îáå ñòî ðîíû
îò ïîðøíÿ íàõîäèòñÿ èäåàëüíûé îäíîàòîìíûé ãàç ïðè
äàâëåíèè 0p . Ñ÷èòàéòå, ÷òî ïðè êîëåáàíèÿõ òåìïåðàòóðà
íå ìåíÿåòñÿ. Êàê èçìåíèòñÿ îòâåò, åñëè ïðåíåáðå÷ü ò åï-
ëîîáìåíîì?

Ðåøåíèå.  Åñëè òåìïåðàòóðà ïîñòîÿííà, òî ïðè ñìåùåíèè
ïîðøíÿ äëÿ êàæäîé ïîëîâèíû öèëèíäðà constpV = , ò.å.

( ) ( )0 0 0 0p p V V p VD D+ + = .

Îòñþäà, ïðåíåáðåãàÿ âåëè÷èíîé p VD D , ïîëó÷èì

0 0pV V pD D= - .

Ïîñêîëüêó xp F SD D=  è VD =
Sx= , ãäå õ – ìàëîå ñìåùåíèå

ïîðøíÿ (ðèñ.6), òî
2

0 0

0
x

p S p S
F x x

V l
D = - = - .

Ïîëíàÿ âîçâðàùàþùàÿ ñèëà,
äåéñòâóþùàÿ ñî ñòîðîíû îáîèõ ãàçîâ, ðàâíà

02
x

p S
F x

l
= - .

Îòñþäà íàõîäèì ïåðèîä ìàëûõ êîëåáàíèé ïîðøíÿ:

0

2 2
2

m ml
T

k p S
p p= = .

Âèäíî, ÷òî îòâåò âåðåí äëÿ ëþáîãî èäåàëüíîãî ãàçà.
Îäíàêî â äåéñòâèòåëüíîñòè ïðèáëèæåíèå ïîñòîÿíñòâà ò åìïå-
ðàòóðû âûïîëíÿåòñÿ ïëîõî (òîëüêî ïðè î÷åíü ìåäëåííû õ
êîëåáàíèÿõ). Â ýòîì ñëó÷àå èç ïåðâîãî íà÷àëà òåðìîä èíàìè-
êè ñëåäóåò 0 U AD= + . Ïîñêîëüêó âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ

îäíîòîìíîãî èäåàëüíîãî ãàçà ðàâíà 
3
2

U pV= , òî

0 0
3 3
2 2

U p V V pD D D= + , à ðàáîòà ãàçà ðàâíà 0A p VD= . Îò-

ñþäà ïîëó÷àåì

0 0 0
5 3
2 2

p V V pD D= + , èëè 0 0
5
3

pV VpD D= - .

Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé íàõîäèì ïåðèîä êîëåáàíèé:

0

3
2

10
ml

T
p S

p= .

Ïðèìåíåíèÿì òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ìåòîäîâ â çàäà÷àõ ñ
ïîðøíÿìè áóäåò ïîñâÿùåíî ïðîäîëæåíèå ñòàòüè.

Óïðàæíåíèÿ
1. Ãîðèçîíòàëüíûé ñîñóä äëèíîé 85 ñì ðàçäåëåí íà äâå ÷àñòè

òîíêîé ïåðåãîðîäêîé, êîòîðàÿ ìîæåò äâèãàòüñÿ áåç òð åíèÿ. Â
ëåâîé ÷àñòè ñîñóäà íàõîäèòñÿ âîäîðîä, â ïðàâîé – òà êàÿ æå
ìàññà êèñëîðîäà. Íàéäèòå äëèíó ëåâîé ÷àñòè ñîñóäà. Ìîëÿðíàÿ
ìàññà âîäîðîäà 2 êã/êìîëü, êèñëîðîäà 32 êã/êìîëü. Ò åìïå-
ðàòóðû ãàçîâ îäèíàêîâû.

2. Òåïëîèçîëèðóþùèé ïîðøåíü äåëèò ãîðèçîíòàëüíûé ñîñó ä
íà äâå ðàâíûå ÷àñòè, ñîäåðæàùèå ãàç ïðè òåìïåðàòóðå  5 C° .
Äëèíà êàæäîé ÷àñòè 144 ìì. Îäíó ÷àñòü ñîñóäà íàãðåë è íà
18 C° , à äðóãóþ – íà 2 C° . Íà êàêîå ðàññòîÿíèå ñìåñòèëñÿ
ïîðøåíü?

3. Â öèëèíäðå ïîä ïîðøíåì íàõîäèòñÿ ãàç. ×òîáû ïîðøåí ü
îñòàâàëñÿ â íåèçìåííîì ïîëîæåíèè ïðè óâåëè÷åíèè àáñ îëþòíîé
òåìïåðàòóðû ãàçà â 2 ðàçà, íà íåãî ñëåäóåò ïîëîæèòü  ãðóç ìàññîé
10 êã. Ïëîùàäü ïîðøíÿ 210 ñì . Íàéäèòå ïåðâîíà÷àëüíîå äàâ-
ëåíèå ãàçà.

4. Ãàç íàõîäèòñÿ â öèëèíäðå ïîä ïîðøíåì è çàíèìàåò îá úåì
3240 ñì  ïðè äàâëåíèè 510  Ïà. Êàêóþ ñèëó íàäî ïðèëîæèòü

ïåðïåíäèêóëÿðíî ïëîñêîñòè ïîðøíÿ, ÷òîáû ñäâèíóòü åã î íà
2 ñì, óìåíüøèâ îáúåì ãàçà? Ïëîùàäü ïîðøíÿ 224 ñì .

5 (ÅÃÝ). Âåðòèêàëüíî ðàñïîëîæåííûé çàìêíóòûé öèëèíäð è-
÷åñêèé ñîñóä âûñîòîé 50 ñì ðàçäåëåí ïîäâèæíûì ïîðøí åì âåñîì
110 Í íà äâå ÷àñòè, â êàæäîé èç êîòîðûõ ñîäåðæèòñÿ îäèíàêîâîå
êîëè÷åñòâî èäåàëüíîãî ãàçà ïðè òåìïåðàòóðå 361 Ê. Ñ êîëüêî
ìîëåé ãàçà íàõîäèòñÿ â êàæäîé ÷àñòè öèëèíäðà, åñëè ïîðøåíü
ðàñïîëàãàåòñÿ íà âûñîòå 20 ñì îò äíà ñîñóäà? Òîëùèí îé ïîðøíÿ
ïðåíåáðå÷ü.

6. Ãàç íàõîäèòñÿ â âûñîêîì öèëèíäðå ïîä òÿæåëûì ïîðøí åì,
êîòîðûé ìîæåò ïåðåìåùàòüñÿ áåç òðåíèÿ. Ïëîùàäü ïîðø íÿ

230 ñì . Êîãäà öèëèíäð ïåðåâåðíóëè îòêðûòûì êîíöîì âíèç,
îáúåì ãàçà óâåëè÷èëñÿ â 3 ðàçà. ×åìó ðàâíà ìàññà ïî ðøíÿ?
Àòìîñôåðíîå äàâëåíèå 100 êÏà.

7. Â âåðòèêàëüíîì öèëèíäðå íàõîäèòñÿ 1 ìîëü èäåàëüíîãî
ãàçà. Ãàç îòäåëåí îò àòìîñôåðû ïîðøíåì, ñîåäèíåííûì  ñ äíîì
ïðóæèíîé æåñòêîñòüþ 20 êÍ/ì. Ïðè òåìïåðàòóðå 300 Ê ïîð-
øåíü ðàñïîëîæåí íà ðàññòîÿíèè 0,2 ì îò äíà öèëèíäðà . Äî
êàêîé òåìïåðàòóðû íàäî íàãðåòü ãàç, ÷òîáû ïîðøåíü ï îäíÿëñÿ
äî âûñîòû 0,3 ì?

(Ïðîäîëæåíèå ñëåäóåò)

Ðèñ. 6

Çàäà÷à èç æóðíàëà
«Êâàíòèê»

(ïîäðîáíåå îá ýòîì æóðíàëå

ñì. íà ñ.38)

Ñ êàêîé ñòîðîíû ðóëü
ó ýòîé ìàøèíû?
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XX Ìåæäóíàðîäíàÿ îëèìïèàäà
«Èíòåëëåêòóàëüíûé ìàðàôîí»

Ìåæäóíàðîäíûé èíòåëëåêò-êëóá (ÌÈÊ) «Ãëþîí» â ðàì-
êàõ ìåæäóíàðîäíîé ïðîãðàììû «Äåòè. Èíòåëëåêò. Òâîð÷ å-
ñòâî» ïðè ó÷àñòèè ÌÃÓ èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà, Èíñòèòó òà
ïåäàãîãè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé îäàðåííîñòè ÐÀÎ (ã. Íîâ îñè-
áèðñê) è ïðè ïîääåðæêå Ôîíäà íåêîììåð÷åñêèõ ïðîãðàì ì
«Äèíàñòèÿ», êîìïàíèé «Êèðèëë è Ìåôîäèé», «ÊÌ – Îáðà -
çîâàíèå», «Ôèçèêîí», «1Ñ», Èçäàòåëüñêîãî Äîìà «Ïåðâ îå
ñåíòÿáðÿ» è æóðíàëîâ «Êâàíò», «Ïîòåíöèàë» ïðîâåë þá è-
ëåéíóþ, XX Ìåæäóíàðîäíóþ òåñò-ðåéòèíãîâóþ îëèìïèàäó
«Èíòåëëåêòóàëüíûé ìàðàôîí».

Îëèìïèàäà ïðîõîäèëà ñ 9 ïî 16 îêòÿáðÿ 2011 ãîäà íà
îñòðîâå Êðèò (Ãðåöèÿ). Íà îëèìïèàäó ïðèåõàëè ó÷àñòí èêè
èç ðàçíûõ ðåãèîíîâ Ðîññèè è Êàçàõñòàíà. Îäàðåííûå ø êîëü-
íèêè, ïðîÿâèâøèå èíòåðåñ ê ôóíäàìåíòàëüíûì íàóêàì,
ñîðåâíîâàëèñü â êîìàíäíûõ è èíäèâèäóàëüíûõ òóðàõ ïî
ìàòåìàòèêå, ôèçèêå, èñòîðèè íàó÷íûõ èäåé è îòêðûòèé . Â
äåâÿòûé ðàç ó÷àñòâîâàëè â îëèìïèàäå øêîëüíèêè, èíòå ðå-
ñóþùèåñÿ ýêîëîãèåé è áèîëîãèåé, ñîðåâíóÿñü â êîìàíä íîì
òóðå ïî èñòîðèè íàó÷íûõ èäåé è îòêðûòèé è â èíäèâèä óàëü-
íûõ òóðàõ ïî áèîëîãèè è ýêîëîãèè. Èñòîðèêè è êóëüòó ðîëî-
ãè, ïåäàãîãè è ïñèõîëîãè ñîáðàëèñü íà ñâîþ íàó÷íóþ ñåññèþ
â òðåòèé ðàç.

Àáñîëþòíûì ïîáåäèòåëåì îëèìïèàäû «Èíòåëëåêòóàëü-
íûé ìàðàôîí-2011» ïî ôóíäàìåíòàëüíûì íàóêàì â êîìàí -
äíîì çà÷åòå ñòàëà êîìàíäà ëèöåÿ «Êëàññè÷åñêèé» èç Ð îñòî-
âà-íà-Äîíó (Ðîññèÿ). Åé áûë âðó÷åí ãëàâíûé ïðèç ñîð åâíî-
âàíèé – Ñóïåðêóáîê. Êîìàíäà áûëà òàêæå ëó÷øåé â òóð å ïî
ìàòåìàòèêå, à ïî èñòîðèè íàó÷íûõ èäåé è îòêðûòèé è ïî
ôèçèêå – áûëà ïðèçåðîì. Âòîðîå ìåñòî â îáùåì çà÷åòå
çàíÿëà êîìàíäà ÍÈØ (Íàçàðáàåâ Èíòåëëåêòóàëüíàÿ Øêîë à)
ãîðîäà Ñåìåé (Êàçàõñòàí). Îíà òàêæå çàíÿëà ïåðâîå ì åñòî
ïî èñòîðèè íàó÷íûõ èäåé è îòêðûòèé, âòîðîå ìåñòî ïî
ìàòåìàòèêå è òðåòüå ïî ôèçèêå. Êîìàíäå áûë âðó÷åí á îëü-
øîé êóáîê çà âòîðîå ìåñòî â îáùåì çà÷åòå è ñîîòâåòñ òâóþ-
ùèå äèïëîìû çà óñïåõè â êîìàíäíûõ ñîðåâíîâàíèÿõ. Íà
òðåòüå ìåñòî âûøëà êîìàíäà ëèöåÿ 2 ãîðîäà Àëüìåòüåâ ñêà
(Ðîññèÿ). Îíà òàêæå çàíÿëà ïåðâîå ìåñòî ïî ôèçèêå. Åé áûë
âðó÷åí êóáîê è äèïëîì.

Â èíäèâèäóàëüíûõ ñîðåâíîâàíèÿõ àáñîëþòíûì ïîáåäèòå-
ëåì îëèìïèàäû ñòàë Àíäðåé Ñåäóíîâ, ó÷åíèê 11 êëàññà
ëèöåÿ «Êëàññè÷åñêèé» èç Ðîñòîâà-íà-Äîíó. Åìó áûëè â ðó÷å-
íû áîëüøàÿ çîëîòàÿ ìåäàëü è ìàëàÿ çîëîòàÿ ìåäàëü çà
ïåðâîå ìåñòî ïî ôèçèêå. Âòîðûì ïðèçåðîì â îáùåì çà÷ åòå
ñòàë Åðíèÿç Íóðãàáûëîâ, ó÷åíèê ÍÈØ èç ãîðîäà Òàëäûê îð-
ãàí (Êàçàõñòàí), åìó áûëà âðó÷åíà áîëüøàÿ ñåðåáðÿíà ÿ
ìåäàëü è ìàëàÿ çîëîòàÿ ìåäàëü çà ïåðâîå ìåñòî ïî ìà òåìà-
òèêå. Áîëüøóþ áðîíçîâóþ ìåäàëü â îáùåì çà÷åòå çàâîå âàë
Êóàíûø Êàáèäåí, ïðåäñòàâëÿþùèé ÍÈØ ãîðîäà Ñåìåé
(Êàçàõñòàí). Ëåîíèä Èãðîïóëî (ã.Ñòàâðîïîëü, Ðîññèÿ)  ïîëó-
÷èë ìàëóþ ñåðåáðÿíóþ ìåäàëü çà âòîðîå ìåñòî ïî ôèçè êå,
Àíòîí Ñåìåíèñòûé (Ðîñòîâ-íà-Äîíó) áûë íàãðàæäåí çà
òðåòüå ìåñòî ïî ôèçèêå ìàëîé áðîíçîâîé ìåäàëüþ. Òåì èð-
ëàí Ñàòûëõàíîâ (Òàëäûêîðãàí) ïîëó÷èë ìàëóþ ñåðåáðÿí óþ
ìåäàëü çà âòîðîå ìåñòî ïî ìàòåìàòèêå, Ãóëüæàí Òóìåí áàåâà
(Ñåìåé) áûëà íàãðàæäåíà ìàëîé áðîíçîâîé ìåäàëüþ çà
òðåòüå ìåñòî ïî ìàòåìàòèêå.

Âñå ïîáåäèòåëè è ïðèçåðû ïîëó÷èëè ïîäàðêè è ïðèçû î ò
îðãàíèçàòîðîâ è ñïîíñîðîâ îëèìïèàäû.

Ìåæäóíàðîäíûé Èíòåëëåêò-êëóá «Ãëþîí» ïðèãëàøàåò ðå-
ãèîíàëüíûå öåíòðû, øêîëû, ëèöåè è ãèìíàçèè, ðàáîòàþ ùèå
ñ îäàðåííûìè äåòüìè, ïðèíÿòü ó÷àñòèå â XXI Ìåæäóíàð îä-
íîé îëèìïèàäå «Èíòåëëåêòóàëüíûé ìàðàôîí», êîòîðàÿ ï ðîé-
äåò â îêòÿáðå 2012 ãîäà â Ãðåöèè.

Çàÿâêè íà ó÷àñòèå ïðèñûëàéòå ïî àäðåñó: 115522 Ðîññèÿ,
Ìîñêâà, Ïðîëåòàðñêèé ïðîñïåêò, ä.15/6, êîðï.2, ÌÈÊ «Ãëþ-
îí»

Òåëåôîí: (495)517-8014, ôàêñ: (495)396-8227
E-mail:gluon@yandex.ru (ñì.òàêæå ñàéò www.gluon.ru)

ÇÀÄÀ×È ÎËÈÌÏÈÀÄÛ

Ïèñüìåííûé èíäèâèäóàëüíûé òóð

Ìàòåìàòèêà

1. ×èñëà 
1 1 1

, ,
7 5 3

 – ÷ëåíû íåêîòîðîé àðèôìåòè÷åñêîé

ïðîãðåññèè. Íàéäèòå íàèáîëüøóþ âîçìîæíóþ ðàçíîñòü ý òîé
ïðîãðåññèè.

2. Â òðåóãîëüíèêå ÀÂÑ ïðîâåäåíû âûñîòà ÀÍ  è áèññåêòðè-
ñà ÂÅ. Èçâåñòíî, ÷òî 45BEAÐ = ° . Íàéäèòå EHCÐ .

3. Ñóùåñòâóþò ëè äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà à, b, ñ òàêèå, ÷òî
íè îäíî èç óðàâíåíèé

2 2 0ax bx c+ + = ,
2 2 0bx cx a+ + = ,
2 2 0cx ax b+ + =

íå èìååò äåéñòâèòåëüíûõ ðåøåíèé?
4. Ñóùåñòâóåò ëè ÷èñëî, äåëÿùååñÿ íà 2011, ñóììà öèôð

äåñÿòè÷íîé çàïèñè êîòîðîãî ðàâíà 2011?
5. Â òðåóãîëüíèêå ÀÂÑ ïðîâåäåíà áèññåêòðèñà AL ; 1O  è
2O  – öåíòðû îêðóæíîñòåé, îïèñàííûõ îêîëî òðåóãîëüíèêî â

ABL  è ACL ; Î  – öåíòð îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî
òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ. Íàéäèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà 1 2OO O ,
åñëè èçâåñòíî, ÷òî 1 2O O d= , BACÐ = a .

6. Ñóììà íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë 1 2, , , nx x xK  ðàâíà 1.
Íàéäèòå íàèáîëüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå ñóììû 1 2x x +

2 3 1n nx x x x-+ + +K .
7. Íàéäèòå íàèáîëüøåå âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî ó÷àñòíèêîâ

îëèìïèàäû, åñëè èçâåñòíî, ÷òî êàæäûé èç íèõ çíàêîì ðîâíî
ñ 9 äðóãèìè ó÷àñòíèêàìè, à ñðåäè ëþáûõ 11 ó÷àñòíèêî â
íàéäóòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå äâîå çíàêîìûõ.

Ôèçèêà

1. Íà äíå ãëóáîêîãî óçêîãî êàíüîíà, â âåðõíåé ÷àñòè
øèðèíîé íåñêîëüêî ìåòðîâ, ðàñïîëîæèëñÿ îòðÿä ïåðñîâ ,
æåëàþùèõ ñêðûòíî ïîäîéòè ê ãðå÷åñêîìó âîéñêó. Ãðåêè ,
ðàñïîëîæåííûå íà âûñîêîì ïëîñêîãîðüå, èìåþò êàòàïóë üòó,
ñïîñîáíóþ ìåòàòü ñíàðÿäû ìàññîé m = 25 êã (ïðèìåðíî
1 òàëàíò) ïîä óãëîì 60a = °  ê ãîðèçîíòó ñî ñêîðîñòüþ 0v  =
= 40 ì/ñ. Íà êàêîì ðàññòîÿíèè l  îò êðàÿ êàíüîíà íåîáõîäè-
ìî ïîìåñòèòü êàòàïóëüòó, ÷òîáû ïîðàçèòü íåïðèÿòåëÿ íà äíå
êàíüîíà?

Ïðèìå÷àíèå. Ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ äâèæåíèþ ñíàðÿäà ïðî-
ïîðöèîíàëüíà ñêîðîñòè: F kv=

ur r
, ãäå 4 Í ñ ìk = × ; åñëè



50 Ê Â À Í T $ 2 0 1 2 / ¹ 3

ñíàðÿä ïîïàäåò â ñòåíêó êàíüîíà, òî îí ðàññûïëåòñÿ íà
ìåëêèå îñêîëêè è íå äàñò îæèäàåìîãî ðåçóëüòàòà.

2. Ê 4n =  ìîëü îäíîàòîìíîãî èäåàëüíîãî ãàçà, íàõîäÿùå-
ãîñÿ ïðè òåìïåðàòóðå 27 Ct = °  (ýòà òåìïåðàòóðà ñîîòâåò-
ñòâóåò ñîñòîÿíèþ ñ ïàðàìåòðàìè 0p  è 0V ), ïîäâåëè íåêîòî-
ðîå êîëè÷åñòâî òåïëîòû. Ïðè ýòîì äàâëåíèå è îáúåì ã àçà
èçìåíÿëèñü ñ òå÷åíèåì âðåìåíè â ñîîòâåòñòâèè ñ ãðàô èêàìè,
ïðèâåäåííûìè íà ðèñóíêàõ 1 è 2. Îïðåäåëèòå êîëè÷åñò âî

òåïëîòû Q,  ïîëó÷åííîå èäåàëüíûì ãàçîì çà ïåðâûå äâå
ñåêóíäû.

3. Íåðåëÿòèâèñòñêàÿ çàðÿæåííàÿ ÷àñòèöà ïðîëåòàåò ýëåê-
òðè÷åñêîå ïîëå öèëèíäðè÷åñêîãî êîíäåíñàòîðà è ïîïàä àåò â

ïîïåðå÷íîå îäíîðîäíîå ìàãíèòíîå
ïîëå ñ èíäóêöèåé B

ur
 (ðèñ.3). Â

êîíäåíñàòîðå ÷àñòèöà äâèæåòñÿ ïî
äóãå îêðóæíîñòè ðàäèóñîì 0r , à â
ìàãíèòíîì ïîëå – ïî ïîëóîêðóæ-
íîñòè òîãî æå ðàäèóñà. Ðàçíîñòü
ïîòåíöèàëîâ íà êîíäåíñàòîðå U ,
ðàäèóñû îáêëàäîê a è a + d , ïðè-
÷åì d a= . Íàéäèòå ñêîðîñòü ÷à-
ñòèöû v è åå óäåëüíûé çàðÿä  q/m .

4. Êîñìè÷åñêèé êîðàáëü, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé öèëèíäð
íåáîëüøîé äëèíû è èìåþùèé ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åí èÿ
S, äâèæåòñÿ âäàëè îò òÿãîòåþùèõ òåë ñî ñêîðîñòüþ u. Âåêòîð
ñêîðîñòè íàïðàâëåí âäîëü îñè öèëèíäðà, ìàññà êîðàáë ÿ 0M .
Êîðàáëü âëåòàåò â ïûëåâîé ñëîé òîëùèíîé L è ïëîòíîñòüþ
r . Ïðè äâèæåíèè â ýòîì ñëîå êîðàáëü èñïûòûâàåò íåóïð óãèå
ñîóäàðåíèÿ ñ ÷àñòèöàìè ïûëè. Îïðåäåëèòå ñêîðîñòü êî ðàáëÿ
v ïðè âûõîäå åãî èç ïûëåâîãî ñëîÿ è âðåìÿ t  åãî äâèæåíèÿ
â ýòîì ñëîå.

5. Êàòåð, êîòîðûé äâèæåòñÿ ïî îçåðó ñî ñêîðîñòüþ v, ñ
ïîìîùüþ ôàëà òàùèò çà ñîáîé ñïîðòñìåíà íà âîäíûõ ëû æàõ
(ðèñ.4). Âåêòîð ñêîðîñòè v ñîñòàâëÿåò ñ ôàëîì óãîë a , à

âåêòîð ñêîðîñòè u ëûæíèêà ñ
òåì æå ôàëîì ñîñòàâëÿåò óãîë
b . Íàéäèòå ñêîðîñòü ëûæíè-
êà u. Ìîæåò ëè ýòà ñêîðîñòü
áûòü áîëüøå ñêîðîñòè êàòå-
ðà?

6. Äîêàæèòå, ÷òî ôîðìóëà
òîíêîé ñîáèðàþùåé ëèíçû
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â

âèäå 2
1 2x x F= , ãäå 1x  – ðàññòîÿíèå îò ïðåäìåòà, íàõîäÿùå-

ãîñÿ ñëåâà îò ëèíçû, äî ëåâîé ôîêàëüíîé ïëîñêîñòè, 2x  –
ðàññòîÿíèå îò ïðàâîé ôîêàëüíîé ïëîñêîñòè äî èçîáðàæ åíèÿ,
F – ôîêóñíîå ðàññòîÿíèå ñîáèðàþùåé ëèíçû.

7. Ýêñïåðèìåíòàòîð Ãëþê ðåøèë ïîâòîðèòü èññëåäîâàíèÿ
Ãåé-Ëþññàêà äëÿ èäåàëüíîãî ãàçà, òîëüêî áîëåå êà÷åñ òâåííî.
Äëÿ ýòèõ öåëåé îí âçÿë öèëèíäð áîëüøîãî îáúåìà, îõë àäèë
åãî äî òåìïåðàòóðû 200 Ê, âñòàâèë ïîðøåíü, êîòîðûé ìîã

äâèãàòüñÿ ïðàêòè÷åñêè áåç òðåíèÿ, îáåñïå÷èë ïîñòîÿí íîå
äàâëåíèå è ïðîâåë èçìåðåíèÿ. Ïî ïîëó÷åííûì ðåçóëüòà òàì
îí ïîñòðîèë ãðàôèê (ðèñ.5). Ïîëó÷åííàÿ çàâèñèìîñòü ìàëî

íàïîìèíàëà ðåçóëüòàòû Ãåé-Ëþññàêà. Ãëþê ïîíÿë ñâîþ
îøèáêó – îí âñòàâèë ïîðøåíü â öèëèíäð ïðè 200 Ê è,
î÷åâèäíî, íà äíå öèëèíäðà áûëî íåêîòîðîå êîëè÷åñòâà  ëüäà.
Îïðåäåëèòå, ñêîëüêî ëüäà îêàçàëîñü â öèëèíäðå ó Ãëþ êà,
åñëè äàâëåíèå â îïûòå áûëî ðàâíî 52 10  Ïà× .

Óñòíûé êîìàíäíûé òóð

Ìàòåìàòèêà

1. ×åìó ðàâíà ñóììà 
1 1 1 1
7 7 13 13 19 2005 2011

+ + + +
× × ×

K ?

2. Íàéäèòå âñå òðåõçíà÷íûå ÷èñëà, êîòîðûå óâåëè÷èâàþò-
ñÿ â 9 ðàç, åñëè ìåæäó öèôðîé ñîòåí è öèôðîé äåñÿòê îâ â
äåñÿòè÷íîé çàïèñè òàêîãî ÷èñëà âñòàâèòü 0.

3. Ñåìü ãðèáíèêîâ ñîáðàëè âìåñòå 100 ãðèáîâ. Îáÿçàòåë ü-
íî ëè íàéäóòñÿ òðè ãðèáíèêà, ñîáðàâøèå âìåñòå íå ìå íåå 50
ãðèáîâ, åñëè:

à) êàæäûé èç ñåìåðûõ ñîáðàë ðàçíîå êîëè÷åñòâî ãðèáî â;
á) ñðåäè ãðèáíèêîâ ìîãóò áûòü ñîáðàâøèå îäèíàêîâîå

êîëè÷åñòâî ãðèáîâ?
4. ßâëÿåòñÿ ëè ÷èñëî 2001 2021 100× +  ïðîñòûì?
5. Íà ñòîðîíå ÀÂ òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ ïîñòðîåí êâàäðàò

ABDÅ  ñ öåíòðîì Î  òàê, ÷òî òî÷êè D è Ñ ëåæàò ïî ðàçíûå
ñòîðîíû îò ïðÿìîé ÀÂ. Íàéäèòå ÎÑ , åñëè ÀÂ = ñ, à

135ACBÐ = ° .
6. Ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ðàâíû 5, 6 è 7. Íàéäèòå ðàññòî -

ÿíèå îò òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí ýòîãî òðåóãîëüíèêà  äî
öåíòðà âïèñàííîé â íåãî îêðóæíîñòè.

7. Âñòàâüòå â çàãîòîâêó 2* 3 * 9 âìåñòî çíà÷êîâ « * » öèôðû
òàê, ÷òîáû ïîëó÷èëîñü ïÿòèçíà÷íîå ÷èñëî, ÿâëÿþùååñÿ
òî÷íûì êóáîì.

8. Ðåøèòå óðàâíåíèå ( )( )( )( )( )( ) 0f f f f f f x = , ãäå

( ) 2 12 30f x x x= + + .
9. Ñêîëüêî êîðíåé èìååò óðàâíåíèå

0
a b c

x a x b x c
+ + =

- - -
,

ãäå ÷èñëà à, b è ñ ðàçëè÷íû è íå ðàâíû 0?
10. Ñ ïîìîùüþ ëèíåéêè, íà êîòîðîé åñòü äâà äåëåíèÿ íà

ðàññòîÿíèè 1 äðóã îò äðóãà, âîññòàâüòå êàêîé-íèáóäü  ïåðïåí-
äèêóëÿð ê äàííîé ïðÿìîé.

11. Íà íèæíåé ãîðèçîíòàëè øàõìàòíîé äîñêè ñòîÿò 8
áåëûõ ôèøåê, à íà âåðõíåé – 8 ÷åðíûõ (ïî îäíîé íà ê àæäîé
êëåòêå). Äâà èãðîêà ïî î÷åðåäè äâèãàþò ôèøêè ïî âåð òèêàëè
íà ëþáîå ñâîáîäíîå ÷èñëî êëåòîê, íî íåëüçÿ ñíèìàòü ôèøêè
ñ äîñêè è ïåðåïðûãèâàòü ÷åðåç ôèøêó ïðîòèâíèêà. Ïðî èãðû-

Ðèñ. 1 Ðèñ. 2

Ðèñ. 3

Ðèñ. 4

Ðèñ. 5
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âàåò òîò, êòî íå ìîæåò ñäåëàòü î÷åðåäíîé õîä. Ìîæíî  ëè
óòâåðæäàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ñòðàòåãèÿ, ïðè êîòîðîé êàêîé-
ëèáî èç èãðîêîâ îáÿçàòåëüíî âûèãðàåò, è êàê îí äîëæ åí äëÿ
ýòîãî èãðàòü?

Ôèçèêà

1. Êàê äâóì ó÷àñòíèêàì ìàðàôîíà ïðåîäîëåòü ãëóáîêóþ
ðàñùåëèíó â ãðå÷åñêèõ ãîðàõ, åñëè â èõ ðàñïîðÿæåíèè  åñòü
òîëüêî äâå ëåãêèå, íî ïðî÷íûå äîñêè, äëèíà êàæäîé è ç
êîòîðûõ íåìíîãî ìåíüøå øèðèíû ðàñùåëèíû?

2. Â ðàçëè÷íûõ ñêàçàíèÿõ ÷àñòî êàïðèçíûå ïðèíöåññû, à
òî è ñàìè êîðîëè ïðîñÿò ïðèãîòîâèòü èì ãîðÿ÷åå ìîðî æåíîå.
Âîçìîæíî ëè ïðèãîòîâèòü ãîðÿ÷åå ìîðîæåíîå è ñúåñòü åãî?

3. Êàïåëüêè òóìàíà ìîãóò îñòàâàòüñÿ æèäêèìè è ïðè
òåìïåðàòóðå 30 Ñ- o . Ïî÷åìó?

4. Ìîòîöèêëèñò, äâèæóùåéñÿ ïî ãîðîäó ñî ñêîðîñòüþ
0v  = 20 ì/ñ, âûåçæàåò èç ãîðîäà è ñðàçó ïîñëå âûåçäà

íà÷èíàåò ðàçãîíÿòüñÿ ñ ïîñòîÿííûì óñêîðåíèåì 25 ñì ña = .
Îïðåäåëèòå íàèáîëüøåå âðåìÿ, â òå÷åíèå êîòîðîãî ìîò îöèê-
ëèñò áóäåò íàõîäèòüñÿ â çîíå óâåðåííîãî ïðèåìà ïî ñ îòîâîé
ñâÿçè, åñëè îïåðàòîð ãàðàíòèðóåò êà÷åñòâåííîå ïîêðû òèå
ñâÿçüþ íà ðàññòîÿíèè íå äàëåå ÷åì 32 êì îò ãîðîäà. Êàêîâà
ñêîðîñòü ìîòîöèêëèñòà â ýòîò ìîìåíò?

5. Îäèí èç ó÷àñòíèêîâ îëèìïèàäû çàáëóäèëñÿ â ëåñó.
Ñòåìíåëî. Âäðóã îí îáî ÷òî-òî ñïîòêíóëñÿ. Ïðè ñâåòå  ñïè÷êè
îí óâèäåë âîäîïðîâîäíóþ òðóáó. Êàê îí ìîæåò îïðåäåë èòü,
â êàêóþ ñòîðîíó òå÷åò âîäà ïî òðóáå?

6. Â ñîëíå÷íûé äåíü âáëèçè ýêâàòîðà â 10 ÷àñîâ óòðà
ìåñòíîãî âðåìåíè äèàìåòð òåíè øàðà, ëåæàùåãî íà çåì ëå,
áûë ðàâåí 70 ñì. Èçâåñòíî, ÷òî ðîâíî â ïîëäåíü ñîëí öå
îêàçûâàåòñÿ â çåíèòå. Ñ÷èòàÿ, ÷òî ñîëíöå äâèãàåòñÿ ïî íåáó
ïî äóãå îêðóæíîñòè, îïðåäåëèòå ðàäèóñ øàðà è äëèíó òåíè,
îòáðàñûâàåìîé øàðîì â 15 ÷àñîâ.

7. Âîäó âñêèïÿòèëè â êîëáå, êîëáó çàêóïîðèëè è ïåðåâå ð-
íóëè. Åñëè òåïåðü íà äíî êîëáû ïîëîæèòü íåìíîãî ñíå ãà èëè
îáëèòü åå õîëîäíîé âîäîé, òî âîäà â êîëáå çàêèïèò. Êàê ýòî
îáúÿñíèòü?

8. Åñëè øàð, îïóùåííûé â âîäó, òÿíóò ââåðõ ñ ñèëîé F, òî
îí îñòàåòñÿ íà 1/5 ñâîåãî îáúåìà ïîãðóæåííûì â âîäó , åñëè
ñ òàêîé æå ñèëîé äàâÿò íà øàð âíèç, òî îí ïîãðóæåí â âîäó
ïîëíîñòüþ. ×åìó ðàâíà ïëîòíîñòü øàðà?

9. Áóäåò ëè ïðîèñõîäèòü ñìåíà äíÿ è íî÷è íà Çåìëå, åñ ëè
îíà ïåðåñòàíåò âðàùàòüñÿ âîêðóã ñâîåé îñè?

10. Êàê ñ ïîìîùüþ îäíîãî ñåêóíäîìåðà ìîæíî (â íåêîòî-
ðûõ ñëó÷àÿõ) îöåíèòü äëèíó ìîëíèè ïî ïðîäîëæèòåëüíî ñòè
ãðîìà?

Èñòîðèÿ íàó÷íûõ èäåé è îòêðûòèé

Ìàòåìàòèêà

1. Ïðèâåäåì íàäïèñü íà ìîãèëüíîì êàìíå èçâåñòíîãî
äðåâíåãðå÷åñêîãî ìàòåìàòèêà Äèîôàíòà (ïðåäïîëîæèòåë üíî
III âåê í.ý.):

«Çäåñü ïîãðåáåí Äèîôàíò, è êàìåíü ìîãèëüíûé ðàññêà-
æåò, ñêîëü äîëîã áûë âåê åãî æèçíè. ×àñòü øåñòóþ åå
ñîñòàâëÿëî ïðåêðàñíîå äåòñòâî, äâåíàäöàòîé ÷àñòè ðà âíà åãî
ñâåòëàÿ þíîñòü. Åùå ÷àñòü ñåäüìàÿ ïðîøëà – áðàêîì ñ åáÿ
ñî÷åòàë. Ïÿòü ëåò ïðîøëî – è ïîñëàë Ãèìåíåé åìó ñûí à,
êîåìó ðîê ïîëîâèíó ëèøü æèçíè ïðåêðàñíîé äàë ïî ñðà âíå-
íèþ ñ îòöîì. È â ïå÷àëè ãëóáîêîé ñòàðåö êîí÷èíó âîñ ïðè-
íÿë, ÷åòûðå ëèøü ãîäà ñ òåõ ïîð ïðîæèâ, êàê ñûíà ëè øèëñÿ».

Ñêîëüêèõ ëåò æèçíè äîñòèãíóâ, ñìåðòü âîñïðèíÿë Äèî-
ôàíò?

2. Â 1704 ãîäó È.Íüþòîí îïóáëèêîâàë êëàññèôèêàöèþ
êðèâûõ òðåòüåãî ïîðÿäêà, ò.å. îïèñàë âñå âîçìîæíûå òèïû
êðèâûõ, çàäàâàåìûõ óðàâíåíèåì

3 3 2 2 2 2ax by cx y dxy ex fy+ + + + + + 0gxy hx ky l+ + + = .

Ïî ñóùåñòâó, ñ ýòîé ðàáîòû Íüþòîíà íà÷àëàñü àëãåáðà è÷åñ-
êàÿ ãåîìåòðèÿ – âàæíåéøàÿ è áóðíî ðàçâèâàþùàÿñÿ îáë àñòü
ìàòåìàòèêè.

Âûÿñíèòå, ìîãëè ëè êðèâûå, ïîêàçàííûå íà ðèñóíêàõ:
à) 6 è á) 7, âîéòè â êëàññèôèêàöèþ Íüþòîíà?

3. Â 1736 ãîäó Ë.Ýéëåð ðåøèë çíàìåíèòóþ çàäà÷ó î
êåíèãñáåðãñêèõ ìîñòàõ. Ïî åãî ñëîâàì, îí ïî÷óâñòâîâ àë, ÷òî
ñ ýòîé çàäà÷è íà÷èíàåòñÿ íîâàÿ âåòâü ìàòåìàòè÷åñêîé  íàóêè,
êîòîðóþ ïîçæå íàçâàëè òåîðèåé ãðàôîâ. Ñåé÷àñ ýòà òå îðèÿ –
âàæíûé ðàçäåë ìàòåìàòèêè, íàõîäÿùèé ïðèìåíåíèå êàê
âíóòðè ñàìîé ìàòåìàòèêè, òàê è â ýêîíîìèêå, â ðàñ÷å òàõ
òðàíñïîðòíûõ è äðóãèõ ñåòåé, ýëåêòðè÷åñêèõ öåïåé è äàæå â
õèìèè.

Ðåøèòå ñëåäóþùóþ çàäà÷ó, ñâÿçàííóþ ñ îäíîé èç âàæíû õ
òåîðåì òåîðèè ãðàôîâ.

Â ñòðàíå 10 ãîðîäîâ, íåêîòîðûå èç êîòîðûõ ñîåäèíåíû
äîðîãàìè. Íàéäèòå íàèáîëüøåå âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî ä î-
ðîã, åñëè èçâåñòíî, ÷òî â ýòîé ñòðàíå íåò òðåõ ãîðî äîâ,
ïîïàðíî ñîåäèíåííûõ äîðîãàìè.

4. 26 îêòÿáðÿ 2011 ãîäà èñïîëíèëîñü 200 ëåò ñî äíÿ
ðîæäåíèÿ Ý.Ãàëóà. Èìÿ ýòîãî ãåíèàëüíîãî þíîøè, ñîâå ð-
øèâøåãî ïîäëèííûé ïåðåâîðîò â ìàòåìàòèêå è ïîãèáøåã î íà
äóýëè 30 ìàðòà 1832 ãîäà, íàâñåãäà âîøëî â èñòîðèþ íàóêè.

Ïðåäëàãàåì âàì çàäà÷ó, ñâÿçàííóþ ñ ðåøåííîé Ãàëóà
ïðîáëåìîé ïðåäñòàâèìîñòè êîðíåé ìíîãî÷ëåíîâ ÷åðåç ð àäè-
êàëû.

Ïóñòü a  – êîðåíü óðàâíåíèÿ 3 1 0x x- - = . Íàéäèòå
êóáè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, êîðíå ì
êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ:

à) 
1
a

; á) 
1

1a +
; â) 2

1

1a + a +
.

5. Â íà÷àëå 50-õ ãîäîâ XX âåêà áûëè îòêðûòû è èçó÷åíû
çàìå÷àòåëüíûå ÷èñëà, íàçâàííûå ïî èìåíàì ïåðâîîòêðû âàòå-
ëåé ÷èñëàìè Ïèçî–Âèäæàÿðàãõàâàíà. Ýòî òàêèå ÷èñëà, íàòó-
ðàëüíûå ñòåïåíè êîòîðûõ áëèçêè ê öåëûì ÷èñëàì, òî÷í åå,

åñëè a  – ÷èñëî Ïèçî, òî ( )( ) 0n n
n®¥

a - a ¾¾¾¾® , ãäå ( )( )na

– öåëîå ÷èñëî, áëèæàéøåå ê na .
Ïðè èçó÷åíèè ÷èñåë Ïèçî–Âèäæàÿðàãõàâàíà ïðèøëîñü

ðåøàòü çàäà÷è, àíàëîãè÷íûå ïðåäëàãàåìîé âàì íèæå.
Íàéäèòå ïåðâûå 1000 çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé â äåñÿòè÷í îé

çàïèñè ÷èñëà: à) ( )1000
6 37+ ; á) ( )1001

6 37+ .

Ôèçèêà

1. Èçâåñòíî, ÷òî Íîáåëåâñêàÿ ïðåìèÿ íå ïðèñóæäàåòñÿ
äâàæäû îäíîìó è òîìó æå ó÷åíîìó â îäíîé è òîé æå îá ëàñòè
íàóêè. Äâå Íîáåëåâñêèå ïðåìèè – ïî ôèçèêå è ïî õèìè è –
ïîëó÷èëà Ìàðèÿ Ñêëîäîâñêàÿ-Êþðè. Îäíó – â 1903 ãîäó ,
ñîâìåñòíî ñ Ïüåðîì Êþðè, çà èçó÷åíèå ÿâëåíèÿ ñïîíòà ííîé
ðàäèîàêòèâíîñòè, îòêðûòîé Àíòóàíîì Àíðè Áåêêåðåëåì,
äðóãóþ – â 1911 ãîäó çà îòêðûòèå ðàäèîàêòèâíûõ ýëåì åíòîâ
ðàäèÿ è ïîëîíèÿ è èçó÷åíèå èõ ñâîéñòâ. Îäíàêî îäíî
èñêëþ÷åíèå èç îáùåãî ïðàâèëà âñå æå ñóùåñòâóåò. Îäè í
ó÷åíûé ïîëó÷èë äâå Íîáåëåâñêèå ïðåìèè ïî ôèçèêå: îä íó â
1956 ãîäó, âòîðóþ â 1972 ãîäó.

Ðèñ. 6 Ðèñ. 7
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Êàê çâàëè ýòîãî ó÷åíîãî è çà ÷òî îí ïîëó÷èë ýòè ïðå ìèè?
2. 180 ëåò íàçàä ðîäèëñÿ âåëèêèé àíãëèéñêèé ôèçèê. Îí

ðàáîòàë â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ôèçèêè, è â êàæäîé èç ýòèõ
îáëàñòåé îáÿçàòåëüíî íàéäåòñÿ ðåçóëüòàò, íàçâàííûé åãî
èìåíåì. Âñå åãî äîñòèæåíèÿ çíà÷èòåëüíû, íî îäíî èç íèõ
ñâÿçàëî â åäèíîå öåëîå òðè ðàçäåëà ôèçèêè, êîòîðûå äî ýòîãî
ñ÷èòàëèñü îáîñîáëåííûìè. Ðÿä ïðåäñêàçàíèé åãî òåîðè è
äîâîëüíî áûñòðî ïîäòâåðäèëèñü ýêñïåðèìåíòàëüíî, à í åêî-
òîðûå ñòàëè øèðîêî èñïîëüçîâàòüñÿ â òåõíèêå. Åãî òå îðèÿ
ñòàëà ôóíäàìåíòîì êàê äëÿ êëàññè÷åñêèõ ðàçäåëîâ ôèç èêè,
òàê è äëÿ ðÿäà íîâûõ íàïðàâëåíèé. Îñîáåííîñòüþ åãî
âçãëÿäîâ áûëî îòðèöàíèå íåîáõîäèìîñòè èñïîëüçîâàíèÿ
âåêòîðîâ â ôèçè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèÿõ, ïîýòîìó äëÿ èçë îæå-
íèÿ íåñêîëüêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðûå
ñîñòàâëÿþò ñóùíîñòü óïîìÿíóòîé òåîðèè, åìó ïðèøëîñü
íàïèñàòü äâóõòîìíûé òðóä.

à) Íàçîâèòå ýòîãî ó÷åíîãî.
á) Î êàêîé òåîðèè èäåò ðå÷ü?
â) Íàçîâèòå êàê ìèíèìóì äâà ýêñïåðèìåíòà, ïîäòâåð-

äèâøèõ ïðåäñêàçàíèÿ òåîðèè.
ã) Íàçîâèòå ðàçäåëû íàóêè, â êîòîðûõ ðàáîòàë ýòîò

ó÷åíûé, è ðåçóëüòàòû, íîñÿùèå åãî èìÿ.
3. Äâà äðåâíåãðå÷åñêèõ ó÷åíûõ – ó÷èòåëü è ó÷åíèê. Îíè

æèëè â ãîðîäå Àáäåðû â 5 âåêå äî í.ý. Áûëè ñòîðîííè êàìè
èäåè ìíîæåñòâåííîñòè ñóùåñòâóþùåãî. Îíè óòâåðæäàëè,
÷òî ýëåìåíòû ñóùåñòâóþùåãî ðàçäåëåíû ïóñòîòîé, ñàìè  æå
ýëåìåíòû îäíîðîäíû, íåïðåðûâíû è íåäåëèìû. Ó÷åíèê
ñôîðìóëèðîâàë ýòó èäåþ êàê öåëüíóþ òåîðèþ è ñòàë èç âåñ-
òíåå ó÷èòåëÿ. Ó÷åíèê ìíîãî ïóòåøåñòâîâàë è ïîòðàòèë  íà ýòî
äåíüãè, ïîëó÷åííûå ïî íàñëåäñòâó. Â Àáäåðàõ ðàñòðàò à
íàñëåäñòâà ïðåñëåäîâàëàñü ïî çàêîíó. Íà ñóäå ó÷åíûé  ïðî-
÷èòàë ñâîé òðóä «Âåëèêèé ìèðîñòðîé», íàïèñàííûé ïî
èòîãàì ïóòåøåñòâèé. Ñóä îïðàâäàë åãî, ðåøèâ, ÷òî íà ñëåä-

ñòâî èçðàñõîäîâàíî íå çðÿ. Îí ÷àñòî óåäèíÿëñÿ è ðàç ãîâàðè-
âàë ñàì ñ ñîáîé. Ïî ðåøåíèþ ñîãðàæäàí åãî îáñëåäîâà ë
âåëèêèé Ãèïïîêðàò, ïðèçíàâ çäîðîâûì, à ñòðàííîñòè å ãî
îòíåñÿ çà ñ÷åò ïîãðóæåíèÿ â ìóäðûå ìûñëè.

Íàçîâèòå ýòèõ äâóõ âåëèêèõ äðåâíåãðå÷åñêèõ ó÷åíûõ.
4. Â 1959 ãîäó èçâåñòíûé ôèçèê âïåðâûå îïóáëèêîâàë

ðàáîòó, â êîòîðîé íàó÷íî äîêàçàë, ÷òî, ñ òî÷êè çðåí èÿ
ôóíäàìåíòàëüíûõ çàêîíîâ ôèçèêè, íåò íèêàêèõ ïðåïÿò-
ñòâèé ê òîìó, ÷òîáû ñîçäàâàòü âåùè ïðÿìî èç àòîìîâ.  Â ýòîé
ðàáîòå îöåíèâàëèñü ïåðñïåêòèâû ìèíèàòþðèçàöèè. Îñíî â-
íûå ïîëîæåíèÿ íàíîòåõíîëîãèé áûëè íàìå÷åíû â åãî ëå ãåí-
äàðíîé ëåêöèè «Òàì âíèçó – ìíîãî ìåñòà», ïðîèçíåñåí íîé
èì â Êàëèôîðíèéñêîì òåõíîëîãè÷åñêîì èíñòèòóòå.

Êòî ÿâëÿåòñÿ àâòîðîì ýòèõ èäåé è êàêèå åãî íàèáîëåå
ÿðêèå äîñòèæåíèÿ â ôèçèêå âàì èçâåñòíû?

5. Ñòðîåíèå Âñåëåííîé èíòåðåñîâàëî ÷åëîâå÷åñòâî äàâíî .
Øëà áîðüáà ãèïîòåç: Âñåëåííîé ñòàòè÷åñêîé è ðàçâèâà þùåé-
ñÿ, îãðàíè÷åííîé è áåñêîíå÷íîé, ãîëîãðàôè÷åñêîé è ì íîæå-
ñòâåííîé… Â ïðîöåññå ðàçâèòèÿ íàøèõ çíàíèé ïîÿâëÿëè ñü
âñå íîâûå îñòðîóìíûå è ñìåëûå ïðåäïîëîæåíèÿ, îñóùåñ òâ-
ëÿëèñü àñòðîíîìè÷åñêèå íàáëþäåíèÿ. Íåäàâíèì ðåøåíèå ì
Íîáåëåâñêîãî êîìèòåòà âûñîêîé íàó÷íîé ìåæäóíàðîäíîé
íàãðàäû óäîñòîåíû ðåçóëüòàòû àñòðîôèçè÷åñêèõ èññëåä îâà-
íèé è ãèïîòåçà î ñóùåñòâîâàíèè íîâûõ ñóáñòàíöèé. Ïð ÿìîãî
ýêñïåðèìåíòàëüíîãî ïîäòâåðæäåíèÿ ïîêà ó ýòèõ ïðåäñò àâëå-
íèé íåò – òåì áîëåå ñìåëûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ ðåøåíèå î
ïðèñóæäåíèè Íîáåëåâñêîé ïðåìèè.

à) Çà ÷òî ïðèñóæäåíà Íîáåëåâñêàÿ ïðåìèÿ ïî ôèçèêå
2011 ãîäà?

á) Î êàêèõ íîâûõ ñóáñòàíöèÿõ èäåò ðå÷ü?

Ïóáëèêàöèþ ïîäãîòîâèëè Â.Àëüìèíäåðîâ, À.Åãîðîâ,
À.Êðàâöîâ, Â.Êðûøòîï, Æ.Ðàááîò, Ë.Øëÿïî÷íèê

Ïîñëå íîìåðà êàæäîé çàäà÷è óêàçàíî, â êàêîì êëàññå îíà
ïðåäëàãàëàñü.

1 (6). Ïåòÿ è Âàñÿ èãðàþò â ñëåäóþùóþ èãðó. Ó Ïåòè
èìååòñÿ 100 êàðòî÷åê, íà êîòîðûõ ïî îäíîìó ðàçó íàï èñàíû
÷èñëà îò 1 äî 100. Êàæäûì õîäîì Ïåòÿ âûêëàäûâàåò íà  ñòîë
äâå êàðòî÷êè, ïîñëå ÷åãî Âàñÿ òóò æå çàáèðàåò îäíó èç íèõ.
Ïîñëå 50 õîäîâ ó Ïåòè êàðòî÷êè çàêîí÷àòñÿ, à íà ñòî ëå
îñòàíåòñÿ ëåæàòü 50 êàðòî÷åê. Öåëü Ïåòè – ñäåëàòü òàê,
÷òîáû ñóììà ÷èñåë íà ýòèõ 50 êàðòî÷êàõ îêàçàëàñü ÷å òíîé.
Ìîæåò ëè Âàñÿ åìó ïîìåøàòü?

Ñ.Áåðëîâ

2 (6). Íà äîñêå íàïèñàíî ÷èñëî 0. Çà îäèí õîä ìîæíî
óâåëè÷èòü ÷èñëî íà äîñêå íà 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 èëè 9, íî òàê,
÷òîáû ðåçóëüòàò íå äåëèëñÿ íà 10. Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî
ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ íà äîñêå ÷åðåç 100 õîäîâ?

Ñ.Èâàíîâ

3 (6). Êàæäàÿ èç 25 äåâî÷åê äðóæèò ñ íåêîòîðûìè èç 2 5
ìàëü÷èêîâ. Äåâî÷êà ìîæåò «íà÷àòü íîâóþ æèçíü»: ïîäð ó-
æèòüñÿ ñî âñåìè ìàëü÷èêàìè, ñ êîòîðûìè íå äðóæèëà ä î
ýòîãî, è ïîññîðèòüñÿ ñî âñåìè, ñ êîòîðûìè äðóæèëà. Äîêà-
æèòå, ÷òî íåñêîëüêî äåâî÷åê ìîãóò íà÷àòü íîâóþ æèçí ü òàê,

÷òî â ðåçóëüòàòå â ýòîé êîìïàíèè ìîæíî áóäåò íàéòè òðåõ
ìàëü÷èêîâ, ó êîòîðûõ êîëè÷åñòâî ïîäðóæåê ïî÷òè îäèí àêî-
âî (ò.å. ó ëþáûõ äâóõ èç íèõ êîëè÷åñòâî ïîäðóæåê îò ëè÷à-
åòñÿ íå áîëåå ÷åì íà 1).

Î.Èâàíîâà

4 (7). Ñðåäè ÷èñåë îò 1 äî 2310  êàêèõ áîëüøå – ñ
äâóçíà÷íîé ñóììîé öèôð èëè ñ òðåõçíà÷íîé?

Â.Ôðàíê

5 (7). Ñóììà äâóõ íàèáîëüøèõ ñîáñòâåííûõ äåëèòåëåé
÷èñëà n ðàâíà 515. Íàéäèòå âñå òàêèå n. ( Ñîáñòâåííûì
äåëèòåëåì  ÷èñëà íàçûâàåòñÿ ëþáîé åãî íàòóðàëüíûé äåëè-
òåëü, êðîìå 1 è ñàìîãî ÷èñëà.)

À.Ãîëîâàíîâ

6 (7). Â âûïóêëîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD  òî÷êà M  –
ñåðåäèíà ñòîðîíû BC. Îêàçàëîñü, ÷òî 60AMDÐ = ° . Òî÷êà
K  ëåæèò â òðåóãîëüíèêå CMD  è ñèììåòðè÷íà òî÷êå B
îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé AM . Äîêàæèòå, ÷òî KD MC CD+ ³ .

Ñ.Áåðëîâ, À.Ñìèðíîâ è äð.

7 (7). Â óãëó êâàäðàòíîé äîñêè 120 120´  ñòîèò êóáèê. Åãî
âåðõíÿÿ ãðàíü òîëüêî ÷òî ïîêðàøåíà â êðàñíûé öâåò. Ìîæíî

Èçáðàííûå çàäà÷è
Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîé îëèìïèàäû

ïî ìàòåìàòèêå
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ëè, êàíòóÿ êóáèê, ïåðåäâèíóòü åãî â ñîñåäíèé óãîë ä îñêè òàê,
÷òîáû îí ïîáûâàë íà êàæäîé êëåòêå ïî îäíîìó ðàçó? Ä îñêó
ïà÷êàòü íå ðàçðåøàåòñÿ.

Í.Êîñìàòîâ

8 (8). Êîñòÿ âûïèñàë íà äîñêå 155 ïîñëåäîâàòåëüíûõ
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ïîñëå ÷åãî âñå èñïîëüçîâàííûå â ýòîé
çàïèñè åäèíèöû çàìåíèë íà òðîéêè, âñå òðîéêè – íà ñ åìåðêè
è âñå ñåìåðêè – íà åäèíèöû. Îí óòâåðæäàåò, ÷òî íà ä îñêå
âíîâü îêàçàëèñü 155 ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷è ñåë
(â íåêîòîðîì ïîðÿäêå). Äîêàæèòå, ÷òî îí îøèáàåòñÿ.

Ê.Êîõàñü

9 (8). Äàíà àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ ñ ïîëîæèòåëüíû -
ìè ÷ëåíàìè 1 2, , , na a aK . Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî

2 2 2
11 2

1 1 1

nn

n
a aa a a

+ + + ³K .

À.Õðàáðîâ

10 (9). Â ÅÃÝ ïðèíèìàþò ó÷àñòèå 25 øêîëüíèêîâ. Ýêçàìå í
ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ âîïðîñîâ, íà êàæäûé èç êîòîðû õ
ìîæíî äàòü îäèí èç ïÿòè âàðèàíòîâ îòâåòà. Îêàçàëîñü , ÷òî
ëþáûå äâà øêîëüíèêà íå áîëåå ÷åì íà îäèí âîïðîñ îòâ åòèëè
îäèíàêîâî. Äîêàæèòå, ÷òî â ÅÃÝ áûëî íå áîëüøå 6 âîï ðîñîâ.

Ôîëüêëîð (ïðåäëîæèë Ê.Êíîï)

11 (9). Â êëåòêàõ êâàäðàòà 100 100´  ðàññòàâëåíû íàòó-
ðàëüíûå ÷èñëà, ïðè÷åì â êàæäîé ñòðî÷êå è â êàæäîì ñ òîëáöå
âñå ÷èñëà ðàçëè÷íû. Ìîæåò ëè îêàçàòüñÿ, ÷òî äëÿ ëþá îãî
êâàäðàòà ñî ñòîðîíàìè, èäóùèìè ïî ëèíèÿì ñåòêè, ñóì ìà
÷èñåë â ÷åòûðåõ óãëîâûõ êëåòêàõ ýòîãî êâàäðàòà ÿâëÿåòñÿ
êâàäðàòîì íàòóðàëüíîãî ÷èñëà?

Â.Ôðàíê

12 (9). Íà áèññåêòðèñå óãëà B òðåóãîëüíèêà ABC (âíóòðè
òðåóãîëüíèêà) âûáðàíà òî÷êà L , à íà îòðåçêå BL  âûáðàíà
òî÷êà K . Èçâåñòíî, ÷òî KAB LCBÐ = Ð = a . Âíóòðè òðåó-
ãîëüíèêà âûáðàíà òî÷êà P òàêàÿ, ÷òî AP = PC  è

2APC AKLÐ = Ð . Äîêàæèòå, ÷òî 2KPLÐ = a .
Ñ.Áåðëîâ

13 (9). Ó îñëèêà Èà-Èà åñòü 2012 ïàëî÷åê íàòóðàëüíîé
äëèíû, ñóììà èõ äëèí ðàâíà n. Îñëèê õî÷åò âûëîìàòü èç íèõ
2012 ïàëî÷åê – äëèíû 1, äëèíû 2, …, äëèíû 2012. (Èç  îäíîé
ïàëî÷êè ìîæíî âûëàìûâàòü íåñêîëüêî – íàïðèìåð, èç

ïàëî÷êè äëèíû 6 ìîæíî âûëîìàòü ïàëî÷êè äëèíû 1 è 4. ) Ïðè
êàêîì íàèìåíüøåì n Èà-Èà çàâåäîìî ñìîæåò ýòî ñäåëàòü?

À.Õðàáðîâ

14 (10). Ïî îêðóæíîñòè ðàññòàâëåíû íåñêîëüêî íåíóëåâû õ
âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Äëÿ ëþáûõ äâóõ ÷èñåë a è b, ñòîÿùèõ

ðÿäîì, ÷èñëà a + b  è 
1 1
a b

+  – öåëûå. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè

äàííûõ ÷èñåë åñòü íå áîëåå ÷åòûðåõ ðàçëè÷íûõ.
Ñ.Èâàíîâ

15 (10). Íàòóðàëüíîå ÷èñëî èìååò ðîâíî ìèëëèîí íàòó-
ðàëüíûõ äåëèòåëåé (âêëþ÷àÿ åäèíèöó è ñàìî ÷èñëî). Î íè
âûïèñàíû â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ. Êàêîå íàèìåíüøåå âîçìî æ-
íîå êîëè÷åñòâî äåëèòåëåé ìîæåò èìåòü 250-å ÷èñëî â ýòîì
ñïèñêå?

Ô.Ïåòðîâ

16 (10). Íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè â ïåðâîé ÷åòâåðòè
ïðîâåäåíî 100 íåïåðåñåêàþùèõñÿ åäèíè÷íûõ îòðåçêîâ, ïà-
ðàëëåëüíûõ êîîðäèíàòíûì îñÿì. Ýòè îòðåçêè – çåðêàëà  (ñ
îáåèõ ñòîðîí), îíè îòðàæàþò ñâåò ïî ïðàâèëó «óãîë ï àäåíèÿ
ðàâåí óãëó îòðàæåíèÿ». (Ïðè ïîïàäàíèè â êðàé çåðêàë à ëó÷
ñâåòà íå èçìåíÿåò ñâîåãî íàïðàâëåíèÿ.) Èç òî÷êè, ëå æàùåé
â åäèíè÷íîì êðóãå ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò, âûï óñêàþò
ëó÷ ñâåòà â íàïðàâëåíèè áèññåêòðèñû ïåðâîãî êîîðäèí àòíîãî
óãëà. Äîêàæèòå, ÷òî ýòó íà÷àëüíóþ òî÷êó ìîæíî âûáðà òü
òàê, ÷òîáû ëó÷ îòðàçèëñÿ îò çåðêàë íå áîëåå 150 ðàç .

Ñ.Èâàíîâ

17 (11). Â îñíîâàíèè ïèðàìèäû SABCD  ëåæèò âûïóêëûé
÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD  òàêîé, ÷òî BC AD BD AC× = × .
Îêàçàëîñü, ÷òî ADS BDSÐ = Ð  è ACS BCSÐ = Ð . Äîêàæè-
òå, ÷òî ïëîñêîñòü SAB ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîñêîñòè îñíîâà-
íèÿ.

Ä.Ìàêñèìîâ

18 (11). Íåêîòîðûå ãîðîäà Ðîññèè ñîåäèíåíû ñ íåêîòîðû -
ìè ãîðîäàìè Óêðàèíû ìåæäóíàðîäíûìè àâèàëèíèÿìè. Ìåæ -
ãîñóäàðñòâåííûé ñîâåò ïî ñîäåéñòâèþ ìèãðàöèè ñîáèðà åòñÿ
ââåñòè íà êàæäîé àâèàëèíèè îäíîñòîðîííåå äâèæåíèå ò àê,
÷òîáû, âûëåòåâ èç ãîðîäà, â íåãî óæå íåëüçÿ áûëî âå ðíóòüñÿ
(ïîëüçóÿñü äðóãèìè îäíîñòîðîííèìè àâèàëèíèÿìè). Äîê à-
æèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ñäåëàòü ýòî íå äåëèòñ ÿ íà 3.

Ô.Ïåòðîâ

Ïóáëèêàöèþ ïîäãîòîâèë Ê.Êîõàñü
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ÇÀÎ×ÍÀß ØÊÎËÀ ÑÓÍÖ ÍÃÓ
Â íîâîñèáèðñêîì Àêàäåìãîðîäêå â ñîñòàâå Ñïåöèàëèçè-

ðîâàííîãî ó÷åáíî-íàó÷íîãî öåíòðà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñ êî-
ãî è õèìèêî-áèîëîãè÷åñêîãî ïðîôèëÿ Íîâîñèáèðñêîãî ã îñó-
äàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà (ÑÓÍÖ ÍÃÓ) óæå áîëåå 45 ë åò
ðàáîòàåò ñîçäàííàÿ ïî èíèöèàòèâå àêàäåìèêà Ì.À.Ëàâð åí-
òüåâà Çàî÷íàÿ ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêàÿ øêîëà (ÇØ).

Åæåãîäíî ëó÷øèå ó÷åíèêè 9 è 10 êëàññîâ ÇØ ïðèãëàøàþ ò-
ñÿ â Ëåòíþþ øêîëó, êîòîðàÿ ïðîâîäèòñÿ â Àêàäåìãîðîä êå ñ
3 ïî 23 àâãóñòà, äëÿ ó÷àñòèÿ â êîíêóðñå â ÑÓÍÖ ÍÃÓ.

Ó÷àùèåñÿ ÇØ, óñïåøíî âûïîëíèâøèå âñå çàäàíèÿ, ïî
îêîí÷àíèè îäèííàäöàòîãî êëàññà ïîëó÷àþò óäîñòîâåðåí èå
âûïóñêíèêîâ Çàî÷íîé øêîëû ÑÓÍÖ ÍÃÓ.

Ïðåïîäàâàòåëè îáùåîáðàçîâàòåëüíûõ ó÷ðåæäåíèé ìîãóò
ðàáîòàòü ïî ïðîãðàììàì çàî÷íîé øêîëû ÑÓÍÖ ÍÃÓ â ôîð ìå
ôàêóëüòàòèâíûõ çàíÿòèé.

Â ÇØ ÑÓÍÖ ÍÃÓ ïðèíèìàþòñÿ âñå æåëàþùèå, íåçàâèñèìî
îò âîçðàñòà. Ïðèåì â øêîëó âåäåòñÿ êðóãëîãîäè÷íî. × òîáû
ñòàòü ó÷àùèìñÿ ÇØ, íåîáõîäèìî ïðèñëàòü çàÿâëåíèå, ó êàçàâ
êëàññ è îòäåëåíèÿ, íà êîòîðûõ âû õîòèòå ó÷èòüñÿ, ñâ îþ
ôàìèëèþ, èìÿ è îò÷åñòâî (ïå÷àòíûìè áóêâàìè), ñâîé ï îä-
ðîáíûé àäðåñ ñ èíäåêñîì è âûïîëíåííîå ïåðâîå çàäàíè å.
Çàäàíèå âûïîëíÿåòñÿ â îáû÷íîé ó÷åíè÷åñêîé òåòðàäè è
âûñûëàåòñÿ ïðîñòîé áàíäåðîëüþ.

Ìîæíî ïðèñûëàòü ðàáîòû è ïî ýëåêòðîííîé ïî÷òå. Òðå-
áîâàíèÿ ê îôîðìëåíèþ ðàáîò â ýëåêòðîííîì âèäå è áîë åå
ïîäðîáíóþ èíôîðìàöèþ ìîæíî íàéòè íà ñàéòå http://
zfmsh.nsu.ru

Íàø àäðåñ: 630090 Íîâîñèáèðñê, óë. Ïèðîãîâà, 11, Çà î÷íàÿ
øêîëà ÑÓÍÖ ÍÃÓ

Òåëåôîí/ôàêñ: (383) 363-4066, 339-4066
E-mail: distant@sesc.nsu.ru èëè zfmsh@yandex.ru
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ÏÅÐÂÎÅ ÇÀÄÀÍÈÅ
ÍÀ 2012/13 Ó×ÅÁÍÛÉ ÃÎÄ 1

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÎÒÄÅËÅÍÈÅ

Ìàòåìàòèêà

5 êëàññ

1. Ðàçðåæüòå ôèãóðó, èçîá-
ðàæåííóþ íà ðèñóíêå 1, íà äâå
÷àñòè è, ïðèëîæèâ èõ äðóã ê
äðóãó, ñîñòàâüòå êâàäðàò.

2. Íàéäèòå, ñêîëüêî âñåãî
òðåõçíà÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷è-
ñåë, â çàïèñè êîòîðûõ íå âñòðå-
÷àåòñÿ öèôðà 3.

3. Èç ïóíêòîâ À è Á, ðàññòî-
ÿíèå ìåæäó êîòîðûìè ðàâíî 12 êì, îäíîâðåìåííî íàâñò ðå÷ó
äðóã äðóãó ñ ïîñòîÿííûìè, íî ðàçíûìè ñêîðîñòÿìè âûø ëè
äâà ïåøåõîäà. ×åðåç 2 ÷àñà ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè â ïåðâûé
ðàç ñòàëî ðàâíûì 3 êì. ×åðåç êàêîå âðåìÿ ïîñëå ýòîã î
ðàññòîÿíèå ìåæäó ïåøåõîäàìè áóäåò ñíîâà ðàâíî 3 êì?

4. Â ïðîìåæóòêàõ ìåæäó ïîäðÿä çàïèñàííûìè íàòóðàëü-
íûìè ÷èñëàìè îò 1 äî 90 âêëþ÷èòåëüíî ñòàâÿò ëèáî çí àê «+»,
ëèáî çíàê «–». Ìîæåò ëè ïîëó÷èòüñÿ âûðàæåíèå, çíà÷å íèå
êîòîðîãî ðàâíî 2012? Îòâåò íóæíî îáîñíîâàòü.

5. Â íåêîòîðîé òî÷êå íà ïðÿìîé íàõîäèòñÿ «êóçíå÷èê». Èç
êàæäîé òî÷êè «êóçíå÷èê» ìîæåò ïðûãàòü ïî ïðÿìîé â ë þáóþ
ñòîðîíó íà ýòîé ïðÿìîé íà îäíî èç äâóõ ðàññòîÿíèé: ëèáî íà
14 ñì, ëèáî íà 22 ñì. Íà êàêîì íàèìåíüøåì ðàññòîÿíè è îò
íà÷àëüíîé òî÷êè ìîæåò îêàçàòüñÿ «êóçíå÷èê», ïðûãàÿ óêà-
çàííûì îáðàçîì? Îòâåò íóæíî îáîñíîâàòü.

6. Íàéäèòå íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n, êîòîðîå
äåëèòñÿ ðîâíî íà 12 ðàçëè÷íûõ ÷èñåë, âêëþ÷àÿ 1 è ñà ìî n.

6 êëàññ

1. Â êëàññå êîíòðîëüíóþ ïî ìàòåìàòèêå ïèñàëè 26 ó÷àùè õ-
ñÿ, è êàæäûé ïîëó÷èë îäíó èç îöåíîê «3», «4» èëè «5 ». Ïðè
ñëîæåíèè âñåõ îöåíîê ïîëó÷èëè ÷èñëî 111. Îïðåäåëèòå ,
êàêèõ îöåíîê ïîñòàâëåíî áîëüøå: òðîåê èëè ïÿòåðîê è  íà
ñêîëüêî.

2. Íàéäèòå, ñêîëüêî âñåãî òðåõçíà÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷è-
ñåë, â çàïèñè êîòîðûõ íå âñòðå÷àåòñÿ íè öèôðà 3, íè  öèôðà 7.

3. Ðàçðåæüòå ôèãóðó, èçîáðàæåííóþ íà ðèñóíêå 1, íà
÷åòûðå ðàâíûå ÷àñòè.

4. Èç ïóíêòîâ À è Á îäíîâðåìåííî íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó ñ
ïîñòîÿííûìè, íî ðàçíûìè ñêîðîñòÿìè âûøëè äâà ïåøåõî äà.
Ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè â 3 êì ïåðâûé ðàç ñòàëî ðàâíû ì
÷åðåç 2 ÷àñà, à âî âòîðîé ðàç – ÷åðåç 2 ÷àñà 30 ìèí óò. Íàéäèòå
ðàññòîÿíèå ìåæäó ïóíêòàìè À è Á.

5. Â ïðîìåæóòêàõ ìåæäó ïîäðÿä çàïèñàííûìè íàòóðàëü-
íûìè ÷èñëàìè îò 1 äî 950 âêëþ÷èòåëüíî ñòàâÿò ëèáî ç íàê
«+», ëèáî çíàê «–». Ìîæåò ëè ïîëó÷èòüñÿ âûðàæåíèå,
çíà÷åíèå êîòîðîãî ðàâíî 2012? Îòâåò íóæíî îáîñíîâàò ü.

6. Íàéäèòå íàèáîëüøåå äâóõçíà÷íîå ÷èñëî n, êîòîðîå
èìååò ðîâíî 6 ðàçëè÷íûõ äåëèòåëåé, âêëþ÷àÿ 1 è ñàìî  n.

7 êëàññ

1. Â øêîëå ýêçàìåí ïî ìàòåìàòèêå ñäàâàëè 136 ó÷àùèõñÿ ,
è êàæäûé ïîëó÷èë îäíó èç îöåíîê «3», «4» èëè «5». Ï ðè
ñëîæåíèè âñåõ îöåíîê ïîëó÷èëè ÷èñëî 540. Îïðåäåëèòå ,
êàêèõ îöåíîê ïîñòàâëåíî áîëüøå: òðîåê èëè ïÿòåðîê è  íà
ñêîëüêî.

Ðèñ. 1

2. Íà ïëîñêîñòè ïðîâîäèòñÿ øåñòü ïðÿìûõ. Íàéäèòå, êàê îå
íàèáîëüøåå ÷èñëî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ .

3. Â âûðàæåíèå 2 13
2 13
n
n

+
-

 âìåñòî n ïîäñòàâëÿþòñÿ öåëûå

÷èñëà. Íàéäèòå, ïðè êàêîì n çíà÷åíèå ýòîãî âûðàæåíèÿ
áóäåò íàèìåíüøèì.

4. Èç êâàäðàòîâ ñî ñòîðîíîé 1 ñì ñîñòàâëÿþòñÿ ïðÿìîó-
ãîëüíèêè. Íàéäèòå âñå ïðÿìîóãîëüíèêè, ó êîòîðûõ ïåð è-
ìåòð, âûðàæåííûé â ñàíòèìåòðàõ, ðàâåí ïëîùàäè, âûðà æåí-
íîé â êâàäðàòíûõ ñàíòèìåòðàõ.

5. Âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, íà÷èíàÿ ñ åäèíèöû, âûïèñûâà -
þòñÿ ïîäðÿä, ïîëó÷àåòñÿ ðÿä öèôð: 12345678910111213 14….
Îïðåäåëèòå, êàêàÿ öèôðà ñòîèò íà ñîòîì ìåñòå.

6. Íàéäèòå íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n, êîòîðîå
èìååò ðîâíî 24 ðàçëè÷íûõ äåëèòåëÿ, âêëþ÷àÿ 1 è ñàìî  n.

8 êëàññ

1. Ïðåäñòàâüòå ÷èñëî 737 108 2-  â âèäå 2a b+ , ãäå a,
b – íåêîòîðûå öåëûå ÷èñëà.

2. Â êâàäðàòå ABCD  òî÷êè M  íà ñòîðîíå BC è N  íà ñòîðîíå
CD  ïîñòàâëåíû òàê, ÷òî BAM MANÐ = Ð . Äîêàæèòå, ÷òî
AN = BM + DN .

3. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè a + b + c = 0, òî ( )22 2 2a b c+ + =

( )4 4 42 a b c= + + .

4. Íàéäèòå âñå êîðíè óðàâíåíèÿ 3 2 3 2 4x x+ + - = .
5. Â òðåóãîëüíèêå ABC òî÷êè M  íà ñòîðîíå AB, N  íà

ñòîðîíå BC è K  íà ñòîðîíå CA ïîñòàâëåíû òàê, ÷òî
: : : 3 : 2AM MB BN NC CK KA= = = . Äîêàæèòå, ÷òî îò-

íîøåíèå ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà ABC ê ïëîùàäè òðåóãîëüíè-
êà MNK  íå çàâèñèò îò âûáîðà òðåóãîëüíèêà ABC, è íàéäèòå
çíà÷åíèå ýòîãî îòíîøåíèÿ.

6. Íàéäèòå íàèáîëüøåå òðåõçíà÷íîå ÷èñëî n, êîòîðîå
èìååò ðîâíî 12 ðàçëè÷íûõ äåëèòåëåé, âêëþ÷àÿ 1 è ñàì î n.

9 êëàññ

1. Íàéäèòå óðàâíåíèå ÷åòâåðòîé ñòåïåíè ñ öåëûìè êîýôô è-

öèåíòàìè, îäèí èç êîðíåé êîòîðîãî ðàâåí 1 2 1 2+ + + .

2. Â êâàäðàòå ABCD  íà ñòîðîíå CD  âûáðàíà òî÷êà N, è
ïîñëå ýòîãî íà ñòîðîíå BC ïîñòàâëåíà òî÷êà M  òàê, ÷òî
BM AN ND= - . Äîêàæèòå, ÷òî BAM MANÐ = Ð .

3. Âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, íà÷èíàÿ ñ åäèíèöû, âûïèñûâà -
þòñÿ ïîäðÿä, ïîëó÷àåòñÿ ðÿä öèôð: 12345678910111213 14….
Îïðåäåëèòå, êàêàÿ öèôðà ñòîèò íà ìåñòå ñ íîìåðîì 20 12.

4.  Ïðè êàæäîì íàòóðàëüíîì n íàéäèòå ñóììó
( ) 1 1! 2 2! 3 3! ... !S n n n= × + × + × + + ×.
5. Â âûïóêëîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD  òî÷êè M  íà

ñòîðîíå AB, N íà ñòîðîíå BC, K  íà ñòîðîíå CD  è L  íà
ñòîðîíå DA  ïîñòàâëåíû òàê, ÷òî : :AM MB BN NC= =

: : 3 : 2CK KD DL LA= = = . Äîêàæèòå, ÷òî îòíîøåíèå ïëî-
ùàäè ÷åòûðåõóãîëüíèêà MNKL  ê ïëîùàäè ÷åòûðåõóãîëüíè-
êà ABCD  íå çàâèñèò îò âûáîðà ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD , è
íàéäèòå çíà÷åíèå ýòîãî îòíîøåíèÿ.

6. Íà ïëîñêîñòè ïðîèçâîëüíî âûáèðàåòñÿ 6 òî÷åê òàê,
÷òî íèêàêèå òðè èç íèõ íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Äî êà-
æèòå, ÷òî âñåãäà ìîæíî ñîåäèíèòü ïàðû ýòèõ òî÷åê òð åìÿ
îòðåçêàìè òàê, ÷òî íèêàêèå äâà èç ýòèõ îòðåçêîâ íå áóäóò
ïåðåñåêàòüñÿ.

10 êëàññ

1.  Íàéäèòå âñå êîðíè óðàâíåíèÿ 29 12 4x x+ + +
29 12 4 6x x+ - + = .

1 Ïðèñûëàéòå ðåøåííîå çàäàíèå òîãî êëàññà, â êîòîðîì  âû áóäåòå
ó÷èòüñÿ â Çàî÷íîé øêîëå.
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2. Íàéäèòå, ïðè êàêîì íàòóðàëüíîì çíà÷åíèè m âûðàæå-

íèå 
( )

100!
2

! 100 !
m

m m
×

-
 ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå.

3. Èç êîëëåêòèâà, â êîòîðîì 5 æåíùèí è 7 ìóæ÷èí,
ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáèðàþò äâîèõ. Íàéäèòå âåðîÿòíîñ òü
òîãî, ÷òî áóäóò âûáðàíû îäèí ìóæ÷èíà è îäíà æåíùèíà .

4. Â òðàïåöèè ïëîùàäè P îòíîøåíèå îñíîâàíèé ðàâíî
m : n, ãäå m n> . Íàéäèòå ïëîùàäü ÷åòûðåõóãîëüíèêà ñ
âåðøèíàìè â ñåðåäèíàõ îñíîâàíèé è ñåðåäèíàõ äèàãîíà ëåé
ýòîé òðàïåöèè.

5. Ðàçäåëèòå ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ñ êàòåòàìè 1 è  2
íà ïÿòü ðàâíûõ òðåóãîëüíèêîâ.

6. Èçâåñòíî, ÷òî ñðåäè 9 ìîíåò îäíà ôàëüøèâàÿ. Êàê ñ
ïîìîùüþ òðåõ âçâåøèâàíèé íà ÷àøå÷íûõ âåñàõ áåç ãèðü
íàéòè ôàëüøèâóþ ìîíåòó, íå çíàÿ, ôàëüøèâàÿ ìîíåòà ë åã÷å
èëè òÿæåëåå íàñòîÿùåé?

11 êëàññ

1. Ðåøèòå óðàâíåíèå 2
2

1 1
14 7x x

xx
æ ö+ + = +ç ÷
è ø

.

2. Â êóáå 1 1 1 1ABCDA B C D  ñ îñíîâàíèåì ABCD  è áîêîâûìè
ðåáðàìè 1 1 1 1, , ,AA BB CC DD  òî÷êè M  íà ðåáðå 1AA , N  íà
ðåáðå 1CC , K  íà ðåáðå AD  è L  íà ðåáðå 1 1B C  ïîñòàâëåíû òàê,
÷òî 1 1 1 1: : : : 1 : 2A M MA CN NC DK KA B L LC= = = = .
Íàéäèòå óãîë ìåæäó ïðÿìûìè MN  è KL .

3. Ïðè êàæäîì íàòóðàëüíîì n íàéäèòå ñóììó

( ) ( )1 11 2 2 2 2 3 3
...

1 2 2 3 1

n n n n

n n

+ + + ++ + + × +
+ + +

+ + + +
.

4. Íàéäèòå âñå äåéñòâèòåëüíûå çíà÷åíèÿ a, ïðè êàæäîì èç
êîòîðûõ îáà ÷èñëà 2 7a +  è 24 9a +  ÿâëÿþòñÿ öåëûìè.

5.  Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà cos19 cos91 cos163° + ° + ° +
cos235 cos 307+ ° + °  ðàâíà íóëþ.
6. Äîêàæèòå, ÷òî íåâîçìîæíî ïîëó÷èòü ðàâíîñòîðîííèé

òðåóãîëüíèê, åñëè âåðøèíû òðåóãîëüíèêà âûáèðàòü â ó çëàõ
êëåò÷àòîé áóìàãè, ò.å. â òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ ëèíèé ñ åòêè.

ÔÈÇÈ×ÅÑÊÎÅ ÎÒÄÅËÅÍÈÅ

Ôèçèêà

7 êëàññ

1. Ðåøèòå çàäà÷ó èç ó÷åáíèêà À.Â.Ïåðûøêèíà äëÿ 7
êëàññà (óïðàæíåíèå 3.2): Ïî÷åìó âî âðåìÿ ñíåæíîé ìå òåëè
òðóäíî óêàçàòü, äâèæåòñÿ ïîåçä èëè íåò? Îïèøèòå îòâ åò
ïîäðîáíåå.

2. Èçìåðüòå äëèíó ñâîåãî øàãà. Ïîëüçóÿñü ýòîé «ìåðîé» ,
îïðåäåëèòå äëèíó ïóòè, êîòîðûé âû ïðîõîäèòå îò äîìà  äî
øêîëû èëè äî àâòîáóñíîé îñòàíîâêè. Îöåíèòå ïîãðåøíî ñòü
îïðåäåëåíèÿ ïóòè.

3. Èçìåðüòå ðàçìåðû êîìíàòû, íàïðèìåð êëàññà, ðóëåò-
êîé: äëèíó, øèðèíó, âûñîòó. Îïðåäåëèòå ïëîùàäü â êâ àä-
ðàòíûõ ìåòðàõ è îáúåì â êóáè÷åñêèõ ìåòðàõ.

4* . Ïîïðîáóéòå îöåíèòü îøèáêó êàæäîãî èç îïðåäåëÿåìûõ
âûøå ïàðàìåòðîâ.

5* . Ïîïûòàéòåñü ñ ïîìîùüþ îáû÷íîé ëèíåéêè èçìåðèòü
òîëùèíó ëèñòà îáû÷íîé áóìàãè.

8 êëàññ

1. Êàêîâû ñèëû, äåéñòâóþùèå íà äíî è íà ñòåíêè êâàäðà ò-
íîãî àêâàðèóìà ñî ñòîðîíîé äíà 20 ñì è âûñîòîé âîäû  30 ñì?
Ïëîòíîñòü âîäû 31000 êã ì . Àòìîñôåðíîå äàâëåíèå íå ó÷è-
òûâàòü, òàê êàê îíî äåéñòâóåò ñ îáåèõ ñòîðîí.

2. Êóñîê æåëåçà â âîäå âåñèò  9,8 Í. Îïðåäåëèòå åãî î áúåì.
Ïëîòíîñòü æåëåçà 3 37,8 10 êã ì× .

3. Ïîåçä èäåò ñî ñêîðîñòüþ 108 êì/÷. Ïàññàæèð ýòîãî
ïîåçäà, ñèäÿùèé ó îêíà, âèäèò â òå÷åíèå 18 ñ âñòðå÷ íûé
ïîåçä, äëèíà êîòîðîãî 900 ì. Êàêîâà ñêîðîñòü âñòðå÷ íîãî
ïîåçäà?

4. Ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ëîäêè îòíîñèòåëüíî âîäû â n ðàç
áîëüøå ñêîðîñòè òå÷åíèÿ ðåêè. Âî ñêîëüêî ðàç áîëüøå
âðåìåíè çàíèìàåò ïîåçäêà íà ëîäêå ìåæäó äâóìÿ ïóíêò àìè
ïðîòèâ òå÷åíèÿ, ÷åì ïî òå÷åíèþ?

5. Êàêóþ ðàáîòó ñîâåðøàåò ÷åëîâåê ïðè ìåäëåííîì ïîäíÿ -
òèè ãðóçà ìàññîé M  íà âûñîòó H? Êàêóþ ñêîðîñòü ïðèîáðå-
òåò òåëî ïðè ïàäåíèè ñ ýòîé âûñîòû?

9 êëàññ

1. ×àñòü ïóòè èç äåðåâíè Ïðîñòîêâàøèíî â ãîðîä, îáùåé
ïðîòÿæåííîñòüþ 50 êì, àâòîìîáèëü ïðîøåë ïî ïðîñåëî÷ íîé
äîðîãå ñî ñêîðîñòüþ 30 êì/÷, à îñòàâøóþñÿ ÷àñòü – ñ î
ñêîðîñòüþ 90 êì/÷ ïî øîññå. Îïðåäåëèòå ïðîòÿæåííîñò ü
äîðîãè îò äåðåâíè äî øîññå, åñëè äâèæåíèå ïî ïðîñåë î÷íîé
äîðîãå çàíÿëî 2/3 âðåìåíè âñåãî ïóòè.

2. Íà âåñàõ ñòîÿëà ÷àøêà, äî êðàåâ çàïîëíåííàÿ âîäîé.
Íà ñêîëüêî è â êàêóþ ñòîðîíó èçìåíèëèñü ïîêàçàíèÿ â åñîâ
ïîñëå òîãî, êàê â ÷àøêó ïîëîæèëè áðóñîê ìàññîé m, åñëè:
à) îí èìåë ïëîòíîñòü, ñîñòàâëÿþùóþ 0,6 îò ïëîòíîñòè
âîäû; á) îí èìåë ïëîòíîñòü, ñîñòàâëÿþùóþ 1,1 îò ïëî òíîñ-
òè âîäû?

3. Èìåþòñÿ ïîëíàÿ ëèòðîâàÿ êîëáà âîäû ñ òåìïåðàòóðîé
60 C° , ïîëíàÿ ëèòðîâàÿ êîëáà âîäû ñ òåìïåðàòóðîé 0 C° ,
îäíà ïóñòàÿ êîëáà îáúåìîì 0,5 ë è ëåä ïðè òåìïåðàòó ðå
0 C° . Êàê ñäåëàòü òàê, ÷òîáû âñÿ âîäà èìåëà òåìïåðàòóðó
15 C° , è ñêîëüêî ëüäà äëÿ ýòîãî ïîíàäîáèòñÿ? Óäåëüíàÿ
òåïëîåìêîñòü âîäû ( )4,2 Äæ ã Ñ× ° , óäåëüíàÿ òåïëîòà ïëàâ-
ëåíèÿ ëüäà 330 Äæ/ã.

4. Ýêñïåðèìåíòàòîð íàøåë êâàäðàòíûé êóñî÷åê ôîëüãè ñî
ñòîðîíîé 10 ñì. Ïîäêëþ÷èâ ê ïðîòèâîïîëîæíûì ñòîðîíà ì
êóñî÷êà ýëåêòðîäû è èçìå-
ðèâ ñîïðîòèâëåíèå, îí ïî-
ëó÷èë çíà÷åíèå 1 Îì (ðèñ.
2,à). Çàòåì ýêñïåðèìåíòà-
òîð âûðåçàë èç ýòîé ôîëüãè
ñïèðàëü ñ øàãîì 1 ìì òàê,
÷òîáû ìàêñèìàëüíî èñïîëü-
çîâàòü ôîëüãó (ðèñ.2, á). Êà-
êèì áóäåò ñîïðîòèâëåíèå
ìåæäó öåíòðîì è êðàåì ñïè-
ðàëè?

10 êëàññ

1. Àâòîáóñ èäåò ïî êðóãîâîìó ìàðøðóòó è äåëàåò íà íåì  6
îñòàíîâîê, ðàñïîëîæåííûõ íà ðàâíûõ ðàññòîÿíèÿõ äðóã  îò
äðóãà. Ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü àâòîáóñà íà âñåõ ó÷àñòêàõ ä âèæå-
íèÿ 40 êì/÷. Êàê áûñòðåå äîáðàòüñÿ îò íà÷àëà ìàðøðó òà äî
øêîëû, êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ íà ïðåäïîñëåäíåé îñòàíîâêå , –
èëè äîåõàòü íà àâòîáóñå, èëè äîéòè äî íåå êðàò÷àéøè ì
îáðàçîì ïåøêîì, èëè äîáåæàòü ðûñöîé? Ñêîðîñòü ïåðåä âè-
æåíèÿ áîäðûì øàãîì 5 êì/÷, áåãîì – 10 êì/÷.

2. Ñ áàëêîíà ïàäàåò ìÿ÷. ×åðåç âðåìÿ t  îí óäàðÿåòñÿ î
çåìëþ, óïðóãî îòñêàêèâàåò è íà÷èíàåò äâèãàòüñÿ ââåð õ.
Âñëåä çà íèì ñ òîãî æå áàëêîíà ïàäàåò âòîðîé ìÿ÷. Ì ÿ÷è
ñòàëêèâàþòñÿ â âîçäóõå ïîñåðåäèíå ìåæäó áàëêîíîì è çåì-
ëåé. ×åðåç êàêîå âðåìÿ ïîñëå ïåðâîãî íà÷àë ïàäàòü â òîðîé
ìÿ÷?

3. Ðåøèòå çàäà÷ó 4 äëÿ 9 êëàññà.
4. Âíóòðü öèëèíäðè÷åñêîãî ñîñóäà ðàäèóñîì R âñòàâëåíà

òðóáêà ðàäèóñîì r (ðèñ.3) . Â ñîñóäå íàõîäèòñÿ ñâåòëàÿ
æèäêîñòü, âûñîòà ñòîëáà ýòîé æèäêîñòè H. Â òðóáêå íàõî-
äèòñÿ ñòîëáèê òåìíîé æèäêîñòè âûñîòîé h, h <  H . Òðóáêà

Ðèñ. 2



56 Ê Â À Í T $ 2 0 1 2 / ¹ 3

è äíî ñîñóäà íåïëîòíî ïðè-
ëåãàþò äðóã ê äðóãó. Êàêîå
êîëè÷åñòâî ñâåòëîé æèä-
êîñòè ìîæíî íàëèòü â òðóá-
êó, ÷òîáû òåìíàÿ æèäêîñòü
áûëà ïîëíîñòüþ èç íåå âû-
òåñíåíà?

5. Ïðè êàêîé ìàêñèìàëü-
íîé ïðèëîæåííîé ê êëèíó
ñèëå F áðóñîê åùå áóäåò,
íå îòðûâàÿñü îò êëèíà,
ñêîëüçèòü ïî åãî ïîâåðõ-
íîñòè (ðèñ.4)? Êëèí èìå-
åò ìàññó M  è óãîë ïðè
îñíîâàíèè a  è íàõîäèòñÿ
íà ñòîëå. Êîýôôèöèåíò
òðåíèÿ âñåõ ïîâåðõíîñòåé
ðàâåí m.

11 êëàññ

1. Ðåøèòå çàäà÷ó 1 äëÿ
10 êëàññà.

2. ×åðåç âðåìÿ t  ïîñëå îòïðàâëåíèÿ ïîåçäà åãî íà÷àëî
ïðîøëî ÷åðåç æåëåçíîäîðîæíûé ïåðååçä ñî ñêîðîñòüþ 1v .
Êîíåö ïîåçäà ïðîøåë ÷åðåç ýòî ìåñòî ñî ñêîðîñòüþ 2v .
Êàêîâà äëèíà ïîåçäà, åñëè îí âñå âðåìÿ äâèãàëñÿ ñ ï îñòîÿí-
íûì óñêîðåíèåì?

Ðèñ. 3

Ðèñ. 4

Ðèñ. 5

Ðèñ. 6

3. Ìàëåíüêèé è íå äî êîíöà íàäóòûé øàðèê, ñîäåðæàùèé
îáúåì âîçäóõà V , ïðèâÿçàëè ê äíó ñîñóäà íèòüþ äëèíîé L .
Îïðåäåëèòå ñèëó íàòÿæåíèÿ íèòè ïîñëå òîãî, êàê â ñî ñóä äî
óðîâíÿ H  íàëèëè âîäó. Ïëîòíîñòü âîäû r , àòìîñôåðíîå
äàâëåíèå ap , ìàññà øàðèêà m.

4. Äâå îäèíàêîâûå çàðÿæåí-
íûå áóñèíêè ñ ìàññîé m è çàðÿ-
äîì q êàæäàÿ íàíèçàíû íà äâå
ïàðàëëåëüíûå äèýëåêòðè÷åñêèå
ñïèöû, ðàñïîëîæåííûå íà ðàñ-
ñòîÿíèè d äðóã îò äðóãà (ðèñ.5).
Âíà÷àëå áóñèíêè óäåðæèâàëèñü
äðóã ïðîòèâ äðóãà, çàòåì îäíó èç
íèõ îòïóñòèëè. Â ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà îíà ïåðåìåñò èëàñü
íà d, îòïóñòèëè è âòîðóþ áóñèíêó. Îïðåäåëèòå ñêîðîñòè
áóñèíîê íà áîëüøîì ðàññòîÿíèè äðóã îò äðóãà.

5.  Ìàññèâíàÿ òåëåæêà
ñêîëüçèò ïî íàêëîííîé ïëîñ-
êîñòè ñ óãëîì ïðè îñíîâà-
íèè a , 45a > °  (ðèñ.6). Íà
òåëåæêå ñìîíòèðîâàí ëåãêèé
ìàÿòíèê. Â êðàéíèõ ïîëî-
æåíèÿõ ïîäâåñ ìàÿòíèêà
ïðèíèìàåò ãîðèçîíòàëüíîå è
âåðòèêàëüíîå ïîëîæåíèÿ.
Îïðåäåëèòå êîýôôèöèåíò òðåíèÿ ìåæäó òåëåæêîé è íàêë îí-
íîé ïëîñêîñòüþ.

«ÊÂÀÍÒ» ÄËß ÌËÀÄØÈÕ ØÊÎËÜÍÈÊÎÂ

ÇÀÄÀ×È

(ñì. «Êâàíò» ¹2)

1. Ìîæåò.
Äëÿ ýòîãî âòîðîìó èãðîêó äîñòàòî÷íî äåéñòâîâàòü ñèì ìåòðè÷íî
õîäàì ñîïåðíèêà: ñòàâèòü òàêóþ æå ôèøêó, êîòîðóþ òî ëüêî
÷òî ïîñòàâèë ïåðâûé èãðîê, íà ïðîòèâîïîëîæíûé êðóæî ÷åê.
2. Äâå êîíôåòû.
Ïóñòü ê ìîìåíòó ïðèõîäà øåñòîãî ãîñòÿ ó Âèííè-Ïóõà îñòàâà-
ëîñü õ êîíôåò. Ïî óñëîâèþ õ êðàòíî 5, à õ  + 4 êðàòíî 4.
Ïîýòîìó õ äåëèòñÿ òàêæå è íà 4, à òîãäà è íà 20. Òàê êàê èç 40
êîíôåò ÷àñòü áûëà ñúåäåíà, òî õ  = 20. Çíà÷èò, ïîñëå ïðèõîäà

øåñòîãî ãîñòÿ ïðèäåòñÿ ñúåñòü
õîòÿ áû 2 êîíôåòû.
3. 280 ñì .
Äîñòðîèì ëåñåíêó èç êâàäðà-
òîâ äî ïðÿìîóãîëüíèêà
(ðèñ.1). Êðàñíàÿ ôèãóðà äå-
ëèòñÿ íà äâà ïðÿìîóãîëüíè-

êà, ïîýòîìó åå ïëîùàäü ðàâíà 28 4 6 4 ì2 0 ñ´ + ´ = . À âìåñòå ñ
ñèíåé ôèãóðîé îíà ñîñòàâëÿåò ïîëîâèíó áîëüøîãî ïðÿì îóãîëü-

íèêà. Çíà÷èò, ïëîùàäü ñèíåé ÷àñòè ðàâíà 1
24 10 40

2
´ ´ - =

280 ñì= .

4. 55°  èëè 125° .
Ïðåæäå âñåãî, çàìåòèì, ÷òî çà 20 ìèíóò – òðåòü ÷àñà  – ÷àñîâàÿ

ñòðåëêà ïîâîðà÷èâàåòñÿ íà 
1
3

´
1 1

12 36
=  ïîëíîãî îáîðîòà, ò.å.

íà 10° . Ìèíóòíàÿ ñòðåëêà çà ýòî æå âðåìÿ ïîâîðà÷èâàåòñÿ í à
120° .
Çà 20 ìèíóò ìèíóòíàÿ ñòðåëêà ìîæåò îáîãíàòü (ðèñ.2, à) èëè íå
îáîãíàòü (ðèñ.2, á) ÷àñîâóþ ñòðåëêó. Çåëåíûì öâåòîì ïîêàçàíî

Ðèñ. 1

íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå ñòðåëîê, îðàíæåâûì – îêîí÷àòåëü íîå;
a  – èñêîìûé óãîë. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåí èå

10 1202a + ° = ° , îòêóäà 55a = ° . Âî âòîðîì: 2 12001a ° + ° =-
360= ° , è 125a = ° .

5. 2 ðûöàðÿ.
Åñëè áû êàæäûé îòâåòèë, ÷òî åãî ñîñåäè – ðûöàðè, òî  ìîæíî
áûëî áû ñðàçó îïðåäåëèòü, ÷òî çà ñòîëîì ñèäÿò òîëüê î ðûöàðè.
Äåéñòâèòåëüíî, çíàêîìûé ïóòåøåñòâåííèêà – ðûöàðü – ñêàçàë
ïðàâäó. Çíà÷èò, åãî ñîñåäè òîæå ðûöàðè è ñêàçàëè ïð àâäó è
òàê äàëåå. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî âñå â ýòîì ñëó÷àå ñêàæóò  ïðàâäó,
ò.å. âñå – ðûöàðè.
Åñëè áû êàæäûé îòâåòèë: «Ìîè ñîñåäè – ðûöàðü è ëæåö », òî
ïóòåøåñòâåííèê òîæå ñìîã áû ðàçîáðàòüñÿ, êòî åñòü ê òî. Ñîñå-
äè åãî çíàêîìîãî – ðûöàðü è ëæåö. Òîãäà ó ñîñåäà-ðû öàðÿ
âòîðîé ñîñåä – ëæåö, à ó ñîñåäà-ëæåöà (âåäü îí ñîëã àë, è ñ
îäíîé ñòîðîíû îò íåãî ñèäèò ðûöàðü, çíàêîìûé ïóòåøå ñòâåí-
íèêà) âòîðîé ñîñåä – ðûöàðü. Ðàññóæäàÿ òàê æå, ìîæí î
çàêëþ÷èòü, ÷òî åùå äâîå ñèäÿùèõ çà ñòîëîì – ëæåö è ðûöàðü.
Çíà÷èò, â ýòîì ñëó÷àå çà ñòîëîì ñèäÿò ÷åòûðå ðûöàðÿ  è äâà
ëæåöà.

Ðèñ. 2

Î Ò Â Å Ò Û ,  Ó Ê À Ç À Í È ß ,  Ð Å Ø Å Í È ß



Î Ò Â Å Ò Û ,  Ó Ê À Ç À Í È ß ,  Ð Å Ø Å Í È ß 57
Èòàê, êàæäûé èç ñèäÿùèõ çà ñòîëîì îòâåòèë: «Îáà ìîè õ ñî-
ñåäà – ëæåöû». Ýòî âîçìîæíî â äâóõ íåðàçëè÷èìûõ ñëó ÷àÿõ:
1) çà ñòîëîì ïî òðè ðûöàðÿ è ëæåöà, ñèäÿùèõ ÷åðåç î äíîãî;
2) çà ñòîëîì äâà ðûöàðÿ è ÷åòûðå ëæåöà, ñèäÿùèõ òàê , ÷òî ó
ðûöàðåé ñîñåäè – ëæåöû, à ñîñåäè ëæåöîâ – ðûöàðü è ëæåö.
Ïîñëå òîãî êàê äâîå ñèäÿùèõ ðÿäîì çà ñòîëîì ñêàçàëè  îäíî è
òî æå ïðî äåíü ðîæäåíèÿ, ïóòåøåñòâåííèê ïîíÿë, ÷òî îáà îíè
– ëæåöû. Çíà÷èò, ðûöàðåé âñåãî äâà.

ÊÎÍÊÓÐÑ «ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 6–8»

(ñì. «Êâàíò» ¹1)

11. 
1
4

. Ðàññìîòðèì öèëèíäðè÷åñêóþ êðóæêó ñ òàêèì æå îñ-

íîâàíèåì, íî âûñîòîé 1. Åñëè åå íàïîëíèòü âîäîé è í àêëî-
íèòü íà 45° , òî âûëüåòñÿ ðîâíî ïîëîâèíà âîäû. À íàøà
êðóæêà â äâà ðàçà âûøå – êàê áóäòî îäíà íèçêàÿ êðóæ êà ñòî-
èò íà äðóãîé. Ïðè íàêëîíå èç âåðõíåé âûëüåòñÿ ïîëîâ èíà
âîäû, à íèæíÿÿ âñå âðåìÿ áóäåò îñòàâàòüñÿ ïîëíîé. Ç íà÷èò,
èç íàøåé êðóæêè âûëüåòñÿ ÷åòâåðòü âîäû.
12. 32. Îáîçíà÷èì îäíî èç äâóõ äàííûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñå ë –
äåëèòåëü – çà x. Òîãäà äðóãîå ÷èñëî ðàâíî 2012 x- . Ïóñòü r
– îñòàòîê îò äåëåíèÿ. Ïîëó÷àåòñÿ ðàâåíñòâî 2012 x- =

2 rx= + , ïðè÷åì 0 1r x£ £ - . Ïåðåïèøåì ðàâåíñòâî â âèäå
22012 x x r= + + . Òàê êàê 2 202 245 5 201= > , äîëæíî âûïîë-

íÿòüñÿ íåðàâåíñòâî 44x £ . Íî ïðè 43x £  âûðàæåíèå
2x x+  íå ïðåâîñõîäèò 1892, ò.å. îñòàòîê r äîëæåí áûòü áîëü-

øå 120, ÷òî íåâîçìîæíî. Îñòàåòñÿ åäèíñòâåííàÿ âîçìî æíîñòü:
44, 32x r= = .

13. Ïóñòü â øêîëå ¹1 â 2010 ãîäó ó÷èëèñü 2 äåâî÷êè è 2
ìàëü÷èêà, à â 2011 ãîäó – 1 äåâî÷êà è 1 ìàëü÷èê. Äî ëÿ ìàëü-
÷èêîâ â îáîèõ ñëó÷àÿõ íå ìåíÿåòñÿ è ðàâíà 50%. Ïóñò ü â
øêîëå ¹2 â 2010 ãîäó ó÷èëèñü 1 äåâî÷êà è 4 ìàëü÷èêà , à â
2011 ãîäó – 2 äåâî÷êè è 8 ìàëü÷èêîâ. Äîëÿ ìàëü÷èêîâ  ñíîâà
íå ìåíÿåòñÿ. Ïðè ýòîì äîëÿ ìàëü÷èêîâ â äâóõ øêîëàõ â 2010

ãîäó áûëà 
6 2
9 3

= , à â 2011 ãîäó 
9 3 2

12 4 3
= > . ×èñëà â ýòîì

ïðèìåðå íå î÷åíü ïîõîæè íà íàñòîÿùèå – ïî íåñêîëüêî  ÷åëî-
âåê ó÷àòñÿ ðàçâå ÷òî â ñåëüñêèõ øêîëàõ. Åñëè èõ óìí îæèòü,
íàïðèìåð, íà 100, òî ïðèìåð áóäåò áëèæå ê ðåàëüíîñò è.

14. Èñêîìûé ïóòü ïîêàçàí íà ðèñóíêå 3. Îí ïðîõîäèò ÷åð åç
17 çâåçäî÷åê.
Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî áîëüøå çâåçäî÷åê îáîéòè íå ï îëó÷èò-
ñÿ. Âûäåëèì òðè «êðåñòà» èç ïÿòè êëåòîê (ðèñ.4). Â êàæäîì
èç íèõ ïóòü ìîæåò ïðîéòè íå áîëüøå ÷åì ïî òðåì êëåò êàì.
Ïîýòîìó íå ìåíüøå øåñòè êëåòîê ñî çâåçäî÷êàìè òî÷íî  îñòà-
íóòñÿ âíå ïóòè.
15. 3000 äèíàðèåâ (25 êã àëìàçîâ è 75 êã çîëîòà).
Èíòóèòèâíî ïîíÿòíî (õîòÿ ñòðîãî äîêàçàòü ýòî íå  ïð îñòî),
÷òî îïòèìàëüíîå ñîîòíîøåíèå àëìàçîâ è çîëîòà, ïðè ê îòîðîì
ñòîèìîñòü íàèáîëüøàÿ, ñóùåñòâóåò.  Äîêàæåì, ÷òî ïðè  îïòè-
ìàëüíîì íàáîðå äðàãîöåííîñòè  çàíèìàþò âåñü ñóíäóê è âåñÿò
100 êã. Ðàçáåðåì äâà ñëó÷àÿ.

Ðèñ. 3 Ðèñ. 4

ÊÀËÅÉÄÎÑÊÎÏ «ÊÂÀÍÒÀ»
Âîïðîñû è çàäà÷è

1. Îïðåäåëåíèå ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ ñ ïîìîùüþ òîêîâûõ
ïðèáîðîâ ñàìî îñíîâàíî íà çàêîíå Îìà; ñëåäîâàòåëüíî , äëÿ
åãî ïðîâåðêè íóæåí ýëåêòðîñòàòè÷åñêèé âîëüòìåòð íàð ÿäó ñ
àìïåðìåòðîì îáû÷íîãî òèïà.
2. Äà, ìîæíî. Äëÿ ýòîãî íóæåí ýëåêòðîìåòð, êîðïóñ êîòî ðîãî
ñëåäóåò ïðèñîåäèíèòü ê îäíîìó èç ïîëþñîâ èñòî÷íèêà íàïðÿ-
æåíèÿ, à ñòåðæåíü ñ ëèñòêàìè – ê äðóãîìó.
3. Íàïðèìåð, åñëè â öåïè èìååòñÿ åùå îäíà áàòàðåÿ, ïð è÷åì ñ
áîëüøåé ÝÄÑ, âêëþ÷åííàÿ íàâñòðå÷ó ïåðâîé.
4. Âíóòðè èñòî÷íèêà òîê íàïðàâëåí îò îòðèöàòåëüíîãî ïî ëþñà
ê ïîëîæèòåëüíîìó.
5. Íóëþ.
6. Áóäåò óìåíüøàòüñÿ.
7. Ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ ìåæäó òî÷êàìè ÷åðåç íå÷åòíîå ÷ èñëî
ýëåìåíòîâ ðàâíà ÝÄÑ îäíîãî ýëåìåíòà, à ÷åðåç ÷åòíîå  –
íóëþ.
8. ÝÄÑ «ñèëüíîãî» àêêóìóëÿòîðà çíà÷èòåëüíî áîëüøå ÝÄÑ
«ñëàáîãî». Ê «ñèëüíîìó» àêêóìóëÿòîðó ïîñëåäîâàòåëüí î ïîä-
ñîåäèíÿþò î÷åíü ìàëîå ñîïðîòèâëåíèå, à ê «ñëàáîìó» – î÷åíü
áîëüøîå. Âñëåäñòâèå ýòîãî óìåíüøàåòñÿ òîê, ïðîòåêàþ ùèé
÷åðåç «ñëàáûé» àêêóìóëÿòîð, è óâåëè÷èâàåòñÿ òîê, ïð îòåêàþ-
ùèé ÷åðåç ëàìïó.
9. Âíóòðåííåå ñîïðîòèâëåíèå èäåàëüíîãî èñòî÷íèêà òîêà äîë-
æíî áûòü çíà÷èòåëüíî áîëüøå ñîïðîòèâëåíèÿ íàãðóçêè,  à èäå-
àëüíîãî èñòî÷íèêà íàïðÿæåíèÿ äîëæíî ñòðåìèòüñÿ ê íó ëþ.
10. Îáà àìïåðìåòðà íóæíî ñîåäèíèòü ïàðàëëåëüíî è âêëþ-
÷èòü â öåïü. Ïðè ýòîì îòíîøåíèå íåèçâåñòíîãî ñîïðîò èâëåíèÿ
ê èçâåñòíîìó áóäåò ðàâíî îáðàòíîìó îòíîøåíèþ ïîêàçà íèé
àìïåðìåòðîâ.
11. Ïîñëå ðàçìûêàíèÿ êëþ÷à îáùåå ñîïðîòèâëåíèå öåïè âîç -
ðàñòåò, à ñèëà òîêà óìåíüøèòñÿ. Ïðè ýòîì ïàäåíèå íà ïðÿæå-
íèÿ íà ïåðâîì àìïåðìåòðå óìåíüøèòñÿ, à íà âòîðîì – óâåëè-
÷èòñÿ. Ïîýòîìó ïîêàçàíèå àìïåðìåòðà 1A  óìåíüøèòñÿ, à àì-
ïåðìåòðà 2A  – óâåëè÷èòñÿ.

Äîïóñòèì, âåñ ñóíäóêà 100 êã è îñòàëîñü ñâîáîäíîå ì åñòî.
Ïîñêîëüêó 1 êã àëìàçîâ ñòîèò äîðîæå 1 êã çîëîòà è ç àíèìàåò
áîëüøèé îáúåì, òî ìîæíî çàìåíèòü ÷àñòè÷êó çîëîòà íà  òàêóþ
æå ïî âåñó ÷àñòè÷êó àëìàçîâ òàê, ÷òî îáúåì âîçðàñòå ò è ñòî-
èìîñòü âîçðàñòåò.
Äîïóñòèì, ñâîáîäíîãî ìåñòà íåò, à âåñ ìåíüøå 100 êã . Ïî-
ñêîëüêó ñóíäóê çîëîòà äîðîæå ñóíäóêà àëìàçîâ è âåñè ò áîëü-
øå, òî ìîæíî çàìåíèòü ÷àñòè÷êó àëìàçîâ íà òàêóþ æå ïî
îáúåìó ÷àñòè÷êó çîëîòà òàê, ÷òî âåñ óâåëè÷èòñÿ è ñòîèìîñòü
âîçðàñòåò.
Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî åñòü òàêîé íàáîð äðàãîöåííîñòåé , ïðè
êîòîðîì ñóíäóê çàïîëíåí è âåñèò 100 êã. Ïóñòü ìû âç ÿëè
x êã àëìàçîâ è y êã çîëîòà, òîãäà ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé

100x y+ = (êã), 1
40 200
x y

+ =  (ñóíäóê).

Ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå: x = 25, y = 75, îòêóäà
íàõîäèì ñòîèìîñòü: 25 60 75 20 3000× + × =  äèíàðèåâ.
Çíàÿ îòâåò, óæå ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî ëþáîé äðóãîé âà ðèàíò
õóæå. Áðàòü çîëîòà áîëüøå, ÷åì 75 êã, íå èìååò ñìûñ ëà – òîã-
äà àëìàçîâ íàäî áóäåò âçÿòü ìåíüøå ïî âåñó è âûðó÷ê à
óìåíüøèòñÿ.
Ïóñòü ìû âçÿëè ìåíüøå 75 êã çîëîòà, ñêàæåì ( )75 t-  êã.
Òîãäà, ÷òîáû âñå âëåçëî â ñóíäóê, àëìàçîâ ìû ñìîæåì  âçÿòü

íå áîëüøå 25
5
tæ ö+ç ÷è ø

 êã (âåäü àëìàçû â 5 ðàç îáúåìíåå). Âû-

ðó÷êà ïðè ýòîì óìåíüøèòñÿ íà 20 t äèíàðèåâ (çà ñ÷åò çîëîòà)

è óâåëè÷èòñÿ íà 60 12
5
t

t=  äèíàðèåâ (çà ñ÷åò àëìàçîâ), ò.å. â

èòîãå óìåíüøèòñÿ (íà 8 t  äèíàðèåâ).
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XX ÌÅÆÄÓÍÀÐÎÄÍÀß ÎËÈÌÏÈÀÄÀ
«ÈÍÒÅËËÅÊÒÓÀËÜÍÛÉ ÌÀÐÀÔÎÍ»

Ïèñüìåííûé èíäèâèäóàëüíûé òóð

ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ

1. 
2

105
d = . Ïóñòü d – ðàçíîñòü äàííîé ïðîãðåññèè. Òîãäà èç

óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ íàòóðàëüíûõ m è n âû-
ïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

1 1
, 35 2, 35 7 7 3

1 1 15 2 7
3 5

md md m
m n

nd n
nd

ì - =ï =ìï
Û Þ = Û =í í =îï - =

ïî

.

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ïîëó÷àåì, ÷òî m = 3k, n = 7k, ãäå k
– íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Î÷åâèäíî, ÷òî íàèáîëüøåå çíà÷å íèå d
áóäåò ïðè íàèìåíüøåì âîçìîæíîì çíà÷åíèè k, ò.å. ïðè k = 1.
2. 45° . Îòðàçèì âåðøèíó À ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ïðÿ-
ìîé ÂÅ. Òàê êàê ÂÅ – áèññåêòðèñà óãëà ÀÂÑ, òî îáðàç òî÷êà
À – òî÷êà 1A  ëåæèò íà ÂÑ (ðèñ.10). Ïðè ýòîì óãëû ÂÅÀ è

1BEA  ðàâíû, è 1EA EA= . Òàê êàê óãîë ÂÅÀ ðàâåí 45°, òî

1AEA  – ðàâíîáåäðåííûé ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê. Ñëåäî-
âàòåëüíî, óãîë 1AA E  ðàâåí 45° .
Òàê êàê êàæäûé èç óãëîâ 1AHA  è 1AEA  ðàâåí 90° , òî âîê-
ðóã ÷åòûðåõóãîëüíèêà 1AEA H  ìîæíî îïèñàòü îêðóæíîñòü ñ
äèàìåòðîì 1AA . Äëÿ ýòîé îêðóæíîñòè óãëû 1AA E  è ÀÍÅ  ÿâ-
ëÿþòñÿ âïèñàííûìè è îïèðàþùèìèñÿ íà îäíó è òó æå äó ãó,
îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî 1 45AHE AA EÐ = Ð = °  è EHCÐ =

90 45 45AHC AHE= Ð - Ð = ° - ° = ° .
3. Íå ñóùåñòâóþò. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêèå ÷èñëà íàøëèñ ü.
Òîãäà îäíîâðåìåííî âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

2 2

2 2

2 2

0, ,

0, ,

0 .

b ac b ac

c ab c ab

a bc a bc

ì ì- < <
ï ïï ï

- < Û <í í
ï ï

- < <ï ïî î

Ðèñ. 10

Ðèñ. 5

Ðèñ. 6

ÐÀÑÑÒÎßÍÈß  ÍÀ ÏÐßÌÎÉ  È  ÍÅ ÒÎËÜÊÎ

Óïðàæíåíèÿ
1. à) 1,5; á)  (– ¥ ;0]. 2. 200. 3. à) 0; 3; á) (0; 3); â) [–1;0];
ã)  ( ] [ ); 1 0;-¥ - +¥U ; ä) ðåøåíèé íåò. 4. Â ëþáîé òî÷êå îòðåç-
êà, ñîåäèíÿþùåãî ïÿòûé è øåñòîé äîì. 5. à) 30; á) 2550. 6. Â
äåðåâíå À. 7. à) 6; á) 15.
Çàäà÷è
1. Â òî÷êå Ñ. 2. Äà, ñìîãóò. 3. 12 ýòàæ.

ÊÎÃÄÀ ÎÐÁÈÒÀ – ÝËËÈÏÑ

1. 4 ñóòtD = . 2. 246 10  êãM = × .

3. max 54,4 êì ñv = , min 0,93 êì ñv = . 4. Â 1910 ãîäó.

5. 11895 êìH = , 936 êìh = .

6. Ò = 250 ëåò, max 3650 êì ñv = .

7. 
2

a
2GM rv

v
rv

-
= , 

2 2

a 22

r v
r

GM rv
=

-
.  8. 4

max 5,9 10  êìl = × .

9. 
R h

l a
R H

+
=

+
. 10. 2461 ì ñvD = ; 44,4 10  cT = × .

ÇÀÄÀ×È Ñ ÏÎÐØÍßÌÈ È ÏÅÐÅÃÎÐÎÄÊÀÌÈ

1. l = 80 ñì. 2. õ = 4 ìì. 3. ð = 100 êÏà. 4. F = 60 Í.

5. 0,022 ìîëün = . 6. m = 15 êã.    7. Ò = 522 Ê.

ÊÎËËÅÊÖÈß ÃÎËÎÂÎËÎÌÎÊ

Äëÿ çàìîùåíèÿ íàáîðîì èç ïÿòè òåòðàìèíî ïî ïëîùàäè «ïîä-
õîäÿò» äâà ïðÿìîóãîëüíèêà – 4 5´  è 2 10´ , íî íè îäèí èç
íèõ çàìîñòèòü íåâîçìîæíî. Äîêàæåì ýòî. Ðàñêðàñèì ïð ÿìî-
óãîëüíèêè è ôèãóðêè èç
íàáîðà â øàõìàòíîì ïî-
ðÿäêå (ðèñ.9). Òîãäà áå-
ëûõ è ÷åðíûõ êëåòîê áó-
äåò ïîðîâíó âåçäå, êðî-
ìå Ò-òåòðàìèíî. Â íåé, â
çàâèñèìîñòè îò ðàñêðàñêè, áóäåò ëèáî òðè áåëûõ êëåò êè è
îäíà ÷åðíàÿ, ëèáî íàîáîðîò. Ïîýòîìó çàìîñòèòü ïðÿìî óãîëü-
íèê íå ïîëó÷èòñÿ. Çàòî äâóìÿ íàáîðàìè òåòðàìèíî ìîæ íî çà-
ìîñòèòü ïðÿìîóãîëüíèêè 4 10´  è 5 8´  (ïðè÷åì äàæå íå
åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì). Ïîïðîáóéòå ýòî ñäåëàòü, à ç àîäíî
äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìîóãîëüíèê 2 20´  çàìîñòèòü íåëüçÿ.

Ðèñ. 9

12. Ïðèáîðû íå áóäóò èñïîð÷åíû, òàê êàê àìïåðìåòð áóäåò
âêëþ÷åí ïîñëåäîâàòåëüíî ñ âîëüòìåòðîì, èìåþùèì áîëü øîå
ñîïðîòèâëåíèå.
13. Â ñèëó ñèììåòðèè ïîäêëþ÷åíèÿ (ðèñ.5), ÷åðåç âîëüòìå òð

3V  òîê íå òå÷åò, è åãî ïîêàçàíèå ðàâíî íóëþ. Òîãäà, å ñëè
âîëüòìåòð 5V  ïîêàçûâàåò 10 Â, òî ïîêàçàíèÿ âîëüòìåòðîâ 1,
2, 4 è 6 âäâîå ìåíüøå – 5 Â. Åñëè æå 10 Â – ïîêàçàí èå îäíî-

ãî èç âîëüòìåòðîâ 1, 2, 4 è 6, òî
ïîêàçàíèå âîëüòìåòðà 5 áóäåò
âäâîå áîëüøå – 20 Â.
14. Ñóììà ïîêàçàíèé âîëüòìåò-
ðîâ 1V  è 2V  ðàâíà íàïðÿæåíèþ
áàòàðåè, çíà÷èò, âîëüòìåòð 2V
ïîêàæåò 3 Â. Âîëüòìåòðû îäèíà-
êîâûå, ïîýòîìó òîê âîëüòìåòðà

2V  â 1,5 ðàçà áîëüøå òîêà
âîëüòìåòðà 1V , à òîê âîëüòìåòðà

3V  ðàâåí ïîëîâèíå òîêà âîëüò-
ìåòðà 1V . Ñëåäîâàòåëüíî, âîëüòìåòð 3V  ïîêàæåò 1 Â.
15. Ïîêàçàíèÿ ïåðâîãî âîëüòìåòðà áóäóò óâåëè÷èâàòüñÿ, à
âòîðîãî – óìåíüøàòüñÿ.

Ìèêðîîïûò

Ìîæíî ñîáðàòü, íàïðèìåð,
ñõåìó, èçîáðàæåííóþ íà ðè-
ñóíêå 6. Çäåñü Ë – ëàìïî÷êà,
À è Â – êîíöû êîðèäîðà, â
êîòîðûõ óñòàíîâëåíû âûêëþ-
÷àòåëè.

«ÄÆÎÊÎÍÄÀ» ÊÀÊ ÃÐÀÔÈÊ ÔÓÍÊÖÈÈ

Ñì. ðèñ. 7 è 8.

Ðèñ. 7 Ðèñ. 8
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Ïðåîáðàçîâàâ ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî, íàõîäèì, ÷òî

( )1n p d£ + .                          ( * * )

Èç íåðàâåíñòâà ( * * ) ñ ïîìîùüþ ( * ) ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëü-
íóþ îöåíêó:

( )( )1 1n p k£ + - .

Óñëîâèå íàøåé çàäà÷è äàåò, ÷òî 100n £ . Îñòàëîñü ïðèâåñòè
ïðèìåð òàêîé îëèìïèàäû.
Ðàññìîòðèì ãðóïïó èç 10 ó÷àñòíèêîâ, â êîòîðîé êàæäû é çíà-
êîì ñ êàæäûì (ïîëíûé ãðàô ñ 10 âåðøèíàìè) – èç êàæä îé
âåðøèíû âûõîäèò ïî 9 ðåáåð, ñîåäèíÿþùèõ êàæäóþ âåðø èíó
ñ 9 äðóãèìè. Ñäåëàåì åùå 9 òàêèõ ãðóïï. Ïîëó÷èòñÿ è ñêîìûé
ïðèìåð èç 10 èçîëèðîâàííûõ ïîëíûõ «ïîäãðàôîâ» ñ 10 âåð-
øèíàìè, âñåãî 100 âåðøèí, êàæäàÿ ñîåäèíåíà ñ 9 äðóã èìè, à
ñðåäè ëþáûõ 11 ó÷àñòíèêîâ íå ìåíåå äâóõ áóäóò èç îä íîé
ãðóïïû.

ÔÈÇÈÊÀ

1. 0 cos
125 ì

mv
l

k
a

» = . Óêàçàíèå.  Äëÿ òîãî ÷òîáû ñíàðÿä

óïàë íà äíî ãëóáîêîãî óùåëüÿ, åãî ãîðèçîíòàëüíàÿ ñî ñòàâ-
ëÿþùàÿ ïðè ïîäëåòå ê óùåëüþ äîëæíà ñòàòü ðàâíîé íóë þ
– òîãäà â äàëüíåéøåì ñíàðÿä áóäåò ñâîáîäíî ïàäàòü ï î âåð-
òèêàëè.
2. 25 250 êÄæQ RT= n » . Óêàçàíèå.  Ëåãêî ïðîâåðèòü ïî òî÷-
êàì äàííûõ ãðàôèêîâ, ÷òî çàâèñèìîñòü äàâëåíèÿ îò îá úåìà –
ëèíåéíàÿ. Ýòî ñóùåñòâåííî îáëåã÷èò ðàñ÷åò ðàáîòû ãà çà.

3. 
0

Ua
v

Br d
= , 2 2

0 0

q v Ua
m Br B r d

= = . Óêàçàíèå. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ

íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ íà òðàåêòîðèè äâè æåíèÿ
çàðÿæåííîé ÷àñòèöû â êîíäåíñàòîðå ìîæíî âîñïîëüçîâà òüñÿ
òåîðåìîé Ãàóññà.

4. 
( )01

u
v

LS M
=

+ r
, 

0

1
2

L LS
u M

æ ör
t = +ç ÷

è ø
 (âåëè÷èíà, îáðàòíàÿ

ñêîðîñòè, ëèíåéíî çàâèñèò îò ïðîéäåííîãî ïóòè).

5. 
cos
cos

u v
a

=
b

; u > v , åñëè cos cosa > b , ò.å. b > a .

6. Óêàçàíèå.  Ïîñòðîéòå èçîáðàæåíèå ïðåäìåòà â ñîáèðàþùåé
ëèíçå, ïðè÷åì ðàññìîòðèòå ñëó÷àè äåéñòâèòåëüíîãî è ìíèìîãî
èçîáðàæåíèé.
7. ëüäà 18 ãm = (ò.å. 1 ìîëü). Óêàçàíèå.  Ïðè íèçêèõ òåìïåðà-
òóðàõ ( ~200 Ê ), êîãäà âîäà íàõîäèòñÿ â òâåðäîì èëè äàæå
æèäêîì ñîñòîÿíèè, äàâëåíèåì âîäÿíûõ ïàðîâ ìîæíî ïðå íåá-
ðå÷ü. Ïîýòîìó ïåðâûå 4–5 òî÷åê ãðàôèêà ñîîòâåòñòâóþ ò èçî-
áàðè÷åñêîìó ðàñøèðåíèþ èäåàëüíîãî ãàçà (âîçäóõà) – ïðÿ-
ìàÿ 1 íà ðèñóíêå 11. Ïðè âûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ (áîëåå
380 Ê) âîäà ïðåâðàùàåòñÿ â íàñûùåííûé ïàð, êîòîðûé òîæå
ÿâëÿåòñÿ èäåàëüíûì ãàçîì, ïîýòîìó âåðõíèå òî÷êè ãðà ôèêà
ñîîòâåòñòâóþò èçîáàðè÷åñêîìó ïðîöåññó ñìåñè âîäÿíûõ  ïàðîâ
è âîçäóõà – ïðÿìàÿ 2 íà ðèñóíêå 11.

Ïåðåìíîæèâ ïî÷ëåííî òðè ïîñëåäíèõ íåðàâåíñòâà, ïðèõ îäèì
ê ïðîòèâîðå÷èþ: ( ) ( )2 2abc abc< .
4. Ñóùåñòâóåò. Ïîêàæåì, ÷òî íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî d, ÷òî
10d  äàåò îñòàòîê 1 ïðè äåëåíèè íà 2011. Äåéñòâèòåëüíî,  ïî-
ñêîëüêó ðàçëè÷íûõ îñòàòêîâ ïðè äåëåíèè íà 2011 âñåã î 2011
(âêëþ÷àÿ 0), ñðåäè áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ïàð íàòóð àëüíûõ
÷èñåë íàéäóòñÿ òàêèå ïàðû ( );m n , ÷òî ÷èñëà 10m  è 10n  (ãäå
m > n ) äàþò îäèíàêîâûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà 2011, íî
òîãäà ÷èñëî 10m n-  äàñò ïðè äåëåíèè íà 2011 îñòàòîê 1.
Òåïåðü ëåãêî ïîñòðîèòü ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâ èþ, –
ýòî ÷èñëî 2 3 20101 10 20 10 10d d d d+ + + + +K  (ìû èñïîëüçóåì
òîò ôàêò, ÷òî, âû÷èñëÿÿ îñòàòîê îò äåëåíèÿ ñóììû ÷è ñåë íà
íàòóðàëüíîå ÷èñëî à, ìû ìîæåì çàìåíèòü ýòó ñóììó íà ñóììó
îñòàòêîâ îò äåëåíèÿ ñëàãàåìûõ íà ÷èñëî à).

5. 
2

tg
4 2
d a . Ïîñêîëüêó öåíòðû îïèñàííûõ îêðóæíîñòåé ëåæàò

íà ïåðåñå÷åíèè ñåðåäèííûõ ïåðïåíäèêóëÿðîâ ê ñòîðîíà ì òðå-
óãîëüíèêîâ, òî÷êè 1O  è 2O  ëåæàò íà ñåðåäèííîì ïåðïåíäè-
êóëÿðå ê îòðåçêó AL , òî÷êè Î  è 1O  – ê ñòîðîíå ÀÂ, òî÷êè Î
è 2O  – ê ñòîðîíå ÀÑ.
Ñòîðîíû óãëîâ LAB è 2 1O O O  ïîïàðíî ïåðïåíäèêóëÿðíû,
çíà÷èò, ýòè óãëû ðàâíû (èëè ñîñòàâëÿþò â ñóììå 180° , ÷òî â
äàííîì ñëó÷àå íåâîçìîæíî). Òî÷íî òàê æå ðàâíû óãëû LAC  è

1 2O O O . Íî AL  – áèññåêòðèñà óãëà, ðàâíîãî a , ïîýòîìó ìû
ïðèøëè ê òîìó, ÷òî òðåóãîëüíèê 1 2O O O  – ðàâíîáåäðåííûé ñ

îñíîâàíèåì d è óãëîì ïðè îñíîâàíèè 
2
a

.

Ïîñêîëüêó âûñîòà òàêîãî òðåóãîëüíèêà, îïóùåííàÿ íà îñíîâà-

íèå, ðàâíà tg
4 2
d a

, íàõîäèì îòâåò.

6. 
1
4

. Îáîçíà÷èì óêàçàííóþ â óñëîâèè ñóììó ÷åðåç S. Çàìå-

òèì, ÷òî, î÷åâèäíî, ( )( )1 3 2 4l mS x x x x x x£ + + + + + +K K ,
ãäå l  è m – ñîîòâåòñòâåííî, ïîñëåäíèé íå÷åòíûé è ïîñëåäíèé
÷åòíûé íîìåðà â ìíîæåñòâå äàííûõ ÷èñåë.
Îáîçíà÷èì ïåðâûé ìíîæèòåëü â ïîñëåäíåì ïðîèçâåäåíèè  ÷å-
ðåç à, à âòîðîé – ÷åðåç b. Òîãäà, î÷åâèäíî,

2 1
2 4

a b
S ab

+æ ö£ £ =ç ÷
è ø

.

Ïðèìåð, êîãäà ýòîò ðåçóëüòàò äîñòèãàåòñÿ: 1 2
1
2

x x= = ,

3 4 0nx x x= = = =K .
7. 100. Ðåøèì çàäà÷ó â îáùåì âèäå. Ïóñòü êîëè÷åñòâî ó÷ àñò-
íèêîâ îëèìïèàäû n (ó íàñ n íàäî íàéòè – ÿñíî, ÷òî 10n ³ ),
ð – êîëè÷åñòâî çíàêîìûõ ó êàæäîãî ó÷àñòíèêà îëèìïèàä û (ó
íàñ ð = 9), k – íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ó÷àñòíèêîâ, ñðåäè êî-
òîðûõ ãàðàíòèðîâàííî íàéäóòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå äâîå çíàêî-
ìûõ (ó íàñ k = 11).
Èçîáðàçèì êàæäîãî ó÷àñòíèêà îëèìïèàäû òî÷êîé (ïîëó÷ èòñÿ
n òî÷åê), à êàæäóþ ïàðó òî÷åê, èçîáðàæàþùèõ çíàêîìûõ
ó÷àñòíèêîâ, ñîåäèíèì îòðåçêîì (êàê ãîâîðÿò, ïîñòðîè ì ãðàô
ó÷àñòíèêîâ îëèìïèàäû ñ n âåðøèíàìè). Ïîäñ÷èòàåì ÷èñëî îò-
ðåçêîâ (÷èñëî ðåáåð ãðàôà). Èç êàæäîé èç n âåðøèí âûõîäèò
ð ðåáåð, âñåãî ïîëó÷àåòñÿ np ðåáåð, íî ïðè ýòîì êàæäîå ïîä-

ñ÷èòàíî äâàæäû, òàê ÷òî îòðåçêîâ áóäåò 
2

np
.

Ïóñòü d – ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ïîïàðíî íå çíàêîìûõ
ó÷àñòíèêîâ (ò.å. íèêàêèå äâîå èç íèõ íå çíàêîìû). Î ÷åâèäíî,
÷òî

d < k.                                ( * )

Óäàëèì èõ èç ðàññìîòðåíèÿ âìåñòå ñ èõ çíàêîìñòâàìè è ïîä-
ñ÷èòàåì îñòàâøååñÿ êîëè÷åñòâî çíàêîìñòâ. Îíî ðàâíî

( )( )1

2 2

n d pnp
pd

- -
- £ ,

ïîñêîëüêó îñòàëîñü ( )n d-  ó÷àñòíèêîâ è ( )1p -  – ìàêñè-
ìàëüíîå êîëè÷åñòâî çíàêîìûõ ó êàæäîãî èç íèõ. Ðèñ. 11



Ê Â À Í T  $ 2 0 1 2 / ¹ 360

Ðèñ. 12

Óñòíûé êîìàíäíûé òóð

ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ

1. 
335
2011

. Ïðåîáðàçóåì äàííóþ ñóììó è âû÷èñëèì åå:

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1

6 7 6 7 13 6 13 19 6 2005 2011
æ ö æ ö æ ö æ ö- + - + - + + - =ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷
è ø è ø è ø è ø

K

= 
1 1 2010 335

1
6 2011 6 2011 2011

æ ö- = =ç ÷ ×è ø
.

2. 225; 450; 675.
Ïóñòü à – öèôðà ñîòåí èñêîìîãî ÷èñëà, à b – äâóçíà÷íîå ÷èñ-
ëî, îáðàçîâàííîå äâóìÿ åãî ïîñëåäíèìè öèôðàìè. Ïî ó ñëî-
âèþ, ( )9 100 1000a b a b+ = + , îòêóäà 100 8a b= , ò.å. 25 2a b= .
Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî à – ÷åòíîå ÷èñëî, à b
äåëèòñÿ íà 25. Ïåðåáîð ïðèâîäèò ê îòâåòó.
3. à) Îáÿçàòåëüíî; á) íå îáÿçàòåëüíî.
à) Ðàñïîëîæèì ãðèáíèêîâ ïî ïîðÿäêó â ñîîòâåòñòâèè ñ  êîëè-
÷åñòâîì ñîáðàííûõ ãðèáîâ, íà÷èíàÿ ñ ñàìîãî ìàëåíüêî ãî ÷èñ-
ëà. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.
Åñëè ÷åòâåðòûé ñîáðàë áîëåå 14 ãðèáîâ, òî ïîñëåäíèå  òðîå
ñîáðàëè íå ìåíåå ÷åì 16 + 17 + 18 = 51 ãðèá.
Åñëè ÷åòâåðòûé ñîáðàë íå áîëåå 14 ãðèáîâ, òî äîëÿ ò ðåõ ïîñ-
ëåäíèõ â øåðåíãå ãðèáíèêîâ òîëüêî óâåëè÷èòñÿ.
á) Ïðèâåäåì ïðèìåð, êîãäà óñëîâèÿ íå âûïîëíÿåòñÿ. Ï óñòü øå-
ñòåðî ãðèáíèêîâ íàáðàëè ïî 14 ãðèáîâ, à ñåäüìîé – 1 6 ãðèáîâ.
Òîãäà òðîå íàáðàëè, ñàìîå áîëüøåå, 2 14 16 44´ + =  ãðèáà.
4. Íåò. Óêàçàíèå. Äàííîå ÷èñëî ðàâíî 22011 .

5. 
2

2
c

. Óêàçàíèå. Îïèøåì îêîëî êâàäðàòà îêðóæíîñòü. Ïî-

ñêîëüêó ñóììà óãëîâ ÀÑÂ è ÀÅÂ ðàâíà 180° , òî÷êà Ñ ëåæèò
íà ýòîé îêðóæíîñòè.

6. 
1
3

. Ïóñòü ÀÂ = 5, ÀÑ = 6, ÂÑ = 7; ÂÐ è BK – ñîîòâåò-

ñòâåííî, ìåäèàíà è áèññåêòðèñà, Ì  è I  – ñîîòâåòñòâåííî, òî÷-
êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí è òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðè ñ (ò.å.
öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè) äàííîãî òðåóãîëüíèêà.
Ïî òåîðåìå î áèññåêòðèñå âíóòðåííåãî óãëà òðåóãîëüí èêà,
åñëè îáîçíà÷èòü îòðåçîê AK  ÷åðåç õ, ïîëó÷èì

AK AB
KC BC

= , ò.å. 
5 5

6 7 2
x

x
x

= Û =
-

.

Èòàê, K  è Ð äåëÿò ñòîðîíó ÀÑ íà îòðåçêè 
5
2

AK = , 
1
2

KP = ,

ÐÑ = 3. Â òðåóãîëüíèêå ABK  îòðåçîê AI  – áèññåêòðèñà, òàê

÷òî ïî òîé æå òåîðåìå î áèññåêòðèñå 
5 2

5 2 1
BI AB
IK AK

= = = . Íî

òî÷íî òàê æå äåëèò òî÷êà Ì  ìåäèàíó ÂÐ: 
2
1

BM
MP

= . Ïîýòîìó

îòðåçîê IM  ïàðàëëåëåí ñòîðîíå ÀÑ, à òðåóãîëüíèêè BIM  è

BKP  ïîäîáíû ñ êîýôôèöèåíòîì 
3
2

. Îòñþäà ïîëó÷àåì

2 2 1 1
3 3 2 3

IM KP= = × = .

7. 24389. Ïóñòü õ – èñêîìîå ÷èñëî. Îíî íà÷èíàåòñÿ ñ öèôðû
2, ïîýòîìó ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà íåðàâåíñòâ :

4 4 3 3 32 10 3 10 10 20 10 30x x× < < × Û × < < × Þ 320 31x< <

(ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âåðíî, òàê êàê 331 29791= > 2 * 3 * 9).
Äàëåå, ïîñëåäíÿÿ öèôðà êóáà – äåâÿòêà, ýòî ìîæåò áû òü,
òîëüêî åñëè ïîñëåäíÿÿ öèôðà èñõîäíîãî ÷èñëà ðàâíà 9 , ÷òî
ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ ïåðåáîðîì êóáîâ íå÷åòíûõ öèôð.
Îñòàëîñü ïðîâåðèòü åäèíñòâåííîãî êàíäèäàòà â îòâåò – 29.
8. 646 6- ± . Ïîñêîëüêó ( ) ( )26 6f x x= + - , èìååì

( )( ) ( )( )226 6 6 6f f x x= + - + - = ( ) ( )
22 46 6 6x x+ - = + - 6, ...

..., ( )( )( )( )( )( ) ( ) ( )
62 646 6 6 6f f f f f f x x x= + - = + - .

Èòàê, ( )64 646 6 0 6 6x x+ - = Û + = ± .
9. Äâà êîðíÿ. Ïðèâåäåì óðàâíåíèå ê âèäó ( ) 0f x = , ãäå

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )f x a x b x c b x a x c c x a x b= - - + - - + - - .

Òîãäà ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé èìååì

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 22 2 20 3 0f f a f b f c a b c a b b c c a= - - - - < .

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí  ïðè-
íèìàåò çíà÷åíèÿ ðàçíûõ çíàêîâ, ïîýòîìó îí èìååò â ò î÷íîñòè
äâà êîðíÿ, îòëè÷íûõ îò à, b è ñ.
10. Îòëîæèì íà äàííîé ïðÿìîé äâà åäèíè÷íûõ îòðåçêà ÀÂ è
ÂÑ (òî÷êà Â – ñåðåäèíà îòðåçêà ÀÑ). Îòëîæèì îò òî÷êè Â
ïîä ïðîèçâîëüíûì óãëîì ê äàííîé ïðÿìîé åäèíè÷íûé îò ðåçîê
BD  òàê, ÷òîáû óãîë ADC  áûë îñòðûì. Ìû ïîñòðîèëè ïðÿìî-
óãîëüíûé òðåóãîëüíèê ADC  (òàê êàê åãî ìåäèàíà BD  ðàâíà
ïîëîâèíå ñòîðîíû ÀÑ, ê êîòîðîé îíà ïðîâåäåíà).
Òî÷íî òàê æå ïîñòðîèì ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ÀÅÑ,
ïðîâåäÿ åùå îäèí åäèíè÷íûé îòðåçîê ÂÅ òàê, ÷òîáû óãîë
ÅÂÀ áûë îñòðûì.
Ïóñòü ïðÿìûå ÀÅ è CD  ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå F, à ïðÿìûå AD
è ÑÅ – â òî÷êå Í , ïðè÷åì ïåðâàÿ ïàðà ïðÿìûõ íåïàðàëëåëü-
íàÿ, òàê êàê êàæäûé èç óãëîâ À è Ñ òðåóãîëüíèêà ACF  ðà-
âåí 30°, à íà âòîðîé ïàðå ëåæàò âûñîòû ýòîãî òðåóãîëüíèêà.
Èòàê, Í  – îðòîöåíòð (òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò) òðåóãîëüíèêà
ACF, ïîýòîìó ïðÿìàÿ FÍ  – ïåðïåíäèêóëÿð ê äàííîé ïðÿìîé.
11. Âûèãðûâàåò âòîðîé èãðîê. Ðàçîáüåì äîñêó íà 4 âåðòè-
êàëüíûå ïîëîñêè 2 8´ . Ïîñòàâèì ïåðåä âòîðûì èãðîêîì çà-
äà÷ó ñîõðàíÿòü ñèììåòðèþ â êàæäîé òàêîé ïîëîñêå: íà  ñêîëü-
êî ïåðâûé ñäâèíóë ñâîþ ôèøêó íà îäíîé âåðòèêàëè, âõ îäÿ-
ùåé â k-þ ïîëîñêó, íà ñòîëüêî âòîðîé ñäâèíåò ñâîþ â ïðîòè-
âîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè íà âòîðîé âåðòèêàëè, âõîäÿùå é â
ýòó ïîëîñêó.
Òàêèì îáðàçîì, ïåðâûé ñâîèì õîäîì áóäåò âñåãäà íàðó øàòü
ýòó ñâîåîáðàçíóþ «ñèììåòðèþ», à âòîðîé áóäåò åå âîñ ñòàíàâ-
ëèâàòü. Ïîýòîìó ó íåãî âñåãäà áóäåò âîçìîæíîñòü ñäå ëàòü
õîä, à ó ïåðâîãî – íåò: âåäü ïîçèöèÿ «õîäèòü íåêóäà » – ñèì-
ìåòðè÷íàÿ, çíà÷èò, îíà âîçíèêëà â ðåçóëüòàòå õîäà â òîðîãî
èãðîêà.

ÔÈÇÈÊÀ

1. Îäèí èç ó÷àñòíèêîâ ñòàíîâèòñÿ íà êðàé äîñêè òàê, ÷ òîáû
âòîðîé êðàé âûñòóïàë çà êðàé ðàñùåëèíû. Âòîðàÿ äîñê à êëà-
äåòñÿ âíàõëåñò íà ïåðâóþ è íà ïðîòèâîïîëîæíûé êðàé ðàñùå-
ëèíû. Äðóãîé ó÷àñòíèê ïåðåáèðàåòñÿ ïî äîñêàì ÷åðåç ðàñùå-
ëèíó. Çàòåì ó÷àñòíèêè ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè.
2. Ãîðÿ÷èé ëåä – ýòî ãîðÿ÷àÿ âîäà, çàòâåðäåâøàÿ ïðè âû ñî-
êîì äàâëåíèè, ñâûøå 6380 àòì. Êàê èçâåñòíî, ñ ïîâûø åíèåì
äàâëåíèÿ òåìïåðàòóðà çàìåðçàíèÿ âîäû ñíà÷àëà ïàäàåò  (íî
òîëüêî äî äàâëåíèÿ 2200 àòì), ïîòîì íà÷èíàåò ðàñòè
(ðèñ.12). Ïðè äàâëåíèè 6380 àòì âîäà çàìåðçàåò ïðè òåìïåðà-
òóðå 0 C° , ïðè 16500 àòì – ïðè 60 C° , à ïðè 20670 àòì –



Î Ò Â Å Ò Û ,  Ó Ê À Ç À Í È ß ,  Ð Å Ø Å Í È ß 61
ïðè 76 C° . Â ïîñëåäíèõ äâóõ ñëó÷àÿõ ìû óæå èìååì ãîðÿ÷èé
ëåä. Îäíàêî ïðè òàêîì äàâëåíèè ÷åëîâåê âðÿä ëè ñìîæ åò
âêóñèòü ðàäîñòü ïîåäàíèÿ ãîðÿ÷åãî ëüäà.
3. Êàïåëüêè òóìàíà ìîãóò îñòàâàòüñÿ æèäêèìè ïðè îòðèö à-
òåëüíîé òåìïåðàòóðå, åñëè íåò öåíòðîâ êîíäåíñàöèè.
4. t  = 800 c, v = 60 ì/ñ = 216 êì/÷.
5. Åìó íóæíî ðàçâåñòè êîñòåð ïîä òðóáîé è íàãðåâàòü â îäó â
òðóáå. Íèæå ïî íàïðàâëåíèþ äâèæåíèÿ æèäêîñòè â òðóá å
òðóáà íàãðååòñÿ ñèëüíåå.
6. Çà ñóòêè ñîëíöå ñîâåðøàåò îäèí ïîëíûé îáîðîò. Ñëåä îâà-
òåëüíî, çà äâà ÷àñà äî ïîëóäíÿ ñîëíöå ïåðåìåñòèëîñü  íà 30° .
Ýòî è åñòü óãîë ïàäåíèÿ ñîëíå÷íûõ ëó÷åé â 10 ÷àñîâ óòðà.
Ñîîòâåòñòâåííî, â 15 ÷àñîâ (÷åðåç 3 ÷àñà ïîñëå ïîëó äíÿ) óãîë
ïàäåíèÿ ñîëíå÷íûõ ëó÷åé  áóäåò ðàâåí 45° . Î÷åâèäíî, ÷òî
äèàìåòð øàðà 2 R, äëèíà òåíè l è óãîë ïàäåíèÿ ñîëíå÷íûõ ëó-
÷åé a  ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñîîòíîøåíèåì 2 cosR l= a .
Ñëåäîâàòåëüíî, äëèíà òåíè â 15 ÷àñîâ áóäåò ðàâíà

1
2 1 1

2

cos 3
85,7 ñì

cos 2
l l l

a
= = =

a
 (ãäå l1 = 70 ñì), à ðàäèóñ

øàðà ðàâåí 1 1cos
30,3 ñì

2
l

R
a

= = .

7. Âîçäóõ îõëàäèòñÿ áûñòðåå, ÷åì âîäà. Äàâëåíèå âîçäóõ à â
êîëáå ïîíèçèòñÿ, è âîäà â êîëáå çàêèïèò ïðè ìåíüøåé  òåìïå-
ðàòóðå.
8. Ïëîòíîñòü øàðà ðàâíà 3600 êã ì .
9. Áóäåò, íî òîëüêî îäèí ðàç â ãîä.
10. Ïðîäîëæèòåëüíîñòü ãðîìà îïðåäåëÿåò ðàçíèöó ðàññòîÿ íèé
îò íàáëþäàòåëÿ äî ðàçíûõ òî÷åê ìîëíèè. Ïðè ýòîì íåê îòî-
ðûì íåîïðåäåëåííûì ïàðàìåòðîì ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëåíèå ìîë-
íèè – îäèíàêîâûå äëèòåëüíîñòè ãðîìà áóäóò ó ìîëíèé ðàçíîé
äëèíû, íî ñ îäíîé è òîé æå äëèíîé ïðîåêöèè íà íàïðà âëåíèå
îò íàáëþäàòåëÿ.

Èñòîðèÿ íàó÷íûõ èäåé è îòêðûòèé

ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ

1. Äîñòèãíóâ 84 ëåò.
Óêàçàíèå. Íà äåòñòâî, þíîñòü, ïåðèîä äî áðàêà è æèçíü ñûíà

óøëà 
1 1 1 1 25
6 12 7 2 28

+ + + =  ÷àñòü æèçíè Äèîôàíòà.

2. à) Íåò. Ñóäÿ ïî ðèñóíêó â óñëîâèè, ñóùåñòâóåò ïðÿì àÿ,
ïåðåñåêàþùàÿ äàííóþ êðèâóþ â ÷åòûðåõ òî÷êàõ. Ïóñòü y =
= kx + l  – óðàâíåíèå ýòîé ïðÿìîé. Ïîäñòàâèâ ó = kx + l  â
óðàâíåíèå êðèâîé, âû ïîëó÷èòå óðàâíåíèå òðåòüåé ñòå ïåíè,
èìåþùåå 4 êîðíÿ.
á) Íåò. Êðèâàÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà íå ìîæåò áûòü îãðàí è÷åí-
íîé: ïðè íåîãðàíè÷åííîì óâåëè÷åíèè îäíîé èç ïåðåìåí íûõ, õ
èëè ó, ìû ïîëó÷àåì êóáè÷åñêîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî âòî -
ðîé ïåðåìåííîé, íî êóáè÷åñêîå óðàâíåíèå, êàê èçâåñò íî, âñåã-
äà èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå, çíà÷èò, ïðè ëþáîì çí à÷åíèè
îäíîé èç ïåðåìåííûõ íà êðèâîé ñóùåñòâóåò òî÷êà ñ òà êîé àá-
ñöèññîé èëè îðäèíàòîé. Ñîîòâåòñòâåííî – êðèâàÿ íåîã ðàíè-
÷åííà.
3. 25. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ñòðàíå n ãîðîäîâ. Ïóñòü íàèáîëü-
øåå êîëè÷åñòâî äîðîã, ðàâíîå d, èñõîäèò èç ãîðîäà À (â d
äðóãèõ ãîðîäîâ; èç íåêîòîðûõ äðóãèõ ãîðîäîâ, äàæå è çî âñåõ,
òàêæå ìîæåò èñõîäèòü d äîðîã, íî áîëüøå ýòîãî êîëè÷åñòâà
íè èç îäíîãî ãîðîäà íå âûõîäèò). Òîãäà îñòàëîñü ( )1n d- -
ãîðîäîâ, èç êîòîðûõ íè îäíà äîðîãà íå âåäåò â À, ïîýòîìó
ìîæíî îöåíèòü îáùåå ÷èñëî D  äîðîã â ñòðàíå:

( ) ( )
2

1
4
n

D d d n d d n d£ + - - = - £ .

Â íàøåé çàäà÷å n = 10, ÷òî äàåò îöåíêó 
210

25
4

= . Ïðèâåäåì

ïðèìåð òàêîé ñòðàíû.

Ïóñòü èç ãîðîäà À âûõîäÿò 5 äîðîã – â ãîðîäà 1B , 2B , 3B ,

4B , 5B , à êàæäûé èç ãîðîäîâ 1C , 2C , 3C , 4C  ñîåäèíåí äî-
ðîãîé ñ êàæäûì èç ãîðîäîâ ãîðîäà 1B , 2B , 3B , 4B , 5B .
Òîãäà âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ, è â ñòðàíå èìåþòñÿ 25 äîðîã.
4. à) 3 2 1 0x x+ - = ; á) 3 22 3 1 0x x x- - + = ;
â) 3 24 5 1 0x x x- + - = .

à) Ïîäñòàâèì â äàííîå óðàâíåíèå 
1

x =
a

, ïîëó÷èì ïîñëå ïðå-

îáðàçîâàíèé 3 2 1 0a + a - = .

á) Ïóñòü 
1 1

1
- b

b = Û a =
a + b

 – êîðåíü èñõîäíîãî óðàâíå-

íèÿ, ò.å.
3

1 1
1 0

æ ö- b - b
- - =ç ÷b bè ø

,

îòêóäà ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì 3 22 3 1 0b - b - b + = .
â) Ïîñêîëüêó a  – êîðåíü äàííîãî óðàâíåíèÿ, âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî

3 31 0 1a - a - = Û a - = a Û 2 1
1

a
a + a + =

a -
.

Çíà÷èò, âîïðîñ çàäà÷è ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü òàê: íàéòè
ñîîòâåòñòâóþùèé ìíîãî÷ëåí, êîðíåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ  ÷èñëî

1 1
1

a -
b = Û a =

a - b
. Ïîäñòàâëÿÿ ýòó äðîáü âìåñòî õ â äàí-

íîå óðàâíåíèå è ïðåîáðàçóÿ, ïîëó÷èì 3 24 5 1 0b - b + b - = .

5. à) Äåâÿòêè; á) íóëè. Âû÷èñëèâ ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíè è n
çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ ( )6 37

n
+ , ìû ïîëó÷èì, î÷åâèäíî, âû-

ðàæåíèå 37n na b+ , ãäå na  è nb  – öåëûå ÷èñëà (ýòî ëåãêî
ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ íàòóðàëüíîé ñòåïåíè ÷èñëà è ïðàâèëà
ïåðåìíîæåíèÿ äâó÷ëåíîâ). Ëåãêî âèäåòü òàêæå, ÷òî, â û÷èñ-

ëèâ çàòåì ( )6 37
n

- , ìû ïîëó÷èì âûðàæåíèå 37n na b-  ñ

òåìè æå na  è nb . Ïîýòîìó ( ) ( )6 37 6 37 2
n n

na+ + - = , îò-
êóäà

 ( ) ( )6 37 2 6 37
n n

na+ = - - .                 ( * )

Îöåíèì òåïåðü âû÷èòàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà ( * ).

Ïîñêîëüêó âåðíî íåðàâåíñòâî 
1 1

6 37
106 37

- = <
+

,

ïîëó÷àåì, ÷òî 
1

6 37
10

n

n- < .

Ïðè ÷åòíûõ çíà÷åíèÿõ n âû÷èòàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ( * ),
î÷åâèäíî, ïîëîæèòåëüíî, à ïðè íå÷åòíûõ – îòðèöàòåëü íî. Ïî-
ýòîìó â ñëó÷àå à) â ïðàâîé ÷àñòè ( * ) ìû ôàêòè÷åñêè îò öå-

ëîãî ÷èñëà îòíèìàåì ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, ìåíüøåå 1000

1

10
,

ïîýòîìó â ðåçóëüòàòå ïåðâûå 1000 öèôð ïîñëå çàïÿòîé  áóäóò
äåâÿòêè, à â ñëó÷àå á) ìû äîëæíû ïðèáàâèòü òàêîå ÷è ñëî, ïî-
ýòîìó ïåðâûå 1000 çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé – íóëè.

ÔÈÇÈÊÀ

1. Ýòî àìåðèêàíñêèé ôèçèê Äæîí Áàðäèí. Ïåðâóþ ïðåìèþ
îí ïîëó÷èë çà èññëåäîâàíèå ïîëóïðîâîäíèêîâ è îòêðûò èå
òðàíçèñòîðíîãî ýôôåêòà (ñîâìåñòíî ñ Ó.Øîêëè è Ó.Áðà òòåé-
íîì), à âòîðóþ – çà ñîçäàíèå òåîðèè ñâåðõïðîâîäèìîñ òè
(ÁÊØ-òåîðèè, ñîâìåñòíî ñ Ë. Êóïåðîì è Ä. Øðèôôåðîì) .
2. à) Äæåéìñ Êëåðê Ìàêñâåëë. á) Òåîðèÿ ýëåêòðîìàãíèòíî ãî
ïîëÿ. â) Îïûòû Ã. Ãåðöà ïî ãåíåðàöèè è ðåãèñòðàöèè ýëåêò-
ðîìàãíèòíûõ âîëí è îïûò Ï.Í. Ëåáåäåâà ïî èçìåðåíèþ äàâ-
ëåíèÿ ñâåòà. ã) Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ôèçèêà: äàë ñòàòèñòè÷åñêîå
òîëêîâàíèå âòîðîìó íà÷àëó òåðìîäèíàìèêè («äåìîí Ìàê ñâåë-
ëà»), ðàçâèë îáùóþ òåîðèþ ïåðåíîñà, óñòàíîâèë çàêîí  ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö ïî ñêîðîñòÿì â ðàâíîâåñíûõ ñèñòåì àõ
(ðàñïðåäåëåíèå Ìàêñâåëëà), óñòàíîâèë ñâÿçü ìåæäó òå ïëîôè-
çè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè (ñîîòíîøåíèÿ Ìàêñâåëëà), ââåë  íà-
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çâàíèå «ñòàòèñòè÷åñêàÿ ìåõàíèêà». Ýëåêòðîäèíàìèêà: ñîçäàë
òåîðèþ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ (óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà) , êî-
òîðàÿ ñâÿçàëà â åäèíîå öåëîå ýëåêòðè÷åñòâî, ìàãíåòè çì è îï-
òèêó. Ôèçèîëîãè÷åñêàÿ îïòèêà: óñòàíîâèë ñïåêòðàëüíû å õà-
ðàêòåðèñòèêè ðåöåïòîðîâ öâåòîâîãî çðåíèÿ ÷åëîâåêà è  ïîñòðî-
èë êîëîðèìåòðè÷åñêóþ ñèñòåìó, ñêîíñòðóèðîâàë òàê íà çûâàå-
ìûé äèñê Ìàêñâåëëà. Ìåõàíèêà: ñôîðìóëèðîâàë è äîêàç àë
òàê íàçûâàåìóþ òåîðåìó Ìàêñâåëëà â òåîðèè óïðóãîñòè ; ïî-
êàçàë, ÷òî êîëüöà Ñàòóðíà ñîñòîÿò èç îòäåëüíûõ ìåòå îðèòîâ.
3. Ëåâêèïï è Äåìîêðèò.
4. Âûäàþùèéñÿ àìåðèêàíñêèé ôèçèê-òåîðåòèê Ðè÷àðä Ôåéí-
ìàí, ñîçäàòåëü ñîâðåìåííîé êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèê è (Íî-
áåëåâñêàÿ ïðåìèÿ ïî ôèçèêå 1965 ãîäà) è ãðàôè÷åñêîã î ìåòî-
äà ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé êâàíò îâîé
òåîðèè ïîëÿ (äèàãðàììû Ôåéíìàíà). Ðàçâèë ïîëóôåíîìå íî-
ëîãè÷åñêóþ êàðòèíó ãåíåðàöèè íîâûõ ÷àñòèö â ïðîöåññ å ñòîë-
êíîâåíèé (ìàñøòàáíàÿ èíâàðèàíòíîñòü). Ïðåäëîæèë ïðî òîí-
íóþ ìîäåëü íóêëîíîâ. Àâòîð èçâåñòíîãî êóðñà «Ôåéíìà íîâñ-
êèå ëåêöèè ïî ôèçèêè» (â ñîàâòîðñòâå ñ Ð.Ëåéòîíîì è
Ì.Ñýíäñîì).
5. à) Çà îòêðûòèå ôàêòà óñêîðåííîãî ðàñøèðåíèÿ Âñåëåíí îé.
á) Ðå÷ü èäåò î òåìíîé ìàòåðèè è òåìíîé ýíåðãèè.

ÈÇÁÐÀÍÍÛÅ ÇÀÄÀ×È ÑÀÍÊÒ-ÏÅÒÅÐÁÓÐÃÑÊÎÉ
ÎËÈÌÏÈÀÄÛ ÏÎ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ

1. Âàñÿ ñìîæåò ïîìåøàòü Ïåòå. Îí ìîæåò õîäèòü òàê, ÷ò îáû
ê êîíöó èãðû íà ñòîëå îñòàëàñü ðîâíî ïîëîâèíà âñåõ èìåþ-
ùèõñÿ íå÷åòíûõ ÷èñåë, ò.å. 25, èõ ñóììà áóäåò íå÷åò íà. Õîäû
Ïåòè áûâàþò äâóõ âèäîâ: êîãäà íà êàðòî÷êàõ íàïèñàíû  ÷èñëà
îäèíàêîâîé ÷åòíîñòè (Âàñÿ îòâå÷àåò ïðîèçâîëüíî íà ý òè
õîäû) è êîãäà íà îäíîé êàðòî÷êå íàïèñàíî ÷åòíîå ÷èñ ëî, à íà
äðóãîé – íå÷åòíîå, ïðè÷åì Ïåòÿ îáÿçàòåëüíî ñäåëàåò ÷åòíîå
÷èñëî õîäîâ âòîðîãî âèäà. Âàñÿ, îòâå÷àÿ íà õîäû âòî ðîãî
âèäà, äîëæåí ïîî÷åðåäíî îñòàâëÿòü òî ÷åòíóþ, òî íå÷ åòíóþ
êàðòî÷êó.
2. Íàèáîëüøåå ÷èñëî, êîòîðîå ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ, – ýòî 889.
Çàìåòèì, ÷òî, êîãäà ìû ïðèáàâëÿåì ê ÷èñëó 9, ïîñëåä íÿÿ
öèôðà ÷èñëà óìåíüøàåòñÿ íà 1 (êðîìå ñëó÷àÿ, êîãäà ï îñëå-
äíÿÿ öèôðà áûëà ðàâíà 0). Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ïîñëå äíÿÿ
öèôðà ÷èñëà íå 0, òî ìû íå ñìîæåì äåâÿòü ðàç ïîäðÿä  ïðè-
áàâëÿòü ê ýòîìó ÷èñëó 9 (â ðåçóëüòàòå îäíîé èç òàêè õ îïåðà-
öèé íà êîíöå ÷èñëà îêàçàëñÿ áû 0). Çíà÷èò, õîòÿ áû îäèí ðàç
èç ýòèõ äåâÿòè íàì ïðèäåòñÿ ïðèáàâëÿòü íå 9, à ìåíü øåå ÷èñ-
ëî, è òîãäà â ðåçóëüòàòå çà ýòè 9 îïåðàöèé ìû ïðèáà âèì ê
÷èñëó íå áîëåå ÷åì 8 9 8 80× + = . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî çà 99 õî-
äîâ ñî âòîðîãî ïî ñîòûé ÷èñëî óâåëè÷èòñÿ íå áîëåå ÷ åì íà
11 80 880× = . Ïîýòîìó íàïèñàííîå ÷åðåç 100 õîäîâ ÷èñëî íå
ïðåâîñõîäèò 889. Ýòî ÷èñëî è â ñàìîì äåëå ìîæíî ïîë ó÷èòü,
êîíñòðóêöèþ îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ.
3. Ýòèìè ìàëü÷èêàìè ìîãóò áûòü ëþáûå òðè ìàëü÷èêà.
Ïóñòü, ñêàæåì, ýòî áóäóò Àíòîí, Áîðÿ è Âàíÿ. Ïðè ñð àâíå-
íèè ÷èñëà ïîäðóæåê ó ìàëü÷èêîâ ìû ìîæåì íå ó÷èòûâàò ü äå-
âî÷åê, êîòîðûå äðóæàò ñî âñåìè ìàëü÷èêàìè èëè íå äð óæàò
íè ñ îäíèì èç ìàëü÷èêîâ. Îñòàâøèõñÿ äåâî÷åê ðàçîáüå ì íà
òðè ãðóïïû – ÀÁ, ÁÂ è ÀÂ. Â ãðóïïå ÁÂ áóäóò äåâî÷êè , êî-
òîðûå äðóæàò ñ Àíòîíîì, íî íå äðóæàò íè ñ Âàíåé, íè  ñ Áî-
ðåé, èëè íàîáîðîò: äðóæàò è ñ Áîðåé, è ñ Âàíåé, íî íå äðó-
æàò ñ Àíòîíîì. Â ãðóïïå ÀÂ – äåâî÷êè, êîòîðûå äðóæà ò ñ
Áîðåé, íî íå äðóæàò íè ñ Âàíåé, íè ñ Àíòîíîì, à òàê æå äå-
âî÷êè, êîòîðûå äðóæàò è ñ Àíòîíîì, è ñ Âàíåé, íî íå  äðóæàò
ñ Áîðåé. Íàêîíåö, â ãðóïïå ÀÁ – äåâî÷êè, êîòîðûå äð óæàò ñ
Âàíåé, íî íå äðóæàò íè ñ Áîðåé, íè ñ Àíòîíîì, à òàê æå äå-
âî÷êè, êîòîðûå äðóæàò è ñ Àíòîíîì, è ñ Áîðåé, íî íå  äðóæàò
ñ Âàíåé. ßñíî, ÷òî åñëè äåâî÷êà íà÷íåò íîâóþ æèçíü,  òî îíà
îñòàíåòñÿ â ñâîåé ãðóïïå. Ïîïðîñèì äåâî÷åê íà÷àòü í îâóþ

æèçíü òàê, ÷òîáû â êàæäîé ãðóïïå äåâî÷åê, êîòîðûå ä ðóæàò ñ
îäíèì ìàëü÷èêîì, îêàçàëîñü ëèáî ñòîëüêî æå, ñêîëüêî  äåâî-
÷åê, êîòîðûå äðóæàò ñ äâóìÿ, ëèáî íà 1 áîëüøå. Ïðîâ åðèì,
÷òî òåïåðü êîëè÷åñòâî ïîäðóæåê ó Àíòîíà, Áîðè è Âàí è ïî-
÷òè îäèíàêîâî. Íàïðèìåð, ó Àíòîíà è Áîðè: â ãðóïïå ÀÁ ïî-
ðîâíó ïîäðóæåê; â ãðóïïå ÀÂ ó Áîðè ïîäðóæåê ñòîëüêî  æå,
ñêîëüêî ó Àíòîíà, èëè íà 1 áîëüøå; â ãðóïïå ÁÂ, íàî áîðîò, ó
Àíòîíà ïîäðóæåê ñòîëüêî æå, ñêîëüêî ó Áîðè, èëè íà 1 áîëü-
øå. Ïîýòîìó â ñóììå ÷èñëî ïîäðóæåê Àíòîíà îòëè÷àåòñ ÿ îò
÷èñëà ïîäðóæåê Áîðè íå áîëåå ÷åì íà 1.
4. ×èñåë ñ äâóçíà÷íîé ñóììîé öèôð ìåíüøå, ÷åì ñ òðåõç íà÷-
íîé. Åñëè â êàêîì-ëèáî ðàçðÿäå äåñÿòè÷íîé çàïèñè ÷è ñëà n
ñòîèò öèôðà a, òî â ñîîòâåòñòâóþùåì ðàçðÿäå ÷èñëà

23 äåâÿòêè

99 99m n= -K14243  ñòîèò öèôðà 9 a- . Ïîýòîìó ñóììà öèôð

÷èñëà m ðàâíà ( ) ( )23 9 207S n S n× - = - , ãäå ( )S n  – ñóììà
öèôð ÷èñëà n. Ïîýòîìó äëÿ êàæäîãî ÷èñëà n ñ äâóçíà÷íîé
ñóììîé öèôð ñîîòâåòñòâóþùåå ÷èñëî m èìååò òðåõçíà÷íóþ

ñóììó öèôð. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ÷èñëî 
23 äåâÿòêè

99 99m = K14243  èìååò

òðåõçíà÷íóþ ñóììó öèôð è íå ñîîòâåòñòâóåò íèêàêîìó íàòó-
ðàëüíîìó ÷èñëó n.
5. Òàêîå n åäèíñòâåííî: 618 2 3 103n = = × × .
Åñëè äâà ÷èñëà â ñóììå äàþò 515, òî îäíî èç íèõ ÷åò íî. Òà-
êèì îáðàçîì, ó ÷èñëà n åñòü ÷åòíûé äåëèòåëü, ñëåäîâàòåëüíî,
n – ÷åòíîå ÷èñëî. Òîãäà íàèáîëüøèé ñîáñòâåííûé äåëèò åëü
÷èñëà n ðàâåí 2n . Îáîçíà÷èì âòîðîé ñîáñòâåííûé äåëèòåëü
÷åðåç n d . Î÷åâèäíî, ÷òî 2 è d – íàèìåíüøèå äåëèòåëè n,
ïîýòîìó ëèáî d = 4, ëèáî d – íå÷åòíîå ïðîñòîå. Ïî óñëîâèþ
çàäà÷è âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

515
2
n n

d
+ = ,                           ( * )

îòêóäà ( )2 2 515n d d+ = × . Åñëè d ÷åòíî, òî d = 4, ñëåäîâà-

òåëüíî, 8 515 6n = × , ÷òî íå ÿâëÿåòñÿ öåëûì ÷èñëîì. Åñëè æå
d íå÷åòíî, òî, ïîñêîëüêó ÷èñëà 2 d è d + 2 âçàèìíî ïðîñòû,
515 äåëèòñÿ íà d + 2. Òàê êàê 515 5 103= × , òî îòñþäà çàêëþ-
÷àåì, ÷òî ëèáî d + 2 = 5, ëèáî d + 2 = 103, ëèáî d + 2 = 515.
Ïîäõîäèò òîëüêî ïåðâûé ñëó÷àé.
6. Â ñèëó ñèììåòðèè, KM = MB = MC . Îòñþäà ïî ñâîéñòâó
ìåäèàíû çàêëþ÷àåì, ÷òî òðåóãîëüíèê BKC  ïðÿìîóãîëüíûé.
Çíà÷èò, ïðÿìûå CK  è AM  ïàðàëëåëüíû, MKC KMAÐ = Ð ³

60³ ° . Òàêèì îáðàçîì, â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå MKC
60MKC KCMÐ = Ð ³ ° , 60KMCÐ £ ° . Òîãäà MC KC³ , òàê

êàê ïðîòèâ áîëüøåé ñòîðîíû ëåæèò áîëüøèé óãîë. Çíà÷ èò,
KD MC KD KC CD+ ³ + ³ .
7. Äà, ýòî âîçìîæíî. Äîïóñòèì, ÷òî êóáèê ñòîÿë íà êëå òêå a1
è ìû ïåðåêàòèëè åãî íà êëåòêó b1 (ðèñ.13). Òåïåðü êðàñíàÿ
ãðàíü íàõîäèòñÿ ñïðàâà, è âñå, ÷òî òåïåðü ìû
ìîæåì ñäåëàòü, – ýòî ïåðåêàòèòü êóáèê íà íå-
ñêîëüêî êëåòîê ïî âåðòèêàëè b (êðàñíàÿ ãðàíü
ïî-ïðåæíåìó ïðè ýòîì îñòàåòñÿ ñïðàâà), à ïî-
òîì ñäâèíóòü åãî íà âåðòèêàëü a. Ïåðåäâèæå-
íèå êóáèêà ñõåìàòè÷åñêè ïîêàçàíî íà ðèñóíêå,
ïîëîæåíèÿ êóáèêà êðàñíîé ãðàíüþ ââåðõ îòìå-
÷åíû æèðíûìè òî÷êàìè.
ßñíî, ÷òî òðàåêòîðèÿ êóáèêà ìåæäó äâóìÿ ñî-
ñåäíèìè ïîëîæåíèÿìè êðàñíîé ãðàíüþ êâåðõó âñåãäà ïð åä-
ñòàâëÿåò ñîáîé «ñêîáî÷êó» âðîäå òîé, ÷òî ïðèâåäåíà â íàøåì
ïðèìåðå. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷ó ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâ àòü
òàê: ìîæíî ëè ïîñòðîèòü öåïî÷êó «ñêîáî-
÷åê», êîòîðàÿ ïðîõîäèò ïî âñåì êëåòêàì
äîñêè, íà÷èíàåòñÿ â ëåâîé íèæíåé óãëî-
âîé êëåòêå, à êîí÷àåòñÿ â ëåâîé âåðõíåé?
Ïðèâåäåì ïðèìåð òàêîé öåïî÷êè (ðèñ.
14). Îñíîâíûì ýëåìåíòîì êîíñòðóêöèè
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ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé çèãçàãîîáðàçíûé õîä êóáèêà, ïðè êîòî-
ðîì îí ïðîõîäèò ïî âñåì êëåòêàì ãîðèçîíòàëüíîé ïîëî ñû øè-
ðèíû 3. Äâèãàÿñü ýòèì õîäîì, ìû ïîñëåäîâàòåëüíî ïðî âåäåì
êóáèê ïî íèæíåé ïîëîñå øèðèíû 3, ïîòîì ïî ñëåäóþùåé  ïî-
ëîñå øèðèíû 3, ïîòîì åùå ïî ñëåäóþùåé è ò.ä., ïîêà íå äîé-
äåì äî âåðõíåé ïîëîñû. Ðàçìåðû äîñêè â óñëîâèè áëàã îïðè-

ÿòñòâóþò ýòîé êîíñòðóêöèè:
ïóòü êàê ðàç çàêîí÷èòñÿ â ëå-
âîì âåðõíåì óãëó. Îñòàëîñü
òîëüêî îïèñàòü ñïîñîáû «ðàçâî-
ðîòà» êóáèêà ñ îäíîé ïîëîñû
íà äðóãóþ, à òàêæå íà÷àëüíûé
è êîíå÷íûé ôðàãìåíòû ïóòè.
Ýòè ôðàãìåíòû ïîêàçàíû íà
ðèñóíêå 15, ãäå ïðèâåäåí ìàð-
øðóò êóáèêà íà äîñêå 12 12´ .
Íà áîëüøîé äîñêå 120 120´
èíòåðåñóþùèå íàñ ó÷àñòêè âûã-
ëÿäÿò àíàëîãè÷íî.

8. Ñóììà 155 ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷èñåë äåëèòñÿ íà 5. Íåò ðóä-
íî ïðîâåðèòü, ÷òî ïîñëå ñäåëàííûõ çàìåí öèôð ñóììà ÷èñåë
ïåðåñòàíåò äåëèòüñÿ íà 5.
9. Çàìåòèì, ÷òî ( )1 1 1k k ka d a d a a a -³ = - . Òàêèì îáðàçîì,

( )1 1 1k ka a a a d- ³ - . Ñëåäîâàòåëüíî,

( )11
2

1 1 1 1

11 k

k k k kk

a k da d
a a a a a aa

-

- -

- --
³ = =

( ) ( )1 1

1 1

1 1k k

k k

ka k a k d

a a a
- -

-

- - - -
=

= 
( )1

1 1 1 1 1

1 1k k

k k k k

ka k a k k
a a a a a a a

-

- -

- - -
= - .

Îñòàëîñü ïðîñóììèðîâàòü ýòè íåðàâåíñòâà ïî k îò 1 äî n.
10. Ïóñòü â ÅÃÝ áûëî n âîïðîñîâ. Åñëè íà ïåðâûé âîïðîñ
õîòÿ áû 6 øêîëüíèêîâ îòâåòèëè îäèíàêîâî, òî íà âòîð îé âîï-
ðîñ êàêèå-òî äâà èç íèõ òàêæå îòâåòèëè áû îäèíàêîâî , ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. Èòàê, íà êàæäûé âîïðîñ åñòü 5  âàðè-
àíòîâ îòâåòà, êàæäûé âàðèàíò îòâåòà ïðèñóòñòâóåò íå  áîëåå
÷åì ó 5 øêîëüíèêîâ, è ïðè ýòîì ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî
øêîëüíèêîâ ðàâíî 25. Ñëåäîâàòåëüíî, íà êàæäûé âîïðî ñ
êàæäûé èç âàðèàíòîâ îòâåòà âûáðàëè ðîâíî 5 øêîëüíèê îâ.
Âîçüìåì îäíîãî øêîëüíèêà, íàçîâåì åãî Âàñåé. Òîãäà íà êàæ-
äûé èç n âîïðîñîâ òîò æå âàðèàíò îòâåòà, ÷òî è Âàñÿ, âûáðà-
ëè åùå 4 øêîëüíèêà. Åñëè, íàïðèìåð, Ïåòÿ îêàçàëñÿ â  äâóõ
òàêèõ ÷åòâåðêàõ, òî îí ñ Âàñåé îäèíàêîâî îòâåòèë õî òÿ áû íà
äâà âîïðîñà, ÷òî íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó âñå ýòè ÷åòâåð êè ðàç-
ëè÷íû, à çíà÷èò, âñåãî øêîëüíèêîâ õîòÿ áû 4 n + 1. Íî ýòî
÷èñëî äîëæíî áûòü íå áîëüøå, ÷åì 25. Çíà÷èò, 6n £ . Íà ñà-
ìîì äåëå ýòà îöåíêà òî÷íàÿ, â ýêçàìåíå äåéñòâèòåëüí î ìîãëî
áûòü 6 âîïðîñîâ. Ïðåäëàãàåì ÷èòàòåëþ ïîñòðîèòü ïðèì åð.
11. Ìîæåò. Çàíóìåðóåì êëåòêè êâàäðàòà ïî ãîðèçîíòàëè è  ïî
âåðòèêàëè ÷èñëàìè îò 1 äî 100. Ïîñòàâèì â êëåòêó ( ),a b
÷èñëî 4a b+ . Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé êâàäðàò ñ óãëîâûìè
êëåòêàìè ( ),a b , ( ),a k b+ , ( ),a b k+  è ( ),a k b k+ + . Ñóììà
÷èñåë, ñòîÿùèõ â ýòèõ êëåòêàõ, ðàâíà

4 4 4 4a b a k b a b k a k b k+ + + + + + + ++ + + = ( ) ( )( )22
4 4 1 2 4 1a b k a b k+ ++ = + .

12. Òî÷êà P ëåæèò íà ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå ê ñòîðîíå
AC (ðèñ. 16) . Ïóñòü ýòîò ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ïåðåñå-
êàåò ïðÿìóþ BL  â òî÷êå D . Òîãäà APD DPC AKDÐ = Ð = Ð =

DLC= Ð . Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà K  ëåæèò íà îïèñàííîé îê-
ðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ADP , à òî÷êà L  – íà îïèñàííîé îê-
ðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà CDP , ïðè÷åì óïîìÿíóòûå îêðóæíîñ-
òè ðàâíû, òàê êàê òðåóãîëüíèêè ðàâíû.
Ëåììà.  Ïóñòü äâå ðàâíûå îêðóæíîñòè èìåþò îáùóþ õîðäó
DP óãëîâîé âåëè÷èíû 2j  è ïóñòü ïðîâåäåíà ñåêóùàÿ DLK.
Òîãäà 2LPKÐ = p - j .
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû îñòàâèì ÷èòàòåëþ.

Â ñèëó ëåììû, íàì îñòàåòñÿ

ïðîâåðèòü, ÷òî 
2
p

a = - j , ãäå

LCBa = Ð  – óãîë èç óñëîâèÿ çà-
äà÷è, DCPj = Ð . Ìû ïðîñòî ïî-
ñ÷èòàåì óãëû. Ïóñòü 1A BCÎ  –
òî÷êà, ñèììåòðè÷íàÿ âåðøèíå A
îòíîñèòåëüíî áèññåêòðèñû BL
(ðèñ.17). Ïîëîæèì LDPg = Ð .
Òîãäà  DCL DCPÐ = Ð -

LCP- Ð = j - g . Äàëåå, 1A DCÐ =

1 2 2ADA ADP ADL- Ð = Ð - Ð =

2= g . Îòñþäà 1 2
DCA

p
Ð = - g .

Çíà÷èò, 1 1LCA DCAa = Ð = Ð -

( )
2 2

DCL
p p

- Ð = - g - j - g = - j .

13. 2012 2011 1n = × + . Äîêà-
æåì, ÷òî åñëè ó îñëèêà åñòü
k ïàëî÷åê íàòóðàëüíîé äëè-
íû, ñóììà äëèí êîòîðûõ
ðàâíà n, òî âûëîìàòü èç íèõ
k ïàëî÷åê: äëèíû 1, äëèíû
2, …, äëèíû k ìîæíî, åñëè
è òîëüêî åñëè ( )1n k k³ - +

1+ . Íåîáõîäèìîñòü íåðà-
âåíñòâà î÷åâèäíà: åñëè ó îñëèêà áûëè k ïàëî÷åê äëèíû 1k - ,
òî ïàëî÷êó äëèíû k èç íèõ íèêàê íåëüçÿ âûëîìàòü. Äîñòàòî÷-
íîñòü íåðàâåíñòâà ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ èíäóêöèåé ïî k.
14. Åñëè âñå ÷èñëà ðàöèîíàëüíû, ïðåäñòàâèì èõ â âèäå í åñîê-
ðàòèìûõ äðîáåé ñ öåëûìè ÷èñëèòåëÿìè è íàòóðàëüíûìè çíà-
ìåíàòåëÿìè. Åñëè ñóììà äâóõ òàêèõ äðîáåé ÿâëÿåòñÿ ö åëûì
÷èñëîì, òî èõ çíàìåíàòåëè ðàâíû. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷ òî çíà-
ìåíàòåëè âñåõ ÷èñåë ðàâíû. Çàìåíèâ âñå ÷èñëà íà îáð àòíûå,
ïîëó÷èì, ÷òî èõ çíàìåíàòåëè òîæå ðàâíû. Çíà÷èò, åñë è ÷èñëà
ðàöèîíàëüíû, òî ñðåäè íèõ íå áîëåå äâóõ ðàçëè÷íûõ.
Åñëè õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë èððàöèîíàëüíî, òî âñå îí è èððà-
öèîíàëüíû. Åñëè ïðè ýòîì ñóììà ëþáûõ äâóõ ñîñåäíèõ ÷èñåë
ðàâíà 0, ñðåäè íèõ îïÿòü íå áîëåå äâóõ ðàçëè÷íûõ. Ï óñòü òå-
ïåðü ãäå-òî ñòîÿò ðÿäîì èððàöèîíàëüíûå ÷èñëà a è b òàêèå,

÷òî 0a b+ ¹ . Çàìåòèì, ÷òî òîãäà 
1 1

0
a b

+ ¹  è ÷èñëî ab ðàöè-

îíàëüíî, òàê êàê ( ) 1 1
:ab a b

a b
æ ö= + +ç ÷
è ø

. Äîêàæåì, ÷òî ðÿäîì ñ

÷èñëîì a ìîãóò ñòîÿòü òîëüêî ÷èñëà b è a- . Ïðåäïîëîæèì,

÷òî ýòî íå òàê: ïóñòü ãäå-òî íà îêðóæíîñòè ðÿäîì ñò îÿò ÷èñëà
a è c, ãäå c b¹  è c a¹ - . Ïîñêîëüêó 0a c+ ¹ , àíàëîãè÷íî
ïðåäûäóùåìó ïîëó÷àåì, ÷òî ÷èñëî ac ðàöèîíàëüíî. ×èñëà
a + b  è a + c  öåëûå, ïîýòîìó èõ ðàçíîñòü b c-  òîæå öåëàÿ,
ïðè ýòîì 0b c- ¹ , òàê êàê c b¹ . Ïîñêîëüêó ÷èñëà ab è ac
ðàöèîíàëüíû, èõ ðàçíîñòü ( )ab ac a b c- = - òîæå ðàöèîíàëü-
íà. Ðàçäåëèâ åå íà öåëîå ÷èñëî 0b c- ¹ , ïîëó÷àåì, ÷òî a ðà-
öèîíàëüíî. Ïðîòèâîðå÷èå.
Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, ïîëó÷àåì, ÷òî ðÿäîì ñ b íà îêðóæíîñ-
òè ìîãóò ñòîÿòü òîëüêî ÷èñëà a è b- ; ðÿäîì ñ a-  ìîãóò ñòî-
ÿòü òîëüêî b-  è a, ðÿäîì ñ b-  ìîãóò ñòîÿòü òîëüêî a-  è b.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè îáõîäå îêðóæíîñòè, íà÷èíàÿ îò ÷è ñëà a,
ìû âñòðåòèì íå áîëåå ÷åòûðåõ ðàçëè÷íûõ ÷èñåë.
15. 4000. Áóäåì îáîçíà÷àòü êîëè÷åñòâî íàòóðàëüíûõ äåëè òå-
ëåé ÷èñëà a ÷åðåç ( )d a . Íàì ïîíàäîáèòñÿ èçâåñòíîå íåðàâåí-
ñòâî ( ) ( ) ( )d ab d a d b£  äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a è b.
Ïóñòü n – ÷èñëî èç óñëîâèÿ, a – åãî 250-é äåëèòåëü â ïîðÿäêå
óáûâàíèÿ, b = n/a . Êàæäîìó äåëèòåëþ d ÷èñëà b ìîæíî ñî-
ïîñòàâèòü ÷èñëî n/d , êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ÷èñëà n è
íå ìåíüøå a. Êîëè÷åñòâî äåëèòåëåé n, íå ìåíüøèõ a, ðàâíî

Ðèñ. 15

Ðèñ. 16



Ê Â À Í T  $ 2 0 1 2 / ¹ 364

Æóðíàë «Êâàíò» çàðåãèñòðèðîâàí â Êîìèòåòå ÐÔ
ïî ïå÷àòè. Ðåã. ñâ-âî ¹0110473

Òèðàæ: 1-é çàâîä 900 ýêç. Çàêàç ¹

Àäðåñ ðåäàêöèè:
119296 Ìîñêâà, Ëåíèíñêèé ïðîñïåêò, 64-À, «Êâàíò»

Òåë.: (495) 930-56-48
Å-mail: math@kvant.ras.ru, phys@kvant.ras.ru

Îòïå÷àòàíî
â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäîñòàâëåííûìè ìàòåðèàëàìè

â ÇÀÎ «ÈÏÊ Ïàðåòî-Ïðèíò», ã.Òâåðü
www.Pareto-print.ru

Í Î Ì Å Ð  Ï Î Ä Ã Î Ò Î Â È Ë È

C.À.Äîðè÷åíêî, À.À.Åãîðîâ, Å.Ì.Åïèôàíîâ,
À.Þ.Êîòîâà, Â.À.Òèõîìèðîâà, À.È.×åðíîóöàí

Í Î Ì Å Ð  Î Ô Î Ð Ì È Ë È
Â.Í.Âëàñîâ, Ä.Í.Ãðèøóêîâà, À.Å.Ïàöõâåðèÿ,

Ì.Â.Ñóìíèíà

Õ Ó Ä Î Æ Å Ñ Ò Â Å Í Í Û É  Ð Å Ä À Ê Ò Î Ð
Å.Â.Ìîðîçîâà

Ê Î Ì Ï Ü Þ Ò Å Ð Í À ß  Ã Ð Ó Ï Ï À
Å.À.Ìèò÷åíêî, Ë.Â.Êàëèíè÷åâà

ÊÂÀÍÒ

250, ñëåäîâàòåëüíî, åñòü íå áîëüøå 250 ÷èñåë âèäà n/d , ãäå d
– äåëèòåëü b. Çíà÷èò, ( ) 250d b £ . Òàê êàê ( ) 610d n =  è

( ) ( ) ( ) ( )d n d ab d a d b= £ , òî ( ) ( )
( )

610
4000

250

d n
d a

d b
³ ³ = . Ïðè-

ìåðîì ÷èñëà n, äëÿ êîòîðîãî ( ) 4000d a = , ìîæåò ñëóæèòü

÷èñëî 249 39992n p= , ãäå 2492p >  – ïðîñòîå ÷èñëî.

16. Âñåâîçìîæíûå ïðÿìûå, ïðîâåäåííûå ÷åðåç òî÷êè êðóãà
ïàðàëëåëüíî áèññåêòðèñå ïåðâîãî êîîðäèíàòíîãî óãëà,  âûñå-
êàþò íà îñè Oõ èíòåðâàë ( )2; 2- . Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
ëó÷è ñâåòà âûïóñêàþòñÿ èç òî÷åê ýòîãî èíòåðâàëà. Åñ òü òîëü-
êî 4 íàïðàâëåíèÿ, â êîòîðûõ ìîãóò äâèãàòüñÿ ëó÷è ñâ åòà.
Çíàÿ, ÷åðåç êàêóþ òî÷êó ïðîõîäèò ëó÷ è â êàêîì íàïð àâëå-
íèè îí äâèæåòñÿ, ìîæåì îäíîçíà÷íî âîññòàíîâèòü, èç êàêîé
íà÷àëüíîé òî÷êè îí âûïóùåí è ñêîëüêî îòðàæåíèé îí ñ äåëàë.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëþáîé âûïóùåííûé ëó÷ îòðàæàåòñÿ îò
çåðêàë íå ìåíåå 150 ðàç. Îòìåòèì íà èíòåðâàëå ( )2; 2-  âñå
òî÷êè (èõ íå áîëåå 800), ëó÷è èç êîòîðûõ õîòÿ áû îä èí ðàç
ïðîõîäÿò ÷åðåç êðàé çåðêàëà. Îòìå÷åííûå òî÷êè ðàçáè âàþò
íà÷àëüíûé èíòåðâàë íà íåñêîëüêî îòêðûòûõ  èíòåðâàëîâ,
îáîçíà÷èì ýòè èíòåðâàëû 1 2, , , na a aK . Ðàññìîòðèì îäèí èç
èíòåðâàëîâ ia  è âûïóñòèì ëó÷è ñâåòà îäíîâðåìåííî èç âñåõ

åãî òî÷åê (ðèñ.18). Òàê êàê îíè
íå ïîïàäàþò â êðàÿ çåðêàë, èõ
ïåðâîå îòðàæåíèå ïðîèçîéäåò
íà îäíîì è òîì æå çåðêàëå,
ïðè÷åì îíè «îñâåòÿò» íà ýòîì
çåðêàëå èíòåðâàë (îáîçíà÷èì
åãî 1ia ) òàêîé æå äëèíû, êàê

ia . Ïîñëå îòðàæåíèÿ îò èíòåð-
âàëà 1ia  ðàññìàòðèâàåìûé ïó÷îê ñâåòà ïî-ïðåæíåìó äâèæåòñÿ
â îäíîì íàïðàâëåíèè è âòîðîé ðàç îòðàæàåòñÿ îò äðóã îãî çåð-
êàëà, îñâåùàÿ íà íåì èíòåðâàë 2ia  òàêîé æå äëèíû. Ïðîäîë-
æàÿ òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîèì èíòåðâàëû 3 4 150, , ,i i ia a aK , îñ-
âåùåííûå ýòèì ïó÷êîì ñâåòà. Ïðîäåëàâ ýòî äëÿ âñåõ è íòåðâà-
ëîâ 1, , na aK , ïîëó÷èì íàáîð èíòåðâàëîâ ija , i  = 1, …, n,
j  = 1, …, 150, êîòîðûå ñîäåðæàòñÿ â çåðêàëàõ, ïðè÷åì  äëèíà
èíòåðâàëà ija  ðàâíà äëèíå ia .
Òàê êàê ñóììà äëèí èíòåðâàëîâ ia  ðàâíà 2 2 , ñóììà äëèí
âñåõ èíòåðâàëîâ ija  ðàâíà 150 2 2 400× > , à ñóììà äëèí çåð-
êàë ðàâíà 100. Ñëåäîâàòåëüíî, íà îäíîì èç çåðêàë íà éäåòñÿ
òî÷êà, ïðèíàäëåæàùàÿ õîòÿ áû ïÿòè èíòåðâàëàì ija . Íî ýòî
ïðîòèâîðå÷èò îäíîçíà÷íîñòè âîññòàíîâëåíèÿ òðàåêòîðè è ëó÷à.
Çíà÷èò, íàøå ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî, è åñòü õîòÿ áû îäèí

ëó÷, îòðàæàþùèéñÿ îò çåðêàë ìå-
íåå 150 ðàç.
17. Óñëîâèå ADS BDSÐ = Ð  (ðèñ.
19) îçíà÷àåò, ÷òî ïðîåêöèÿ òî÷êè S
íà ïëîñêîñòü ABCD  ëåæèò íà áèñ-
ñåêòðèñå óãëàADB , à óñëîâèå

ACS BCSÐ = Ð  – ÷òî ïðîåêöèÿ
òî÷êè S íà ïëîñêîñòü ABCD  ëåæèò
íà áèññåêòðèñå óãëà ACB. Íàêî-
íåö, óñëîâèå BC AD BD AC× = × ,
èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, AD : BD =
= AC : BC, îçíà÷àåò, ÷òî óïîìÿíó-
òûå áèññåêòðèñû ïåðåñåêàþòñÿ íà
ñòîðîíå AB.

18. Â çàäà÷å ðå÷ü èäåò î êîëè÷åñòâå àöèêëè÷åñêèõ îðèåíòà-
öèé ãðàôà àâèàëèíèé (ò.å. îðèåíòàöèé, äëÿ êîòîðûõ êàæä îå
ðåáðî îðèåíòèðîâàíî ðîâíî â îäíîì íàïðàâëåíèè è ïîë ó÷åí-
íûé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô íå èìååò öèêëîâ). Ïóñòü G –
ãðàô, G e-  – ãðàô ñ óäàëåííûì ðåáðîì e = uv , G/e  – ãðàô
ñî ñòÿíóòûì ðåáðîì uv, ò.å. ãðàô, â êîòîðîì âåðøèíû u è v
îáúåäèíåíû â îäíó. Êðàòíûå ðåáðà, êîòîðûå ìîãóò ïîÿ âèòüñÿ

ïðè ñëèÿíèè âåðøèí, ìîæíî ñîêðàùàòü (çàìåíèâ íà îäí î ðåá-
ðî) èëè íå ñîêðàùàòü, íà ÷èñëî àöèêëè÷åñêèõ îðèåíòà öèé ýòî
íå ïîâëèÿåò. Ïóñòü ( )f G  – ÷èñëî àöèêëè÷åñêèõ îðèåíòàöèé.

Ëåììà 1. ( ) ( ) ( )f G f G e f G e= - + .
×èòàòåëü ëåãêî äîêàæåò ýòó ëåììó.
Ëåììà 2.  Åñëè â ãðàôå G åñòü íå÷åòíûé öèêë, òî ( )f G  äå-
ëèòñÿ íà 3, à åñëè íåò, òî íå äåëèòñÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî.  Çàìåòèì, ÷òî åñëè ãðàô G ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé ïðîñòîé öèêë èç n ðåáåð, òî ( ) 2 2nf G = -  (ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü ïðîèçâîëüíûå îðèåíòàöèè ðåáåð, êðîìå äâó õ: êîã-
äà âñå ðåáðà îðèåíòèðîâàíû «â îäíó ñòîðîíó»). Ýòî ñ îãëàñó-
åòñÿ ñ óêàçàííûì ïðàâèëîì, ïîñêîëüêó 2 2n -  äåëèòñÿ íà 3
ïðè íå÷åòíîì n è íå äåëèòñÿ ïðè ÷åòíîì. Åñëè â ãðàôå G âî-
îáùå íåò öèêëîâ, òî âñå îðèåíòàöèè àöèêëè÷åñêèå, èõ  ÷èñëî
– ñòåïåíü äâîéêè, ÷òî îïÿòü ñîãëàñóåòñÿ ñ ïðàâèëîì.  Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî äëÿ êàêèõ-òî ãðàôîâ çàêîíîìåðíîñòü íàðóø àåòñÿ,
è âîçüìåì ñðåäè íèõ ãðàô G ñ ìèíèìàëüíûì ÷èñëîì ðåáåð.
Åñëè â ãðàôå G åñòü íå÷åòíûå öèêëû, òî ìèíèìàëüíûé èç
íèõ íå èìååò õîðä. Áåðåì ëþáîå íå âõîäÿùåå â íåãî ð åáðî e
è ïðèìåíÿåì ëåììó 1. Êàæäûé èç ãðàôîâ G e- , G e  ñîäåð-
æèò íå÷åòíûé öèêë, ïðè ýòîì êîëè÷åñòâî ðåáåð â ãðàô àõ
G e- , G e  ìåíüøå, ÷åì â G, çíà÷èò, ( )f G e-  è ( )f G e  äå-
ëÿòñÿ íà 3 â ñèëó ìèíèìàëüíîñòè êîíòðïðèìåðà. Òîãäà  è

( )f G  äåëèòñÿ íà 3. Ïðîòèâîðå÷èå.
Åñëè æå â ãðàôå G íå÷åòíûõ öèêëîâ íåò, âîçüìåì ðåáðî e,
ïðèíàäëåæàùåå ÷åòíîìó öèêëó. Ïðè ñòÿãèâàíèè ðåáðà e îáðà-
çóåòñÿ íå÷åòíûé öèêë (è òîãäà ( )f G e  äåëèòñÿ íà 3), à ïðè
óäàëåíèè ðåáðà e íîâûõ öèêëîâ íå âîçíèêàåò (â òîì ÷èñëå è
íå÷åòíûõ), çíà÷èò, ( )f G e-  íå äåëèòñÿ íà 3. Â ðåçóëüòàòå

( )f G  íå äåëèòñÿ íà 3. Ñíîâà ïðîòèâîðå÷èå. Ëåììà äîêàçàí à.
Óòâåðæäåíèå çàäà÷è ñðàçó ñëåäóåò èç ëåììû 2, ïîñêîë üêó â
çàäà÷å èäåò ðå÷ü î äâóäîëüíîì ãðàôå, êîòîðûé íå ìîæ åò ñî-
äåðæàòü íå÷åòíûõ öèêëîâ.
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