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ÂËÀÄÈÌÈÐÀ ÈÃÎÐÅÂÈ×À ÀÐÍÎËÜÄÀ

Íåâîçìîæíî îñîçíàòü, ÷òî íèêîãäà áîëüøå íå äîâåäåòñ ÿ
óâèäåòü Âëàäèìèðà Èãîðåâè÷à Àðíîëüäà, íåâîçìîæíî ñì è-
ðèòüñÿ ñ ìûñëüþ, ÷òî ýòà òðàãåäèÿ äåéñòâèòåëüíî ïðî èçî-
øëà.

Óòðàòà îãðîìíà è íåâîñïîëíèìà. Íàóêà ïîòåðÿëà ó÷åíî ãî
øèðî÷àéøåãî äèàïàçîíà. Ìèð óòðàòèë ëè÷íîñòü íåîáû÷à é-
íîé ÿðêîñòè è îäàðåííîñòè. Ñòðàíà ëèøèëàñü ÷åëîâåêà ,
êîòîðûì ïî ïðàâó ìîãëà ãîðäèòüñÿ. Ó÷åíèêè è äðóçüÿ
îñèðîòåëè, îñòàâøèñü áåç ó÷èòåëÿ è âåðíîãî òîâàðèùà .

Âñÿ æèçíü Âëàäèìèðà Èãîðåâè÷à áûëà âîñõîæäåíèåì.
Äåòñòâî åãî áûëî ñ÷àñòëèâûì. Îíî ïðîøëî â îêðóæåíèè
âûäàþùèõñÿ ëè÷íîñòåé. Îí ðîäèëñÿ â Îäåññå, ãäå â Íî âî-
ðîññèéñêîì óíèâåðñèòåòå ó âûäàþùåãîñÿ ìàòåìàòèêà
Ñ.Î.Øàòóíîâñêîãî  ó÷èëñÿ åãî îòåö, ñòàâøèé çàìå÷àòå ëü-
íûì ìàòåìàòèêîì è ïåäàãîãîì – ïåðâûì äîêòîðîì ïåäàã îãè-
÷åñêèõ íàóê â ÑÑÑÐ. ×åòûðå ïîêîëåíèÿ åãî ðîäíûõ áûë è
ñâÿçàíû ñ ìàòåìàòèêîé. Ñðåäè áëèçêèõ ðîäñòâåííèêîâ ïî
îòöó áûëî òàêæå ìíîæåñòâî ëþäåé, ñëóæèâøèõ â ×åðíî-
ìîðñêîì  ôëîòå (äâîþðîäíûìè áðàòüÿìè îòöà áûëè ïÿòü
àäìèðàëîâ). Ìàìà Â.È.Àðíîëüäà áûëà ïî ïðîôåññèè èñ-
êóññòâîâåäîì. Îíà áûëà ïëåìÿííèöåé îäíîãî èç âûäàþ-
ùèõñÿ ôèçèêîâ íàøåé ñòðàíû – Ëåîíèäà Èñààêîâè÷à Ìàí -
äåëüøòàìà, îñíîâîïîëîæíèêà çíàìåíèòîé øêîëû, ñðåäè
ó÷åíèêîâ êîòîðîãî áûëè È.Å.Òàìì, Ì.À.Ëåîíòîâè÷, À.À .Àí-
äðîíîâ è äðóãèå. Îáùåíèå ñ íèìè îêàçàëî î÷åíü áîëüø îå
âëèÿíèå íà ìàëü÷èêà.

Â Ìîñêâå Àðíîëüäû æèëè â îäíîì èç àðáàòñêèõ ïåðåóë-
êîâ, â ñàìîì öåíòðå Ìîñêâû, êîòîðóþ ìàëü÷èê çíàë, ê àê
íèêòî. Ñ ñàìûõ ðàííèõ ëåò Àðíîëüä ñòàë ïðîÿâëÿòü íå îáû-
÷àéíóþ ëþáîçíàòåëüíîñòü, ðàñïðîñòðàíÿþùóþñÿ íà ñàìû å
ðàçíîîáðàçíûå îáëàñòè çíàíèÿ. Íàïðèìåð, êîãäà åìó á ûëî
ñåìü ëåò, âîîðóæèâøèñü êîìïàñîì è âçÿâ ñåáå â ïîìîù íèêè
ìëàäøåãî áðàòà, Àðíîëüä ïðîâåë «òîïîãðàôè÷åñêóþ ñúå ì-
êó» Ñàäîâîãî êîëüöà, èçìåðÿÿ ðàññòîÿíèå øàãàìè, îáíà ðó-
æèâ ïðè ýòîì ìíîãèå íåñîîòâåòñòâèÿ ñ òåì, ÷òî èçîáð àæà-
ëîñü íà êàðòàõ Ìîñêâû.

Îí ñòàë ó÷èòüñÿ â çíàìåíèòîé ïÿòüäåñÿò äåâÿòîé øêîë å,
èç êîòîðîé âûøëî ìíîæåñòâî âûäàþùèõñÿ ëþäåé. Âëàäè-
ìèð Èãîðåâè÷ ñ áîëüøîé ëþáîâüþ âñïîìèíàë ñâîèõ ó÷èò å-
ëåé, îñîáåííî ó÷èòåëÿ ìàòåìàòèêè Èâàíà Âàñèëüåâè÷à Ìî-
ðîçêèíà. Îäíó èç çàäà÷, ïðåäëîæåííûõ åìó ó÷èòåëåì, äâå-
íàäöàòèëåòíèé ìàëü÷èê îáäóìûâàë âåñü äåíü, «è ðåøåí èå,
– ïèñàë îí ñïóñòÿ ìíîãèå ãîäû, – ñíèçîøëî íà ìåíÿ, êàê
îòêðîâåíèå. Èñïûòàííûé ìíîþ òîãäà (1949) âîñòîðã áû ë â
òî÷íîñòè òåì æå, êîòîðûé ÿ èñïûòûâàë ïðè ðåøåíèè ãî ðàç-
äî áîëåå ñåðüåçíûõ ïðîáëåì».

Áîëüøîå âëèÿíèå íà þíîøó îêàçàëî è åãî ó÷àñòèå â
äîìàøíåì êðóæêå À.À.Ëÿïóíîâà, íîñèâøåì íàçâàíèå
«ÄÍÎ» – äîáðîâîëüíîå íàó÷íîå îáùåñòâî. Òàì îáñóæäà-
ëèñü ñàìûå ãëóáîêèå ïðîáëåìû íàóêè. Ïåðâûå íàó÷íûå
âûñòóïëåíèÿ ìàëü÷èêà ñ äîêëàäàìè íà ýòîì êðóæêå çàï îì-
íèëèñü ãëóáèíîé è ñîâåðøåíñòâîì èçëîæåíèÿ òðóäíûõ í à-
ó÷íûõ ïðîáëåì.

Â øêîëüíûå ãîäû Äèìà – òàê çâàëè Àðíîëüäà ðîäíûå è
äðóçüÿ – ñòàë ïðèíèìàòü ó÷àñòèå â ìîñêîâñêîì ìàòåìà òè-
÷åñêîì êðóæêå è ìîñêîâñêèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îëèìïèàäà õ.
Îá ýòîì îí êàê-òî íàïèñàë, ÷òî òàì «îáû÷íî ïîëó÷àë
âòîðóþ ïðåìèþ (êàê â ñâîå âðåìÿ Ìàêñâåëë èëè Êåëü-
âèí)».

Â 1954 ãîäó Àðíîëüä ñòàíîâèòñÿ ñòóäåíòîì ìåõàíèêî-
ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà Ìîñêîâñêîãî  óíèâåðñèòåò à.
Ýòî áûëà ïîðà ðàñöâåòà ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàê óëü-

òåòà. «Ïëåÿäà âåëèêèõ ìàòåìàòèêîâ, ñîáðàííûõ íà îäí îì
ôàêóëüòåòå, ïðåäñòàâëÿëà ñîáîé ÿâëåíèå ñîâåðøåííî è ñ-
êëþ÷èòåëüíîå, è ìíå íå ïðèõîäèëîñü âñòðå÷àòü íè÷åãî  ïî-
äîáíîãî áîëåå íèãäå», – ïèñàë âïîñëåäñòâèè Âëàäèìèð
Èãîðåâè÷. Ïðè ýòîì èì áûëè íàçâàíû èìåíà À.Í.Êîëìîã î-
ðîâà, È.Ì.Ãåëüôàíäà, È.Ã.Ïåòðîâñêîãî, Ë.Ñ.Ïîíòðÿãèí à,
Ï.Ñ.Íîâèêîâà, À.À.Ìàðêîâà, À.Î.Ãåëüôîíäà, Ë.À.Ëþñ-
òåðíèêà, À.ß.Õèí÷èíà è Ï.Ñ.Àëåêñàíäðîâà.

Íà ïåðâîì êóðñå Àðíîëüä ïðèíÿë ó÷àñòèå â êðóæêàõ
À.Ã.Âèòóøêèíà è Å.Á.Äûíêèíà, à êîãäà îí ó÷èëñÿ íà â òî-
ðîì êóðñå, À. Í. Êîëìîãîðîâ îáúÿâèë ñåìèíàð äëÿ ìëà äøå-
êóðñíèêîâ. Íà ïåðâîì çàñåäàíèè, ðàññêàçûâàÿ î ïëàíà õ
ñåìèíàðà, Àíäðåé Íèêîëàåâè÷ ãîâîðèë î ðàçëè÷íûõ çàä à-
÷àõ íîìîãðàôèè, â êîòîðûõ ïðîöåññû, çàäàâàåìûå ñëîæ íû-
ìè ôóíêöèÿìè, ïðèáëèæåííî ïðåäñòàâëÿëèñü áîëåå ïðî-
ñòûìè. Ãîâîðÿ î äàëüíèõ ïåðñïåêòèâàõ, Êîëìîãîðîâ ñê à-
çàë, ÷òî ìîæíî ïîìå÷òàòü è î òîì, ÷òîáû íàéòè ïîäõî äû ê
ðåøåíèþ 13-é ïðîáëåìû Ãèëüáåðòà. Â 1900 ãîäó íà Ïàð èæ-
ñêîì ìàòåìàòè÷åñêîì êîíãðåññå Äàâèä Ãèëüáåðò, îäèí èç
êðóïíåéøèõ ìàòåìàòèêîâ âñåõ âðåìåí, ïîñòàâèë ïåðåä ìà-
òåìàòè÷åñêèì ìèðîì çàäà÷è, èññëåäîâàíèå êîòîðûõ ïðå ä-
ñòàâëÿëî, ïî ìíåíèþ Ãèëüáåðòà,  çíà÷åíèå äëÿ áóäóùå ãî
ìàòåìàòè÷åñêîé íàóêè. 13-ÿ èç íèõ êàñàëàñü âîïðîñà î òîì,
ñóùåñòâóþò ëè íåïðåðûâíûå ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ
è íå ñâîäèìû ëè îíè ê ôóíêöèÿì îò äâóõ ïåðåìåííûõ.
Ãèëüáåðò îïðåäåëåííî ïîëàãàë, ÷òî íå ñâîäèìû.

Âñêîðå ïîñëå îáúÿâëåíèÿ ñâîåãî ñåìèíàðà Êîëìîãîðîâ
óåõàë çà ãðàíèöó, è ñåìèíàð íåêîòîðîå âðåìÿ ïðîäîëæ àëñÿ
áåç íåãî. Â ýòî âðåìÿ Àðíîëüä ðåøèë îäíó èç çàäà÷,
ïðåäëîæåííûõ Êîëìîãîðîâûì, ÷òî ïðèâåëî ê åãî ïåðâîé
ïóáëèêàöèè.

À äàëåå ïðîèçîøëî íåïðåäâèäåííîå: Àíäðåé Íèêîëàåâè÷
íåîæèäàííî äëÿ ñàìîãî ñåáÿ  ñ íåñëûõàííîé ýíåðãèåé ñòàë
àòàêîâàòü 13-þ ïðîáëåìó Ãèëüáåðòà è ñäåëàë ðåøèòåëü íûé
ïðîðûâ â åå îïðîâåðæåíèè. Îí äîêàçàë, ÷òî íåïðåðûâí ûå
ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ ìîæíî ñâåñòè ê ôóíêöèÿì
òðåõ ïåðåìåííûõ. Ïîñëåäíèé øàã â ðåøåíèè ïðîáëåìû
Ãèëüáåðòà îí ïðåäîñòàâèë ñâîèì  ïîñëåäîâàòåëÿì. Ýòè ì

Âëàäèìèð Èãîðåâè÷ Àðíîëüä
(12.06.1937 – 03.06.2010)

01-18.p65 30.07.10, 17:382



ïîñëåäîâàòåëåì îêàçàëñÿ òðåòüåêóðñíèê Àðíîëüä. È â àïðå-
ëå 1957 ãîäà íà ñòîë Êîëìîãîðîâà ëåãëà ó÷åíè÷åñêàÿ òåòðà-
äî÷êà â êëåòêó, íà êîòîðîé áûëî íàïèñàíî, ÷òî ýòî –
êóðñîâàÿ ðàáîòà ñòóäåíòà òðåòüåãî êóðñà Â.Àðíîëüäà.  Â
ýòîé êóðñîâîé ðàáîòå áûëà ðåøåíà òðèíàäöàòàÿ ïðîáëå ìà
Ãèëüáåðòà. Ýòî áûëà ïåðâàÿ ðàáîòà Àðíîëüäà, ñäåëàâø àÿ
åãî èìÿ èçâåñòíûì âñåìó ìàòåìàòè÷åñêîìó ìèðó. À çàò åì
íà÷àëàñü ÷åðåäà îòêðûòèé, ñàìî ïåðå÷èñëåíèå êîòîðûõ  çà-
íÿëî áû íåñêîëüêî ñòðàíèö.

Â ñâîåé äèïëîìíîé ðàáîòå Àðíîëüä äàëåêî ðàçâèë îäèí
êîëìîãîðîâñêèé ìåòîä â òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Äàëü-
íåéøåå ðàçâèòèå ýòîò ìåòîä ïîëó÷èë â ðàáîòàõ âûäàþù åãî-
ñÿ ìàòåìàòèêà Þðãåíà Ìîçåðà. Òåîðèÿ, ïîñòðîåííàÿ ýò èìè
òðåìÿ ìàòåìàòèêàìè, ïîëó÷èëà íàçâàíèå «ÊÀÌ-òåîðèè» –
òåîðèè Êîëìîãîðîâà–Àðíîëüäà–Ìîçåðà. Îíà íàøëà ìíîãî -
÷èñëåííûå ïðèëîæåíèÿ ê ìàòåìàòèêå, ìåõàíèêå, êîñìîë î-
ãèè  è ôèçèêå.

Àðíîëüäîì áûëè ïðåîáðàçîâàíû öåëûå ìàòåìàòè÷åñêèå
îáëàñòè.

Íàïðèìåð – «òåîðèÿ îñîáåííîñòåé». Â ôèëîñîôèè ñ äàâ -
íèõ âðåìåí  âûñêàçûâàëàñü èäåÿ î òîì, ÷òî «ïðè ïåðå õîäå
êîëè÷åñòâà â êà÷åñòâî» ýâîëþöèîííûå ïðîöåññû íåðåäêî
ñîâåðøàþò ñêà÷êè. Íà ýòîì âî ìíîãîì ñòðîèëàñü «òåîð èÿ
ðåâîëþöèé». Ïðîöåññû ñî ñêà÷êàìè ñòàëè èíòåíñèâíî èç ó-
÷àòüñÿ â ïåðâîé òðåòè äâàäöàòîãî âåêà. Îäèí èç îñíî âîïî-
ëîæíèêîâ íîâîãî íàïðàâëåíèÿ – ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê
Ðåíå Òîì – ïðåäëîæèë äëÿ íåãî íàçâàíèå «òåîðèÿ êàòà ñò-
ðîô». Â ðàáîòàõ Àðíîëüäà ýòà òåîðèÿ ïîëó÷èëà âûäàþù åå-
ñÿ ðàçâèòèå. Âñåãäà èçáåãàþùèé íåîïðàâäàííîé ðåêëàì û,
Â.È.Àðíîëüä íàçûâàåò ýòî íàïðàâëåíèå «òåîðèåé îñîáå ííî-
ñòåé».

Àðíîëüä äàëåêî ïðîäâèíóë îñîáûé ðàçäåë ñîâðåìåííîé
ãåîìåòðèè, òàê íàçûâàåìóþ ñèìïëåêòè÷åñêóþ ãåîìåòðèþ , è
çàëîæèë íîâîå íàïðàâëåíèå â òîïîëîãèè, ïîëó÷èâøåå ô óí-
äàìåíòàëüíîå ðàçâèòèå, – ñèìïëåêòè÷åñêóþ òîïîëîãèþ.

Çíà÷èòåëåí âêëàä Àðíîëüäà â àëãåáðàè÷åñêóþ ãåîìåò-
ðèþ. Èì áûëè óñòàíîâëåíû ñâÿçè øåñòíàäöàòîé ïðîáëåì û
Ãèëüáåðòà îá îâàëàõ âåùåñòâåííûõ àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ
ñ ÷åòûðåõìåðíîé òîïîëîãèåé, ñâÿçü àëãåáðàè÷åñêîé ãå îìåò-
ðèè è òåîðèè êîñ. Âëàäèìèð Èãîðåâè÷ áûë âûäàþùèìñÿ
ãåîìåòðîì, îí çàíèìàëñÿ àëãåáðîé è òåîðèåé ÷èñåë, ê îìáè-
íàòîðèêîé, ëîãèêîé è îñíîâàíèÿìè ìàòåìàòèêè, ñëîâîì , åãî
òâîð÷åñòâî îõâàòèëî ïî÷òè âñå ðàçäåëû ñîâðåìåííîé ì àòå-
ìàòèêè.

Âåëèêè åãî äîñòèæåíèÿ â åñòåñòâîçíàíèè – â ãèäðîäèí à-
ìèêå, êîñìîëîãèè, òåîðèè ïîòåíöèàëà. Îí èìåë ïëîäîò âîð-
íûå êîíòàêòû ñ êðóïíåéøèìè ôèçèêàìè ñâîåãî âðåìåíè –
Í.Í.Áîãîëþáîâûì, Â.Ë.Ãèíçáóðãîì, ß.Á.Çåëüäîâè÷åì. Ñ
óâëå÷åíèåì è óáåæäåííîñòüþ Â.È.Àðíîëüä ðàçâèâàë è ï ðî-
ïàãàíäèðîâàë èäåè Ïóàíêàðå î òîì, ÷òî ìàòåìàòèêà – ý òî
÷àñòü åñòåñòâîçíàíèÿ.

Àðíîëüä ñëóæèë ñâîåé ïðîôåññèè è ïðîñâåùåíèþ íà âñå õ
âîçìîæíûõ ïîïðèùàõ. Îí îñíîâàë âûäàþùóþñÿ ìàòåìàòè-
÷åñêóþ íàó÷íóþ øêîëó, íàïèñàë ìíîæåñòâî çàìå÷àòåëüí ûõ
ó÷åáíèêîâ (åãî ó÷åáíèê ïî êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå ñðà âíè-
âàþò ñ âåëè÷àéøèì ïðîèçâåäåíèåì íàó÷íîé ëèòåðàòóðû –
«Ìàòåìàòè÷åñêèìè íà÷àëàìè íàòóðàëüíîé ôèëîñîôèè» Íü þ-
òîíà), ìîíîãðàôèé è îáçîðíûõ ñòàòåé, ïîñâÿùåííûõ ïð î-
áëåìàì ìàòåìàòèêè. Íà÷èíàÿ ñ ðóêîâîäñòâà çíàìåíèòûì
øêîëüíûì ìàòåìàòè÷åñêèì êðóæêîì â ïÿòèäåñÿòûå ãîäû (î
òîì, ÷òî ïðîèñõîäèëî íà âîçãëàâëÿâøåéñÿ èì ñåêöèè ý òîãî
êðóæêà, ìîæíî ïðî÷èòàòü â ñòàòüå Àðíîëüäà, ïóáëèêóå ìîé
â ýòîì íîìåðå æóðíàëà), Â.È.Àðíîëüä î÷åíü ìíîãî âíè ìà-
íèÿ óäåëÿë íåïîñðåäñòâåííîé ðàáîòå ñî øêîëüíèêàìè. Â
1963 ãîäó îí ó÷àñòâóåò â ðàáîòå ïåðâîé ëåòíåé ìàòåì àòè÷åñ-
êîé øêîëû, à ïîñëåäíèå äåñÿòü ëåò åæåãîäíî ïðîâîäèë  íà

þíîøåñêèõ øêîëàõ â Äóáíå. Ïðî÷èòàííûé Âëàäèìèðîì
Èãîðåâè÷åì êóðñ äëÿ ïåðâûõ âûïóñêíèêîâ ÔÌØ (íûíå
ÑÓÍÖ èì. À.Í.Êîëìîãîðîâà), ñòàë ïåäàãîãè÷åñêèì øåäå â-
ðîì. Ïî èíèöèàòèâå Â.È.Àðíîëüäà áûëè ñîçäàíû Ìîñêîâ ñ-
êèé öåíòð íåïðåðûâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ è
Íåçàâèñèìûé Ìîñêîâñêèé óíèâåðñèòåò. Âëèÿíèå Â.È.Àð-
íîëüäà íà âåñü ìàòåìàòè÷åñêèé ìèð áûëî îãðîìíî.

Â.È.Àðíîëüä áûë óäîñòîåí ìíîæåñòâà çâàíèé, äîêòîðñ-
êèõ ñòåïåíåé è íàãðàä. Ñðåäè ïðåìèé  – ïðåìèÿ Ìîñêî âñêî-
ãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà (1958 ã., êîòîðîé Âëàäè ìèð
Èãîðåâè÷ îñîáåííî ãîðäèëñÿ), Ëåíèíñêàÿ ïðåìèÿ (1965 ,
âìåñòå ñ À.Í.Êîëìîãîðîâûì), Êðàôîîðäñêàÿ ïðåìèÿ Øâå ä-
ñêîé àêàäåìèè íàóê (1982), Õàðâèåâñêàÿ ïðåìèÿ Òåõíè îíà
(1994), ïðåìèÿ Âîëüôà (2001), ïðåìèÿ Æóíü Æóíüøîó
(2005) (åå íàçûâàþò Íîáåëåâñêîé ïðåìèåé Âîñòîêà), Ã îñó-
äàðñòâåííàÿ ïðåìèÿ Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè (2008).

Îáùàÿ îäàðåííîñòü åãî ëè÷íîñòè ïðîÿâëÿëàñü â ñàìûõ
ðàçíîîáðàçíûõ åãî ðåàêöèÿõ è óâëå÷åíèÿõ. Îí áûë íåî áû-
÷àéíî ÿðêèì ýêñêóðñîâîäîì ïî Ïàðèæó. Îí ñîâåðøàë äë è-
òåëüíûå (ãäå-òî îêîëî ñòà êèëîìåòðîâ) âåëîñèïåäíûå ïðî-
ãóëêè ïî Ïîäìîñêîâüþ è ïî îêðåñòíîñòÿì Ïàðèæà. Ïðè
ýòîì îí è çäåñü âåë òîïîãðàôè÷åñêèå ñúåìêè, ôèêñèðó ÿ
ìåñòà, ãäå íàõîäèëèñü ïîëÿíû ñ ãðèáàìè, ùàâåëåì èëè
çåìëÿíèêîé èëè êóñòàðíèêè ñ ìàëèíîé. È êîãäà íàñòóï àëî
âðåìÿ, îí îòïðàâëÿëñÿ êèëîìåòðîâ çà ñîðîê îò äîìà â
èçáðàííûå íåêîãäà ìåñòà ñ ðþêçàêîì, êîòîðûé çàïîëíÿ ëñÿ
«äàðàìè ëåñà». Çèìîé Àðíîëüä ñîâåðøàë ëûæíûå ïðîãóë-
êè, ïîðîé äî ñòà êèëîìåòðîâ. Îí òàêæå ëþáèë äàëüíèå
ïëàâàíèÿ, õîäèë â ïîõîäû, â òîì ÷èñëå â ãîðû. Îí íå îáûê-
íîâåííî ìíîãî ÷èòàë è ìàññó èç ïðî÷èòàííîãî ïîìíèë â
äåòàëÿõ, ÷òî äåëàëî åãî íåîáû÷àéíî èíòåðåñíûì ñîáåñ åäíè-
êîì, à ñðåäè åãî ñîáåñåäíèêîâ áûëè êðóïíåéøèå ó÷åíû å
íàøåãî âðåìåíè. Ïî õîäó äåëà èì ñîâåðøàëèñü è ãóìàí è-
òàðíûå îòêðûòèÿ (âûçâàëî âñåîáùèé âîñòîðã åãî îòêðû òèå
ñâÿçè ýïèãðàôà ê ïóøêèíñêîìó «Åâãåíèþ Îíåãèíó» ñ òå ê-
ñòîì èç «Îïàñíûõ ñâÿçåé» Ø. äå Ëàêëî). Àðíîëüä îñòàâ èë
ìíîæåñòâî çàìå÷àòåëüíûõ àâòîáèîãðàôè÷åñêèõ çàìåòîê,
êîòîðûå, äóìàåòñÿ, ñîñòàâëÿþò ëèøü ìàëóþ äîëþ òîãî,  ÷òî
ìîãëî áû áûòü èì ñêàçàíî. Èì íàïèñàíû ïðåêðàñíûå âî ñïî-
ìèíàíèÿ î Êîëìîãîðîâå, Çåëüäîâè÷å, Áîãîëþáîâå.

Çàìå÷àòåëüíóþ, íà âñå âðåìåíà õàðàêòåðèñòèêó äàë Àð -
íîëüäó åãî ó÷èòåëü – Àíäðåé Íèêîëàåâè÷ Êîëìîãîðîâ â
ïðèâåòñòâèè ñâîåìó ó÷åíèêó ê åãî ïÿòèäåñÿòèëåòèþ. Â  òó
ïîðó, êîãäà Àðíîëüä íå èìåë êðóïíûõ àêàäåìè÷åñêèõ ç âà-
íèé, Êîëìîãîðîâ âûðàçèë «ñâîå óáåæäåíèå â òîì, ÷òî
ïðîèñõîäèò ÷åñòâîâàíèå ïåðâîãî ñîâåòñêîãî ìàòåìàòèê à, íå
òîëüêî ïî ñèëå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, íî è ïî òåìï åðàìåí-
òó ëè÷íîñòè, ïî ñïîñîáíîñòè âîñïðèíèìàòü íîâîå è ñì åëîñòè
â ïðåîäîëåíèè ïðåïÿòñòâèé». Ïîñëàíèå ó÷èòåëÿ ó÷åíèê ó
óäèâèòåëüíûì îáðàçîì õàðàêòåðèçóåò îáîèõ: è Âëàäèìè ðà
Èãîðåâè÷à, ëè÷íîñòü è òâîð÷åñòâî êîòîðîãî ïîëó÷èëè ñòîëü
âîñòîðæåííóþ è ïðîíèöàòåëüíóþ îöåíêó, è ñàìîãî Àíäð åÿ
Íèêîëàåâè÷à, ñòîÿâøåãî íà ïîðîãå ñìåðòè, íî ñîõðàíè âøåãî
çàïàñ äóøåâíîé ùåäðîñòè è ñïîñîáíîñòè âîñõèùàòüñÿ. Ýòî
ïîñëàíèå íå âîñïðèíèìàåòñÿ êàê ïðîùàíèå. Ýòî áëàãîñ ëîâå-
íèå!

Âëàäèìèð Èãîðåâè÷ Àðíîëüä íà÷àë ñâîé ïóòü â áåññìåð -
òèå. Âñå ñâÿçàííîå ñ íèì – íåîáûêíîâåííàÿ îäàðåííîñ òü
ëè÷íîñòè, òâîð÷åñòâî, ñëóæåíèå ÷åëîâå÷åñòâó – äåëàåò åãî
îáðàç íåçàáûâàåìûì äëÿ âñåõ, êîìó ïîñ÷àñòëèâèëîñü ñ î-
ïðèêîñíóòüñÿ ñ íèì íà ñâîåì æèçíåííîì ïóòè.

Â.Òèõîìèðîâ
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I. Âàðèàöèÿ êðèâîé

Ïóñòü íà ïëîñêîñòè äàí îòðåçîê ÀÂ äëèíû 1. Åñëè
ýòîò îòðåçîê îñâåùàòü ïàðàëëåëüíûìè ëó÷àìè, òî äëè-
íà òåíè, îòáðàñûâàåìîé íà ðàçëè÷íûå ïðÿìûå, áóäåò
êîëåáàòüñÿ îò 0 äî 1. Òî÷íåå, äëèíà ïðîåêöèè îòðåçê à
íà ïðÿìûå, ëåæàùèå â òîé æå ïëîñêîñòè, áóäåò äëÿ
ðàçíûõ ïðÿìûõ ðàçíàÿ, îäíàêî âî âñåõ ñëó÷àÿõ îíà

çàêëþ÷åíà ìåæäó 0 è 1.
Äëèíà ïðîåêöèè ÀÂ íà ïðÿ-
ìóþ l  íàçûâàåòñÿ âàðèàöè-
åé îòðåçêà ÀÂ â íàïðàâëå-
íèè l (ðèñ.1): ìû áóäåì åå
îáîçíà÷àòü lV  ( AB) èëè ïðî-
ñòî lV , åñëè ÿñíî, îò êàêîãî
îòðåçêà áåðåòñÿ âàðèàöèÿ.

Èíòóèòèâíî ÿñíî, ÷òî ñó-
ùåñòâóåò ñðåäíåå çíà÷åíèå

«òåíè» ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì è ÷òî îíî áîëüøå 0 è
ìåíüøå 1. Òî÷íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè ðàçäåëèòü
óãîë â 360°  íà n ðàâíûõ ÷àñòåé è âçÿòü ñðåäíåå
àðèôìåòè÷åñêîå
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(ðèñ. 2), òî ñóùåñòâóåò ïðå-
äåë

lim n
n

V K
®¥

= ,

ïðè÷åì K  çàêëþ÷åíî ìåæäó 0
è 1.

Ýòî ÷èñëî K íàçûâàåòñÿ ñðåä-
íåé âàðèàöèåé  èëè ïðîñòî

Äâà çàíÿòèÿ øêîëüíîãî
êðóæêà ïðè ÌÃÓ

Â.ÀÐÍÎËÜÄ

Ðèñ. 1

Ñòàòüÿ Â.È.Àðíîëüäà, êîòîðóþ ìû ïðåäëàãàåì âàøåìó â íèìà-
íèþ, âïåðâûå áûëà îïóáëèêîâàíà âî âòîðîì è òðåòüåì âûïóñ-
êàõ âîçîáíîâëåííîé ñåðèè «Ìàòåìàòè÷åñêîå ïðîñâåùåíè å»
(ïåðâûé âûïóñê ýòîé ñåðèè âûøåë â 1956 ãîäó, âòîðîé  è òðåòèé
– â 1957 è 1958 ãîäàõ). Â êîíöå êðàòêîé àííîòàöèè ê  ñòàòüå
(ïîñâÿùåííîé èñòîðèè øêîëüíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî êðóæ êà
ïðè ÌÃÓ) àâòîð ïèøåò: «Íèæå ïðèâîäèòñÿ èçëîæåíèå äâ óõ
çàíÿòèé êðóæêà (ñåêöèÿ äëÿ  äåñÿòèêëàññíèêîâ) íà òå ìû
«Âàðèàöèÿ êðèâîé» è «Ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè». Çàíÿòè ÿ ïðî-
âîäèë àâòîð íàñòîÿùåé çàìåòêè». Ïðåäñòàâëÿåòñÿ ðàçó ìíûì
êîå-÷òî ïîÿñíèòü.

Ñóäÿ ïî âñåìó, Àðíîëüä ïðîâîäèë ñâîè çàíÿòèÿ  â 195 5/56
ó÷åáíîì ãîäó. Â òó ïîðó åæåíåäåëüíî ïî âå÷åðàì ñîáè ðàëèñü
ñåêöèè øêîëüíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî êðóæêà,  ðàáîòàâøè å ïîä
ðóêîâîäñòâîì ñòóäåíòîâ è àñïèðàíòîâ ìåõìàòà. Âñåãî òîãäà
áûëî 13 ñåêöèé. Ó êàæäîé ñåêöèè áûë ñòàðøèé ðóêîâîä èòåëü.
Äèìà Àðíîëüä (òàê âñå çâàëè òîãäà Âëàäèìèðà Èãîðåâè ÷à) áûë
ñòóäåíòîì âòîðîãî êóðñà. Îí áûë ìëàäøèì ñðåäè ñòàðø èõ
ðóêîâîäèòåëåé ñåêöèé.

Â ñåðåäèíå ïÿòèäåñÿòûõ ãîäîâ ïîÿâèëèñü ñåêöèè î÷åíü
øèðîêîãî ïðîôèëÿ, ãäå îáñóæäàëèñü ñàìûå ðàçíîîáðàçí ûå
òåìû, íåðåäêî î÷åíü äàëåêèå îò øêîëüíîé ìàòåìàòèêè.  Òàêîâà
áûëà è ñåêöèÿ Àðíîëüäà.

Ïî ïîâîäó âîçíèêíîâåíèÿ  ïåðâîãî ñþæåòà ñòàòüè – î
âàðèàöèè êðèâûõ – íàäî íàçâàòü äâà èìåíè – Àëåêñàíä ðà
Ñåìåíîâè÷à Êðîíðîäà è Àíàòîëèÿ Ãåîðãèåâè÷à Âèòóøêèí à.

À.Ñ.Êðîíðîä îñòàâèë áîëüøîé ñëåä â ìàòåìàòèêå, â ñò àíîâëå-
íèè òîãî, ÷òî íûíå íàçûâàåòñÿ Computer Science è â  ìàòåìàòè-
÷åñêîì ïðîñâåùåíèè. Îí ñòàë ïîñëåäíèì ó÷åíèêîì Í. Í . Ëóçèíà
– îäíîãî èç âåëè÷àéøèõ íàó÷íûõ íàñòàâíèêîâ âñåõ âðå ìåí,

ñîçäàòåëÿ ìîñêîâñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëû. Ëóçèí äà ë èì-
ïóëüñ äëÿ òâîð÷åñêèõ ïîèñêîâ Êðîíðîäà, êîòîðûå ïðèâ åëè åãî
ê îñìûñëåíèþ ïîíÿòèÿ âàðèàöèè ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ .

Â 1949 ãîäó Êðîíðîä îáúÿâèë ñåìèíàð äëÿ ìëàäøåêóðñí èêîâ.
Ñòèëü ñåìèíàðà áûë íåîáû÷íûì – ýòî áûë ïî ñóòè äåëà  íàó÷íî-
èññëåäîâàòåëüñêèé ñåìèíàð, ïîñâÿùåííûé ðàçðàáîòêå ò åìàòè-
êè, ãäå ðóêîâîäèòåëü ñåìèíàðà çàíèìàë âåäóùåå ïîëîæ åíèå â
ìèðå. Îäíèì èç ó÷àñòíèêîâ ñåìèíàðà ñòàë ïåðâîêóðñíè ê À.
Âèòóøêèí, ñòàâøèé âûäàþùèìñÿ ìàòåìàòèêîì, àêàäåìèêî ì
Ðîññèéñêîé Àêàäåìèè íàóê. Âèòóøêèí ãëóáîêî ïðîäâèíó ë òåî-
ðèþ Êðîíðîäà, îïðåäåëèâ ïîíÿòèÿ âàðèàöèé ìíîæåñòâ. Â 1954
ãîäó îí îáúÿâèë ñåìèíàð äëÿ ìëàäøåêóðñíèêîâ, â êîòî ðîì
ïðèíÿë ó÷àñòèå Äèìà Àðíîëüä. Íà ñëåäóþùèé ãîä òåìà «Âàðè-
àöèÿ êðèâûõ», íàõîäÿùàÿñÿ íà ñàìîì îñòðèå íàóêè òîã î âðåìå-
íè, áûëà ïðåêðàñíî îáðàáîòàíà Àðíîëüäîì äëÿ øêîëüíè êîâ.

Âî âòîðîé ÷àñòè ñòàòüè ïåðåä íàìè áëèñòàåò ôåéåðâåð ê
êðàñèâåéøèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ñþæåòîâ, ãäå ñìåíÿþò äðó ã äðóãà
òðèãîíîìåòðèÿ, ãåîìåòðèÿ, èíòåãðàëüíîå èñ÷èñëåíèå, êîìïëåê-
ñíûé àíàëèç, è âñå ýòî â èòîãå ïðèâîäèò ê ãåîìåòðè÷ åñêîìó
îïðåäåëåíèþ ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè.  Ñ ýòèì ôóíäàìåí òàëü-
íûì ïîíÿòèåì àíàëèçà ñòóäåíòû ìåõìàòà ÌÃÓ çíàêîìÿòñ ÿ íà
òðåòüåì è ÷åòâåðòîì êóðñàõ. Íî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî çà îïðåäåëåíèå
ãàðìîíè÷åñêîé  ôóíêöèè ìîæíî âçÿòü òàêîå åå ñâîéñòâ î:
ñðåäíåå çíà÷åíèå ýòîé ôóíêöèè ïî ëþáîé îêðóæíîñòè ð àâíî
çíà÷åíèþ ýòîé ôóíêöèè â öåíòðå îêðóæíîñòè. È äàëåå ñëåäóþò
çàìå÷àòåëüíûå êîììåíòàðèè, ãäå äîêàçûâàþòñÿ ôóíäàìå íòàëü-
íûå ñâîéñòâà ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé è äàþòñÿ èì ãëóá îêèå
ôèçè÷åñêèå èíòåðïðåòàöèè.

Ñòàòüÿ âòîðîêóðñíèêà Àðíîëüäà íàïèñàíà ðóêîé çðåëîã î
ìàñòåðà, âîîäóøåâëåííîãî êðàñîòîé ìàòåìàòèêè.

Ðèñ. 2
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âàðèàöèåé åäèíè÷íîãî îòðåçêà ÀÂ.

Íàéòè ïðåäåë K íå î÷åíü òðóäíî 1 ; îí ðàâåí 
2

0,637»
p

.

Ìû, îäíàêî, ñåé÷àñ íå áóäåì åãî íàõîäèòü, à âû÷èñëè ì
K  ïîçæå – êîñâåííûì ïóòåì (çàäà÷à 7); îäíàêî ôàêòîì
ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñ ñàìî-
ãî íà÷àëà.

Çàäà÷à 1. ×åìó ðàâíà âàðèàöèÿ îòðåçêà äëèíû à?
Ðåøåíèå.  Òàê êàê, î÷åâèäíî, ïî ëþáîìó íàïðàâëå-

íèþ òàêîé îòðåçîê èìååò âàðèàöèþ â à ðàç áîëüøóþ,
÷åì ïàðàëëåëüíûé åìó îòðåçîê åäèíè÷íîé äëèíû, òî è
ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå âàðèàöèé ïî n íàïðàâëåíèÿì
çäåñü áóäåò â à ðàç áîëüøå, ÷åì äëÿ åäèíè÷íîãî
îòðåçêà, à ïðåäåë ýòîé âåëè÷èíû, ò.å. ñðåäíÿÿ âàðèà öèÿ

îòðåçêà äëèíû à, ðàâåí Ka .
Âàðèàöèÿ ëîìàíîé ïî êàêîìó-

íèáóäü íàïðàâëåíèþ îïðåäåëÿ-
åòñÿ êàê ñóììà äëèí ïðîåêöèé åå
çâåíüåâ íà ýòî íàïðàâëåíèå
(ðèñ.3).

Çàäà÷à 2. Îïðåäåëèòå âàðèà-
öèè êâàäðàòà ñî ñòîðîíîé 1 â
íàïðàâëåíèÿõ åãî ñòîðîí è äèà-
ãîíàëåé.

Ðåøåíèå. Î÷åâèäíî, âàðèàöèÿ êâàäðàòà â íàïðàâëå-
íèè êàæäîé ñòîðîíû ðàâíà 2, à â íàïðàâëåíèè êàæäîé
äèàãîíàëè ðàâíà 2 2 .

Ñðåäíÿÿ âàðèàöèÿ ëîìàíîé ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì
èëè ïðîñòî âàðèàöèÿ ëîìàíîé ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì
îïðåäåëÿåòñÿ, êàê è âûøå, ñ ïîìîùüþ ïðåäåëüíîãî

ïåðåõîäà: lim n
n

V V
®¥

= , ãäå nV  – ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñ-

êîå âàðèàöèé ëîìàíîé ïî n íàïðàâëåíèÿì ñòîðîí
ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà.

Çàäà÷à 3. Îïðåäåëèòå âàðèàöèþ ëîìàíîé äëèíû à.
Ðåøåíèå. Î÷åâèäíî, âàðèàöèÿ ëîìàíîé ïî êàæäîìó

íàïðàâëåíèþ åñòü ñóììà âàðèàöèé åå çâåíüåâ ïî ýòèì
æå íàïðàâëåíèÿì. À òàê êàê ñðåäíåå çíà÷åíèå ñóììû
ðàâíî ñóììå ñðåäíèõ çíà÷åíèé 2 , òî âàðèàöèÿ ëîìàíîé
åñòü ñóììà âàðèàöèé åå çâåíüåâ. Òàê êàê, â ñèëó çàäà÷è
1, âàðèàöèÿ êàæäîãî çâåíà ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ äëèíû
ýòîãî çâåíà íà K , òî âàðèàöèÿ ëîìàíîé åñòü Ka.

Ïåðåíåñåíèå îïðåäåëåíèÿ âàðèàöèè íà êðèâûå òðåáó-
åò óòî÷íåíèÿ ïîíÿòèÿ êðèâîé. Â îáùåì ñëó÷àå ýòî
ñäåëàòü òðóäíî. Íî ïóñòü êðèâàÿ âûïóêëàÿ èëè ñîñòîè ò
èç íåñêîëüêèõ âûïóêëûõ êóñêîâ. Òîãäà ïðè ïðîåêòèðî-
âàíèè êðèâîé íà ëþáîå, íî îïðåäåëåííîå, íàïðàâëåíèå
ìîæíî ðàçáèòü åå íà êîíå÷íîå ÷èñëî êóñêîâ, êàæäûé è ç
êîòîðûõ ïåðåñåêàåòñÿ òîëüêî îäèí ðàç 3  ëþáîé ïðîåê-

òèðóþùåé ïðÿìîé. Òîãäà
âàðèàöèåé êðèâîé ïî âûá-
ðàííîìó íàïðàâëåíèþ íà-
çîâåì ñóììó äëèí ïðîåê-
öèé åå êóñêîâ íà ýòî íà-
ïðàâëåíèå (ðèñ.4). Ìîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò
ñðåäíåå çíà÷åíèå ýòîé âå-
ëè÷èíû ïî âñåì íàïðàâëå-
íèÿì. Åãî ìû è íàçîâåì
ñðåäíåé âàðèàöèåé èëè ïðî-
ñòî âàðèàöèåé êðèâîé ëè-
íèè.

Î÷åâèäíî, åñëè êðèâàÿ – ëîìàíàÿ, òî ìû ïðèõîäèì
ê ïðåæíåìó îïðåäåëåíèþ.

Çàäà÷à 4. Íàéäèòå âàðèàöèþ îêðóæíîñòè äèàìåò-
ðà D .

Ðåøåíèå. Ñíà÷àëà âûáåðåì êàêîå-íèáóäü íàïðàâëå-
íèå. Äèàìåòð ýòîãî íàïðàâëåíèÿ äåëèò îêðóæíîñòü íà
äâà êóñêà – íà äâå äóãè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïåðåñåêà -
åòñÿ ñ ëþáîé ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê âûáðàííîìó íàïðàâ-
ëåíèþ ïðÿìîé íå áîëåå, ÷åì â îäíîé òî÷êå. Îòñþäà
âûòåêàåò, ÷òî âàðèàöèÿ îêðóæíîñòè îòíîñèòåëüíî âûá-
ðàííîãî íàïðàâëåíèÿ ðàâ-
íà 2 D . Î÷åâèäíî, ÷òî
òàêîâà æå è âàðèàöèÿ è
ïî ëþáîìó äðóãîìó íà-
ïðàâëåíèþ, à çíà÷èò, è
ñðåäíÿÿ âàðèàöèÿ îêðóæ-
íîñòè ðàâíà 2 D.

Âûáåðåì òåïåðü íà êðè-
âîé íåñêîëüêî òî÷åê è
ñîåäèíèì èõ ïîñëåäîâà-
òåëüíî, íî ïîäðÿä (ðèñ.5). Ïîëó÷èì ëîìàíóþ. Ìîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî õîðîøèõ (íàïðèìåð, äëÿ
âñåõ âûïóêëûõ) êðèâûõ ñóùåñòâóåò ïðåäåë äëèí ýòèõ
ëîìàíûõ, ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðè èçìåíåíèè ëîìàíîé
äëèíà åå íàèáîëüøåãî çâåíà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Ýòîò
ïðåäåë íàçûâàåòñÿ äëèíîé êðèâîé.

Ìîæíî ïîêàçàòü òàêæå, ÷òî äëÿ êðèâûõ, êîòîðûå
ìîãóò áûòü ðàçáèòû íà êîíå÷íîå ÷èñëî âûïóêëûõ
êóñêîâ, ñóùåñòâóåò ïðåäåë âàðèàöèé ýòèõ ëîìàíûõ,
êîãäà äëèíà íàèáîëüøåãî çâåíà ñòðåìèòñÿ ê 0.

Çàäà÷à 5. Íàéäèòå ïðåäåë, ê êîòîðîìó ñòðåìèòñÿ
âàðèàöèÿ ëîìàíîé, âïèñàííîé â «äîñòàòî÷íî õîðî-
øóþ» êðèâóþ äëèíû à, êîãäà ëîìàíàÿ èçìåíÿåòñÿ
òàê, ÷òî äëèíà íàèáîëüøåãî åå çâåíà ñòðåìèòñÿ ê
íóëþ.

Ðåøåíèå. Òàê êàê äëÿ êàæäîé ëîìàíîé äëèíû na
âàðèàöèÿ ðàâíà nKa , à äëÿ «äîñòàòî÷íî õîðîøèõ»
êðèâûõ na a® , òî ïðåäåë âàðèàöèé ëîìàíûõ ðàâåí
Ka.

Çàäà÷à 6. Äîêàæèòå, ÷òî âàðèàöèÿ («äîñòàòî÷íî
õîðîøåé») êðèâîé äëèíû à ðàâíà Ka.

Ðåøåíèå. Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî â òàêóþ êðèâóþ
ìîæíî âïèñàòü ëîìàíóþ ñî ñêîëü óãîäíî ìàëûìè
çâåíüÿìè, âàðèàöèÿ êîòîðîé ïî êàæäîìó èç n äàííûõ
íàïðàâëåíèé ñîâïàäàåò ñ âàðèàöèåé êðèâîé. Ïîýòîìó,
ðàç ñóùåñòâóåò ïðåäåë, îòûñêèâàåìûé â çàäà÷å 5, òî îí
ðàâåí âàðèàöèè êðèâîé.

Ðèñ. 3

1Ñì., íàïðèìåð, â êíèãå À.Ì.ßãëîìà è È.Ì.ßãëîìà «Ýëå ìåí-
òàðíûå çàäà÷è â íåýëåìåíòàðíîì èçëîæåíèè» (Ì.: Ãîñò åõèç-
äàò, 1954) çàäà÷ó 147á.

2 Òî÷íûé ñìûñë ýòîé ôðàçû òàêîé: ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñê îå
âàðèàöèé ëîìàíîé ïî n íàïðàâëåíèÿì ðàâíî ñóììå ñðåä íèõ
àðèôìåòè÷åñêèõ âàðèàöèé åå çâåíüåâ ïî ýòèì æå íàïðà âëåíè-
ÿì. Ïîýòîìó è ïðåäåë ïðè n ® ¥  ñðåäíèõ àðèôìåòè÷åñêèõ
âàðèàöèé ëîìàíîé ïî ðàçíûì íàïðàâëåíèÿì ðàâåí ñóììå  ïðåäå-
ëîâ ñðåäíèõ àðèôìåòè÷åñêèõ âàðèàöèé îòäåëüíûõ çâåíü åâ.

3 Çäåñü íå èñêëþ÷àþòñÿ ñëó÷àè, êîãäà ïîäîáíûé êóñîê
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìîëèíåéíûé îòðåçîê è, ñëåäîâà òåëü-
íî, ïðè ïðîåêòèðîâàíèè â îäíîì èç íàïðàâëåíèé ïîëíî ñòüþ
ïîïàäàåò íà ïðîåêòèðóþùóþ ïðÿìóþ.

Ðèñ. 4

Ðèñ. 5
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Çàäà÷à 7. Íàéäèòå ÷èñëåííîå çíà÷åíèå K, ò.å.

âàðèàöèþ îòðåçêà äëèíû 1.
Ðåøåíèå. Òàê êàê, ñ îäíîé ñòîðîíû, îêðóæíîñòü

äèàìåòðà D  èìååò äëèíó p  è, çíà÷èò, âàðèàöèþ K Dp
(çàäà÷è 5 è 6), à ñ äðóãîé ñòîðîíû (çàäà÷à 4), âàðè àöèÿ

ýòîé îêðóæíîñòè ðàâíà 2 D, òî 
2

K =
p

.

Øèðèíîé êðèâîé ïî äàí-
íîìó íàïðàâëåíèþ íàçû-
âàåòñÿ íàèìåíüøåå ðàññòî-
ÿíèå ìåæäó äâóìÿ ïðÿìû-
ìè ýòîãî íàïðàâëåíèÿ, ìåæ-
äó êîòîðûìè ëåæèò êðè-
âàÿ.

Êðèâàÿ èìååò ïîñòîÿí-
íóþ øèðèíó , åñëè åå øè-
ðèíà ïî âñåì íàïðàâëåíè-
ÿì îäèíàêîâà. Ïðèìåðîì
êðèâîé ïîñòîÿííîé øèðè-

íû ìîæåò ñëóæèòü îêðóæíîñòü èëè òàê íàçûâàåìûé
òðåóãîëüíèê Ðåëî , ñîñòàâëåííûé èç òðåõ ðàâíûõ äóã
îêðóæíîñòåé (ðèñ.6). 4  Ñ ïîìîùüþ âàðèàöèé ïîëó÷àåò-
ñÿ âåñüìà èçÿùíîå äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåé òåîðå-
ìû Áàðáüå :

Çàäà÷à 8. Äîêàæèòå, ÷òî âñå êðèâûå ïîñòîÿííîé
øèðèíû h èìåþò îäíó è òó æå äëèíó hp .

Ðåøåíèå. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî âàðèàöèÿ êàæäîé
òàêîé êðèâîé ïî ëþáîìó íàïðàâëåíèþ ðàâíà 2 h, èç
ðåçóëüòàòîâ çàäà÷ 6 è 7.

Âîò åùå îäíà çàäà÷à, êîòîðàÿ íà ïåðâûé âçãëÿä
ïðåäñòàâëÿåòñÿ äîâîëüíî ñëîæíîé:

Çàäà÷à 9. Â êðóãå Ñ ðàäèóñà 1 çàêëþ÷åíà êàêàÿ-òî
êðèâàÿ L äëèíû 22. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ ïðÿìàÿ,
ïåðåñåêàþùàÿ L íå ìåíåå ÷åì â 8 òî÷êàõ.

Ðåøåíèå. Âàðèàöèÿ L  ðàâíà 
2

22 14× >
p

 (çàäà÷à 6 è

7); ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëèíà ïðîåêöèè L  íà ëþáîå
íàïðàâëåíèå íå ïðåâîñõîäèò 2 ( L  çàêëþ÷åíà âíóòðè
Ñ!). Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ íàïðàâëåíèé
îïðåäåëåííûå ó÷àñòêè ïðîåêöèè L  áóäóò ïîêðûâàòüñÿ
ïðîåêöèÿìè îòäåëüíûõ äóã L  áîëåå ÷åì 7-êðàòíî (ò.å.
íå ìåíåå ÷åì 8-êðàòíî), ÷òî è äîêàçûâàåò íàøå óòâåð -
æäåíèå.

Ïåðåõîäèì ê èçëîæåíèþ çàíÿòèÿ, ïîñâÿùåííîãî òåìå
«Ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè».

II. Ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè

Äâå ïåðâûå çàäà÷è èç ïðèâåäåííûõ íèæå íå èìåþò
îòíîøåíèÿ ê îñíîâíîé òåìå. Äëÿ ïîëíîòû îñâåùåíèÿ
çàíÿòèÿ êðóæêà ìû ïðèâîäèì èõ; áëèçêàÿ ê íèì ïî
ìåòîäó ðåøåíèÿ òðåòüÿ çàäà÷à ÿâëÿëàñü ïîäãîòîâè-
òåëüíîé ê ÷åòâåðòîé, ñ êîòîðîé, ïî ñóùåñòâó, è íà÷è -
íàëàñü òåìà.

Çàäà÷à 1. Íàéäèòå íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷å-
íèÿ âûðàæåíèÿ

sin cosa bj + j

( à è b ïîëîæèòåëü-
íû ).

Ðåøåíèå.  Ïðîâå-
äåì äâà âçàèìíî-ïåð-
ïåíäèêóëÿðíûõ ëó÷à
ÎÌ  è ON  è ïîñòðî-
èì ïðÿìîóãîëüíûé
òðåóãîëüíèê ÎÀÂ  ñ
êàòåòàìè ÎÀ = à  è
AB = b , ðàñïîëîæèâ
èõ, êàê íà ðèñóíêå 1 (ïðÿìûå óãëû MON  è OAB
îðèåíòèðîâàíû ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè). Îáîçíà÷èì
óãîë AON  ÷åðåç j , òîãäà, ïðîåêòèðóÿ ëîìàíóþ OAB
íà  ÎÌ  (ïðîåêöèè íàïðàâëåííûå!), ïîëó÷àåì 5 :

( ) ïð. ïð. ïð.OB OB OA AB¢ = = + = sin cosa bj + j .

Åñëè âðàùàòü òðåóãîëüíèê ÎÀÂ  âîêðóã âåðøèíû Î ,
òî óãîë j  èçìåíÿåòñÿ; íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå
çíà÷åíèÿ ïðîåêöèè ( OB¢) äîñòèãàþòñÿ, êîãäà îòðåçîê

ÎÂ  êîëëèíåàðåí ÎÌ , ò.å. êîãäà tg
a
b

j = ; îíè ðàâíû
2 2a b+  è 2 2a b- + .

Çàäà÷à 2. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè

1 1 2 2cos cos cos 0m ma a aj + j + + j =K      (1)
è

( )1 1cos 1a j + + ( ) ( )2 2cos 1 cos 1 0m ma aj + + + j + =K

 (2)

(âñå êîýôôèöèåíòû ia  ïîëîæèòåëüíû), òî è ïðè
ëþáîì a

( )1 cosa j + a + ( ) ( )2 2cos cos 0m ma aj + a + + j + a =K .

 (3)

Ðåøåíèå. Âûáåðåì â ïëîñêîñòè ëó÷ ÎÌ  è ïîñòðîèì
ëîìàíóþ ëèíèþ 1 2 mOA A AK  (ðèñ. 2; m = 3), ãäå

1 1OA a= , 1 2 2A A a= , …, 1m m mA A a- = , ïðè÷åì âåêòî-
ðû 1 1 2 1, , , m mOA A A A A-

uuuur uuuuur uuuuuuuuur
K  îáðàçóþò ñ ëó÷îì ÎÌ  ñîîò-

âåòñòâåííî óãëû 1 2, , , mj j jK . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî óñëî-
âèå (1) îçíà÷àåò, ÷òî mOA OM^ , à óñëîâèå (2) – ÷òî

° mOA OM^ , ãäå ° mOA  ïîëó÷àåòñÿ èç mOA  âðàùåíèåì
ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè (ïðè îáû÷íîì íàïðàâëåíèè

4 Ìíîãî ñâåäåíèé î êðèâûõ ïîñòîÿííîé øèðèíû ìîæíî
íàéòè â êíèãå È.Ì.ßãëîìà è Â.Ã.Áîëòÿíñêîãî «Âûïóêëû å
ôèãóðû» (Ì.: Ãîñòåõèçäàò, 1951).

Ðèñ. 6

Ðèñ. 1

5
 ( )OB¢  – âåëè÷èíà íàïðàâëåííîé ïðîåêöèè.
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îòñ÷åòà óãëîâ) íà óãîë 1 (ðàäèàí). Îáà óñëîâèÿ âìåñ òå

îçíà÷àþò ïîýòîìó, ÷òî 0mOA =
uuuuur

, ò.å. mA  ñîâïàäàåò ñ Î .

Íî â òàêîì ñëó÷àå ïðîåêöèÿ âåêòîðà mOA
uuuuur

, ïîâåðíóòî-

ãî íà óãîë a  (ò.å. âûðàæåíèå ( )
1

cos
m

i i
i

a
=

j + aå ), òîæå

ðàâíà íóëþ, ÷òî è äîêàçûâàåò (3).

Çàäà÷à 3. Âû÷èñëèòå ñóììó m âåêòîðîâ ñ îáùèì
íà÷àëîì â öåíòðå ïðàâèëüíîãî m-óãîëüíèêà è ñ êîíöà-
ìè â åãî âåðøèíàõ (ðèñ.3,à).

Íà çàíÿòèè êðóæêà áûëî ïðåäëîæåíî òðè ðåøåíèÿ.
Ðåøåíèå 1. Ïóñòü ñóììà ýòèõ âåêòîðîâ – âåêòîð OA

uuur
.

Ïîâåðíåì ìíîãîóãîëüíèê âîêðóã òî÷êè Î  íà óãîë 
2
m
p

.

Êàæäûé âåêòîð-ñëàãàåìîå ïîâåðíåòñÿ íà 
2
m
p

; òîãäà è

ñóììà OA
uuur

 ïîâåðíåòñÿ íà òîò æå óãîë, ïðèíÿâ ïîëîæå-

íèå OA¢
uuuur

. Âìåñòå ñ òåì êàæäûé âåêòîð ïåðåéäåò ïðè
òàêîì ïîâîðîòå â ñëåäóþùèé, òàê ÷òî ñóììà íå èçìå-
íèòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî, OA OA¢=

uuuur uuur
. Íî ýòè âåêòîðû

îáðàçóþò óãîë 
2
m
p

. Ýòî ìîæåò áûòü ëèøü ïðè óñëîâèè

0OA =
uuur

.
Ðåøåíèå 2. Ñêëàäûâàÿ âåêòîðû ïî «ïðàâèëó òðåó-

ãîëüíèêà» â ïîðÿäêå ñëåäîâàíèÿ âåðøèí, ïîëó÷èì,
î÷åâèäíî, m-çâåííóþ ëîìàíóþ, âñå çâåíüÿ êîòîðîé
ðàâíû (îíè ðàâíû ðàäèóñó îêðóæíîñòè, îïèñàííîé
îêîëî ìíîãîóãîëüíèêà) è âñå âíåøíèå óãëû ðàâíû (îíè

ðàâíû 2
m
p ; ðèñ.3, á). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ëîìàíàÿ

îáðàçóåò ïðàâèëüíûé m-óãîëüíèê; òàê êàê îí çàìêíóò,
òî èñêîìàÿ ñóììà ðàâíà íóëþ.

Ðåøåíèå 3.  Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ýòî äëÿ ïðàâèëüíî-
ãî m-óãîëüíèêà, ðàñïîëîæåííîãî â êîìïëåêñíîé ïëîñ-
êîñòè òàê, ÷òî åãî âåðøèíû èçîáðàæàþò âñå êîðíè

m-é ñòåïåíè èç 1 : 1, 2 1, , , m-e e eK  (ðèñ.3, â). Òàêîé
ïðàâèëüíûé m-óãîëüíèê ìû â äàëüíåéøåì áóäåì íàçû-
âàòü îñíîâíûì m-óãîëüíèêîì. Öåíòð îñíîâíîãî
m-óãîëüíèêà èçîáðàæàåò ÷èñëî 0, à îäíà èç âåðøèí –
÷èñëî 1.

Êàê èçâåñòíî, âåðøèíû îñíîâíîãî m-óãîëüíèêà èçîá-
ðàæàþò âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ 1 0mz - = . Ïî òåîðå-
ìå Âèåòà, ñóììà ýòèõ ðåøåíèé ðàâíà íóëþ, èáî êî-

ýôôèöèåíò ïðè 1mz -  â ýòîì óðàâ-
íåíèè ðàâåí íóëþ. Íî êîìïëåêñ-
íûå ÷èñëà ñêëàäûâàþòñÿ ïî ïðàâè-
ëó ñëîæåíèÿ èçîáðàæàþùèõ èõ âåê-
òîðîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóììà âåê-
òîðîâ, î êîòîðûõ ãîâîðèòñÿ â óñëî-
âèè çàäà÷è, ðàâíà íóëþ.

Çàäà÷à 4. Âû÷èñëèòå ïðåäåë K
1

1

sin

lim

n

k

n

k
n

K
n

-

=

®¥

pæ ö
ç ÷
è ø=

å

– ñðåäíåå çíà÷åíèå ôóíêöèè
siny x=  íà îòðåçêå 0 x£ £ p .

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ñíîâà ïðà-
âèëüíûé m-óãîëüíèê, î êîòîðîì ãî-

âîðèëîñü â ïðåäûäóùåé çàäà÷å; íà ýòîò ðàç áóäåì
ñ÷èòàòü ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè ðàâíûì 1, à
÷èñëî åãî ñòîðîí ÷åòíûì: m = 2n (ðèñ. 4; m = 8).
Ñëîæèì òåïåðü òîëüêî «ïðàâóþ ïîëîâèíó» âåêòîðîâ:

1 2 nOA OA OA OL+ + + =
uuuur uuuuur uuuuur uuur

K . Çàìûêàþùàÿ OL  ðàññìàò-
ðèâàåìîé ñóììû áóäåò ñîâïàäàòü ñ äèàìåòðîì nD
îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî íîâîãî m-óãîëüíèêà.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè âåêòîð 1OA

uuuur
 íàïðàâèòü ãîðèçîí-

òàëüíî, òî ýòà çàìûêàþùàÿ ïðè áîëüøîì m áëèçêà ê åå
ïðîåêöèè OL ¢ íà âåðòèêàëüíóþ ïðÿìóþ Ot . À òàê êàê
ïðîåêöèè åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ 1OA

uuuur
, 2OA

uuuur
, …, nOA

uuuuur
 íà

ýòó âåðòèêàëü ðàâíû êàê ðàç

sin 0 0= , 
2

sin sin
m n
p p

= , 
4 2

sin sin
m n
p p

= , …

..., 
( )1

sin
n

n

- p
,

òî ñðåäíåå çíà÷åíèå K  ðàâíî ïðåäåëó, ê êîòîðîìó

ñòðåìèòñÿ ÷àñòíîå nD
n

. Íî èç ïîäîáèÿ m-óãîëüíèêîâ,

èçîáðàæåííûõ íà ðèñóíêå 4, ÿñíî, ÷òî 
2

n n

n

b D
a

=  (ðà-

äèóñ 1 1OA = ), ãäå 2sinna
n
p

= , à 1nb = . Ñëåäîâà-
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òåëüíî,

1

0
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n

k n

n n n

k
OLn D

n n n

-

=

®¥ ®¥ ®¥

pæ ö
ç ÷
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å
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sin2 2 2lim lim :
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2 2

n n

n

n
n n

®¥ ®¥

pæ ö
ç ÷
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è ø

= 
sin2 2 22: lim : 1

2
n

n

n
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p

= =
pp p p

.

Çàìå÷àíèÿ.
1. Òàêèì îáðàçîì, ýòîò ïðåäåë îêàçàëñÿ ðàâíûì òîìó

çíà÷åíèþ K , êîòîðîå ìû ðàíüøå íàçâàëè ñðåäíåé
âàðèàöèåé åäèíè÷íîãî îòðåçêà. Ýòî íå ñëó÷àéíî; ðåøå-
íèå âñåãî öèêëà çàäà÷ î âàðèàöèÿõ êðèâûõ ìîæåò

ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê
êîñâåííîå âû÷èñëåíèå
óêàçàííîãî â ýòîé çà-
äà÷å ïðåäåëà.

2. Ïîëó÷åííûé ðå-
çóëüòàò èìååò ñëåäóþ-
ùèé ãåîìåòðè÷åñêèé

ñìûñë: ïðåäåë, ê êîòîðîìó ñòðåìèòñÿ ïëîùàäü ñòóïåí-
÷àòîé ôèãóðû, èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå 5, ìåæäó
ïîëóâîëíîé ñèíóñîèäû è îñüþ àáñöèññ, ðàâåí 2.

Çàäà÷à 5. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäíåå çíà÷åíèå ïðîèç-
âîëüíîãî ìíîãî÷ëåíà ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè

( ) 1
1

k k
k kP z z a z a-= + + +K              ( * )

â n âåðøèíàõ ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà íà êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè, ïðè n > k, ðàâíî çíà÷åíèþ ìíîãî÷ëåíà â
öåíòðå ýòîãî ìíîãîóãîëüíèêà.

Ðåøåíèå  ïðîèçâîäèòñÿ â òðè ýòàïà.
1° . Ïóñòü ñíà÷àëà ( ) k

kP z z=  è ïðàâèëüíûé n-óãîëü-
íèê ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì (ñì. ðåøåíèå 3 çàäà÷è 3).
Òîãäà ñóììà k-õ ñòåïåíåé êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, èçîá-
ðàæàåìûõ âåðøèíàìè n-óãîëüíèêà, ðàâíà íóëþ ïðè
ëþáîì k < n .

Â ñàìîì äåëå, ïðè çàìåíå êàæäîãî ÷èñëà z íà
2 2

cos sinz i z
n n
p pæ ö+ = × eç ÷

è ø
 ìíîãîóãîëüíèê ïåðåõîäèò â

ñåáÿ (îí ïîâîðà÷èâàåòñÿ íà 
2
n
p

), à êàæäîå çíà÷åíèå kz

óìíîæàåòñÿ íà 
2 2

cos sin 1k k k
i

n n
p p

e = + ¹ . Çíà÷èò, ñóì-

ìà çíà÷åíèé kz  â âåðøèíàõ n-óãîëüíèêà íå ìåíÿåòñÿ è
â òî æå âðåìÿ óìíîæàåòñÿ íà ke . Ñëåäîâàòåëüíî, îíà
ìîæåò ðàâíÿòüñÿ òîëüêî íóëþ.

Ýòî æå ðàññóæäåíèå íåïîñðåäñòâåííî ïåðåíîñèòñÿ è
íà ñëó÷àé ( ) k

kP z az= .
2° . Òàê êàê ñðåäíåå çíà÷åíèå ( ) l

lP z az=  ( 1 l n£ £ )
â âåðøèíàõ îñíîâíîãî n-óãîëüíèêà ðàâíî íóëþ, òî è
ñðåäíåå çíà÷åíèå ñóììû 1

1 1
k k

kz a z a z-
-+ + +K  ðàâíî

íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñðåäíåå çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà
( )kP z  â åãî âåðøèíàõ ðàâíî ka , ò.å. ( )0kP .

3° . Îáîçíà÷èì òåïåðü êîìïëåêñíûå ÷èñëà – âåðøè-
íû îñíîâíîãî n-óãîëüíèêà 0A  ÷åðåç 0

1 1z = , 0
2z = e ,

0 2
3z = e , …, 0 1n

nz -= e  (ðèñ.6) è ðàññìîòðèì ïðîèçâîëü-
íî ðàñïîëîæåííûé îäíîèìåííûé ïðàâèëüíûé ìíîãî-
óãîëüíèê À ñ âåðøèíàìè 1 2, , , nz z zK . Î÷åâèäíî, ïðà-
âèëüíûé ìíîãîóãîëüíèê À ìîæíî ïîëó÷èòü èç 0A
ïîâîðîòîì, ãîìîòåòè÷åñêèì ðàñøèðåíèåì (èëè ñæàòè-
åì) è ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì. Äðóãèìè ñëîâàìè,
íàéäóòñÿ äâà òàêèõ êîìïëåêñíûõ ÷èñëà a  è b , ÷òî

0
i iz z= a + b   ( i = 1, 2, …, n).

Çäåñü ìîäóëü a  ðàâåí îòíîøåíèþ ñòîðîí ìíîãîóãîëü-
íèêîâ À è 0A , àðãóìåíò – óãëó ïîâîðîòà, à b  –
êîìïëåêñíîå ÷èñëî, èçîáðàæàåìîå öåíòðîì ìíîãîóãîëü-
íèêà À.

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî ñðåäíåå çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà
( * ) â âåðøèíàõ 1 2, , , nz z zK  ðàâíî

( ) ( ) ( )0 0

1 1 1

n n n

k i k i k i
i i i

P z P z Q z

n n n
= = =

a + b
= =

å å å
,

ãäå

( ) ( ) ( )k
k kQ z P z z= a + b = a + b +

+ ( ) ( )1
1 1

k
k ka z a z a-

-a + b + + a + b +K

åñòü ìíîãî÷ëåí k-é ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî z (òîé æå, ÷òî
è ( )kP z ), ïðèíèìàþùèé â òî÷êàõ 0 0 0

1 2, , , nz z zK  ñîîòâåò-

ñòâåííî çíà÷åíèÿ ( )1P z , ( )2P z , …, ( )nP z . Ïîýòîìó

ñðåäíåå çíà÷åíèå ( )kP z   â òî÷êàõ 1 2, , , nz z zK  ðàâíî

ñðåäíåìó çíà÷åíèþ ( )kQ z  â òî÷êàõ 0 0 0
1 2, , , nz z zK , ò.å.

(ñì. ýòàï 2° ) ðàâíî

( ) 1
1 10 k k

k n nQ a a-
-= b + a b + + b +K .

Íî ( )0kQ  ñîâïàäàåò ñ çíà÷åíèåì ìíîãî÷ëåíà ( )kP z  â
öåíòðå ìíîãîóãîëüíèêà À, ÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëü-
ñòâî.

Ïóñòü ( )f z  – íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ êîìïëåêñíîãî
ïåðåìåííîãî z. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðà-
âèëüíûõ n-óãîëüíèêîâ ( n = 3, 4, 5, …), âïèñàííûõ â
îïðåäåëåííóþ îêðóæíîñòü êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, è
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñðåäíèõ àðèôìåòè÷åñêèõ ( )f z  â
âåðøèíàõ ýòèõ ìíîãîóãîëüíèêîâ. Åñëè ïðè n ® ¥  ýòè
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ñðåäíèå àðèôìåòè÷åñêèå ñòðåìÿòñÿ ê îïðåäåëåííîìó
ïðåäåëó, íå çàâèñÿùåìó îò âûáîðà âïèñàííûõ â îêðóæ-
íîñòü ìíîãîóãîëüíèêîâ, òî ýòîò ïðåäåë

( ) ( ) ( )1 2lim n

n

f z f z f z

n®¥

+ + +K

íàçûâàåòñÿ ñðåäíèì çíà÷åíèåì ôóíêöèè ( )f z  ïî îê-
ðóæíîñòè.

Èç çàäà÷è 5 ñëåäóåò, ÷òî ñðåäíåå çíà÷åíèå ïðîèçâîëü-
íîãî ìíîãî÷ëåíà ïî ëþáîé îêðóæíîñòè ðàâíî çíà÷å-
íèþ ýòîãî ìíîãî÷ëåíà â öåíòðå îêðóæíîñòè.

Ìîæíî ãîâîðèòü íå òîëüêî î ñðåäíåì çíà÷åíèè ôóí-
êöèè â ñìûñëå ñðåäíåãî àðèôìåòè÷åñêîãî, íî è î
ñðåäíåì ãåîìåòðè÷åñêîì ôóíêöèè ( )f z  ïî íåêîòîðîé
îêðóæíîñòè. Ïîä ýòèì ïîíèìàåòñÿ äåéñòâèòåëüíîå íåî-
òðèöàòåëüíîå ÷èñëî

( ) ( ) ( )1 2lim n
n

n
f z f z f z

®¥
K

(çíà÷åíèå êîðíÿ àðèôìåòè÷åñêîå!), ãäå iz  – òàêæå
âåðøèíû ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà, âïèñàííîãî â îê-
ðóæíîñòü.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó, ñâÿçàííóþ ñ ïîíÿòèåì ñðåäíåãî
ãåîìåòðè÷åñêîãî ôóíêöèè ïî îêðóæíîñòè.

Çàäà÷à 6. Äîêàæèòå òåîðåìó: åñëè ìíîãî÷ëåí ( )kP z
ñòåïåíè k íå èìååò êîðíåé âíóòðè èëè íà îêðóæíîñ-
òè, òî åãî ñðåäíåå ãåîìåòðè÷åñêîå íà ýòîé îêðóæíî-
ñòè ðàâíî ìîäóëþ åãî çíà÷åíèÿ â öåíòðå îêðóæíîñòè.

Ðåøåíèå  ïðîâåäåì ñíîâà â òðè ýòàïà.
1° . Ïóñòü ñíà÷àëà îêðóæíîñòü åñòü îêðóæíîñòü

|z| = 1, ïðàâèëüíûå n-óãîëüíèêè – îñíîâíûå, à ìíîãî-
÷ëåí ( )1P z z a= + . (Î÷åâèäíî, | a| > 1, òàê êàê èíà÷å

êîðåíü ( )1P z  ëåæàë áû âíóòðè îêðóæíîñòè.)
Ðàññìîòðèì ïðîèçâåäåíèå

( )( ) ( )1 2 nz a z a z a+ + + +K .

Ýòî êîìïëåêñíîå ÷èñëî åñòü çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )1 2n nF z z z z z z z= - - - - - -K

â òî÷êå z = a. «Ñòàðøèé êîýôôèöèåíò» ìíîãî÷ëåíà
( )nF z  ïðè nz  ðàâåí åäèíèöå, à êîðíè åãî ðàâíû

1 2, , , nz z z- - -K ; ïîýòîìó ( ) ( )1 nn
nF z zº - - . Ñëåäîâà-

òåëüíî,

( ) ( )1 nn
nF a a= - -  è ( )1 1n n

na F a a- £ £ + .

Íî òàê êàê | a| >1, òî

lim 1 lim 1n nn n

n n
a a a

®¥ ®¥
+ = - = ,

îòêóäà ( )lim n
n

n
F a a

®¥
= , ÷òî è äîêàçûâàåò òåîðåìó â

ýòîì ÷àñòíîì ñëó÷àå.
2° . Òàê êàê, î÷åâèäíî, ñðåäíåå ãåîìåòðè÷åñêîå ïðî-

èçâåäåíèÿ ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ ñðåäíèõ ãåîìåòðè÷åñ-
êèõ, òî äîêàçûâàåìàÿ òåîðåìà ñïðàâåäëèâà è äëÿ
ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà ( )nP z , âñå êîðíè êîòîðîãî ïî
ìîäóëþ áîëüøå 1, òàê êàê òàêîé ìíîãî÷ëåí åñòü ïðîèç -
âåäåíèå ñîìíîæèòåëåé âèäà ( )iz a+ , ãäå ia-  – êîðíè

( )nP z .

3° . Íàêîíåö, ïóñòü äàííàÿ îêðóæíîñòü S – ïðîèç-
âîëüíàÿ, èìåþùàÿ öåíòð â òî÷êå, èçîáðàæàþùåé êîì-
ïëåêñíîå ÷èñëî b , à ðàäèóñ a; åå óðàâíåíèå z a- b = .
Ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè

w z= a + b .

Îíî ïåðåâîäèò åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü | z| = 1 è êðóã
1z £  ñîîòâåòñòâåííî â îêðóæíîñòü S è â îãðàíè÷èâà-

åìûé åþ êðóã.
Ïîäñòàâèì â äàííûé ìíîãî÷ëåí ( )nP z  âìåñòî z

âûðàæåíèå za + b . Ïîëó÷èì:

( ) ( )n nP z Q za + b = ;

ïðè ýòîì çíà÷åíèÿ ìíîãî÷ëåíà ( )nQ z  â âåðøèíàõ
îñíîâíîãî n-óãîëüíèêà ðàâíû çíà÷åíèÿì ( )nP z  â âåð-
øèíàõ n-óãîëüíèêà, âïèñàííîãî â S (ñð. ñ ðåøåíèåì
çàäà÷è 5). Âñå êîðíè ( )Q z  ëåæàò âíå êðóãà 1z £  (âñå
êîðíè ( )P z  ëåæàò âíå êðóãà, îãðàíè÷åííîãî S); ñðåä-
íåå ãåîìåòðè÷åñêîå ( )nP z  ïî îêðóæíîñòè S ðàâíî
ñðåäíåìó ãåîìåòðè÷åñêîìó ( )nQ z  ïî îêðóæíîñòè | z| =
= 1. Íî ýòî ïîñëåäíåå ñðåäíåå âû÷èñëåíî â ï. 2° ; îíî

ðàâíî ( ) ( )0n nQ P= b , ÷òî è òðåáîâàëîñü.
Çàäà÷à 7. Íà ïëîñêîñòè èìåþòñÿ äâå ôèêñèðîâàí-

íûå òî÷êè À è Â (ðèñ.7). Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ
( )f Mq =  òî÷êè Ì  ýòîé ïëîñêîñòè, ðàâíóþ óãëó q

(íàèìåíüøåìó, îòñ÷èòûâàåìîìó ïðîòèâ ÷àñîâîé

ñòðåëêè), íà êîòîðûé ïîâîðà÷èâàåòñÿ ëó÷ ÌÀ äî
ñîâìåùåíèÿ ñ ÌÂ. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäíåå çíà÷åíèå
ôóíêöèè ( )f M  ïî ëþáîé îêðóæíîñòè S, íå ïåðåñåêà-
þùåé ëó÷åé ÀÐ è ÂQ, ðàâíî çíà÷åíèþ ( )f M  â öåíòðå
Î îêðóæíîñòè. 6

Ðåøåíèå. Ïóñòü 1 2 nM M MK  – ïðàâèëüíûé n-óãîëü-
íèê, âïèñàííûé â îêðóæíîñòü S. Îáîçíà÷èì óãëû

iAM B  ÷åðåç iq , à óãîë AOB ÷åðåç 0q . Íóæíî äîêà-
çàòü, ÷òî

1 2
0lim n

n n®¥

q + q + + q
- q =

K

= 
( ) ( ) ( )1 0 2 0 0lim 0n

n n®¥

q - q + q - q + + q - q
=

K
.

Íî, î÷åâèäíî, äëÿ ëþáîé òî÷êè Ì  íà îêðóæíîñòè S

0 OBM OAMq - q = Ð - Ð ;

6 Ïðèâåäåííîå íèæå ðåøåíèå çàäà÷è 7 çàèìñòâîâàíî èç
çàìåòêè Â.À.Óñïåíñêîãî «Ãåîìåòðè÷åñêèé âûâîä îñíîâí ûõ
ñâîéñòâ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé» («Óñïåõè ìàòåìàòè÷åñ êèõ
íàóê», 1949, âûï. 2 (30)), â êîòîðîé ýòà çàäà÷à êëàäå òñÿ â
îñíîâó òåîðèè ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé.
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òàêèì îáðàçîì, òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî

1 2lim n

n

OBM OBM OBM
n®¥

Ð + Ð + + Ðæ -ç
è

K

1 2 0nOAM OAM OAM
n

Ð + Ð + + Ð ö- =÷
ø

K
, ( * )

ò.å. ÷òî ñðåäíåå çíà÷åíèå óãëà ÎÂÌ  íà îêðóæíîñòè S
ðàâíî ñðåäíåìó çíà÷åíèþ óãëà ÎÀÌ  íà ýòîé îêðóæíî-
ñòè. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî n = 2 m ÷åòíî è
2m-óãîëüíèê 1 2 2mM M MK  èìååò ïðÿìóþ ÎÀ  îñüþ
ñèììåòðèè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ñåðåäèíû ñòîðîí 1 2mM M
è 1m mM M + . Â ýòîì ñëó÷àå, î÷åâèäíî,

1 2 2mOAM OAMÐ + Ð = p ,

2 2 1 2 ,mOAM OAM -Ð + Ð = p

...

1 2n mOAM OAM -Ð + Ð = p

è, ñëåäîâàòåëüíî,
2

1

2

m

i
i

OAM

m
=

Ð
= p

å

íåçàâèñèìî îò çíà÷åíèÿ n.
Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî åñëè ñðåäíåå çíà÷åíèå ôóíê-

öèè OAMÐ  ñóùåñòâóåò  (à ýòî ìû áóäåì ïðåäïîëà-
ãàòü, íå çàäåðæèâàÿñü íà äîêàçàòåëüñòâå), òî îíî ðà âíî
p . Òî÷íî òàê æå ðàâíî p  è ñðåäíåå çíà÷åíèå ïî
îêðóæíîñòè ôóíêöèè OBMÐ , ÷òî è äîêàçûâàåò ( * ) è
òðåáóåìóþ òåîðåìó.

Ôóíêöèè, ñðåäíåå çíà÷åíèå êîòîðûõ íà êàæäîé
îêðóæíîñòè ðàâíî çíà÷åíèþ â öåíòðå îêðóæíîñòè,
íàçûâàþòñÿ ãàðìîíè÷åñêèìè.

Èç çàäà÷è 5 âûòåêàåò, ÷òî äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü è
êîýôôèöèåíò ïðè ìíèìîé ÷àñòè ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà îò
êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî (òî÷êè êîìïëåêñíîé ïëîñ-
êîñòè) ÿâëÿþòñÿ ãàðìîíè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè; çàäà÷à 6
ñâÿçàíà ñ ãàðìîíè÷íîñòüþ ëîãàðèôìà ìîäóëÿ ìíîãî-
÷ëåíà (â îáëàñòè, ãäå ìíîãî÷ëåí íå èìååò êîðíåé),
çàäà÷à 7 äàåò ãåîìåòðè÷åñêèé ïðèìåð ãàðìîíè÷åñêîé
ôóíêöèè.

Ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè èãðàþò âûäàþùóþñÿ ðîëü â
ìàòåìàòèêå, ôèçèêå è  òåõíèêå. Äëÿ ïðèìåðà óïîìÿíåì
çäåñü î çàäà÷å íàõîæäåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóð
â ïðîèçâîëüíîé ïëîñêîé îäíîðîäíîé ïëàñòèíêå. ßñíî,
÷òî åñëè ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóð – óñòàíîâèâøååñÿ,
ò.å. ñàìîïðîèçâîëüíîãî ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóð
íå ïðîèñõîäèò, òî îíî äàåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèåé ,
èáî åñëè áû ñðåäíåå çíà÷åíèå òåìïåðàòóðû íà ìàëîé
îêðóæíîñòè áûëî, íàïðèìåð, áîëüøå òåìïåðàòóðû â
öåíòðå Î , òî òî÷êà Î  íàãðåâàëàñü áû.

Î÷åâèäíî, ÷òî çàäàííàÿ â íåêîòîðîé îáëàñòè ãàðìî-
íè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü íàèáîëüøåå è
íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ ëèøü íà ãðàíèöå ýòîé îáëàñòè,
èáî åñëè áû íàèáîëüøåå çíà÷åíèå äîñòèãàëîñü âî
âíóòðåííåé òî÷êå Î , òî ñðåäíåå çíà÷åíèå ïî îêðóæíî-
ñòè ñ öåíòðîì â Î  íå ìîãëî áû ñîâïàäàòü ñî çíà÷åíèåì

â Î . Ýòî ïðåäëîæåíèå íàçûâàåòñÿ ïðèíöèïîì ìàêñèìó-
ìà è èãðàåò áîëüøóþ ðîëü â òåîðèè ãàðìîíè÷åñêèõ
ôóíêöèé. Èç íåãî ñëåäóåò, ÷òî çíà÷åíèÿ ãàðìîíè÷åñ-
êîé ôóíêöèè â îáëàñòè ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþòñÿ åå
çíà÷åíèÿìè íà ãðàíèöå ýòîé îáëàñòè: òàê, íàïðèìåð,
ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóð íà ïëàñòèíêå îïðåäåëÿåòñÿ
òåìïåðàòóðàìè íà êðàå ïëàñòèíêè. Äåéñòâèòåëüíî,
åñëè áû ñóùåñòâîâàëè äâå ðàçíûå ãàðìîíè÷åñêèå ôóí-
êöèè, òî èõ ðàçíîñòü (êîòîðàÿ, î÷åâèäíî, òîæå áóäåò
ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèåé) áûëà áû ðàâíà íóëþ íà
ãðàíèöå îáëàñòè è îòëè÷íà îò íóëÿ ãäå-òî âíóòðè íåå ;
íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ
ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ íà
ãðàíèöå.

Ôóíêöèè, çàäàííûå â îòäåëüíûõ òî÷êàõ ïëîñêîñòè,
íàïðèìåð â öåíòðàõ êâàäðàòîâ áóìàãè «â êëåòêó»,
íàçûâàþòñÿ ôóíêöèÿìè íà ñåòêå. Ãàðìîíè÷åñêîé ôóí-
êöèåé íà ñåòêå  íàçûâàåòñÿ òàêàÿ, ó êîòîðîé çíà÷åíèå
â êàæäîé òî÷êå ðàâíî ñðåäíåìó àðèôìåòè÷åñêîìó åå
çíà÷åíèé â ñîñåäíèõ òî÷êàõ. Êàê è äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ
ôóíêöèé íà ïëîñêîñòè, çäåñü ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî
íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ íà
ñåòêå ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò íà ãðàíèöå ñåòêè è ÷òî
çíà÷åíèÿ ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè íà ñåòêå îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿþòñÿ åå çíà÷åíèÿìè â ãðàíè÷íûõ óçëàõ ñåòêè.

Ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ïðèáëèæåííîì ðåøåíèè çàäà÷,
ñâÿçàííûõ ñ ãàðìîíè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè, èõ ÷àñòî
çàìåíÿþò ãàðìîíè÷åñêèìè íà ñåòêå ôóíêöèÿìè. Òàêèì
îáðàçîì, íàïðèìåð, ìîæíî âû÷èñëèòü òåìïåðàòóðó â
òî÷êå îäíîðîäíîé ïëîñêîé ïëàñòèíêè, åñëè èçâåñòíà
òåìïåðàòóðà íà êðàþ. Äëÿ ýòîãî ïëàñòèíêà äåëèòñÿ íà
ìåëêèå êâàäðàòèêè, ãäå òåìïåðàòóðà ïðåäïîëàãàåòñÿ
íåèçìåííîé, è âûïèñûâàåòñÿ óñëîâèå ãàðìîíè÷íîñòè
íà ñåòêå, ñîñòîÿùåé èç öåíòðîâ êâàäðàòèêîâ: ñðåäíåå
àðèôìåòè÷åñêîå òåìïåðàòóð ñîñåäåé äàííîãî êâàäðàòè-
êà ðàâíî åãî ñîáñòâåííîé òåìïåðàòóðå; ðåøåíèå çàäà÷ è
óäîáíî ïðîâîäèòü ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëè-
æåíèé.

Ëåãêàÿ çàäà÷à 8 êàñàåòñÿ îäíîãî âàæíîãî ñâîéñòâà
ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé íà ñåòêå.

Çàäà÷à 8. Â êàæäîé êëåòêå áåñêîíå÷íîãî ëèñòà
êëåò÷àòîé áóìàãè íàïèñàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ðàâ-
íîå ñðåäíåìó àðèôìåòè÷åñêîìó ÷èñåë, ñòîÿùèõ â
÷åòûðåõ ñîñåäíèõ êëåòêàõ. Äîêàæèòå, ÷òî âî âñåõ
êëåòêàõ íàïèñàíî îäíî è è òî æå ÷èñëî.

Ðåøåíèå. ×åòûðå ñîñåäà-÷èñëà â òàêîé òàáëèöå, êàê
óêàçàíî â óñëîâèè, íå ìîãóò áûòü âñå áîëüøå åãî è í å
ìîãóò áûòü âñå ìåíüøå åãî. Âìåñòå ñ òåì ñðåäè ëþáîã î
êîëè÷åñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë âñåãäà åñòü íàèìåíüøåå
n. Âñå ÷åòûðå åãî ñîñåäà ðàâíû n, òàê êàê îíè íå ìåíüøå
n, è åñëè õîòÿ áû îäíî áûëî áîëüøå, òî ñðåäíåå
àðèôìåòè÷åñêîå òîæå áûëî áû áîëüøå n, òîãäà êàê ïî
óñëîâèþ îíî ðàâíî n.

Òî÷íî òàê æå ñîñåäè ýòèõ ñîñåäåé ðàâíû n è ò.ä. Òàê
ìû óáåæäàåìñÿ, ÷òî âñå ÷èñëà â êëåòêàõ ðàâíû n.
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Ìåòåîðîëîãè÷åñêèå
íàáëþäåíèÿ:

ðàñïðåäåëåííûå â ïðîñòðàíñòâå
è âî âðåìåíè (ïðîäîëæåíèå)

Â.ÃÎÐÄÈÍ

Âñÿêîå äåéñòâèå ðîæäàåò îøèáêè.
Ïðîáëåìà êîíòðîëÿ

Ïîïðîáóåì ãåîãðàôèþ! Ëîíäîí – ñòîëèöà Ïàðèæà,
à Ïàðèæ – ñòîëèöà Ðèìà, à Ðèì…

Íåò, âñå íå òàê, âñå íåïðàâèëüíî!
Ë.Êýððîëë. Àëèñà â Ñòðàíå ×óäåñ

Èíôîðìàöèÿ,  ïîëó÷åííàÿ  â  ðåçóëüòàòå èçìåðåíèé,
ïåðåäàåòñÿ  â   ìåòåîðîëîãè÷åñêèå öåíòðû. Ïðè ïåðåä à-
÷å èíôîðìàöèè íà íåïîñðåäñòâåííûå îøèáêè èçìåðå-
íèé ìîãóò íàêëàäûâàòüñÿ èíûå îøèáêè. Ïîñêîëüêó
ïåðåäàâàåìûõ òåëåãðàìì òûñÿ÷è, íàáèðàþòñÿ ñîòíè
îøèáîê. Íàïðèìåð, ïîðÿäîê, â êîòîðîì ïåðåäàþòñÿ
èíäåêñ18  (íîìåð) ñòàíöèè è ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé,
íåñòàíäàðòåí. ×åëîâåê òàêóþ îøèáêó èñïðàâèò ëåãêî,
íî åñëè â àëãîðèòìå îáðàáîòêè è êîíòðîëÿ èíôîðìàöèè
íå ïðåäóñìîòðåòü, êàê òàêàÿ îøèáêà ìîæåò áûòü îáíà-
ðóæåíà, òî, î÷åâèäíî, äàëüíåéøèå äåéñòâèÿ êîìïüþòå-
ðà áóäóò ñëåäóþùèå. Ïðîãðàììà ïðîãíîçà áóäåò ñ÷è-
òàòü, ÷òî â òî÷êå ñ èíäåêñîì, ïîëó÷èâøèìñÿ èç ÷èñåë ,
îïèñûâàþùèõ òåìïåðàòóðó, íàáëþäàåòñÿ òåìïåðàòóðà,
ïîëó÷èâøàÿñÿ èç ÷èñåë, îïèñûâàþùèõ èíäåêñ. Ðàáîòà
ïðîãðàììû äàëåå áóäåò íàïîìèíàòü ðàáîòó ñèñòåìû
øåñòåðåíîê, â êîòîðóþ ùåäðîé ðóêîé âûñûïàëè ãîðñòü
øóðóïîâ. ×òîáû ýòîãî íå ïðîèçîøëî, ìåòåîèíôîðìà-
öèÿ, ïðèõîäÿùàÿ ïî êàíàëàì ñâÿçè, ïðîõîäèò ïåðâè÷-
íóþ îáðàáîòêó è êîíòðîëü.

Â ðåçóëüòàòå ýòîé ïåðâè÷íîé îáðàáîòêè ÷èñëà, îïè-
ñûâàþùèå êîîðäèíàòû ñòàíöèè, ñðîê íàáëþäåíèÿ,
òåìïåðàòóðó, âåòåð è âëàæíîñòü íà ðàçëè÷íûõ âûñî-
òàõ, áóäóò ñòîÿòü â «ìàêåòå» ñòðîãî íà ñâîèõ ìåñòàõ .
Ìåñòî îòñóòñòâóþùåé èíôîðìàöèè (íàïðèìåð, åñëè
çîíä íå äîëåòåë äî ïîëîæåííîé âûñîòû) çàïîëíÿåòñÿ
(êîäèðóåòñÿ) â ìàêåòå ñïåöèàëüíûì ñèìâîëîì. Ïðî-

ãðàììà êîíòðîëÿ äîëæíà îáíàðóæèòü 19  ãðóáûå îøèá-
êè è, åñëè âîçìîæíî, èñïðàâèòü èõ, à åñëè íåò, òî
îòáðîñèòü. Äëÿ îáíàðóæåíèÿ, íàïðèìåð, ïîëó÷åííûå
äàííûå ìîæíî ñðàâíèòü ñ èõ êëèìàòè÷åñêèìè õàðàê-
òåðèñòèêàìè (ñðåäíèìè çíà÷åíèÿìè â ýòîé òî÷êå çà
äàííûé ìåñÿö). Åñëè çèìîé èç Àðêòèêè ñîîáùàò î
òåìïåðàòóðå 30 C+ ° , òî ÷åëîâåê, çíàþùèé ãåîãðà-
ôèþ, ýòîìó íå ïîâåðèò. Íóæíî, ÷òîáû è êîìïüþòåð
«íå ïîâåðèë». Òàêîé âèä êîíòðîëÿ íàçûâàåòñÿ êëè-
ìàòè÷åñêèì. Äëÿ åãî ïðèìåíåíèÿ íåîáõîäèìî èìåòü â
ïàìÿòè ìàøèíû íå òîëüêî ïîëÿ ïåðâîãî ïðèáëèæå-
íèÿ, â äàííîì ñëó÷àå – ïîëÿ êëèìàòè÷åñêèõ âåëè÷èí
(ðèñ.7, à è 8, à), íî è ïîëÿ äîïóñòèìûõ (ñ òî÷êè
çðåíèÿ ìàøèííîãî êîíòðîëÿ) îòêëîíåíèé ìåòåîðîëî-
ãè÷åñêèõ âåëè÷èí îò ýòèõ ñðåäíèõ. Ìîæíî ñðàâíèòü
ïðîâåðÿåìîå çíà÷åíèå ìåòåîðîëîãè÷åñêîé
âåëè÷èíû ñ àíàëîãè÷íûìè íà ñîñåäíèõ ñòàíöèÿõ. Òà-
êîé âèä êîíòðîëÿ íàçûâàåòñÿ ãîðèçîíòàëüíûì. Ìîæ-
íî ñðàâíèòü çíà÷åíèå ñ àíàëîãè÷íûìè çà ïðåäûäó-
ùèé ñðîê íàáëþäåíèé – òàêîé êîíòðîëü íàçûâàåòñÿ
âðåìåíí ’ûì.

Ðàçðàáàòûâàÿ ïðîöåäóðó ïðîãíîçà, ðàññ÷èòûâàþò,
÷òî ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû áóäóò áîëüøå ñîîòâåò-
ñòâîâàòü äåéñòâèòåëüíîñòè, ÷åì êëèìàòè÷åñêèå ïîëÿ
(èíà÷å, çà÷åì áû îãîðîä, ò.å. ïðîãíîç, ãîðîäèòü?).
Ñëåäîâàòåëüíî, â êà÷åñòâå ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ
ïðîãðàìì êîíòðîëÿ öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü íå
êëèìàòè÷åñêèå, à ïðîãíîñòè÷åñêèå ïîëÿ. Â ýòîì ñëó-
÷àå ìîæíî óìåíüøèòü øèðèíó «îêíà», ò.å. çíà÷åíèÿ
îòêëîíåíèé, êîòîðûå ñ÷èòàþòñÿ ìàêñèìàëüíî äîïóñ-
òèìûìè. Òàêèì îáðàçîì, ïðè èñïîëüçîâàíèè âìåñòî
êëèìàòà õîðîøåãî ïðîãíîçà ïåðâîå ïðèáëèæåíèå â
àëãîðèòìå êîíòðîëÿ óëó÷øàåòñÿ. Ïðè ýòîì óìåíüøà-
åòñÿ âåðîÿòíîñòü âîçíèêíîâåíèÿ îøèáîê äâóõ ðîäîâ:
ïðîïóñê ñîäåðæàùåéñÿ â òåëåãðàììå îøèáêè è áðà-

18 Êîîðäèíàòû ñòàíöèè îïðåäåëÿþòñÿ óæå â ìåòåîðîëîãè-
÷åñêîì öåíòðå ïî åå èíäåêñó. Èíîãäà ïðèáîðû ïåðåíîñ ÿò íà
íîâîå ìåñòî, à â ñïðàâî÷íèê êîîðäèíàò è âûñîò çàáûâ àþò
âíåñòè èñïðàâëåíèå. Ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ ãèäðîñòàòèê è
íåòðóäíî îöåíèòü, ê êàêîé ñèñòåìàòè÷åñêîé îøèáêå â äàâëå-
íèè ïðèâåäåò ïîäúåì ñèíîïòè÷åñêîé ñòàíöèè, ñêàæåì, íà 20 ì.

19 Â òàêîì ñëó÷àå õîðîøî áû èç ìåòåîöåíòðà, ãäå ïðîèç âî-
äèòñÿ êîíòðîëü, «ïåðåñïðîñèòü» îòïðàâèòåëÿ, ò.å. àâ òîìà-
òè÷åñêè ïîïðîñèòü åãî óòî÷íèòü ïîäîçðèòåëüíîå ÷èñëî . Ïîêà
òàêîé ñèñòåìû îáðàòíîé ñâÿçè íåò.
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êîâêà âåðíîãî çíà÷åíèÿ, êîòîðîå ñóùåñòâåííî îòëè÷à-
åòñÿ îò êëèìàòè÷åñêîãî ïîëÿ (âîçìîæíî, êîíêðåòíûå
çíà÷åíèÿ ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ îò ñðåäíåãî 20 ).

Ñóùåñòâóþùèå àëãîðèòìû êîíòðîëÿ ïîñòîÿííî óñî-
âåðøåíñòâóþòñÿ, õîòÿ è ñåé÷àñ îíè íåïëîõî óñòðàíÿþò
íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûå îøèáêè. Íàèëó÷øèå ðå-
çóëüòàòû äàåò êîìïëåêñíûé êîíòðîëü, êîòîðûé ñîñòî-
èò èç íåñêîëüêèõ âèäîâ êîíòðîëÿ, ïåðå÷èñëåííûõ
âûøå. Ïðè ýòîì øèðèíà ðàçëè÷íûõ «îêîí» äîëæíà
áûòü âçàèìíî ñîãëàñîâàíà. Ñàìûé ñëîæíûé áëîê òàêî-
ãî àëãîðèòìà – áëîê ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ: ïðè íàëè÷èè
òàêèõ-òî ïîäîçðåíèé îêîí÷àòåëüíî ñ÷èòàòü ÷èñëî âåð-
íûì èëè îøèáî÷íûì. Êà÷åñòâî êîíòðîëÿ õàðàêòåðèçó-
åòñÿ äâóìÿ ÷èñëàìè – îøèáêàìè îáîèõ ðîäîâ. Ñóáúåê-
òèâíûé àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû àëãîðèòìà êîíòðî-
ëÿ ïîçâîëÿåò ïîíÿòü, â êàêèõ ñèòóàöèÿõ (íàïðèìåð,
ïðè êîíòðîëå äàííûõ èç êàêèõ ãåîãðàôè÷åñêèõ ðàéî-
íîâ) àëãîðèòì ðàáîòàåò íåóäîâëåòâîðèòåëüíî (ïðîïóñ-
êàåò êàêèå-òî îøèáêè èëè îòáðàñûâàåò âåðíûå äàííûå)
è êàê ìîæíî óëó÷øèòü ñàì àëãîðèòì.

Âïðî÷åì, îøèáêè áûâàþò è ýêçîòè÷åñêèå. Îäíà ñòàí-
öèÿ, ðàñïîëîæåííàÿ â Çàêàâêàçüå, ïîñòîÿííî ïåðåäà-
âàëà äàííûå, ñèëüíî îòëè÷àþùèåñÿ îò äàííûõ ñîñåä-
íèõ ñòàíöèé. Ñèíîïòèêè ê ýòîìó ïðèâûêëè è ïðè

àíàëèçå ïîñòóïàþùåé èíôîðìàöèè
äàííûå ýòîé ñòàíöèè íå ó÷èòûâàëè.
Àâòîìàòè÷åñêèé êîíòðîëü òàêæå ÷àñ-
òî áðàêîâàë ýòó èíôîðìàöèþ. Îäíà-
êî «ðàññëåäîâàíèå» ïîêàçàëî, ÷òî
ýòî ... ÿïîíñêàÿ ñòàíöèÿ. Êîãäà-òî
ïðè íàáèâêå êîîðäèíàò íà ïåðôîêàð-
òû â äîëãîòå ýòîé ñòàíöèè ïðîïóñòè-
ëè åäèíè÷êó, è äîëãîòà óìåíüøèëàñü
ðîâíî íà 100° , à øèðîòà íå èçìåíè-
ëàñü. Â ðåçóëüòàòå ñîñòîÿíèå àòìîñ-
ôåðû íàä Õîêêàéäî ïðèïèñûâàëîñü
Êàâêàçó.

Äðóãîé ïðèìåð. Íîðâåãèÿ (îäíà èç
ñòðàí – ÷ëåíîâ ÂÌÎ) â âîñüìèäåñÿ-
òûõ ãîäàõ óñòàíîâèëà â Àðêòèêå ïîë-
ñîòíè áóåâ, àâòîìàòè÷åñêè ïåðåäà-
âàâøèõ èíôîðìàöèþ. ×åòûðå áóÿ îêà-
çàëèñü ñ äåôåêòîì – îíè ïåðåäàâàëè
î÷åíü íèçêîå äàâëåíèå íà óðîâíå ìîðÿ:
950 ãÏà (ñðåäíåå çíà÷åíèå äàâëåíèÿ
íà óðîâíå ìîðÿ ðàâíî 1013 ãÏà).
Ïðè ñðàâíåíèè ñ ïðîãíîçîì êîíòðîëü
ýòè äàííûå áðàêîâàë. Âñå áûëî â
ïîðÿäêå. Íî êîãäà â ýòîò ðàéîí ïðè-
øåë ñèëüíûé öèêëîí (îáëàñòü íèçêî-
ãî äàâëåíèÿ) è «÷åñòíûé» ïðîãíîç
äàë çíà÷åíèå äàâëåíèÿ 975 ãÏà, òî
äàííûå ýòèõ áóåâ ïîïàëè â «îêíî»
äîïóñòèìûõ îòêëîíåíèé îò ïðîãíîçà.
Êðîìå òîãî, îíè îêàçàëèñü èäåàëüíî

ñîãëàñîâàííûìè ìåæäó ñîáîé (òàê êàê áûëè îäèíàêî-
âûìè) è ïîòîìó ïðîøëè ãîðèçîíòàëüíûé è âðåìåííîé
êîíòðîëü. Ïðåæäå ÷åì áûëà âûÿâëåíà ïðè÷èíà è
óñòàíîâëåí ñïåöèàëüíûé àëãîðèòì «çàùèòû îò äàí-
íûõ» ýòèõ áóåâ, áûëî äàíî íåñêîëüêî ïðîãíîçîâ âåñüì à
íèçêîãî (îñîáåííî äëÿ Àðêòèêè) êà÷åñòâà.

Ñòàòèñòèêà èëè ãåîìåòðèÿ: êîýôôèöèåíò
êîððåëÿöèè – ýòî êîñèíóñ

Âäðóã ñåðûé âîëê óäàðèëñÿ î ñûðóþ çåìëþ è ñòàë
êîíåì çëàòîãðèâûì.

Ðóññêàÿ íàðîäíàÿ ñêàçêà «Èâàí-öàðåâè÷ è ñåðûé âîëê»

Ïðåäïîëîæèì, èìååòñÿ äâà íàáîðà ÷èñåë îäèíàêî-
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 è ìû õîòèì ïîíÿòü,
ìîæíî ëè ïî îäíîìó ðÿäó ïðåäñêàçàòü äðóãîé. 21  Íà-
ïðèìåð, ïî âûñîòå ñòîëáèêà òåðìîìåòðà çà íàøèì
îêíîì ìû ïðåäñêàçûâàåì òåìïåðàòóðó: à) îêîëî òåð-
ìîìåòðà; á) â òîì ìåñòå, êóäà ìû ïëàíèðóåì îòïðà-
âèòüñÿ. Ïîíÿòíî, ÷òî â ñëó÷àå à) çàâèñèìîñòü ëèíåé-
íàÿ (äëÿ ýòîãî-òî òåðìîìåòð è ñîâåðøåíñòâîâàëè íå-
ñêîëüêî âåêîâ): j jq p= a + b , ãäå j  – íîìåð ìîìåíòà
âðåìåíè, à êîíñòàíòû a  è b  õàðàêòåðèçóþò äàííûé
òåðìîìåòð è òåìïåðàòóðíóþ øêàëó. Â ñëó÷àå á) ðå-
çóëüòàò çàâèñèò îò ïîäðîáíîñòåé. Åñëè ñîáèðàåòåñü â

Ðèñ.7. Ìîæíî ñðàâíèòü ïðîâåðÿåìóþ âåëè÷èíó, ñîîòâåò ñòâóþùóþ êàêîé-òî âûñîòå
èçìåðåíèÿ ðàäèîçîíäà, ñ àíàëîãè÷íûìè âåëè÷èíàìè íà ñîñåäíèõ âûñîòàõ, êîòîðûå
òàêæå ïðèâîäÿòñÿ â àýðîëîãè÷åñêîé òåëåãðàììå. Òàêîé  âèä êîíòðîëÿ íàçûâàåòñÿ
âåðòèêàëüíûì. ×òîáû èì ïîëüçîâàòüñÿ, íåîáõîäèìî çíà òü ìàêñèìàëüíî âîçìîæíóþ
ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ êîíòðîëèðóåìîãî ïîëÿ ïî âåðòèêàë è. Íà ðèñóíêå à) ïðèâåäåíû
ñðåäíèå ïðîôèëè òåìïåðàòóðû, ïëîòíîñòè, äàâëåíèÿ. Ç äåñü r = 3

1 1 ã ñì , 1p = 1 ãÏà .
Íà ðèñóíêå á) ïðåäñòàâëåíû ïðîôèëè òåìïåðàòóðû (ñïð àâà) è òåìïåðàòóðû òî÷êè
ðîñû (ñëåâà), ñîäåðæàâøèåñÿ â äâóõ àýðîëîãè÷åñêèõ ò åëåãðàììàõ. Ïðîàíàëèçèðîâàâ
ñîâìåñòíî ýòè äâà ðèñóíêà, ìîæíî ãðóáî îöåíèòü äîïó ñòèìûå (íóæíî, ÷òîáû êîíòðîëü
èõ ïðîïóñêàë) îòêëîíåíèÿ òåìïåðàòóðû îò êëèìàòè÷åñê èõ çíà÷åíèé

20 Âàæíûé âîïðîñ: êàê êîëè÷åñòâåííî îïèñàòü âàðèàáåëü -
íîñòü (îòëè÷èå îò ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ) òîãî èëè èíîãî  ìåòåî-
ýëåìåíòà â êàêîé-òî îáëàñòè â êàêîé-òî ìåñÿö? Ìû îá ñóäèì
åãî.

21 Çäåñü áóêâà ð íå èìååò îòíîøåíèÿ ê äàâëåíèþ, ýòî
ïðîñòî îáîçíà÷åíèå íåêîòîðîãî ÷èñëà.
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áóëî÷íóþ çà óãëîì – ñèòóàöèÿ ïî÷òè òàêàÿ æå, ÷òî è
â ñëó÷àå à). À åñëè íà äðóãîé êîíòèíåíò – íå÷åãî
òîãäà è â îêíî ñìîòðåòü.

Âàæíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ÷èñëîâîãî ðÿäà – åãî ñðåä-

íÿÿ âåëè÷èíà 
1

1 N

j
j

Sp p
N =

= å . Íî åñëè ó íàñ ðÿäîì âèñÿò

äâà òåðìîìåòðà – îäèí ñî øêàëîé Öåëüñèÿ, à äðóãîé ñ î
øêàëîé Ðåîìþðà èëè Ôàðåíãåéòà, òî ïîêàçàíèÿ ó íèõ
ðàçíûå è ñðåäíåå çíà÷åíèå ýòèõ ïîêàçàíèé ó êàæäîãî
òåðìîìåòðà ñâîå. Êàê æå óáåäèòüñÿ, ÷òî îíè ïîêàçûâà -
þò îäíó è òó æå òåìïåðàòóðó?

Ïðåæäå âñåãî âû÷òåì ñðåäíèå âåëè÷èíû, ò. å. ïå-
ðåéäåì ê öåíòðèðîâàííûì ÷èñëîâûì ðÿäàì:

,j jp p Sp= -%  j jq q Sq= -% . Ó êàæäîãî èç ýòèõ ÷èñëî-
âûõ ðÿäîâ ñðåäíåå çíà÷åíèå íóëåâîå. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî ïåðâûé öåíòðèðîâàííûé ðÿä ñîñòîèò èç ÷èñåë 1 è
–1 â ðàâíûõ êîëè÷åñòâàõ, à âòîðîé ïîëó÷àåòñÿ èç
ïåðâîãî óìíîæåíèåì íà ÷èñëî 0a ¹ . Òîãäà ñòîèò
ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî îäèí è òîò æå íàáîð èçìåðåíèé,
òîëüêî îïèñàííûé â ðàçíûõ øêàëàõ (ìàñøòàáàõ).
Îäíàêî ýòî íóæíî ïðîâåðèòü. Ïóñòü ñíà÷àëà N = 3,
ò.å. ïðîèçâåäåíî ëèøü ïî òðè èçìåðåíèÿ. Òîãäà êàæ-
äûé èç äâóõ íàáîðîâ ñîäåðæèò ïî 3 ÷èñëà è êàæäûé
íàáîð ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê âåêòîð â òðåõ-
ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå 3¡ . Òåïåðü íàäî óçíàòü, ÿâëÿ-
þòñÿ ëè ýòè âåêòîðû ïðîïîðöèîíàëüíûìè, à åñëè
íåò, òî íàñêîëüêî âåëèêà ìåðà ýòîé íåïðîïîðöèî-
íàëüíîñòè. Òàêîé ìåðîé ÿâëÿåòñÿ óãîë ìåæäó âåêòî-
ðàìè, òî÷íåå êîñèíóñ óãëà. Êîãäà îí ðàâåí 1, âåêòî-
ðû ïðîïîðöèîíàëüíû, à êîãäà 0 – îðòîãîíàëüíû.
Åñëè æå êîñèíóñ ðàâåí –1, âåêòîðû ïðîïîðöèîíàëü-
íû, íî ñî çíàêîì «ìèíóñ». Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êîãäà
íà îäíîì òåðìîìåòðå òåìïåðàòóðà âûøå ñðåäíåé, íà
äðóãîì îíà íèæå è íàîáîðîò. Î òàêèõ òåìïåðàòóðíûõ
øêàëàõ óïîìèíàëîñü â ïåðâîé ÷àñòè ñòàòüè.

×òîáû âû÷èñëèòü êîñèíóñ óãëà ìåæäó âåêòîðàìè â
3¡ , ñóùåñòâóåò çàìå÷àòåëüíûé ñïîñîá – íóæíî âû÷èñ-

ëèòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ è ïîäåëèòü íà
ïðîèçâåäåíèå èõ íîðì:

( )
1 2 1 2

3 3 3
2 2

1 1 1

,
cos

| || | j j j j
j j j

p q
p q p q

p q

- -

= = =

æ ö æ ö æ ö
J = = ç ÷ ç ÷ ç ÷ç ÷ ç ÷ ç ÷

è ø è ø è ø
å å å

r r
% % % %r r .

Åñëè âåêòîðû p
r

 è q
r

 ïðîïîðöèîíàëüíû è êîýôôèöèåíò
ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ïîëîæèòåëåí, òî (ïðîâåðüòå)
cos 1J = , à åñëè êîýôôèöèåíò îòðèöàòåëåí, òî
cos 1J = - . Ýòó ôîðìóëó äëÿ êîñèíóñà ëåãêî îáîáùèòü
íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî N  – íóæíî ëèøü ïîìåíÿòü
âåðõíèé ïðåäåë ó âñåõ ñóìì. Íåðàâåíñòâî Êîøè –
Áóíÿêîâñêîãî äëÿ ÷èñëîâûõ ðÿäîâ ãëàñèò:

 ( )
2

2 2

1 1 1

, .
N N N

j j j j
j j j

p q p q p q p q
= = =

£ Û £å å å
r r r r

% % % %

Çíà÷èò, ìîäóëü âåëè÷èíû, êîòîðóþ ìû íàçâàëè êîñè-
íóñîì, íå ïðåâîñõîäèò 1. Ïî ýòîé âåëè÷èíå ìîæíî
âîññòàíîâèòü è óãîë ìåæäó äâóìÿ âåêòîðàìè – ñàìûé
îáû÷íûé óãîë, õîòÿ âåêòîðû è N-ìåðíûå.

×èñëî cosr = J  èìååò åùå îäíî íàçâàíèå: êîýôôèöè-

åíò êîððåëÿöèè ìåæäó ÷èñëîâûìè ðÿäàìè  { }
1

N
j j

p
=

 è

{ }
1

N
j j

q
= . Ýòîò òåðìèí èñïîëüçóþò, êîãäà ãîâîðÿò î

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èíàõ, âåðîÿòíîñòÿõ è ò.ï. Îí õàðàê-
òåðèçóåò ïîõîæåñòü êîëåáàíèé ýòèõ ÷èñëîâûõ ðÿäîâ.
Ïðèìåð ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû äàåò îáûêíîâåííûé êó-
áèê ñ ÷èñëàìè íà ãðàíÿõ îò åäèíèöû äî øåñòè. Êàæäàÿ
ãðàíü, åñëè êóáèê íå èñïîð÷åí, âûïàäàåò ñ îäèíàêîâî é
âåðîÿòíîñòüþ, ðàâíîé 1/6. Åñëè êóáèê ïîäáðîñèòü
ìíîãî ðàç, òî ñðåäíåå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
(âûïàâøåãî ÷èñëà) áóäåò áëèçêî ê 3,5. Ïóñòü jp  –
÷èñëî íà ãðàíè êóáèêà ïðè j -ì ïîäáðàñûâàíèè, à

3,5jq =  ïðè âñåõ j . Ó ýòèõ âåëè÷èí îäèíàêîâûå
ñðåäíèå, à êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ðàâåí (ïðîâåðü-
òå) íóëþ.

Ñòàòèñòè÷åñêèå ñâÿçè è ïðåäñêàçàíèÿ

Èâàí Íèêîëàåâè÷ ñìóòèëñÿ, íî íåíàäîëãî, ïîòîìó
÷òî âäðóã ñîîáðàçèë, ÷òî ïðîôåññîð íåïðåìåííî
äîëæåí îêàçàòüñÿ â äîìå ¹13 è îáÿçàòåëüíî â
êâàðòèðå 47.

Ì.À.Áóëãàêîâ. Ìàñòåð è Ìàðãàðèòà

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â êàæäîé òî÷êå ïîëÿ x
r

 îòêëîíå-
íèå ïîëÿ ( )xz

r
 îò êëèìàòà åñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà,

ïðèíèìàþùàÿ ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ. Â òåîðèè âåðîÿòíî-
ñòåé ñðåäíåå âñåõ çíà÷åíèé íàçûâàþò ìàòåìàòè÷åñêèì
îæèäàíèåì è îáîçíà÷àþò ñèìâîëîì ( )M xz

r
. Åñëè æå

íóæíî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî îöåíêà âûïîëíåíà ïî êîíå÷íî-
ìó ðÿäó, òî èñïîëüçóþò ñèìâîë ( )S xz

r
.

Åñëè ðÿäû { }
1

N
j j

p
=

 è { }
1

N
j j

q
=

 ñîñòàâëåíû, ñêàæåì, èç
çíà÷åíèé äàâëåíèÿ è òåìïåðàòóðû â êàêîé-òî òî÷êå x

r

â ìîìåíòû jt , òî êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè r õàðàêòå-
ðèçóåò ñòàòèñòè÷åñêóþ ñâÿçü ìåæäó íèìè. Íàïðèìåð,
åñëè áû îêàçàëîñü, ÷òî r > 0, òî ýòî  îçíà÷àëîñü áû, ÷òî
÷åì âûøå äàâëåíèå, òåì, êàê ïðàâèëî, âûøå òåìïåðà-
òóðà. ×åì áëèæå áûë áû êîýôôèöèåíò r ê 1, òåì ðåæå
íàðóøàëîñü áû ýòî ñòàòèñòè÷åñêîå ïðàâèëî. Â ðåàëüíî -
ñòè æå êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ìåæäó òåìïåðàòóðîé
è äàâëåíèåì â îäíîé è òîé æå òî÷êå è â îäèí è òîò æ å
ìîìåíò âðåìåíè áëèçîê ê íóëþ. À íàñêîëüêî äëèííûì
äîëæåí áûòü ðÿä, ò.å. êàêèì ñëåäóåò âûáèðàòü N?
Îòâåò íà ýòîò ïðîñòîé âîïðîñ âåñüìà ñëîæåí, à íåïðà -
âèëüíûé îòâåò ìîæåò ïðèâåñòè ê ïðèíöèïèàëüíûì
îøèáêàì.

Äîïóñòèì, òåìïåðàòóðà è äàâëåíèå èçìåðÿþòñÿ åæå-
ñåêóíäíî â òå÷åíèå ìèíóòû, ò.å. N = 60. Âïîëíå
âîçìîæíî, ÷òî îáå âåëè÷èíû ðàñòóò èëè îäíà èç íèõ
óáûâàåò. Ïîñêîëüêó ìèíóòà – ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøîé
(â ìåòåîðîëîãè÷åñêîì ñìûñëå) îòðåçîê âðåìåíè, äàâëå -
íèå è òåìïåðàòóðà õîðîøî îïèñûâàþòñÿ ëèíåéíûìè
ôóíêöèÿìè âðåìåíè. Òîãäà êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè
ýòèõ ðÿäîâ áëèçîê (ïðîâåðüòå) ê 1 (èëè ê –1, åñëè î äíà
âåëè÷èíà ðàñòåò, à äðóãàÿ óáûâàåò). Åñëè ñäåëàòü
îïðîìåò÷èâûé âûâîä, ÷òî òàêàÿ ñâÿçü áóäåò ïðîäîë-
æàòüñÿ è äàëåå, íà áîëüøèõ âðåìåíí ’ûõ èíòåðâàëàõ, òî
ðåçóëüòàò ïîëó÷èòñÿ ñîâåðøåííî íåâåðíûé. Èçâåñòíî,
íàïðèìåð, ÷òî äíåì áûâàåò, êàê ïðàâèëî, òåïëåå, ÷åì
íî÷üþ, à çèìîé – õîëîäíåå, ÷åì ëåòîì. Íî êîëåáàíèé
äàâëåíèÿ ñ áîëüøîé àìïëèòóäîé, àíàëîãè÷íûõ êîëåáà-
íèÿì òåìïåðàòóðû, íè ñ ñóòî÷íûì, íè ñ ãîäîâûì
ïåðèîäîì â ïðèðîäå íå ñóùåñòâóåò. Íåëüçÿ áûëî ïî
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22 Ñëîâî «êëèìàò» ïðîèçîøëî îò ãðå÷åñêîãî «íàêëîí».
Ïîíÿòèå ââåäåíî Ãèïïàðõîì èç Íèêåè (190–120 äî í.ý. ). Çåìëÿ
áûëà èì ðàçäåëåíà óñëîâíî íà ïÿòü øèðîòíûõ çîí, íà êîòîðûå
ñîëíå÷íûå ëó÷è ïàäàþò ïîä ðàçíûì íàêëîíîì. Òàì, ãäå  íàêëîí
ñèëåí, ñîëíöå ñëàáî íàãðåâàåò âîçäóõ. Ãðåöèÿ è Ìàëà ÿ Àçèÿ
ëåæàò âî âòîðîì (ò. å. óìåðåííîì) ñåâåðíîì êëèìàòå,  êàêîâîé
íàèáîëåå áëàãîïðèÿòåí äëÿ æèçíè ÷åëîâåêà. Íà ñàìîì äåëå
îñíîâíîé íàãðåâ âîçäóõà ïðîèçâîäèò ñâåò, íå èäóùèé íåïîñðåä-
ñòâåííî îò Ñîëíöà, à ñíà÷àëà ïîãëîùåííûé è çàòåì èç ëó÷åí-
íûé ïîâåðõíîñòüþ ïëàíåòû (â ñîâðåìåííûõ ïðîãíîçàõ ó ÷èòû-
âàþò àëüáåäî ïîâåðõíîñòè, îïðåäåëÿþùåå, êàêàÿ ÷àñòü  ñâåòî-
âîãî ïîòîêà áóäåò ïîãëîùåíà ïîâåðõíîñòüþ ñóøè èëè â îäû, à
êàêàÿ áóäåò îòðàæåíà ñðàçó â àòìîñôåðó). Â XIX âåêå
À.Ãóìáîëüäò (1769–1859) ïðåäëîæèë ïðè àíàëèçå ïðè÷è í ðàç-
ëè÷èÿ êëèìàòà â ðàçíûõ ÷àñòÿõ ïëàíåòû êðîìå øèðîòû
ìåñòíîñòè ó÷èòûâàòü òàêæå áëèçîñòü îêåàíîâ è ò. ï.
ãåîãðàôè÷åñêèå ôàêòîðû, âëèÿþùèå íà êëèìàò â ñîâðåì åííîì
åãî ïîíèìàíèè.

23 Ïîñêîëüêó íà ðàññòîÿíèÿõ ïîðÿäêà ðàäèóñà Çåìëè êîðð å-
ëÿöèÿ áëèçêà ê íóëþ, êðèâèçíà Çåìëè â äàííîé ñòàòèñ òè÷åñ-
êîé ìîäåëè íåñóùåñòâåííà – Çåìëþ ìîæíî ñ÷èòàòü ïëîñ êîé!

ðÿäó íà êîðîòêîì îòðåçêå (1 ìèíóòà) äåëàòü âûâîäû î
ñòîëü ñèëüíîé êîððåëÿöèè òåìïåðàòóðû è äàâëåíèÿ.

Îñòàâèâ âîïðîñ î ìåòîäàõ îïðåäåëåíèÿ äîñòàòî÷íîñ-
òè äëèíû ðÿäà áåç îòâåòà, ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàøè
ðÿäû äîñòàòî÷íû è ÷òî îíè õîðîøî ïðåäñòàâëÿþò
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è ÷òî ñóììû S «íåäàëåêè» îò ýòèõ ïðåäåëîâ. Äâå

ïîñëåäíèå ñóììû (òî÷íåå, èõ ïðåäåëû ïðè N ® +¥ )
íàçûâàþòñÿ äèñïåðñèÿìè âåëè÷èí ð è q ñîîòâåòñòâåí-
íî. Êîðíè èç äèñïåðñèé íàçûâàþò ñðåäíåêâàäðàòè÷íû-
ìè îòêëîíåíèÿìè – ÑÊÎ – è îáîçíà÷àþò ps  èëè qs .
Îíè õàðàêòåðèçóþò âàðèàáåëüíîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ
ðÿäîâ âîêðóã ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ.

Èíòåðïîëÿöèÿ, êëèìàò, êîððåëÿöèè

Èíîãäà ïðèõîäèòñÿ ïîëàãàòüñÿ íà ñëó÷àé; íè â ÷åì
íåëüçÿ áûòü âïîëíå óâåðåííûì â ìîðñêîì ñðàæåíèè.

Ã.Íåëüñîí

Âîîðóæåííûå ïîíÿòèÿìè ñðåäíåãî, äèñïåðñèè è êîð-
ðåëÿöèè, âåðíåìñÿ ê çåìíîé àòìîñôåðå. Ïîëó÷åííûå â
ðåçóëüòàòå èçìåðåíèé áîëüøèå ìàññèâû ìåòåîðîëîãè-
÷åñêîé èíôîðìàöèè (ðèñ.8) óæå ïîçâîëÿþò, äî îïðåäå-
ëåííîé ñòåïåíè, îöåíèâàòü êëèìàò ïëàíåòû. À åùå
ìîæíî îöåíèòü, êàê óáûâàåò ñ ðàññòîÿíèåì ìåæäó
äâóìÿ òî÷êàìè ñâÿçü (êîððåëÿöèÿ) ìåæäó çíà÷åíèÿìè
òåìïåðàòóðû â ýòèõ òî÷êàõ. Ýòà ñêîðîñòü óáûâàíèÿ
òàêæå õàðàêòåðèçóåò íàøó àòìîñôåðó.

Êðîìå òîãî, çíàíèå ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê
ïîçâîëÿåò ïîäñòðîèòü ÷èñëåííûå àëãîðèòìû, îïòè-
ìàëüíûå äëÿ ïîëÿ èìåííî ñ òàêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè,
è ìèíèìèçèðîâàòü ñðåäíþþ îøèáêó àëãîðèòìîâ. Îáúÿñ-
íèì ýòè èäåè ïîäðîáíåå.

Ðàññìîòðèì ïîëå (ôóíêöèþ ïðîñòðàíñòâåííûõ ïå-
ðåìåííûõ, âðåìÿ çàôèêñèðîâàíî) îòêëîíåíèé èçìå-
ðåííûõ çíà÷åíèé, íàïðèìåð òåìïåðàòóðû, îò ñðåäíèõ
êëèìàòè÷åñêèõ çíà÷åíèé. Åñëè íàíåñòè ýòè îòêëîíå-
íèÿ â òî÷êàõ ñòàíöèé íà ãåîãðàôè÷åñêóþ êàðòó, òî
ñòàíåò âèäíî, ÷òî ïîëó÷åííîå ïîëå îòêëîíåíèé çàâè-
ñèò îò ãîðèçîíòàëüíûõ êîîðäèíàò ñðàâíèòåëüíî ïëàâ-
íî: èìåþòñÿ çîíû ïîëîæèòåëüíûõ îòêëîíåíèé è çîíû
îòðèöàòåëüíûõ îòêëîíåíèé ñ õàðàêòåðíûìè ðàçìåðà-
ìè 310  êì. Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè íà îêðóæàþùèõ
òî÷êó ñòàíöèÿõ îòêëîíåíèÿ îò êëèìàòè÷åñêèõ çíà÷å-
íèé â êàêîé-òî ìîìåíò âðåìåíè ïîëîæèòåëüíûå, òî ñ
áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ â ýòîé òî÷êå è â ýòîò ìîìåíò
(à òàêæå è â áëèçêèå ìîìåíòû âðåìåíè) îòêëîíåíèå
îò êëèìàòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ òàêæå áóäåò ïîëîæèòåëü-
íûì. È âåëè÷èíó ýòîãî îòêëîíåíèÿ ìîæíî îöåíèòü,
íàïðèìåð âû÷èñëèâ êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ìåæäó
îòêëîíåíèÿìè â êàêîé-òî ïàðå òî÷åê. Åñëè ýòè äâå
òî÷êè áëèçêè, òî êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè áëèçîê ê
åäèíèöå, îäíàêî ïî ìåðå óäàëåíèÿ òî÷åê äðóã îò
äðóãà êîýôôèöèåíò áóäåò óáûâàòü è äàæå ìîæåò ñòàòü
îòðèöàòåëüíûì.

Åñëè èçâåñòíû êîýôôèöèåíòû êîððåëÿöèè ìåæäó
îòêëîíåíèÿìè â äâóõ (èëè íåñêîëüêèõ) òî÷êàõ, òî
ìîæíî îöåíèòü îòêëîíåíèå åùå â îäíîé òî÷êå, ïîñëå
÷åãî ìîæíî áóäåò âû÷èñëèòü è ñàìî çíà÷åíèå òåìïåðà-
òóðû â äàííîé òî÷êå.

Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû îòêëîíå-
íèå â äàííîé òî÷êå x

r
 ìåòåîðîëîãè÷åñêîãî ïîëÿ îò

êëèìàòà. Åå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå áóäåò ðàâíî
íóëþ, òàê êàê êëèìàò ýòî è åñòü ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå ìåòåîðîëîãè÷åñêîãî ïîëÿ. Ñòðîãî ñëåäóÿ
òàêîìó îïðåäåëåíèþ êëèìàòà, íóæíî ïîëîæèòü N = ¥ ,
ïðîâåñòè èçìåðåíèÿ ìåòåîðîëîãè÷åñêîãî ïîëÿ îò íà÷à-
ëà ìèðà äî êîíöà ñâåòà, à çàòåì âçÿòü ñðåäíåå ïî âñ åìó
ýòîìó ðÿäó. Ýòî, êîíå÷íî æå, íåðåàëüíî. Ïîýòîìó
ïðèõîäèòñÿ èñïîëüçîâàòü ðÿä íàáëþäåíèé ïîêîðî÷å.
Êñòàòè, ýòî ìîæåò äàòü áîëåå ïîëåçíûé ðåçóëüòàò.
Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ òîãî ÷òîáû îöåíèòü âåðîÿòíîñòü
òîé èëè èíîé ïîãîäû íà çàâòðà èëè ÷åðåç íåäåëþ,
õîðîøî áû èìåòü èíôîðìàöèþ, ñêàæåì, çà ïîñëåäíèå
ñòî ëåò – óçíàòü, ÷òî çà ýòî âðåìÿ áûâàëî ÷àñòî, à ÷òî
ðåäêî. À åñëè ìèëëèîí ëåò íàçàä íà ìåñòå ïóñòûíè
áûëî áîëîòî èëè ëåäíèê, òî âîò ýòè äðåâíèå ôàêòû
íåñóùåñòâåííû. Åùå ðàç ïîä÷åðêíåì: íåñóùåñòâåííû
äëÿ çàäà÷è ïðîãíîçà (èëè äëÿ îöåíîê ïîãîäû) íà äåíü
èëè íåäåëþ.

Åñëè æå íàñ èíòåðåñóåò, êàêîé áûëà ñðåäíÿÿ çà
êàæäûé âåê òåìïåðàòóðà âîçäóõà ïî Åâðîïå è ðîñëà îí à
èëè óáûâàëà, êîãäà âåêà ñìåíÿëè äðóã äðóãà, òî
ñòîëåòíåãî àðõèâà äëÿ ýòîãî óæå ÿâíî íåäîñòàòî÷íî.
Èíôîðìàöèþ îá èçìåíåíèÿõ òàêîãî âðåìåíí óãî ìàñø-
òàáà, ïî-âèäèìîìó, áóäåò ïîëåçíåå èñêàòü íå â íåáåñ àõ
(çàïóñêàÿ ðàäèîçîíäû), à ïîä çåìëåé (èññëåäóÿ îñòàí -
êè æèâîòíûõ è ðàñòåíèé, ëüäû, ãåîëîãè÷åñêèå ïîðîäû
è ò.ï.). Ñðåäíåå çà ñòî ëåò çàâèñèò îò òîãî, êîãäà ýòè ñòî
ëåò íà÷èíàþòñÿ. Çà ìèëëèîí ëåò ýòî ñðåäíå-âåêîâîå
çíà÷åíèå òåìïåðàòóðû ìîæåò ñèëüíî èçìåíèòüñÿ.

Íàçîâåì êëèìàòè÷åñêèì ïîëåì, èëè ïðîñòî êëèìà-
òîì 22 , ìåòåîðîëîãè÷åñêîå ïîëå, îñðåäíåííîå íà íåêîòî-
ðîì âðåìåíí óì èíòåðâàëå tD . Êëèìàòè÷åñêîå ïîëå

( )xz
r

 (äàâëåíèå, êîìïîíåíòû âåòðà è ò.ï.) åñòü ôóíê-
öèÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ, çàâèñÿùàÿ îò èí-
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òåðâàëà îñðåäíåíèÿ tD . Êëèìàòè÷åñêîå ïîëå çàâèñèò è
îò âðåìåíè íà÷àëà èíòåðâàëà (êëèìàò ìîæíî ñâÿçûâàòü
ñ íà÷àëîì, ñåðåäèíîé èëè êîíöîì èíòåðâàëà îñðåäíå-
íèÿ). Èòàê, êëèìàò ïîõîæ íà ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäà-
íèå è ìîæåò çàìåíÿòü åãî âî ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ
âû÷èñëåíèÿõ, íî â ñòðîãîì ñìûñëå èì íå ÿâëÿåòñÿ.

Ïîìèìî ñðåäíèõ çíà÷åíèé ïîëÿ ïîëåçíî ñòàòèñòè÷åñ-
êè îöåíèâàòü è áîëåå ñëîæíûå åãî õàðàêòåðèñòèêè,
íàïðèìåð äèñïåðñèþ (èëè ÑÊÎ; ñì. ðèñ.8, á)

( ) ( ) ( ) ( )( )22D x x M x M xzz = s = z - z
r r r r

Ðèñ.8. Êëèìàòè÷åñêèå ïîëÿ: à) ñðåäíå-ÿíâàðñêèå òåìï åðàòóðû (â °C ) íà áàðè÷åñêîì óðîâíå 500 ãÏà; á) ÑÊÎ ÿíâàðñêîé
òåìïåðàòóðû. Ïîëÿ èìåþò âûðàæåííûé çîíàëüíûé õàðàêò åð: çàâèñèìîñòü îò äîëãîòû ñóùåñòâåííî ìåíüøå, ÷åì îò øèðîòû.
Ðàçóìååòñÿ, ÑÊÎ, îòâå÷àþùàÿ êàêîìó-òî îïðåäåëåííîìó  ìåñÿöó, ìåíüøå, ÷åì äëÿ ãîäà â öåëîì. Ðàçáèåíèå íà  ìåñÿöû ïåðåä
îñðåäíåíèåì íå ïîëíîñòüþ îòâå÷àåò ñóùåñòâó äåëà – í àïðèìåð, ïðèõîä ìóññîíà è ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïåðåñòðîé êà öèðêóëÿöèè
ïðîèñõîäÿò â ðàçíûå ãîäà â ðàçíûå äàòû

èëè êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

1 1 2 2
1 2

1 2

( , )
M x M x x M x

K x x
x xz z

z - z z - z
=

s s

r r r r
r r

r r ,

êîòîðàÿ õàðàêòåðèçóåò ñèíõðîííîñòü êîëåáàíèé ( )xz
r

â äâóõ çàäàííûõ òî÷êàõ 1 2,x x
r r

. Íî âåäü â êàæäîé òî÷êå
íå ïîñòàâèòü òåðìîìåòð, òàê ÷òî äëÿ âñåõ ïàð òî÷åê
òàêóþ ôóíêöèþ íå âû÷èñëèòü. Îãðàíè÷èìñÿ ìåíüøèì.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ K  øå-
ñòè ïåðåìåííûõ 1 2,x x

r r
 (êàæäûé âåêòîð èìååò ïî òðè

êîîðäèíàòû) íà ñàìîì äåëå çàâèñèò òîëüêî îò òðåõ
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íåîòðèöàòåëüíûõ êîîðäèíàò: âåðòèêàëü-
íûõ êîîðäèíàò, òî÷íåå äàâëåíèé, è ðàñ-
ñòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè ïî ãîðèçîíòàëè:

( )1 2, ,K K p p r= , ãäå

 ( ) ( )2 22
1 2 1 2r x x y y= - + - .

Íà ðèñóíêå 9, à ïðèâåäåíû èçîëèíèè
êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè òåìïåðàòóðû
ïðè 1 2p p= , êîãäà K  çàâèñèò òîëüêî îò
îäíîãî äàâëåíèÿ è îò ðàññòîÿíèÿ 23 . Íà
ðèñóíêå 9, á èçîáðàæåíû èçîëèíèè äëÿ
ñëó÷àÿ, êîãäà r = 0, à äàâëåíèÿ ðàçëè÷íû.
Â ïåðâîì ñëó÷àå íåò èçîëèíèè K = 1,
ïîñêîëüêó èçìåðåíèÿ, êîòîðûìè ìû ðàñ-
ïîëàãàåì, ïðîèçâîäÿòñÿ ñ îøèáêàìè.
Ïîýòîìó ôóíêöèÿ ( ),K K p r=  ðàçðûâíà
ïðè r = 0. Ãëÿäÿ íà ðèñóíîê 9, ìû ìîæåì
ñäåëàòü âûâîä, ÷òî íàèìåíüøèå ñòàòèñòè-
÷åñêèå ñâÿçè (êîððåëÿöèè) íàáëþäàþòñÿ
â ðàéîíå òðîïîïàóçû (ò.å. â äèàïàçîíå
300–100 ãÏà), êîòîðàÿ îòäåëÿåò òðîïîñ-
ôåðó îò ñòðàòîñôåðû. Íî òðîïîïàóçà íå
áåñêîíå÷íî òîíêàÿ ïîâåðõíîñòü, à çîíà.
Îíà ìåíÿåò ñâîþ âûñîòó ñî âðåìåíåì, è
åå ïîëîæåíèå çàâèñèò îò ãîðèçîíòàëüíûõ
êîîðäèíàò. Äâèæåíèå – ïðåîáðàçîâàíèå,
êîòîðîå íå ìåíÿåò ðàññòîÿíèé. Äâèæåíèå
ïîëóïðîñòðàíñòâà ýòî âñåãäà ñäâèã ýòîãî
ïîëóïðîñòðàíñòâà ïî ãîðèçîíòàëè è ïîâî-
ðîò âîêðóã âåðòèêàëüíîé îñè. Â îáîèõ
ñëó÷àÿõ r â ôîðìóëå äëÿ K  íå ìåíÿåòñÿ.
Åñëè êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ êàêîãî-
òî ñëó÷àéíîãî ïîëÿ ( )xz

r
 èíâàðèàíòíà

(ò.å. íå ìåíÿåòñÿ) ïðè ñäâèãàõ, òî ïîëå z
íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì, à åñëè îíà èíâà-
ðèàíòíà ïðè ïîâîðîòàõ, òî – èçîòðîï-
íûì.

Ðåàëüíûå ìåòåîðîëîãè÷åñêèå ïîëÿ (åñëè
ðàññìàòðèâàòü èõ êàê ðåàëèçàöèè ñëó-
÷àéíûõ ïîëåé) â òî÷íîñòè íå ÿâëÿþòñÿ
îäíîðîäíûìè è èçîòðîïíûìè ïî ãîðèçîí-
òàëè, îäíàêî òàêàÿ  ìîäåëü ÷àñòî îêàçû-
âàåòñÿ âïîëíå ïðèãîäíîé äëÿ ïðàêòè÷åñ-
êîãî ïðèìåíåíèÿ. À âîò èçìåíåíèÿ ïîëåé
ïî âåðòèêàëüíîé êîîðäèíàòå â èíòåðåñ-
íûõ äëÿ ìåòåîðîëîãèè ìàñøòàáàõ ñóùå-
ñòâåííî èíûå, ÷åì ïî ãîðèçîíòàëè. Îòëè-
÷èÿ îò èçîòðîïèè, åñëè îíè îïðåäåëåíû
äîñòàòî÷íî íàäåæíî, ìîãóò äàòü ñóùå-
ñòâåííóþ èíôîðìàöèþ. Ðàññìîòðèì, íà-
ïðèìåð, êðîññ-êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè
(ðèñ.10), ïîëó÷åííûå ïî ðèñóíêó 6 (ñì.
ïðåäûäóùèé íîìåð æóðíàëà) îñðåäíåíè-
åì:

( )
0 1

,

,

( , ) ( , )

,
1

j k

j k

f j k f j x k y

K x y

+ +

=
å

å .

Çäåñü â êà÷åñòâå ôóíêöèé 0 1,f f  èñïîëü-

Ðèñ.9. Èçîëèíèè êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè òåìïåðàòóðû:  à) íà îäíîì è òîì
æå áàðè÷åñêîì óðîâíå p (â ãÏà), ðàçäåëåííûõ ðàññòîÿ íèåì r (â òûñ. êì); á)
íà ðàçíûõ áàðè÷åñêèõ óðîâíÿõ ïðè íóëåâîì ðàññòîÿíèè  ïî ãîðèçîíòàëè.
Èñïîëüçîâàíà ñòàòèñòèêà óìåðåííûõ øèðîò ñåâåðíîãî ï îëóøàðèÿ äëÿ ÿíâà-
ðåé
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çóþòñÿ êîìïîíåíòû u èëè v îòêëîíåíèÿ ñêîðîñòè
âåòðà íà ïîâåðõíîñòè îò ñðåäíåãî ïîòîêà â äâà ìî-
ìåíòà âðåìåíè. Ñóììèðîâàíèå òóò ïðîèçâîäèòñÿ ïî
âñåì òî÷êàì ñåòêè ( j, k)  òàêèì, ÷òî è îíà, è òî÷êà
( j + x, k + y ) ëåæàò â óêàçàííîì ñåòî÷íîì êâàäðàòå.
Èç ðèñóíêà 10 ñëåäóåò, ÷òî ( )0,0K »0,3 äëÿ u è

( )0,0K » 0 äëÿ v, ò.å. âåòåð ñëàáî êîððåëèðóåò ñ òåì
âåòðîì, êîòîðûé äóë âñåãî 3,5 ìèí íàçàä. Êîððåëÿ-
öèÿ ñóùåñòâåííî áîëüøå, åñëè ó÷åñòü îñíîâíîé ïî-

òîê. Äåéñòâèòåëüíî, ( )
,

max ; (0; 3,5 êì) 0,6
x y

K x y K» »

äëÿ îáåèõ êîìïîíåíò.

Êàê óæå íåîäíîêðàòíî óïîìèíàëîñü, â íàøåì ðàñ-
ïîðÿæåíèè èìååòñÿ èíôîðìàöèÿ, ïîñòóïàþùàÿ èç ñåòè
ìåòåîðîëîãè÷åñêèõ ñòàíöèé, êîòîðûå ðàñïîëîæåíû
êðàéíå íåðàâíîìåðíî. Äëÿ äàëüíåéøåãî èñïîëüçîâà-
íèÿ ýòîé èíôîðìàöèè â ÷èñëåííîì ïðîãíîçå íóæíî
ïåðåèíòåðïîëèðîâàòü åå â ðåãóëÿðíóþ ñåòêó òàê íà-
çûâàåìûõ óçëîâ. Çäåñü íåâàæíî, ÷òî ýòà ñåòêà ñòàíåò
ðåãóëÿðíîé, âàæíî òî, ÷òî ýòî óæå áóäóò ñîâñåì
äðóãèå òî÷êè.

Áóäåì èíòåðïîëèðîâàòü íå ñàìî ìåòåîðîëîãè÷åñêîå
ïîëå, à åãî îòêëîíåíèå îò âû÷èñëåííîãî çàðàíåå äå-
òåðìèíèðîâàííîãî êëèìàòè÷åñêîãî (èëè ïðîãíîñòè÷åñ-
êîãî) ïîëÿ. Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ãèïîòåçà, êîòîðîé ìû áó-
äåì ïîëüçîâàòüñÿ, ñîñòîèò â òîì, ÷òî ýòî íîðìèðîâàí -
íîå îòêëîíåíèå (ò.å. äåëåííîå íà êîðåíü èç äèñïåð-
ñèè)

( ) ( ) ( )
( )

x M x
x

xz

z - z
x =

s

r r
r

r

åñòü öåíòðèðîâàííîå, îäíîðîäíîå è èçîòðîïíîå ñëó-
÷àéíîå ïîëå. Ñëåäîâàòåëüíî, íàì íóæíî çàðàíåå çíàòü
ïîëÿ ( )M xz

r
 è ( )xzs

r
, à òàêæå êîððåëÿöèîííóþ ôóí-

êöèþ äëÿ íîðìèðîâàííîãî ñëó÷àéíîãî ïîëÿ x .

Îïòèìàëüíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ

Â ýòîì áåçóìèè åñòü ñâîÿ ñèñòåìà.
Ó.Øåêñïèð. Ãàìëåò, ïðèíö äàòñêèé

Âàæíûé áëîê àëãîðèòìà ïðîãíîçà ïîãîäû
ñîñòàâëÿåò ôîðìèðîâàíèå íà÷àëüíûõ ïîëåé
íà ðåãóëÿðíîé (÷àñòî øèðîòíî-äîëãîòíîé)
ñåòêå. Íî èçìåðåíèÿ èìåþòñÿ â äðóãèõ òî÷-
êàõ – òàì, ãäå ðàñïîëîæåíû ñòàíöèè, èëè íàä
êîòîðûìè ïðîëåòåë ñïóòíèê. Åñëè íàñ èíòå-
ðåñóþò íå êëèìàòè÷åñêèå çàäà÷è, à ïðîãíîñ-
òè÷åñêèå, òî èìååò ñìûñë ðàññìàòðèâàòü îò-
êëîíåíèå íå îò ñðåäíåãî, êëèìàòè÷åñêîãî,
ïîëÿ, à îò ïîëÿ ïðîãíîçà, êîòîðûé áûë
ñäåëàí, ñêàæåì, ñóòêè íàçàä:

( )
( ) ( )

( )
ïðîãí

ïðîãí

x x
x

x

z - z
x =

s

r r
r

r ,

ãäå çíàìåíàòåëü – ýòî ÑÊÎ ïðîãíîçà îò
ôàêòè÷åñêèõ íàáëþäåíèé. Äëÿ ñîâðåìåííûõ
ïðîãíîñòè÷åñêèõ ìîäåëåé äèñïåðñèÿ ýòîãî
îòêëîíåíèÿ â íåñêîëüêî ðàç ìåíüøå, ÷åì

äèñïåðñèÿ îòêëîíåíèé îò êëèìàòà.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè óæå

èçâåñòíû. Ïóñòü 0x
r

 – òî÷êà, â êîòîðîé íóæíî îïðåäå-
ëèòü îòêëîíåíèå 0x  íîðìèðîâàííîãî ìåòåîðîëîãè÷åñ-
êîãî ïîëÿ îò êëèìàòà, a { }

1

N
j j

x
=

r
 – ìíîæåñòâî òî÷åê,

îêðóæàþùåå òî÷êó 0x
r

, â êîòîðûõ ýòî îòêëîíåíèå

( )j jxx = x
r  óæå èçâåñòíî, ïîñêîëüêó â ýòèõ òî÷êàõ

ðàñïîëîæåíû ìåòåîðîëîãè÷åñêèå ñòàíöèè. Âåëè÷èíó

0x  áóäåì îöåíèâàòü ïî ôîðìóëå 0
1

N

j j
j

a
=

x » xå , ïîäáè-

ðàÿ êîýôôèöèåíòû ja  îïòèìàëüíûì îáðàçîì: ÷òîáû

ñðåäíèé êâàäðàò îøèáêè 

2

0
1

N

j j
j

M a
=

æ ö
x - xç ÷ç ÷

è ø
å  áûë ìè-

íèìàëüíûì.
Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè è

äèôôåðåíöèðóÿ ïî âñåì ja , ïîëó÷èì ñèñòåìó ëèíåé-
íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

1 1

: :

N N

a z

B

a z

æ ö æ ö
ç ÷ ç ÷=ç ÷ ç ÷
ç ÷ ç ÷
è ø è ø

, jmB b= ,

 ( ),jm j mb K x x=
r r

, ( )0,j jz K x x=
r r

.

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà B íåîòðè-
öàòåëüíî îïðåäåëåíà. Ñ ïîìîùüþ íåêîòîðûõ óõèùðå-
íèé (ñì. [1], [5], [6]; èçîëèíèè òàêîé «ïîäïðàâëåí-
íîé» êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè K  íà ðèñóíêå 9 èçîáðà-
æåíû ïóíêòèðîì) ìîæíî îáåñïå÷èòü è ïîëîæèòåëüíóþ
îïðåäåëåííîñòü, ò.å. åå ñîáñòâåííûå ÷èñëà âåùåñòâåí -
íû è íåîòðèöàòåëüíû. Äëÿ ðåøåíèÿ òàêèõ ñèñòåì
ñóùåñòâóþò î÷åíü ýôôåêòèâíûå êîìïüþòåðíûå àëãî-
ðèòìû.

Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñëó÷àéíîå ïîëå ( )xx = x
r

îäíîðîäíî è èçîòðîïíî, òî èçìåðåíèé äëÿ îöåíêè
ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé ( )| |j mk x x-

r r
 ïîíàäîáèò-

Ðèñ.10. Êðîññ-êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè äëÿ êîìïîíåíò âåòðà (u – ñëåâà, v
– ñïðàâà) ñî ñäâèãîì ïî âðåìåíè ïðèìåðíî â 3,5 ìèí.  Ìàêñèìàëüíàÿ
êîððåëÿöèÿ çäåñü äîñòèãàåòñÿ îòíþäü íå â íà÷àëå êîî ðäèíàò (ñì. çíàê
«ïëþñ»). Îíà, êàê âèäíî èç îáîèõ ðèñóíêîâ, ñìåùåíà ïî ïîòîêó îñíîâíîãî
âåòðà, ïðè÷åì íà ðàññòîÿíèå, êîòîðîå ÷àñòèöû âîçäóõ à êàê ðàç è ïðîõîäÿò
çà 3,5 ìèí. Ðàçóìååòñÿ, íà áîëüøèõ ïðîñòðàíñòâåííî- âðåìåíí ’ûõ ìàñøòàáàõ
îñíîâíîé ïîòîê âåòðà äîìèíèðóåò íàä ôëóêòóàöèÿìè íå  òàê ñèëüíî.
Âïðî÷åì, â òðîïèêàõ ïîäîáíûå ÿâëåíèÿ (ïåðåíîñà ìàêñ èìóìà êîððåëÿöèé
îñíîâíûì ïîòîêîì) íàáëþäàþòñÿ è íà áîëüøèõ ìàñøòàáà õ
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24 Íóæíû íå òîëüêî ñîáñòâåííî ìåòåîðîëîãè÷åñêèå íàáëþ -
äåíèÿ, íî òàêæå íàáëþäåíèÿ çà àëüáåäî ïîâåðõíîñòè, çà
îêåàíîì è ðåêàìè, çà ñâîéñòâàìè ëèñòüåâ è êîðíåé ðà ñòåíèé,
êîòîðûå, êàê è ïî÷âà, èñïàðÿþò è ïîãëîùàþò âëàãó. È íà÷å íå
ïîëó÷èòñÿ áîëåå òî÷íûõ ïðîãíîçîâ. «×åì äàëüøå â ëåñ , òåì
áîëüøå äðîâ…»

ñÿ âî ìíîãî ðàç ìåíüøå, ÷åì äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíê-
öèè K , çàâèñÿùåé îò äâóõ âåêòîðíûõ àðãóìåíòîâ.
Èçîòðîïíîñòü ìîæíî ïðåäïîëàãàòü òîëüêî ïî ãîðè-
çîíòàëüíûì ïåðåìåííûì. Ïðîñòàÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ ãè-
ïîòåçà îá îäíîðîäíîñòè è èçîòðîïíîñòè ïî ãîðèçîíòà-
ëè èñïîëüçîâàëàñü â ìåòåîðîëîãèè îêîëî ïîëóâåêà.
Îäíàêî íàêîïëåíèå àðõèâîâ ìåòåîèçìåðåíèé, ðîñò
âû÷èñëèòåëüíûõ âîçìîæíîñòåé è ðàçðàáîòêà íîâûõ
âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ ïðèâåëè ê åå ïåðåñìîò-
ðó. Îêàçàëîñü, ÷òî è ïî ãîðèçîíòàëüíûì ïåðåìåííûì
àíèçîòðîïèÿ, íàïðèìåð òåìïåðàòóð, ñóùåñòâåííî ïðî-
ÿâëÿåòñÿ â òðîïè÷åñêîé çîíå (ðèñ.11). Àëãîðèòì ñòà-
òèñòè÷åñêîé èíòåðïîëÿöèè, ó÷èòûâàþùèé àíèçîòðî-
ïèþ èíòåðïîëèðóåìîãî ïîëÿ, íåñêîëüêî ñëîæíåå èçîò-
ðîïíîé âåðñèè.

Çàêëþ÷åíèå

Ïîøëè õëåá ñâîé ïî âîäàì, èáî ñïóñòÿ ìíîãî äíåé
òû íàéäåøü åãî.

Ýêêëåçèàñò

Áîëüøèå îáúåìû ìåòåîðîëîãè÷åñêîé èíôîðìàöèè
òðåáóþò àäåêâàòíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ óñ-
âîåíèÿ. Êà÷åñòâî ïðîäóêöèè îïðåäåëÿåòñÿ êà÷åñòâîì
ñîáñòâåííî àëãîðèòìîâ è òî÷íîñòüþ, àññîðòèìåíòîì è
îáúåìîì èçìåðåíèé, à òàêæå ìîùíîñòüþ êîìïüþòåðîâ.
Â ðåçóëüòàòå óëó÷øàåòñÿ è ÷èñëåííûé ïðîãíîç ïîãîäû,
è íàøå ïðåäñòàâëåíèå î êëèìàòå ïëàíåòû. Â ñâîþ

î÷åðåäü, çíàíèå ïîëåé ñðåäíèõ è êîððåëÿöèîííûõ
ôóíêöèé ìåòåîðîëîãè÷åñêèõ ïîëåé ïîçâîëÿåò îòëàæè-
âàòü ÷èñëåííûå êëèìàòè÷åñêèå ìîäåëè, äîâîëüíî ïîïó-
ëÿðíûå â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ. Ïîêà êîððåëÿöèîí-
íûå ôóíêöèè, ãåíåðèðóåìûå ýòèìè ìîäåëÿìè, íå îêà-
æóòñÿ áëèçêè ê èñòèííûì êîððåëÿöèîííûì ôóíêöèÿì,
îöåíåííûì ïî àðõèâàì íàáëþäåíèé, âåðèòü òàêèì
ìîäåëÿì íå ñòîèò.

Â ýòîé ñòàòüå íå áûëî âîçìîæíîñòè îáúÿñíèòü, êàê
èìåííî èñïîëüçóþòñÿ äàííûå åæåäíåâíûõ íàáëþäå-
íèé 24  äëÿ ïðîãíîçà ïîãîäû: êàêèå ýâîëþöèîííûå äèô-
ôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî òèïà
ðåøàþòñÿ, êàêèå ôèçè÷åñêèå ïðîöåññû îíè îïèñûâà-
þò, êàêèå âû÷èñëèòåëüíûå àëãîðèòìû èñïîëüçóþòñÿ.
Äëÿ ýòîãî íóæíà îòäåëüíàÿ êíèãà è õîðîøàÿ ìàòåìàòè-
÷åñêàÿ ïîäãîòîâêà ÷èòàòåëÿ.

Ïåðâûé ÷èñëåííûé ïðîãíîç ïîãîäû ïðîèçâåë øîò-
ëàíäåö Ë.Ðè÷àðäñîí îêîëî âåêà íàçàä. Øòàò âû÷èñëè-
òåëåé áûë âîîðóæåí ëîãàðèôìè÷åñêèìè ëèíåéêàìè.
Âû÷èñëèòåëüíàÿ ðàáîòà ïî ïðîãíîçó ïîãîäû íà 6 ÷àñîâ
äëÿ Åâðîïû ïðîäîëæàëàñü íåñêîëüêî ëåò è ïðèâåëà ê
÷óäîâèùíî îøèáî÷íîìó ïðîãíîçó. Åùå ÷åòâåðòü âåêà
ïîòðåáîâàëà «ðàáîòà íàä îøèáêàìè Ðè÷àðäñîíà», â
êîòîðîé ïðèíèìàëè ó÷àñòèå è ìàòåìàòèêè (Ð.Êóðàíò,
Ê.Ôðèäðèõñ, Ã.Ëåâè), è «ìàòåìàòèêè ñ ìåòåîðîëîãè-
÷åñêèì óêëîíîì» (Ã.Ðîññáè, È.À.Êèáåëü). Êîãäà â
Ëîñ-Àëàìîñå ïîñëå èçãîòîâëåíèÿ àòîìíîé áîìáû ïî-
ÿâèëîñü íåìíîãî ñâîáîäíîãî âðåìåíè ó ó÷åíûõ (è ó èõ
êîìïüþòåðîâ), îíè çàíÿëèñü çàäà÷åé ïðîãíîçà ïîãîäû.
Ïîñëåäíèå øåñòüäåñÿò ëåò êà÷åñòâî ïðîãíîçîâ íåóê-
ëîííî ðîñëî. ×åëîâå÷åñòâî íà÷àëî ïîëüçîâàòüñÿ ïëîäà -
ìè ñâîèõ ìíîãîâåêîâûõ âëîæåíèé â ìåòåîðîëîãèþ.

Íî ýòî óæå äðóãàÿ èñòîðèÿ…
Ëèòåðàòóðà

1. Î.À.Àëäóõîâ, Â.À.Ãîðäèí. Òðåõìåðíûå êîððåëÿöèîí-
íûå ôóíêöèè îñíîâíûõ àýðîëîãè÷åñêèõ âåëè÷èí . – «Èçâåñ-
òèÿ ÐÀÍ», ñåðèÿ «Ôèçèêà àòìîñôåðû è îêåàíà», 2001,
37(1).
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íàáëþäåíèÿì ãëîáàëüíîé àýðîëîãè÷åñêîé ñåòè . – «Èçâåñòèÿ
ÐÀÍ», ñåðèÿ «Ôèçèêà àòìîñôåðû è îêåàíà», 2005, 41(3 ).
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Â.Ì.Ïàñåöêèé. Î÷åðêè ïî èñòîðèè Ãèäðîìåòåîðîëîãè÷åñ-
êîé ñëóæáû â Ðîññèè , ò.1. – Ñ-Ï.: Ãèäðîìåòåîèçäàò, 1997.

4. Â.À.Ãîðäèí. « Êóëîíîâñêèé» àëãîðèòì âûáîðà âëèÿþ-
ùèõ ñòàíöèé . – «Ìåòåîðîëîãèÿ è ãèäðîëîãèÿ», 2003, ¹12.

5. Â.À.Ãîðäèí Êàê ýòî ïîñ÷èòàòü? Îáðàáîòêà ìåòåîðî-
ëîãè÷åñêîé èíôîðìàöèè íà êîìïüþòåðå . – Ì.: ÌÖÍÌÎ,
2005.

6. Â.À.Ãîðäèí. Ìàòåìàòèêà, êîìïüþòåð, ïðîãíîç ïîãîäû
è äðóãèå ñöåíàðèè ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè . – Ì.: Ôèçìàò-
ëèò, 2010.

7. À.Õ.Õðãèàí. Î÷åðêè ðàçâèòèÿ ìåòåîðîëîãèè . – Ë.:
Ãèäðîìåòåîèçäàò, 1959.

Ðèñ.11. Àíèçîòðîïèÿ ïîëÿ ÿíâàðñêèõ òåìïåðàòóð. Îðèåíòàöèÿ
îòðåçêà ïîêàçûâàåò íàïðàâëåíèå íàèáîëüøåé êîððåëÿöè è
ïîëÿ òåìïåðàòóðû â çàâèñèìîñòè îò øèðîòû è âûñîòû
(îñðåäíåíèå ïî äîëãîòå). Ãîðèçîíòàëüíîå ðàñïîëîæåíè å
îòðåçêà îçíà÷àåò, ÷òî êîððåëÿöèÿ ñèëüíåå âäîëü ïàðà ëëåëè,
âåðòèêàëüíîå – âäîëü ìåðèäèàíà. ×åì äëèííåå îòðåçîê , òåì
áîëüøå ó êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè àíèçîòðîïèÿ a. Êàê
âèäíî, ìàêñèìóì à ëåæèò â òðîïè÷åñêîé ñòðàòîñôåðå
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Ýòîò ðàçäåë âåäåòñÿ ó íàñ èç íîìåðà â íîìåð ñ ìîìåí òà îñíîâàíèÿ æóðíàëà. Ïóáëèêóåìûå  â  íåì çàäà÷è
íåñòàíäàðòíû, íî  äëÿ  èõ ðåøåíèÿ íå òðåáóåòñÿ çíàí èé, âûõîäÿùèõ  çà ðàìêè  øêîëüíîé  ïðîãðàììû.
Íàèáîëåå òðóäíûå çàäà÷è îòìå÷àþòñÿ çâåçäî÷êîé. Ïîñë å ôîðìóëèðîâêè çàäà÷è ìû îáû÷íî óêàçûâàåì, êòî
íàì åå ïðåäëîæèë. Ðàçóìååòñÿ, íå âñå ýòè  çàäà÷è ïó áëèêóþòñÿ âïåðâûå.

Ðåøåíèÿ çàäà÷ èç ýòîãî íîìåðà ñëåäóåò îòïðàâëÿòü íå  ïîçäíåå 1  íîÿáðÿ 2010 ãîäà ïî àäðåñó: 119296
Ìîñêâà, Ëåíèíñêèé ïðîñïåêò, 64-À, «Êâàíò». Ðåøåíèÿ çàäà÷ èç ðàçíûõ íîìåðîâ æóðíàëà èëè ïî ðàçíûì
ïðåäìåòàì (ìàòåìàòèêå è ôèçèêå) ïðèñûëàéòå â ðàçíûõ  êîíâåðòàõ. Íà êîíâåðòå â ãðàôå «Êîìó» íàïèøèòå:
«Çàäà÷íèê «Êâàíòà» ¹4–2010» è íîìåðà çàäà÷, ðåøåíèÿ  êîòîðûõ Âû ïîñûëàåòå, íàïðèìåð «Ì2184» èëè
«Ô2190». Â ãðàôå «Îò êîãî» ôàìèëèþ è èìÿ ïðîñèì ïèñ àòü ðàçáîð÷èâî. Â ïèñüìî âëîæèòå êîíâåðò ñ
íàïèñàííûì íà íåì Âàøèì àäðåñîì è íåîáõîäèìûé íàáîð  ìàðîê (â ýòîì êîíâåðòå Âû ïîëó÷èòå ðåçóëüòàòû
ïðîâåðêè ðåøåíèé). Ðåøåíèÿ çàäà÷ ïî ìàòåìàòèêå è ôè çèêå ìîæíî ïðèñûëàòü òàêæå ïî ýëåêòðîííûì
àäðåñàì math@kvant.info è phys@kvant.info ñîîòâåòñò âåííî.

Óñëîâèÿ êàæäîé îðèãèíàëüíîé çàäà÷è, ïðåäëàãàåìîé äë ÿ ïóáëèêàöèè, ïðèñûëàéòå â îòäåëüíîì
êîíâåðòå â äâóõ  ýêçåìïëÿðàõ âìåñòå ñ Âàøèì ðåøåíèå ì ýòîé çàäà÷è (íà êîíâåðòå ïîìåòüòå: «Çàäà÷íèê
«Êâàíòà», íîâàÿ çàäà÷à ïî ôèçèêå» èëè «Çàäà÷íèê «Êâ àíòà», íîâàÿ çàäà÷à ïî ìàòåìàòèêå»).

Â íà÷àëå êàæäîãî ïèñüìà ïðîñèì óêàçûâàòü íîìåð øêîë û è êëàññ, â êîòîðîì Âû ó÷èòåñü.
Çàäà÷è Ì2184–Ì2186, Ì2188–Ì2190 ïðåäëàãàëèñü íà XXX I Òóðíèðå ãîðîäîâ.
Çàäà÷à Ô2195 ïðåäëàãàëàñü íà çàêëþ÷èòåëüíîì ýòàïå X LIV Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû øêîëüíèêîâ ïî

ôèçèêå.

Ç À Ä À × Í È Ê  « Ê Â À Í Ò À »

Çàäà÷è
ïî ìàòåìàòèêå è ôèçèêå

Çàäà÷è Ì2184–Ì2190, Ô2190–Ô2197

M2184.  Ïðî ôóíêöèþ ( )f x  èçâåñòíî ñëåäóþùåå: ëþ-
áàÿ ïðÿìàÿ íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè èìååò ñ ãðàôè-
êîì y = ( )f x  ñòîëüêî æå îáùèõ òî÷åê, ñêîëüêî ñ
ïàðàáîëîé 2y x= . Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ ( )f x  òîæ-
äåñòâåííî ðàâíà 2x .

À.Øàïîâàëîâ

M2185. Äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî 5n ³ . Ïðî ïèðàìèäó
1 2 nSA A AK  èçâåñòíî, ÷òî åå îñíîâàíèå 1 2 nA A AK  –

ïðàâèëüíûé n-óãîëüíèê, à âñå áîêîâûå ãðàíè – ðàâíî-
áåäðåííûå òðåóãîëüíèêè (íå îáÿçàòåëüíî ñ âåðøèíîé
S). Îáÿçàòåëüíî ëè ýòà ïèðàìèäà ïðàâèëüíàÿ?

Ã.Ãàëüïåðèí

M2186. Áàðîí Ìþíõãàóçåí ïîïðîñèë çàäóìàòü íåïîñ-
òîÿííûé ìíîãî÷ëåí ( )P x  ñ öåëûìè íåîòðèöàòåëüíûìè
êîýôôèöèåíòàìè è ñîîáùèòü åìó òîëüêî çíà÷åíèÿ

( )2P  è ( )( )2P P . Áàðîí óòâåðæäàåò, ÷òî îí òîëüêî ïî
ýòèì äàííûì âñåãäà ìîæåò âîññòàíîâèòü çàäóìàííûé
ìíîãî÷ëåí. Íå îøèáàåòñÿ ëè áàðîí?

Ñ.Ìàðêåëîâ

M2187. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíû
âûñîòû 1AA , 1BB  è 1CC , ïåðåñåêàþùèåñÿ â òî÷êå H .
Ïðÿìûå 1 1A C  è AC ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå D . Äîêàæèòå,
÷òî ïðÿìàÿ DH  ïåðïåíäèêóëÿðíà ìåäèàíå, ïðîâåäåí-
íîé èç âåðøèíû B.

Ñ.Èëüÿñîâ (ó÷åíèê 8 êëàññà, Àëìàòû)

M2188.  Íà ïëîñêîñòè ëåæèò èãëà. Ðàçðåøàåòñÿ ïîâîðà-
÷èâàòü èãëó íà 45°  âîêðóã ëþáîãî èç åå êîíöîâ. Ìîæíî
ëè, ñäåëàâ íåñêîëüêî òàêèõ ïîâîðîòîâ, äîáèòüñÿ òîãî ,

÷òîáû èãëà âåðíóëàñü íà èñõîäíîå ìåñòî, íî ïðè ýòîì
åå êîíöû ïîìåíÿëèñü ìåñòàìè?

À.Ãðèáàëêî

M2189. Òðèäöàòü òðè áîãàòûðÿ åäóò âåðõîì ïî êîëüöå-
âîé äîðîãå ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Ìîãóò ëè îíè åõà òü
íåîãðàíè÷åííî äîëãî ñ ðàçëè÷íûìè ïîñòîÿííûìè ñêî-
ðîñòÿìè, åñëè íà äîðîãå åñòü òîëüêî îäíà òî÷êà, â
êîòîðîé áîãàòûðè èìåþò âîçìîæíîñòü îáãîíÿòü äðóã
äðóãà?

À.Êëÿ÷êî, Å.Ôðåíêåëü

M2190. Äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ðàçðåøàåòñÿ ðàññòà-
âèòü ìåæäó öèôðàìè ÷èñëà ïëþñû ïðîèçâîëüíûì
îáðàçîì è âû÷èñëèòü ñóììó (íàïðèìåð, èç ÷èñëà
123456789 ìîæíî ïîëó÷èòü 12345 + 6 + 789 = 13140).
Ñ ïîëó÷åííûì ÷èñëîì ñíîâà ðàçðåøàåòñÿ âûïîëíèòü
ïîäîáíóþ îïåðàöèþ, è òàê äàëåå. Äîêàæèòå, ÷òî èç
ëþáîãî ÷èñëà ìîæíî ïîëó÷èòü îäíîçíà÷íîå, âûïîëíèâ
íå áîëåå 10 òàêèõ îïåðàöèé.

À.Òîëïûãî

Ô2190.  Êàìåíü áðîøåí ñ íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ 0v  =
= 40 ì/ñ ïîä óãëîì 30a = °  ê ãîðèçîíòó. Íàéäèòå
ìàêñèìàëüíóþ óãëîâóþ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ âåêòîðà
ñêîðîñòè êàìíÿ â ïðîöåññå ñâîáîäíîãî ïîëåòà.

À.Êàìíåâ

Ô2191.  Íà ãëàäêîì ãîðèçîí-
òàëüíîì ñòîëå íàõîäèòñÿ ëåã-
êèé ñòåðæåíü, ê êîíöàì êî-
òîðîãî ïðèâÿçàíû êîðîòêèå,
íåðàñòÿæèìûå êóñêè ëåãêîé
íèòè (ðèñ.1). Ê ñâîáîäíûì Ðèñ. 1

19-30.p65 30.07.10, 18:1019



Ê Â À Í T $ 2 0 1 0 / ¹ 420

Ðåøåíèÿ çàäà÷ Ì2161–Ì2168,
Ô2177–Ô2181 1

Ì2161.  100 ïèðàòîâ ñûãðàëè â êàðòû íà çîëîòîé
ïåñîê, à ïîòîì êàæäûé ïîñ÷èòàë, ñêîëüêî îí â ñóììå
âûèãðàë ëèáî ïðîèãðàë. Ó êàæäîãî ïðîèãðàâøåãî õâàòà -
åò çîëîòà, ÷òîáû ðàñïëàòèòüñÿ. Çà îäíó îïåðàöèþ
ïèðàò ìîæåò ëèáî ðàçäàòü âñåì ïîðîâíó çîëîòà,
ëèáî ïîëó÷èòü ñ êàæäîãî ïîðîâíó çîëîòà. Äîêàæèòå,
÷òî ìîæíî çà íåñêîëüêî òàêèõ îïåðàöèé äîáèòüñÿ
òîãî, ÷òîáû êàæäûé ïîëó÷èë (â ñóììå) ñâîé âûèãðûø
ëèáî âûïëàòèë ïðîèãðûø. (Ðàçóìååòñÿ, îáùàÿ ñóììà
âûèãðûøåé ðàâíà ñóììå ïðîèãðûøåé.)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç  Z  ñóììó âûèãðûøåé (îíà æå ñóììà
ïðîèãðûøåé). Ïóñòü ñíà÷àëà ó êàæäîãî ïèðàòà âåñü åã î
ïåñîê ëåæèò â ïðàâîì  êàðìàíå. Ïîïðîñèì êàæäîãî
ïðîèãðàâøåãî ïèðàòà âûäàòü âñåì (âêëþ÷àÿ ñåáÿ ñàìî-
ãî) ïî 1/100 îò ñâîåãî ïðîèãðûøà. Ïîëó÷åííûé ïðè
ýòîì ïåñîê êàæäûé êëàäåò â ñâîé ëåâûé êàðìàí. Â
ðåçóëüòàòå ó êàæäîãî ïèðàòà â ëåâîì  êàðìàíå îêàæåòñÿ
ïî Z/100 çîëîòîãî ïåñêà, à ïðàâûé  êàðìàí êàæäîãî
ïðîèãðàâøåãî «îáëåã÷èòñÿ» íà åãî ïðîèãðûø. Äàëåå
êàæäîìó âûèãðàâøåìó âñå ïèðàòû (âêëþ÷àÿ åãî ñàìî-
ãî) âûäàþò èç ñâîèõ ëåâûõ êàðìàíîâ ïî 1/100 åãî
âûèãðûøà. Â ðåçóëüòàòå âñå ëåâûå êàðìàíû ñíîâà
îïóñòåþò, à ê ïåñêó â ïðàâîì  êàðìàíå êàæäîãî âûèã-
ðàâøåãî äîáàâèòñÿ åãî âûèãðûø.

Ë. Ìåäíèêîâ, À.Øàïîâàëîâ

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3

êîíöàì êóñêîâ íèòè ïðèêðåïëåíû ãðóçû ìàññàìè Ì  è
3Ì , ëåæàùèå íà ñòîëå. Ê ñåðåäèíå ñòåðæíÿ ïðèëî-
æåíà ñèëà F, ïàðàëëåëüíàÿ êóñêàì íèòè è ïåðïåíäè-
êóëÿðíàÿ ñòåðæíþ. Íàéäèòå óñêîðåíèå ñåðåäèíû ñòåð-
æíÿ.

À.Ïîâòîðîâ

Ô2192.  Èìåþòñÿ 16 îäèíàêîâûõ áàòàðååê ñ ÝÄÑ E  =
= 1 Â è âíóòðåííèì ñîïðîòèâëåíèåì r = 1 Îì êàæäàÿ.
Ñîïðîòèâëåíèå íàãðóçêè R = 1 Îì. Êàê íóæíî ñîåäè-
íèòü áàòàðåéêè, ÷òîáû ïîëó÷èòü ìàêñèìàëüíûé òîê
íàãðóçêè? Íàéäèòå ýòîò òîê.

À.Çèëüáåðìàí

Ô2193.  Â ñîñóäå ïîä ïîðøíåì íàõîäèòñÿ 1 ìîëü ãàçà.
Åãî òåìïåðàòóðà óâåëè÷èâàåòñÿ íà 1 ãðàäóñ â ìèíóòó,
à îáúåì çà 3 ìèíóòû èçìåíèëñÿ îò 30 ëèòðîâ äî 31
ëèòðà. Äàâëåíèå æå ãàçà çà ýòî âðåìÿ ïðàêòè÷åñêè íå
ìåíÿëîñü. Íàéäèòå ýòî äàâëåíèå.

À.Ãàçîâ

Ô2194.  Äâà ïðîòîíà ëåòÿò íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó âäîëü
îäíîé ïðÿìîé. Â íåêîòîðûé ìîìåíò ñêîðîñòè ïðîòîíîâ
ðàâíû v è 2v, à ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè ðàâíî d.
Íàéäèòå ìàêñèìàëüíîå óñêîðåíèå îäíîãî èç ïðîòîíîâ
çà âðåìÿ èõ äâèæåíèÿ.

Ä.Ïðîòîíîâ

Ô2195.  Óíèïîëÿðíûé èíäóêòîð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
áûñòðî âðàùàþùèéñÿ ïîñòîÿííûé ìàãíèò â ôîðìå

äèñêà. Äèñê âûïîëíåí èç ìàã-
íèòíîãî ñïëàâà, ñïîñîáíîãî ñî-
çäàâàòü ñèëüíîå ìàãíèòíîå ïîëå,
è ïîêðûò òîíêèì ïðîâîäÿùèì
ñëîåì íèêåëÿ. Ïðè âðàùåíèè
äèñêà ìåæäó îñüþ âðàùåíèÿ è
áîêîâîé ïîâåðõíîñòüþ âîçíèêà-
åò ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ, êîòî-
ðóþ ìîæíî èçìåðèòü ñ ïîìîùüþ
íåïîäâèæíîãî âîëüòìåòðà
(ðèñ.2). Åñëè æå ê îñè âðàùåíèÿ
è áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ïîäñîå-
äèíèòü áàòàðåéêó, òî ìàãíèò íà÷-
íåò áûñòðî âðàùàòüñÿ, ïðåâðà-
òèâøèñü â ýëåêòðîäâèãàòåëü.
Òî÷íî òàê æå, åñëè áûñòðî âðà-
ùàòü âàë îáû÷íîãî ýëåêòðîìîòî-
ðà, îí ïðåâðàùàåòñÿ â ãåíåðà-
òîð, è íàîáîðîò, åñëè íà ýëåêò-
ðè÷åñêèé ãåíåðàòîð ïîäàòü íà-

ïðÿæåíèå, îí ïðåâðàùàåòñÿ â ýëåêòðîìîòîð. Íà ðèñóí-
êå 3 ïîêàçàíà ñõåìà òàêîãî ðåàëüíî ðàáîòàþùåãî
óíèïîëÿðíîãî ýëåêòðîäâèãàòåëÿ, ðîòîðîì êîòîðîãî ÿâ-
ëÿåòñÿ ñèëüíûé ïîñòîÿííûé ìàãíèò â ôîðìå äèñêà
ðàäèóñîì 0r  = 2 ñì, íàñàæåííîãî íà îñü. Ïðè ïîäêëþ-
÷åíèè ñ ïîìîùüþ ñêîëüçÿùèõ êîíòàêòîâ áàòàðåéêè ñ
ÝÄÑ E  = 1,5 Â äèñê íà÷èíàåò áûñòðî âðàùàòüñÿ.
1) ×òî ïîêàæåò íåïîäâèæíûé âîëüòìåòð íà ðèñóíêå 2
ïðè ÷àñòîòå âðàùåíèÿ äèñêà n  = 3000 îá/ìèí? Êàêîâà
ïîëÿðíîñòü ýòîé ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ? Âðàùåíèå
ïðîèñõîäèò ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, åñëè ñìîòðåòü
ñâåðõó.

2) Ïðåíåáðåãàÿ òðåíèåì, îöåíèòå ïðåäåëüíóþ ÷àñòîòó
âðàùåíèÿ (îá/ìèí) íàìàãíè÷åííîãî äèñêà (ðîòîðà
óíèïîëÿðíîãî äâèãàòåëÿ íà ðèñóíêå 3). Óêàæèòå íà-
ïðàâëåíèå âðàùåíèÿ ðîòîðà (åñëè ñìîòðåòü ñâåðõó)
ïðè çàäàííîé ïîëÿðíîñòè áàòàðåéêè è çàäàííîì íà-
ïðàâëåíèè âåêòîðà B

ur
.

Ïðèìå÷àíèå. Ñ÷èòàéòå, ÷òî â ïðîâîäÿùåì íèêåëåâîì
ñëîå âåêòîð èíäóêöèè B

ur
 ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïåðïåíäèêó-

ëÿðåí ïîâåðõíîñòè äèñêà, ïîñòîÿíåí è ðàâåí Â =
= 1 Òë. Òàêæå äëÿ óïðîùåíèÿ ñ÷èòàéòå, ÷òî òîê â
ïðîâîäÿùåì ñëîå òå÷åò âäîëü ðàäèóñà ìåæäó îñüþ è
êîíòàêòîì.

À.Ãóäåíêî
Ô2196.  Êàòóøêà èíäóêòèâíîñòüþ L  = 10 Ãí ñîåäèíåíà
ïîñëåäîâàòåëüíî ñ êîíäåíñàòîðîì åìêîñòüþ Ñ =
= 0,1 ìêÔ, è öåïü ïîäêëþ÷àþò ê áàòàðåéêå. ×åðåç
êàêîå âðåìÿ íàïðÿæåíèå íà êîíäåíñàòîðå óñòàíîâèòñÿ
ñ òî÷íîñòüþ íå õóæå 1%? Ýëåìåíòû öåïè ñ÷èòàòü
èäåàëüíûìè, ñîïðîòèâëåíèå ñîåäèíÿþùèõ ïðîâîäîâ
R = 1 Îì.

Ç.Êàòóøêèí
Ô2197.  Íà ïëîñêóþ ñòåíó ïåðïåíäèêóëÿðíî ïàäàåò
ïëîñêàÿ ñâåòîâàÿ âîëíà ñ äëèíîé âîëíû l . Ïåðåä
ñòåíîé ïàðàëëåëüíî åé ñòàâÿò íåïðîçðà÷íûé ýêðàí ñ
êðóãëûì îòâåðñòèåì. Âî ñêîëüêî ðàç îñâåùåííîñòü â
öåíòðå ñâåòîâîãî ïÿòíà íà ñòåíå ìîæåò áûòü áîëüøå,
÷åì îñâåùåííîñòü áåç ýêðàíà? Ðàññòîÿíèå ìåæäó ýêðà-
íîì è ñòåíîé h.

Ç.Ðàôàèëîâ

1 Ðåøåíèÿ çàäà÷ Ô2175, Ô2176 è Ô2182 áóäóò îïóáëèêîâà íû
ïîçæå.
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M2162. Ñåìèçíà÷íûé êîä, ñîñòîÿùèé èç ñåìè ðàçëè÷-
íûõ öèôð, íàçîâåì õîðîøèì. Ïàðîëåì ñåéôà ÿâëÿåò-
ñÿ õîðîøèé êîä. Èçâåñòíî, ÷òî ñåéô îòêðîåòñÿ, åñëè
ââåäåí õîðîøèé êîä è íà êàêîì-íèáóäü ìåñòå öèôðà
êîäà ñîâïàëà ñ ñîîòâåòñòâóþùåé öèôðîé ïàðîëÿ. Çà
êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ïîïûòîê ìîæíî ñ ãà-
ðàíòèåé îòêðûòü ñåéô?

Îòâåò : çà 6 ïîïûòîê.
Ïðèâåäåì ïðèìåð, â êîòîðîì ñåéô ñ ãàðàíòèåé îòêðû-
âàåòñÿ çà 6 ïîïûòîê:
1234560,
2345610,
3456120,
4561230,
5612340,
6123450.
Ñðåäè ïåðâûõ 6 öèôð ïàðîëÿ åñòü öèôðà îò 1 äî 6.
Ïîñêîëüêó ìû êàæäóþ öèôðó îò 1 äî 6 ïî ðàçó íàáðàëè
íà êàæäîì èç ïåðâûõ 6 ìåñò, çíà÷èò, â îäíîì èç ñëó÷ àåâ
îíà ñîâïàäåò ñ ñîîòâåòñòâóþùåé öèôðîé ïàðîëÿ.
Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî ïÿòè ïîïûòîê íåäîñòàòî÷íî. Ïóñò ü
ñäåëàíî ïÿòü ïîïûòîê. Îáîçíà÷èì ÷åðåç 1M  ìíîæå-
ñòâî öèôð, êîòîðûå íå íàáèðàëèñü â êà÷åñòâå ïåðâîé
öèôðû â ýòèõ ïîïûòêàõ. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì ìíî-
æåñòâà 2 3 7, , ,M M MK . Òàê êàê âñåãî áûëî 5 ïîïûòîê,
òî 10 5 5iM ³ - =  (çäåñü ÷åðåç |X | îáîçíà÷àåì êîëè÷å-
ñòâî ýëåìåíòîâ â ìíîæåñòâå X). Òàê êàê êàæäàÿ èç
öèôð 0, 1, …, 9 íàáèðàëàñü íå áîëåå îäíîãî ðàçà â
êàæäîé ïîïûòêå, òî îíà ñîäåðæèòñÿ íå ìåíåå ÷åì â äâ óõ
èç ñåìè ìíîæåñòâ iM . Ïîêàæåì, ÷òî íàéäåòñÿ ïàðîëü

1 2 7a a aK , ãäå ia  – öèôðà èç iM ; ýòî è áóäåò îçíà÷àòü,
÷òî â ñëó÷àå òàêîãî ïàðîëÿ ñåéô íå îòêðîåòñÿ.
1 ñëó÷àé. Ïóñòü â äâóõ èç ìíîæåñòâ iM  íå ìåíåå ñåìè
öèôð, ñêàæåì 6 7M ³  è 7 7M ³ . Òîãäà ìîæíî âûá-
ðàòü â 1M  ëþáóþ öèôðó 1a , â 2M  – öèôðó 2a ,
îòëè÷íóþ îò 1a , è ò.ä., â 7M  – öèôðó 7a , îòëè÷íóþ îò

1 2 6, , ,a a aK .
2 ñëó÷àé. Ïóñòü õîòÿ áû â øåñòè èç ìíîæåñòâ iM  íå
áîëåå 6 öèôð. Òîãäà íàéäåòñÿ öèôðà x, êîòîðàÿ íå
ïðèíàäëåæèò äâóì èç ýòèõ ïîäìíîæåñòâ, ñêàæåì x íå
ïðèíàäëåæèò 4M  è 5M . Òàêæå âûáåðåì åùå îäíó
öèôðó y x¹ , íå ïðèíàäëåæàùóþ 5M . Öèôðà y ïðè-
íàäëåæèò õîòÿ áû îäíîìó ïîäìíîæåñòâó iM , 4i ¹ ,
ñêàæåì 6y MÎ . Öèôðà x ïðèíàäëåæèò õîòÿ áû îäíîìó
ïîäìíîæåñòâó iM , 6i ¹ , ñêàæåì 7x MÎ . Ïîëîæèì

6a y= , 7a x= . Âû÷åðêíóâ öèôðû x è y èç ïîäìíî-
æåñòâ 1 5, ,M MK , ìû ïðèõîäèì ê ïîäìíîæåñòâàì

1 5, ,M M¢ ¢K , äëÿ êîòîðûõ 1 3M ¢ ³ , 2 3M ¢ ³ , 3 3M ¢ ³ ,

4 4M ¢ ³ , 5 5M ¢ ³  ( 5 5M M¢ = ). Äàëåå ðàññóæäàåì àíà-
ëîãè÷íî ñëó÷àþ 1: ìîæíî âûáðàòü â 1M ¢ëþáóþ öèôðó

1a , â 2M ¢ – öèôðó 2a , îòëè÷íóþ îò 1a , è ò.ä., â 5M ¢ –
öèôðó 5a , îòëè÷íóþ îò 1a , 2a , 3a , 4a .
Çàìå÷àíèå . Â ïðåäûäóùèõ ðàññóæäåíèÿõ ìîæíî èçáå-
æàòü ïåðåáîðà ñëó÷àåâ, åñëè çàìåòèòü, ÷òî ñîîòâåòñòâèå

ii M®  óäîâëåòâîðÿåò ëåììå Õîëëà , ïðèìåíåíèå êîòî-
ðîé è îáåñïå÷èâàåò ñóùåñòâîâàíèå ïàðîëÿ 1 2 7a a aK ,
ãäå ia  – öèôðà èç iM . Ìîæíî ðàññìîòðåòü îáùóþ
çàäà÷ó ïðî n-çíà÷íûé êîä â àëôàâèòå èç m n¹  ñèìâî-
ëîâ (â íàøåì ñëó÷àå n = 7, m = 10) è äîêàçàòü, ÷òî

ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ïîïûòîê ïðè 2n m£  áóäåò ðàâíî
m + 1 – n, à ïðè n > m /2 îíî ðàâíî [ ]2 1m + .

Ä.Áàðàíîâ, Ï.Êîæåâíèêîâ

M2163. Íàéäèòå âñå òàêèå íàòóðàëüíûå ÷èñëà a è b,
÷òî:

à) ( )( )2 2a b b a+ +  ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé ñòåïåíüþ äâîéêè;

á) ( )( )3 3a b b a+ +  ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé ñòåïåíüþ òðîé-
êè.

à) Îòâåò : a = 1, b = 1.
Ïî óñëîâèþ êàæäàÿ èç ñêîáîê ( )2b a+  è ( )2a b+
äîëæíà ÿâëÿòüñÿ íàòóðàëüíîé ñòåïåíüþ äâîéêè.
Ïóñòü 2ka m= , 2lb n= , ãäå m è n íå÷åòíûå, à k è l  –
öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå, äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïóñòü

k l³ . Òîãäà

( )2 2 2 2 22 2 2 2k l l k la b m n m n-+ = + = + .

Ïîñëåäíÿÿ ñêîáêà áîëüøå 1 è ÷åòíà òîëüêî ïðè
2k – l   = 0, ò.å. ïðè k = l  = 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî a è b
íå÷åòíû.
Ïóñòü òîãäà 1 2ka m+ = , 1 2lb n+ = , ãäå m è n íå÷åò-
íûå, k è l  – íàòóðàëüíûå ÷èñëà, äëÿ îïðåäåëåííîñòè
ñíîâà ïóñòü k l³ . Òîãäà

 ( )22 2 1 2 1k la b m n+ = - + - = 2 2 12 2 2 2k k l lm m n A+- + = ,

ãäå ( )1 12 2 1k l kA m m n- + -= - +  íå÷åòíî, à ñëåäîâàòåëü-
íî, ðàâíî 1. Îòñþäà n = m = k = 1. Íî òîãäà è l  = 1, ÷òî
äàåò åäèíñòâåííûé âîçìîæíûé îòâåò a = b  = 1.
á) Îòâåò : a = 1, b = 2 èëè a = 2, b = 1.
Ñõåìà ðåøåíèÿ áóäåò â öåëîì ïîâòîðÿòü ðàññóæäåíèÿ

èç ïóíêòà à). Ïî óñëîâèþ êàæäàÿ èç ñêîáîê ( )3b a+

è ( )3a b+  äîëæíà ÿâëÿòüñÿ íàòóðàëüíîé ñòåïåíüþ
òðîéêè.
Ïîëîæèì 3ka m= , 3lb n= , ãäå m è n íå äåëÿòñÿ íà 3,
à k è l  – öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, äëÿ îïðåäåëåí-
íîñòè ïóñòü k l³ . Òîãäà

• ( )3 3 3 3 33 3 3 3k l l k la b m n m n-+ = + = + .

Ïîñëåäíÿÿ ñêîáêà áîëüøå 1 è ìîæåò äåëèòüñÿ íà 3
òîëüêî ïðè 3 k – l  = 0, ò.å. ïðè k = l  = 0. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî a è b íå äåëÿòñÿ íà 3.
Ïóñòü ( )1 mod 3a º , òîãäà ( )3 1 mod 3a º , ïîýòîìó

( )3 1 mod 3b º - .
Åñëè a = 1, òî 3 1lb = -  äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî
l , îòñþäà

3 3 2 1 1 13 3 3 3l l l lb a A+ + ++ = - + = ,

ãäå ( )13 3 1 1l lA -= - + .

Ïðè l  > 1 ÷èñëî A áîëüøå 1 è íå äåëèòñÿ íà 3, ïîýòîìó
âîçìîæíî òîëüêî l  = 1, ÷òî ïðèâîäèò ê ïàðå a = 1, b =
= 2, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ.
Åñëè a > 1, òî ïîëîæèì 1 3ka m- = , 1 3lb n+ = , ãäå k,
l , m è n – íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ïðè÷åì m è n íå äåëÿòñÿ
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íà 3. Åñëè k l³ , òî

( ) ( )33 3 1 3 1k la b m n+ = + + - =

= 3 3 2 1 2 13 3 3 3 3k k k l lm m m n A+ ++ + + = ,

ãäå A áîëüøå 1 è íå äåëèòñÿ íà 3, ÷òî íåâîçìîæíî. Åñëè

æå k l£ , òî ( ) ( )33 3 1 3 1 3l k kb a n m B+ = - + + = , ãäå

( )2 1 2 1 13 3 1 3l k l l kB n n n m- + - - += - + + . Êàê âèäèì, B
áîëüøå 1 è íå äåëèòñÿ íà 3, ÷òî íåâîçìîæíî.
Åñëè æå ( )1 mod 3a º - , òî ( )3 1 mod 3a º - , ïîýòîìó

( )1 mod 3b º , è çàìåíîé a b«  ïðèõîäèì ê ðàçîáðàí-
íîìó ñëó÷àþ ( )1 mod 3a º , ( )1 mod 3b º - .

Â.Ïðîèçâîëîâ, Ï.Êîæåâíèêîâ

M2164.  à) Íà êëåò÷àòóþ ïëîñêîñòü ïîëîæèëè 2009
îäèíàêîâûõ êâàäðàòîâ n n´  êëåòîê. Çàòåì îòìåòè-
ëè âñå êëåòêè, êîòîðûå ïîêðûòû íå÷åòíûì ÷èñëîì
êâàäðàòîâ. Äîêàæèòå, ÷òî îòìå÷åííûõ êëåòîê íå
ìåíüøå ÷åì 2n .
á) Íà ïðÿìîóãîëüíûé ëèñò áóìàãè ïîëîæèëè 2009
îäèíàêîâûõ åäèíè÷íûõ êâàäðàòîâ, ñòîðîíû êîòîðûõ
ïàðàëëåëüíû êðàÿì ëèñòà. Çàòåì çàêðàñèëè âñå îáëà-
ñòè, êîòîðûå ïîêðûòû íå÷åòíûì ÷èñëîì êâàäðàòîâ.
Äîêàæèòå, ÷òî ïëîùàäü çàêðàøåííîé ÷àñòè ëèñòà íå
ìåíüøå 1.

Ïðèâåäåì ðåøåíèå çàäà÷è á) (ïóíêò à) ñâîäèòñÿ ê á),
åñëè èçìåíèòü ìàñøòàá, ò.å. êâàäðàò n n´  ñ÷èòàòü
åäèíè÷íûì).
Ââåäåì ñèñòåìó êîîðäèíàò ñ îñÿìè, ïàðàëëåëüíûìè
êðàÿì ëèñòà (ñì. ðèñóíîê). Îáîçíà÷èì ÷åðåç K  åäèíè÷-
íûé êâàäðàò, çàäàííûé íåðàâåíñòâàìè 0 1x£ £ ,
0 1y£ £ .

Ïóñòü k-é äàííûé êâàäðàò çàäàåòñÿ íåðàâåíñòâàìè

1k kx x x£ £ + , 1k ky y y£ £ +

( k = 1, 2, …, 2009).

Ïîëîæèì { }k kxa =  è { }k kyb =  (äðîáíûå ÷àñòè ÷èñåë

kx  è ky ). Êâàäðàò K  ðàçáèâàåòñÿ ïðÿìûìè kx = a ,
ky = b  íà ïðÿìîóãîëüíèêè. Ðàññìîòðèì îäèí èç òàêèõ

ïðÿìîóãîëüíèêîâ ( )0,0P = P  è âñå åãî ñäâèãè ( ),k lP  íà
âåêòîðû ñ öåëûìè êîîðäèíàòàìè ( k,  l ). Êàæäûé èç
äàííûõ 2009 êâàäðàòîâ ïîêðûâàåò ðîâíî îäèí èç
ïðÿìîóãîëüíèêîâ ( ),k lP  (à ñ îñòàëüíûìè íå èìååò
îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê), ïîýòîìó õîòÿ áû îäèí èç
ïðÿìîóãîëüíèêîâ ( ),k lP  ïîêðûò íå÷åòíûì ÷èñëîì êâàä-
ðàòîâ, ò.å. çàêðàøåí. Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ äëÿ êàæ-
äîãî èç ïðÿìîóãîëüíèêîâ, íà êîòîðûå ðàçáèò êâàäðàò
K , ïîëó÷àåì, ÷òî ïëîùàäü çàêðàøåííîé ÷àñòè ëèñòà íå
ìåíüøå ïëîùàäè êâàäðàòà K .

Ï.Êîæåâíèêîâ

M2165. Ê äâóì îêðóæíîñòÿì 1w  è 2w , ïåðåñåêàþùèì-
ñÿ â òî÷êàõ A è B, ïðîâåäåíà èõ îáùàÿ êàñàòåëüíàÿ
CD (C è D – òî÷êè êàñàíèÿ ñîîòâåòñòâåííî, òî÷êà
B áëèæå ê ïðÿìîé CD, ÷åì A). Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ
÷åðåç A, âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò 1w  è 2w  â òî÷êàõ K è
L ñîîòâåòñòâåííî (A ëåæèò ìåæäó K è L). Ïðÿìûå
KC è LD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå P. Äîêàæèòå, ÷òî
ïðÿìàÿ PB ñèììåòðè÷íà ìåäèàíå òðåóãîëüíèêà KPL,
ïðîâåäåííîé èç âåðøèíû P, îòíîñèòåëüíî áèññåêòðè-
ñû óãëà KPL.

Ïóñòü ïðÿìàÿ AB ïåðåñåêàåò îòðåçîê CD  â òî÷êå X (ñì.
ðèñóíîê). Òîãäà 2 2XC XB XA XD= × = , ò.å. XC = XD ,
è çíà÷èò, ïðÿìàÿ AB ñîäåðæèò ìåäèàíó òðåóãîëüíèêà

ACD . Çàìåòèì, ÷òî ACD AKCÐ = Ð  êàê óãîë ìåæäó
êàñàòåëüíîé è õîðäîé. Àíàëîãè÷íî, CDA DLAÐ = Ð .
Çíà÷èò, òðåóãîëüíèê ACD  ïîäîáåí òðåóãîëüíèêó PKL .
Â ÷àñòíîñòè, åñëè ÐÌ – ìåäèàíà òðåóãîëüíèêà PKL , òî

KPM CAXÐ = Ð . Òàê êàê 180PCB KCBÐ = ° - Ð =
= 180KAB LABÐ = ° - Ð = 180LDB PDBÐ = ° - Ð ,  òî
÷åòûðåõóãîëüíèê BCPD  âïèñàííûé. Èìååì

LPB DPB DCB CAB KPMÐ = Ð = Ð = Ð = Ð , è çíà÷èò,
ïðÿìàÿ PB – ñèìåäèàíà (ïðÿìàÿ, ñèììåòðè÷íàÿ ìåäè-
àíå òðåóãîëüíèêà KPL  îòíîñèòåëüíî áèññåêòðèñû óãëà
KPL ).

Â.Îìåëüÿíåíêî

Ì2166.  Îáîçíà÷èì ÷åðåç [ k ]!  ïðîèçâåäåíèå

1 11 111 11 11
k

× × × ×K K14243  – âñåãî k ñîìíîæèòåëåé. Äîêà-

æèòå, ÷òî ÷èñëî [ n + m ]!  äåëèòñÿ íà ïðîèçâåäåíèå
[ ] [ ]! !n m× .
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Îáîçíà÷èì ÷èñëî èç k åäèíèö ÷åðåç 1k , òîãäà
[ ] [ ]! 1 1 !mm m= - , 1 10 1 1m

m n n m+ = + . Îáîçíà÷èì

C[m, n] = 
[ ]
[ ] [ ]

!

! !

n m

m n

+
.

Ïîëîæèì [0]! = 1, òîãäà C[0, n] è C[ m, 0] îïðåäåëåíû
è ðàâíû 1.
Äîêàæåì èíäóêöèåé ïî m + n, ÷òî ÷èñëî C[ m, n] –
öåëîå. Áàçà è ñëó÷àé m = 0 èëè n = 0 î÷åâèäíû.
Ïóñòü m, 1n ³  è äëÿ ìåíüøèõ çíà÷åíèé m + n âñå
äîêàçàíî. Òîãäà ÷èñëî

C[ m, n]= 
[ ]

[ ] [ ]
1 1 !

! !
m n n m

m n
+ + -

=
( )[ ]

[ ] [ ]
1 10 1 1 !

! !

m
n m n m

m n

+ + -
=

= 
[ ]

[ ] [ ]
[ ]
[ ] [ ]

1 1 ! 1 1 !
10

!1 1 ! 1 1 ! !
n mm

n m

n m n m

m n m n

+ - + -
+

- -
=

 = [ ] [ ]10 , 1 1,mC m n C m n- + -

– òîæå öåëîå.
Ë.Ìåäíèêîâ, À.Øàïîâàëîâ

M2167*. Îëÿ è Ìàêñèì îïëàòèëè ïóòåøåñòâèå ïî
àðõèïåëàãó èç 2009 îñòðîâîâ, ãäå íåêîòîðûå îñòðîâà
ñâÿçàíû äâóñòîðîííèìè ìàðøðóòàìè êàòåðà. Îíè
ïóòåøåñòâóþò, èãðàÿ. Ñíà÷àëà Îëÿ âûáèðàåò îñò-
ðîâ, íà êîòîðûé îíè ïðèëåòàþò. Çàòåì îíè ïóòåøå-
ñòâóþò âìåñòå íà êàòåðàõ, ïî î÷åðåäè âûáèðàÿ
îñòðîâ, íà êîòîðîì åùå íå áûëè (ïåðâûé ðàç âûáèðà-
åò Ìàêñèì). Êòî íå ñìîæåò âûáðàòü îñòðîâ, ïðîèã-
ðàë. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ëþáîé ñõåìå ìàðøðóòîâ Îëÿ
ìîæåò âûèãðàòü, êàê áû íè èãðàë Ìàêñèì.

Îòìåòèì íà ñõåìå ìàðøðóòîâ êàòåðîâ ìàêñèìàëüíî
âîçìîæíîå ÷èñëî k ìàðøðóòîâ áåç îáùèõ êîíöîâ; ïóñòü
ýòî ìàðøðóòû 1 1A B- , 2 2A B- , …, k kA B-  (çäåñü âñå
2k îñòðîâîâ iA  è iB  ïîïàðíî ðàçëè÷íû). Îáîçíà÷èì
÷åðåç 1C , 2C , …, lC  âñå îñòðîâà, îòëè÷íûå îò iA  è iB
( l  = 2009 – 2 k íå÷åòíî, ïîýòîìó èìååòñÿ õîòÿ áû îäèí
îñòðîâ jC ).
Ïóñòü ïåðâûì õîäîì Îëÿ âûáèðàåò äëÿ ïðèëåòà îñòðîâ

1C . Äàëåå, åñëè Ìàêñèì õîäèò íà iA  (èëè iB ), Îëÿ
îòâå÷àåò õîäîì íà ïàðíûé îñòðîâ iB  (ñîîòâåòñòâåííî,

iA ).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â êàêîé-òî ìîìåíò Ìàêñèì ñäåëàë
õîä íà îñòðîâ jC . Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî äî
ýòîãî ìîìåíòà ïóòü Îëè è Ìàêñèìà ïî îñòðîâàì èìåë
âèä 1 1 1 2 2 t t jC A B A B A B C- - - - - - - -K . Íî òîãäà â
ïðîòèâîðå÷èå ñ ìàêñèìàëüíîñòüþ k ìû ìîæåì âûáðàòü
k + 1 ìàðøðóòîâ áåç îáùèõ êîíöîâ: 1 1,C A-

1 2 1, , ,t t t jB A B A B C-- - -K 1 1,t t k kA B A B+ +- -K . Ïî-
ëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî õîä Ìàêñèìà
íà îñòðîâ jC  íåâîçìîæåí. Çíà÷èò, èãðàÿ ïî óêàçàííîé
ñòðàòåãèè, Îëÿ âûèãðûâàåò, òàê êàê ó íåå âñåãäà
íàéäåòñÿ îòâåòíûé õîä íà õîä Ìàêñèìà.

À. Øàïîâàëîâ

M2168 *. Äàí ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD, âïèñàííûé â
îêðóæíîñòü w . Ïóñòü 1R  – ðàäèóñ îêðóæíîñòè,
êàñàþùåéñÿ îòðåçêîâ AB, AD è îêðóæíîñòè w , 2R  –

ðàäèóñ îêðóæíîñòè, êàñàþùåéñÿ îòðåçêîâ CB, CD è
îêðóæíîñòè w . Ïðîâîäÿòñÿ âñåâîçìîæíûå äóãè îê-
ðóæíîñòè BD, ðàçáèâàþùèå ÷åòûðåõóãîëüíèê íà äâà
êðèâîëèíåéíûõ òðåóãîëüíèêà. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà
ðàäèóñîâ îêðóæíîñòåé, âïèñàííûõ â ýòè êðèâîëèíåé-
íûå òðåóãîëüíèêè, íå çàâèñèò îò âûáîðà äóãè BD
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 1 2R R= .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç 1r  è 2r  ðàäèóñû îêðóæíîñòåé, âïèñàí-
íûõ â êðèâîëèíåéíûå òðåóãîëüíèêè ABD  è CBD
ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæåì áîëåå îáùèé ôàêò: âåëè÷èíà

1 2

1 2

r r
R R

+  ðàâíà 1 (íåçàâèñèìî îò âûáîðà äóãè BD ).

Èç ýòîãî ôàêòà ñðàçó ñëåäóåò óòâåðæäåíèå çàäà÷è.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè 1 2R R= , òî ñóììà 1 2r r+  ïîñòîÿí-

íà. Åñëè æå 1 2R R¹ , òî âåëè÷èíà

1 2 1
1 2 1 2

1 2 2

1
r r R

r r R r
R R R

æ ö æ ö
+ = + + -ç ÷ ç ÷

è ø è ø

ÿâëÿåòñÿ íåïîñòîÿííîé ëèíåéíîé ôóíêöèåé îò 2r  (à 2r ,
êàê ëåãêî âèäåòü èç óñëîâèÿ, ìîæåò ïðèíèìàòü ðàçëè÷ -
íûå çíà÷åíèÿ).
Ëåììà.  Ïóñòü äàíû îêðóæíîñòè 1c  è 2c , ïåðåñåêàþùè-
åñÿ â òî÷êàõ M  è N. Íà îäíîé èç äóã îêðóæíîñòè 1c
âûáèðàåòñÿ òî÷êà X. Îêðóæíîñòü 1s  êàñàåòñÿ îòðåçêîâ
XM , XN  è îêðóæíîñòè 1c , à îêðóæíîñòü 2s  êàñàåòñÿ
îòðåçêîâ XM , XN  è ôèêñèðîâàííîé äóãè MN  îêðóæ-

íîñòè 2c  (ðèñ.1). Òîãäà îòíîøåíèå ðàäèóñîâ 1

2

r
r

 îê-

ðóæíîñòåé 1s  è 2s  íå çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè X.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.  Ïóñòü ïðÿìàÿ XN  ïåðåñåêàåò
âòîðè÷íî îêðóæíîñòü 2c  â òî÷êå Y . Ïóñòü îêðóæíîñòü

1s  êàñàåòñÿ îòðåçêîâ XM  è XN  â òî÷êàõ 1M  è 1N , à
îêðóæíîñòü 2s  – â òî÷êàõ 2M  è 2N . Êàê èçâåñòíî (ñì.,
íàïðèìåð, îñíîâíóþ òåîðåìó â ñòàòüå Â.Ïðîòàñîâà
«Êàñàþùèåñÿ îêðóæíîñòè: îò Òåáî äî Ôåéåðáàõà» â
«Êâàíòå» ¹ 4 çà 2008 ã.), ïðÿìàÿ 1 1M N  ïðîõîäèò
÷åðåç öåíòð I  âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà
XMN , à ïðÿìàÿ 2 2M N  – ÷åðåç öåíòð J âïèñàííîé ëèáî
îäíîé èç âíåâïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêà
YMN . Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïåðâûé ñëó÷àé
(ðèñ.2); âòîðîé ðàçáèðàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Ïóñòü â òðå -
óãîëüíèêå XMN  òî÷êà I ¢ – öåíòð âíåâïèñàííîé îêðóæ-
íîñòè, êàñàþùåéñÿ ñòîðîíû XM . Òîãäà òî÷êè I , J, I ¢
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ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé – áèññåêòðèñå óãëà XNM ,
ïðÿìûå XI ¢, 1M I  è 2M J  ïàðàëëåëüíû (îíè ïåðïåí-
äèêóëÿðíû áèññåêòðèñå óãëà MXN ). Çàìåòèì, ÷òî ïðè
èçìåíåíèè òî÷êè X âåëè÷èíû óãëîâ MIN , MJN , MI N¢
íå ìåíÿþòñÿ

( 90
2

MXN
MIN

Ð
Ð = ° + ,   90

2
MYN

MJN
Ð

Ð = ° + ,

90
2

MXN
MI N

Ð¢Ð = ° + ).

Ïîýòîìó (ïðÿìîóãîëüíûå) òðåóãîëüíèêè MII ¢ äëÿ
ëþáûõ ïîëîæåíèé òî÷êè X ïîäîáíû, à òî÷êà J äåëèò
îòðåçîê II ¢ â ôèêñèðîâàííîì îòíîøåíèè.
Äàëåå, èç ãîìîòåòèè ñ öåíòðîì X  âûòåêàåò, ÷òî îòíîøå-

íèå ðàäèóñîâ 1

2

r
r

 ðàâíî 1

2

XM I I
XM I J

¢
=

¢
, ò.å. íå çàâèñèò îò

ïîëîæåíèÿ òî÷êè X.

Ëåììà äîêàçàíà.
Èç ëåììû âûòåêàåò, ÷òî â óñëîâèè çàäà÷è ñóììà

1 2

1 2

r r
R R

+  íå èçìåíèòñÿ, åñëè òî÷êè A è C ïåðåìåùàòü ïî

ñîîòâåòñòâóþùèì äóãàì îêðóæíîñòè w . Òàêèì îáðà-
çîì, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷êè A è C ÿâëÿþòñÿ ñåðåäè-
íàìè äóã BD  (ðèñ.3). Â òàêîì ñëó÷àå èç ñèììåòðèè
îòíîñèòåëüíî äèàìåòðà AC ñëåäóåò, ÷òî îêðóæíîñòè,
âïèñàííûå â êðèâîëèíåéíûå òðåóãîëüíèêè ABD  è

CBD , êàñàþòñÿ â òî÷êå Z. Èç ãîìîòåòèè ñ öåíòðîì A

ñëåäóåò, ÷òî 1

1

r AZ
R AC

= . Àíàëîãè÷íî, 2

2

r CZ
R AC

= . Òàêèì

îáðàçîì,

1 2

1 2

1
r r AZ CZ AZ CZ
R R AC AC AC

+
+ = + = = .

Èç ëåììû íåñëîæíî âûâåñòè ñëåäóþùåå åå îáîáùåíèå.
Åñëè ðàññìîòðåòü åùå îêðóæíîñòü (èëè ïðÿìóþ) 3c ,
ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êè M  è N, è îêðóæíîñòü 3s ,
êàñàþùóþñÿ îòðåçêîâ XM , XN  è ôèêñèðîâàííîé äóãè

îêðóæíîñòè 3c , òî îòíîøåíèå ðàäèóñîâ 2

3

r
r

 îêðóæíî-

ñòåé 2s  è 3s  íå áóäåò çàâèñåòü îò âûáîðà òî÷êè X.
Íà ñàìîì äåëå óòâåðæäåíèå ëåììû ýêâèâàëåíòíî òåî-
ðåìå î ñåãìåíòå (ñì. ñòàòüþ Â.Ïðîòàñîâà «Âîêðóã
òåîðåìû Ôåéåðáàõà» â «Êâàíòå» ¹ 9 çà 1992 ã.).
Çàìå÷àíèå . Èç ëåììû ëåãêî âûòåêàåò òåîðåìà Ôåéåð-
áàõà.
Ïóñòü H  – îðòîöåíòð òðåóãîëüíèêà ABC; W  è w  –
îïèñàííàÿ è âïèñàííàÿ îêðóæíîñòè; ¢W  – äóãà îêðóæ-
íîñòè BCH , ñèììåòðè÷íàÿ äóãå BAC îêðóæíîñòè W
îòíîñèòåëüíî BC; ¢w  – îêðóæíîñòü, âïèñàííàÿ â óãîë
BAC è êàñàþùàÿñÿ ¢W  âíóòðåííèì îáðàçîì.

Ïî òåîðåìå «î ëóíî÷êàõ» 
( )
( )

2
R

R

¢w
=

w
. Äåéñòâèòåëüíî,

ïðè ôèêñàöèè îêðóæíîñòåé W  è ¢W  ýòî îòíîøåíèå íå
çàâèñèò îò ïîëîæåíèÿ òî÷êè A íà äóãå BAC, à äëÿ
÷àñòíîãî ñëó÷àÿ AB = AC  èç ñèììåòðèè è ãîìîòåòèè ñ
öåíòðîì A (çäåñü M  – ñåðåäèíà BC, A¢ ñèììåòðè÷íà A

îòíîñèòåëüíî BC):

( )
( )

2
R AA
R AM

¢w ¢
= =

w
.

Çíà÷èò, ïðè ãîìîòåòèè ñ öåíòðîì A è êîýôôèöèåíòîì
1
2

 îêðóæíîñòè ¢w  è ¢W  ïåðåõîäÿò ñîîòâåòñòâåííî â w

è îêðóæíîñòü äåâÿòè òî÷åê òðåóãîëüíèêà ABC.
Í.Áåëóõîâ, È.Áîãäàíîâ, Ï.Êîæåâíèêîâ

Ðèñ. 3

Ô2177. Íà êîðïóñå ôåíà, ïðåäíàçíà÷åííîãî äëÿ áûñò-
ðîé ñóøêè âîëîñ, åñòü íàäïèñü: 1200 Âò. Äèàìåòð
îòâåðñòèÿ, èç êîòîðîãî âûõîäèò âîçäóõ ñ òåìïåðà-
òóðîé 80 C° , ðàâåí 4 ñì. Òåìïåðàòóðà âîçäóõà â
êîìíàòå 20 C° , äàâëåíèå âîçäóõà 510  Ïà. Ñ êàêîé
ñðåäíåé ñêîðîñòüþ îòíîñèòåëüíî êîðïóñà ôåíà äâè-
æåòñÿ âûõîäÿùèé íàðóæó ãîðÿ÷èé âîçäóõ?

Â óñòàíîâèâøåìñÿ ðåæèìå ðàáîòû êèíåòè÷åñêàÿ ýíåð-
ãèÿ äåòàëåé ôåíà è âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ åãî ÷àñòåé íå
ìåíÿþòñÿ. Ýíåðãèÿ, ïîëó÷åííàÿ ôåíîì èç ýëåêòðè÷åñ-
êîé ñåòè, ïðåîáðàçóåòñÿ â òåïëî è êèíåòè÷åñêóþ ýíåð -
ãèþ óïîðÿäî÷åííîãî äâèæåíèÿ âîçäóõà. Ïðîöåññ íàãðå-
âà âîçäóõà (äâóõàòîìíîãî ãàçà) ïðîèñõîäèò ïðè ïîñòî -
ÿííîì äàâëåíèè. Ìîëÿðíàÿ òåïëîåìêîñòü âîçäóõà â
òàêîì ïðîöåññå ðàâíà 7 R/2. Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ
óïîðÿäî÷åííîãî äâèæåíèÿ, ïðèîáðåòåííàÿ âîçäóõîì çà
îïðåäåëåííîå âðåìÿ, ïðîïîðöèîíàëüíà êóáó ñêîðîñòè,
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à êîëè÷åñòâî òåïëîòû, íóæíîå äëÿ íàãðåâà âîçäóõà â
èçîáàðíîì ïðîöåññå, ïðîïîðöèîíàëüíî ïåðâîé ñòåïåíè
ñêîðîñòè. Àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè çàäàííûõ óñëî-
âèÿõ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ óïîðÿäî÷åííîãî äâèæåíèÿ
âîçäóõà âî ìíîãî ðàç ìåíüøå ïîëó÷åííîãî êîëè÷åñòâà
òåïëîòû, ïîýòîìó òî÷íîå óðàâíåíèå òðåòüåé ñòåïåíè
äëÿ íàõîæäåíèÿ ñêîðîñòè ãîðÿ÷åãî âîçäóõà:

( )2
1 2 1

2

7

2 2 4

R T Tv PRT
v

p D

æ ö-
+ =ç ÷ç ÷M Mpè ø

ìîæíî çàìåíèòü íà ïðèáëèæåííîå óðàâíåíèå:
( )1 2 1

2

7

2 4

R T T PRT
v

p D

-
=

M Mp
.

Îòñþäà íàõîäèì

( )
1

2
1 2

8
16 ì ñ

7

PT
v

p D T T
= »

p -
.

Ñ.Âàðëàìîâ

Ô2178. Òâåðäîå âåùåñòâî 2CO  ïîõîæå íà ïëîòíî
ñëåïëåííûé ñíåæîê – áåëûé íåïðî÷íûé êóñîê ñêîìêàí-
íîãî ñíåãà – è íàçûâàåòñÿ «ñóõîé ëåä», êîòîðûé ïðè
àòìîñôåðíîì äàâëåíèè èìååò òåìïåðàòóðó 65 C- ° .
Íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî ýòîãî âåùåñòâà âçâåñèëè è
ïîëîæèëè â íåðàñòÿíóòóþ ðåçèíîâóþ îáîëî÷êó âîç-
äóøíîãî øàðèêà, èìåþùóþ ìàññó 3 ã. Îáîëî÷êó çàãåð-
ìåòèçèðîâàëè, çàâÿçàâ óçëîì ðåçèíîâóþ âõîäíóþ
òðóáêó øàðèêà, äîæäàëèñü, ïîêà âåñü ñóõîé ëåä
èñïàðèëñÿ è íàãðåëñÿ äî êîìíàòíîé òåìïåðàòóðû, à
çàòåì íàäóâøèéñÿ øàðèê âçâåñèëè íà òåõ æå âåñàõ –
ïîëó÷èëñÿ ðåçóëüòàò 69 ã. ×òî ïîêàçûâàëè âåñû ïðè
âçâåøèâàíèè òâåðäîãî âåùåñòâà?

Îáúåì êîíäåíñèðîâàííîãî âåùåñòâà î÷åíü ìàë â ñðàâ-
íåíèè ñ åãî îáúåìîì â ãàçîîáðàçíîì ñîñòîÿíèè, ïîýòî ìó
îáúåìîì ñíåæêà ìû ïðåíåáðåæåì. Ðåçèíîâûå ñòåíêè
øàðèêà ñîçäàþò âíóòðè øàðèêà äîïîëíèòåëüíîå äàâëå-
íèå, êîòîðîå âî ìíîãî ðàç (ïðèìåðíî â 50 ðàç) ìåíüø å
àòìîñôåðíîãî äàâëåíèÿ, ïîýòîìó îòëè÷èå äàâëåíèÿ
âíóòðè øàðèêà îò àòìîñôåðíîãî äàâëåíèÿ ìû ó÷èòû-
âàòü íå áóäåì. Ïðè òàêèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ óñëîâèå
ðàâíîâåñèÿ øàðèêà ñ ãàçîì íà âåñàõ òàêîâî:

( )âîçä
0

ãàçà

Mg mg m m g
M

+ = +
M

.

Îòñþäà íàõîäèì îòâåò ñíà÷àëà â ãðóáîì ïðèáëèæåíèè:

( )ãàçà 0

ãàçà âîçä

193,6 ã
M m

m
M -

= »
M - M

.

Åñëè ó÷åñòü äîïîëíèòåëüíîå äàâëåíèå, ñîçäàâàåìîå
ðåçèíîâîé îáîëî÷êîé, íàïðèìåð ñ÷èòàÿ, ÷òî îíî ñîñòà â-
ëÿåò 2% îò àòìîñôåðíîãî, òî ïîëó÷èòñÿ äðóãîé ðåçóëü -
òàò:

( )ãàçà 0

ãàçà âîçä

1,02
186,5 ã

1,02

M m
m

M -
= »

M - M
.

Ñ.Âàðëàìîâ

Ô2179. Íàãðåâàòåëü èäåàëüíîé òåïëîâîé ìàøèíû
èìååò íà÷àëüíóþ òåìïåðàòóðó 2Ò, åãî òåïëîåìêîñòü
Ñ, òåìïåðàòóðà õîëîäèëüíèêà â íà÷àëüíûé ìîìåíò
Ò, åãî òåïëîåìêîñòü âäâîå áîëüøå. Òåïëîîáìåíà ñ

îêðóæàþùåé ñðåäîé íåò, ìàøèíà èìååò ìàëåíüêóþ
ìîùíîñòü äàæå ïðè íà÷àëüíîé ðàçíîñòè òåìïåðàòóð.
Íàéäèòå òåìïåðàòóðû òåë ÷åðåç î÷åíü áîëüøîå âðå-
ìÿ. Êàêóþ ðàáîòó ìîæåò ñîâåðøèòü ìàøèíà çà ýòî
î÷åíü áîëüøîå âðåìÿ?

Îáû÷íî, êîãäà ðàññìàòðèâàþò ïðèíöèïû ðàáîòû òåï-
ëîâîé ìàøèíû, ñ÷èòàþò, ÷òî òåìïåðàòóðû íàãðåâàòåëÿ
è õîëîäèëüíèêà â ïðîöåññå îòäà÷è èëè ïîëó÷åíèÿ òåïë à
íå èçìåíÿþòñÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òåïëîåìêîñòè íàãðå -
âàòåëÿ è õîëîäèëüíèêà ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøè-
ìè. Åñëè æå òåïëîåìêîñòè ýòèõ òåë êîíå÷íû, íåîáõîäè -
ìî ó÷èòûâàòü, ÷òî èõ òåìïåðàòóðû â ïðîöåññå ðàáîòû
ìàøèíû áóäóò èçìåíÿòüñÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî â êîíöå
êîíöîâ òåìïåðàòóðû íàãðåâàòåëÿ è õîëîäèëüíèêà ñðàâ-
íÿþòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, â ïðîöåññå ðàáîòû ìàøèíû
ðàáî÷åå òåëî áåðåò íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî òåïëîòû ó
íàãðåâàòåëÿ, ÷àñòü åãî ïðåâðàùàåò â ðàáîòó, îñòàâøó-
þñÿ ÷àñòü ïåðåäàåò õîëîäèëüíèêó. Äðóãèìè ñëîâàìè,
ïðîèñõîäèò òåïëîîáìåí ìåæäó ãîðÿ÷èì íàãðåâàòåëåì è
õîëîäíûì õîëîäèëüíèêîì ñ îäíîâðåìåííûì «óõîäîì»
÷àñòè ýíåðãèè èç ýòîé ñèñòåìû â âèäå ìåõàíè÷åñêîé
ðàáîòû. Ó÷òåì ýòîò «óõîä» â óðàâíåíèÿõ òåïëîâîãî
áàëàíñà.
Ïóñòü â êàêîé-òî ìîìåíò âðåìåíè òåìïåðàòóðû íàãðå-
âàòåëÿ è õîëîäèëüíèêà ðàâíû 1T  è 2T  ñîîòâåòñòâåííî.
Ïî óñëîâèþ íà ýòèõ òåëàõ ðàáîòàåò èäåàëüíàÿ òåïëîâà ÿ
ìàøèíà. À ïîñêîëüêó â èäåàëüíîé òåïëîâîé ìàøèíå,
ðàáîòàþùåé ïî öèêëó Êàðíî, ïåðåäà÷è òåïëà îò íàãðå-
âàòåëÿ ê ðàáî÷åìó òåëó è îò ðàáî÷åãî òåëà ê õîëîäèë ü-
íèêó äîëæíû îñóùåñòâëÿòüñÿ ïðè ôèêñèðîâàííûõ
òåìïåðàòóðàõ, íåîáõîäèìî ïðîâîäèòü ìíîãî öèêëîâ
Êàðíî ñ áåñêîíå÷íî ìàëûìè ïåðåäà÷àìè òåïëà òàê,
÷òîáû â êàæäîì öèêëå òåìïåðàòóðû íàãðåâàòåëÿ è
õîëîäèëüíèêà ìîæíî áûëî ñ÷èòàòü íåèçìåííûìè.
Èòàê, âîçüìåì êîëè÷åñòâî òåïëîòû 1Qd  ó íàãðåâàòåëÿ.

Ïîñêîëüêó ÊÏÄ öèêëà Êàðíî ðàâåí 2

1

1
T
T

h = - , ðàáîòà

äâèãàòåëÿ ñîñòàâèò

2
1 1 1

1

T
A Q Q Q

T
d = hd = d - d ,

à áîëåå õîëîäíîìó òåëó áóäåò ïåðåäàíî êîëè÷åñòâî
òåïëîòû

2
2 1 1

1

T
Q Q A Q

T
d = d - d = d .

Íàéäåì òåïåðü, êàê èçìåíÿòñÿ òåìïåðàòóðû òåë ïîñëå
îñóùåñòâëåíèÿ ðàññìîòðåííîãî ïðîöåññà. Òàê êàê íà-
ãðåâàòåëü îòäàåò êîëè÷åñòâî òåïëîòû 1Qd , åãî òåìïåðà-
òóðà óìåíüøèòñÿ íà âåëè÷èíó

1
1

Q
T

C
d

D = - .

Àíàëîãè÷íî, òåìïåðàòóðà õîëîäèëüíèêà âîçðàñòåò íà
âåëè÷èíó

2 1 2
2

12 2
Q Q T

T
C C T

d d
D = = .

Îòñþäà ïîëó÷àåì

1 1

2 2

2
T T
T T

D
= -

D
, èëè 1 2

1 2

2
T T

T T
D D

= - .
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Ê Â À Í T $ 2 0 1 0 / ¹ 426
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ðàññìîòðåííîì ïðîöåññå íå ìåíÿ-
åòñÿ ïðîèçâåäåíèå òåìïåðàòóðû íàãðåâàòåëÿ íà êâàä-
ðàò òåìïåðàòóðû õîëîäèëüíèêà. Ïðè÷åì ýòîò ðåçóëü-
òàò áóäåò èìåòü ìåñòî è äëÿ íà÷àëüíûõ (2 Ò è Ò) è äëÿ
êîíå÷íûõ ( xT ) òåìïåðàòóð íàãðåâàòåëÿ è õîëîäèëü-
íèêà:

( ) ( )2 22 x xT T T T= , îòêóäà 3 2 1,26xT T T= = .

Òàêèì îáðàçîì, â ðåçóëüòàòå ðàáîòû ðàññìîòðåííîé
òåïëîâîé ìàøèíû â òå÷åíèå äëèòåëüíîãî âðåìåíè òåì-
ïåðàòóðû íàãðåâàòåëÿ è õîëîäèëüíèêà ñðàâíÿþòñÿ è
ñòàíóò ðàâíûìè xT = 1,26 T.
Åñëè áû ýíåðãèÿ íå óõîäèëà èç ñèñòåìû, ò.å. åñëè áû
òåïëîâàÿ ìàøèíà íå ñîâåðøàëà ìåõàíè÷åñêóþ ðàáî-
òó, òî â ðåçóëüòàòå òåïëîîáìåíà ìåæäó íàãðåâàòåëåì
è õîëîäèëüíèêîì èõ òåìïåðàòóðû òàêæå ñðàâíÿëèñü
áû, íî óñòàíîâèâøàÿñÿ òåìïåðàòóðà yT  áûëà áû äðó-
ãîé. Åå ìîæíî íàéòè èç «îáû÷íîãî» óðàâíåíèÿ òåïëî-
âîãî áàëàíñà – êîëè÷åñòâî òåïëîòû, îòäàííîå íàãðå-
âàòåëåì, ðàâíî êîëè÷åñòâó òåïëîòû, ïîëó÷åííîìó õî-
ëîäèëüíèêîì:

( ) ( )2 2y yC T T C T T- = - , îòêóäà 
4

1,3
3yT T T= = .

Ýíåðãèÿ, ñâÿçàííàÿ ñ ðàçíîñòüþ óñòàíîâèâøèõñÿ òåì-
ïåðàòóð y xT T- , è åñòü ïîëíàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ðàáîòà,
ñîâåðøåííàÿ äâèãàòåëåì äî òîãî ìîìåíòà, êàê òåìïåðà -
òóðû íàãðåâàòåëÿ è õîëîäèëüíèêà ñðàâíÿþòñÿ è äâèãà-
òåëü áîëüøå íå ñìîæåò ñîâåðøàòü ðàáîòó. Ïîñêîëüêó
ñóììàðíàÿ òåïëîåìêîñòü òåë ðàâíà 3 Ñ, òî ýòà ðàáîòà
ðàâíà

( )3 3 0,07 0,21y xA C T T C T CT= - = × = .

Ñ.Ìóðàâüåâ

Ô2180.  Êîíäåíñàòîðû â ñõåìå (ñì.ðèñóíîê) îäèíàêî-
âûå, åìêîñòü êàæäîãî 100 ìêÔ, ñîïðîòèâëåíèå ðåçè-

ñòîðà 100 Îì. Áàòàðåé-
êó íàïðÿæåíèåì 12 Â ñ
ìàëûì âíóòðåííèì ñî-
ïðîòèâëåíèåì ïîäêëþ÷à-
þò ê ýòîé ñõåìå. Êàêîå
êîëè÷åñòâî òåïëîòû âû-
äåëèòñÿ çà áîëüøîå âðå-

ìÿ â ðåçèñòîðå? Êàêîå ïîëíîå êîëè÷åñòâî òåïëîòû
âûäåëèòñÿ ïðè ïîäêëþ÷åíèè áàòàðåéêè?

Ñðàçó ïîñëå ïîäêëþ÷åíèÿ áàòàðåéêè ïðîèñõîäèò òàêîé
áûñòðûé ïðîöåññ – «áëèæíèå» êîíäåíñàòîðû çàðÿæà-
þòñÿ áîëüøèìè òîêàìè, à òîê ÷åðåç ðåçèñòîð, îí æå
çàðÿæàåò îñòàâøèéñÿ êîíäåíñàòîð, îãðàíè÷åí è çà
ìàëûé èíòåðâàë âðåìåíè íå âûäåëÿåò çàìåòíîãî êîëè-
÷åñòâà òåïëîòû â ðåçèñòîðå. (Òåïëî âûäåëÿåòñÿ â
ñîïðîòèâëåíèè ïðîâîäîâ è âíóòðåííåì, õîòÿ è ìàëîì,
ñîïðîòèâëåíèè áàòàðåéêè.)
Ïðîâåäåì ðàñ÷åò âûäåëèâøåãîñÿ êîëè÷åñòâà òåïëîòû â
äâà ýòàïà. Ñíà÷àëà ïîñ÷èòàåì òåïëî â ðåçèñòîðå. Ïîñ ëå
áûñòðîãî ïðîöåññà çàðÿäà ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèíåí-
íûõ êîíäåíñàòîðîâ (òðåòèé êîíäåíñàòîð ïîêà íå çàðÿ-
æåí) ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ íà ðåçèñòîðå ñîñòàâèò 0 2U ,
ãäå 0U  – íàïðÿæåíèå áàòàðåéêè. Ýòà ðàçíîñòü ïîòåí-
öèàëîâ ïî ìåðå ïåðåçàðÿäêè êîíäåíñàòîðîâ ñïàäàåò äî

íóëÿ, ÷åðåç ðåçèñòîð ïðè ýòîì ïðîòåêàåò ïîëíûé çàðÿ ä
0 3CU , è êîëè÷åñòâî òåïëîòû â ðåçèñòîðå îïðåäåëÿåò-

ñÿ ñðåäíåé ðàçíîñòüþ ïîòåíöèàëîâ ìåæäó åãî âûâîäà-
ìè è ïðîòåêøèì çàðÿäîì:

30 0 01
1,2 10  Äæ

2 2 3 12R
U CU CU

Q -= = = × .

Ïîëíîå êîëè÷åñòâî òåïëîòû â ñèñòåìå ïîñ÷èòàòü ñîâñå ì
ïðîñòî. Ïîñëå óñòàíîâëåíèÿ çàðÿäîâ ïîëíàÿ åìêîñòü
ñèñòåìû ðàâíà îáù 2 3C C=  (äâà êîíäåíñàòîðà ñîåäè-
íåíû ïàðàëëåëüíî è ê íèì åùå îäèí êîíäåíñàòîð
ïîäêëþ÷åí ïîñëåäîâàòåëüíî). Ýíåðãèÿ ýòîé ñèñòåìû
ðàâíà 2

îáù 0 2C U .Áàòàðåéêà ñîâåðøàåò ðàáîòó 2
îáù 0C U .

Ïîëíîå âûäåëèâøååñÿ êîëè÷åñòâî òåïëîòû îïðåäåëèì
èç áàëàíñà ýíåðãèé:

2 2
îáù 02 0

îáù îáù 0 2 3

C U CU
Q C U= - = = 34,8 10  Äæ-× .

À.Ïîâòîðîâ

Ô2181. Â îäíîðîäíîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå íàïðÿæåí-
íîñòüþ 0E  óäåðæèâàþò äèïîëü, ñîñòîÿùèé èç ëåãêîãî
æåñòêîãî ñòåðæíÿ äëèíîé d, íà êîíöàõ êîòîðîãî
óêðåïëåíû îäèíàêîâûå ìàëåíüêèå øàðèêè ìàññîé m
êàæäûé ñ çàðÿäàìè q è –q. Íàéäèòå ìàêñèìàëüíóþ
óãëîâóþ ñêîðîñòü ñòåðæíÿ ïîñëå îòïóñêàíèÿ äèïîëÿ.
Ñèëà òÿæåñòè îòñóòñòâóåò.

Ýòî ïðîñòàÿ çàäà÷à. Óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ îïðå-
äåëÿåòñÿ íà÷àëüíûì ïîëîæåíèåì äèïîëÿ, è ìàêñèìàëü-
íàÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü ïîëó÷èòñÿ â òîì ñëó÷àå, êîãäà
ðàáîòà ñèë ïîëÿ ìàêñèìàëüíà. Ïðè ýòîì ê ìîìåíòó
äîñòèæåíèÿ ìàêñèìàëüíîé óãëîâîé ñêîðîñòè äèïîëü èç
íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ ïîâîðà÷èâàåòñÿ íà 180° , êàæ-
äûé èç çàðÿäîâ ñìåùàåòñÿ íà d è ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå
ñîâåðøàåò ðàáîòó

0 02 2qE d qE d× × = .

Èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè

( )2

0
2

2 2
2

m d
qE d

w
=

íàõîäèì ìàêñèìàëüíóþ óãëîâóþ ñêîðîñòü ñòåðæíÿ:

02
2

qE
md

w = .

À.Ïðîñòîâ

Èíôîðìàöèþ î æóðíàëå «Êâàíò» è íåêîòîðûå ìàòåðèàëû
èç æóðíàëà ìîæíî íàéòè â ÈÍÒÅÐÍÅÒÅ ïî àäðåñàì:

Ðåäàêöèÿ æóðíàëà «Êâàíò»
kvant.info
Ìîñêîâñêèé öåíòð íåïðåðûâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî

îáðàçîâàíèÿ
kvant.mccme.ru
Ìîñêîâñêèé äåòñêèé êëóá «Êîìïüþòåð»
math.child.ru
Êîñòðîìñêîé öåíòð äîïîëíèòåëüíîãî îáðàçîâàíèÿ

«Ýâðèêà»
ceemat.ru
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Çàäà÷è

Ýòè çàäà÷è ïðåäíàçíà÷åíû ïðåæäå âñåãî ó÷àùèìñÿ 6 – 8
êëàññîâ.
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1. Áàðîí Ìþíõãàóçåí óòâåðæäàåò, ÷òî íàéäóòñÿ òðè
íàòóðàëüíûõ ÷èñëà a, b, c, îáëàäàþùèå òàêèì ñâîé-
ñòâîì: íè a, íè  b íå äåëÿòñÿ íà c, íî ab äåëèòñÿ íà c 2.
Íå îøèáàåòñÿ ëè áàðîí?

Ôîëüêëîð

2. Âîñåìíàäöàòü ñïè÷åê ëåæàò íà ïëîñêîñòè, îáðàçóÿ
äåâÿòü íå ïåðåêðûâàþùèõñÿ ðàâíîñòîðîííèõ òðåó-
ãîëüíèêîâ. Ìîæíî ëè ïåðåëîæèòü ñïè÷êè òàê, ÷òîáû
ïîëó÷èëîñü äåñÿòü íå ïåðåêðûâàþùèõñÿ ðàâíîñòîðîí-
íèõ òðåóãîëüíèêîâ (íå îáÿçàòåëüíî îäèíàêîâûõ)?

Í.Àâèëîâ

3. Â ïàðêå íà ðàññòîÿíèè òðåõ ìåòðîâ äðóã îò äðóãà
ïðîõîäÿò äâå ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå äîðîæêè. Ïåòÿ è
Âàñÿ îäíîâðåìåííî ïîáåæàëè, êàæäûé ïî ñâîåé äî-
ðîæêå, â îäíó è òó æå ñòîðîíó. Ñíà÷àëà ðàññòîÿíèå
ìåæäó ðåáÿòàìè áûëî òðè ìåòðà, à ÷åðåç ìèíóòó ñòàëî
ñåìü ìåòðîâ. Êàêîå ðàññòîÿíèå áóäåò ìåæäó Ïåòåé è

Âàñåé åùå ÷åðåç ìèíóòó? (Êàæäûé èç ðåáÿò áåæèò ñ
ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ.)

Ñ.Äîðè÷åíêî

4 . Îäíàæäû â ìåáåëüíîì ìàãàçèíå ìåæäó êëèåíòîì
(Ê) è ïðîäàâöàìè (Ï1), (Ï2) ïðîèçîøåë ñëåäóþùèé
äèàëîã:
(Ê) Ñêîëüêî ñòîèò ýòîò äèâàí?
(Ï1) 60000 ðóáëåé.
(Ê) Ïî÷åìó òàê äîðîãî?
(Ï2) Íå óäèâëÿéòåñü, ýòîò ïðîäàâåö âñå ÷èñëà çàâûøà -
åò â 3 ðàçà!
(Ê) Àãà, çíà÷èò äèâàí ñòîèò ãîðàçäî äåøåâëå?
(Ï1) Ýòî ñêàçàë ìîé íàïàðíèê? Òàê âåäü îí âñå ÷èñëà
çàíèæàåò â 12 ðàç!

Ñêîëüêî æå íà ñàìîì äåëå ñòîèò äèâàí, åñëè ïðîäàâ-
öû, êîãäà íàçûâàþò ÷èñëà, èçìåíÿþò èõ êàæäûé â ñâîå
÷èñëî ðàç, à â îñòàëüíîì ãîâîðÿò ïðàâäó?

È.Èâàíîâ

5. Íà ïëàíå èçîáðàæåíî øîññå, îò êîòîðîãî îòõîäÿò
íåñêîëüêî äîðîã ê ñåëàì. Ãäå íà øîññå íóæíî ðàñïîëî -
æèòü àâòîáóñíóþ îñòàíîâêó, ÷òîáû ñóììàðíîå ðàññòî-
ÿíèå îò íåå äî âñåõ ñåë (ïî äîðîãàì è øîññå) áûëî
íàèìåíüøèì?

À.Àíäæàíñ
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Ìû íà÷èíàåì î÷åðåäíîé êîíêóðñ ïî ðåøåíèþ ìàòåìàòè÷å ñêèõ çàäà÷ äëÿ ó÷àùèõñÿ 6–8 êëàññîâ.
Ðåøåíèÿ çàäà÷ âûñûëàéòå â òå÷åíèå ìåñÿöà ïîñëå ïîëó ÷åíèÿ ýòîãî íîìåðà æóðíàëà ïî àäðåñó: 119296
Ìîñêâà, Ëåíèíñêèé ïðîñïåêò, 64-À, «Êâàíò» èëè ïî ýë åêòðîííîìó àäðåñó: math@kvant.info  (ñ ïîìåò-
êîé «Êîíêóðñ «Ìàòåìàòèêà 6–8»). Íå çàáóäüòå óêàçàòü  èìÿ, êëàññ è äîìàøíèé àäðåñ.

Êàê è ïðåæäå, ìû ïðèâåòñòâóåì ó÷àñòèå â êîíêóðñå íå  òîëüêî îòäåëüíûõ øêîëüíèêîâ, íî è
ìàòåìàòè÷åñêèõ êðóæêîâ. Ðóêîâîäèòåëåé êðóæêîâ ïðîñè ì óêàçàòü ýëåêòðîííûé àäðåñ èëè êîíòàêòíûé
òåëåôîí. Ïî òðàäèöèè, êðóæêè-ïîáåäèòåëè çàî÷íîãî êî íêóðñà ïðèãëàøàþòñÿ íà ôèíàëüíûé î÷íûé
òóðíèð.

Êîíêóðñ èìåíè À.Ï.Ñàâèíà

«Ìàòåìàòèêà 6–8»

1. Íàéäóòñÿ ëè 10 ðàçíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íè îäíî
èç êîòîðûõ íå ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì öåëîãî ÷èñëà, ñî
ñâîéñòâîì:

à) ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ äâóõ èç ýòèõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ
êâàäðàòîì öåëîãî ÷èñëà;

á) ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ òðåõ èç ýòèõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ
êâàäðàòîì öåëîãî ÷èñëà?

Ñ.Äîðè÷åíêî

2. Ôèãóðà «ñîòû» ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå òðåõ
ðàâíûõ ïðàâèëüíûõ øåñòè-
óãîëüíèêîâ. Ðàçðåæüòå ýòó ôè-
ãóðó íà òðè îäèíàêîâûå ÷àñòè è
ñëîæèòå èç íèõ îäèí ïðàâèëü-
íûé øåñòèóãîëüíèê.

Í.Àâèëîâ

3. Ìàëÿð-õàìåëåîí õîäèò ïî êëåò÷àòîé äîñêå êàê
îáû÷íàÿ øàõìàòíàÿ ëàäüÿ. Ïîïàâ â î÷åðåäíóþ êëåòêó,
îí ëèáî ïåðåêðàøèâàåòñÿ â åå öâåò, ëèáî ïåðåêðàøè-
âàåò êëåòêó â ñâîé öâåò. Áåëîãî ìàëÿðà-õàìåëåîíà
êëàäóò íà ÷åðíóþ äîñêó ðàçìåðîì 8 ´ 8 êëåòîê. Ñìîæåò
ëè îí ðàñêðàñèòü åå â øàõìàòíîì ïîðÿäêå?

Ôîëüêëîð

4. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå âïèñàííàÿ îêðóæ-
íîñòü êàñàåòñÿ îäíîé èç ñðåäíèõ ëèíèé. Äîêàæèòå, ÷ò î
äëèíû ñòîðîí ýòîãî òðåóãîëüíèêà îòíîñÿòñÿ äðóã ê
äðóãó êàê 3:4:5.

Ð.Ãîðäèí

5. Â ÷èñëå, ÿâëÿþùåìñÿ íàòóðàëüíîé ñòåïåíüþ äâîé-
êè, ïåðåñòàâèëè öèôðû. Ìîæåò ëè ïîëó÷åííîå ÷èñëî
îêàçàòüñÿ áîëüøåé íàòóðàëüíîé ñòåïåíüþ äâîéêè?

Ôîëüêëîð

ÊÀÆÄÛÉ ÌÎÆÅÒ ËÅÃÊÎ ÑÌÀÕÍÓÒÜ ÏÀÓÒÈÍÓ, ÂÈÑß-
ùóþ ìåæäó âåòêàìè äåðåâà èëè ïîä ïîòîëêîì â äàëüíåì

óãëó êîìíàòû. Íî ìàëî êòî çíàåò, ÷òî åñëè áû ïàóòèí à èìåëà
äèàìåòð 1 ìì, òî îíà ìîãëà áû âûäåðæàòü ãðóç ìàññîé
ïðèáëèçèòåëüíî 200 êã. Ñòàëüíàÿ ïðîâîëîêà òîãî æå ä èà-
ìåòðà âûäåðæèâàåò ñóùåñòâåííî ìåíüøå: 30–100 êã, â çàâè-
ñèìîñòè îò òèïà ñòàëè. Ïî÷åìó æå ïàóòèíà îáëàäàåò òàêèìè
èñêëþ÷èòåëüíûìè ñâîéñòâàìè?

Íåêîòîðûå ïàóêè ïðÿäóò äî ñåìè òèïîâ íèòåé, êàæäàÿ èç
êîòîðûõ èìååò ñîáñòâåííîå íàçíà÷åíèå. Íèòè ìîãóò èñ ïîëü-
çîâàòüñÿ íå òîëüêî äëÿ ëîâëè äîáû÷è, íî è äëÿ ñòðîè òåëüñòâà
êîêîíîâ è ïàðàøþòèðîâàíèÿ (âçëåòàÿ íà âåòðó, ïàóêè ìîãóò
óõîäèòü îò âíåçàïíîé óãðîçû, à ìîëîäûå ïàóêè òàêèì ñïîñî-
áîì ðàññåëÿþòñÿ íà íîâûå òåððèòîðèè). Êàæäûé èç òèï îâ
ïàóòèíû ïðîèçâîäèòñÿ ñïåöèàëüíûìè æåëåçàìè.

Ïàóòèíà, èñïîëüçóåìàÿ äëÿ ëîâëè äîáû÷è, ñîñòîèò èç
íåñêîëüêèõ òèïîâ íèòåé (ðèñ.1): êàðêàñíîé, ðàäèàëüíî é,

ëîâ÷åé è âñïîìîãà-
òåëüíîé. Íàèáîëü-
øèé èíòåðåñ ó÷åíûõ
âûçûâàåò êàðêàñíàÿ
íèòü: îíà èìååò îä-
íîâðåìåííî âûñîêóþ
ïðî÷íîñòü è âûñîêóþ
ýëàñòè÷íîñòü – èìåí-
íî ýòî ñî÷åòàíèå
ñâîéñòâ ÿâëÿåòñÿ óíè-
êàëüíûì. Ïðåäåëü-
íîå íàïðÿæåíèå íà
ðàçðûâ êàðêàñíîé
íèòè ïàóêà Araneus
diadematus ñîñòàâëÿ-
åò 1,1–2,7 ÃÏà. Äëÿ
ñðàâíåíèÿ: ïðåäåë

Âåðåâêà èç ïàóòèíû
Ä.ÁÀÃÐÎÂ
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Ðèñ.2. Ìîëåêóëà ñïèäðîèíà è ìîäåëü åå óêëàäêè â âîë îêíå

ïðî÷íîñòè ñòàëè 0,4–1,5 ÃÏà, ÷åëîâå÷åñêîãî âîëîñà
0,25: ÃÏà. Â òî æå âðåìÿ êàðêàñíàÿ íèòü ñïîñîáíà ðàñòÿ-

ãèâàòüñÿ íà 30–35%, à áîëüøèíñòâî ìåòàëëîâ âûäåðæèâ àþò
äåôîðìàöèþ íå áîëåå 10–20%.

Ïðåäñòàâèì ñåáå ëåòÿùåå íàñåêîìîå, êîòîðîå óäàðÿåòñ ÿ â
íàòÿíóòóþ ïàóòèíó. Ïðè ýòîì íèòü ïàóòèíû äîëæíà ðàñòÿ -
íóòüñÿ òàê, ÷òîáû êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ëåòÿùåãî íàñ åêîìî-
ãî ïðåâðàòèëàñü â òåïëî. Åñëè áû ïàóòèíà çàïàñàëà ï îëó÷åí-
íóþ ýíåðãèþ â âèäå ýíåðãèè óïðóãîé äåôîðìàöèè, òî í àñåêî-
ìîå îòñêî÷èëî áû îò ïàóòèíû, êàê îò áàòóòà. Âàæíîå
ñâîéñòâî ïàóòèíû ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíà âûäåëÿåò î÷ åíü
áîëüøîå êîëè÷åñòâî òåïëîòû ïðè áûñòðîì ðàñòÿæåíèè è
ïîñëåäóþùåì ñîêðàùåíèè: ýíåðãèÿ, âûäåëÿåìàÿ â åäèíè öå
îáúåìà, ñîñòàâëÿåò áîëåå 3150 ÌÄæ ì  (ñòàëü âûäåëÿåò

36 ÌÄæ ì: ). Ýòî ïîçâîëÿåò ïàóòèíå ýôôåêòèâíî ðàññåè-
âàòü ýíåðãèþ óäàðà è íå ñëèøêîì ñèëüíî ðàñòÿãèâàòüñ ÿ,
êîãäà â íåå ïîïàäàåò æåðòâà. Ïàóòèíà èëè ïîëèìåðû, îáëà-
äàþùèå àíàëîãè÷íûìè ñâîéñòâàìè, ìîãëè áû ñòàòü èäåà ëü-
íûìè ìàòåðèàëàìè äëÿ ëåãêèõ áðîíåæèëåòîâ.

Â íàðîäíîé ìåäèöèíå åñòü òàêîé ðåöåïò: íà ðàíó èëè
ññàäèíó, ÷òîáû îñòàíîâèòü êðîâü, ìîæíî ïðèëîæèòü ïàóòè-
íó, àêêóðàòíî î÷èñòèâ åå îò çàñòðÿâøèõ â íåé íàñåêî ìûõ è
ìåëêèõ âåòî÷åê. Îêàçûâàåòñÿ, ïàóòèíà îáëàäàåò êðîâå îñòà-
íàâëèâàþùèì äåéñòâèåì è óñêîðÿåò çàæèâëåíèå ïîâðåæäåí-
íîé êîæè. Õèðóðãè è òðàíñïëàíòîëîãè ìîãëè áû èñïîëü çî-
âàòü åå â êà÷åñòâå ìàòåðèàëà äëÿ íàëîæåíèÿ øâîâ, óê ðåïëå-
íèÿ èìïëàíòàíòîâ è äàæå êàê çàãîòîâêè äëÿ èñêóññòâå ííûõ
îðãàíîâ. Ñ ïîìîùüþ ïàóòèíû ìîæíî ñóùåñòâåííî óëó÷øè òü
ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà ìíîæåñòâà ìàòåðèàëîâ, êîòîðûå  â
íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðèìåíÿþòñÿ â ìåäèöèíå.

Èòàê, ïàóòèíà – íåîáû÷íûé è î÷åíü ïåðñïåêòèâíûé ìàò å-
ðèàë. Êàêèå æå ìîëåêóëÿðíûå ìåõàíèçìû îòâå÷àþò çà å å
èñêëþ÷èòåëüíûå ñâîéñòâà?

Ìû ïðèâûêëè ê òîìó, ÷òî ìîëåêóëû – ÷ðåçâû÷àéíî
ìàëåíüêèå îáúåêòû. Îäíàêî ýòî íå âñåãäà òàê: âîêðóã íàñ
øèðîêî ðàñïðîñòðàíåíû ïîëèìåðû, êîòîðûå èìåþò äëèíí ûå
ìîëåêóëû, ñîñòîÿùèå èç îäèíàêîâûõ èëè ïîõîæèõ äðóã íà
äðóãà çâåíüåâ. Âñå çíàþò, ÷òî ãåíåòè÷åñêàÿ èíôîðìàöèÿ
æèâîãî îðãàíèçìà çàïèñàíà â äëèííûõ ìîëåêóëàõ ÄÍÊ. Âñå
äåðæàëè â ðóêàõ ïîëèýòèëåíîâûå ïàêåòû, ñîñòîÿùèå èç
äëèííûõ ïåðåïëåòåííûõ ìîëåêóë ïîëèýòèëåíà. Ìîëåêóëû
ïîëèìåðîâ ìîãóò äîñòèãàòü îãðîìíûõ ðàçìåðîâ.

Ðèñ.1. Ðàçëè÷íûå íèòè â ñîñòàâå ïàóòèíû: êàðêàñíàÿ íèòü ñàìàÿ
ïðî÷íàÿ, îíà äåðæèò âñþ ïàóòèíó â öåëîì; ðàäèàëüíàÿ  íèòü òîíêàÿ
è íå ëèïêàÿ, îíà ïîääåðæèâàåò ëèïêóþ ëîâ÷óþ íèòü; â ñïîìîãàòåëü-
íàÿ ñïèðàëü ïîìîãàåò ðàñïîëîæèòü ëîâ÷óþ íèòü

Íàïðèìåð, ìàññà îäíîé ìîëåêóëû ÄÍÊ ÷åëîâåêà ïîðÿäêà
121,9 10×  à.å.ì. (îäíàêî ýòî ïðèáëèçèòåëüíî â ñòî ìèëëèàð-

äîâ ðàç áîëüøå, ÷åì ìàññà ìîëåêóëû âîäû), äëèíà êàæ äîé
ìîëåêóëû ñîñòàâëÿåò íåñêîëüêî ñàíòèìåòðîâ, à îáùàÿ äëèíà
âñåõ ìîëåêóë ÄÍÊ ÷åëîâåêà äîñòèãàåò 1110  êì.

Âàæíåéøèì êëàññîì ïðèðîäíûõ ïîëèìåðîâ ÿâëÿþòñÿ áåë-
êè, îíè ñîñòîÿò èç çâåíüåâ, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ àìèí îêèñ-
ëîòàìè. Ðàçíûå áåëêè âûïîëíÿþò â æèâûõ îðãàíèçìàõ
÷ðåçâû÷àéíî ðàçíûå ôóíêöèè: óïðàâëÿþò õèìè÷åñêèìè ðå -
àêöèÿìè, èñïîëüçóþòñÿ â êà÷åñòâå ñòðîèòåëüíîãî ìàòåðèàëà,
äëÿ çàùèòû è ò.ä.

Êàðêàñíàÿ íèòü ïàóòèíû ñîñòîèò èç äâóõ áåëêîâ, êîòîðûå
ïîëó÷èëè íàçâàíèÿ ñïèäðîèíîâ 1 è 2 (îò àíãëèéñêîãî spider
– ïàóê). Ñïèäðîèíû – ýòî äëèííûå ìîëåêóëû ñ ìàññîé îò
120000 äî 720000 à.å.ì. Ó ðàçíûõ ïàóêîâ àìèíîêèñëîò íûå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñïèäðîèíîâ ìîãóò îòëè÷àòüñÿ äðóã  îò
äðóãà, íî âñå ñïèäðîèíû èìåþò îáùèå ÷åðòû. Åñëè ìûñ ëåííî
âûòÿíóòü äëèííóþ ìîëåêóëó ñïèäðîèíà â ïðÿìóþ ëèíèþ è
ïîñìîòðåòü íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü àìèíîêèñëîò, òî îê àæåò-
ñÿ, ÷òî îíà ñîñòîèò èç ïîâòîðÿþùèõñÿ ó÷àñòêîâ, ïîõî æèõ
äðóã íà äðóãà (ðèñ.2). Â ìîëåêóëå ÷åðåäóþòñÿ äâà òè ïà
ó÷àñòêîâ: îòíîñèòåëüíî ãèäðîôèëüíûå (òå, êîòîðûì ýí åðãå-
òè÷åñêè âûãîäíî êîíòàêòèðîâàòü ñ ìîëåêóëàìè âîäû) è
îòíîñèòåëüíî ãèäðîôîáíûå (òå, êîòîðûå èçáåãàþò êîíò àêòà
ñ âîäîé). Íà êîíöàõ êàæäîé ìîëåêóëû ïðèñóòñòâóþò äâà
íåïîâòîðÿþùèõñÿ ãèäðîôèëüíûõ ó÷àñòêà, à ãèäðîôîáíûå
ó÷àñòêè ñîñòîÿò èç ìíîæåñòâà ïîâòîðîâ àìèíîêèñëîòû,  íà-
çûâàåìîé àëàíèíîì.

Äëèííàÿ ìîëåêóëà (íàïðèìåð, áåëîê, ÄÍÊ, ñèíòåòè÷åñ-
êèé ïîëèìåð) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê ñêîìêàííàÿ
çàïóòàííàÿ âåðåâêà. Ðàñòÿíóòü åå íå ñîñòàâëÿåò òðóäà, ïîòî-
ìó ÷òî ïåòëè âíóòðè ìîëåêóëû ìîãóò ðàñïðàâëÿòüñÿ, ò ðåáóÿ
ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøîãî óñèëèÿ. Íåêîòîðûå ïîëèìåðû
(íàïðèìåð, ðåçèíà) ìîãóò ðàñòÿãèâàòüñÿ íà 500% ñâîå é
íà÷àëüíîé äëèíû. Òàê ÷òî ñïîñîáíîñòü ïàóòèíû (ìàòåð èàëà,
ñîñòîÿùåãî èç äëèííûõ ìîëåêóë) äåôîðìèðîâàòüñÿ áîëü øå,
÷åì ìåòàëëû, íå âûçûâàåò óäèâëåíèÿ.

Îòêóäà æå áåðåòñÿ ïðî÷íîñòü ïàóòèíû?
×òîáû ïîíÿòü ýòî, âàæíî ïðîñëåäèòü çà ïðîöåññîì ôîð ìè-

ðîâàíèÿ íèòè. Âíóòðè æåëåçû ïàóêà ñïèäðîèíû íàêàïëèâà-
þòñÿ â âèäå êîíöåíòðèðîâàííîãî ðàñòâîðà. Êîãäà ïðîèñõî-
äèò ôîðìèðîâàíèå íèòè, ýòîò ðàñòâîð âûõîäèò èç æåëå çû ïî
óçêîìó êàíàëó, ýòî ñïîñîáñòâóåò âûòÿãèâàíèþ ìîëåêóë  è
îðèåíòàöèè èõ âäîëü íàïðàâëåíèÿ âûòÿæêè, à ñîîòâåòñ òâó-
þùèå õèìè÷åñêèå èçìåíåíèÿ âûçûâàþò ñëèïàíèå ìîëåêóë.
Ôðàãìåíòû ìîëåêóë, ñîñòîÿùèå èç àëàíèíîâ, ñîåäèíÿþòñ ÿ
âìåñòå è îáðàçóþò óïîðÿäî÷åííóþ ñòðóêòóðó, ïîõîæóþ íà
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êðèñòàëë (ðèñ.3). Âíóòðè òàêîé ñòðóêòóðû ôðàãìåíòû óëî-
æåíû ïàðàëëåëüíî äðóã äðóãó è ñöåïëåíû ìåæäó ñîáîé
âîäîðîäíûìè ñâÿçÿìè. Èìåííî ýòè ó÷àñòêè, ñöåïëåííûå
ìåæäó ñîáîé, è îáåñïå÷èâàþò ïðî÷íîñòü âîëîêíà. Òèïè ÷íûé
ðàçìåð òàêèõ ïëîòíî óïàêîâàííûõ ó÷àñòêîâ ìîëåêóë ñî ñòàâ-
ëÿåò íåñêîëüêî íàíîìåòðîâ. Ðàñïîëîæåííûå âîêðóã íèõ
ãèäðîôèëüíûå ó÷àñòêè îêàçûâàþòñÿ íåóïîðÿäî÷åííî ñâå ð-
íóòûìè, ïîõîæèìè íà ñêîìêàííûå âåðåâêè, îíè ìîãóò ð àñ-
ïðàâëÿòüñÿ è ýòèì îáåñïå÷èâàòü ðàñòÿæåíèå ïàóòèíû.

Ìíîãèå êîìïîçèöèîííûå ìàòåðèàëû, íàïðèìåð àðìèðî-
âàííûå ïëàñòìàññû, óñòðîåíû ïî òîìó æå ïðèíöèïó, ÷ò î è
êàðêàñíàÿ íèòü: â îòíîñèòåëüíî ìÿãêîì è ïîäâèæíîì ì àò-
ðèêñå, êîòîðûé äàåò âîçìîæíîñòü äåôîðìàöèè, íàõîäÿò ñÿ
ìàëûå ïî ðàçìåðàì òâåðäûå îáëàñòè, êîòîðûå äåëàþò ì àòå-
ðèàë ïðî÷íûì. Õîòÿ ìàòåðèàëîâåäû äàâíî ðàáîòàþò ñ ï îäîá-
íûìè ñèñòåìàìè, ñîçäàííûå ÷åëîâåêîì êîìïîçèòû òîëüê î
íà÷èíàþò ïðèáëèæàòüñÿ ê ïàóòèíå ïî ñâîèì ñâîéñòâàì.

Ëþáîïûòíî, ÷òî, êîãäà ïàóòèíà íàìîêàåò, îíà ñèëüíî
ñîêðàùàåòñÿ (ýòî ÿâëåíèå ïîëó÷èëî íàçâàíèå ñóïåðêîí òðàê-

Ðèñ.3. Ðåêîìáèíàíòíûé áåëîê ïàóòèíû, ñïîñîáíûé îáðà çîâûâàòü
îñîáûå ñòðóêòóðû – òîí÷àéøèå íèòè äèàìåòðîì 3-5 íì

Ïîáåäèòåëè êîíêóðñà èìåíè À.Ï.Ñàâèíà «Ìàòåìàòèêà 6- 8»
2009/10 ó÷åáíîãî ãîäà

Ëó÷øèõ ðåçóëüòàòîâ â êîíêóðñå äîáèëèñü
øêîëüíèê
Äýíèýë Ëèíã , Áåýð-Øåâà (Èçðàèëü)
è êðóæêè:
ëèöåÿ 14, Òàìáîâ, ðóêîâîäèòåëü À.Â.Áóðìèñòðîâà,
«Ñèãíóì», Ìîñêâà, ðóêîâîäèòåëü Ñ.À.Èâàíîâ .

Æþðè êîíêóðñà îòìå÷àåò òàêæå õîðîøèå ðàáîòû
øêîëüíèêîâ:
Íèêèòû Àëåêñàíäðîâà , Íàáåðåæíûå ×åëíû, ãèìíàçèÿ

26,
Áàêèíà Ìèõàèëà , ×åëÿáèíñê, ãèìíàçèÿ 93

è êðóæêîâ:
ëèöåÿ 130, Íîâîñèáèðñê, ðóêîâîäèòåëü Ë.Í.×óñîâèòèíà ,
Öåíòðà äîïîëíèòåëüíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâà-

íèÿ, Êóðãàí, ðóêîâîäèòåëè Å.Ã.Ïóøêàðåâà, Î.È.Þæà-
êîâ ,

«Ýâðèêà», Õàðüêîâ, ðóêîâîäèòåëè Å.Ë.Àðèíêèíà,
À.Ë.Áåðíøòåéí .

Ïîáåäèòåëè êîíêóðñà íàãðàæäàþòñÿ DVD-äèñêà-
ìè – ýëåêòðîííûì àðõèâîì æóðíàëà «Êâàíò» ñ
1970 ïî 2008 ãîä.

öèè). Ýòî ïðîèñõîäèò ïîòîìó, ÷òî ìîëåêóëû âîäû ïðîí èêà-
þò â âîëîêíî è äåëàþò íåóïîðÿäî÷åííûå ãèäðîôèëüíûå
ó÷àñòêè áîëåå ïîäâèæíûìè. Åñëè ïàóòèíà ðàñòÿíóëàñü è
ïðîâèñëà îò ïîïàäàíèÿ íàñåêîìûõ, òî âî âëàæíûé èëè
äîæäëèâûé äåíü îíà ñîêðàùàåòñÿ è ïðè ýòîì âîññòàíàâ ëèâà-
åò ñâîþ ôîðìó.

Îòìåòèì òàêæå èíòåðåñíóþ îñîáåííîñòü ôîðìèðîâàíèÿ
íèòè. Ïàóê âûòÿãèâàåò ïàóòèíó ïîä äåéñòâèåì ñîáñòâå ííîãî
âåñà, íî ïîëó÷åííàÿ ïàóòèíà (äèàìåòð íèòè ïðèáëèçèò åëüíî
1–10 ìêì) îáû÷íî ïîçâîëÿåò âûäåðæàòü ìàññó, â øåñòü  ðàç
áîëüøóþ ìàññû ñàìîãî ïàóêà. Åñëè æå óâåëè÷èòü âåñ ïàóêà,
âðàùàÿ åãî â öåíòðèôóãå, îí íà÷èíàåò âûäåëÿòü áîëåå
òîëñòóþ è áîëåå ïðî÷íóþ, íî ìåíåå æåñòêóþ ïàóòèíó.

Êîãäà çàõîäèò ðå÷ü î ïðèìåíåíèè ïàóòèíû, âîçíèêàåò
âîïðîñ î òîì, êàê åå ïîëó÷àòü â ïðîìûøëåííûõ êîëè÷å ñòâàõ.
Â ìèðå ñóùåñòâóþò óñòàíîâêè äëÿ «äîåíèÿ» ïàóêîâ, êî òîðûå
âûòÿãèâàþò íèòè è íàìàòûâàþò èõ íà ñïåöèàëüíûå êàòó øêè.
Îäíàêî òàêîé ñïîñîá íåýôôåêòèâåí: ÷òîáû íàêîïèòü 50 0 ã
ïàóòèíû, íåîáõîäèìî 27 òûñÿ÷ ñðåäíèõ ïàóêîâ. È òóò íà
ïîìîùü èññëåäîâàòåëÿì ïðèõîäèò áèîèíæåíåðèÿ. Ñîâðåì åí-
íûå òåõíîëîãèè ïîçâîëÿþò âíåäðèòü ãåíû, êîäèðóþùèå
áåëêè ïàóòèíû, â ðàçëè÷íûå æèâûå îðãàíèçìû, íàïðèìå ð â
áàêòåðèè èëè äðîææè. Ýòè ãåíåòè÷åñêè ìîäèôèöèðîâàíí ûå
îðãàíèçìû ñòàíîâÿòñÿ èñòî÷íèêàìè èñêóññòâåííîé ïàóò èíû.
Áåëêè, ïîëó÷åííûå ìåòîäàìè ãåííîé èíæåíåðèè, íàçûâàþò-
ñÿ ðåêîìáèíàíòíûìè. Îòìåòèì, ÷òî îáû÷íî ðåêîìáèíàíòíû å
ñïèäðîèíû ãîðàçäî ìåíüøå ïðèðîäíûõ, íî ñòðóêòóðà ìîë å-
êóëû (÷åðåäîâàíèå ãèäðîôèëüíûõ è ãèäðîôîáíûõ ó÷àñòê îâ)
îñòàåòñÿ íåèçìåííîé.

Åñòü óâåðåííîñòü, ÷òî èñêóññòâåííàÿ ïàóòèíà ïî ñâîè ì
ñâîéñòâàì íå áóäåò óñòóïàòü ïðèðîäíîé è íàéäåò ñâîå  ïðàê-
òè÷åñêîå ïðèìåíåíèå êàê ïðî÷íûé è ýêîëîãè÷åñêè ÷èñò ûé
ìàòåðèàë. Â Ðîññèè èññëåäîâàíèÿìè ñâîéñòâ ïàóòèíû ñ îâìå-
ñòíî çàíèìàþòñÿ íåñêîëüêî íàó÷íûõ ãðóïï èç ðàçëè÷íû õ
èíñòèòóòîâ. Ïîëó÷åíèå ðåêîìáèíàíòíîé ïàóòèíû îñóùåñ òâ-
ëÿþò â Ãîñóäàðñòâåííîì íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîì èíñòèòó-
òå ãåíåòèêè è ñåëåêöèè ïðîìûøëåííûõ ìèêðîîðãàíèçìîâ ,
ôèçè÷åñêèå è õèìè÷åñêèå ñâîéñòâà áåëêîâ èññëåäóþò í à
êàôåäðå áèîèíæåíåðèè áèîëîãè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ
èì.Ì.Â.Ëîìîíîñîâà, èçäåëèÿ èç áåëêîâ ïàóòèíû ôîðìèð ó-
þò â Èíñòèòóòå áèîîðãàíè÷åñêîé õèìèè ÐÀÍ, èõ ìåäèöèíñ -
êèìè ïðèìåíåíèÿìè çàíèìàþòñÿ â Èñòèòóòå òðàíñïëàíòî ëî-
ãèè è èñêóññòâåííûõ îðãàíîâ.

19-30.p65 30.07.10, 18:1130



Ø Ê Î Ë À  Â  « Ê Â À Í Ò Å »

Çàìå÷àòåëüíûå
òî÷êè

òðåóãîëüíèêà è
òðèãîíîìåòðèÿ

Ã.ÔÈËÈÏÏÎÂÑÊÈÉ

Ï ÓÑÒÜ I È  O  – ÑÎÎÒÂÅÒÑÒÂÅÍÍÎ ÖÅÍÒÐÛ ÂÏÈÑÀÍÍÎÉ
è îïèñàííîé îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêà ABC.  Ìû ïîâå-

äåì íàø ðàçãîâîð î òîì, êàê ýôôåêòèâíî (à ïîðîé è
ýôôåêòíî) ìîãóò «ðàáîòàòü» ýòè òî÷êè ïðè ðåøåíèè òð èãî-
íîìåòðè÷åñêèõ óïðàæíåíèé.

Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùèõ ôîðìóë
ñèíóñà äâîéíîãî è ïîëîâèííîãî óãëîâ (ãäå 0 180a< <o o) :

à) sin sin cos2
2 2
a a

a = ;

á)  2sin cos2 1
2
a

= - a .

Ðåøåíèå.  Îêîëî ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC
( 90CÐ = ° ) îïèøåì îêðóæíîñòü. Î÷åâèäíî, åå öåíòð O –
ñåðåäèíà ãèïîòåíóçû AB (ðèñ.1). Ïóñòü ðàäèóñ îêðóæíîñòè
ðàâåí R, òîãäà AB = 2R.

Ïóñòü COBÐ = a , òîãäà 
2

CAO ACO
a

Ð = Ð = . Ïðîâåäåì

âûñîòó CH  ê ãèïîòåíóçå. Èç òðåóãîëüíèêîâ ACH  è ABC

èìååì
a a a

= =sin 2 cos sin
2 2 2

CH AC R .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç òðåóãîëüíèêà OCH  íàõîäèì

sin sinCH OC R= a = a .

Ïðèðàâíèâàÿ âûðàæåíèÿ äëÿ CH , ïîëó÷àåì

sin 2sin cos
2 2
a a

a = .

Òåì ñàìûì äîêàçàíî óòâåðæäåíèå à) çàäà÷è.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïóíêòà á) çàìåòèì, ÷òî

( )cos 1 cosHB OB OH R R R= ± = - a = - a

(çíàê + èëè – â ïåðâîì ðàâåíñòâå èç ýòîé öåïî÷êè âû áèðàåòñÿ
â çàâèñèìîñòè îò òîãî, òóïîé óãîë a èëè îñòðûé).

Òåïåðü èç òðåóãîëüíèêà CBH  íàõîäèì

2 2sin sin 2 sin
2 2 2

HB CB AB R
a a a

= = = .

Ïðèðàâíèâàÿ âûðàæåíèÿ äëÿ HB , ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå
ïóíêòà á).

Çàäà÷à 2. Äîêàæèòå ñïðàâåäëèâîñòü ôîðìóëû äëÿ óãëîâ
A, B, C òðåóãîëüíèêà ABC:

sin sin sin sin sin sin2 A 2 B 2 C 4 A B CÐ + Ð + Ð = Ð Ð Ð .

Ðåøåíèå.  Ïóñòü O – öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè ABCD .
Òîãäà AO BO CO R= = =  è 2BOC AÐ = Ð , 2AOC BÐ = Ð ,

2AOB CÐ = Ð  (ðèñ.2).

Ïîñêîëüêó ïëîùàäü S òðåóãîëüíèêà ABC ñêëàäûâàåòñÿ èç
ïëîùàäåé òðåóãîëüíèêîâ BOC, AOC è AOB,  òî

21
(sin 2 sin 2 sin 2 )

2
S R A B C= Ð + Ð + Ð .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

1 1
sin 2 sin 2 sin sin

2 2
S ab C R A R B C= Ð = × Ð × Ð × Ð =

22 sin sin sinR A B C= Ð Ð Ð .

Ïðèðàâíÿâ ïðàâûå ÷àñòè ïîñëåäíèõ äâóõ ðàâåíñòâ, ïîë ó÷èì
òðåáóåìîå:

sin 2 sin 2 sin 2 4sin sin sinA B C A B CÐ + Ð + Ð = Ð Ð Ð .

Ñëåäñòâèå. Çàìåíèâ óãëû 2 , 2 , 2A B ÑÐ Ð Ð  íà óãëû
180 , 180 , 180A B C° - Ð ° - Ð ° - Ð  (÷òî êîððåêòíî, ïîñêîëüêó
è òà è äðóãàÿ ñóììû ðàâíû ïî 360° ), ïîëó÷èì åùå îäíó
âàæíóþ ôîðìóëó äëÿ óãëîâ òðåóãîëüíèêà ABC:

sin sin sin 4 cos cos cos
2 2 2
A B C

A B C
Ð Ð Ð

Ð + Ð + Ð = .

Çàäà÷à 3. Äîêàæèòå ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà â òðå-
óãîëüíèêå ABC:

sin sin cos
B C A

2 2 2
Ð Ð Ð

+ > .

Ðåøåíèå.  Ïóñòü I  – èíöåíòð (öåíòð âïèñàííîé îêðóæíî-
ñòè) ABCD  (ðèñ.3) .

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3

(Ïðîäîëæåíèå ñì. íà ñ. 34)
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Êâàäðèðîâàíèå êâàäðàòà – ýòî ðàçáèåíèå êâàäðàòà íà
ìåíüøèå êâàäðàòû. Ñàìîå ïðîñòîå è âñåì èçâåñòíîå
êâàäðèðîâàíèå – ýòî ðàçáèåíèå íà 2n  ðàâíûõ êâàäðà-

òîâ. Ïðèìåðîì ìîæåò
ñëóæèòü øàõìàòíàÿ äîñ-
êà, ðàçáèòàÿ íà 64 ðàâ-
íûõ êâàäðàòà.

À ìîæíî ëè ðàçáèòü
êâàäðàò, íàïðèìåð, íà
2010 êâàäðàòîâ, ñðåäè
êîòîðûõ íå îáÿçàòåëüíî
âñå ðàâíûå? Îêàçûâàåò-

ñÿ, åñëè â ðàçáèåíèè êâàäðàòà íà 2n  ðàâíûõ êâàäðàòîâ
îáúåäèíèòü ( )21n -  êâàäðàòîâ â îäèí êâàäðàò, òî ïîëó-
÷èì ðàçáèåíèå íà ( )22 1n n- - + 1 = 2n êâàäðàòîâ (ðè-
ñ.1,à). Ýòî çíà÷èò, ÷òî òàêèì ïðèåìîì ìîæíî âûïîë-
íèòü êâàäðèðîâàíèå íà ëþáîå ÷åòíîå (áîëüøå 2) ÷èñëî
êâàäðàòîâ.

Åñëè â òàêîì ðàçáèåíèè îäèí èç êâàäðàòîâ ðàçäåëèòü
íà 4 êâàäðàòà, òî ÷èñëî êâàäðàòîâ ðàçáèåíèÿ óâåëè÷è -
âàåòñÿ íà 3 è ñòàíîâèòñÿ íå÷åòíûì (ðèñ.1, á). Ìîæíî
äîêàçàòü, ÷òî êâàäðàò íåëüçÿ ðàçáèòü íà 5 êâàäðàòîâ .
Òàêèì îáðàçîì, êâàäðèðîâàíèå ìîæíî âûïîëíèòü íà
ëþáîå áîëüøåå 5 ÷èñëî êâàäðàòîâ.

Åñëè ïðè ýòîì íàëîæèòü åùå îäíî óñëîâèå: ñðåäè
êâàäðàòîâ ðàçáèåíèÿ íåò ðàâíûõ, òî êâàäðèðîâàíèå
ñòàíîâèòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî òðóäíûì. Áîëåå òîãî, íåêîòî-
ðûå âèäíûå ìàòåìàòèêè íà÷àëà ïðîøëîãî âåêà áûëè
ñêëîííû ñ÷èòàòü, ÷òî òàêîå êâàäðèðîâàíèå âîîáùå
íåâîçìîæíî.

Îäíàêî íåìåöêèé ãåîìåòð Ð.Øïðàã óäèâèë ìàòåìàòè-
÷åñêîå ñîîáùåñòâî, íàéäÿ ðàçáèåíèå êâàäðàòà íà 55
íåïîâòîðÿþùèõñÿ êâàäðàòîâ.

Âñêîðå ñòóäåíòû-ìàòåìàòèêè Êåìáðèäæñêîãî óíèâåð-
ñèòåòà â Àíãëèè óñòàíîâèëè íåîæèäàííóþ ñâÿçü ìåæäó
êâàäðèðîâàíèåì êâàäðàòà è ñîñòàâëåíèåì ýëåêòðè÷åñ-
êèõ öåïåé. Äåëî â òîì, ÷òî êàæäîìó íàáîðó èç n
êâàäðàòîâ, íåîáõîäèìûõ äëÿ ñîñòàâëåíèÿ îäíîãî êâàä-
ðàòà, ñîîòâåòñòâóåò ýëåêòðè÷åñêàÿ ñåòü èç n ïðîâîäíè-
êîâ, â êîòîðûõ ðàñïðåäåëåíèå òîêîâ ïîä÷èíÿåòñÿ ïðàâ è-
ëàì Êèðõãîôà. Íà èõ îñíîâå ñîñòàâëÿåòñÿ ñèñòåìà
óðàâíåíèé, ðåøàÿ êîòîðóþ, ìîæíî âû÷èñëèòü ñèëû
òîêîâ â êàæäîì ïðîâîäíèêå. Èìåííî ýòè ÷èñëà ÿâëÿþò-
ñÿ ñòîðîíàìè êâàäðàòîâ ðàçáèåíèÿ. Îñòàåòñÿ, èìåÿ
êîíêðåòíûé íàáîð êâàäðàòîâ, ñëîæèòü èç íèõ îäèí
áîëüøîé êâàäðàò.

Èìåííî òàêèì ñïîñîáîì àíãëè÷àíå À.Ñòîóí è Ó.Òàòò
íàøëè ðàçáèåíèå êâàäðàòà íà 28 ïîïàðíî íåðàâíûõ
êâàäðàòîâ. Ïîäêëþ÷èâøèåñÿ ê íèì Ð.Áðóêñ è Ñ.Ñìèò
ðàçáèëè êâàäðàò íà 26 ïîïàðíî íåðàâíûõ êâàäðàòîâ.
Ïîçæå Ò.Óèëëêîêñ ñìîã óìåíüøèòü ÷èñëî êâàäðàòîâ
ðàçáèåíèÿ äî 24.

Ñëåäóþùåãî ñîâåðøåííîãî êâàäðèðîâàíèÿ ïðèøëîñü

æäàòü áîëåå 30 ëåò. Çàêëþ÷èòåëüíûé àêêîðä â ýòîé
çàäà÷å ñäåëàë ãîëëàíäñêèé ìàòåìàòèê À.Äóéâåñòèéí,
êîòîðûé íàøåë ðàçáèåíèå êâàäðàòà íà 21 êâàäðàò,
êîòîðûå ïîïàðíî íå ðàâíû (ðèñ.2). Ïðèìåíÿÿ äëÿ

ïåðåáîðà âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ êîìïüþòåð, îí äîêàçàë,
÷òî ðàçáèåíèÿ ìåíåå ÷åì íà 21 êâàäðàò íå ñóùåñòâóåò  è
íàéäåííîå èì êâàäðèðîâàíèå êâàäðàòà – åäèíñòâåííîå.

Èçâåñòíûé ñîâåòñêèé ìàòåìàòèê À.Í.Êîëìîãîðîâ,
åùå áóäó÷è ñòóäåíòîì, ïðèäóìàë ðàçáèåíèå åäèíè÷íîãî
êâàäðàòà, â êîòîðîì êàæäûé êâàäðàò èìååò ñ äèàãîíà-
ëüþ êâàäðàòà õîòÿ áû îäíó îáùóþ òî÷êó. Íà ïåðâîì
øàãå êâàäðàò ÷åòâåðòóåòñÿ, äâà êâàäðàòà çàêðàøèâàþò-
ñÿ. Äâà äðóãèõ íà âòîðîì ýòàïå âíîâü ÷åòâåðòóþòñÿ, è
â êàæäîì èç íèõ äâà êâàäðàòà çàêðàøèâàþòñÿ. È òàê
äàëåå. Íà ðèñóíêå 3 ïðè-
âåäåíî êâàäðèðîâàíèå, â
êîòîðîì âûïîëíåíî 4 øàãà.

Çàìå÷àòåëüíî â ýòîì
êâàäðèðîâàíèè òî, ÷òî ñóì-
ìû ïåðèìåòðîâ êâàäðàòîâ,
êîòîðûå ïîÿâëÿþòñÿ íà
êàæäîì øàãå, ðàâíû îäíî-
ìó è òîìó æå ÷èñëó 4.

Îðãàíèçàòîðû LVI Ìîñ-
êîâñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé
îëèìïèàäû, èñïîëüçóÿ ýòî
êâàäðèðîâàíèå, ñôîðìóëè-
ðîâàëè ó÷àñòíèêàì îëèìïèàäû çàäà÷ó, óñëîâèå êîòîðîé
ìîæíî íàéòè â êîíöå ñòàòüè.

Íà ðèñóíêå 4 ïðèâåäåíî ëþáîïûòíîå êâàäðèðîâàíèå
êâàäðàòà ñî ñòîðîíîé 14. Â ýòîì ðàçáèåíèè äëèíû
ñòîðîí êâàäðàòîâ ðàçáèåíèÿ è èõ êîëè÷åñòâî ïîä÷è-
íÿþòñÿ ñëåäóþùåé çàêîíîìåðíîñòè: 1 êâàäðàò 6 6´ , 2
êâàäðàòà 5 5´ , 3 êâàäðàòà 4 4´ , 4 êâàäðàòà 3 3´ , 5
êâàäðàòîâ 2 2´ , 6 êâàäðàòîâ 1 1´ .

Êâàäðèðîâàíèå êâàäðàòà

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3
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Êàê ìîæíî èñêàòü ïîäîáíûå ðàçáèåíèÿ? Ïðåæäå
âñåãî, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî

( ) ( )2
2 1 2

12
k k k

n
+ +

= , ãäå n – ñòîðîíà ðàçáèâàåìîãî

êâàäðàòà, k – ñòîðîíà íàèáîëüøåãî êâàäðàòà ðàçáèå-
íèÿ (ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî ïëîùàäü ðàçáèâàåìîãî
êâàäðàòà ðàâíà ñóììå ïëîùàäåé âñåõ êâàäðàòîâ ðàç-
áèåíèÿ). Ïîèñê ïàð n è k, óäîâëåòâîðÿþùèõ ýòîìó
ðàâåíñòâó, ïðèâîäèò ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ Ïåëëÿ,
êîòîðîå èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî öåëî÷èñëåííûõ ðåøå-
íèé.

Ïðèâåäåííîå âûøå êâàäðèðîâàíèå ïîëó÷åíî ïðè n =
= 14 è k = 6. Êðîìå òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ n = 1 è k =
= 1, íàçîâåì åùå îäíî ðåøåíèå n = 2716 è k = 96, êîòîðîå
îçíà÷àåò, ÷òî, âîçìîæíî, ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå êâàäð à-
òà ñî ñòîðîíîé 2716 íà òàêèå êâàäðàòû: 1 êâàäðàò
96 96´ , 2 êâàäðàòà 95 95´ , ..., 95 êâàäðàòîâ 2 2´ , 96
êâàäðàòîâ 1 1´ . Íî òàêîãî êâàäðèðîâàíèÿ åùå íèêòî íå
íàøåë.

Ðàññìîòðèì åùå îäíî êâàäðèðîâàíèå. Åäèíè÷íûé
êâàäðàò äåëèòñÿ íà 9 ðàâíûõ êâàäðàòîâ, èç êîòîðûõ 5

êâàäðàòîâ ñî ñòîðîíîé 
1
3

 îáðàçóþò «óãîëîê» è ôèêñè-

ðóþòñÿ, îñòàâøèåñÿ 4 êâàäðàòà îáúåäèíÿþòñÿ â îäèí
êâàäðàò. Íà ñëåäóþùåì øàãå ýòîò îáúåäèíåííûé êâàä-

ðàò îïÿòü äåëèòñÿ íà 9 ðàâíûõ êâàäðàòîâ, èç êîòîðûõ

5 êâàäðàòîâ ñî ñòîðîíîé 
2
9

 îáðàçóþò «óãîëîê» è

ôèêñèðóþòñÿ, îñòàâøèåñÿ 4 êâàäðàòà îáúåäèíÿþòñÿ â

îäèí êâàäðàò, è òàêîå ðàçáèåíèå ïðîäîëæàåòñÿ äî
áåñêîíå÷íîñòè. Íà ðèñóíêå 5, à ïîêàçàí ðåçóëüòàò òàêî-
ãî êâàäðèðîâàíèÿ. Ïëîùàäè êâàäðàòîâ, ïðèëåãàþùèõ
ê íèæíåé ñòîðîíå åäèíè÷íîãî êâàäðàòà, îáðàçóþò
áåñêîíå÷íî óáûâàþùóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ

1
1
9

b = , 
4
9

q = .

Åñëè òåïåðü â êàæäîì «óãîëêå» êâàäðàòû ïåðåêðà-
ñèòü â øàõìàòíîì ïîðÿäêå, òî êâàäðàòû îêàæóòñÿ
ðàçáèòûìè íà ïÿòü ãðóïï îäíîöâåòíûõ êâàäðàòîâ. Âñå
ïÿòü ãðóïï ñîñòîÿò èç ñîîòâåòñòâåííî ðàâíûõ êâàäðà-
òîâ, ïîýòîìó ñóììà ïëîùàäåé êâàäðàòîâ îäíîé ãðóï-
ïû ðàâíà ïÿòîé ÷àñòè ïëîùàäè êâàäðàòà. Ðèñóíîê 5, á
ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèåé ñóììû áåñ-
êîíå÷íî óáûâàþùåé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè
1 4 16 1

...
9 81 729 5

+ + + = .

Ðàññìîòðåííîå êâàäðèðîâàíèå ìîæíî îáîáùèòü, ðàç-
áèâàÿ êâàäðàòû íà êàæäîì øàãå íà 2n  ðàâíûõ êâàäðà-
òîâ.

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

1. Åäèíè÷íûé êâàäðàò ðàçáèò íà êîíå÷íîå ÷èñëî
êâàäðàòîâ (ðàçìåðû êîòîðûõ ìîãóò îòëè÷àòüñÿ). Ìî-
æåò ëè ñóììà ïåðèìåòðîâ êâàäðàòèêîâ, ïåðåñåêàþùèõ-
ñÿ ñ ãëàâíîé äèàãîíàëüþ, áûòü áîëüøå 1993? (LVI
Ìîñêîâñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà)

2. Êâàäðàò ñ íå÷åò-
íîé ñòîðîíîé 2 n – 1
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå îáúåäèíåíèÿ
âëîæåííûõ êâàäðàò-
íûõ ðàìîê øèðèíîé
1. Ðàññìîòðèì åãî
êâàäðèðîâàíèå ñëåäó-
þùèì îáðàçîì: êâàä-
ðàòû ïåðâîé âíåøíåé
ðàìêè îñòàâèì áåç èç-
ìåíåíèÿ; êàæäûé
êâàäðàò âòîðîé ðàì-
êè ðàçîáüåì íà 4 êâàä-
ðàòà, êàæäûé êâàä-
ðàò òðåòüåé ðàìêè ðàçîáüåì íà 9 êâàäðàòîâ è ò.ä.,
öåíòðàëüíûé êâàäðàò ðàçîáüåì íà 2n  êâàäðàòîâ (ðèñ.6).
Íà ñêîëüêî êâàäðàòîâ îêàçàëñÿ ðàçáèò äàííûé êâàäðàò ?

3. Ìîæíî ëè ðàçðåçàòü êâàäðàò íà êâàäðàòèêè òðåõ
ðàçíûõ ðàçìåðîâ òàê, ÷òîáû ìàëåíüêèõ, ñðåäíèõ è
áîëüøèõ áûëî ïîðîâíó? (Âàðèàíò çàäà÷è LXXI Ìîñ-
êîâñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé îëèìïèàäû)

Ëèòåðàòóðà
1. ßãëîì È.Ì. Êàê ðàçðåçàòü êâàäðàò?  – Ì.: Íàóêà, 1968.
2. Ãàðäíåð Ì. Ìàòåìàòè÷åñêèå ãîëîâîëîìêè è ðàçâëå÷å-

íèÿ . – Ì.: Ìèð, 1999.
3. Æóðíàë «Êâàíò»,1979, ¹11.
4. Ñòðàøêåâè÷ Ñ. è äð. Ïîëüñêèå ìàòåìàòè÷åñêèå îëèìïè-

àäû.  – Ì.: Ìèð, 1978.
5. Ôåäîðîâ Ð.Ì. è äð. Ìîñêîâñêèå ìàòåìàòè÷åñêèå îëèì-

ïèàäû 1993–2005 ã . – Ì.: ÌÖÍÌÎ, 2006.
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Èçâåñòíî, ÷òî 90
2
A

BIC
Ð

Ð = ° + .

Óïðàæíåíèå 1. Äîêàæèòå ýòî.

Ïóñòü òàêæå 1R  – ðàäèóñ îïèñàííîé îêîëî BICD  îêðóæ-
íîñòè. Òîãäà, ñîãëàñíî òåîðåìå ñèíóñîâ äëÿ BICD , èìååì

12 sin
2
B

CI R
Ð

= ,  12 sin
2
C

BI R
Ð

= ,

12 sin 90
2
A

BC R
Ðæ ö= ° +ç ÷

è ø
.

Ïîñêîëüêó CI BI BC+ >  (íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà äëÿ
BICD ), òî ïîñëå ñîêðàùåíèÿ íà 12R  ïîëó÷èì

sin sin cos
2 2 2
B C AÐ Ð Ð

+ > .

Çàäà÷à 4. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ óãëîâ òðåóãîëüíèêà ABC
âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

ctg ctg ctg ctg ctg ctg
A B C A B C

2 2 2 2 2 2
Ð Ð Ð Ð Ð Ð

+ + = .

Ðåøåíèå.  Ïóñòü I  – èíöåíòð â òðåóãîëüíèêå ABC. Ïðîâå-
äåì AI  (îíà ñîâïàäåò ñ áèññåêòðèñîé óãëà A), à òàêæå
IT AB^ , ãäå IT r=  – ðàäèóñ âïèñàííîé â ABCD  îêðóæ-
íîñòè (ðèñ.4).

Èçâåñòíî, ÷òî îòðåçîê AT p a= -  ( p – ïîëóïåðèìåòð
ABCD , a BC= ).

Óïðàæíåíèå 2.  Äîêàæèòå ýòî.

Òîãäà ctg
2
A p a

r
Ð -

= . Àíàëîãè÷íî, ctg
2
B p b

r
Ð -

= ,

ctg
2
C p c

r
Ð -

= . Èìååì

ctg ctg ctg
2 2 2
A B CÐ Ð Ð

+ + =

( )3p a b cp a p b p c p
r r r

- + +- + - + -
= = = .

Â òî æå âðåìÿ,

( )( )( )
3ctg ctg ctg

2 2 2

p a p b p cA B C

r

- - -Ð Ð Ð
= =

2 2 2

3 3

S p r p
rpr pr

= = =

(ìû âîñïîëüçîâàëèñü ôîðìóëîé Ãåðîíà).
Ñëåäîâàòåëüíî,

 ctg ctg ctg ctg ctg ctg
2 2 2 2 2 2
A B C A B CÐ Ð Ð Ð Ð Ð

+ + = .

Ñëåäñòâèå. Çàìåíèâ óãëû ,  ,  
2 2 2
A B CÐ Ð Ð

 íà óãëû

90 ,  90 ,  90A B C° - Ð ° - Ð ° - Ð  (êàæäàÿ èç ñóìì óãëîâ ðàâ-
íà 90° ), ïîëó÷èì

tg tg tg tg tg tgA B C A B CÐ + Ð + Ð = Ð Ð Ð .

Çàäà÷à 5. Äîêàæèòå ñïðàâåäëèâîñòü òàêîãî íåðàâåí-
ñòâà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC:

sin
A a

2 b c
Ð

£
+

.

Ðåøåíèå.  Ïóñòü â ABCD  ïðîâåäåíà áèññåêòðèñà AL, I  –
èíöåíòð è IK IT r= =  (ðèñ.5).

Äîêàçàòü äàííîå íåðàâåíñòâî – âñå ðàâíî, ÷òî äîêàçà òü

íåðàâåíñòâî 
1

sin
2

b c
A a

+
³

Ð . Èç AITD

sin
2
A r

AI
Ð

= , è 
1

sin
2

AI
A r

=
Ð .

Èçâåñòíî, ÷òî áèññåêòðèñà óãëà A äåëèòñÿ èíöåíòðîì â

òàêîì îòíîøåíèè: 
AI b c
IL a

+
= .

Óïðàæíåíèå 3.  Äîêàæèòå ýòî.

Î÷åâèäíî, 
AI AI
r IL

³  ( IK = r  – êàòåò, IL  – ãèïîòåíóçà â

ILKD ). Çíà÷èò, 
1

sin
2

AI AI b c
A r IL a

+
= ³ =

Ð
.  Îòêóäà

sin
2
A a

b c
Ð

£
+

.

Çàäà÷à 6. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ óãëîâ A, B, C òðåóãîëüíèêà
ABC âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâî:

cos cos cosA B CÐ + Ð + Ð > 1.

Ðåøåíèå.  Ïóñòü O – öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè îñòðî-
óãîëüíîãî ABCD . Ïðîâåäåì 1OM , 2OM , 3OM  – ñåðåäèí-
íûå ïåðïåíäèêóëÿðû ê ñòîðîíàì BC, AC è AB ñîîòâåòñòâåí-
íî (ðèñ.6).

Èç 1OM CD  1
1cos cos

OM
A COM

R
Ð = Ð = . Àíàëîãè÷íî,

2cos
OM

B
R

Ð =  è 3cos
OM

C
R

Ð = . Òîãäà cos cosA BÐ + Ð +

1 2 3cos
OM OM OM

C
R

+ +
+ Ð = .  Îäíàêî 1 2OM OM+ +

3OM R r+ = +  (ñîãëàñíî ôîðìóëå Êàðíî  äëÿ îñòðîóãîëüíî-
ãî òðåóãîëüíèêà).
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Óïðàæíåíèÿ

4. Äîêàæèòå ôîðìóëó Êàðíî äëÿ îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëü -
íèêà.

5. Äëÿ òóïîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ôîðìóëà Êàðíî èìååò
äðóãîé âèä. Ïîäóìàéòå, êàêîé, è äîêàæèòå ñîîòâåòñòâ óþùóþ
ôîðìóëó.

Ñëåäîâàòåëüíî,

 cos cos cos 1 1
R r r

A B C
R R
+

Ð + Ð + Ð = = + > .

Çàìå÷àíèå.  Ïîêàæèòå, ÷òî è â ñëó÷àå òóïîóãîëüíîãî òðåó-
ãîëüíèêà ABC íåðàâåíñòâî cos cos cos 1A B CÐ + Ð + Ð >  îñ-
òàåòñÿ âåðíûì.

Çàäà÷à 7. Äîêàæèòå, ÷òî â ïðîèçâîëüíîì òðåóãîëüíèêå
ABC

cos cos cos
3

A B C
2

Ð + Ð + Ð £ .

Ðåøåíèå.  Ïóñòü I  – èíöåíòð â ABCD , à IK IN IT r= = =
(ðèñ.7).

Ðàññìîòðèì î÷åâèäíîå âåêòîðíîå íåðàâåíñòâî: ( IK IN+ +
uuur uuur

2) 0IT+ ³
uuur

. Èìååì:

( ) ( )(2 23 2 cos 180 cos 180r r A B+ ° - Ð + ° - Ð +

( ))cos 180 0C+ ° - Ð ³ ,

èëè

( )2 23 2 cos cos cosr r A B C³ Ð + Ð + Ð ,

îòêóäà
3

cos cos cos
2

A B CÐ + Ð + £ .

Çàäà÷à 8. Äîêàæèòå ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà

cos cos cos
3

2 A 2 B 2 C
2

Ð + Ð + Ð ³ - , ãäå AÐ , BÐ , CÐ  – óãëû

òðåóãîëüíèêà ABC.
Ðåøåíèå.  Ïóñòü O – öåíòð îïèñàííîé îêîëî ABCD

îêðóæíîñòè (ðèñ.8).

Çàïèøåì î÷åâèäíîå íåðàâåíñòâî äëÿ âåêòîðîâ OA
uuur

, OB
uuur

,

OC
uuuur

: ( )2
0OA OB OC+ + ³

uuur uuur uuuur
. Ñëåäîâàòåëüíî,

 ( )2 23 2 cos 2 cos 2 cos 2 0R R A B C+ Ð + Ð + Ð ³ ,

îòêóäà
3

cos 2 cos 2 cos 2
2

A B CÐ + Ð + Ð ³ - .

Ðèñ. 8

Ñëåäñòâèå. Ïîñêîëüêó 2cos 2 1 2sinA AÐ = - Ð , cos 2 BÐ =
21 2sin B= - Ð , 2cos 2 1 2sinC CÐ = - Ð , ñðàçó æå ïîëó÷àåì

åùå îäíî âàæíîå íåðàâåíñòâî:
2 2 2 9

sin sin sin
4

A B CÐ + Ð + Ð £ .

Çàäà÷à 9. Íàéäèòå  sin18° .
Ðåøåíèå.  Ðàññìîòðèì ðàâíîáåäðåííûé ABCD  ñ óãëîì

108°  ïðè âåðøèíå A ( AB = AC) (ðèñ.9). Îí çàìå÷àòåëåí òåì,

÷òî â ýòîì òðåóãîëüíèêå òî÷êè I è O ñèììåòðè÷íû äðóã äðóãó
îòíîñèòåëüíî ñòîðîíû BC.

Óïðàæíåíèå 6. Äîêàæèòå ýòî.

Òîãäà IK KO r= = ,  à CI CO R= = .  Èç IKCD

sin18
r
R

° = . Î÷åâèäíî, 2OI r= . Íî ïî ôîðìóëå Ýéëåðà
2 2 2OI R Rr= - . Òàêèì îáðàçîì, 2 24 2r R Rr= - . Äåëèì

îáå ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà íà 2R  è ïîëó÷àåì
2

4 2 1 0
r r
R R

æ ö+ - =ç ÷
è ø

, èëè 24 sin 18 2sin18 1 0° + ° - = , îòêóäà

5 1
sin18

4
-

° =  (âòîðîé êîðåíü îòðèöàòåëüíûé). Îòìåòèì,

÷òî â ýòîé çàäà÷å íàì ïîìîãëè îáå òî÷êè: O è I.

Â çàêëþ÷åíèå ïðåäëàãàåì äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíè ÿ åùå
íåñêîëüêî òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ óïðàæíåíèé, â êîòîðûõ ìîãóò
áûòü óñïåøíî ïðèìåíåíû öåíòðû âïèñàííîé è îïèñàííîé  îêðóæ-
íîñòåé òðåóãîëüíèêà.

Çàäà÷è

10. Äîêàæèòå, ÷òî â òðåóãîëüíèêå ABC ïëîùàäè S ñî ñòîðî-
íàìè a, b, c  è óãëàìè A, B, C  âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

2 2 2ctg ctg ctg 4a A b B c C SÐ + Ð + Ð = .
11. Äîêàæèòå ñïðàâåäëèâîñòü ôîðìóëû

 tg tg tg tg tg tg 1
2 2 2 2 2 2
A B B C A CÐ Ð Ð Ð Ð Ð

+ + =

è, êàê ñëåäñòâèå, ôîðìóëû ctg ctg ctg ctgA B B CÐ Ð + Ð Ð +
ctg ctg 1A C+ Ð Ð = .
12. Âåðíî ëè, ÷òî â òóïîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC âûïîë-

íÿåòñÿ íåðàâåíñòâî tg tg tg 0A B CÐ + Ð + Ð < ?
13. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè â òðåóãîëüíèêå ABC âûïîëíÿåòñÿ

ðàâåíñòâî ctg
2
A b c

a
Ð +

= , òî ýòîò òðåóãîëüíèê ïðÿìîóãîëüíûé.

14. Äîêàæèòå, ÷òî sin sin sin
2 2 2 4
A B C r

R
Ð Ð Ð

=  è, êàê ñëåä-
ñòâèÿ^

1) 
1

sin sin sin
2 2 2 8
A B CÐ Ð Ð

£ ;   2) 
1

cos cos cos
8

A B CÐ Ð Ð £ .

15. Äîêàæèòå, ÷òî tg tg tg 3
2 2 2
A B CÐ Ð Ð

+ + ³  è, êàê ñëåä-

ñòâèå, ctg ctg ctg 3A B CÐ + Ð + Ð ³ .

Óêàçàíèå.  Âîñïîëüçóéòåñü çíàìåíèòûì íåðàâåíñòâîì

( ) ( )2 3x y z xy yz xz+ + ³ + +  äëÿ ïðîèçâîëüíûõ x, y, z  è
ðåçóëüòàòîì çàäà÷è 11.

Ðèñ. 9
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Î ïëàâàíèè
îäíîìåðíûõ

îáúêòîâ
Ì.ÄÀÂËÅÒØÈÍ, Â.ÑÎËÎÂÜÅÂ,
Ô.ÑÒÐÅËÜÍÈÊÎÂ, Å.ÞÍÎÑÎÂ

Ï ÐÀÊÒÈ×ÅÑÊÈ ÊÀÆÄÎÌÓ ÄÎÂÎÄÈËÎÑÜ ÂÈÄÅÒÜ, ÊÀÊ
ïëàâàåò íà ïîâåðõíîñòè âîäû ñóõîå áðåâíî – îíî íàõî -

äèòñÿ â ãîðèçîíòàëüíîì ïîëîæåíèè è óñòîé÷èâî ñîõðàí ÿåò
ýòî ïîëîæåíèå. À ìîæåò ëè áðåâíî ïëàâàòü â âåðòèêàë üíîì
èëè íàêëîííîì ïîëîæåíèè? ×òîáû îòâåòèòü íà ýòè âîïð î-
ñû, ìû ïðîâåëè èññëåäîâàíèå ïëàâàíèÿ îäíîìåðíûõ îáú åê-
òîâ.

Íåìíîãî òåîðèè

Áóäåì íàçûâàòü îäíîìåðíûì îáúåêòîì òåëî, äëèíà êîòî -
ðîãî ìíîãî áîëüøå åãî øèðèíû è òîëùèíû. Ðàññìîòðèì
öèëèíäðè÷åñêóþ ïàëî÷êó äëèíîé L  è äèàìåòðîì d. Åñëè
d L= , òî ïàëî÷êó ìîæíî ñ÷èòàòü îäíîìåðíûì îáúåêòîì.
Ââåäåì íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ, êîòîðûå áóäóò ïîëåçíû  â
äàëüíåéøåì. Ïóñòü r  – ñðåäíÿÿ ïëîòíîñòü ïàëî÷êè, ær  –
ïëîòíîñòü æèäêîñòè, ( )æDr = r - r  – ðàçíîñòü ïëîòíîñòåé
æèäêîñòè è ïàëî÷êè. Ðàçóìååòñÿ, ær > r . Ïóñòü äàëåå Q –
îáúåì ïàëî÷êè, V  – îáúåì íàäâîäíîé (íå ïîãðóæåííîé â
æèäêîñòü) ÷àñòè ïàëî÷êè, k = V/Q  – îòíîøåíèå ýòèõ
îáúåìîâ.

Åñëè òåëî ïëàâàåò íà ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè, òî âûïîë íå-
íî óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ

Amg F= ,

ãäå mg Qg= r – ñèëà òÿæåñòè ïàëî÷êè, ( )A æF Q V g= r -  –
ñèëà Àðõèìåäà, èëè âûòàëêèâàþùàÿ ñèëà. Èñïîëüçóÿ ââ å-
äåííûå ðàíåå îáîçíà÷åíèÿ, ìîæíî ïåðåïèñàòü ýòî ðàâå íñòâî
â âèäå

( )æ 1 kr = r - , èëè ækr = Dr .

Â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñèòóàöèþ, ïðè êîòî ðîé
ñðåäíÿÿ ïëîòíîñòü ïàëî÷êè áëèçêà ê ïëîòíîñòè æèäêîñ òè,
òîãäà V Q=  è 1k = .

Äîïóñòèì, ÷òî ïàëî÷êà îêàçàëàñü â íàêëîííîì ïîëîæå-
íèè, êàê ýòî ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 1. Íà íåå äåéñòâóþ ò ñèëà
òÿæåñòè è ñèëà Àðõèìåäà (ðèñ.2), êîòîðûå ïî óñëîâèþ
ðàâíîâåñèÿ ðàâíû ìåæäó ñîáîé. Åñëè ïàëî÷êà îäíîðîäí àÿ,
òî òî÷êà ïðèëîæåíèÿ ñèëû òÿæåñòè ïàëî÷êè íàõîäèòñÿ â åå
ãåîìåòðè÷åñêîì öåíòðå, à òî÷êà ïðèëîæåíèÿ ñèëû Àðõè ìå-
äà íåñêîëüêî ñìåùåíà îò ãåîìåòðè÷åñêîãî öåíòðà ïàëî ÷êè â
ñòîðîíó óòîïëåííîãî êîíöà.

Ïðåäñòàâèì ñèëó Àðõèìåäà â âèäå äâóõ ñèë F
ur

 è f
r

(ðèñ.3). Çäåñü F
ur

 – ýòî âûòàëêèâàþùàÿ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ

íà ñèììåòðè÷íóþ ïîãðóæåííóþ ÷àñòü ïàëî÷êè, ò.å. íà ïà-
ëî÷êó, îò êîòîðîé ñèììåòðè÷íî îòðåçàíû äâà îäèíàêîâ ûõ
êîí÷èêà, ðàâíûõ íàäâîäíîé ÷àñòè ïàëî÷êè. Ñèëà F

ur
 ïðèëî-

æåíà ê öåíòðó ïàëî÷êè  Î . Ñèëà f
r

 – ýòî âûòàëêèâàþùàÿ
ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà ïîãðóæåííóþ ÷àñòü ïàëî÷êè, ðàñ ïî-
ëîæåííóþ îòíîñèòåëüíî öåíòðà ïàëî÷êè ñèììåòðè÷íî íà ä-
âîäíîé ÷àñòè ïàëî÷êè. Ïðèëîæåíà ñèëà f

r
 ê öåíòðó òÿæåñ-

òè ïîäâîäíîé ÷àñòè ïàëî÷êè â îáúåìå V è ðàâíà

æ æf Vg kQg Qg= r = r = Dr .

Âèäíî, ÷òî îòíîñèòåëüíî îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð  ïà-
ëî÷êè O, ñèëû mg

r
 è F

ur
 èìåþò íóëåâîé âðàùàþùèé ìî-

ìåíò, à ìîìåíò ñèëû f
r

 îòëè÷åí îò íóëÿ. Â ðåçóëüòàòå
ïàëî÷êà áóäåò âðàùàòüñÿ âîêðóã îñè Î  (â äàííîì ñëó÷àå
ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè) è îäíîâðåìåííî ïîäíèìàòüñÿ ââåðõ
äî òåõ ïîð, ïîêà íå çàéìåò ãîðèçîíòàëüíîå ïîëîæåíèå . Âîò
ïî÷åìó îäíîðîäíàÿ äëèííàÿ ïàëî÷êà ïëàâàåò â ãîðèçîí -
òàëüíîì ïîëîæåíèè, è ýòî ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ óñòîé ÷è-
âî.

À ÷òî áóäåò, åñëè â ñèëó íåîäíîðîäíîñòè öåíòð òÿæåñ òè
ïàëî÷êè ñìåùåí, íàïðèìåð, â ïðàâóþ ñòîðîíó? Òîãäà â
íàêëîííîì ïîëîæåíèè (ðèñ. 4) îòíîñèòåëüíî öåíòðà ïà ëî÷-
êè Î ïîìèìî âðàùàþùåãî ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè ìîìåíòà
ñèëû f

r
 âîçíèêàåò åùå âðàùàþùèé ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå

ìîìåíò ñèëû òÿæåñòè mg
r

. Òåïåðü âñå çàâèñèò îò òîãî,
êàêîé èç ýòèõ ìîìåíòîâ áîëüøå.

Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè a  – óãîë íàêëîíà ïàëî÷êè
(óãîë ìåæäó îñüþ ïàëî÷êè è ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòü þ),
õ – ñìåùåíèå öåíòðà òÿæåñòè ïàëî÷êè îò åå ãåîìåòðè÷å ñêî-
ãî öåíòðà, y – ðàññòîÿíèå îò öåíòðà ïàëî÷êè äî òî÷êè
ïðèëîæåíèÿ ñèëû f

r
. Òîãäà îòíîñèòåëüíî òî÷êè O ìîìåíò

ñèëû, âðàùàþùèé ïàëî÷êó ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, ðàâåí
cosmgx a , à ìîìåíò ñèëû, âðàùàþùèé ïàëî÷êó ïðîòèâ

÷àñîâîé ñòðåëêè, ðàâåí cosfy a . Çíà÷èò, óñëîâèå ðàâíîâå-
ñèÿ ïàëî÷êè â ýòîì ïîëîæåíèè èìååò âèä

cos cosmgx fya = a , èëè x yr = Dr .

Â ñëó÷àå åñëè ýòî ðàâåíñòâî íàðóøåíî, òî:

Ìàêñèì Äàâëåòøèí, Âëàäèñëàâ Ñîëîâüåâ, Ôåäîð Ñòðåëüí èêîâ
– ó÷åíèêè Ìîñêîâñêîãî ëèöåÿ 1586, à Åâãåíèé Íèêîëàå âè÷ Þíîñîâ
– èõ ó÷èòåëü ôèçèêè.

Ðèñ. 1 Ðèñ. 2

Ðèñ. 3 Ðèñ. 4
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ïðè x yr < Dr  ïàëî÷êà áóäåò âðàùàòüñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé
ñòðåëêè, ñòðåìÿñü ê ãîðèçîíòàëüíîìó ïîëîæåíèþ;

ïðè x yr > Dr  ïàëî÷êà áóäåò âðàùàòüñÿ ïî ÷àñîâîé ñòðåë-
êå, ñòðåìÿñü ê âåðòèêàëüíîìó ïîëîæåíèþ.

Åñëè ñðåäíÿÿ ïëîòíîñòü ïàëî÷êè áëèçêà ê ïëîòíîñòè
æèäêîñòè, ò.å. 1k = , òî ìîæíî äîñòàòî÷íî ÷åòêî ðàçãðàíè-
÷èòü òðè âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ ïëàâàíèÿ ïàëî÷êè.

1) Áóäåì íàçûâàòü ãîðèçîíòàëüíûì  ïëàâàíèåì òàêîå ïî-
ëîæåíèå ïàëî÷êè, ïðè êîòîðîì íè îäèí èç òîðöîâ ïàëî ÷êè
íå ïîãðóæåí â æèäêîñòü ïîëíîñòüþ (ðèñ. 5). Åñëè óãî ë
ìåæäó îñüþ ïàëî÷êè è ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòüþ ðàâå í

íóëþ, òî òî÷êà ïðèëîæåíèÿ ñèëû f
r

 íàõîäèòñÿ ïðÿìî ïîä
ãåîìåòðè÷åñêèì öåíòðîì ïàëî÷êè. Ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ óãëà
íàêëîíà ïàëî÷êè ýòà òî÷êà áóäåò ñìåùàòüñÿ âïðàâî, è  â
ïðåäåëüíîì ñëó÷àå ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî y = L /4, ïîñêîëüêó
öåíòð òÿæåñòè êîíóñà (èëè ïèðàìèäû) íàõîäèòñÿ íà ðà ññòî-
ÿíèè îäíîé ÷åòâåðòè âûñîòû îò îñíîâàíèÿ êîíóñà (èëè
ïèðàìèäû). Òîãäà óñëîâèå ãîðèçîíòàëüíîãî ïëàâàíèÿ á óäåò
òàêèì:

4
L

x
Dr

r < ,

ïðè ýòîì óãîë ìåæäó îñüþ ïàëî÷êè è ãîðèçîíòàëüíîé ï ëîñ-
êîñòüþ (â ðàäèàíàõ) çàâåäîìî ìíîãî ìåíüøå îòíîøåíèÿ
d/L .

2) Áóäåì íàçûâàòü âåðòèêàëüíûì  ïëàâàíèåì òàêîå ïîëî-
æåíèå ïàëî÷êè, ïðè êîòîðîì âåðõíèé òîðåö ïàëî÷êè íà õî-

äèòñÿ ïîëíîñòüþ íàä ïîâåðõíîñòüþ
æèäêîñòè, ò.å. íå ïîãðóæåí â æèä-
êîñòü (ðèñ.6). Â òàêîì ñëó÷àå ìîæ-
íî ñ÷èòàòü, ÷òî y =  L /2, è óñëîâè-
åì âåðòèêàëüíîãî ïëàâàíèÿ ïàëî÷-
êè ÿâëÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

xr >
2
LDr

,

ïðè ýòîì óãîë ìåæäó îñüþ ïàëî÷êè è âåðòèêàëüþ ïî ïî ðÿä-
êó âåëè÷èíû áóäåò ìàë è ïðèìåðíî ðàâåí 1 3k .

3) Âñå èíûå âèäû ïëàâàíèÿ, îòëè÷àþùèåñÿ îò ãîðèçîí-
òàëüíîãî è âåðòèêàëüíîãî, áóäåì íàçûâàòü íàêëîííûìè
(ðèñ.7). Óñëîâèå òàêîãî âèäà ïëàâàíèÿ áóäåò èìåòü â èä

4 2
L L

x
Dr Dr

£ r £ .

Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ ÷àñòü

Â êà÷åñòâå îäíîìåðíîãî îáúåêòà íàìè áûëà âûáðàíà äë èí-
íàÿ è òîíêàÿ äåðåâÿííàÿ ïàëî÷êà – çóáî÷èñòêà. Â äàë üíåé-
øåì áóäåì èìåíîâàòü åå ïðîñòî ïàëî÷êîé. Åå äëèíà 60  ìì, à
ìàêñèìàëüíàÿ òîëùèíà â ñåðåäèííîé ÷àñòè 2 ìì. Ïàëî÷ êà
áûëà ïðîïèòàíà ïîäñîëíå÷íûì ìàñëîì – äëÿ ýòîãî îíà
íåêîòîðîå âðåìÿ (10 ìèí) íàõîäèëàñü â ãîðÿ÷åì ìàñëå . Ýòî
áûëî ñäåëàíî äëÿ òîãî, ÷òîáû â ïðîöåññå ýêñïåðèìåíò îâ
ïàëî÷êà íå ìåíÿëà ñâîåé ïëàâó÷åñòè èç-çà ïðîïèòêè â îäîé.
Ýòîãî æå ìîæíî äîáèòüñÿ, ïîêðàñèâ ïàëî÷êó âîäîñòîéê îé
êðàñêîé.

×òîáû óâåëè÷èòü ñðåäíþþ ïëîòíîñòü ïàëî÷êè, ìàêñè-
ìàëüíî ïðèáëèçèâ åå ê ïëîòíîñòè âîäû, íà ïàëî÷êó íà ìàòû-
âàëàñü ìåäíàÿ ïðîâîëî÷êà – áûëà âûáðàíà ïðîâîëîêà ä èà-
ìåòðîì ìd  = 0,3 ìì. Ýòî áûëà ñàìàÿ òðóäîåìêàÿ è êðîïîò-
ëèâàÿ ÷àñòü ðàáîòû, íî â ðåçóëüòàòå ìû äîáèëèñü òîã î, ÷òî
ïðè íåêîòîðîé äëèíå íàìîòàííîé ïðîâîëîêè ïàëî÷êà òî íåò,
à ïðè óêîðî÷åíèè äëèíû ïðîâîëî÷êè âñåãî íà ìl  = 0,3 ìì
ïàëî÷êà óæå âñïëûâàåò. Ýòîò ôàêò äàåò âîçìîæíîñòü î öå-
íèòü îáúåì íåïîãðóæåííîé ÷àñòè ïàëî÷êè:

2
ì ì ì ì ì

4
V d l

V
r p r

< =
r r

,

ãäå ìr  – ïëîòíîñòü ìåäè.
Êîëè÷åñòâåííûå îöåíêè ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè òùàòåëüíî ì

ïîäáîðå äëèíû óòÿæåëÿþùåé ïðîâîëîêè îòëè÷èå ñðåäíåé
ïëîòíîñòè ïëàâàþùåé ïàëî÷êè îò ïëîòíîñòè âîäû ñîñòà âëÿ-
åò ñîòûå äîëè ïðîöåíòà. Â ñàìîì äåëå, îáúåì ïàëî÷êè
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Çíà÷èò, äëÿ âåðòèêàëüíîãî ïëàâàíèÿ öåíòð òÿæåñòè ïà ëî÷-
êè äîëæåí áûòü ñìåùåí ê îäíîìó èç êîíöîâ ïàëî÷êè íà
âåëè÷èíó 36 10x -> ×  ìì, à ïðè çíà÷åíèÿõ 33 10x -< ×  ìì
ïëàâàíèå ïàëî÷êè áóäåò óæå ãîðèçîíòàëüíûì. Çàìåòèì,  ÷òî
ïîëó÷èòü íóæíîå çíà÷åíèå õ íå òàê óæ òðóäíî, ïîñêîëüêó
ýòî äîñòèãàåòñÿ ñìåùåíèåì îäíîãî-äâóõ âèòêîâ íàìîòà ííîé
íà ïàëî÷êó ïðîâîëîêè íà âåëè÷èíó ïîðÿäêà 1 ìì â òó èëè
èíóþ ñòîðîíó.

Ïåðåïèøåì óñëîâèå íàêëîííîãî ïëàâàíèÿ ïàëî÷êè â áî-
ëåå óäîáíîì äëÿ äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé âèäå:
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Dr £ £ Dr .

Ïóñòü ïàëî÷êà ïëàâàåò â æèäêîñòè ñ ïëîòíîñòüþ 1r  â
âåðòèêàëüíîì ïîëîæåíèè. Òîãäà âûïîëíåíî óñëîâèå

14 2x Lr > Dr . Åñëè æå â äðóãîé æèäêîñòè ñ ïëîòíîñòüþ 2r
ýòà æå ïàëî÷êà ïëàâàåò â ãîðèçîíòàëüíîì ïîëîæåíèè, òî
âûïîëíåíî óñëîâèå 2 4 x LDr > r . Ñîâìåñòèâ ýòè äâà íåðà-
âåíñòâà, ïîëó÷èì

2 12Dr > Dr .

Ýòî çàìå÷àòåëüíîå íåðàâåíñòâî ïîçâîëÿåò âûäâèíóòü ã èïî-
òåçó î ñóùåñòâîâàíèè ýôôåêòà ïåðåâîðà÷èâàíèÿ ïàëî÷ê è,
ò.å. ïåðåõîäà îò âåðòèêàëüíîãî ïëàâàíèÿ ê ãîðèçîíòà ëüíî-
ìó ïðè óâåëè÷åíèè ïëîòíîñòè æèäêîñòè.

Â ñàìîì äåëå, íàøè êîëè÷åñòâåííûå îöåíêè ïîêàçûâàþò ,
÷òî ñðåäíÿÿ ïëîòíîñòü ïàëî÷êè ìåíüøå ïëîòíîñòè âîäû
âñåãî íà 0,02 %. Ñìåñòèâ öåíòð òÿæåñòè ïàëî÷êè ê îä íîìó
èç êîíöîâ, ìîæíî äîáèòüñÿ åå âåðòèêàëüíîãî ïëàâàíèÿ .

Ðèñ. 5

Ðèñ. 6 Ðèñ. 7
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Çàòåì ñòîèò òîëüêî óâåëè÷èòü ïëîòíîñòü âîäû ÷óòü áî ëüøå
÷åì íà 0,02 %, êàê ïàëî÷êà ïåðåâåðíåòñÿ â ãîðèçîíòà ëüíîå
ïîëîæåíèå. Âñïîìíèì, ÷òî ïëîòíîñòü ìîðñêîé âîäû ðàâ íà

31,03 ã ñì , ÷òî íà 3% áîëüøå ïëîòíîñòè ïðåñíîé âîäû.
Çíà÷èò, äîñòè÷ü óâåëè÷åíèÿ ïëîòíîñòè âîäû âñåãî íà íå-
ñêîëüêî ñîòûõ äîëåé ïðîöåíòà íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ òðóä íîé
çàäà÷åé – âîäó íóæíî ïðîñòî ïîäñîëèòü! Ýòîò ýôôåêò
óâåðåííî íàáëþäàåòñÿ, è âû ëåãêî ìîæåòå åãî ïîâòîðè òü.

Òåïåðü îïèøåì ñîáñòâåííî ýêñïåðèìåíò. Â êà÷åñòâå ñî ñó-
äà èñïîëüçóåì ïîëëèòðîâóþ ñòåêëÿííóþ áàíêó, à â êà÷ å-
ñòâå æèäêîñòè – âîäîïðîâîäíóþ âîäó. Ïàëî÷êó ìû óæå
èçãîòîâèëè, åå ñðåäíÿÿ ïëîòíîñòü ìàêñèìàëüíî áëèçêà  ê
ïëîòíîñòè ïðåñíîé âîäû. Öåíòð òÿæåñòè ïàëî÷êè ñìåùå í ê
îäíîìó èç êîíöîâ òàê, ÷òîáû åå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ  â
ïðåñíîé âîäå áûëî âåðòèêàëüíûì. Òåïåðü àêêóðàòíî âä îëü
ñòåíêè ñîñóäà âûñûïàåì â âîäó ñòîëîâóþ ëîæêó ìåëêîé
ïîâàðåííîé ñîëè. Ïðèìåðíî ÷åðåç ìèíóòó ñî äíà ñîñóä à
íà÷èíàåò ìåäëåííî ïîäíèìàòüñÿ áåëîå îáëàêî. ×åðåç ï îë-

ìèíóòû îíî äîñòèãàåò ïîâåðõíîñòè âîäû è ÷åðåç íåñêî ëüêî
ñåêóíä áåññëåäíî ðàññåèâàåòñÿ. Åùå ÷åðåç 1–3 ìèíóòû  ïà-
ëî÷êà íà÷èíàåò ïîâîðà÷èâàòüñÿ èç ñâîåãî âåðòèêàëüíî ãî
ïîëîæåíèÿ è ñïóñòÿ 10–20 ñåêóíä çàíèìàåò ãîðèçîíòàë ü-
íîå ïîëîæåíèå.

Âíèìàíèå ! Âîçìîæåí àðòåôàêò (îò ëàò. artefactum – èñ-
êóññòâåííî ñäåëàííîå). Äåëî â òîì, ÷òî ïðè÷èíîé ïåð åâî-
ðà÷èâàíèÿ ïàëî÷êè ìîæåò îêàçàòüñÿ áåëîå îáëàêî – â íåì
ñîäåðæèòñÿ ìíîæåñòâî ïóçûðüêîâ âîçäóõà, êîòîðûå, ïð è-
ëèïíóâ ê ïàëî÷êå è òàêèì îáðàçîì îáëåã÷èâ åå, ïðèâå äóò ê
ýôôåêòó ïåðåâîðà÷èâàíèÿ. Ýòîò ïîáî÷íûé ýôôåêò óâåðå í-
íî íàáëþäàåòñÿ, åñëè â âîäó íàñûïàòü ñðàçó ìíîãî ñî ëè.
Óáåäèòüñÿ â ýòîì î÷åíü ëåãêî. Äîñòàòî÷íî ñáèòü ïðèë èï-
øèå ê ïàëî÷êå ïóçûðüêè, ïîïîëîñêàâ åå â òîé æå âîäå , – è
îíà âíîâü áóäåò ïëàâàòü âåðòèêàëüíî. Íî ÷åðåç íåêîò îðîå
âðåìÿ, êîãäà âñëåäñòâèå äèôôóçèè ïëîòíîñòü âåðõíèõ ñëî-
åâ âîäû äîñòèãíåò êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ, ïàëî÷êà îá ÿçà-
òåëüíî ïåðåâåðíåòñÿ.

Âëàæíûå ïÿòíà îò âîäû

( Íà÷àëî ñì. íà 4-é ñòðàíèöå îáëîæêè)

×òîáû îòâåòèòü íà ïîñòàâëåííûé âîïðîñ, ïðîâåäåì ïðî -
ñòîé îïûò. Ïîëîæèì ñóõóþ áóìàæíóþ ñàëôåòêó íà êíèãó , à
ïîòîì ñìî÷èì ÷àñòü ñàëôåòêè ÷èñòîé âîäîé (ðèñ.1). Ì û
óâèäèì, ÷òî âëàæíàÿ ñàëôåòêà ñòàíåò ïîëóïðîçðà÷íîé è
ñêâîçü íåå ìîæíî áóäåò ïðî÷åñòü ðàíåå íåâèäèìûé òåê ñò íà
îáëîæêå êíèãè è ðàññìîòðåòü óçîð òêàíè, íà êîòîðîé ëåæèò
êíèãà.

Îáúÿñíèòü óâèäåííîå ìîæíî, íàïðèìåð, ñëåäóþùèì îáðà -
çîì. Âîäà ïðîíèêàåò âíóòðü ñàëôåòêè è ïðîïèòûâàåò å å ñ
ïîìîùüþ êàïèëëÿðíûõ ñèë. Ïðè ýòîì âîëîêíà, èç êîòîð ûõ
ñîñòîèò ñàëôåòêà, óäëèíÿþòñÿ (êàê ýòî ïðîèñõîäèò, í àïðè-

Í À Ø À  Î Á Ë Î Æ Ê À

ìåð, â âîëîñÿíîì ãèãðîìåòðå) è îòîäâèãàþòñÿ äðóã îò  äðóãà.
Â ðåçóëüòàòå ñàëôåòêà ñòàíîâèòñÿ ïî÷òè ïðîçðà÷íîé. Â ýòîì
ìîæíî óáåäèòüñÿ, åñëè ïîñìîòðåòü, êàê íàøà ñàëôåòêà
ïðîïóñêàåò ñâåò (ðèñ.2). Íà ôîòîãðàôèè âèäíî, ÷òî ï ÿòíà îò
âîäû íà ñàëôåòêå áîëåå ñâåòëûå, ÷åì ñóõèå åå ÷àñòè.  Ýòî
çíà÷èò, ÷òî ïÿòíà îò âîäû ëó÷øå ïðîïóñêàþò ñâåò, ÷å ì
îòðàæàþò. Âîò ïî÷åìó â îòðàæåííîì ñâåòå ïÿòíà âîäû áóäóò
êàçàòüñÿ áîëåå òåìíûìè. Òàêèå æå òåìíûå ïÿòíà ìîãóò
îñòàâëÿòü è äðóãèå áåñöâåòíûå ïðîçðà÷íûå æèäêîñòè, íà-
ïðèìåð ãëèöåðèí.

Âîçìîæíî òàêæå, ÷òî ïðè÷èíîé ïðîñâåòëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ
îáðàçîâàíèå ñâîåîáðàçíûõ ñâåòîâîäîâ, ïî êîòîðûì ñâå ò
àêòèâíî ïðîõîäèò ñêâîçü ñàëôåòêó. Íå èñêëþ÷åíû è äð óãèå
ïðè÷èíû.

Èíòåðåñíî, à ÷òî ïî ýòîìó ïîâîäó äóìàåòå âû?

Ê.Áîãäàíîâ

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2
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Äîëãèé ïóòü
êîðîëÿ

Í.ÁÅËÓÕÎÂ (ÁÎËÃÀÐÈß)

Ïîñâÿùàåòñÿ Åâãåíèþ Ãèêó

Â«ÊÂÀÍÒÅ» ¹3 ÇÀ 2000 ÃÎÄ ÁÛËÀ ÍÀÏÅ×ÀÒÀÍÀ ÍÅÁÎËÜ-
øàÿ çàìåòêà È.Àêóëè÷à «Ïðîãóëêè êîðîëÿ». Â íåé

àâòîð ïîñòàâèë íåñêîëüêî èíòåðåñíûõ îòêðûòûõ âîïðîñ îâ,
â òîì ÷èñëå è òàêîé:

Êàêîâà íàèáîëüøàÿ âîçìîæíàÿ äëèíà çàìêíóòîãî ïóòè
êîðîëÿ, îáîøåäøåãî øàõìàòíóþ äîñêó 8 8´ ?

Áîëåå òî÷íî, ïóñòü êîðîëü îáîøåë øàõìàòíóþ äîñêó,
ïîáûâàâ íà êàæäîé êëåòêå ïî ðàçó, è ïîñëåäíèì õîäîì
âåðíóëñÿ â èñõîäíóþ êëåòêó. Åñëè ñîåäèíèòü îòðåçêàì è
öåíòðû ïîëåé, êîòîðûå îí ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîõîäèë, ïî-
ëó÷èòñÿ çàìêíóòàÿ ëîìàíàÿ (ñêîðåå âñåãî, ñàìîïåðåñå êàþ-
ùàÿñÿ). Êàêîâà íàèáîëüøàÿ âîçìîæíàÿ äëèíà ýòîé ëîìà -
íîé?

ßñíî, ÷òî ëîìàíàÿ ñòîèò èç îòðåçêîâ äâóõ òèïîâ – êî ðîò-
êèõ (äëèíû 1) è äëèííûõ (äëèíû 2 ). Ïîýòîìó äîñòàòî÷-
íî íàéòè ìèíèìàëüíîå âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî êîðîòêèõ
õîäîâ êîðîëÿ.

Ýòèì ìû è çàéìåìñÿ. Ôàêòè÷åñêè ìû ðåøèì çàäà÷ó â
îáùåì ñëó÷àå – äëÿ äîñîê 2 2n n´  (çàäà÷à äëÿ äîñîê ñ
íå÷åòíîé äëèíîé ñòîðîíû ðåøàåòñÿ, êàê ìû ñêîðî óâèä èì,
ñîâñåì ïðîñòî).

Ðàññìîòðèì øàõìàòíóþ äîñêó 2 2n n´  è ïîñòðîèì âñïî-
ìîãàòåëüíóþ äîñêó, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ äîñêîé Óýë÷à.  Äëÿ
ýòîãî óáåðåì íà èñõîäíîé äîñêå âñå êëåòêè îäíîãî öâ åòà, à
êàæäóþ êëåòêó äðóãîãî öâåòà çàìåíèì íà êâàäðàò ñ äë èíîé
ñòîðîíû â 2  ðàç áîëüøå, êîòîðûé ïîâåðíóò íà 45°  âîêðóã
öåíòðà êëåòêè (ðèñ.1).

Ïîêà êîðîëü äåëàåò äëèííûå, ò.å. äèàãîíàëüíûå, õîäû ,
îí îñòàåòñÿ íà êëåòêàõ îäíîãî öâåòà. Áîëåå òîãî, òà êèå
õîäû êîðîëÿ ñîîòâåòñòâóþò äâèæåíèþ «õðîìîé» ëàäüè ï î
äîñêå Óýë÷à (õðîìàÿ ëàäüÿ õîäèò êàê îáû÷íàÿ, íî çà õîä
ñäâèãàåòñÿ òîëüêî íà ñîñåäíèå êëåòêè).

Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî åñòü äâå äîñêè Óýë÷à – ïî îäíîé ä ëÿ
áåëûõ è ÷åðíûõ êëåòîê èñõîäíîé äîñêè, òî êàæäûé êîð îò-
êèé õîä êîðîëÿ ìîæíî ïîíèìàòü êàê ïðûæîê ëàäüè ñ

«áåëîé» äîñêè Óýë÷à íà «÷åðíóþ» èëè íàîáîðîò. Ïîýòî ìó
ëþáîé ìàðøðóò êîðîëÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê ïóòü õðîìîé
ëàäüè ïî äâóì äîñêàì Óýë÷à, ïðûãàþùåé ñ îäíîé äîñêè  íà
äðóãóþ, êîãäà êîðîëü äåëàåò êîðîòêèé õîä. ×èñëî ïðû æêîâ
ðàâíî ÷èñëó êîðîòêèõ õîäîâ êîðîëÿ. Ïîñêîëüêó íàøà ö åëü
– íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî òàêèõ õîäîâ, áóäåì èñêàòü ì àðø-
ðóò õðîìîé ëàäüè ïî îäíîé äîñêå Óýë÷à, êîòîðûé ñîñò îèò
èç íàèìåíüøåãî ÷èñëà íåïðåðûâíûõ ó÷àñòêîâ.

Ïîêðàñèì äîñêó Óýë÷à â øàõìàòíîì ïîðÿäêå, êàê ïîêàç à-
íî íà ðèñóíêå 2. Íà ëþáîì ó÷àñòêå ïóòè íàøåé ëàäüè áåëûå

è ÷åðíûå êëåòêè ÷åðåäóþòñÿ, ïîýòîìó ðàçíèöà ìåæäó ê î-
ëè÷åñòâàìè îäíèõ è äðóãèõ íà ëþáîì ó÷àñòêå íå ïðåâî ñõî-
äèò 1.

Åñëè èñõîäíàÿ øàõìàòíàÿ äîñêà èìååò ðàçìåðû
( ) ( )2 1 2 1n n+ ´ + , òî íà îäíîé èç ðàñêðàøåííûõ äîñîê Óýë-
÷à êëåòîê îäíîãî öâåòà áóäåò áîëüøå, ÷åì äðóãîãî, ï ðè÷åì
íå ìåíüøå ÷åì íà 2 n + 1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîòðåáóåòñÿ íå
ìåíüøå 2 n + 1 íåïðåðûâíûõ êóñêîâ ïóòè, ÷òîáû ïîñåòèòü
âñå êëåòêè îäíîé äîñêè. Ñëåäîâàòåëüíî, áóäåò íå ìåí üøå
4n + 2 ïðûæêîâ ñ îäíîé äîñêè íà äðóãóþ (ïî äâà ïðûæêà  íà
êàæäûé êóñîê ïóòè).

Èòàê, åñëè ó øàõìàòíîé äîñêè íå÷åòíûé ðàçìåð, òî êî -
ðîëü, îáîéäÿ äîñêó ïî çàìêíóòîìó ïóòè, ñäåëàåò íå ì åíüøå
4n + 2 êîðîòêèõ õîäîâ. Ýòî äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî, è
ïîñòðîèòü ñîîòâåòñòâóþùèé ïðèìåð ïóòè íå î÷åíü ñëîæ íî.

Óïðàæíåíèå.  Ñäåëàéòå ýòî.

Åñëè æå øàõìàòíàÿ äîñêà ÷åòíîãî ðàçìåðà, òî êàæäàÿ èç
äîñîê Óýë÷à ñîäåðæèò ïîðîâíó áåëûõ è ÷åðíûõ êëåòîê.  Íî
èõ ðàñïîëîæåíèå äàñò íàì êëþ÷ ê ðåøåíèþ. Ïóñòü ïðè
äâèæåíèè ïî äîñêå Óýë÷à ëàäüÿ îñòàâëÿåò ñëåä – ëèíè þ,
ñîåäèíÿþùóþ öåíòðû êëåòîê, êîòîðûå ëàäüÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíî ïîñåùàåò. Êîãäà ëàäüÿ ïðûãàåò (íà äðóãóþ äîñ êó),
ëèíèÿ ïðåðûâàåòñÿ, çàòî ïîòîì íà÷íåòñÿ íîâàÿ. Åñëè ëàäüÿ
ïîñåòèëà âñå êëåòêè, òî íåñêîëüêî òàêèõ ëèíèé «ïîêð ûâà-
þò» âñþ äîñêó.

Ìûñëåííî ðàçðåæåì äîñêó, èçîáðàæåííóþ íà ðèñóíêå 2,
íà äâå îäèíàêîâûå ÷àñòè ïî îòðåçêó AB. Ýòîò îòðåçîê äåëèò
íåêîòîðûå ëèíèè íà ÷àñòè. Çàìåòèì, ÷òî íèæíÿÿ ïîëîâ èíà
äîñêè ñîäåðæèò íà n ÷åðíûõ êëåòîê áîëüøå, ÷åì áåëûõ. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî åñòü íå ìåíüøå n ëèíèé èëè èõ ÷àñòåé,
êîòîðûå íà÷èíàþòñÿ è çàêàí÷èâàþòñÿ â ÷åðíîé êëåòêå.
Àíàëîãè÷íî, ðàññìàòðèâàÿ âåðõíþþ ïîëîâèíó, ïîëó÷èì,
÷òî åñòü íå ìåíüøå n ëèíèé èëè èõ ÷àñòåé, êîòîðûå íà÷èíà-
þòñÿ è çàêàí÷èâàþòñÿ â áåëîé êëåòêå. Âñåãî ïîëó÷àåò ñÿ íå
ìåíüøå 2 n ëèíèé èëè èõ ÷àñòåé. Íî ñêëåèâàíèå ÷àñòåé
ëèíèé ïî îòðåçêó AB óìåíüøèò èõ êîëè÷åñòâî íå áîëüøå
÷åì íà n (âåäü åñòü òîëüêî n âîçìîæíûõ ìåñò ñêëåéêè).
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Ê Â À Í T $ 2 0 1 0 / ¹ 440
Çíà÷èò, íà êàæäîé äîñêå Óýë÷à áûëî íàðèñîâàíî íå ìå íüøå
n ëèíèé. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî êîðîëü äîëæåí ñîâåðøèòü íå
ìåíüøå 2 n ãîðèçîíòàëüíûõ èëè âåðòèêàëüíûõ õîäîâ. Îòìå-
òèì, ÷òî äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ îáû÷íîé øàõìàòíîé äîñê è
8 8´ È.Àêóëè÷ ïîëó÷èë òàêóþ æå îöåíêó ãîðàçäî ïðîùå.

Òåïåðü ïðèñòóïèì ê ïîñòðîåíèþ ïðèìåðîâ, â êîòîðûõ
êîðîëü äåëàåò ðîâíî 2 n êîðîòêèõ õîäîâ.

Íà ðèñóíêàõ 3 è 4 ïîêàçàíû ïðèìåðû ñàìûõ äëèííûõ
âîçìîæíûõ ìàðøðóòîâ íà äîñêå 8 8´ . Òàêèì îáðàçîì,
èñõîäíàÿ çàäà÷à ðåøåíà.

Ìàðøðóò ðèñóíêà 3 íåñëîæíî ïåðåíåñòè íà ñëó÷àé ïðîè ç-
âîëüíîãî n, ÷òî äàåò ðåøåíèå â îáùåì ñëó÷àå. Òåì íå ìåíåå,

ìû ñåé÷àñ îïèøåì êîíñòðóê-
öèþ, êîòîðàÿ ïîçâîëèëà ïî-
ëó÷èòü ýòè ïðèìåðû. Îêàçû-
âàåòñÿ, ÷òî îíà ïîìîãàåò ïî-
ñòðîèòü åùå ìíîãî ìàêñèìàëü-
íûõ ìàðøðóòîâ, è àâòîð ïî-
äîçðåâàåò, ÷òî ñ åå ïîìîùüþ
ìîæíî îïèñàòü âîîáùå âñå òà-
êèå ìàðøðóòû (ýòî ïîêà ñòðî-
ãî äîêàçàíî ëèøü äëÿ 4n £ ).

Äëÿ íàãëÿäíîñòè ðàçáåðåì
ñëó÷àé äîñêè 8 8´  (ò.å. ñëó-
÷àé n = 4), âñå ðàññóæäåíèÿ
ëåãêî ïåðåíîñÿòñÿ è íà îáùèé
ñëó÷àé. Ñíà÷àëà ïîäãîòîâèì
øàõìàòíóþ äîñêó: îòìåòèì
öåíòðû âñåõ êëåòîê è íàðèñó-
åì ñèíèå, êðàñíûå è çåëåíûå
îòðåçêè, êàê ïîêàçàíî íà ðè-
ñóíêå 5.

Èç öåíòðà êàæäîé êëåòêè
âûõîäèò ðîâíî òðè îòðåçêà –
ïî îäíîìó îòðåçêó êàæäîãî
öâåòà.

Êðàñíûå è çåëåíûå îòðåçêè
îáðàçóþò ÷åòûðå «êîëüöà»:

ïåðâîå êîëüöî ñîñòîèò èç îäèíàðíûõ ñïëîøíûõ îòðåçêî â,
âòîðîå – èç äâîéíûõ ñïëîøíûõ, òðåòüå – èç îäèíàðíûõ
ïóíêòèðíûõ, è ÷åòâåðòîå – èç äâîéíûõ ïóíêòèðíûõ îòð åç-
êîâ.

Çàôèêñèðóåì ëþáîå ÷åòûðåõáóêâåííîå ñëîâî – êîä, êàæ -
äàÿ áóêâà êîòîðîãî – ëèáî « ê», ëèáî « ç». Åñëè ïåðâàÿ
áóêâà êîäà – « ê», òî â ïåðâîì êîëüöå îñòàâèì òîëüêî
êðàñíûå îòðåçêè, à çåëåíûå ñîòðåì. Åñëè æå ïåðâàÿ á óêâà –
«ç», òî íàîáîðîò, îñòàâèì â ïåðâîì êîëüöå òîëüêî çåëå íûå
îòðåçêè, à êðàñíûå ñîòðåì. Àíàëîãè÷íî, ãëÿäÿ íà âòî ðóþ
áóêâó êîäà, âî âòîðîì êîëüöå ñîòðåì îòðåçêè ëèáî êð àñíî-
ãî, ëèáî çåëåíîãî öâåòà. Òàê æå ïîñòóïèì è ñ òðåòüè ì, è ñ
÷åòâåðòûì êîëüöîì. Â ðåçóëüòàòå, â ñîîòâåòñòâèè ñ â ûáðàí-
íûì êîäîì, íà ðèñóíêå 5 ìû ñîòðåì ïîëîâèíó îòðåçêîâ  â
êàæäîì êîëüöå. Íàïðèìåð, åñëè âûáðàòü êîä « êçêê», òî
ïîñëå ñòèðàíèÿ ìû óâèäèì ñèòóàöèþ, èçîáðàæåííóþ íà
ðèñóíêå 6.

Ðàññìîòðèì íàáîð îòðåçêîâ, îñòàâøèéñÿ ïîñëå ñòèðàíè ÿ.
Â êàæäîì êîëüöå êðîìå äèàãîíàëüíûõ îòðåçêîâ îñòàíóò ñÿ
ëèáî ðîâíî äâà ãîðèçîíòàëüíûõ, ëèáî ðîâíî äâà âåðòè êàëü-
íûõ îòðåçêà, ò.å. âñåãî îñòàíåòñÿ ðîâíî 8  ãîðèçîíò àëüíûõ è
âåðòèêàëüíûõ îòðåçêîâ (êàê è äîëæíî áûòü â ñàìîì äë èí-
íîì çàìêíóòîì ïóòè êîðîëÿ).

Âèäèì, ÷òî èç öåíòðà êàæäîé êëåòêè òåïåðü âûõîäèò
ðîâíî äâà îòðåçêà, îäèí èç êîòîðûõ ñèíèé, à äðóãîé – ëèáî

êðàñíûé, ëèáî çåëåíûé. Çíà÷èò, îáúåäèíåíèå îòðåçêîâ  ÿâ-
ëÿåòñÿ ëèáî çàìêíóòûì öèêëîì, ëèáî îáúåäèíåíèåì íå-
ñêîëüêèõ öèêëîâ.

Â ïåðâîì ñëó÷àå ìû è ïîëó÷àåì íóæíûé ïðèìåð îáõîäà
êîðîëÿ.

Òåïåðü ïîïðîáóåì ðàçîáðàòüñÿ, êàêîå óñëîâèå íà êîä
íàäî íàëîæèòü, ÷òîáû îáúåäèíåíèå îòðåçêîâ îáðàçîâàë î
îäèí öèêë (à íå ðàñïàëîñü íà íåñêîëüêî öèêëîâ). Çàì åòèì,
÷òî ïðè äâèæåíèè ïî îòðåçêàì èõ öâåòà ÷åðåäóþòñÿ ñë åäóþ-
ùèì îáðàçîì: ñíñíñíñíñíñí ..., ãäå ñ – ñèíèé, à í  – ëèáî ê
(êðàñíûé), ëèáî ç (çåëåíûé). Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìû
âûïîëíÿåì «äâîéíûå õîäû» âèäà « Ê» (ïî ñèíåìó, à çàòåì
ïî êðàñíîìó îòðåçêàì) èëè âèäà « Ç» (ïî ñèíåìó, à çàòåì ïî
çåëåíîìó îòðåçêàì).

Çàíóìåðóåì êëåòêè ïàðàìè ( , )i j , ãäå i  – íîìåð ñòîëáöà
(ñ÷èòàÿ ñëåâà íàïðàâî), à j  – íîìåð ñòðîêè (ñ÷èòàÿ ñíèçó
ââåðõ). Íà÷íåì äâèãàòüñÿ, íàïðèìåð, ñ êëåòêè (1,2) , âûéäÿ
èç íåå ïî ñèíåìó îòðåçêó. Â êàêîé-òî ìîìåíò ïîñëå k
«äâîéíûõ õîäîâ» ìû ñíîâà âïåðâûå âîçâðàòèìñÿ â êëåò êó
(1,2) .

Çàìåòèì, ÷òî âûïîëíåíèå õîäîâ âèäà « Ç» íå èçìåíÿåò
íîìåð ñòðîêè, â êîòîðîé íàõîäèòñÿ êîðîëü. À ïðè âûï îëíå-
íèè õîäîâ âèäà « Ê», êàê íåòðóäíî âèäåòü, íîìåð ñòðîêè
èçìåíÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: 2–1–3–5–7–8–6–4–2–1–…
(äàëåå ïî öèêëó). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ âîçâðàùåíèÿ  âî
âòîðóþ ñòðîêó òðåáóåòñÿ ñäåëàòü êîëè÷åñòâî õîäîâ âè äà
«Ê», êðàòíîå 8. Àíàëîãè÷íî ðàññóæäàÿ, ïîêàæåì, ÷òî äë ÿ
âîçâðàùåíèÿ â ïåðâûé ñòîëáåö òðåáóåòñÿ ñäåëàòü êîëè ÷å-
ñòâî õîäîâ âèäà « Ç», êðàòíîå 8. Â ÷àñòíîñòè, k äåëèòñÿ íà
8, = 8k m .

Äàëåå, âåðíåìñÿ ê ðàññìîòðåíèþ ÷åòûðåõ êîëåö êðàñíû õ
è çåëåíûõ îòðåçêîâ. Âíà÷àëå ìû íàõîäèìñÿ â êëåòêå (1,2) ,
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ïðèíàäëåæàùåé ïåðâîìó êîëüöó. Ïðè âûïîëíåíèè äâîéíî -
ãî õîäà ìû ïðîõîäèì ñèíèé îòðåçîê, îòðåçîê ïåðâîãî êîëü-
öà è îêàçûâàåìñÿ íà ïåðâîì êîëüöå, ïðè âûïîëíåíèè å ùå
îäíîãî äâîéíîãî õîäà – ïðîõîäèì ñèíèé îòðåçîê, îòðå çîê
âòîðîãî êîëüöà è îêàçûâàåìñÿ íà âòîðîì êîëüöå. Äàëå å,
íåòðóäíî îòñëåäèòü èçìåíåíèå íîìåðà êîëüöà ïîñëå î÷ åðåä-
íîãî äâîéíîãî õîäà: 1–1–2–3–4–4–3–2–1–1–2–3–4–4–3–2 –
1–… è ò.ä.

Íàïðèìåð, äëÿ êîäà « êçêê» ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äâîéíûõ
õîäîâ áóäåò èìåòü âèä KÇÊÊ  ÊÊÇÊ  KÇÊÊ  ÊÊÇÊ  …,
(ïîñêîëüêó íà ïåðâîì êîëüöå îñòàëèñü îòðåçêè òîëüêî  êðàñ-
íîãî öâåòà, íà âòîðîì – çåëåíîãî è ò.ä.). Èòàê, äëÿ  âîçâðà-
ùåíèÿ â íà÷àëüíóþ êëåòêó (1,2)  ìû äîëæíû ñäåëàòü m
âîñüìåðîê äâîéíûõ õîäîâ KÇÊÊ  ÊÊÇÊ . Íî ìû äîêàçûâà-
ëè, ÷òî êîëè÷åñòâî õîäîâ âèäà « Ç» (è « Ê») äîëæíî äåëèòü-
ñÿ íà 8. Èìååì M2 8m , ò.å. ³ 4m , è, çíà÷èò, äî âîçâðàùå-
íèÿ â êëåòêó (1,2)  ïðîøëî = ³8 32k m  äâîéíûõ õîäîâ.
Ñëåäîâàòåëüíî, íà÷èíàÿ ñ êëåòêè (1,2) , ìû îáîøëè âñå 64
êëåòêè äîñêè è âåðíóëèñü îáðàòíî.

Äðóãàÿ ñèòóàöèÿ áóäåò ñ êîäîì « êççê»: çäåñü ïîäõîäèò
m = 2, è, çíà÷èò, ìû âîçâðàòèìñÿ â íà÷àëüíóþ êëåòêó ïîñëå
16 äâîéíûõ õîäîâ, ò.å. îáîéäåì ëèøü ïîëîâèíó êëåòîê
äîñêè.

Èç îïèñàííûõ ñîîáðàæåíèé ÷èòàòåëü ëåãêî óñìîòðèò êð à-
ñèâûé êðèòåðèé: îáúåäèíåíèå îòðåçêîâ ïðåäñòàâëÿåò ñ îáîé
îäèí öèêë òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êîëè÷åñòâî áó êâ «ê»
(èëè « ç») â êîäîâîì ñëîâå íå÷åòíî.

Âñå îïèñàííûå øàãè ìîæíî ïîâòîðèòü è äëÿ äîñêè 2 2n n´ .
Òî÷íî òàê æå ðàññìàòðèâàåì ìíîæåñòâî ñèíèõ, êðàñíûõ  è
çåëåíûõ îòðåçêîâ. Îíè îáðàçóþò n êîëåö. Ïî n-áóêâåííîìó
êîäó èç áóêâ « ê» è « ç» äåëàåì ñòèðàíèÿ â êîëüöàõ. Óñëîâèå
âîçâðàùåíèÿ â íà÷àëüíóþ êëåòêó òàêîâî: êîëè÷åñòâî ä âîé-
íûõ õîäîâ « Ê» è « Ç» äîëæíî áûòü êðàòíî 2 n.

À êðèòåðèé òîãî, ÷òî îáúåäèíåíèå îòðåçêîâ ïðåäñòàâë ÿåò
ñîáîé îäèí öèêë, áóäåò çâó÷àòü òàê: êîëè÷åñòâî áóêâ  «ê»
(èëè « ç») â êîäå âçàèìíî ïðîñòî ñ n.

«Ïðèìåð», ïîëó÷åííûé È.Àêóëè÷åì â åãî ñòàòüå, ñîîò-
âåòñòâóåò êîäó «çêçê», íî òàê êàê íàèáîëüøèé îáùèé äåëè-
òåëü ÷èñåë 2 è 4 îòëè÷åí îò 1, òî ìàðøðóò ðàñïàäàåò ñÿ íà
äâà öèêëè÷åñêèõ ìàðøðóòà.

Òåïåðü ðåøèì åùå îäíó èíòåðåñíóþ çàäà÷ó, â êîòîðîé
íàì ñíîâà ïîìîãóò èäåè, èçëîæåííûå â íà÷àëå ýòîé ñò àòüè:

Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî ïîâîðîòîâ ìîæåò ñäåëàòü õðî-
ìàÿ ëàäüÿ ïðè çàìêíóòîì ìàðøðóòå ïî âñåì ïîëÿì äîñê è
2n 2n´ ?

Ýòîò âîïðîñ ïîñòàâëåí â çàìå÷àòåëüíîé êíèãå Å. Ãèêà
«Íåîáû÷íûå øàõìàòû» äëÿ äîñêè 8 8´ . Â êà÷åñòâå îòâåòà

òàì ïðèâåäåí ëèøü ïðèìåð ñ
56 ïîâîðîòàìè (ðèñ.7), íî íå
äîêàçàíî, ÷òî ýòî íàèáîëüøåå
÷èñëî. ×òîáû ýòî äîêàçàòü,
ìû ïîñ÷èòàåì «ïðÿìûå» õîäû
(ò.å. õîäû, ïðè êîòîðûõ ëà-
äüÿ âûõîäèò èç êëåòêè â òîì
æå íàïðàâëåíèè, â êîòîðîì
îíà â ýòó êëåòêó ïîïàëà) è
íàéäåì èõ ìèíèìàëüíîå êî-
ëè÷åñòâî.

Ïóñòü åñòü ìàðøðóò õðîìîé
ëàäüè ïî øàõìàòíîé äîñêå.

Áóäåì ðèñîâàòü ïóòü íà äîñêå Óýë÷à (ðàñïîëîæèì åå ä ëÿ
óäîáñòâà òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 2), ñîåäèíÿÿ êëåòêè
ðîâíî â òîì ïîðÿäêå, â êàêîì ëàäüÿ îáõîäèò ñîîòâåòñ òâóþ-

ùèå èì êëåòêè íà îáû÷íîé äîñêå. Åñëè ëàäüÿ ïîâåðíóë à, òî
íà äîñêå Óýë÷à ïðåäûäóùóþ è ñëåäóþùóþ êëåòêè ñîåäè-
íèì ãîðèçîíòàëüíûì èëè âåðòèêàëüíûì îòðåçêîì, à åñë è
ëàäüÿ ïðîøëà ïî êëåòêå, íå ìåíÿÿ íàïðàâëåíèÿ, òî íà  äîñêå
Óýë÷à ïðåäûäóùóþ è ñëåäóþùóþ êëåòêè íóæíî ñîåäèíèòü
äèàãîíàëüíûì îòðåçêîì. Â èòîãå íà êàæäîé èç äîñîê Ó ýë÷à
ïîëó÷èòñÿ çàìêíóòûé ìàðøðóò, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé í å-
ñêîëüêî íåïðåðûâíûõ ëèíèé èç âåðòèêàëüíûõ è ãîðèçîí -
òàëüíûõ îòðåçêîâ, ñîåäèíåííûõ äèàãîíàëüíûìè îòðåçêà ìè.
Îáùåå êîëè÷åñòâî äèàãîíàëüíûõ îòðåçêîâ íà äâóõ äîñê àõ
Óýë÷à êàê ðàç ðàâíî ÷èñëó ïðÿìûõ õîäîâ ëàäüè íà îáû ÷íîé
øàõìàòíîé äîñêå.

Íî êàê ìû óæå âûÿñíÿëè, ÷òîáû ïîêðûòü êàæäóþ äîñêó
Óýë÷à, íóæíî íå ìåíüøå n íåïðåðûâíûõ ëèíèé, ïî êîòî-
ðûì ìîæåò ïðîéòè ëàäüÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, íà êàæäîé äî ñêå
Óýë÷à áóäåò íå ìåíüøå n äèàãîíàëüíûõ îòðåçêîâ (÷òîáû
ñîåäèíèòü ýòè ëèíèè â çàìêíóòûé ìàðøðóò), âñåãî íà äâóõ
äîñêàõ – íå ìåíüøå 2 n, è òàêîå æå ÷èñëî ïðÿìûõ õîäîâ
áóäåò â ìàðøðóòå ëàäüè.

Ýòî ðàññóæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî ÷åòíîãî n.
Åñëè æå n íå÷åòíî, òî îíî íåìíîãî íåòî÷íîå. Äåëî â òîì,
÷òî äèàãîíàëüíûé îòðåçîê ñîåäèíÿåò îäíîöâåòíûå êëåò êè
äîñêè Óýë÷à. Âñïîìíèì, ÷òî íà äîñêå Óýë÷à ïîñëå ïðî âåäå-
íèÿ îòðåçêà AB, ðàçäåëÿþùåãî åå ïîïîëàì, ìû íàøëè íå
ìåíåå n ëèíèé èëè èõ ÷àñòåé ñ áåëûìè êîíöàìè è íå ìåíåå n
ëèíèé èëè èõ ÷àñòåé ñ ÷åðíûìè êîíöàìè. Âñåãî òåì ñà ìûì
áóäåò 2n áåëûõ è 2 n ÷åðíûõ êîíöîâ (åñëè ëèíèÿ ñîñòîèò
âñåãî èç îäíîé òî÷êè, ìû âñå ðàâíî áóäåì ñ÷èòàòü, ÷ òî ó íåå
äâà êîíöà). Ñêëåéêè ìîãóò ïðîèñõîäèòü â n ìåñòàõ, ïðè÷åì
ñêëåèâàþòñÿ âñåãäà ðàçíîöâåòíûå êîíöû. Çíà÷èò, íà ä îñêå
Óýë÷à ó ïîëó÷èâøèõñÿ ïîñëå ñêëåéêè ëèíèé áóäåò âñåã î
êàê ìèíèìóì n áåëûõ êîíöîâ è êàê ìèíèìóì n ÷åðíûõ
êîíöîâ. Äèàãîíàëüíûå îòðåçêè ðàçáèâàþò êîíöû îäíîãî
öâåòà íà ïàðû, è, ïîñêîëüêó
n íå÷åòíî, íà äîñêå Óýë÷à íàé-
äåòñÿ êàê ìèíèìóì n + 1 êîí-
öîâ êàæäîãî öâåòà. Ïîýòîìó
äèàãîíàëüíûõ îòðåçêîâ íà îä-
íîé äîñêå Óýë÷à áóäåò íå

ìåíüøå ÷åì 1 1
1

2 2
n n

n
+ +

+ = + ,

à íà äâóõ äîñêàõ – íå ìåíüøå

÷åì 2 n + 2. Çíà÷èò, ïîòðåáó-
åòñÿ íå ìåíüøå 2 n + 2 ïðÿ-
ìûõ õîäîâ ëàäüè íà îáû÷íîé
äîñêå.

Íà ðèñóíêå 8 èçîáðàæåí ìàðøðóò ëàäüè íà äîñêå 10 10´
(ò.å. äëÿ n = 5) ñ 12 ïîâîðîòàìè. Åãî ëåãêî ïåðåíåñòè íà
äîñêè áîëüøåãî ðàçìåðà.

Â çàêëþ÷åíèå ïðåäëàãàåì òàêóþ çàäà÷ó:
Ïóñòü A – ÷èñëî çàìêíóòûõ îáõîäîâ õðîìîé ëàäüåé

äîñêè 2n 2n´ , ñîäåðæàùèõ íàèáîëüøåå ÷èñëî ïîâîðîòîâ,
B – ÷èñëî çàìêíóòûõ îáõîäîâ «õðîìîé» ëàäüåé äîñêè
4n 4n´ , ñîäåðæàùèõ íàèìåíüøåå ÷èñëî ïîâîðîòîâ. Äîêà-
æèòå, ÷òî B 2A³ .

Óêàçàíèå: ðàçáåéòå äîñêó 4 4n n´  íà êâàäðàòû ´2 2 .
Àâòîðó íåèçâåñòíî, íå îáðàùàåòñÿ ëè íåðàâåíñòâî ýòî é

çàäà÷è âñåãäà â òî÷íîå ðàâåíñòâî. Âñÿ íàäåæäà íà ÷è òàòå-
ëåé.Ðèñ. 7

Ðèñ. 8
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Çàäà÷è íà
óðàâíåíèå

ìîìåíòîâ ñèë
À.×ÅÐÍÎÓÖÀÍ

Ì ÎÌÅÍÒ ÑÈËÛ (ÂÐÀÙÀÒÅËÜÍÛÉ ÌÎÌÅÍÒ ÑÈËÛ)  ÎÒ-
íîñèòåëüíî îñè âðàùåíèÿ, ðàâíûé ïî âåëè÷èíå ïðîèç-

âåäåíèþ ìîäóëÿ ýòîé ñèëû F íà ïëå÷î d (ðèñ.1), õàðàêòåðè-
çóåò âðàùàòåëüíîå äåéñòâèå ñèëû ïî îòíîøåíèþ ê ýòîé  îñè.

Ïëå÷îì íàçûâàåòñÿ ðàñ-
ñòîÿíèå îò ëèíèè äåé-
ñòâèÿ ñèëû äî îñè âðà-
ùåíèÿ. Îòìåòèì, ÷òî
ïëå÷î ñèëû íå ìåíÿåòñÿ
ïðè ïåðåìåùåíèè ñèëû
âäîëü ëèíèè åå äåéñòâèÿ
(òî÷êà ïðèëîæåíèÿ
ñèëû íå èìååò çíà÷åíèÿ
ïðè âû÷èñëåíèè ìîìåí-
òà ñèëû – âàæíà òîëüêî
ëèíèÿ åå äåéñòâèÿ!).
Ìîìåíò ñèëû èçìåðÿåò-
ñÿ â Í·ì (íå â Äæ!).
Ìîìåíòó ñèëû ïðèïè-

ñûâàåòñÿ çíàê: åñëè äàííàÿ ñèëà (â îòñóòñòâèå äðóãèõ ñèë)
ñòðåìèòñÿ ïîâåðíóòü òåëî â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíè è
(íàïðèìåð, ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå), òî ìîìåíò ñèëû ñ÷èò àåòñÿ
ïîëîæèòåëüíûì, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå – îòðèöàòåëüíûì.
(Ïîëîæèòåëüíîå íàïðàâëåíèå âðàùåíèÿ ìîæíî âûáèðàòü
ñâîå â êàæäîé çàäà÷å.) Èòàê, ìîìåíò ñèëû ðàâåí

M Fd= ± .

Îáû÷íî îñü âðàùåíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîñêîñòè ðèñóí êà
è íà ðèñóíêå èçîáðàæàåòñÿ òî÷êîé. Ïîýòîìó ÷àñòî ãîâ îðÿò î
ìîìåíòàõ ñèë îòíîñèòåëüíî òî÷êè. Ïîñêîëüêó â øêîëüí îì
êóðñå ôèçèêè (â îòëè÷èå îò âóçîâñêîãî) ìîìåíò ñèëû îòíî-
ñèòåëüíî òî÷êè ïðîñòðàíñòâà íå ââîäèòñÿ, òî íåäîðàç óìåíèé
íå âîçíèêàåò. Ìîìåíò ñèëû îòíîñèòåëüíî òî÷êè O – ýòî
ìîìåíò ýòîé ñèëû îòíîñèòåëüíî îñè âðàùåíèÿ, ïðîõîäÿ ùåé
÷åðåç òî÷êó O ïåðïåíäèêóëÿðíî ïëîñêîñòè ðèñóíêà. Íàïðî-
òèâ, âñå ñèëû îáû÷íî ëåæàò â ïëîñêîñòè ðèñóíêà, ò.å . îíè
ïåðïåíäèêóëÿðíû îñè âðàùåíèÿ. Ìîìåíò ñèëû, ïàðàëëåë ü-
íîé îñè âðàùåíèÿ, îòíîñèòåëüíî ýòîé îñè ðàâåí íóëþ.
Ïîýòîìó åñëè ó ñèëû åñòü ñîñòàâëÿþùàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ  îñè
âðàùåíèÿ, òî åå (ýòó ñîñòàâëÿþùóþ) ïðè âû÷èñëåíèè ì îìåí-
òà íàäî îòáðîñèòü.

Îáùèå óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ òåëà èëè ñèñòåìû òåë (ñîñò àâ-
íîãî òåëà) çàêëþ÷àþòñÿ â ñëåäóþùåì.

1. Óñëîâèå îòñóòñòâèÿ ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ:

1 2 0F F+ + =
r r

K                           (1)

(ñóììà âíåøíèõ  ñèë ðàâíà íóëþ). Ýòî óðàâíåíèå îçíà÷àåò,
÷òî öåíòð ìàññ òåëà (ñèñòåìû òåë) ïîêîèòñÿ èëè äâèæ åòñÿ

ðàâíîìåðíî è ïðÿìîëèíåéíî, íî íå îáåñïå÷èâàåò îòñóò ñòâèå
âðàùåíèÿ.

2. Óñëîâèå îòñóòñòâèÿ âðàùåíèÿ (óðàâíåíèå ìîìåíòîâ) :

1 2 0M M+ + =K                           (2)

(ñóììà ìîìåíòîâ âíåøíèõ  ñèë îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíîé
îñè ðàâíà íóëþ). Ýòî óðàâíåíèå îçíà÷àåò, ÷òî âðàùåí èå
îòíîñèòåëüíî äàííîé îñè îòñóòñòâóåò èëè ïðîèñõîäèò ðàâíî-
ìåðíî – ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ. Îáû÷íî ðàññ ìàò-
ðèâàåòñÿ íåïîäâèæíîå òåëî, òîãäà îñü âðàùåíèÿ ìîæíî
âûáèðàòü ïðîèçâîëüíî (íåò âðàùåíèÿ âîêðóã ëþáîé îñè ).
Óäà÷íûì âûáîðîì îñè ìîæíî èñêëþ÷èòü íåíóæíûå ñèëû:
åñëè ëèíèÿ äåéñòâèÿ ñèëû ïðîõîäèò ÷åðåç îñü, òî ïëå ÷î ýòîé
ñèëû ðàâíî íóëþ è îíà íå âõîäèò â óðàâíåíèå ìîìåíòî â.

Òåïåðü ïåðåéäåì ê ðåøåíèþ êîíêðåòíûõ çàäà÷. Â íåñêî ëü-
êèõ ïåðâûõ çàäà÷àõ âñå ñèëû ïàðàëëåëüíû äðóã äðóãó,  ÷òî
óïðîùàåò íàõîæäåíèå ìîìåíòîâ.

Çàäà÷à 1.  Òðóáà ìàññîé 3 êã ëåæèò íà çåìëå. Êàêóþ ñèëó
íàäî ïðèëîæèòü, ÷òîáû ïðèïîäíÿòü òðóáó çà îäèí êîíå ö?

Ðåøåíèå . Â ìîìåíò íà÷àëà ïîäúåìà òðóáà ïî âñåé äëèíå
îòðûâàåòñÿ îò ïîâåðõíîñòè è óïèðàåòñÿ â çåìëþ äðóãè ì
êîíöîì (ðèñ.2). Ìû ìî-
æåì çàïèñàòü âòîðîé çà-
êîí Íüþòîíà (óðàâíåíèå
(1)) â ïðîåêöèè íà âåð-
òèêàëüíóþ îñü, íî îíî
ñîäåðæèò äâà íåèçâåñò-
íûõ: èñêîìóþ ñèëó F è
ñèëó ðåàêöèè îïîðû N , è íàì âñå ðàâíî ïðèäåòñÿ çàïèñàòü
óðàâíåíèå ìîìåíòîâ îòíîñèòåëüíî êàêîé-íèáóäü îñè. Î äíà-
êî ìû ìîæåì îáîéòèñü îäíèì óðàâíåíèåì, åñëè âûáåðåì  îñü
âðàùåíèÿ ( Î ) íà ëåâîì êîíöå òðóáû è èñêëþ÷èì ñèëó N:

0
2
l

mg Fl- = .

Îòñþäà ïîëó÷àåì

2
mg

F =  = 15 Í.

Çàäà÷à 2.  Äâà ÷åëîâåêà íåñóò ìåòàëëè÷åñêóþ òðóáó,
ïîëîæèâ åå ñåáå íà ïëå÷è. Ïåðâûé ÷åëîâåê ïîääåðæèâà åò
òðóáó íà ðàññòîÿíèè l = 1 ì îò îäíîãî èç åå êîíöîâ,
âòîðîé äåðæèò ïðîòèâîïîëîæíûé êîíåö òðóáû. Âî ñêîëü -
êî ðàç íàãðóçêà, ïðèõîäÿùàÿñÿ íà ïåðâîãî ÷åëîâåêà, áîëüøå,
÷åì íà âòîðîãî, åñëè äëè-
íà òðóáû L = 2,5 ì ?

Ðåøåíèå . Â äàííîì
ïðèìåðå íàì íàäî óñòà-
íîâèòü ñîîòíîøåíèå ìåæ-
äó ñèëàìè ðåàêöèè îïî-
ðû 1N  è 2N , ïîýòîìó
óäîáíî èñêëþ÷èòü ñèëó òÿæåñòè òðóáû, âûáèðàÿ îñü ( Î ),
ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç åå öåíòð òÿæåñòè (ðèñ.3). Óðàâíåíè å
ìîìåíòîâ îòíîñèòåëüíî ýòîé îñè èìååò âèä

1 2 0
2 2
L L

N l Næ ö- - =ç ÷
è ø

,

îòêóäà íàõîäèì

1

2

5
2

N L
N L l

= =
-

.

Çàäà÷à 3.  Ïðè âçâåøèâàíèè íà íåðàâíîïëå÷íûõ ðû÷àæ-
íûõ âåñàõ âåñ òåëà íà îäíîé ÷àøêå ïîëó÷èëñÿ 1P  = 36 Í, íà
äðóãîé 2P  = 49 Í. Îïðåäåëèòå èñòèííûé âåñ òåëà. Âåñîì
êîðîìûñëà âåñîâ ïðåíåáðå÷ü.

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3
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Ðåøåíèå . Çàïèøåì óðàâíåíèå ìîìåíòîâ îòíîñèòåëüíî òî÷-
êè îïîðû (ïðàâèëî ðû÷àãà) äëÿ ïåðâîãî âçâåøèâàíèÿ:

1 1 2Pl Pl=

è äëÿ âòîðîãî âçâåøèâàíèÿ:

1 2 2Pl P l= ,

ãäå P – èñòèííûé âåñ ãðóçà, 1P , 2P  – âåñà ðàçíîâåñêîâ ïðè
ïåðâîì è âòîðîì âçâåøèâàíèÿõ. Ïîäåëèâ óðàâíåíèÿ äðó ã íà
äðóãà, ïîëó÷èì

1

2

P P
P P

= ,

îòêóäà

1 2P P P= =  42 Í.

Çàäà÷à 4.  Íà îäíîé ÷àøêå ðàâíîïëå÷íûõ ðû÷àæíûõ âåñîâ
íàõîäèòñÿ ãðóç âåñîì 1P  = 1,2 Í, íà äðóãîé – âåñîì 2P  =
= 1,1 Í. Íà êàêîì ðàññòîÿíèè îò öåíòðà êîðîìûñëà âåñ îâ
íàäî ïîäâåñèòü ãèðüêó âåñîì 3P  = 0,4 Í, ÷òîáû âåñû áûëè

â ðàâíîâåñèè? Äëèíà êî-
ðîìûñëà l = 0,2 ì.

Ðåøåíèå . Â ýòîì ñëó-
÷àå â óðàâíåíèå ìîìåí-
òîâ îòíîñèòåëüíî îñè,
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ñåðå-
äèíó êîðîìûñëà âåñîâ
(ðèñ.4), âîéäóò íå äâå, à

òðè ñèëû:

2 1 3 0
2 2
l l

P P P x- + =

(ñèëà òÿæåñòè êîðîìûñëà è ñèëà ðåàêöèè îïîðû íå âõî äÿò â
óðàâíåíèå ìîìåíòîâ, òàê êàê îíè ïðîõîäÿò ÷åðåç îñü âðàùå-
íèÿ). Ïîëó÷àåì

1 2

3

25 ìì.
2

P P
x l

P
-

= =

Â ñëåäóþùåé çàäà÷å, õîòÿ âñå ñèëû è ïàðàëëåëüíû,
âû÷èñëåíèå èõ ïëå÷ óæå íå ñòîëü òðèâèàëüíî.

Çàäà÷à 5.  Ñòåðæåíü ìàññîé 1m  = 300 ã ñîãíóëè ïîä
ïðÿìûì óãëîì â òî÷êå, êîòîðàÿ äåëèò åãî â îòíîøåíèè
1:2, è ïîäâåñèëè íà íèòè, ïðèâÿçàííîé ê òî÷êå ñãèáà .
Ãðóçèê êàêîé ìàññû 2m  íàäî ïðèêðåïèòü ê êîíöó êîðîò-
êîé ñòîðîíû óãëà, ÷òîáû êîíöû ñòåðæíÿ íàõîäèëèñü íà
îäíîì óðîâíå ?

Ðåøåíèå . Çàïèøåì óðàâíåíèå ìîìåíòîâ îòíîñèòåëüíî òî÷-
êè ïîäâåñà, èñêëþ÷èâ òåì ñàìûì ñèëó íàòÿæåíèÿ íèòè
(ðèñ.5):

1 1 2
2 1

cos sin sin 0,
3 3 3 6 3

l l l
m g m g m gæ ö æ ö æ öa - a - a =ç ÷ ç ÷ ç ÷

è ø è ø è ø

ãäå l  – äëèíà ñòåðæíÿ. Îòñþäà íàõîäèì

2 1
2 1

ctg
3 6

m m æ ö= a -ç ÷
è ø

= 1
7
6

m  = 350 ã

(èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî ctg 2a = ).

Â ïîñëåäóþùèõ çàäà÷àõ ñèëû íå ïàðàëëåëüíû äðóã äðóã ó.
Õîòÿ âû÷èñëåíèå ìîìåíòîâ òðåáóåò òåïåðü áîëüøå óñèë èé,
îòêðûâàþòñÿ è íîâûå âîçìîæíîñòè. Òàê, íàïðàâëåíèå í åêî-
òîðûõ ñèë ìîæíî íàõîäèòü ïîñòðîåíèåì.

Çàäà÷à 6.  Ðàáî÷èé óäåðæèâàåò çà îäèí êîíåö äîñêó
ìàññîé m = 16 êã òàê, ÷òî îíà îïèðàåòñÿ äðóãèì êîíö îì î
çåìëþ è îáðàçóåò óãîë 60a = °
ñ ãîðèçîíòîì. Ñ êàêîé ñèëîé F
óäåðæèâàåò ðàáî÷èé äîñêó,
åñëè ýòà ñèëà ïåðïåíäèêóëÿð-
íà äîñêå ?

Ðåøåíèå . Çàïèøåì óðàâíå-
íèå ìîìåíòîâ îòíîñèòåëüíî
îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó
îïîðû äîñêè (ðèñ.6). Òåì ñà-
ìûì ìû èñêëþ÷àåì èç óðàâíå-
íèÿ ñèëó ðåàêöèè ðF

r
, äåéñòâó-

þùóþ íà äîñêó â òî÷êå îïîðû.
Ïëå÷î èñêîìîé ñèëû ðàâíî
äëèíå äîñêè l , à ïëå÷î ñèëû
òÿæåñòè ðàâíî ( )2 cosl a . Ïî-
ëó÷àåì

cos 0
2
l

mg Fla - = , ò.å.

cos
2

mg
F = a = 40 Í.

Ïîêàæåì òåïåðü, êàê ïðîñòûì ïîñòðîåíèåì íàéòè íàïðà â-
ëåíèå ñèëû ðF

r
, íå âû÷èñëÿÿ åå. (Âû÷èñëèòü ðF  ìîæíî èç

âòîðîãî çàêîíà Íüþòîíà.) Ïîñòðîèì ëèíèè äåéñòâèÿ ñè ë F
r

è mg
r

 è íàéäåì òî÷êó À èõ ïåðåñå÷åíèÿ. Îòíîñèòåëüíî ýòîé
òî÷êè ìîìåíòû ñèë F

r
 è mg

r
 ðàâíû íóëþ, à óðàâíåíèå

ìîìåíòîâ óòâåðæäàåò, ÷òî ñóììà ìîìåíòîâ âñåõ òðåõ ñ èë
òàêæå ðàâíà íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîìåíò ñèëû ðF

r
 îòíîñè-

òåëüíî ýòîé òî÷êè ðàâåí íóëþ, ò.å. ëèíèÿ äåéñòâèÿ ý òîé ñèëû
ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó À. Òàêîå ðàññóæäåíèå ïðèìåíèìî
âñåãäà äëÿ òðåõ íåïàðàëëåëüíûõ ñèë.

Â ñëåäóþùåé çàäà÷å óðàâíåíèå ìîìåíòîâ íåîáõîäèìî
èñïîëüçîâàòü óæå íà ñòàäèè èçãîòîâëåíèÿ ðèñóíêà.

Çàäà÷à 7.  Ê ãëàäêîé âåðòèêàëüíîé ñòåíå íà íèòè äëèíîé
l = 8 ñì ïîäâåøåí øàð ðàäèóñîì R = 5 ñì è ìàññîé m =  6 êã.
Îïðåäåëèòå ñèëó äàâëåíèÿ øàðà
íà ñòåíó.

Ðåøåíèå . Ïðè èçãîòîâëåíèè
ðèñóíêà ê çàäà÷å (çàäà÷è ñòàòè-
êè íåâîçìîæíî ðåøàòü áåç ïðà-
âèëüíîãî è ÿñíîãî ðèñóíêà) âîç-
íèêàåò âîïðîñ: êàê ïðàâèëüíî
íàïðàâèòü íèòü? Èíòóèòèâíî
ìíîãèå øêîëüíèêè ÷óâñòâóþò,
÷òî â îòñóòñòâèå òðåíèÿ øàð
çàéìåò åäèíñòâåííîå óñòîé÷è-
âîå ïîëîæåíèå, ïðè êîòîðîì
ïðîäîëæåíèå íèòè ïðîõîäèò
÷åðåç öåíòð øàðà, íî îáîñíî-
âàòü ýòîãî íå ìîãóò. À îáúÿñíå-
íèå îïèðàåòñÿ íà ïðàâèëî ìî-
ìåíòîâ. Äåéñòâèòåëüíî (ðèñ.7),

Ðèñ. 4

Ðèñ. 5

Ðèñ. 6
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îòíîñèòåëüíî öåíòðà øàðà ìîìåíòû ñèëû ðåàêöèè îïîðû  N

r

è ñèëû òÿæåñòè mg
r

 ðàâíû íóëþ, ñëåäîâàòåëüíî, ìîìåíò
ñèëû íàòÿæåíèÿ T

r
 òàêæå äîëæåí áûòü ðàâåí íóëþ.

Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûé ðèñóíîê, ìîæíî ðåøèòü çàäà÷ó á åç
ïðèâëå÷åíèÿ óðàâíåíèÿ ìîìåíòîâ – äîñòàòî÷íî çàïèñàò ü
âòîðîé çàêîí Íüþòîíà â ïðîåêöèÿõ íà ãîðèçîíòàëüíóþ è
âåðòèêàëüíóþ îñè è èñêëþ÷èòü ñèëó T. Îäíàêî ïðîùå
çàïèñàòü ïðàâèëî ìîìåíòîâ îòíîñèòåëüíî òî÷êè êðåïëå íèÿ
íèòè ê ñòåíå – òîãäà ñèëà íàòÿæåíèÿ âîîáùå íå âîéäå ò â
óðàâíåíèå:

1 2 0mgd Nd- = , ãäå 1d R= , ( )2 2
2d l R R= + - .

Îòñþäà íàõîäèì ñèëó ðåàêöèè ñòåíû, à çíà÷èò, è ñèëó
äàâëåíèÿ øàðà íà ñòåíó:

äF  = N = 25 Í.

Çàäà÷à 8.  Â ãëàäêèé âûñîêèé öèëèíäðè÷åñêèé ñòàêàí ñ
âíóòðåííèì ðàäèóñîì R = 6 ñì ïîìåùàþò ïàëî÷êó äëèíî é
l = 13 ñì è ìàññîé m = 250 ã. Ñ êàêîé ñèëîé äåéñòâó åò íà

ñòåíêó ñòàêàíà âåðõ-
íèé êîíåö ïàëî÷êè?

Ðåøåíèå . Â ýòîé çà-
äà÷å âàæíî ïðàâèëüíî
íàïðàâèòü ñèëó íîð-
ìàëüíîé ðåàêöèè ñòåí-
êè ñîñóäà. Òóò äåéñòâó-
åò îáùåå ïðàâèëî: ñèëó
âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ
ñîïðèêàñàþùèõñÿ ïî-
âåðõíîñòåé (ñèëó äàâ-
ëåíèÿ, íîðìàëüíîé ðå-
àêöèè) íàïðàâëÿþò ïåð-
ïåíäèêóëÿðíî ïîâåðõ-

íîñòè, èìåþùåé â ìåñòå êàñàíèÿ ÿâíî âûðàæåííûé ïëîñ êèé
ó÷àñòîê (ðèñ.8). Çàïèñàâ óðàâíåíèå ìîìåíòîâ îòíîñèò åëüíî
íèæíåãî êîíöà ïàëî÷êè:

0mgR Nh- = , ãäå ( )22 2h l R= -  = 5 ñì,

ïîëó÷àåì

3 H
mgR

N
h

= = .

Çàäàíèå. Íàéäèòå ïîñòðîåíèåì íàïðàâëåíèå ñèëû, äåé-
ñòâóþùåé íà íèæíèé êîíåö ïàëî÷êè.

Çàäà÷à 9.  Øàð ìàññîé m = 3 êã íàõîäèòñÿ íà íàêëîííîé
ïëîñêîñòè, îáðàçóþùåé ñ ãîðèçîíòîì óãîë 60a = ° . Ðàâíî-
âåñèå øàðà äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò òðåíèÿ î ïëîñêîñòü è
íàòÿæåíèÿ íèòè, ïðèêðåïëåííîé îäíèì êîíöîì ê âåðõíå é
÷àñòè øàðà, à äðóãèì – ê âåðøèíå íàêëîííîé ïëîñêîñò è.
Íàéäèòå ñèëó íàòÿæåíèÿ íèòè, åñëè íèòü ãîðèçîíòàëüí à.

Ðåøåíèå . Â ýòîé çàäà÷å, âûáèðàÿ ðàçëè÷íûå òî÷êè äëÿ
óðàâíåíèÿ ìîìåíòîâ, ìîæíî ìãíîâåííî ïîëó÷àòü ðàçëè÷ íûå
ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ñèëàìè (ðèñ.9). Íàïðèìåð, çàïèñàâ
óðàâíåíèå ìîìåíòîâ îòíîñèòåëüíî öåíòðà øàðà, ïîëó÷è ì:

òðT F= , à îòíîñèòåëüíî òî÷êè êðåïëåíèÿ íèòè ñ ïëîñêîñòüþ:
N = mg . Îäíàêî äëÿ ðåøåíèÿ íàøåé çàäà÷è íàäî çàïèñàòü
óðàâíåíèå ìîìåíòîâ îòíîñèòåëüíî òî÷êè Î êàñàíèÿ øàðà ñ
ïëîñêîñòüþ, èñêëþ÷àÿ N è òðF :

sin sin 0mgR Tla - a = ,

ãäå äëèíó íèòè ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ðàäèóñ:

ctg
2

l R
a

= .

Â ðåçóëüòàòå íàõîäèì

tg 17 Í
2

T mg
a

= » .

Çàäà÷à 10. Ëåñòíèöà äëèíîé l = 4 ì ïðèñòàâëåíà ê
ãëàäêîé ñòåíå ïîä óãëîì 60a = °  ê ãîðèçîíòó. Êîýôôèöè-
åíò òðåíèÿ ìåæäó ëåñòíèöåé è ïîëîì m = 0,25. Íà êàêîå
ðàññòîÿíèå âäîëü ëåñòíèöû ìîæåò ïîäíÿòüñÿ ÷åëîâåê,
ïðåæäå ÷åì ëåñòíèöà íà÷íåò ñêîëüçèòü? Ìàññîé ëåñòíè öû
ïðåíåáðå÷ü.

Ðåøåíèå . Óñëîâèå íà÷àëà ïðîñêàëüçûâàíèÿ íèæíåãî êîí-
öà ëåñòíèöû èìååò âèä

òðF N= m .

Èñêîìîå ðàññòîÿíèå õ ìîæåò âîéòè òîëüêî â óðàâíåíèå
ìîìåíòîâ. Òàê êàê ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ñ ëîæ-
íûì â çàäà÷å, âûáåðåì îñü
òàê, ÷òîáû ñèë áûëî ïîìåíü-
øå è ãåîìåòðèÿ áûëà ïîïðî-
ùå – â òî÷êå Î  (ðèñ.10):

1 sin cos 0N l mg x× a - × a = .

×òîáû èñêëþ÷èòü âñå ñèëû,
ïðèäåòñÿ çàïèñàòü åùå äâà
óðàâíåíèÿ – ïðîåêöèè âòîðî-
ãî çàêîíà Íüþòîíà íà ãîðè-
çîíòàëüíóþ è âåðòèêàëüíóþ
îñè êîîðäèíàò:

1 òð 0, 0N F N mg- = - = .

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

tg 1,7 ìx l= m a » .

Çàìå÷àíèå . Îòìåòèì, ÷òî ïðè ñïåöèàëüíîì âûáîðå îñè
âìåñòî ïîñëåäíèõ òðåõ óðàâíåíèé ìîæíî áûëî áû îáîéò èñü
îäíèì óðàâíåíèåì ìîìåíòîâ. Åñëè çàïèñàòü åãî îòíîñè òåëü-
íî îñè 1O , òî ñèëû 1N  è mg áóäóò èñêëþ÷åíû:

òð sin cos 0F l N x× a - × a = .

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà òðF N= m , ïðèõîäèì ê òîìó æå ñàìîìó
îòâåòó äëÿ x.

Çàäà÷à 11.  Íàêëîííàÿ ïëîñêîñòü ñîñòàâëÿåò ñ ãîðèçîí-
òîì óãîë a , òàíãåíñ êîòîðîãî ðàâåí 0,6. Íà íåé ñòîèò
öèëèíäð ðàäèóñîì R = 3 ñì. Ïðè êàêîé ìàêñèìàëüíîé
âûñîòå öèëèíäðà îí íå îïðîêèäûâàåòñÿ? Öèëèíäð ñäåëà í èç
îäíîðîäíîãî ìàòåðèàëà.

Ðåøåíèå . Çàäà÷ó ìîæíî ðåøèòü î÷åíü áûñòðî, åñëè ñðàçó
ðàññìîòðåòü öèëèíäð, êîòîðûé áëèçîê ê îïðîêèäûâàíèþ .
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îñíîâàíèå öèëèíäðà óæå ïåðåñòàëî äàâèòü
íà ïëîñêîñòü è îí îïèðàåòñÿ òîëüêî íà îäíó íèæíþþ ò î÷êó
(ðèñ.11,à). Ïîñêîëüêó ê ýòîé òî÷êå ïðèëîæåíû êàê ñèëà
òðåíèÿ, òàê è ñèëà íîðìàëüíîé ðåàêöèè, òî ëèíèÿ äåé ñòâèÿ
ñèëû òÿæåñòè òàêæå ïðîõîäèò ÷åðåç ýòó òî÷êó. Èç ðèñ óíêà
âèäíî, ÷òî ìåæäó âûñîòîé è äèàìåòðîì öèëèíäðà âûïîë íÿ-

Ðèñ. 8
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åòñÿ ñîîòíîøåíèå

2
tg

R
h

= a ,

îòêóäà íàõîäèì
2
tg

R
h =

a  = 10 ñì.

Åñëè ñèëà òðåíèÿ âñåãäà äåéñòâóåò âäîëü ïîâåðõíîñòè
ñîïðèêîñíîâåíèÿ, òî ñ ñèëîé íîðìàëüíîé ðåàêöèè íå â ñå òàê
ÿñíî. Â çàäà÷àõ äèíàìèêè ñèëó N

r
 îáû÷íî ïðèêëàäûâàþò ê

öåíòðó îñíîâàíèÿ. Êàê æå îíà âäðóã «ïåðåñêî÷èëà» íà  êðàé
öèëèíäðà? ×òîáû ðàçîáðàòüñÿ, áóäåì ïîñòåïåííî óâåëè ÷è-
âàòü óãîë íàêëîíà ïëîñêîñòè, îò íóëåâîãî äî òàêîãî,  ïðè

êîòîðîì öèëèíäð îïðîêèäûâàåòñÿ. Â ïðîìåæóòî÷íîì ñîñ òî-
ÿíèè (ðèñ.11, á) öèëèíäð îïèðàåòñÿ î íàêëîííóþ ïëîñêîñòü
âñåé ïëîñêîñòüþ îñíîâàíèÿ, íî ðàâíîäåéñòâóþùàÿ ñèë íîð-
ìàëüíîé ðåàêöèè ïðèëîæåíà íå ê öåíòðó îñíîâàíèÿ, à ê òî÷êå
ïåðåñå÷åíèÿ îñíîâàíèÿ è ëèíèè äåéñòâèÿ ñèëû òÿæåñòè .
Äåéñòâèòåëüíî, îòíîñèòåëüíî ýòîé òî÷êè ìîìåíòû ñèë òÿæå-
ñòè è òðåíèÿ ðàâíû íóëþ, ñëåäîâàòåëüíî, äîëæåí áûòü  ðàâåí
íóëþ è ìîìåíò ñèëû íîðìàëüíîé ðåàêöèè. Äåëî â òîì, ÷òî
íèæíÿÿ ÷àñòü îñíîâàíèÿ äàâèò íà ïëîñêîñòü ñèëüíåå, ÷åì
âåðõíÿÿ, è ðàâíîäåéñòâóþùàÿ ñìåùàåòñÿ âíèç. Òàê ÷òî
ïåðåõîä òî÷êè ïðèëîæåíèÿ ñèëû N

r
 îò öåíòðà ê êðàéíåé

òî÷êå ïðîèñõîäèò íå ñêà÷êîì, à ïîñòåïåííî.
Çàäà÷à 12.  Íèæíèå êîíöû ëåñòíèöû-ñòðåìÿíêè ñîåäèíå-

íû âåðåâêîé. Íàéäèòå ñèëó åå íàòÿæåíèÿ â òîò ìîìåíò ,
êîãäà ÷åëîâåê ìàññîé m = 80 êã ïîäíÿëñÿ ïî ñòðåìÿíê å äî
ñåðåäèíû åå âûñîòû. Ìàññîé ëåñòíèöû è òðåíèåì î ïîë
ïðåíåáðå÷ü. Êàæäàÿ ñòîðîíà ëåñòíèöû ñîñòàâëÿåò ñ ïî ëîì
óãîë 45a = ° .

Ðåøåíèå . Îñîáåííîñòü ýòîé çàäà÷è ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ
îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíîé ñèëû ïðèõîäèòñÿ çàïèñûâàòü óðàâ-
íåíèå ìîìåíòîâ íå äëÿ âñåé ñèñòåìû, à äëÿ îäíîé èç åå
÷àñòåé. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ âñåé ñèñòåìû ëåñòíèöà + ÷åëîâåê
ñèëà íàòÿæåíèÿ âåðåâêè ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé  ñèëîé è íå
âõîäèò â óðàâíåíèÿ (1) è (2). Îíà ñòàíîâèòñÿ âíåøíåé

ñèëîé, òîëüêî åñëè ðàñ-
ñìîòðåòü îòäåëüíî
ëèáî ïðàâóþ, ëèáî ëå-
âóþ ïîëîâèíó ëåñòíè-
öû. Âûáåðåì ëåâóþ
ïîëîâèíó (ðèñ.12), òàê
êàê íà íåå äåéñòâóåò
ìåíüøå ñèë (íåò ñèëû
òÿæåñòè). Çàïèøåì
óðàâíåíèå ìîìåíòîâ
îòíîñèòåëüíî òî÷êè

1O , èñêëþ÷èâ òåì ñàìûì ñèëó âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ïîëî -
âèíêàìè ëåñòíèöû â âåðõíåì øàðíèðå:

1 tg 0
2 2
l l

N T- a = ,

ãäå l  – äëèíà âåðåâêè, Ò – èñêîìàÿ ñèëà íàòÿæåíèÿ âåðåâêè.
×òîáû íàéòè 1N , íàäî çàïèñàòü óðàâíåíèå ìîìåíòîâ óæå äëÿ

âñåé ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî òî÷êè 2O  (÷òîáû èñêëþ÷èòü ñèëó
2N ):

1 0
4
l

N l mg- = .

Îêîí÷àòåëüíî äëÿ ñèëû íàòÿæåíèÿ âåðåâêè ïîëó÷àåì

ctg
4

mg
T = a  = 200 Í.

Çàäà÷à 13.  Â êóçîâå ãðóçîâèêà ñòîèò öèëèíäð, ðàäèóñ
îñíîâàíèÿ êîòîðîãî R = 10 ñì, à âûñîòà h = 50 ñì. Ñ  êàêèì
ìàêñèìàëüíûì óñêîðåíèåì ìîæåò òîðìîçèòü ãðóçîâèê,
÷òîáû öèëèíäð íå îïðîêèíóëñÿ?

Ðåøåíèå . Â ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñâÿçàííîé ñ ãðóçîâèêîì,
öèëèíäð ïîêîèòñÿ, è ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ñòàíîâèòñÿ çàäà-
÷åé ñòàòèêè. Îäíàêî ïåðåõîäÿ â ñèñòåìó îòñ÷åòà, êîò îðàÿ
äâèæåòñÿ ïîñòóïàòåëüíî ñ óñêîðåíèåì a

r
, ìû äîëæíû ê ñèëå

òÿæåñòè mgD
r

, äåé-
ñòâóþùåé íà êàæäûé
ýëåìåíò ìàññû, äîáà-
âèòü ñèëó èíåðöèè

ma-D
r

 (ñì., íàïðèìåð,
ñòàòüþ Â.Øóòîâà â
«Êâàíòå» ¹2 çà
2010 ã.). Ðàâíîäåé-
ñòâóþùàÿ ñèë èíåð-
öèè, êàê è ñèë òÿæåñ-
òè, ïðèëîæåíà ê öåíò-
ðó òÿæåñòè. Â òîò ìî-
ìåíò, êîãäà öèëèíäð íàõîäèòñÿ íà ãðàíè îïðîêèäûâàíè ÿ, îí
âçàèìîäåéñòâóåò ñ îïîðîé â îäíîé òî÷êå O (ðèñ.13, à).
Çàïèøåì îòíîñèòåëüíî ýòîé òî÷êè óðàâíåíèå ìîìåíòîâ:

èí 0
2
h

F mgR- =

(ìîìåíò ñèëû ðåàêöèè ðàâåí íóëþ). Ïîäñòàâëÿÿ èíF  = ma,
ïîëó÷àåì

22
4 ì ñ

gR
a

h
= = .

Çàìå÷àíèå . Âìåñòî òîãî ÷òîáû â ÿâíîì âèäå ââîäèòü
ñèëó èíåðöèè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âìåñòî ñèëû òÿæåñò è
mg

r
 äåéñòâóåò ñèëà òÿæåñòè mg¢

r
, ãäå g g a¢= -

rr r
. Òîãäà ìû

ìîæåì ïðèìåíèòü îáùåå óñëîâèå òîãî, ÷òîáû ïîñòàâëåí íîå
íà îïîðó òåëî íå îïðîêèäûâàëîñü: ëèíèÿ äåéñòâèÿ ñèë û
òÿæåñòè mg¢

r
 íå äîëæíà âûõîäèòü çà ïðåäåëû îïîðû

(ðèñ.13,á). Äåéñòâèòåëüíî, íåòðóäíî óñòàíîâèòü, ÷òî ðàâ-
íîäåéñòâóþùàÿ ñèë íîðìàëüíîé ðåàêöèè äîëæíà áûòü ïð è-
ëîæåíà â òî÷êå A ïåðåñå÷åíèÿ íîâîé ñèëû òÿæåñòè ñ îïî-
ðîé. (Îòíîñèòåëüíî ýòîé òî÷êè ðàâíû íóëþ ìîìåíòû ñè ëû
òðåíèÿ è ñèëû òÿæåñòè mg¢

r
. Çíà÷èò, äîëæåí áûòü ðàâåí

íóëþ è ìîìåíò ñèëû íîðìàëüíîé ðåàêöèè.) Êîãäà òî÷êà  A
îêàæåòñÿ íà êðàþ îïîðû, ñèëà ðåàêöèè áóäåò äåéñòâîâ àòü
òîëüêî â ýòîé òî÷êå.

Çàäà÷à 14.  Äâà îäèíàêîâûõ øàðà ðàäèóñîì r = 10 ñì è
ìàññîé m = 600 ã êàæäûé ïîëîæèëè â âåðòèêàëüíûé îòê ðû-
òûé ñ îáåèõ ñòîðîí òîíêîñòåííûé öèëèíäð ðàäèóñîì R =
= 15 ñì, ñòîÿùèé íà ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè. Ïðå-
íåáðåãàÿ òðåíèåì, íàéäèòå, ïðè êàêîé ìèíèìàëüíîé ìà ññå
Ì öèëèíäðà øàðû åãî íå îïðîêèäûâàþò .

Ðåøåíèå.  Êîãäà öèëèíäð íàõîäèòñÿ íà ãðàíè îïðîêèäûâà-
íèÿ, îí âçàèìîäåéñòâóåò ñ ïëîñêîñòüþ òîëüêî â òî÷êå  O
(ðèñ.14). Åñëè íà÷àòü ñ óðàâíåíèÿ ìîìåíòîâ äëÿ öèëè íäðà,
òî ïðèäåòñÿ âû÷èñëÿòü ñèëû äàâëåíèÿ øàðîâ íà åãî ñò åíêè,
à äëÿ ýòîãî íóæíî áóäåò çàïèñàòü åùå è óðàâíåíèå ìî ìåíòîâ

Ðèñ. 11

Ðèñ. 12

Ðèñ. 13
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äëÿ âåðõíåãî øàðà.
Ïîïðîáóéòå ïðîäåëàòü
òàêèå ðàñ÷åòû ñàìîñòî-
ÿòåëüíî, à ìû ïîêàæåì,
êàê óäà÷íûé âûáîð
îáúåêòà äëÿ çàïèñè óñ-
ëîâèé ðàâíîâåñèÿ ìî-
æåò çàìåòíî óïðîñòèòü
çàäà÷ó.

Èññëåäóåì ðàâíîâå-
ñèå âñåé ñèñòåìû öè-
ëèíäð + øàðû è çàïè-
øåì óðàâíåíèå ìîìåí-
òîâ äëÿ òî÷êè O. Ñèëû
âçàèìîäåéñòâèÿ øàðîâ

ñ öèëèíäðîì è ìåæäó ñîáîé ÿâëÿþòñÿ òåïåðü âíóòðåííè ìè,
è èõ ó÷èòûâàòü íå íàäî. Ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

( ) ( )2 2 0N R r M m g R× - - + × = .

Ñèëó ðåàêöèè ïëîñêîñòè íàõîäèì èç âòîðîãî çàêîíà Íü þòî-
íà äëÿ ñèñòåìû äâóõ øàðîâ (â ïðîåêöèè íà âåðòèêàëüí óþ
îñü)

N – 2 mg = 0.

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

( )2
400 ã

m R r
M

R

-
= = .

Çàäà÷à 15. Äâà îäèíàêîâûõ êîíóñà ðàâíîìåðíî ïðèæàòû
äðóã ê äðóãó âäîëü íàïðàâëÿþùèõ òàê, ÷òî èõ îñè ïàð àë-
ëåëüíû. Îäèí èç êîíóñîâ âðàùàþò ñ ïîñòîÿííîé óãëîâî é
ñêîðîñòüþ 1w , à âòîðîé ïðèâîäèòñÿ âî âðàùåíèå ñèëàìè
òðåíèÿ ñî ñòîðîíû ïåðâîãî êîíóñà. Êàêîé áóäåò óñòàí î-
âèâøàÿñÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ âòîðîãî êîíóñà?

Ðåøåíèå . Â ýòîé çàäà÷å óðàâíåíèå ìîìåíòîâ ïðèìåíÿåòñÿ
íå ê ïîêîÿùåìóñÿ, à ê âðàùàþùåìó òåëó (âòîðîìó, ò.å .
âåäîìîìó êîíóñó). Ïðè åãî óñòàíîâèâøåìñÿ âðàùåíèè, ò.å.
ïðè âðàùåíèè ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ, ñóììà
ìîìåíòîâ âíåøíèõ ñèë îòíîñèòåëüíî îñè âðàùåíèè ðàâí à
íóëþ. Äëÿ âòîðîãî êîíóñà âíåøíèìè ñèëàìè, ñîçäàþùèì è

ìîìåíò, ÿâëÿþòñÿ
òîëüêî ñèëû òðåíèÿ
íà ëèíèè ñîïðèêîñ-
íîâåíèÿ ñ ïåðâûì êî-
íóñîì (ðèñ.15). Íà
ëåâîé ÷àñòè ýòîé ëè-
íèè äëèíîé 2 cosR a
ñêîðîñòü òî÷åê ïåð-
âîãî êîíóñà áîëüøå,
÷åì âòîðîãî, è ñèëû
òðåíèÿ íàïðàâëåíû îò
íàñ, à íà ïðàâîé ÷àñ-

òè ýòîé ëèíèè äëèíîé ( )2 cosR R- a  ñèëû òðåíèÿ íàïðàâëå-
íû ê íàì. Â òî÷êå ðàäèóñîì 1 2R R R= -  ñêîðîñòè òî÷åê
ïîâåðõíîñòåé êîíóñîâ îäèíàêîâû:

( )1 2 2 2R R Rw - = w .

×òîáû íàéòè 2R , çàïèøåì óðàâíåíèå ìîìåíòîâ. Ñèëà òðå-
íèÿ, äåéñòâóþùàÿ íà îòðåçêå ëèíèè ñîïðèêîñíîâåíèÿ ä ëè-
íîé l , ðàâíà òðF fl= , ãäå f  – ñèëà òðåíèÿ íà åäèíèöó äëèíû.
Ïëå÷î ñèëû òðåíèÿ ëèíåéíî ìåíÿåòñÿ âäîëü ëèíèè ñîïð èêîñ-
íîâåíèÿ. Îäíàêî, íå âäàâàÿñü â ïîäðîáíîå äîêàçàòåëü ñòâî,
ñêàæåì, ÷òî ìîìåíò ñèëû òðåíèÿ íà îòðåçêå, ãäå ñèëû  òðåíèÿ
âî âñåõ òî÷êàõ íàïðàâëåíû â îäíó ñòîðîíó, ðàâåí ïðî èçâåäå-

íèþ ñèëû òðåíèÿ íà ñðåäíåå ïëå÷î. Ïîëó÷àåì

2 2 2 20
cos 2 cos 2
R R R R R R

f f
+ - +

=
a a

,

îòêóäà

2
2

2
R

R = .

Òåïåðü íàõîäèì èñêîìóþ óãëîâóþ ñêîðîñòü:

( )2 12 1w = - w .

Óïðàæíåíèÿ

1. Ïðÿìàÿ íåîäíîðîäíàÿ áàëêà äëèíîé 1 ì è ìàññîé 200  êã
ïîäâåøåíà çà êîíöû íà âåðòèêàëüíî íàòÿíóòûõ òðîñàõ.  Áàëêà
çàíèìàåò ãîðèçîíòàëüíîå ïîëîæåíèå. Íàéäèòå íàòÿæåíè å ïðàâî-
ãî òðîñà, åñëè öåíòð òÿæåñòè áàëêè íàõîäèòñÿ íà ðàñ ñòîÿíèè
0,3 ì îò åå ëåâîãî êîíöà.

2. Îäíîðîäíûé ñòåðæåíü äëèíîé 1 ì è ìàññîé 12 êã ïîäâ å-
øåí íà ðàññòîÿíèè 20 ñì îò îäíîãî èç åãî êîíöîâ. Ñ êàêîé ñèëîé
áóäåò äàâèòü ñòåðæåíü íà ðóêó, åñëè, âçÿâøèñü çà êîðîòêèé
êîíåö, óäåðæèâàòü åãî â ãîðèçîíòàëüíîì ïîëîæåíèè?

3. Íà îäíîðîäíîé äîñêå äëèíîé 4 ì è ìàññîé 30 êã êà÷à þòñÿ
äâà ìàëü÷èêà, ìàññû êîòîðûõ 30 êã è 40 êã. Íà êàêîì  ðàññòî-
ÿíèè îò ñåðåäèíû äîëæíà íàõîäèòüñÿ òî÷êà îïîðû äîñê è, åñëè
ìàëü÷èêè ñèäÿò íà åå êîíöàõ?

4. Ñòåðæåíü ìàññîé 100 ã ñîãíóëè ïîñåðåäèíå ïîä óãëîì  120°
è ïîäâåñèëè íà íèòè, ïðèâÿçàííîé ê òî÷êå ñãèáà. Ãðó çèê êàêîé
ìàññû íàäî ïðèêðåïèòü ê êîíöó îäíîé èç ñòîðîí óãëà,  ÷òîáû
äðóãàÿ ñòîðîíà çàíÿëà ãîðèçîíòàëüíîå ïîëîæåíèå?

5. Ëåñòíèöà ìàññîé 30 êã ïðèñòàâëåíà ê ãëàäêîé âåðòè-
êàëüíîé ñòåíå ïîä óãëîì 45° . Íàéäèòå ñèëó äàâëåíèÿ ëåñòíèöû
íà ñòåíó. Öåíòð òÿæåñòè ëåñòíèöû íàõîäèòñÿ â åå ñåð åäèíå.

6. Îäíîðîäíóþ ïàëêó äëèíîé 1,5 ì è ìàññîé 2 êã ïðèñëî -
íèëè ê êðàþ ñòîëà òàê, ÷òî ðàññòîÿíèå îò âåðõíåãî ê îíöà ïàëêè
äî òî÷êè êàñàíèÿ ðàâíÿåòñÿ 50 ñì. Âûñîòà ñòîëà 0,8  ì. Ïðåíåá-
ðåãàÿ òðåíèåì ìåæäó ïàëêîé è ñòîëîì, íàéäèòå ñèëó è õ âçà-
èìîäåéñòâèÿ.

Óêàçàíèå. Ñèëà âçàèìîäåéñòâèÿ íàïðàâëåíà ïåðïåíäèêóëÿð-
íî ïàëêå (ñì. çàäà÷ó 8 â ñòàòüå).

7. Îäíîðîäíàÿ äîñêà ïðèñòàâëåíà ê ñòåíå. Ïðè êàêîì íà -
èìåíüøåì óãëå (â ãðàäóñàõ) ìåæäó äîñêîé è ãîðèçîíòà ëüíûì
ïîëîì äîñêà ñîõðàíèò ðàâíîâåñèå, åñëè êîýôôèöèåíò ò ðåíèÿ
ìåæäó äîñêîé è ïîëîì 0,4, à ìåæäó äîñêîé è ñòåíîé 0 ,5?

8. Êîëåñî ðàäèóñîì 0,5 ì è ìàññîé 10 êã ñòîèò ïåðåä ñ òó-
ïåíüêîé âûñîòîé 0,1 ì. Êàêóþ íàèìåíüøóþ ãîðèçîíòàëü íóþ
ñèëó íàäî ïðèëîæèòü ê îñè êîëåñà, ÷òîáû ïîäíÿòü åãî  íà
ñòóïåíüêó?

9. Íèæíèå êîíöû ëåñòíèöû-ñòðåìÿíêè ìàññîé 10 êã ñîåäè íå-
íû âåðåâêîé. Êàæäàÿ ñòîðîíà ëåñòíèöû ñîñòàâëÿåò ñ ï îëîì óãîë
45° . Ñ÷èòàÿ ïîë àáñîëþòíî ãëàäêèì, íàéäèòå íàòÿæåíèå â åðåâ-
êè.

10. Îäíîðîäíûé ñòåðæåíü øàðíèðíî ïîäâåøåí ê ïîòîëêó
âàãîíà. Âàãîí íà÷èíàåò äâèãàòüñÿ ñ ïîñòîÿííûì óñêîð åíèåì

22 ì ñ= . Íàéäèòå óãîë, êîòîðûé ñîñòàâèò ñòåðæåíü ñ âåðòèêà -
ëüþ â óñòàíîâèâøåìñÿ ïîëîæåíèè.

Ðèñ. 14

Ðèñ. 15
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XXXI Òóðíèð ãîðîäîâ
ÇÀÄÀ×È ÂÅÑÅÍÍÅÃÎ ÒÓÐÀ

Áàçîâûé âàðèàíò

8–9 êëàññû

1 (3) 1 . Â øåñòè êîðçèíàõ ëåæàò ãðóøè, ñëèâû è ÿáëîêè.
×èñëî ñëèâ â êàæäîé êîðçèíå ðàâíî ÷èñëó ÿáëîê â îñò àëüíûõ
êîðçèíàõ âìåñòå âçÿòûõ, à ÷èñëî ÿáëîê â êàæäîé êîðç èíå
ðàâíî ÷èñëó ãðóø â îñòàëüíûõ êîðçèíàõ âìåñòå âçÿòûõ .
Äîêàæèòå, ÷òî îáùåå ÷èñëî ôðóêòîâ äåëèòñÿ íà 31.

Ì.Ìóðàøêèí, À.Øàïîâàëîâ

2 (3). Ìàëûø è Êàðëñîí ðåæóò êâàäðàòíûé òîðò. Êàðëñîí
âûáèðàåò íà íåì òî÷êó (íå íà ãðàíèöå). Ïîñëå ýòîãî Ìàëûø
äåëàåò ïðÿìîëèíåéíûé ðàçðåç îò âûáðàííîé òî÷êè äî ê ðàÿ (â
ëþáîì íàïðàâëåíèè). Çàòåì Êàðëñîí ïðîâîäèò âòîðîé ï ðÿ-
ìîëèíåéíûé ðàçðåç îò âûáðàííîé òî÷êè äî êðàÿ, ïåðïå íäè-
êóëÿðíûé ïåðâîìó, è îòäàåò ìåíüøèé èç ïîëó÷èâøèõñÿ äâóõ
êóñêîâ Ìàëûøó. Ìàëûø õî÷åò ïîëó÷èòü õîòÿ áû ÷åòâåðò ü
òîðòà. Ìîæåò ëè Êàðëñîí åìó ïîìåøàòü?

Ì.Ìóðàøêèí

3. Íàðèñîâàí óãîë, è åùå èìååòñÿ òîëüêî öèðêóëü.
à) (2) Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî îêðóæíîñòåé íàäî ïðîâ å-

ñòè, ÷òîáû íàâåðíÿêà îïðåäåëèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè äàííûé  óãîë
îñòðûì?

á) (2) Êàê îïðåäåëèòü, ðàâåí ëè äàííûé óãîë 31°  (ðàçðå-
øàåòñÿ ïðîâîäèòü ñêîëüêî óãîäíî îêðóæíîñòåé)?

Ã.Ôåëüäìàí, Ä.Áàðàíîâ

4 (5). Ñðåäè ó÷àñòíèêîâ îëèìïèàäû êàæäûé çíàêîì íå
ìåíåå ÷åì ñ òðåìÿ äðóãèìè. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî âûáð àòü
ãðóïïó èç ÷åòíîãî ÷èñëà ó÷àñòíèêîâ (áîëüøå äâóõ ÷åë îâåê)
è ïîñàäèòü èõ çà êðóãëûé ñòîë òàê, ÷òîáû êàæäûé áûë
çíàêîì ñ îáîèìè ñîñåäÿìè.

Ôîëüêëîð (ïðåäëîæèë À.Øàïîâàëîâ)

5 (5). Íà äîñêå çàïèñàíî 101 ÷èñëî: 2 2 21 ,2 , ,101K . Çà îäíó
îïåðàöèþ ðàçðåøàåòñÿ ñòåðåòü ëþáûå äâà ÷èñëà, à âìå ñòî
íèõ çàïèñàòü ìîäóëü èõ ðàçíîñòè. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷ èñëî
ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ â ðåçóëüòàòå 100 îïåðàöèé?

Ì.Ìàëêèí

10–11 êëàññû

1 (3). Èç Þæíîé Àìåðèêè â Ðîññèþ 2010 êîðàáëåé âåçóò
áàíàíû, ëèìîíû è àíàíàñû.×èñëî áàíàíîâ íà êàæäîì êî ðàá-
ëå ðàâíî ÷èñëó ëèìîíîâ íà îñòàëüíûõ êîðàáëÿõ âìåñòå
âçÿòûõ, à ÷èñëî ëèìîíîâ íà êàæäîì êîðàáëå ðàâíî ÷èñ ëó
àíàíàñîâ íà îñòàëüíûõ êîðàáëÿõ âìåñòå âçÿòûõ. Äîêàæ èòå,
÷òî îáùåå ÷èñëî ôðóêòîâ äåëèòñÿ íà 31.

Ì.Ìóðàøêèí, À.Øàïîâàëîâ

2 (4). Ñì. çàäà÷ó Ì2184 «Çàäà÷íèêà «Êâàíòà».

3 (5). Ìîæíî ëè ïîâåðõíîñòü ïðàâèëüíîãî îêòàýäðà îêë å-
èòü íåñêîëüêèìè ïðàâèëüíûìè øåñòèóãîëüíèêàìè áåç íà ëî-
æåíèé è ïðîáåëîâ? (Â ïðàâèëüíîì îêòàýäðå 6 âåðøèí, âñå

ãðàíè – ðàâíîñòîðîííèå òðåóãîëüíèêè, â êàæäîé âåðøè íå
ñõîäÿòñÿ 4 ãðàíè.)

Í.Àâèëîâ

4 (5). Ñì. çàäà÷ó Ì2186 «Çàäà÷íèêà «Êâàíòà».

5 (6). Ñì. çàäà÷ó Ì2188 «Çàäà÷íèêà «Êâàíòà».

Ñëîæíûé âàðèàíò

8–9 êëàññû

1 (3). Åñòü êóñîê ñûðà. Ðàçðåøàåòñÿ âûáðàòü ëþáîå
ïîëîæèòåëüíîå (âîçìîæíî, íåöåëîå) ÷èñëî 1a ¹  è ðàçðå-
çàòü ýòîò êóñîê â îòíîøåíèè 1 : a ïî âåñó, çàòåì ðàçðåçàòü â
òîì æå îòíîøåíèè ëþáîé èç èìåþùèõñÿ êóñêîâ, è ò.ä.
Ìîæíî ëè äåéñòâîâàòü òàê, ÷òî ïîñëå êîíå÷íîãî ÷èñëà
ðàçðåçàíèé âåñü ñûð óäàñòñÿ ðàçëîæèòü íà äâå êó÷êè ðàâíîãî
âåñà?

À.Øàïîâàëîâ

2 (4). Â òðåóãîëüíèêå ABC òî÷êà M  – ñåðåäèíà ñòîðîíû
AC, òî÷êà P ëåæèò íà ñòîðîíå BC. Îòðåçîê AP ïåðåñåêàåò
BM  â òî÷êå O. Îêàçàëîñü, ÷òî BO = BP . Íàéäèòå îòíîøåíèå
OM : PC.

Ì.Âîë÷êåâè÷

3. Íà îêðóæíîñòè ðàññòàâëåíû 999 ÷èñåë, êàæäîå ðàâíî 1
èëè –1, ïðè÷åì íå âñå ÷èñëà îäèíàêîâûå. Âîçüìåì âñå
ïðîèçâåäåíèÿ ïî 10 ïîäðÿä ñòîÿùèõ ÷èñåë è ñëîæèì èõ .

à) (3) Êàêàÿ íàèìåíüøàÿ ñóììà ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ?
á) (3) À êàêàÿ íàèáîëüøàÿ?

À.Òîëïûãî

4 (6). Ñóììà öèôð íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ðàâíà 100. Ìîæåò
ëè ñóììà öèôð ÷èñëà 3n  ðàâíÿòüñÿ 3100 ?

À.Êàíåëü-Áåëîâ

5. à) (3) Òðè áîãàòûðÿ åäóò âåðõîì ïî êîëüöåâîé äîðîã å
ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Ìîãóò ëè îíè åõàòü íåîãðàíè ÷åííî
äîëãî ñ ðàçëè÷íûìè ïîñòîÿííûìè ñêîðîñòÿìè, åñëè íà
äîðîãå åñòü òîëüêî îäíà òî÷êà, â êîòîðîé áîãàòûðè è ìåþò
âîçìîæíîñòü îáãîíÿòü äðóã äðóãà?

á) (5) À åñëè áîãàòûðåé äåñÿòü?
À.Êëÿ÷êî, Å.Ôðåíêåëü

6 (8). Íà ïëîñêîñòè äàíà íåçàìêíóòàÿ íåñàìîïåðåñåêàþ -
ùàÿñÿ ëîìàíàÿ, â êîòîðîé 31 çâåíî (ñîñåäíèå çâåíüÿ íå ëåæàò
íà îäíîé ïðÿìîé). ×åðåç êàæäîå çâåíî ïðîâåëè ïðÿìóþ ,
ñîäåðæàùóþ ýòî çâåíî. Ïîëó÷èëè 31 ïðÿìóþ, íåêîòîðûå  èç
íèõ, âîçìîæíî, ñîâïàëè. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî ðàçë è÷-
íûõ ïðÿìûõ ìîãëî ïîëó÷èòüñÿ?

À.Òîëïûãî

7 (11). Íà íåêîòîðûõ êëåòêàõ äîñêè 10 10´  ñèäèò ïî
áëîõå. Ðàç â ìèíóòó áëîõè îäíîâðåìåííî ïðûãàþò, ïðè ÷åì
êàæäàÿ – â ñîñåäíþþ êëåòêó (ïî ñòîðîíå). Áëîõà ïðûã àåò
ñòðîãî â îäíîì èç ÷åòûðåõ íàïðàâëåíèé, ïàðàëëåëüíûõ
ñòîðîíàì äîñêè, ñîõðàíÿåò íàïðàâëåíèå, ïîêà ýòî âîç ìîæíî,
èíà÷å ìåíÿåò åãî íà ïðîòèâîïîëîæíîå. Ïåñ Áàðáîñ íàá ëþäàë
çà áëîõàìè â òå÷åíèå ÷àñà è íè ðàçó íå âèäåë, ÷òîáû  äâå èç
íèõ ñèäåëè íà îäíîé êëåòêå. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷å ñòâî
áëîõ ìîãëî ïðûãàòü ïî äîñêå?

Ì.Ìóðàøêèí

1 Çäåñü è äàëåå â ñêîáêàõ ïîñëå íîìåðà çàäà÷è óêàçàíî  ìàêñè-
ìàëüíîå êîëè÷åñòâî áàëëîâ, ïðèñóæäàâøèõñÿ çà åå ðåø åíèå.
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10 – 11 êëàññû

1 (3). Ìîæíî ëè âñå ïðÿìûå íà ïëîñêîñòè ðàçáèòü íà ï àðû
ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïðÿìûõ òàê, ÷òîáû êàæäàÿ ïðÿìàÿ âõ î-
äèëà ðîâíî â îäíó ïàðó?

À.Øàïîâàëîâ

2. à) (2) Åñòü êóñîê ñûðà. Ðàçðåøàåòñÿ âûáðàòü èððàö èî-
íàëüíîå a > 0 è ðàçðåçàòü ýòîò êóñîê â îòíîøåíèè 1 : a ïî
âåñó, çàòåì ðàçðåçàòü â òîì æå îòíîøåíèè ëþáîé èç è ìåþ-
ùèõñÿ êóñêîâ, è ò.ä. Ìîæíî ëè äåéñòâîâàòü òàê, ÷òî ïîñëå
êîíå÷íîãî ÷èñëà ðàçðåçàíèé âåñü ñûð óäàñòñÿ ðàçëîæè òü íà
äâå êó÷êè ðàâíîãî âåñà?

á) (2) Òîò æå âîïðîñ, íî âûáèðàåòñÿ ïîëîæèòåëüíîå
ðàöèîíàëüíîå 1a ¹ .

À.Øàïîâàëîâ

3 (6). Ìîæíî ëè, ïðèìåíÿÿ ê ÷èñëó 1 ôóíêöèè sin, cos , tg,
ctg, arcsin, arccos, arctg, arcctg â íåêîòîðîì ïîðÿ äêå, ïîëó-
÷èòü ÷èñëî 2010? (Êàæäóþ ôóíêöèþ ìîæíî èñïîëüçîâàòü
ñêîëüêî óãîäíî ðàç.)

Ñ.Ìàðêåëîâ

4 (6). Íà ñúåçä ñîáðàëèñü 5000 êèíîëþáèòåëåé, êàæäûé
âèäåë õîòÿ áû îäèí ôèëüì. Èõ äåëÿò íà ñåêöèè äâóõ ò èïîâ:
ëèáî îáñóæäàþò ôèëüì, êîòîðûé âñå ÷ëåíû ñåêöèè âèäå ëè,
ëèáî êàæäûé ðàññêàçûâàåò î âèäåííîì ôèëüìå, êîòîðûé
áîëüøå íèêòî â ñåêöèè íå âèäåë. Äîêàæèòå, ÷òî âñåõ ìîæíî
ðàçáèòü ðîâíî íà 100 ñåêöèé. (Ñåêöèè èç îäíîãî ÷åëî âåêà
ðàçðåøàþòñÿ: îí ïèøåò îòçûâ î âèäåííîì ôèëüìå.)

È.Ìèòðîôàíîâ

5 (7). Ñì. çàäà÷ó Ì2189 «Çàäà÷íèêà «Êâàíòà».

6 (8). ×åòûðåõóãîëüíèê ABCD  îïèñàí îêîëî îêðóæíîñòè
ñ öåíòðîì I . Òî÷êè M  è N  – ñåðåäèíû ñòîðîí AB è CD .
Èçâåñòíî, ÷òî IM/AB = IN/CD . Äîêàæèòå, ÷òî ABCD  –
òðàïåöèÿ èëè ïàðàëëåëîãðàìì.

Í.Áåëóõîâ, À.Çàñëàâñêèé

7 (9). Ñì. çàäà÷ó Ì2190 «Çàäà÷íèêà «Êâàíòà».

Óñòíûé òóð äëÿ 11 êëàññà

1. Ñì. çàäà÷ó Ì2185 «Çàäà÷íèêà «Êâàíòà».

2. Â êèíîòåàòðå äâà çàëà ñ îäèíàêîâûì ÷èñëîì ìåñò. Â
êàæäîì çàëå íåñêîëüêî ðÿäîâ (ìåñòà â ëþáîì ðÿäó íóì åðó-

þòñÿ ïîäðÿä, íà÷èíàÿ ñ åäèíèöû). Ãðóïïà øêîëüíèêîâ
ïîáûâàëà íà óòðåííåì ñåàíñå â ïåðâîì çàëå, à íà äíå âíîì
ñåàíñå – âî âòîðîì, îáà ðàçà çàíÿâ âñå ìåñòà. Èçâåñ òíî, ÷òî
â ïåðâîì çàëå åñòü ðÿä èç 10 ìåñò, à âî âòîðîì – íå ò.
Äîêàæèòå, ÷òî íàéäóòñÿ äâà øêîëüíèêà, êîòîðûå íà îä íîì èç
ñåàíñîâ ñèäåëè â îäíîì ðÿäó, à íà äðóãîì – èìåëè îä èíàêî-
âûé íîìåð ìåñòà.

À.Áóôåòîâ

3. Íà ïëîñêîñòè äàíà îêðóæíîñòü 1w  ðàäèóñà 1. Íà îäíîé
èç åå õîðä êàê íà äèàìåòðå ïîñòðîåíà îêðóæíîñòü 2w . Íà
îäíîé èç õîðä 2w  êàê íà äèàìåòðå ïîñòðîåíà îêðóæíîñòü 3w ,
è ò.ä. Íàéäèòå íàèáîëüøåå âîçìîæíîå ðàññòîÿíèå ìåæä ó
äâóìÿ òî÷êàìè, îäíà èç êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò 1w , à äðóãàÿ
ïðèíàäëåæèò 1000000w .

Ì.Ìóðàøêèí

4. Ëàäüÿ ïðîøëàñü ïî øàõìàòíîé äîñêå 8 8´ , íå ïðîõîäÿ
äâàæäû ÷åðåç îäíó è òó æå êëåòêó è íå ïåðåïðûãèâàÿ ÷åðåç
êëåòêè. Ïðè ýòîì âñå ïîâîðîòû íàïðàâî äåëàëèñü â ÷å ðíûõ
êëåòêàõ, à íàëåâî – â áåëûõ. Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî  êëåòîê
ìîãëî áûòü ïðîéäåíî?

À.Øàïîâàëîâ

5. Ñàøà è Ëþäà èãðàþò â èãðó. Ñàøà äîëæåí ïîñòðîèòü
îïèñàííûé 13-óãîëüíèê ñ îäíîé çàäàííîé ñòîðîíîé, à Ëþäà
õî÷åò åìó ïîìåøàòü. Ñíà÷àëà Ñàøà íàçûâàåò íîìåð ñòî ðîíû
– ÷èñëî k îò 1 äî 13. Çàòåì Ëþäà çàäàåò äëèíó ýòîé ñòîðîíû
– äåéñòâèòåëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî s. Ñàøà âûèãðàåò,
åñëè îïèøåò òåïåðü âîêðóã åäèíè÷íîãî êðóãà 13-óãîëü íèê,
ãäå äëèíà k-é ïî âåëè÷èíå ñòîðîíû ðàâíà s. Ìîæåò ëè Ëþäà
åìó ïîìåøàòü? (Ñòîðîíà k-ÿ ïî âåëè÷èíå, åñëè íàéäóòñÿ
k – 1 ñòîðîí íå êîðî÷å íåå è ïðè ýòîì îñòàëüíûå 13 – k ñòîðîí
íå äëèííåå íåå.)

À.Øàïîâàëîâ

6. Îáîçíà÷èì ÷åðåç [ ]1 2, , , na a aK  ïðîèçâåäåíèå âñåâîçìîæ-
íûõ ïîïàðíûõ ðàçíîñòåé i ja a- , ãäå 1 i j n£ < £ . Äîêàæè-
òå, ÷òî äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ 1 2, , , na a aK  ÷èñëî
[ ]1 2, , , na a aK  äåëèòñÿ íà [ ]1,2, , nK .

Ì.Áåðøòåéí

Ïóáëèêàöèþ ïîäãîòîâèëè
Ñ.Äîðè÷åíêî, Ë.Ìåäíèêîâ, À.Øàïîâàëîâ

ÇÀÄÀ×È

6 êëàññ

1. Íà áàòîíå êîëáàñû íàðèñîâàíû òîíêèå ïîïåðå÷íûå
êîëüöà. Åñëè ðàçðåçàòü ïî êðàñíûì êîëüöàì, ïîëó÷èòñ ÿ 5
êóñêîâ, åñëè ïî æåëòûì – 7 êóñêîâ, à åñëè ïî çåëåíû ì – 11
êóñêîâ. Ñêîëüêî êóñêîâ êîëáàñû ïîëó÷èòñÿ, åñëè ðàçð åçàòü
ïî êîëüöàì âñåõ òðåõ öâåòîâ?

À.Øàïîâàëîâ

2. Â Ëåñîãîðèè æèâóò òîëüêî ýëüôû è ãíîìû. Ãíîìû
ëãóò, ãîâîðÿ ïðî ñâîå çîëîòî, à â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ  ãî-
âîðÿò ïðàâäó. Ýëüôû ëãóò, ãîâîðÿ ïðî ãíîìîâ, à â îñ òàëü-
íûõ ñëó÷àÿõ ãîâîðÿò ïðàâäó. Îäíàæäû äâà ëåñîãîðöà ñ êà-
çàëè:

À: Âñå ìîå çîëîòî ÿ óêðàë ó Äðàêîíà.
Á: Òû ëæåøü.
Îïðåäåëèòå, ýëüôîì èëè ãíîìîì ÿâëÿåòñÿ êàæäûé èç

íèõ.
È.Ðàñêèíà

LXXIII Ìîñêîâñêàÿ
ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà
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3. Ïîðîñåíîê Íàô-Íàô ïðèäóìàë, êàê ñëîæèòü ïàðàëëå-

ëåïèïåä èç îäèíàêîâûõ êóáèêîâ è îêëåèòü åãî òðåìÿ ê âàäðà-
òàìè áåç ùåëåé è íàëîæåíèé. Ñäåëàéòå ýòî è âû.

À.Øàïîâàëîâ

4. Â îáìåííîì ïóíêòå ñîâåðøàþòñÿ îïåðàöèè äâóõ òèïîâ:
1) äàé 2 åâðî – ïîëó÷è 3 äîëëàðà è êîíôåòó â ïîäàðî ê;
2) äàé 5 äîëëàðîâ – ïîëó÷è 3 åâðî è êîíôåòó â ïîäàð îê.
Êîãäà áîãàòåíüêèé Áóðàòèíî ïðèøåë â îáìåííèê, ó íåã î

áûëè òîëüêî äîëëàðû. Êîãäà óøåë – äîëëàðîâ ñòàëî ïî ìåíü-
øå, åâðî òàê è íå ïîÿâèëèñü, çàòî îí ïîëó÷èë 50 êîí ôåò. Â
ñêîëüêî äîëëàðîâ îáîøåëñÿ Áóðàòèíî òàêîé «ïîäàðîê»?

È.Ðàñêèíà

5. Ñàøà ðàçðåçàë øàõìàò-
íóþ äîñêó 8 8´  ïî ãðàíèöàì
êëåòîê íà 30 ïðÿìîóãîëüíè-
êîâ òàê, ÷òîáû ðàâíûå ïðÿìî-
óãîëüíèêè íå ñîïðèêàñàëèñü
äàæå óãëàìè (ðèñ.1). Ïîïû-
òàéòåñü óëó÷øèòü åãî äîñòè-
æåíèå, ðàçðåçàâ äîñêó íà áîëü-
øåå ÷èñëî ïðÿìîóãîëüíèêîâ ñ
ñîáëþäåíèåì òîãî æå óñëîâèÿ.

À.Øàïîâàëîâ

6. Íà êðàþ êðóãëîãî âðàùà-
þùåãîñÿ ñòîëà ÷åðåç ðàâíûå ïðîìåæóòêè ñòîÿëè 30 ÷àø åê ñ
÷àåì. Ìàðòîâñêèé Çàÿö è Ñîíÿ ñåëè çà ñòîë è ñòàëè ï èòü ÷àé
èç êàêèõ-òî äâóõ ÷àøåê (íå îáÿçàòåëüíî ñîñåäíèõ). Ê îãäà
îíè äîïèëè ÷àé, Çàÿö ïîâåðíóë ñòîë òàê, ÷òî ïåðåä ê àæäûì
îïÿòü îêàçàëîñü ïî ïîëíîé ÷àøêå. Êîãäà è ýòè ÷àøêè
îïóñòåëè, Çàÿö ñíîâà ïîâåðíóë ñòîë (âîçìîæíî, íà äð óãîé
óãîë), è ñíîâà ïåðåä êàæäûì îêàçàëàñü ïîëíàÿ ÷àøêà.  È òàê
ïðîäîëæàëîñü äî òåõ ïîð, ïîêà âåñü ÷àé íå áûë âûïèò .
Äîêàæèòå, ÷òî åñëè áû Çàÿö âñåãäà ïîâîðà÷èâàë ñòîë òàê,
÷òîáû åãî íîâàÿ ÷àøêà ñòîÿëà ÷åðåç îäíó îò ïðåäûäóù åé, òî
èì áû òîæå óäàëîñü âûïèòü âåñü ÷àé (ò.å. òîæå êàæäû é ðàç
îáå ÷àøêè îêàçûâàëèñü áû ïîëíûìè).

È.Ðàñêèíà

7 êëàññ

1. Ó Þðû åñòü êàëüêóëÿòîð, êîòîðûé ïîçâîëÿåò óìíîæàòü
÷èñëî íà 3, ïðèáàâëÿòü ê ÷èñëó 3 èëè (åñëè ÷èñëî äå ëèòñÿ íà
3 íàöåëî) äåëèòü íà 3. Êàê íà ýòîì êàëüêóëÿòîðå ïîë ó÷èòü
èç ÷èñëà 1 ÷èñëî 11?

Ò.Ãîëåíèùåâà-Êóòóçîâà

2. Íà âåðòèêàëüíóþ îñü íàäåëè íåñêîëüêî êîëåñ ñî ñïèöà -
ìè. Âèä ñâåðõó èçîáðàæåí íà ðèñóíêå 2, à. Ïîñëå ýòîãî
êîëåñà ïîâåðíóëè. Íîâûé âèä ñâåðõó èçîáðàæåí íà ðèñ óíêå
2,á. Ìîãëî ëè êîëåñ áûòü: à) òðè; á) äâà?

Ò.Ãîëåíèùåâà-Êóòóçîâà, Â.Êëåïöûí, È.ßùåíêî

3. Ìàëåíüêèå äåòêè êóøàëè êîíôåòêè. Êàæäûé ñúåë íà 7
êîíôåò ìåíüøå, ÷åì âñå îñòàëüíûå âìåñòå, íî âñå æå áîëüøå
îäíîé êîíôåòû. Ñêîëüêî âñåãî êîíôåò áûëî ñúåäåíî?

À.Øàïîâàëîâ

4.  Â êîíêóðñå ïåíèÿ ó÷àñòâîâàëè Ïåòóõ, Âîðîíà è
Êóêóøêà. Êàæäûé ÷ëåí æþðè ïðîãîëîñîâàë çà îäíîãî èç
òðåõ èñïîëíèòåëåé. Äÿòåë ïîäñ÷èòàë, ÷òî â æþðè áûëî  59
ñóäåé, ïðè÷åì çà Ïåòóõà è Âîðîíó áûëî â ñóììå ïîäàí î 15
ãîëîñîâ, çà Âîðîíó è Êóêóøêó – 18 ãîëîñîâ, çà Êóêóø êó è
Ïåòóõà – 20 ãîëîñîâ. Äÿòåë ñ÷èòàåò ïëîõî, íî êàæäîå  èç
÷åòûðåõ íàçâàííûõ èì ÷èñåë îòëè÷àåòñÿ îò ïðàâèëüíîã î íå
áîëåå ÷åì íà 13. Ñêîëüêî ñóäåé ïðîãîëîñîâàëè çà Âîð îíó?

È.Ðàñêèíà

5. à) Ïîðîñåíîê Íàô-Íàô ïðèäóìàë, êàê ñëîæèòü ïàðàë-
ëåëåïèïåä èç îäèíàêîâûõ êóáèêîâ è îêëåèòü åãî òðåìÿ
êâàäðàòàìè áåç ùåëåé è íàëîæåíèé. Ñäåëàéòå ýòî è âû .

á) À ìîæåò ëè Íàô-Íàô äîáèòüñÿ, ÷òîáû ïðè ýòîì êàæä ûå
äâà êâàäðàòà ãðàíè÷èëè äðóã ñ
äðóãîì?

À.Øàïîâàëîâ

6. Ëåãêî ðàçìåñòèòü êîìï-
ëåêò êîðàáëåé äëÿ èãðû â «Ìîð-
ñêîé áîé» íà äîñêå 10 10´
(ðèñ.3). À íà êàêîé íàèìåíü-
øåé êâàäðàòíîé äîñêå ìîæíî
ðàçìåñòèòü ýòîò êîìïëåêò? (Íà-
ïîìíèì, ÷òî ñîãëàñíî ïðàâè-
ëàì êîðàáëè íå äîëæíû ñîïðè-
êàñàòüñÿ äàæå óãëàìè.)

À.Áëèíêîâ

8 êëàññ

1. ÊÓÁ ÿâëÿåòñÿ êóáîì. Äîêàæèòå, ÷òî ØÀÐ êóáîì íå
ÿâëÿåòñÿ. (ÊÓÁ è ØÀÐ – òðåõçíà÷íûå ÷èñëà, ðàçíûå áó êâû
îáîçíà÷àþò ðàçëè÷íûå öèôðû.)

À.Õà÷àòóðÿí

2. Íà ñòîëå â âèäå òðåóãîëü-
íèêà âûëîæåíû 28 ìîíåò îäèíà-
êîâîãî ðàçìåðà (ðèñ.4). Èçâåñò-
íî, ÷òî ñóììàðíàÿ ìàññà ëþáîé
òðîéêè ìîíåò, êîòîðûå ïîïàðíî
êàñàþòñÿ äðóã äðóãà, ðàâíà 10 ã.
Íàéäèòå ñóììàðíóþ ìàññó âñåõ
18 ìîíåò íà ãðàíèöå òðåóãîëü-
íèêà.

À.Øàïîâàëîâ

3. Â òðåóãîëüíèêå ÀÂÑ òî÷êà
Ì  – ñåðåäèíà ñòîðîíû ÀÑ, òî÷êà Ð ëåæèò íà ñòîðîíå ÂÑ.
Îòðåçîê ÀÐ ïåðåñåêàåò ÂÌ  â òî÷êå Î . Îêàçàëîñü, ÷òî ÂÎ =
= ÂÐ. Íàéäèòå îòíîøåíèå ÎÌ  : ÐÑ.

Ì.Âîë÷êåâè÷

4. Ñì. çàäà÷ó Ì2189 «Çàäà÷íèêà «Êâàíòà».

5. Â òðåóãîëüíèêå ÀÂÑ òî÷êà I  – öåíòð âïèñàííîé îêðóæ-
íîñòè. Òî÷êè Ì  è N – ñåðåäèíû ñòîðîí ÂÑ è ÀÑ ñîîòâåò-
ñòâåííî. Èçâåñòíî, ÷òî óãîë AIN
ïðÿìîé. Äîêàæèòå, ÷òî óãîë BIM
òàêæå ïðÿìîé.

6. Â íåêîòîðûõ êëåòêàõ êâàäðà-
òà 20 20´  ñòîèò ñòðåëî÷êà â îä-
íîì èç ÷åòûðåõ íàïðàâëåíèé. Íà
ãðàíèöå êâàäðàòà âñå ñòðåëî÷êè
ñìîòðÿò âäîëü ãðàíèöû ïî ÷àñî-
âîé ñòðåëêå (ðèñ.5). Êðîìå òîãî,
ñòðåëî÷êè â ñîñåäíèõ (âîçìîæíî,
ïî äèàãîíàëè) êëåòêàõ íå ñìîò-
ðÿò â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâ-

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3

Ðèñ. 4

Ðèñ. 5
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ëåíèÿõ. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ êëåòêà, â êîòîðîé ñò ðåëî÷êè
íåò.

Ò.Ãîëåíèùåâà-Êóòóçîâà, Â.Êëåïöûí, È.ßùåíêî

9 êëàññ

1. Ñúåâ íà ïóñòîé æåëóäîê òðåõ ïîðîñÿò è ñåìåðûõ êîçëÿ ò,
Ñåðûé Âîëê âñå åùå ñòðàäàë îò ãîëîäà. Çàòî â äðóãîé  ðàç îí
ñúåë íà ïóñòîé æåëóäîê 7 ïîðîñÿò è êîçëåíêà è ñòðàä àë óæå
îò îáæîðñòâà. Îò ÷åãî ïîñòðàäàåò Âîëê, åñëè ñúåñò í à ïóñòîé
æåëóäîê 11 êîçëÿò?

È.Ðàñêèíà

2. Íà ñòîðîíå ÀÂ ïðÿìîóãîëüíèêà ÀÂÑD  âûáðàíà òî÷êà
Ì . ×åðåç ýòó òî÷êó ïðîâåäåí ïåðïåíäèêóëÿð ê ïðÿìîé ÑÌ ,
êîòîðûé ïåðåñåêàåò ñòîðîíó AD  â òî÷êå Å. Òî÷êà Ð –
îñíîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç òî÷êè Ì  íà
ïðÿìóþ ÑÅ. Íàéäèòå óãîë ÀÐÂ.

À.Áëèíêîâ, Þ.Áëèíêîâ

3. Ó êàæäîãî æèòåëÿ ãîðîäà Òüìóòàðàêàíü åñòü ñâîè
òàðàêàíû, íå ó âñåõ ïîðîâíó. Äâà òàðàêàíà ÿâëÿþòñÿ òîâà-
ðèùàìè , åñëè ó íèõ îáùèé õîçÿèí (â ÷àñòíîñòè, êàæäûé
òàðàêàí ñàì ñåáå òîâàðèù). ×òî áîëüøå: ñðåäíåå êîëè ÷åñòâî
òàðàêàíîâ, êîòîðûìè âëàäååò æèòåëü ãîðîäà, èëè ñðåä íåå
êîëè÷åñòâî òîâàðèùåé ó òàðàêàíà?

À.Êàíåëü-Áåëîâ

4. Íà îêðóæíîñòè ðàññòàâëåíû 2009 ÷èñåë, êàæäîå èç
êîòîðûõ ðàâíî +1 èëè –1, ïðè÷åì íå âñå ÷èñëà îäèíàê îâûå.
Ðàññìîòðèì âñåâîçìîæíûå äåñÿòêè ïîäðÿä ñòîÿùèõ ÷èñå ë.
Íàéäåì ïðîèçâåäåíèÿ ÷èñåë â êàæäîì äåñÿòêå è ñëîæèì  èõ.
Êàêàÿ íàèáîëüøàÿ ñóììà ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ?

À.Òîëïûãî

5. Äàíà íåçàìêíóòàÿ íåñàìîïåðåñåêàþùàÿñÿ ëîìàíàÿ èç 37
çâåíüåâ. ×åðåç êàæäîå çâåíî ïðîâåëè ïðÿìóþ. Êàêîå í àè-
ìåíüøåå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ïðÿìûõ ìîãëî ïîëó÷èòüñÿ?

À.Òîëïûãî

6. Ñì. çàäà÷ó Ì2190 «Çàäà÷íèêà «Êâàíòà».

10 êëàññ

1. Èçâåñòíî, ÷òî ñóììà ëþáûõ äâóõ èç òðåõ êâàäðàòíûõ
òðåõ÷ëåíîâ 2x ax b+ + , 2x cx d+ + , 2x ex f+ +  íå èìååò
êîðíåé. Ìîæåò ëè ñóììà âñåõ ýòèõ òðåõ÷ëåíîâ èìåòü ê îðíè?

À.Êàíåëü-Áåëîâ

2. Äàíà òðàïåöèÿ ABCD  ñ îñíîâàíèÿìè AD = a  è BC = b .
Òî÷êè Ì  è N  ëåæàò íà ñòîðîíàõ ÀÂ è CD  ñîîòâåòñòâåííî,
ïðè÷åì îòðåçîê MN  ïàðàëëåëåí îñíîâàíèÿì òðàïåöèè. Äè-
àãîíàëü ÀÑ ïåðåñåêàåò ýòîò îòðåçîê â òî÷êå Î . Íàéäèòå MN ,
åñëè èçâåñòíî, ÷òî ïëîùàäè òðåóãîëüíèêîâ ÀÌÎ è CNO
ðàâíû.

Ì.Âîë÷êåâè÷

3. Ìîæíî ëè, ïðèìåíÿÿ ê ÷èñëó 2 ôóíêöèè sin, cos, tg, ctg,
arcsin, arccos, arctg, arcctg â ëþáîì ïîðÿäêå, ïîëó ÷èòü ÷èñëî
2010?

Ñ.Ìàðêåëîâ

4. Ñóììà öèôð ÷èñëà n ðàâíà 100. Ìîæåò ëè ñóìà öèôð
÷èñëà 3n  ðàâíÿòüñÿ 3100 ?

À.Êàíåëü-Áåëîâ

5. Â íåðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå äâå ìåäèàíû ðàâíû
äâóì âûñîòàì. Íàéäèòå îòíîøåíèå òðåòüåé ìåäèàíû ê ò ðå-
òüåé âûñîòå.

À.Çàñëàâñêèé

6. Íà ïëîñêîñòè îòìåòèëè 4 n òî÷åê, ïîñëå ÷åãî ñîåäèíèëè

îòðåçêàìè âñå ïàðû òî÷åê, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè
ðàâíî 1 ñì. Îêàçàëîñü, ÷òî ñðåäè ëþáûõ n + 1 òî÷åê
îáÿçàòåëüíî åñòü äâå, ñîåäèíåííûå îòðåçêîì. Äîêàæèò å, ÷òî
âñåãî ïðîâåäåíî íå ìåíåå 7 n îòðåçêîâ.

À.Ðàéãîðîäñêèé

11 êëàññ

1. Êàêîå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü âûðàæå-
íèå

( )( )1 : 2010 : 1 :a b c+ + ,

ãäå à, b, ñ – ïîïàðíî ðàçëè÷íûå íåíóëåâûå öèôðû?
Ï.Áîðîäèí, Î.Êîñóõèí

2. Â êâàäðàòíîé ïåñî÷íèöå, çàñûïàííîé ðîâíûì ñëîåì
ïåñêà âûñîòîé 1, Ìàøà è Ïàøà äåëàëè êóëè÷è ïðè ïîìî ùè
öèëèíäðè÷åñêîãî âåäåðêà âûñîòû 2. Ó Ìàøè âñå êóëè÷è
óäàëèñü, à ó Ïàøè – ðàññûïàëèñü è ïðåâðàòèëèñü â êî íóñû
òîé æå âûñîòû. Â èòîãå âåñü ïåñîê óøåë íà êóëè÷è, ï îñòàâ-
ëåííûå íà äíå ïåñî÷íèöû îòäåëüíî äðóã îò äðóãà. ×üè õ
êóëè÷åé îêàçàëîñü â ïåñî÷íèöå áîëüøå: Ìàøèíûõ èëè
Ïàøèíûõ?

À.Êàíóííèêîâ

3. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ÷èñëà õ, ó, z ïðè íåêîòîðûõ
çíà÷åíèÿõ ð è q ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñèñòåìû

,

,

,

n

n

n

y x px q

z y py q

x z pz q

ì = + +
ïï = + +í
ï

= + +ïî

òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî 2 2 2 2 2 2x y y z z x x z y x z y+ + ³ + + ,
ãäå: à) n = 2; á) n = 2010.

Î.Êîñóõèí

4. Ôóíêöèÿ f  êàæäîìó âåêòîðó v
r

 (ñ îáùèì íà÷àëîì â
òî÷êå Î ) ïðîñòðàíñòâà ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî ( )f v

r
,

ïðè÷åì äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ u
r

, v
r

 è ëþáûõ ÷èñåë ,a b
çíà÷åíèå ( )f u va + b

r r
 íå ïðåâîñõîäèò õîòÿ áû îäíîãî èç ÷èñåë

( )f u
r

 èëè ( )f v
r

. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî çíà÷åíèé
ìîæåò ïðèíèìàòü òàêàÿ ôóíêöèÿ?

È.Ñåðãååâ

5. Âíóòðè âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD  âçÿòà òàêàÿ
òî÷êà Ð, ÷òî 90PBA PCDÐ = Ð = ° . Òî÷êà Ì  – ñåðåäèíà
ñòîðîíû AD , ïðè÷åì ÂÌ = ÑÌ . Äîêàæèòå, ÷òî

PAB PDCÐ = Ð .
Â.Ôèëèìîíîâ

6. Êîìàíäà èç n øêîëüíèêîâ ó÷àñòâóåò â èãðå: íà êàæäîãî
èç íèõ íàäåâàþò øàïêó îäíîãî èç k çàðàíåå èçâåñòíûõ
öâåòîâ, à çàòåì ïî ñâèñòêó âñå øêîëüíèêè îäíîâðåìåí íî
âûáèðàþò ñåáå ïî îäíîìó øàðôó. Êîìàíäà ïîëó÷àåò ñòî ëüêî
î÷êîâ, ó ñêîëüêèõ åå ó÷àñòíèêîâ öâåò øàïêè ñîâïàë ñ  öâåòîì
øàðôà (øàðôîâ è øàïîê ëþáîãî öâåòà èìååòñÿ äîñòàòî÷ íîå
êîëè÷åñòâî; âî âðåìÿ èãðû êàæäûé ó÷àñòíèê íå âèäèò ñâîåé
øàïêè, çàòî âèäèò øàïêè âñåõ îñòàëüíûõ, íî íå èìååò  ïðàâà
âûäàâàòü äî ñâèñòêà íèêàêóþ èíôîðìàöèþ). Êàêîå íàèá îëü-
øåå ÷èñëî î÷êîâ êîìàíäà, çàðàíåå íàìåòèâ ïëàí äåéñò âèé
êàæäîãî åå ÷ëåíà, ìîæåò ãàðàíòèðîâàííî ïîëó÷èòü: à)  ïðè
n = k = 2; á) ïðè ïðîèçâîëüíûõ ôèêñèðîâàííûõ n è k?

Ì.Ëîáàíîâ, Â.Óøàêîâ

Ïóáëèêàöèþ ïîäãîòîâèë Ñ.Äîðè÷åíêî
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ÏÅÐÂÛÉ ÒÅÎÐÅÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÒÓÐ

7 êëàññ

1. Ïî÷òàëüîí Ïå÷êèí âûåõàë èç ðàéöåíòðà Ñìåòàíèíî â
äåðåâíþ Ïðîñòîêâàøèíî ñ ïîñûëêîé äëÿ êîòà Ìàòðîñêèí à.
Îí åõàë ñî ñêîðîñòüþ 15 êì/÷, à ðàññòîÿíèå, êîòîðîå  åìó
íàäî áûëî ïðîåõàòü, ñîñòàâëÿåò 15 êì. Ïðèåõàâ â Ïðî ñòîê-
âàøèíî, îí îáíàðóæèë, ÷òî ïî äîðîãå ïîòåðÿë ïîñûëêó , è
ñðàçó æå ïîåõàë çà íåé îáðàòíî. Êîãäà îí íàøåë ïîñû ëêó, òî
ïîäîáðàë åå è ñíîâà ïîåõàë ê êîòó. Òåì âðåìåíåì êîò
Ìàòðîñêèí, êîòîðûé õîòåë êàê ìîæíî áûñòðåå ïîëó÷èòü
ïîñûëêó, ñðàçó ïîñëå âûåçäà Ïå÷êèíà èç Ïðîñòîêâàøèí î
ïîáåæàë çà ïî÷òàëüîíîì ñî ñêîðîñòüþ 5 êì/÷ è ïîëó÷è ë
ïîñûëêó ÷åðåç ïîë÷àñà èç ðóê Ïå÷êèíà, êîòîðûé óæå ñ íîâà
åõàë â Ïðîñòîêâàøèíî. Íà êàêîì ðàññòîÿíèè îò Ñìåòàí èíî
Ïå÷êèí ïîòåðÿë ïîñûëêó?

Ì.Ñåìåíîâ

2. Íà ñîðåâíîâàíèÿõ ïàõàðåé íàäî áûëî êàê ìîæíî áûñò-
ðåå îáðàáîòàòü òðàêòîðîì ñ íàâåñíûìè îðóäèÿìè – áîð îíàìè
øèðèíîé 10 ì – êâàäðàòíûé ó÷àñòîê ïîëÿ ïëîùàäüþ 1 ã åê-
òàð (ò.å. 100 100´  ì). Òðàêòîð ïðè ýòîì ìîã äâèãàòüñÿ
òîëüêî âïåðåä ñî ñêîðîñòüþ 2 ì/ñ è ñîâåðøàòü ïîâîðî òû ñ
ìèíèìàëüíûì ðàäèóñîì 10 ì (ïî öåíòðó òðàêòîðà) íà ò îé æå
ñêîðîñòè. Âíå ïîëÿ äîñòàòî÷íî ìåñòà äëÿ ëþáûõ ðàçâî ðîòîâ,
è âñÿ ïëîùàäü ïîëÿ äîëæíà áûòü ïðîáîðîíîâàíà. Ïðåäë îæè-
òå è íàðèñóéòå òðàåêòîðèþ äâèæåíèÿ òðàêòîðà, ïðè êî òîðîé
âðåìÿ, íåîáõîäèìîå äëÿ îáðàáîòêè ïîëÿ, áóäåò êàê ìî æíî
ìåíüøèì. Ðàññ÷èòàéòå, ÷åìó ðàâíî ýòî âðåìÿ.

Ì.Ñåìåíîâ

3. Íà ëåãêîì ãîðèçîíòàëüíîì ðû÷àãå ñ äâóìÿ îïîðàìè
íàõîäÿòñÿ ïóñòûå ëåãêèå áî÷êè. Ðàññòîÿíèå îò îñè ëå âîé
áî÷êè äî ëåâîé îïîðû à = 2  ì, îò îñè ïðàâîé áî÷êè äî ïðàâîé
îïîðû ñ = 3 ì, ðàññòîÿíèå ìåæäó îïîðàìè b = 1 ì. Â îáå
áî÷êè îäíîâðåìåííî íà÷èíàþò íàëèâàòü ñ íåáîëüøîé ñê îðî-
ñòüþ âîäó èç ðàçíûõ êðàíîâ. Êàê äîëæíû ñîîòíîñèòüñÿ
ñêîðîñòè 1v  è 2v  íàïîëíåíèÿ áî÷åê, ò.å. ìàññû âîäû,
ïîñòóïàþùåé â åäèíèöó âðåìåíè â êàæäóþ áî÷êó, ÷òîáû
ñèñòåìà îñòàâàëàñü â ðàâíîâåñèè?

Ä.Õàðàáàäçå

4. Â èçâåñòíîì ìóëüòôèëüìå ïðî Âèííè-Ïóõà åñòü ÿâíîå
íåñîîòâåòñòâèå: Âèííè-Ïóõ íàäóâàåò âîçäóøíûé øàðèê îáû÷-
íûì âîçäóõîì è âçëåòàåò íà íåì. Äëÿ òîãî ÷òîáû âîçä óøíûé
øàðèê ïîäíèìàëñÿ (à òåì áîëåå ïîäíèìàë Âèííè-Ïóõà),
íóæíî, ÷òîáû îí áûë íàïîëíåí ëåãêèì ãàçîì, ïëîòíîñò ü
êîòîðîãî ìåíüøå ïëîòíîñòè îêðóæàþùåãî âîçäóõà. Ìîæí î
ïðåäïîëîæèòü, ÷òî Âèííè-Ïóõ íàäóâàåò øàðèê òåïëûì â îç-
äóõîì, ïëîòíîñòü êîòîðîãî, êàê èçâåñòíî, ìåíüøå ïëî òíîñòè
õîëîäíîãî. Ðàññ÷èòàéòå, êàêèì äîëæåí áûòü â ýòîì ñë ó÷àå
ìèíèìàëüíûé íåîáõîäèìûé äëÿ ïîäúåìà îáúåì øàðèêà,
åñëè ïëîòíîñòü òåïëîãî âîçäóõà âíóòðè øàðèêà

3
1 1,13 êã ìr = , ïëîòíîñòü õîëîäíîãî âîçäóõà ñíàðóæè

3
2 1,29 êã ìr = , à ìàññà Âèííè-Ïóõà m = 5 êã.

Ì.Ðîìàøêà

8 êëàññ

1. Íà óãëó ñòàíäàðòíîãî êèðïè÷à ñ ðàçìåðàìè
250 125 65´ ´  ìì íàõîäèòñÿ Ìóðàâüèøêà. Îí ìîæåò ïîë-
çàòü ïî ïîâåðõíîñòè êèðïè÷à â ëþáîì íàïðàâëåíèè ñî
ñêîðîñòüþ 20 ìì/ñ. Çà êàêîå ìèíèìàëüíîå âðåìÿ îí ñì îæåò
äîáðàòüñÿ äî ìàêñèìàëüíî óäàëåííîãî îò íåãî óãëà êè ðïè÷à?

Ñ.Âàðëàìîâ

2. Äëÿ óäåðæàíèÿ òÿæåëîãî
ãðóçà èñïîëüçóåòñÿ ñèñòåìà èç
øåñòè áëîêîâ è íåñêîëüêèõ
òðîñîâ, ïðèêðåïëåííûõ ê ïî-
òîëêó òàê, êàê ïîêàçàíî íà
ðèñóíêå 1. Ñ êàêîé ñèëîé F
íàäî òÿíóòü âíèç çà êîíåö òðî-
ñà, ñâèñàþùåãî ñ ëåâîãî áëî-
êà, ÷òîáû óäåðæèâàòü ãðóç
ìàññîé M  = 500 êã â ðàâíî-
âåñèè? Ó÷àñòêè òðîñîâ, íå
ëåæàùèå íà áëîêàõ, âåðòè-
êàëüíû, ìàññîé áëîêîâ è òðî-
ñîâ, à òàêæå òðåíèåì ìîæíî
ïðåíåáðå÷ü. Óñêîðåíèå ñâîáîä-
íîãî ïàäåíèÿ ïðèíÿòü ðàâíûì 210 ì ñg = .

Å.ßêóòà

3. Â âåðòèêàëüíûé öèëèíäðè÷åñêèé ñòàêàí âûñîòîé Í =
= 10 ñì è ïëîùàäüþ äíà 2100 ñìS =  íàëèòà âîäà äî óðîâíÿ
h = 8 ñì. Â ñòàêàí îïóñòèëè, íå ðàçáðûçãèâàÿ âîäó, 1 100N =
ñòàëüíûõ øàðèêîâ îáúåìîì 3

1 1 ñìV = êàæäûé, à çàòåì – åùå

2 50N =  ëåäÿíûõ êóáèêîâ îáúåìîì 3
2 2,5 ñìV = . Êàêîâà

îêàçàëàñü ïîñëå ýòîãî ñèëà F äàâëåíèÿ íà äíî ñòàêàíà?
Ïëîòíîñòü âîäû 31 ã ñìr = , ñòàëè 3

1 7,8 ã ñìr = , ëüäà
3

2 0,9 ã ñìr = , óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ 210 ì ñg = .
Òðåíèåì è àòìîñôåðíûì äàâëåíèåì ïðåíåáðå÷ü.

Ì.Ñåìåíîâ

4. Êîðîëü ëþáèò çà çàâòðàêîì ïèòü êîôå, èìåþùèé
òåìïåðàòóðó ðîâíî 50 Ñ° . Õèòðûé ñëóãà íàëèâàåò â ÷àøêó
60 ã êîôå, èìåþùåãî òåìïåðàòóðó 90 Ñ° , æäåò, ïîêà îí
îñòûíåò äî íåêîòîðîé òåìïåðàòóðû, çàòåì äîáàâëÿåò â  ÷àøêó
20 ã âîäû, èìåþùåé òåìïåðàòóðó 20 Ñ° , ïåðåìåøèâàåò
ñîäåðæèìîå ÷àøêè è ñðàçó ïîäàåò êîðîëþ. Êàêóþ òåìïå ðà-
òóðó èìååò êîôå â ìîìåíò äîáàâëåíèÿ â íåãî âîäû? Óä åëüíûå
òåïëîåìêîñòè âîäû è êîôå ñ÷è-
òàòü îäèíàêîâûìè.

Ì.Ðîìàøêà

9 êëàññ

1. Â àðêå îêîëî îäíîé èç ñòåí
ñòîèò ìàëü÷èê è áðîñàåò ìÿ÷ èç
òî÷êè A, íàõîäÿùåéñÿ íà âûñî-
òå h = 170 ñì íàä çåìëåé
(ðèñ.2). Íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü
ìÿ÷à 0 15 ì ñv = . Ìÿ÷ âîçâðà-
ùàåòñÿ â òî÷êó áðîñàíèÿ ñïóñòÿ
t  = 3 ñ, îïèñàâ òðàåêòîðèþ, ïî-

Èçáðàííûå çàäà÷è Ìîñêîâñêîé
ôèçè÷åñêîé îëèìïèàäû

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2
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êàçàííóþ íà ðèñóíêå. ×åìó ðàâíî ðàññòîÿíèå d ìåæäó
ñòåíàìè àðêè? Âñå ñîóäàðåíèÿ ìãíîâåííûå è àáñîëþòíî
óïðóãèå, ñîïðîòèâëåíèåì âîçäóõà ïðåíåáðå÷ü, óñêîðåí èå

ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ 210 ì ñg = .
Ì.Ðîìàøêà

2. Ëåãêàÿ òîíêîñòåííàÿ ÷àøà â âèäå ïðÿìîóãîëüíîãî ïà-
ðàëëåëåïèïåäà ñ äëèíàìè ðåáåð a, b è c ñâîáîäíî ïîäâåøåíà
íà ãîðèçîíòàëüíîé îñè òàê, ÷òî íèæíÿÿ ãðàíü ÷àøè ñ
ðàçìåðàìè a c´  ãîðèçîíòàëüíà, à âåðõíÿÿ îòêðûòà (ò.å.
îòñóòñòâóåò). Îñü ïðîõîäèò ïåðïåíäèêóëÿðíî ãðàíÿì ï àðàë-
ëåëåïèïåäà ñ ðàçìåðàìè a b´  â ïëîñêîñòè èõ ñèììåòðèè íà
ðàññòîÿíèè 2h b<  îò íèæíåé ãðàíè (ðèñ.3). ×àøà íà÷èíàåò

íàïîëíÿòüñÿ âîäîé ñî ñêîðîñòüþ ( )3ì ñv . ×åðåç êàêîå âðåìÿ
÷àøà îïðîêèíåòñÿ, ïîâåðíóâøèñü âîêðóã îñè? ×òî ñ íå é
áóäåò ïðîèñõîäèòü â äàëüíåéøåì, åñëè ñêîðîñòü íàïîë íåíèÿ
íå ìåíÿåòñÿ?

Ä.Õàðàáàäçå

3. Ñîâðåìåííûé ëàáîðàòîðíûé áëîê ïèòàíèÿ ðàáîòàåò òàê.
Ñíà÷àëà åìó çàäàþòñÿ çíà÷åíèÿ òîêà 0I  è íàïðÿæåíèÿ 0U .
Ïîñëå ïîäêëþ÷åíèÿ íàãðóçêè áëîê ñàì âûáèðàåò îäèí è ç
äâóõ ðåæèìîâ: ëèáî ïîääåðæèâàåò íàïðÿæåíèå íà íàãðó çêå
ðàâíûì 0U , åñëè ïðè ýòîì òîê ÷åðåç íàãðóçêó íå áîëüøå 0I ,
ëèáî ïîääåðæèâàåò òîê ÷åðåç íàãðóçêó ðàâíûì 0I , åñëè ïðè
ýòîì íàïðÿæåíèå íà íàãðóçêå íå áîëüøå 0U . Ïðè êàêîì
ñîïðîòèâëåíèè íàãðóçêè R â íåé áóäåò âûäåëÿòüñÿ íàèáîëü-
øàÿ ìîùíîñòü è ÷åìó îíà ðàâíà?

À.Àíäðèàíîâ

10 êëàññ

1. Íà ãëàäêîì ãîðèçîíòàëüíîì ñòîëå íàõîäèòñÿ ÷àøà
ìàññîé Ì  ñ ïîëóñôåðè÷åñêîé âûåìêîé ðàäèóñîì R ñ ãëàäêè-
ìè ñòåíêàìè (ðèñ.4). Íà ñàìûé êðàé âûåìêè ÷àøè ïîìå ñòèëè
ìîíåòó ìàññîé m, ðàçìåðû êîòîðîé çíà÷èòåëüíî ìåíüøå

ðàçìåðîâ âûåìêè. Â íà÷àëü-
íûé ìîìåíò ìîíåòà è ÷àøà
äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà íå
äâèãàëèñü. Ìîíåòó è ÷àøó îä-
íîâðåìåííî îòïóñòèëè. Ñ êà-
êèì óñêîðåíèåì äâèæåòñÿ ìî-
íåòà, ïðîõîäÿ ñàìîå íèæíåå
ïîëîæåíèå?

Ñ.Âàðëàìîâ

2. Â ãîðèçîíòàëüíîé êðûøêå ñòîëà ïðîïèëåíà ïîëóöèëèí-
äðè÷åñêàÿ êàíàâêà ðàäèóñîì R = 20 ñì, îñü êàíàâêè ñîâïà-
äàåò ñ âåðõíåé ïëîñêîñòüþ êðûøêè ñòîëà. Íà êðàþ êàí àâêè
ñèäèò ìóðàâåé, êîòîðûé õî÷åò ïåðåáðàòüñÿ ÷åðåç íåå.  Øêîëü-
íèê ðåøèë ïîìî÷ü ìóðàâüþ, ñäåëàâ ìîñòèê èç ïðÿìûõ
îòðåçêîâ ïðîâîëîêè. Íî âñå êóñêè ïðîâîëîêè, êîòîðûå  áûëè
â ðàñïîðÿæåíèè øêîëüíèêà, èìåëè äëèíó L  = 38 ñì. Òîãäà
øêîëüíèê ñäåëàë ìîñòèê èç äâóõ ïðîâîëîê, ðàñïîëîæèâ  èõ
òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 5, ïðè÷åì òî÷êó A, â êîòîðîé
êîíöû ïðîâîëîê âîòêíóòû â äíî êàíàâêè, îí âûáðàë ñë ó÷àé-
íûì îáðàçîì. Ìóðàâåé ìîæåò ïîëçòè ââåðõ ïî ïðîâîëîê å ñ

ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ
v = 0,5 ñì/ñ, à âíèç –
ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ
2v = 1 ñì/ñ. Íàéäèòå
ìàêñèìàëüíîå âðåìÿ è
ìèíèìàëüíîå âðåìÿ, çà
êîòîðîå ìóðàâåé ñìîæåò
ïåðåáðàòüñÿ ÷åðåç êàíàâ-
êó ïî òàêîìó ìîñòèêó.

À.ßêóòà

3. Ãîðèçîíòàëüíûé ñîñóä ñ ãàçîì ðàçäåëåí íà äâå ÷àñòè
ïîäâèæíûì âåðòèêàëüíûì ïîðøíåì, íå ïðîâîäÿùèì òåïëî .
Âíà÷àëå äàâëåíèå â ñîñóäå áûëî 0p , à òåìïåðàòóðà áûëà 0T .
Íàãðåâàÿ ãàç â ëåâîé ÷àñòè ñîñóäà äî òåìïåðàòóðû 0T T+ D ,
èññëåäóþò çàâèñèìîñòü äàâëåíèÿ â ñèñòåìå p îò ïàðàìåòðà

0x T T= D . Ýòà çàâèñèìîñòü îêàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé:

( )0 1p p x= + a  ñ ïàðàìåòðîì a  = 0,5. Íàéäèòå îòíîøåíèå

1 2k = n n  êîëè÷åñòâ ãàçà â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ ñîñóäà.
Òåìïåðàòóðà â ïðàâîé ÷àñòè ñîñóäà ïîääåðæèâàåòñÿ ïî ñòîÿí-
íîé, òðåíèåì ìåæäó ïîðøíåì è ñòåíêàìè ñîñóäà ìîæíî
ïðåíåáðå÷ü.

Î.Øâåäîâ

4. Èìåþòñÿ òðè êîíöåíòðè÷åñêèå õîðîøî ïðîâîäÿùèå
ìåòàëëè÷åñêèå ñôåðû ðàäèóñàìè R, 2R è 3R. Ïðîñòðàíñòâî
ìåæäó ïåðâîé è âòîðîé ñôåðàìè çàïîëíåíî æèäêîñòüþ ñ
äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ e è óäåëüíûì ñîïðîòèâëå-
íèåì 11r , à ìåæäó âòîðîé è òðåòüåé – æèäêîñòüþ ñ äèýëåê-
òðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ 11e è óäåëüíûì ñîïðîòèâëåíèåì
r . Ìåæäó âíóòðåííåé è âíåøíåé ñôåðàìè ïðè ïîìîùè
áàòàðåéêè ïîääåðæèâàåòñÿ ïîñòîÿííàÿ ðàçíîñòü ïîòåíö èà-
ëîâ U . ×åìó ðàâåí çàðÿä 2q  ñðåäíåé ñôåðû? Êàêîâà ñèëà
òîêà I , êîòîðûé òå÷åò ïðè ýòîì â öåïè?

Ð.Óñîâ

5. Øêîëüíèê Âàñÿ ïðèñîåäèíÿåò ê èñòî÷íèêó ïèòàíèÿ,
ñõåìà êîòîðîãî èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 6, ýëåêòðè÷åñê èå
ëàìïî÷êè. Ïðèñîåäèíèâ ê èñòî÷íèêó îäíó ýëåêòðè÷åñêó þ

ëàìïî÷êó, Âàñÿ îáíàðóæèë, ÷òî íà íåé âûäåëÿåòñÿ ìîù íîñòü
P. Ïðèñîåäèíèâ ê èñòî÷íèêó ÷åòûðå òàêèå æå ëàìïî÷êè,
ñîåäèíåííûå ïàðàëëåëüíî, Âàñÿ îáíàðóæèë, ÷òî íà íèõ
âìåñòå òàêæå âûäåëÿåòñÿ ìîùíîñòü P. Êàêàÿ ìîùíîñòü nP
áóäåò âûäåëÿòüñÿ íà ëàìïî÷êàõ, êîãäà Âàñÿ ïîäñîåäèí èò ê
èñòî÷íèêó ïèòàíèÿ n ïàðàëëåëüíî ñîåäèíåííûõ ëàìïî÷åê?
Ñ÷èòàéòå, ÷òî ñîïðîòèâëåíèå ëàìïî÷êè íå çàâèñèò îò ñèëû
òîêà.

Î.Øâåäîâ

11 êëàññ

1. Êèðïè÷ ñ ðàçìåðàìè 11a a a´ ´  ïîñòàâèëè íà êâàäðàò-
íóþ ãðàíü òàê, ÷òî åãî äëèííûå ðåáðà îêàçàëèñü âåðò èêàëü-
íûìè. Íà îäíîì èç âåðõíèõ óãëîâ êèðïè÷à íàõîäèòñÿ
Ìóðàâüèøêà, êîòîðûé ìîæåò ïîëçàòü ïî âåðòèêàëüíûì
ãðàíÿì êèðïè÷à ñî ñêîðîñòüþ v, à ïî ãîðèçîíòàëüíîé ãðàíè
– ñ íåêîòîðîé äðóãîé ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ. Âäîëü ðå áåð
êèðïè÷à îí ïîëçàòü íå óìååò, íî ìîæåò èõ ïåðåñåêàòü .
Ìóðàâüèøêà ïåðåïîëç íà ìàêñèìàëüíî óäàëåííûé îò íåã î

Ðèñ. 3

Ðèñ. 4

Ðèñ. 5

Ðèñ. 6
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óãîë êèðïè÷à. Ïðè ýòîì îí ïåðåñåêàë îäíî èç ðåáåð ê èðïè÷à
òîëüêî îäèí ðàç è ñòðîãî ïîñåðåäèíå, à âðåìÿ, êîòîð îå îí
çàòðàòèë íà ïóòåøåñòâèå, îêàçàëîñü ìèíèìàëüíî âîçìî æ-
íûì. ×åìó ðàâíî âðåìÿ t  åãî ïóòåøåñòâèÿ? Ñ êàêîé ñêîðîñ-
òüþ u Ìóðàâüèøêà ìîæåò ïîëçàòü ïî ãîðèçîíòàëüíîé ãðàíè
êèðïè÷à?

À.ßêóòà

2. Íà ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè ëåæàò N ìàëåíü-
êèõ îäèíàêîâî çàðÿæåííûõ øàðèêîâ ðàâíîé ìàññû. Ñóìì àð-

íûé çàðÿä øàðèêîâ Q, ñóì-
ìàðíàÿ ìàññà M . Øàðèêè
ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì íå-
ïðîâîäÿùåé ëåãêîé íåðàñ-
òÿæèìîé íèòüþ, îáðàçóÿ
êîëüöî (ðèñ.7). Äëèíà íèòè
ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè øà-
ðèêàìè l . Ñèñòåìà íàõîäèò-
ñÿ â âåðòèêàëüíîì ìàãíèò-
íîì ïîëå B, ïðè÷åì ñóììàð-
íûé ïîòîê ìàãíèòíîé èí-
äóêöèè, ïðîíèçûâàþùèé
êîëüöî, ðàâåí 0F . Èçíà-
÷àëüíî âñå øàðèêè ïîêîÿò-

ñÿ. Â íåêîòîðûé ìîìåíò ìàãíèòíîå ïîëå âûêëþ÷àþò. Íà éäè-
òå èçìåíåíèå FD  ñèëû íàòÿæåíèÿ íèòè ïîñëå âûêëþ÷åíèÿ
ïîëÿ.

À.Áàðèíîâ

3. Âçÿâ ñòàðûé ïëåíî÷íûé ôîòîàïïàðàò, øêîëüíèê Âàñÿ
îòïðàâèëñÿ ôîòîãðàôèðîâàòü ñîðåâíîâàíèÿ ïî ëåãêîé à òëå-
òèêå. Ñäåëàâ äîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî ôîòîãðàôèé ñ ðà çíûìè
âûäåðæêàìè, Âàñÿ îáíàðóæèë, ÷òî ñïîðòñìåíû, ïðîáåãà â-
øèå íà ðàññòîÿíèè 0 10 ìa =  îò ôîòîàïïàðàòà ïåðïåíäèêó-
ëÿðíî îïòè÷åñêîé îñè îáúåêòèâà, ïîëó÷àëèñü íà ñíèìê àõ
÷åòêèìè, åñëè çàòâîð ôîòîàïïàðàòà îòêðûâàëñÿ íà âðå ìÿ, íå
ïðåâîñõîäÿùåå t  = 0,001 ñ. Ïðè ýòîì íåïîäâèæíûå ïðåä-
ìåòû, ðàñïîëîæåííûå íà ðàññòîÿíèÿõ ìåíåå 1a  = 5 ì îò
ôîòîàïïàðàòà, ïîëó÷àëèñü ðàçìûòûìè. Îïðåäåëèòå äèàì åòð
D îáúåêòèâà ôîòîàïïàðàòà. Ñêîðîñòè ñïîðòñìåíîâ ñ÷èòà éòå
ðàâíûìè v = 10 ì/ñ.

Î.Øâåäîâ

ÂÒÎÐÎÉ ÒÅÎÐÅÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÒÓÐ

8 êëàññ

1. Äðóçüÿ Âàñÿ è Ïåòÿ, æèâóùèå â äåðåâíÿõ Ëèïîâêà è
Äåìóøêèíî, áûëè â ãîñòÿõ ó ñâîåãî äðóãà Ñàøè, êîòîð ûé
æèâåò â äåðåâíå Ìàëèíîâêà, ðàñïîëîæåííîé òî÷íî ïîñå ðå-
äèíå ìåæäó äåðåâíÿìè Ëèïîâêà è Äåìóøêèíî. Íàãîñòèâ-
øèñü ó Ñàøè, Âàñÿ è Ïåòÿ îäíîâðåìåííî âûøëè è îòïðà âè-
ëèñü êàæäûé â ñâîþ äåðåâíþ, ÷òîáû âåðíóòüñÿ äîìîé ÷ åðåç

0t = 60 ìèí. Ñïóñòÿ 0 6t  = 10 ìèí ïîñëå âûõîäà ñâîèõ
äðóçåé Ñàøà îáíàðóæèë, ÷òî êàæäûé èç äðóçåé çàáûë ó  íåãî
äîìà ñâîè âåùè. Ñàøà ðåøèë äîãíàòü êàæäîãî èç íèõ ï î
î÷åðåäè è îòäàòü èì âåùè. Ñ êàêîé ìèíèìàëüíîé ñêîðî ñòüþ
u äîëæåí áåæàòü Ñàøà, ÷òîáû óñïåòü äîãíàòü êàæäîãî è ç
ñâîèõ äðóçåé äî òîãî, êàê îíè âåðíóòñÿ â ñâîè äåðåâ íè?
Ñêîðîñòè Âàñè è Ïåòè  îäèíàêîâû è ðàâíû  v  = 5 êì/÷.

Ì.Ðîìàøêà

2. Íà ãîðèçîíòàëüíîì ñòîëå ñòîèò ïëàñòèêîâûé ñòàêàí÷èê
äëÿ ÷àÿ, èìåþùèé ôîðìó óñå÷åííîãî êîíóñà. Ìàññà ñòà êàí-
÷èêà m = 20 ã, äèàìåòð åãî äíà d = 5 ñì. Â ñòàêàí÷èê
ïîìåñòèëè òîíêóþ îäíîðîäíóþ ïàëî÷êó ìàññîé Ì  = 10 ã,
ðàñïîëîæèâ åå òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 8. Ïðè ý òîì

ïàëî÷êà îêàçàëàñü íàêëîíåí-
íîé ïîä óãëîì 30a = °  ê âåð-
òèêàëè. Ïðè êàêîé äëèíå ïà-
ëî÷êè L  ñòàêàí÷èê íå ïåðå-
âåðíåòñÿ?

À.ßêóòà

3. ×åðåç íåïîäâèæíûé áëîê
ïåðåêèíóòà ëåãêàÿ íåðàñòÿ-
æèìàÿ íèòü, íà êîíöàõ êîòî-
ðîé âèñÿò äâà ñòàëüíûõ öè-
ëèíäðè÷åñêèõ áðóñêà (ðèñ.9).
Ìàññà ëåâîãî áðóñêà

1m  = 1 êã. Âíà÷àëå ê íèæ-
íåìó îñíîâàíèþ ïðàâîãî áðóñ-
êà áûë ïðèìîðîæåí êóñîê ëüäà íåèçâåñòíîé ìàññû, à ñ àìè
áðóñêè óäåðæèâàëèñü âðó÷íóþ. Çàòåì ïðàâûé áðóñîê ñ
ïðèìîðîæåííûì ê íåìó êóñêîì ëüäà
ïîãðóçèëè â âîäó êîìíàòíîé òåìïå-
ðàòóðû, íàëèòóþ â î÷åíü øèðîêèé
ñîñóä, ïîñëå ÷åãî áðóñêè îòïóñòèëè.
Ñðàçó ïîñëå ýòîãî îêàçàëîñü, ÷òî
ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñèè, êîã-
äà ïðàâûé áðóñîê ïîãðóæåí â âîäó íà
ïîëîâèíó ñâîåé âûñîòû. Ïîñëå òîãî,
êàê âåñü ïðèìîðîæåííûé ëåä ðàñòà-
ÿë, ïðàâûé áðóñîê öåëèêîì ïîãðó-
çèëñÿ â âîäó. Ïðè ýòîì ñèñòåìà ñíîâà
îêàçàëàñü â ðàâíîâåñèè. Íàéäèòå
ìàññó ïðàâîãî áðóñêà 2m , à òàêæå
ìàññó ïðèìîðîæåííîãî ê íåìó êóñêó
ëüäà ëm .  Ïëîòíîñòü âîäû

3
â 1000 êã ìr = , ïëîòíîñòü ëüäà

3
ë 900 êã ìr = , ïëîòíîñòü ñòàëè

3
ñ 7800 êã ìr = . Èçìåíåíèåì óðîâ-

íÿ âîäû â ñîñóäå ïðåíåáðå÷ü.
Å.ßêóòà

4. Â öèëèíäðè÷åñêèé ñòàêàí íàëèòà âîäà äî óðîâíÿ
0h  = 10 ñì ïðè òåìïåðàòóðå 0 0 Ct = ° . Â ñòàêàí áðîñàþò

àëþìèíèåâûé øàðèê, âûíóòûé èç äðóãîãî ñîñóäà ñ âîäî é,
êèïÿùåé ïðè òåìïåðàòóðå ê 100 Ct = ° . Ïðè ýòîì óðîâåíü
âîäû â ñòàêàíå ïîâûøàåòñÿ íà x = 1 ñì. Êàêîé áóäåò
óñòàíîâèâøàÿñÿ òåìïåðàòóðà â ñòàêàíå? Óäåëüíûå òåïë îåì-
êîñòè âîäû è àëþìèíèÿ ( )â 4200 Äæ êã Ññ = × °  è

( )à 9200 Äæ êã Ññ = × ° , ïëîòíîñòè âîäû è àëþìèíèÿ
3

â 1000 êã ìr =  è 3
à 2700 êã ìr = .

Î.Øâåäîâ

9 êëàññ

1. Êàêóþ ñèëó F â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè íàäî
ïðèëîæèòü ê êîíöó íèòè â òî÷êå  À ñèñòåìû, èçîáðàæåííîé
íà ðèñóíêå 10, ÷òîáû ãðóç ìàññîé 2m  íå îòðûâàëñÿ îò
ïîäñòàâêè, à íèòü, ê äðó-
ãîìó êîíöó êîòîðîé ïðè-
êðåïëåí ãðóç ìàññîé 1m ,
îñòàâàëàñü íàòÿíóòîé?
Êàêèì ïðè ýòîì ìîæåò
áûòü óñêîðåíèå a

r
 ãðóçà

ìàññîé 1m ? Íèòü íåâåñî-
ìà è íåðàñòÿæèìà, áëîêè
íåâåñîìû, òðåíèå îòñóò-
ñòâóåò, óñêîðåíèå ñâîáîä-
íîãî ïàäåíèÿ ðàâíî  g.

Ì.Ñåìåíîâ

Ðèñ. 7

Ðèñ. 8

Ðèñ. 9

Ðèñ. 10
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2. Â öèëèíäðå ïîä ïîðøíåì íàõîäÿòñÿ âîäà è âîäÿíîé ïàð
ïðè òåìïåðàòóðå 100 C° . Ñíàðóæè öèëèíäðà – âàêóóì, íà
ïîðøíå ñòîèò ãðóç ìàññîé m = 100 êã, ïîçâîëÿþùèé ñî-
çäàòü âíóòðè öèëèíäðà äàâëåíèå 510p =  Ïà. Êàêîå êîëè÷å-
ñòâî òåïëîòû Q ñëåäóåò ñîîáùèòü ñìåñè, ÷òîáû ïîäíÿòü ãðóç
íà âûñîòó h = 1 ì îò íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ? Óäåëüíàÿ
òåïëîòà ïàðîîáðàçîâàíèÿ âîäû 62,26 10L = ×  Äæ/êã, ïëîò-
íîñòü âîäÿíîãî ïàðà 30,58 êã ìr = .

Î.Øâåäîâ

3. Âîâà è Äèìà ðåøèëè èçãîòîâèòü ïðèáîð äëÿ èçìåðåíèÿ
ñîïðîòèâëåíèÿ ðåçèñòîðîâ – îììåòð. Äëÿ ýòîãî îíè âç ÿëè
áàòàðåéêó ñ èçâåñòíûì ïîñòîÿííûì íàïðÿæåíèåì U  = 1,5 Â,
ðåçèñòîð ñ èçâåñòíûì ñîïðîòèâëåíèåì R  = 150 Îì, ìèëëè-
àìïåðìåòð ñ äèàïàçîíîì îò 0 äî 20 ìÀ, ñîåäèíèòåëüíû å
ïðîâîäà è äâå êëåììû äëÿ ïîäñîåäèíåíèÿ èçìåðÿåìîãî
ñîïðîòèâëåíèÿ. Íàðèñóéòå, êàêèå âîçìîæíûå ñõåìû îìì åò-
ðà èç ýòèõ ýëåìåíòîâ ìîãóò ñîáðàòü Âîâà è Äèìà, è î áúÿñíè-
òå, êàê â ýòèõ ñõåìàõ ïîêàçàíèÿ ìèëëèàìïåðìåòðà ìîæ íî
ïåðåâåñòè â âåëè÷èíó èçìåðÿåìîãî ñîïðîòèâëåíèÿ xR .

Þ.Ñòàðîêóðîâ

10 êëàññ

1. Òîíêóþ ãëàäêóþ îäíîðîäíóþ âåðåâêó ìàññîé m è
äëèíîé L  ðàññòåëèëè íà ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè, îáåð-
íóâ íà ïîëîâèíó îáîðîòà âîêðóã âåðòèêàëüíîé öèëèíäð è÷åñ-
êîé êîëîííû ðàäèóñîì R L= . Ïåðâîíà÷àëüíî âåðåâêó
òÿíóëè çà îáà êîíöà, íàõîäèâøèåñÿ íà îäíîì è òîì æå
ðàññòîÿíèè îò êîëîííû, ñ îäèíàêîâîé ñèëîé F, çàòåì îäèí èç
êîíöîâ îòïóñòèëè, ïðîäîëæàÿ äåéñòâîâàòü ñ òîé æå ñè ëîé íà
äðóãîé åå êîíåö. Â òå÷åíèå êàêîãî ïðîìåæóòêà âðåìåí è t
ïîñëå ýòîãî äëèíà ó÷àñòêà âåðåâêè, ñîïðèêàñàþùåãîñÿ  ñ
êîëîííîé, áóäåò îñòàâàòüñÿ íåèçìåííîé?

Ê.Ïàðôåíîâ

2. Ïî âîãíóòîìó ìîñòó, îáðàçóþùåìó äóãó îêðóæíîñòè
ðàäèóñîì R, äâèæåòñÿ âàãîíåòêà ìàññîé M . Ê âàãîíåòêå

ïðèâÿçàí òðîñ äëèíîé
L , íà êîíöå êîòîðîãî
çàêðåïëåí ãðóç ìàññîé
m (ðèñ.11). Â ìîìåíò,
êîãäà âàãîíåòêà ïðîõî-
äèëà íèæíþþ òî÷êó
ìîñòà, òðîñ áûë ðàñïî-
ëîæåí âåðòèêàëüíî, à
ñêîðîñòè âàãîíåòêè è
ãðóçà áûëè ðàâíû 1v  è

2v  ñîîòâåòñòâåííî. Íàéäèòå â ýòîò ìîìåíò ñèëó íàòÿæåí èÿ
òðîñà T è ñèëó F, ñ êîòîðîé âàãîíåòêà äàâèò íà ðåëüñû. Òðîñ
íåâåñîì è íåðàñòÿæèì, òðåíèå íå ó÷èòûâàòü, ðàçìåðàì è
âàãîíåòêè è ãðóçà ïðåíåáðå÷ü.

Ì.Ðîìàøêà

3. Àâòîìîáèëü «Êàìàç» ïðîåõàë èç Ñàíêò-Ïåòåðáóðãà â
Ìîñêâó çà âðåìÿ t  = 16 ÷, ïðîéäÿ ïî äîðîãå 720 êì è
èñòðàòèâ îáúåì V  = 200 ë äèçåëüíîãî òîïëèâà. Äâèæèòåëü-
íàÿ óñòàíîâêà àâòîìîáèëÿ ñîñòîèò èç äèçåëüíîãî äâèã àòåëÿ
âíóòðåííåãî ñãîðàíèÿ, òðàíñìèññèè è øàññè. Íàéäèòå ÊÏÄ
(ýôôåêòèâíîñòü) àâòîìîáèëÿ è åãî ñðåäíþþ ìåõàíè÷åñê óþ
ìîùíîñòü íà âñåì ïóòè, ñ÷èòàÿ, ÷òî ìåõàíè÷åñêèå ïîò åðè â
òðàíñìèññèè è øàññè ñîñòàâëÿþò a = 5%, à äâèãàòåëü ðàáî-
òàåò ïî öèêëó Äèçåëÿ, ðàáî÷èì òåëîì êîòîðîãî ÿâëÿåò ñÿ
èäåàëüíûé òðåõàòîìíûé ãàç (òåïëîåìêîñòü îäíîãî ìîëÿ
òàêîãî ãàçà â èçîõîðíîì ïðîöåññå VC  = 3 R). Öèêë Äèçåëÿ
ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ ïðîöåññîâ: àäèàáàòíîãî ñæàòèÿ ðà áî÷åãî
òåëà, èçîáàðíîãî ïîäâîäà òåïëà ê ðàáî÷åìó òåëó, àäè àáàòíî-
ãî ðàñøèðåíèÿ ðàáî÷åãî òåëà è åãî èçîõîðíîãî îõëàæä åíèÿ,

Ðèñ. 11

â êîíöå êîòîðîãî îñóùåñòâëÿåòñÿ âûïóñê ïðîäóêòîâ ñã îðà-
íèÿ òîïëèâà â àòìîñôåðó. Óäåëüíàÿ òåïëîòà ñãîðàíèÿ äè-
çåëüíîãî òîïëèâà q = 42 ÌÄæ/êã, à åãî ïëîòíîñòü
r  = 0,82 êã/ë. Ìàêñèìàëüíûé îáúåì êàìåðû ñãîðàíèÿ
6000 ìë, ìèíèìàëüíûé 375 ìë, ìàêñèìàëüíûé îáúåì â
èçîáàðíîì ïðîöåññå 1500 ìë, ìàêñèìàëüíîå äàâëåíèå 4 0 àòì,
ìàêñèìàëüíîå äàâëåíèå ïðè èçîõîðíîì îõëàæäåíèè 6 àò ì.

Þ.Ñòàðîêóðîâ

4. Íàéäèòå ñîïðîòèâëåíèå ìåæäó êëåììàìè À è Â áåñêî-
íå÷íîé öåïè, ñõåìà êîòîðîé èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 12 .
Ñîïðîòèâëåíèå êàæäîãî ðåçèñòîðà ðàâíî R.

Ä.Õàðàáàäçå

11 êëàññ

1. Íà ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè ïîêîèòñÿ ãëàäêà ÿ
ãîðêà âûñîòîé Í  è ìàñ-
ñîé M , à íà åå âåðøèíå
ëåæèò íåáîëüøàÿ øàé-
áà ìàññîé m (ðèñ.13).
Ïîñëå ëåãêîãî òîë÷êà
øàéáà ñêàòûâàåòñÿ ñ
ãîðêè è ñêîëüçèò ïåð-
ïåíäèêóëÿðíî ìàññèâ-
íîé âåðòèêàëüíîé ñòåíêå, äâèæóùåéñÿ ïî ïëîñêîñòè â ñòîðî-
íó ãîðêè. Èñïûòàâ àáñîëþòíî óïðóãîå ñòîëêíîâåíèå ñî
ñòåíêîé, øàéáà ñêîëüçèò â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè, ê ã îðêå.
Ñ êàêîé ìèíèìàëüíîé ñêîðîñòüþ u äîëæíà äâèãàòüñÿ ñòåíêà,
÷òîáû øàéáà ñìîãëà ïðåîäîëåòü ãîðêó?

Ì.Ñåìåíîâ

2. Íà pV -äèàãðàììå (ðèñ.14) ïðåäñòàâëåí öèêë 1–2–3–4,
êîòîðûé ïðîâîäèòñÿ ñ èäåàëüíûì îäíîàòîìíûì ãàçîì. Ó ÷à-
ñòêè 2–3 è 4–1 öèêëà ñîîòâåò-
ñòâóþò èçîõîðíûì ïðîöåññàì, íà
ó÷àñòêàõ 1–2 è 3–4 öèêëà äàâëå-
íèå ãàçà èçìåíÿåòñÿ ïðÿìî ïðî-
ïîðöèîíàëüíî åãî îáúåìó. Äàâ-
ëåíèå ãàçà â ñîñòîÿíèÿõ 1 è 3
îäíî è òî æå. Íàéäèòå ÊÏÄ
ýòîãî öèêëà, åñëè îòíîøåíèå ìàê-
ñèìàëüíîãî îáúåìà ãàçà ê åãî
ìèíèìàëüíîìó îáúåìó n = 1,5.

À.ßêóòà

3. Íà äëèííûé (ïîëóáåñêîíå÷-
íûé) äåðåâÿííûé áðóñîê íàìî-
òàíû âîñåìü îäèíàêîâûõ äëèí-
íûõ ïðîâîëîê, íà÷àëà êîòîðûõ
ïîïàðíî ñîåäèíåíû, êàê ïîêàçà-

Ðèñ. 12

Ðèñ. 13

Ðèñ. 14
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ÊÌØ

Çàäà÷è
(ñì. «Êâàíò» ¹3)

1. Îò Ã ê À. Êîãäà òåïëîõîä ïëûâåò îò Á äî Ã, îí ïðîïëûâàåò
ìèìî Â, ïîñëå ÷åãî åìó ïëûòü åùå ÷àñ. Çíà÷èò, äîðîãà îò Á äî
Â çàíèìàåò 1 ÷àñ. À â îáðàòíóþ ñòîðîíó çà ÷àñ ìîæíî óïëûòü
äàëüøå – îò Â äî À! Òåì ñàìûì, îò Á äî Â ìåøàåò ïëûòü
òå÷åíèå.
2. Ñì. ðèñ. 1.

3. Åñëè ðàñêðàñèòü êâàäðàòèêè â äâà öâåòà òàê, êàê ïîêàçàíî
íà ðèñóíêå 2, òî ðåøåíèå ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíûì. Îáùå å ÷èñëî
êâàäðàòèêîâ â êàæäîì ñòóïåí÷àòîì êâàäðàòå ðàâíî  ( )22 1n n+ - .
4. Áàðîí íå îøèáàåòñÿ, ïîñêîëüêó

1 1 1 1 11
1

12 99 100 100
1 1 1 10

10 11 98 99 10 11 98 99 10
× ×¼× × = × ×¼× × = =

è
1 1 1 1

1 1 1
100 101

1
998 999

× ×¼× × =

= 101 102 999 1000 1000
10

100 101 998 999 100
× ×¼× × = = .

Ðèñ. 1 Ðèñ. 2

Êîíêóðñ «Ìàòåìàòèêà 6–8»

(ñì. «Êâàíò» ¹1)

16. 2 2b a- . Âûñîòà òðàïåöèè äåëèò åå áîëüøåå îñíîâàíèå íà

îòðåçêè 
2

y x-
 è 

2
y x+

 (ðèñ. 3). Äâàæäû ïðèìåíèâ òåîðåìó

Ïèôàãîðà, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî 
2 2

2 2

2 2
y x y x

ba
- +æ ö æ ö- = -ç ÷ ç ÷

è ø è ø
, èç

êîòîðîãî ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåòñÿ îòâåò.

17. Âîïðîñ â ýòîé çàäà÷å áûë ïîñòàâëåí íå âïîëíå êîððå êòíî.
Äåëî â òîì, ÷òî îïèñàííàÿ â óñëîâèè çàäà÷è ñèòóàöèÿ  íåâîç-
ìîæíà. Åñëè áû øàðèê äâèãàëñÿ òàê, êàê ñêàçàíî â óñ ëîâèè, òî
îòðàæåíèÿ äåéñòâèòåëüíî ïðîèñõîäèëè áû ïîñëåäîâàòåë üíî îò
ñòîðîí BC, CD , DA , AB è òàê äàëåå ïî öèêëó. Çàíóìåðóåì
çâåíüÿ òðàåêòîðèè øàðèêà ïîäðÿä ÷èñëàìè 1, 2, …, 20 11 (èõ íà
îäíî áîëüøå, ÷åì îòðàæåíèé). Çàìåòèì, ÷òî çâåíüÿ ñ íå÷åòíû-
ìè íîìåðàìè áóäóò ïàðàëëåëüíû äðóã äðóãó è çâåíüÿ ñ  ÷åòíû-
ìè íîìåðàìè áóäóò ïàðàëëåëüíû äðóã äðóãó – òàê êàê óãëû,
ïîä êîòîðûìè ïðîèñõîäÿò îòðàæåíèÿ, ÷åðåäóþòñÿ, ïðèí èìàÿ
âñåãî äâà ðàçíûõ çíà÷åíèÿ (ñóììà ýòèõ äâóõ çíà÷åíèé  ðàâíà 90

5. Øïèîí ìîæåò ïîñòóïèòü òàê. Îí îáõîäèò øòàá ïî êðóãó ,
ñ÷èòàÿ êîìíàòû, è íà î÷åðåäíîé äîñêå (ïðåäâàðèòåëüí î âñå ñ
íåå ñòèðàÿ) ïèøåò ïîðÿäêîâûé íîìåð êîìíàòû, â êîòîð îé
ñòîèò ýòà äîñêà. Òàê îí äåéñòâóåò, ïîêà íå âñòðåòèò  êîìíàòó ñ
äîñêîé, íà êîòîðîé íàïèñàíà åäèíèöà. Ýòî, âîçìîæíî,  åùå íå
èñõîäíàÿ êîìíàòà (â øòàáå èçíà÷àëüíî ìîãëè áûòü äîñ êè, íà
êîòîðûõ íàïèñàíà åäèíèöà). Îí äîïèñûâàåò ê 1 íà ýòî é äîñêå
çâåçäî÷êó, âîçâðàùàåòñÿ â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè â êî ìíàòó,
èç êîòîðîé íà÷èíàë îáõîä, è ïðîâåðÿåò, ïîÿâèëàñü ëè  ðÿäîì ñ
åäèíèöåé çâåçäî÷êà. Åñëè ïîÿâèëàñü, òî øïèîí îáîøåë  âåñü
øòàá è óçíàë êîëè÷åñòâî êîìíàò â íåì. Åñëè íåò, íàä î âåðíóòü-
ñÿ ê äîñêå ñ 1 è çâåçäî÷êîé, çàìåíèòü íàäïèñü íà î÷ åðåäíîé
íîìåð è ïðîäîëæèòü îáõîä.

íî íà ðèñóíêå 15. Íàéäèòå ñîïðîòèâëåíèå 12R  ìåæäó òî÷êà-
ìè 1 è 2 ýòîé áåñêîíå÷íîé öåïè â âèäå «÷óëêà», íàäåòîãî íà
áðóñîê, åñëè ñîïðîòèâëåíèå ó÷àñòêà ïðîâîäà, íàõîäÿù åãîñÿ
ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè ïåðåñå÷åíèÿìè ïðîâîëîê, ðàâíî  R.
Â êàæäîé òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ ïðîâîëîê èìååòñÿ ýëåêòðè ÷åñ-
êèé êîíòàêò.

Þ.Ñòàðîêóðîâ

4. Òÿæåëûé ìåòàëëè÷åñêèé ñòåðæåíü AB (ðèñ.16) ïîäâå-
øåí â ãîðèçîíòàëüíîì ïîëîæåíèè íà äâóõ ëåãêèõ âåðòè êàëü-
íûõ ïðîâîäàõ â ëàáîðàòîðèè, ãäå â íåêîòîðîì îáúåìå ñîçäà-
íî îäíîðîäíîå ìàãíèòíîå ïîëå, ëèíèè èíäóêöèè êîòîðî ãî
âåðòèêàëüíû. Ó÷àñòîê CD  ñòåðæíÿ âñå âðåìÿ íàõîäèòñÿ â
ìàãíèòíîì ïîëå, à ïðîâîäà-ïîäâåñêè íàõîäÿòñÿ âíå ïî ëÿ. Â
ïåðâîì îïûòå íà ñòåðæåíü ïîäàëè íàïðÿæåíèå, è â íåì  î÷åíü
áûñòðî âîçíèê òîê ñèëîé I . Ìàêñèìàëüíûé óãîë, íà êîòîðûé

Ðèñ. 15

Ðèñ. 16

ïîäâåñêè ñòåðæíÿ îòêëî-
íèëèñü îò âåðòèêàëè, áûë
ïðè ýòîì a  = 60°. Âî âòî-
ðîì îïûòå ñèëó òîêà ÷åðåç
ñòåðæåíü ïëàâíî óâåëè÷è-
âàëè îò íóëÿ äî òîãî æå
çíà÷åíèÿ I . Íà êàêîé óãîë
b  îòêëîíèëèñü ïîäâåñêè
âî âòîðîì îïûòå?

Ì.Ðîìàøêà

5. Äâå ñîáèðàþùèå ëèí-
çû ñ ôîêóñíûìè ðàññòîÿ-
íèÿìè 1F  = 20 ñì è

2F  = 10 ñì ðàñïîëîæåíû
íà îäíîé ïðÿìîé òàê, ÷òî
èõ ãëàâíûå îïòè÷åñêèå îñè ñîâïàäàþò. Ýòà ñèñòåìà ëè íç
ôîðìèðóåò äåéñòâèòåëüíîå èçîáðàæåíèå ïðÿìîóãîëüíèêà  ñî
ñòîðîíàìè 1a  = 1 ìì è 1b  = 2 ìì, òàêæå ÿâëÿþùååñÿ
ïðÿìîóãîëüíèêîì. Ñòîðîíà 1a  ïðÿìîóãîëüíèêà ëåæèò íà
ãëàâíîé îïòè÷åñêîé îñè ñèñòåìû. Íà êàêîì ðàññòîÿíèè  L
äðóã îò äðóãà ðàñïîëîæåíû ëèíçû? Êàêîâû ðàçìåðû èçî áðà-
æåíèÿ 2a  è 2b ?

Î.Øâåäîâ

Ïóáëèêàöèþ ïîäãîòîâèëè Ì.Ñåìåíîâ, À.ßêóòà
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Ê Â À Í T $ 2 0 1 0 / ¹ 456

ÊÀËÅÉÄÎÑÊÎÏ «ÊÂÀÍÒÀ»

1. Èñïîëüçóÿ êâàäðèðîâàíèå Êîëìîãîðîâà, ìîæíî óòâåðæ-
äàòü, ÷òî åñëè ïðîäåëàòü 500 øàãîâ ðàçáèåíèÿ, òî ñó ììà ïå-
ðèìåòðîâ êâàäðàòèêîâ, ïåðåñåêàþùèõñÿ ñ ãëàâíîé äèàã îíà-
ëüþ, ðàâíà 4 • 500 = 2000, ÷òî áîëüøå 1993.
2. Åñëè ðàçáèâàåìûé êâàäðàò èìååò ñòîðîíó äëèíû 2 n – 1, òî

ãðàäóñîâ). Òîãäà ïåðâîå
è ïîñëåäíåå çâåíüÿ ïà-
ðàëëåëüíû äðóã äðóãó.
Íî îáà îíè ïðîõîäÿò ÷å-
ðåç âåðøèíó A, à ñëåäî-
âàòåëüíî, ñîâïàäàþò!
Èíûìè ñëîâàìè, øàðèê
âåðíóëñÿ â âåðøèíó A
ïî òîìó æå çâåíó, ÷òî è
âûëåòåë èç íåå. Ýòî çíà-
÷èò, ÷òî â êàêîé-òî ìî-

ìåíò øàðèê ïðîñòî ñòàë äâèãàòüñÿ íàçàä ïî óæå ïðîéä åííîé
òðàåêòîðèè, ÷òî âîçìîæíî òîëüêî åñëè îäèí èç óäàðîâ  î áîðò
áûë ïîä óãëîì 90 ãðàäóñîâ. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëî âèþ –
âåäü ïåðâûé óäàð áûë íå â âåðøèíó, è, çíà÷èò, ïåðâû é óãîë
áûë îòëè÷åí îò 90 ãðàäóñîâ, à òîãäà è âñå óãëû îòëè ÷íû îò 90
ãðàäóñîâ.
Ïîýòîìó ïðàâèëüíûé îòâåò â ýòîé çàäà÷å – òàê íå áûâ àåò!
Ïðèíîñèì ñâîè èçâèíåíèÿ çà íå âïîëíå êîððåêòíóþ ôîð ìóëè-
ðîâêó è ñîâåòóåì âíèìàòåëüíî ïðîâåðÿòü ïîëó÷åííûå ð åçóëü-
òàòû. Íàïðèìåð, ìíîãèå î÷åíü áûñòðî ðåøàþò ñëåäóþùó þ çà-
äà÷ó: «Íàéäèòå ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ñ ãè-
ïîòåíóçîé 10 è âûñîòîé 6, îïóùåííîé íà ãèïîòåíóçó».  Ïî
ôîðìóëå ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà ïëîùàäü äîëæíà ðàâíÿòü ñÿ
ïîëîâèíå ïðîèçâåäåíèÿ îñíîâàíèÿ íà âûñîòó, ò.å. 30.  Íî íà

ñàìîì äåëå òàêîãî òðåó-
ãîëüíèêà íå ñóùåñòâóåò –
ïðîâåðüòå, ÷òî ñàìîå áîëü-
øîå âîçìîæíîå çíà÷åíèå
âûñîòû ïðÿìîóãîëüíîãî
òðåóãîëüíèêà, îïóùåííîé
íà ãèïîòåíóçó äëèíû 10,
ðàâíî 5.
18. Äà. Ðàññìîòðèì ïðîèç-
âîëüíóþ ÷åòâåðêó êëåòîê,
öåíòðû êîòîðûõ îáðàçóþò
ïðÿìîóãîëüíèê ñî ñòîðîíà-
ìè 3 è 4. Ïóñòü â ýòèõ

êëåòêàõ íàïèñàíû ÷èñëà a, b, c è d (ðèñ. 4). Òîãäà âåðíû ðà-
âåíñòâà 0a b c b c d a b d a c d+ + = + + = + + = + + = , îòêóäà
ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî a = b = c = d.  Íî òîãäà 3 a = 0. Çíà÷èò, âî
âñåõ êëåòêàõ íàïèñàíû íóëè.
19. Óêàçàíèå. Ïðîâåðüòå, ÷òî òðîéêà a, b, c èç óñëîâèÿ – ýòî
÷èñëà 2101 , 101 • 103 è 2103  (â òàêîì ïîðÿäêå).
20. 12. Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî åñëè îòêðûòî ìåíüøå ïîëîâ èíû
êàáèíåòîâ, òî êîìåíäàíò ñìîæåò îòêðûòü åùå õîòÿ áû îäèí
êàáèíåò. Ïóñòü êîìåíäàíò îòêðûë 12n £  êàáèíåòîâ. Ýòî îç-
íà÷àåò, ÷òî íå áîëüøå 12 êàáèíåòîâ îòêðûòî íå ñâîèì  êëþ-
÷îì, ò.å. ñðåäè îñòàâøèõñÿ 25 13n- ³  êëþ÷åé íå áîëåå äâå-
íàäöàòè ìîãóò ïîäîéòè òîëüêî ê óæå îòêðûòûì êàáèíåò àì.
Çíà÷èò, åñòü õîòÿ áû îäèí êëþ÷, êîòîðûé îòêðîåò îäè í èç
ïîêà åùå çàïåðòûõ êàáèíåòîâ.
Ïðèâåäåì ïðèìåð, êîãäà êîìåíäàíò îòêðîåò òîëüêî 13 äâåðåé.
Ïóñòü êëþ÷ ñ íîìåðîì n, ãäå 14 25n£ £ , îòêðûâàåò (ïîìèìî
êàáèíåòà n) åùå è êàáèíåò ñ íîìåðîì 26 – n (íî íå íàîáîðîò).
Òîãäà êîìåíäàíò ìîæåò îòêðûòü êàáèíåòû ñ 1 ïî 12 ýò èìè
êëþ÷àìè, 13-é êàáèíåò îí îòêðîåò êëþ÷îì ¹13, à îñòà âøèåñÿ
äâåíàäöàòü êàáèíåòîâ ñ 14 ïî 25 òàê è îñòàíóòñÿ çàï åðòû.

Ðèñ. 3

Ðèñ. 4

ÇÀÄÀ×È ÍÀ ÓÐÀÂÍÅÍÈÅ ÌÎÌÅÍÒÎÂ ÑÈË

1. Ò = 600 Í.    2.  ä 180 HF = . 3. õ = 0,2 ì.
4. m = 25 ã.    5. ä 150 ÍF = . 6. F = 9 Í.
7. min 45a = ° .  8. min 75 HF = . 9. Ò = 25 Í.
10. arctg 0,2a = .

XXXI ÒÓÐÍÈÐ ÃÎÐÎÄÎÂ

ÇÀÄÀ×È ÂÅÑÅÍÍÅÃÎ ÒÓÐÀ

Áàçîâûé âàðèàíò

8–9 êëàññû

1. Ñëîæèâ ðàâåíñòâà äëÿ ñëèâ è ÿáëîê ïî âñåì êîðçèíà ì, ïî-
ëó÷èì ÷òî îáùåå ÷èñëî ñëèâ â 5 ðàç áîëüøå îáùåãî ÷è ñëà ÿá-
ëîê. Àíàëîãè÷íî, îáùåå ÷èñëî ÿáëîê â 5 ðàç áîëüøå î áùåãî
÷èñëà ãðóø, ò.å. â 25 ðàç áîëüøå îáùåãî ÷èñëà ñëèâ.  Èòîãî,
îáùåå ÷èñëî ôðóêòîâ â 31 ðàç áîëüøå îáùåãî ÷èñëà ãð óø.
2. Íåò. Ìàëûø ïðîâîäèò ðàçðåç ÷å-
ðåç âûáðàííóþ Êàðëñîíîì òî÷êó K  è
öåíòð O òîðòà (ðèñ.6), åñëè Êàðëñîí
âûáðàë O – ïðîâîäèò ëþáîé âîçìîæ-
íûé ðàçðåç. Ïðÿìàÿ m, ïðîâåäåííàÿ
÷åðåç O ïåðïåíäèêóëÿðíî KO , âìåñòå
ñ ïðÿìîé KO  äåëÿò òîðò íà 4 îäèíà-
êîâûõ êóñêà. Îáà êóñêà, êîòîðûå ìî-
æåò îòñå÷ü Êàðëñîí (îòðåçêîì, ïà-
ðàëëåëüíûì m), íå ìåíüøå ýòèõ ÷åò-
âåðòèíîê.
3. à) Îäíó. Ïðîâåäåì îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì íà ñòîðîíå  óãëà,
ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç åãî âåðøèíó. Åñëè îíà ïåðåñå÷åò äð óãóþ
ñòîðîíó óãëà, óãîë áûë îñòðûì.
á) Ïðîâåäåì îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â âåðøèíå O íàøåãî
óãëà. Ïóñòü îíà ïåðåñåêàåò ñòîðîíû óãëà â òî÷êàõ A è B. Íà-
÷èíàÿ ñ òî÷êè A, áóäåì îòêëàäûâàòü öèðêóëåì íà ýòîé îê-
ðóæíîñòè äóãè, ðàâíûå äóãå AB. Åñëè, îòëîæèâ 360 òàêèõ
äóã, ìû îáîéäåì îêðóæíîñòü ðîâíî 31 ðàç, òî 31AOBÐ = °.
4. Ïîñòðîèì èç ó÷àñòíèêîâ ñàìûé äëèííûé ðÿä òàê, ÷òî áû
çíàêîìûå ñòîÿëè ðÿäîì. Âñå òðîå çíàêîìûõ êðàéíåãî ( îáî-
çíà÷èì åãî À) äîëæíû áûòü â ðÿäó (èíà÷å ðÿä ìîæíî óäëè-
íèòü). Îáîçíà÷èì ÷åðåç B è C òåõ çíàêîìûõ, êîòîðûå íå ñòî-
ÿò ðÿäîì ñ À. Åñëè, ìåæäó À è B ( À è C) ñòîèò ÷åòíîå ÷èñëî
÷åëîâåê, òî îíè âìåñòå ñ À è B ( À è C) îáðàçóþò èñêîìóþ
ãðóïïó. Åñëè æå îáà ýòè ÷èñëà íå÷åòíû, òî è ìåæäó B è C
ñòîèò íå÷åòíîå ÷èñëî ÷åëîâåê, è îíè âìåñòå ñ À, B è C îáðà-
çóþò èñêîìóþ ãðóïïó
5. 1. Èç ÷åòûðåõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ êâàäðàòîâ (çà 3 îï åðà-
öèè) ìîæíî ïîëó÷èòü ÷èñëî 4:

( )2 21 2 1n n n+ - = + , ( ) ( )2 23 2 2 5n n n+ - + = + ,

 ( ) ( )2 5 2 1 4n n+ - + = .

Ðèñ. 6

÷èñëî êâàäðàòîâ â íåì
ìîæíî ïîñ÷èòàòü ïî ôîð-

ìóëå ( )2 21
2 1

3
n n + .

3. Ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå
êâàäðàòà íà òðè êëàññà
ðàâíûõ êâàäðàòîâ, â êî-
òîðîì ïî 14 êâàäðàòîâ
êàæäîãî èç òðåõ ðàçìå-
ðîâ 1 1´ , 2 2´  è 3 3´ ,
è âñåãî 52 êâàäðàòà
(ðèñ.5). Âîîáùå, êâàä-
ðàò ìîæíî ðàçðåçàòü íà
ëþáîå ÷èñëî êëàññîâ
ðàâíûõ êâàäðàòîâ. Ðèñ. 5
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Ïîëó÷èì òàê 24 ÷åòâåðêè èç ÷èñåë 2 2 26 ,7 , ,101K , à 20 ÷åòâå-
ðîê ïîïàðíûì âû÷èòàíèåì ïðåâðàòèì â íóëè. Èç ÷èñåë 4, 9,
16, 25 ïîëó÷èì 14 = (25 – 4) – (16 – 9). Îñòàëîñü ç àìåòèòü,
÷òî 4 – (14 – 4 – 4 – 4) – 1 = 1.

10–11 êëàññû

1. Àíàëîãè÷íî ðåøåíèþ çàäà÷è 1 áàçîâîãî âàðèàíòà äëÿ  8–9
êëàññîâ, îáùåå ÷èñëî áàíàíîâ â 2009 ðàç áîëüøå ÷èñë à ëèìî-
íîâ, êîòîðîå â 2009 ðàç áîëüøå ÷èñëà àíàíàñîâ. Ïîýò îìó îá-
ùåå ÷èñëî ôðóêòîâ â 22009  + 2009 + 1 ðàç áîëüøå ÷èñëà àíà-
íàñîâ. Òàê êàê ( )2009 6 mod 31º - , òî

( ) ( )222009 2009 1 6 6 1 0 mod 31+ + º - - + º .

3. Ìîæíî.
Ïåðâîå ðåøåíèå.  Ïîäîéäóò ÷åòûðå ïðàâèëüíûõ øåñòèóãîëü-
íèêà, ìàëàÿ äèàãîíàëü êîòîðûõ ðàâíà ðåáðó îêòàýäðà.  Â êàæ-

äîì òàêîì øåñòèóãîëü-
íèêå çàêðàñèì òðåó-
ãîëüíèê, îáðàçîâàííûé
äèàãîíàëÿìè øåñòè-
óãîëüíèêà, à ãðàíè îê-
òàýäðà ðàñêðàñèì â
øàõìàòíîì ïîðÿäêå
(ðèñ.7). Íàëîæèì øåñ-

òèóãîëüíèêè çàêðàøåííûìè òðåóãîëüíèêàìè íà çàêðàøåí íûå
ãðàíè è çàãíåì áåëûå òðåóãîëüíûå ÷àñòè øåñòèóãîëüíè êîâ íà
ñîñåäíèå ãðàíè.
Âòîðîå ðåøåíèå.  Îêðàñèì 8 ãðàíåé îêòàýäðà â øàõìàòíîì
ïîðÿäêå. Áåëûå ãðàíè ðàçðåæåì íà ïîëîâèíêè ïðàâèëüí ûõ

øåñòèóãîëüíèêîâ, êàê ïîêà-
çàíî íà ðèñóíêå 8 ñëåâà, à
÷åðíûå – êàê ïîêàçàíî íà ðè-
ñóíêå 8 ñïðàâà. Ïðè ëþáîé
ñòûêîâêå ñîñåäíèõ ãðàíåé ïî-
ëîâèíêè øåñòèóãîëüíèêîâ
ñêëåèâàþòñÿ â öåëûå øåñòè-
óãîëüíèêè.

Ñëîæíûé âàðèàíò

8–9 êëàññû

1. Ðàçðåæåì îáà êóñêà, ïîëó÷èâøèõñÿ ïðè ïåðâîì ðàçðå çà-
íèè. Ïîëó÷àòñÿ 4 êóñêà, ÷üè âåñà îòíîñÿòñÿ êàê 1 : a : a : 2a .
Äîñòàòî÷íî âûáðàòü òàêîå a, ÷òîáû 1 + 2 a = 2a . Ïîëîæè-
òåëüíûé êîðåíü ýòîãî óðàâíåíèÿ a = 1 + 2 .
2. 1 : 2. Ïðîâåäåì ñðåäíþþ ëèíèþ MN  òðåóãîëüíèêà ACP
(ïàðàëëåëüíóþ AP) . Ïî òåîðåìå Ôàëåñà OM / PN =

= BO/BP, ïîýòîìó OM = PN  = 
1
2

PC .

3. à) –997. Îöåíêà . Åñëè äâà ñîñåäíèõ ïðîèçâåäåíèÿ ðàâíû,
òî ïåðâîå ÷èñëî ëåâîãî ðàâíî ïîñëåäíåìó ÷èñëó ïðàâî ãî, ò.å.
ðàâíû ÷èñëà ÷åðåç 10 ìåñò. Òàê êàê 10 è 999 âçàèìíî  ïðîñòû,
òî, øàãàÿ ïî 10, ìû îáîéäåì âñå ÷èñëà. Íî ñðåäè ÷èñ åë åñòü
ðàçíûå, çíà÷èò, è ñðåäè ïðîèçâåäåíèé – òîæå. Èòàê, åñòü
õîòÿ áû îäíî ïðîèçâåäåíèå, ðàâíîå 1.
Âîò ïðèìåð , ãäå ðîâíî îäíî ïðîèçâåäåíèå ðàâíî 1, à îñòàëü-
íûå 998 – ïî –1: åñëè íîìåð ÷èñëà îêàí÷èâàåòñÿ íà 9 , ñòàâèì
–1, èíà÷å ñòàâèì 1. Òîãäà åäèíñòâåííîå ïîëîæèòåëüíî å ïðî-
èçâåäåíèå – ñ 999-ãî ìåñòà ïî 9-å.
á) 995. Ïðèìåð . Äâå –1 ðÿäîì, îñòàëüíûå 1. Òîãäà îòðèöà-
òåëüíûìè áóäóò òîëüêî òå ïðîèçâåäåíèÿ, êóäà îäíà –1  âõî-
äèò, à äðóãàÿ – íåò, ò.å. ðîâíî 2.
Îöåíêà . Ïðîèçâåäåíèå âñåõ ïðîèçâåäåíèé ðàâíî 10-é ñòåïåíè
ïðîèçâåäåíèÿ âñåõ ÷èñåë, ò.å. ðàâíî 1. Çíà÷èò, ñðåä è ïðîèç-
âåäåíèé ÷åòíîå ÷èñëî ìèíóñ åäèíèö, ò.å. íå ìåíüøå ä âóõ.
4. Ìîæåò.

Ðèñ. 7

Ðèñ. 8

Ðàññìîòðèì ÷èñëî

9999
10 10 10

0

10 10 10 10
k

k

n
=

= = + + +å K .

Åãî äåñÿòè÷íàÿ çàïèñü ñîñòîèò èç ñòà åäèíèö è áîëüø îãî ÷èñ-
ëà íóëåé. Âîçâåäåì ýòî âûðàæåíèå â êóá ñëåäóþùèì îá ðà-
çîì: ðàññìîòðèì òðè òàêèõ âûðàæåíèÿ, ïåðåìíîæèì èõ,  ðàñ-
êðûâ ñêîáêè, íî íå áóäåì ïðèâîäèòü ïîäîáíûå. Ïîëó÷è ì

3100  ñëàãàåìûõ, êàæäîå èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ ÷èñ ëà
10.
Åñëè áû âñå ñëàãàåìûå áûëè ðàçíûìè, òî ïðè ñóììèðîâ àíèè
ìû ïîëó÷èëè áû ÷èñëî, äåñÿòè÷íàÿ çàïèñü êîòîðîãî ñî ñòîèò
èç 3100  åäèíèö è íåêîòîðîãî êîëè÷åñòâà íóëåé, ò.å. ñóììà
öèôð ðàâíÿëàñü áû 3100 . Ê ñîæàëåíèþ, íåêîòîðûå ñëàãàå-
ìûå áóäóò îäèíàêîâûìè. Íî åñëè ìû äîêàæåì, ÷òî îäèí àêî-
âûõ ñëàãàåìûõ êàæäîãî òèïà ìåíüøå äåñÿòè, òî ïðè ñë îæå-
íèè íå áóäåò ïðîèñõîäèòü ïåðåíîñîâ â ñëåäóþùèé ðàçð ÿä è
ñóììà öèôð ÷èñëà áóäåò äåéñòâèòåëüíî ðàâíà 3100 .
Ïîñìîòðèì, ñêîëüêî îäèíàêîâûõ ñëàãàåìûõ îäíîãî òèïà  ìî-
æåò ïîëó÷èòüñÿ. Êàæäîå èç òàêèõ ñëàãàåìûõ ïîëó÷àåòñ ÿ èç
ïðîèçâåäåíèÿ òðåõ ÷èñåë: ïåðâîå ÷èñëî ñ 10p  íóëÿìè áåðåòñÿ
èç ïåðâîé ñêîáêè, âòîðîå ñ 10q  íóëÿìè – èç âòîðîé, à òðåòüå
ñ 10r  íóëÿìè – èç òðåòüåé. Çàìåòèì, ÷òî ñëàãàåìîå ñ òàêè ì
æå êîëè÷åñòâîì íóëåé ìîæíî ïîëó÷èòü, òîëüêî ïåðåìíî æàÿ
ýòè æå òðè ÷èñëà, âçÿòûå â äðóãîì ïîðÿäêå (ïîäóìàéò å, ïî÷å-
ìó!). Íî âñåãî åñòü ìàêñèìóì 3! = 6 ñïîñîáîâ âûáðàò ü òðè
äàííûõ ÷èñëà èç òðåõ ñêîáîê, ïîýòîìó îäèíàêîâûõ ñëà ãàåìûõ
êàæäîãî òèïà ìîæåò áûòü ìàêñèìóì 6.
Çíà÷èò, ïðè ñóììèðîâàíèè ñëàãàåìûõ íå áóäåò ïðîèñõî äèòü
ïåðåíîñîâ â ñëåäóþùèé ðàçðÿä, è ñóììà öèôð ÷èñëà 3n  áó-
äåò ðàâíÿòüñÿ 3100 .
5. Ðåøåíèå àíàëîãè÷íî ðåøåíèþ çàäà÷è Ì2189 «Çàäà÷íèê à
«Êâàíòà» è áóäåò îïóáëèêîâàíî ïîçæå.
6. Ñì. ðåøåíèå çàäà÷è 5 äëÿ 9 êëàññà LXXIII Ìîñêîâñêîé
ìàòåìàòè÷åñêîé îëèìïèàäû â ýòîì íîìåðå æóðíàëà.
7. 40. Îöåíêà.  Íà îäíîé âåðòèêàëè ìîæåò áûòü íå áîëåå äâóõ
áëîõ, ïðûãàþùèõ ïî âåðòèêàëè (èíà÷å áëîõè, íàõîäÿùè åñÿ â
êëåòêàõ îäíîãî öâåòà, âñòðåòÿòñÿ). Òî æå âåðíî äëÿ ãîðèçîí-
òàëåé. Èòîãî íà 20 ãîðèçîíòàëÿõ è âåðòèêàëÿõ – íå á îëåå 40
áëîõ.
Ïðèìåð . ßñíî, ÷òî áëîõè ñ êëåòîê ðàçíûõ öâåòîâ íå ñìîãóò
âñòðåòèòüñÿ. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî óêàçàòü òîëüêî 20 « áåëûõ»
áëîõ (ðàñïîëîæåíèå «÷åðíûõ» áëîõ ìîæíî ïîëó÷èòü, íà ïðè-
ìåð, ñèììåòðèåé îòíîñèòåëüíî ñðåäíåé ëèíèè).
Íà ðèñóíêå 9, à íàðèñîâàíà îäíà «âåðòèêàëüíàÿ» áëîõà Â è
âñå çàïðåùåííûå ïîëîæåíèÿ «ãîðèçîíòàëüíûõ» áëîõ, (ò .å. òå,

íà÷èíàÿ ñ êîòîðûõ, «ãîðèçîíòàëüíàÿ» áëîõà ìîæåò îêà çàòüñÿ
ñ Â íà îäíîé êëåòêå). Êàê âèäèì, çàïðåùåííûå êëåòêè  îáðà-
çóþò äâà ïðÿìîóãîëüíèêà, ïîñòðîåííûõ íà ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç
Â äèàãîíàëÿõ. Íà ðèñóíêå 9, á ðàçìåùåíû 10 «âåðòèêàëüíûõ»
áëîõ è âñå çàïðåùåííûå èìè ïîëîæåíèÿ «ãîðèçîíòàëüíû õ».
Ìû âèäèì, ÷òî â êàæäîé ãîðèçîíòàëè îñòàëàñü õîòÿ áû  îäíà
íåçàïðåùåííàÿ áåëàÿ êëåòêà, êóäà ìîæíî ïîñàäèòü «ãî ðèçîí-
òàëüíóþ» áëîõó.

Ðèñ. 9
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10–11 êëàññû

1. Ìîæíî. Åñëè ïðÿìàÿ íå ïàðàëëåëüíà îñÿì êîîðäèíàò,  òî
ïàðíàÿ ê íåé ïåðåñåêàåòñÿ ñ íåé íà îñè Oy . Äëÿ ïðÿìîé, ïà-
ðàëëåëüíîé îäíîé èç îñåé, ïàðíàÿ ïåðåñåêàåòñÿ ñ íåé  íà áèñ-
ñåêòðèñå ïåðâîãî êîîðäèíàòíîãî óãëà.
2. à) Ìîæíî. Ñì. ðåøåíèå çàäà÷è 1 ñëîæíîãî âàðèàíòà ä ëÿ
8–9 êëàññîâ.
á) Íåëüçÿ. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå: ïîñëå íåñêîëüêèõ ðàç ðåçà-
íèé óäàëîñü ðàçáèòü âñå êóñêè íà äâå ðàâíûå êó÷êè. Áåç îã-
ðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìû ðåçàëè íà êàæ-
äîì øàãó âñå èìåþùèåñÿ êóñêè. Ïîñëå k øàãîâ ïîëó÷èëèñü
êóñêè, ÷üè âåñà îòíîñÿòñÿ êàê 21 : : : : : ka a a aK , ïðè÷åì 1
è ka  ñîîòâåòñòâóåò ðîâíî ïî îäíîìó êóñêó. Ïîäñòàâèâ âìå ñòî

a íåñîêðàòèìóþ äðîáü  
m
n

 è óìíîæèâ âñå âåñà íà ïîäõîäÿ-

ùóþ êîíñòàíòó, ïîëó÷èì öåëûå âåñà  1, , ,k k kn mn m- K , mnk–1.
Íî m è n âçàèìíî ïðîñòû, ïîýòîìó âåñ îäíîé êó÷êè êðàòåí
m, à äðóãîé, ãäå åñòü êóñîê âåñà kn , – íå êðàòåí. Ïðîòèâîðå-
÷èå.
3. Ìîæíî.  Ïóñòü

( ) ( ) 1
ctg arctgf x x

x
= = , ( ) ( )

2
sin arctg

1

x
g x x

x
= =

+
.

Ïî èíäóêöèè ïðîâåðèì, ÷òî ( ) ( )( )1

21

n n x
g x g g x

nx

-= =
+

.

Âçÿâ n = 22010  – 1, ïîëó÷èì, ÷òî ( ) 1
1

2010
ng = , îòêóäà

( )( )1nf g  = 2010.

4. Äîñòàòî÷íî ðàñïðåäåëèòü ó÷àñòíèêîâ ñúåçäà íå áîëå å ÷åì
ïî 100 ñåêöèÿì: ïîòîì ÷èñëî ñåêöèé ìîæíî ïîäíÿòü äî  100,
äåëÿ èõ íà ïðîèçâîëüíûå ÷àñòè.
Åñëè åñòü ïîïóëÿðíûé ôèëüì, êîòîðûé âèäåëè áîëüøå 1 00
÷åëîâåê, âûäåëèì èõ âñåõ â îòäåëüíóþ ñåêöèþ. Åñëè ò åïåðü
åñòü ïîïóëÿðíûé ôèëüì, êîòîðûé âèäåëè áîëüøå 99 èç îñòàâ-
øèõñÿ, âûäåëèì èõ â ñëåäóþùóþ ñåêöèþ è ò.ä. Ó íàñ ç àêîí-
÷àòñÿ ëèáî ëþäè, ëèáî ïîïóëÿðíûå ôèëüìû. Åñëè çàêîí ÷è-
ëèñü ëþäè, òî 101 ñåêöèÿ îáðàçîâàòüñÿ íå ìîãëà, òàê  êàê â
íèõ âîøëî áû íå ìåíåå 101 + 100 + 99 + ... + 2 + 1 > 5000 ÷å-
ëîâåê. Ïóñòü çàêîí÷èëèñü ïîïóëÿðíûå ôèëüìû. Òîãäà ó æå
åñòü 100 – k ñåêöèé è ñðåäè îñòàâøèõñÿ ó÷àñòíèêîâ êàæäûé
ôèëüì âèäåëî íå áîëåå k ÷åëîâåê. Âûäåëèì k êîìíàò äëÿ åùå
k ñåêöèé. Áåðåì ëþáîé ôèëüì, ðàñïðåäåëÿåì âèäåâøèõ å ãî
ïî ðàçíûì êîìíàòàì è ïîðó÷àåì èì ðàññêàçûâàòü îá ýò îì
ôèëüìå. Òàê æå ïîñòóïàåì ñ âèäåâøèìè ñëåäóþùèé ôèëü ì, è
òàê ïîêà ëþäè íå êîí÷àòñÿ.
6. Ïðÿìûå AI , BI , CI , DI  – áèññåêòðèñû óãëîâ ÷åòûðåõóãîëü-
íèêà. Ïîýòîìó ñóììà óãëîâ AIB  è CID  ðàâíà 180° . Åñëè
îäèí èç ýòèõ óãëîâ, ñêàæåì AIB,  îñòðûé, òî äðóãîé – óãîë

CID  – òóïîé, è òîãäà IM  > 
1
2

AB  (ýòî ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíûì

ïîñëå ïîñòðîåíèÿ îêðóæíîñòè ñ äèàìåòðîì AB), à IN  <

< 
1
2

CD , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. Çíà÷èò,

90AIB CIDÐ = Ð = ° . Ñëåäîâàòåëüíî, 180A BÐ = Ð = ° , ò.å.
BC ADP .
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2. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå – òàêèõ øêîëüíèêîâ íåò.
Ïóñòü â îäíîì èç çàëîâ áîëüøå ðÿäîâ, ÷åì â äðóãîì. Òîãäà
øêîëüíèêè, ñèäÿùèå íà ïåðâûõ ìåñòàõ ýòîãî çàëà, íå ñìîãóò
ðàññåñòüñÿ â ðàçíûå ðÿäû âòîðîãî çàëà – ïðîòèâîðå÷è å. Çíà-
÷èò, îáùåå ÷èñëî ðÿäîâ â êàæäîì çàëå îäèíàêîâî.
Ïóñòü â îäíîì èç çàëîâ (ñêàæåì, â ïåðâîì) äëèíà ñàì îãî êî-
ðîòêîãî ðÿäà áîëüøå, ÷åì â äðóãîì, è ðàâíà m. Òîãäà øêîëü-
íèêè ñ ìåñòàìè 1, 2, …, m èç ïåðâîãî çàëà íå ñìîãóò ðàññå-

ñòüñÿ â ðàçíûå ðÿäû âòîðîãî çàëà. Â ñàìîì äåëå, øêî ëüíèêè
ñ ïåðâûìè ìåñòàìè èç ïåðâîãî çàëà ñàäÿòñÿ â ðàçíûå ðÿäû
âòîðîãî çàëà, è ïîñêîëüêó âñåãî ðÿäîâ ïîðîâíó, îäíî  ìåñòî
êàæäîãî êðàò÷àéøåãî ðÿäà âòîðîãî çàëà áóäåò êåì-òî èç íèõ
çàíÿòî; øêîëüíèêè ñî âòîðûìè ìåñòàìè àíàëîãè÷íî çàé ìóò
åùå ïî îäíîìó ìåñòó êàæäîãî êðàò÷àéøåãî ðÿäà âòîðîã î çàëà
è òàê äàëåå, ò.å. ìåñò â êðàò÷àéøåì ðÿäó âòîðîãî çà ëà íå ìî-
æåò îêàçàòüñÿ ìåíüøå m.
Åñëè æå äëèíû êðàò÷àéøèõ ðÿäîâ ðàâíû, òî àíàëîãè÷íî  ðàâ-
íû è êîëè÷åñòâà êðàò÷àéøèõ ðÿäîâ.
Ðàññóæäàÿ äàëåå òî÷íî òàê æå, ïîëó÷èì, ÷òî îäèíàêîâ û äëè-
íû ñëåäóþùèõ ïî âåëè÷èíå ðÿäîâ è èõ êîëè÷åñòâà è òà ê äà-
ëåå (ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî îôîðìèòü ïî èíäóê öèè).
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì, ÷òî íàáîð äëèí ðÿäîâ è èõ êîë è÷åñòâ
â îáîèõ çàëàõ îäèíàêîâ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.
3. 1001.
Äîêàæåì ïî èíäóêöèè, ÷òî íàèáîëüøåå âîçìîæíîå ðàññò îÿíèå
ìåæäó öåíòðîì 1w  è òî÷êîé, ïðèíàäëåæàùåé Nw , ðàâíî

N . Áàçà äëÿ N = 1 î÷åâèäíà. Ïîêàæåì, ÷òî èç âåðíîñòè íà-
øåãî óòâåðæäåíèÿ äëÿ N ñëåäóåò åãî âåðíîñòü äëÿ N + 1.
Äëÿ íà÷àëà íàéäåì íàèáîëüøåå âîçìîæíîå ðàññòîÿíèå ì åæäó
öåíòðîì 1w  è òî÷êîé, ïðèíàäëåæàùåé 1N +w , ïðè óñëîâèè,
÷òî õîðäà, íà êîòîðîé ïîñòðîåíà îêðóæíîñòü 2w , ñòÿãèâàåò
äóãó âåëè÷èíû 2j . Ðàäèóñ 2w  ïðè ýòîì ðàâåí sin j . Ïî
ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, íàèáîëüøåå âîçìîæíîå ðàññòî ÿíèå
ìåæäó öåíòðîì 2w  è òî÷êîé, ïðèíàäëåæàùåé 1N +w , ðàâíî
sin Nj . Ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè 1w  è 2w  ðàâíî cosj .
Îòñþäà íàèáîëüøåå âîçìîæíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðî ì

1w  è òî÷êîé, ïðèíàäëåæàùåé 1N +w , ðàâíî cos sin Nj + j .
Îñòàëîñü ïîäîáðàòü óãîë j  òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû çíà÷åíèå

cos sin Nj + j  áûëî ìàêñèìàëüíûì. Çàìåòèì, ÷òî

cos sin
cos sin 1

1 1

N
N N

N N

æ öj j
j + j = + + =ç ÷ç ÷+ +è ø

= 
1

1cos arccos 1
1

N N
N

æ ö
+ j - £ +ç ÷+è ø

,

ïðè÷åì ïðè 
1

arccos
1N

j =
+

 äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî. Øàã èí-
äóêöèè äîêàçàí.
Ðàäèóñ ïåðâîé îêðóæíîñòè ðàâåí 1. Ïîýòîìó íàèáîëüøå å âîç-
ìîæíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè, ïðèíàäëåæàùè ìè

1w  è Nw , ðàâíî 1 N+ . Ïîäñòàâëÿÿ N = 1000000, íàõîäèì
îòâåò.
4. Âñå êðîìå äâóõ.
Íàáðîñîê ðåøåíèÿ.   Íà ðèñóíêå 10
– ïðèìåð íà 62 êëåòêè (ñòàðòóåì èç
ñåðåäèíû). Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî â
ëþáîì ñëó÷àå îñòàíóòñÿ êàê ìèíè-
ìóì äâå íå îáîéäåííûå êëåòêè. Çàê-
ðàñèì âíóòðåííèå ãðàíèöû êëåòîê,
êîòîðûå ëàäüÿ íå ïåðåñåêàëà. Áóäåì
ñ÷èòàòü èõ ðåáðàìè ãðàôà. Ðàññìîò-
ðèì êëåòêè, ïðèìûêàþùèå ê ïðàâî-
ìó êðàþ äîñêè, è èõ ãðàíèöû, èäó-
ùèå îò êðàÿ äîñêè. Åñëè íè îäíà èç ýòèõ ãðàíèö íå ç àêðàøå-
íà, òî ëàäüÿ ïðîøëà ïî ïðàâîìó êðàþ è ñäåëàëà ïîâîð îò â óã-
ëîâûõ êëåòêàõ. Íî ýòî áûëè ëèáî äâà ïîâîðîòà íàïðàâ î,
ëèáî äâà ïîâîðîòà íàëåâî, à êëåòêè – ðàçíîãî öâåòà.  Ïðîòè-
âîðå÷èå.
Çíà÷èò, ñðåäè ãðàíèö ïðàâûõ êëåòîê åñòü ðåáðî R ñ êîíöîì
íà êðàþ äîñêè. Àíàëîãè÷íî, òàêîå ðåáðî L  åñòü ñðåäè ãðàíèö
ëåâûõ êðàéíèõ êëåòîê. Åñëè ðåáðà R è L  ñîåäèíåíû â ãðàôå
ìàðøðóòîì, òî ìàðøðóò ðàçáèâàåò äîñêó íà äâå ÷àñòè,  â êàæ-
äîé åñòü êàê ìèíèìóì 6 êëåòîê (ïî îäíîé ñ êàæäîé íå  êðàé-
íåé âåðòèêàëè). Â îäíîé èç ýòèõ ÷àñòåé ëàäüÿ íå ïîá ûâàëà,
çíà÷èò, îíà îáîøëà íå áîëåå 58 êëåòîê. Ïóñòü R è L  íå ñî-
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åäèíåíû. Ïîéäåì îò êðàÿ ïî ðåáðó R è áóäåì èäòè ïî ãðàôó,
íå ïîâîðà÷èâàÿ íàçàä. Åñòü òðè âîçìîæíîñòè: à) ïîïà äåì â
âåðøèíó, ãäå óæå áûëè; á) ïîïàäåì â âåðøèíó íà êðàþ  äîñ-
êè; â) ïîïàäåì â âåðøèíó v âíóòðè äîñêè, èç êîòîðîé äðóãèõ
ðåáåð íå âûõîäèò. Íà ñàìîì äåëå ñëó÷àé (â) íåâîçìîæ åí:
òîãäà áû ìû îáîøëè 4 ïðèìûêàþùèå ê v êëåòêè áóêâîé Ï ,
ñäåëàâ äâà ëåâûõ èëè äâà ïðàâûõ ïîâîðîòà â äâóõ ñîñ åäíèõ
êëåòêàõ, à îíè – ðàçíîãî öâåòà. Â ñëó÷àÿõ (à) è (á)  ïðîéäåí-
íûé ìàðøðóò ðàçáèâàåò äîñêó íà 2 ÷àñòè ( â ñëó÷àå ( à) åñòü
öèêë, â ñëó÷àå (á) ìàðøðóò çàìûêàåòñÿ â öèêë êðàåì äîñêè).
Àíàëîãè÷íî íàõîäèì òàêîé ìàðøðóò, ñòàðòóÿ îò êðàÿ ï î ðåá-
ðó L . Îí äîáàâèò åùå îäíó ÷àñòü. Ëàäüÿ ïîáûâàëà òîëüêî â
îäíîé èç ÷àñòåé, çíà÷èò, â êàæäîé èç îñòàâøèõñÿ íàé äåòñÿ
õîòÿ áû ïî îäíîé íå îáîéäåííîé êëåòêå.
5. Ëþäà íå ìîæåò ïîìåøàòü Ñàøå.
Ïåðâîå ðåøåíèå. Ñíà÷àëà Ñàøà íàçûâàåò ÷èñëî k = 4. Ïóñòü
Ëþäà íàçâàëà ÷èñëî, áîëüøåå tg18° . Òîãäà Ñàøà áåðåò íà
îêðóæíîñòè âåðøèíû ïðÿìîóãîëüíèêà ABCD  è äåëèò äóãó AB
òî÷êàìè íà 10 ðàâíûõ ÷àñòåé (ýòî âñå áóäóò òî÷êè êà ñàíèÿ
ñòîðîí 13-óãîëüíèêà ñ îêðóæíîñòüþ). Òîãäà 4-ÿ ñòîðî íà êàñà-
åòñÿ â òî÷êå A. Óìåíüøàÿ äóãó AB ïî÷òè äî 0° , Ñàøà ìîæåò
ñäåëàòü 4-þ ñòîðîíó ñêîëü óãîäíî äëèííîé. Íàîáîðîò,  ðàç-
äâèãàÿ äóãó äî 180° , Ñàøà äåëàåò 4-þ ñòîðîíó ñêîëü óãîäíî
áëèçêîé ê tg18° .
Ïóñòü Ëþäà íàçâàëà ÷èñëî íå áîëüøå tg18° . Òîãäà Ñàøà
âïèøåò ðàâíîáåäðåííûé îñòðîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC ñ
îñíîâàíèåì AB è ðàçäåëèò äóãó AB íà 11 ðàâíûõ ÷àñòåé. Òîã-
äà 4-ÿ ñòîðîíà êàñàåòñÿ â äîï. òî÷êå. Ñáëèæàÿ A è B, Ñàøà
ïîëó÷àåò âñå çíà÷åíèÿ ìåíüøå ( )2tg 180 11 ° .
Íàáðîñîê âòîðîãî ðåøåíèÿ.  Ñíà÷àëà Ñàøà íàçûâàåò ÷èñëî
k = 4. Ïóñòü ðàäèóñ êðóãà ðàâåí 1. Åñëè äëèíà 4-é ñò îðîíû s
áîëüøå 1, òî Ñàøà äåëàåò òàê: îïèñûâàåò ðîìá, ó êîò îðîãî
êàñàòåëüíàÿ áîëüøå 1, íî ÷óòü-÷óòü ìåíüøå íàøåé ñòî ðîíû.
Äâà óãëà ýòîãî ðîìáà áóäóò îñòðûå, äâà – òóïûå. Äàë åå, áå-
ðåò äâå ñîñåäíèå òî÷êè êàñàíèÿ, ñîåäèíåííûå ìåíüøåé  äóãîé
(êîíöû òóïîãî óãëà), è îïèñûâàåò îêîëî íåå ðàâíîçâå ííóþ
ëîìàíóþ èç 9 çâåíüåâ, êîíöû åå íà ñòîðîíàõ ðîìáà ëå æàò
òàê, ÷òîáû êàê ðàç äâå åãî ñòîðîíû ñòàëè ðàâíû äëèí å s.
Åñëè äëèíà 4-é ñòîðîíû s ìåíüøå èëè ðàâíà 1, Ñàøà äåëàåò
òàê. Ðèñóåò ãîðèçîíòàëüíóþ êàñàòåëüíóþ íàä êðóãîì ò àê, ÷òî-
áû åå ñåðåäèíà áûëà íàä öåíòðîì, äëèíà ðàâíà s. Ïîñëå ýòîãî
âïðàâî ïðîäîëæàåò äåâÿòèçâåííîé ëîìàíîé, ó êîòîðîé îäíî
çâåíî ÷óòü áîëüøå ïîëîâèíû äëèíû s, à îñòàëüíûå çâåíüÿ
î÷åíü ìàëåíüêèå, çàòåì ïðîâîäèò åùå çâåíî – áîëüøîå  è âëå-
âî îò èñõîäíîé ñòîðîíû çâåíî – áîëüøîå, èõ ñîåäèíÿå ò íèæ-
íåé ãîðèçîíòàëüíîé êàñàòåëüíîé. Òîãäà äåâÿòü çâåíüå â ìà-
ëåíüêèå, à äëèíà òðåõ çâåíüåâ î÷åâèäíî áîëüøå 1.
6. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî [ ]1 2, , , na a aK  äåëèòñÿ íà
[ ]1,2, , nK , íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî
p è íàòóðàëüíîãî k ñðåäè ÷èñåë âèäà i ja a- , ãäå 1 i j n£ < £ ,
÷èñåë, äåëÿùèõñÿ íà kp , íå ìåíüøå, ÷åì ñðåäè ÷èñåë âèäà
i – j . Â ñàìîì äåëå, äëÿ öåëîãî ÷èñëà 1 2 nb b b b= × × ×K  ñòåïåíü
âõîæäåíèÿ p â b ðàâíà ñóììå ñòåïåíåé âõîæäåíèÿ p â ib , êî-
òîðàÿ â ñâîþ î÷åðåäü ðàâíà ñóììå ïî âñåì íàòóðàëüíû ì k êî-
ëè÷åñòâà òàêèõ ib , êîòîðûå êðàòíû kp .
Äëÿ êàæäîãî kp  ðàññìîòðèì íàáîð 0 1 1

, , , kp
d d d

-
K , ãäå jd  –

êîëè÷åñòâî òàêèõ ia , êîòîðûå èìåþò îñòàòîê j  ïðè äåëåíèè
íà kp  (ò.å. 0 1 1kp

d d d n
-

+ + + =K ). Òîãäà êîëè÷åñòâî ÷èñåë
ñðåäè i ja a- , äåëÿùèõñÿ íà kp , åñòü

( ) ( ) ( )( )0 0 1 1 1 1

1
1 1 1

2
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d d d d d d
- -
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0 1 1kp

d d d
-
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íîé ñóììå 0 1 1kp
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-
+ + + =K  ïðèíèìàåò íàèìåíüøåå çíà-

÷åíèå òîãäà, êîãäà ýòè îñòàòêè ðàñïðåäåëåíû äîñòàòî ÷íî ðàâ-

íîìåðíî (ò.å. âñå id  ðàâíû èëè k

n

p

é ù
ê ú
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, èëè 1k

n

p

é ù
+ê ú

ë û
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ìåð, ïðè ia i= . Ýòî íåòðóäíî ñäåëàòü, ñêàæåì, ìåòîäîì «øå-
âåëåíèé».
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6 êëàññ

1. 21 êóñîê.
Çàìåòèì, ÷òî êîëè÷åñòâî ÷àñòåé âñåãäà íà 1 áîëüøå ê îëè÷å-
ñòâà ðàçðåçîâ. Çíà÷èò, êðàñíûõ êîëåö 4, æåëòûõ 6, à  çåëåíûõ
10. Òàêèì îáðàçîì, âñåãî ðàçðåçîâ 4 + 6 + 10 = 20, à ÷àñòåé
21.
2. Îáà ãíîìû.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî À ýëüô. Òîãäà îí ñêàçàë ïðàâäó, à Á ñî-
ëãàë. Íî íè ãíîìû, íè ýëüôû íå ëãóò, ãîâîðÿ ïðî ýëü ôîâ.
Çíà÷èò, À ãíîì. Ãîâîðÿ ïðî çîëîòî, îí ñîëãàë. Ïîýòîìó Á
ñêàçàë ïðî À ïðàâäó. Ýòî ìîã ñäåëàòü òîëüêî ãíîì.
3. Íàïðèìåð, îí ìîæåò ñëîæèòü áàøíþ èç ÷åòûðåõ êóáèêî â,
«çàâåðíóòü» åå â êâàäðàò 4 4´ , à íèç è âåðõ çàêëåèòü êâàäðà-
òàìè 1 1´ .
4. Â 10 äîëëàðîâ.
Ïîñêîëüêó Áóðàòèíî ïîëó÷èë 50 êîíôåò, îí ñîâåðøèë ð îâíî
50 îïåðàöèé. Ïðè ýòîì âñå ïîëó÷åííûå åâðî îí âíîâü îáìå-
íÿë íà äîëëàðû. Ïîýòîìó íà
êàæäûå 3 îïåðàöèè ïåðâîãî
òèïà ïðèõîäèëîñü ïî 2 îïåðà-
öèè âòîðîãî òèïà, ò.å. Áóðàòè-
íî 30 ðàç ïîëó÷àë ïî 3 äîëëàðà
è 20 ðàç îòäàâàë ïî 5 äîëëà-
ðîâ. Çíà÷èò, îí ïîòðàòèë
20 5 30 3× - ×  = 10 äîëëàðîâ.
5. Íà ðèñóíêå 11 äîñêà ðàçðå-
çàíà íà 35 ïðÿìîóãîëüíèêîâ.
6. Ðàñêðàñèì ÷àøêè ÷åðåç îäíó
â ñèíèé è êðàñíûé öâåò. Ïóñòü
Ìàðòîâñêèé Çàÿö âíà÷àëå ïèë
èç êðàñíîé ÷àøêè. Äîêàæåì, ÷òî âíà÷àëå Ñîíÿ ïèëà èç  ñèíåé
÷àøêè. Â ñàìîì äåëå, åñëè áû îíà ïèëà èç êðàñíîé, ò î ïîñëå
ëþáîãî ïîâîðîòà ñòîëà îïîðîæíÿëèñü áû äâå ÷àøêè îäí îãî
öâåòà. Ïîñêîëüêó è òåõ, è äðóãèõ ïî 15, à âûïèâàþòñ ÿ îíè
ïàðàìè, â êîíöå îñòàëèñü áû äâå ÷àøêè ðàçíîãî öâåòà , êîòî-
ðûå íèêàêèì ïîâîðîòîì ñòîëà íåëüçÿ áûëî áû îäíîâðåì åííî
ïîìåñòèòü ïåðåä Ñîíåé è Ìàðòîâñêèì Çàéöåì. Òåïåðü ÿ ñíî,
ïî÷åìó Çàÿö ìîã âñåãäà ïîâîðà÷èâàòü ñòîë, ñòàâÿ ïåð åä ñîáîé
÷àøêó ÷åðåç îäíó îò òîëüêî ÷òî âûïèòîé, – ïðè ýòîì ïåðåä
íèì ïî î÷åðåäè ïðåäñòàëè áû âñå êðàñíûå, à ïåðåä Ñî íåé –
âñå ñèíèå ÷àøêè.

7 êëàññ

1. Íàïðèìåð, ( )1 3 3× + : 3 + 3 + 3 + 3 = 11.
2. à) Äà; á) íåò (òàê êàê ó êàæäîãî êîëåñà íå áîëåå ò ðåõ
ñïèö, à âñåãî ó êîëåñ íå ìåíåå 7 ñïèö).
3. 21 êîíôåòà.
Óêàçàíèå: äîêàæèòå ñíà÷àëà, ÷òî âñå ñúåëè ïîðîâíó êîíôåò.
4. 13 ñóäåé.
×èñëî ãîëîñîâ, ïîäàííûõ çà Ïåòóõà è Âîðîíó, íå ìîæå ò áûòü
áîëüøå 15 + 13 = 28. Àíàëîãè÷íî, çà Âîðîíó è Êóêóøê ó â
ñóììå íå ìîæåò áûòü ïîäàíî áîëüøå 18 + 13 = 31 ãîëî ñà, à çà
Êóêóøêó è Ïåòóõà – íå áîëüøå 20 + 13 = 33 ãîëîñîâ. Ñëîæèâ
ýòè òðè êîëè÷åñòâà ïîäàííûõ ãîëîñîâ, ìû ïîëó÷èì óäâ îåííîå
÷èñëî âñåõ ãîëîñîâ (êàæäûé ãîëîñ âîøåë â äâà èç òðå õ ñëàãà-
åìûõ). Òàêèì îáðàçîì, îáùåå ÷èñëî ÷ëåíîâ æþðè íå áî ëüøå
(28 + 31 + 33)/2 = 46. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç ïåðâîãî  îáúÿâ-
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ëåíèÿ Äÿòëà îíî íå ìåíüøå 59 – 13 = 46. Òåì ñàìûì, ÷ëåíîâ
æþðè ðîâíî 46, à âñå íåðàâåíñòâà íà ñàìîì äåëå îáðà ùàþòñÿ
â ðàâåíñòâà. Íàêîíåö, ÷èñëî ïðîãîëîñîâàâøèõ çà Âîðî íó
ìîæíî íàéòè êàê ðàçíîñòü îáùåãî ÷èñëà ÷ëåíîâ æþðè è  ñóì-

ìû ïðîãîëîñîâàâøèõ çà Êó-
êóøêó è Ïåòóõà: 46 – 33 =
= 13 ãîëîñîâ.
5. à) Ñì. ðåøåíèå çàäà÷è 3
äëÿ 6 êëàññà.
á) Íà ðèñóíêå 12 ïîêàçàíî,
êàê ìîæíî ïàðàëëåëåïèïåä
1 4 6´ ´  îêëåèòü äâóìÿ

êâàäðàòàìè 4 4´  è îäíèì êâàäðàòîì 6 6´ . Áîëüøèì êâàäðà-
òîì îêëååíû òðè ãðàíè: ïåðåäíÿÿ, íèæíÿÿ è çàäíÿÿ, à  êàæ-
äûì èç ìåíüøèõ êâàäðàòîâ – ïîëîâèíà âåðõíåé ãðàíè è  îäíà
èç äâóõ áîêîâûõ.
6. Íà äîñêå 7 7´ .
Ïðèìåð ðàññòàíîâêè êîðàáëåé íà äîñêå 7 7´  èçîáðàæåí íà
ðèñóíêêå 13. Îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî íà äîñêå 6 6´  êîðàáëè
ðàññòàâèòü íåëüçÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî  1. Áóäåì
ñ÷èòàòü íå êëåòêè, à óçëû
äîñêè, çàíèìàåìûå êîðàá-

ëÿìè. Êîðàáëü 1 4´  çàíèìàåò 2 5 10× =  óçëîâ, êîðàáëü 1 3´
çàíèìàåò 8 óçëîâ, êîðàáëü 1 2´  – 6 óçëîâ, êîðàáëü 1 1´  – 4
óçëà (ðèñ.14); ïðè÷åì ïî ïðàâèëàì ðàññòàíîâêè îäèí óçåë íå
ìîæåò ïðèíàäëåæàòü áîëåå ÷åì îäíîìó êîðàáëþ. Çíà÷èò , âñå
êîðàáëè çàíèìàþò 10 2 8 3 6 4 4+ × + × + × = 60 óçëîâ, è âûñòà-
âèòü èõ âñå íà äîñêó ñ ìåíüøèì ÷èñëîì óçëîâ íåâîçìî æíî.
Íî âñåãî íà äîñêå 6 6´  èìååòñÿ ëèøü ( )26 1+  = 49 < 60 óç-
ëîâ.
Äîêàçàòåëüñòâî 2 . Ðàçðåæåì äîñêó 6 6´  íà 9 êâàäðàòîâ
2 2´ . Êàæäûé òàêîé êâàäðàò ïðè ðàññòàíîâêå ïî ïðàâèëàì
ìîæåò ñîäåðæàòü êëåòêè òîëüêî îäíîãî êîðàáëÿ. Íî âñ åãî êî-
ðàáëåé 10, ïîýòîìó èõ íà òàêîé äîñêå ðàçìåñòèòü íåë üçÿ.
(Îòìåòèì, ÷òî ýòî ðàññóæäåíèå äîêàçûâàåò, ÷òî íà äî ñêó
6 6´  âñå 10 êîðàáëåé íåëüçÿ áûëî áû ïîñòàâèòü, äàæå åñë è
âñå îíè èìåëè áû ðàçìåðû 1 1´ .)

8 êëàññ

1. Ñì. ðåøåíèå çàäà÷è 1 ÊÌØ â òðåòüåì íîìåðå æóðíàëà çà
ýòîò ãîä.
2. 60 ã.
Âñå ìîíåòû áåç öåíòðàëüíîé ìîæíî ðàçáèòü íà 9 òðîåê
(ðèñ.15), à âñå âíóòðåííèå ìîíåòû áåç öåíòðàëüíîé –  íà 3
òðîéêè (ðèñ.16). Çíà÷èò, ìîíåòû íà ãðàíèöå âåñÿò ñò îëüêî
æå, ñêîëüêî 9 – 3 = 6 òðîåê, ò.å. 60 ã.
3. 1 : 2.
Ñì. ðåøåíèå çàäà÷è 2 ñëîæíîãî âàðèàíòà äëÿ 8–9 êëàñ ñîâ
XXXI Òóðíèðà ãîðîäîâ â ýòîì íîìåðå æóðíàëà.
5. Òàê êàê ñðåäíÿÿ ëèíèÿ MN  òðåóãîëüíèêà ABC (ðèñ.17)
ïàðàëëåëüíà ñòîðîíå AB, 180BAN MNAÐ + Ð = ° , à çíà÷èò,
1 1

90
2 2

BAN MNAÐ + Ð = ° . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñêîëüêó óãîë

AIN  ïðÿìîé, 
1

90
2

BAN INAÐ + Ð = ° . Ñòàëî áûòü,

1
2

INA MNAÐ = Ð , ò.å. òî÷êà

I  ëåæèò íà áèññåêòðèñå óãëà
MNA .
Òàêèì îáðàçîì, èç óñëîâèÿ

90AINÐ = °  ïîëó÷àåì, ÷òî
öåíòð I  âïèñàííîé îêðóæíîñòè
òðåóãîëüíèêà ABC ðàâíîóäàëåí
îò ïðÿìûõ AC, BC, AB è MN
(ò.å. âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðå-
óãîëüíèêà ABC êàñàåòñÿ åãî ñðåäíåé ëèíèè MN ). Îáðàùàÿ
ïåðåõîäû â ïðåäûäóùåì àáçàöå, ïîëó÷àåì, ÷òî è

90BIMÐ = ° . À èìåííî:

1 1
90

2 2
IBM BMI ABM BMNÐ + Ð = Ð + Ð = ° ,

ïîýòîìó

( )180 90BIM IBM BMIÐ = ° - Ð + Ð = ° .

6. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êëåòîê áåç ñòðåëî÷åê íåò. Äëÿ çàì êíó-
òîãî ïóòè ïî êëåòêàì êâàäðàòà îïðåäåëèì èíäåêñ êàê ÷èñëî
îáîðîòîâ (ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå), êîòîðûå äåëàåò íà íå ì ñòðå-
ëî÷êà, ò.å. ïðîéäåì ïî ýòîìó ïóòè, íà êàæäîì øàãå ï ðèáàâ-
ëÿÿ ê ÷èñëó (ðàâíîìó íóëþ â íà÷àëå ïóòè) 1/4, åñëè ñòðå-
ëî÷êà ïîâåðíóëàñü ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, âû÷èòàÿ 1/4, åñëè
ïðîòèâ, è íå ìåíÿÿ ÷èñëî, åñëè íàïðàâëåíèå ñòðåëêè íå èçìå-
íèëîñü 1; èíäåêñ – ýòî ÷èñëî, êîòîðîå ìû ïîëó÷èì, ñäåëàâ
ïîëíûé êðóã 2.
Èíäåêñ îòíîñèòåëüíî ïóòè âäîëü ãðàíèöû êâàäðàòà ðàâ åí 1.
Íà÷íåì òåïåðü óìåíüøàòü íàø ïóòü – «îòêóñèì» ñíà÷àë à åãî
ëåâûé âåðõíèé óãîëîê (ðèñ.18 è 19). Çàìåòèì, ÷òî èí äåêñ

Ðèñ. 13 Ðèñ. 14

Ðèñ. 15 Ðèñ. 16

Ðèñ. 18

Ðèñ. 19

Ðèñ. 12

Ðèñ. 17

1 Çäåñü ìû ïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî â ñîñåäíèõ êëåòêàõ ñòð åëî÷-
êè íå ñìîòðÿò â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ: åñëè áû íà
êàêîì-òî øàãå íàøåãî ïóòè ñòðåëêà ïîìåíÿëà íàïðàâëå íèå íà
ïðîòèâîïîëîæíîå, íåÿñíî áûëî áû, íàäî íàì ïðèáàâëÿò ü 1/2
èëè âû÷èòàòü.
2 Òàê êàê ïðè ýòîì ìû âîçâðàùàåìñÿ â êëåòêó, ñ êîòîðî é íà-
÷èíàëè, âåêòîð äåëàåò öåëîå ÷èñëî îáîðîòîâ, ò.å. èí äåêñ –
öåëîå ÷èñëî.
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ïðè òàêîé îïåðàöèè íå ìåíÿåòñÿ (òàê êàê ñðåäè ñòðåë î÷åê,
âûõîäÿùèõ èç òî÷åê A, B, C è D , íåò ïðîòèâîïîëîæíûõ).
Îòêóñûâàÿ òàê ïî óãëó, ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ ìû ïðî äåôîð-
ìèðóåì íàø ïóòü äî ïóòè, ñîñòîÿùåãî èç îäíîé êëåòêè  – à
èíäåêñ òàêîãî ïóòè ðàâåí 0. Ïðîòèâîðå÷èå.
Êîììåíòàðèè.  1. Íà ñàìîì äåëå ìû äîêàçàëè è áîëåå îáùèé
ôàêò. À èìåííî, åñëè â êëåòêàõ êàêîé-òî ôèãóðû ðàññ òàâëå-
íû ñòðåëî÷êè òàê, ÷òî èíäåêñ îòíîñèòåëüíî ãðàíèöû ô èãóðû
íå ðàâåí 0, òî âíóòðè ôèãóðû îáÿçàòåëüíî åñòü ïóñòà ÿ êëåòêà.
Áîëåå òîãî, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè èíäåêñ îòíîñèò åëüíî
ãðàíèöû ðàâåí k, òî âíóòðè åñòü õîòÿ áû | k| ïóñòûõ êëåòîê.
2. Ýòà çàäà÷à ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèñêðåòíûé àíàëîã ñëåäóþ-
ùåãî èçâåñòíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî ôàêòà. Ïóñòü íà êðó ãå çàäà-
íî âåêòîðíîå ïîëå, ò.å. â êàæäîé òî÷êå êðóãà çàäàí âåêòîð,
ïðè÷åì âåêòîð çàâèñèò îò òî÷êè íåïðåðûâíî. Òîãäà åñ ëè íà
îêðóæíîñòè ýòè âåêòîðû íàïðàâëåíû ïî êàñàòåëüíîé
(ðèñ.20), òî âíóòðè íàéäåòñÿ òî÷êà, âåêòîð â êîòîðî é ðàâåí
íóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà ïðîõîäèò â äóõå ðåøåíèÿ çàäà÷è.
À èìåííî, îïðåäåëÿåòñÿ èíäåêñ âåêòîðíîãî ïîëÿ îòíîñ èòåëüíî
êðèâîé 3 , ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëÿ ãðàíè÷íîé îêðóæíîñòè îí ðà-
âåí 1, à äëÿ ìàëåíüêîãî êîíòóðà âîêðóã òî÷êè ñ íåíó ëåâûì
âåêòîðîì èíäåêñ ðàâåí 0 (ðèñ.21). Ïîñëå ÷åãî äîêàçû âàåòñÿ,
÷òî, åñëè íóëåé ó âåêòîðíîãî ïîëÿ íåò, ïðè óìåíüøåí èè êîí-
òóðà èíäåêñ íå ìåíÿåòñÿ.
Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî òåîðåìà: åñëè íà ãðàíèöå  íåêîòî-
ðîé îáëàñòè âåêòîðíîå ïîëå èìååò íåíóëåâîé èíäåêñ, òî âíóò-
ðè îáëàñòè ïîëå èìååò õîòÿ áû îäíó îñîáóþ  òî÷êó  – òî÷êó,
âåêòîð â êîòîðîé ðàâåí íóëþ.
Áîëåå ïîäðîáíî íàìå÷åííîå âûøå ðàññóæäåíèå èçëîæåíî  â
ïóíêòå V.3.4 êíèãè Ð.Êóðàíòà, Ã.Ðîááèíñà «×òî òàêîå  ìàòå-
ìàòèêà» (ãäå îíî ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà çàì å÷àòåëü-
íîé òåîðåìû Áðàóýðà î ñóùåñòâîâàíèè íåïîäâèæíîé òî÷ êè
íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ äèñêà â ñåáÿ). À ïîëíîå ôî ðìàëü-
íîå äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî óçíàòü, ïðî÷èòàâ êíèãó Í.Ñ òèíðî-
äà, Ó.×èííà «Ïåðâûå ïîíÿòèÿ òîïîëîãèè».
Áîëåå òîãî. Îïðåäåëèì èíäåêñ îñîáîé òî÷êè âåêòîðíîã î ïîëÿ
êàê èíäåêñ îòíîñèòåëüíî ìàëåíüêîãî ïóòè âîêðóã ýòîé  òî÷êè.
Òîãäà àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè ìîæíî ïîêàçàòü, ÷ò î èí-
äåêñ âåêòîðíîãî ïîëÿ îòíîñèòåëüíî ãðàíèöû îáëàñòè ð àâåí
ñóììå èíäåêñîâ îñîáûõ òî÷åê âíóòðè îáëàñòè (ñð. ñ ï îñëå-
äíèì óòâåðæäåíèåì â êîììåíòàðèè 1). Äàëüíåéøèì ðàçâ èòè-
åì ýòîãî ñþæåòà ÿâëÿåòñÿ çíàìåíèòàÿ òåîðåìà Ïóàíêàð å–Õîï-
ôà, ñâÿçûâàþùàÿ ýéëåðîâó õàðàêòåðèñòèêó ñ ñóììîé èí äåê-
ñîâ îñîáûõ òî÷åê.

9 êëàññ

1. Âîëê áóäåò ñòðàäàòü îò ãîëîäà.
2. 90° .
Ïîñêîëüêó 90MAE MPE CPM MBCÐ = Ð = Ð = Ð = ° , ÷åòû-

ðåõóãîëüíèêè AEPM  è BMPC  âïèñàííûå. Ñòàëî áûòü,

BPA BPM MPA BCM MEAÐ = Ð + Ð = Ð + Ð =

= 180 90EMA CMB EMC° - Ð - Ð = Ð = ° .

3. Ñðåäíåå êîëè÷åñòâî òîâàðèùåé ó òàðàêàíîâ áîëüøå ñð åäíå-
ãî êîëè÷åñòâà òàðàêàíîâ ó æèòåëÿ ãîðîäà.
Ïóñòü â ãîðîäå ïðîæèâàåò n æèòåëåé, è ïóñòü ó i-ãî æèòåëÿ

ia  òàðàêàíîâ. Òîãäà ñðåäíåå ÷èñëî òàðàêàíîâ ó æèòåëÿ ãîðî-
äà ðàâíî ( )1 2 na a a n+ + +K , à ñðåäíåå ÷èñëî òîâàðèùåé ó òà-

ðàêàíà ðàâíî 
2 2 2
1 2

1 2

n

n

a a a
a a a

+ + +
+ + +

K
K .

Äîêàæåì, ÷òî
2 2 2
1 2 1 2

1 2

n n

n

a a a a a a
a a a n

+ + + + + +
³

+ + +
K K
K .

Èçáàâèâøèñü îò çíàìåíàòåëåé, ïîëó÷èì

( ) ( )22 2 2
1 2 1 2n nn a a a a a a+ + + ³ + + +K K .          ( * )

Ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâíà
2 2 2
1 2 1 2 1 3 12 2 2n n na a a a a a a a a-+ + + + + + +K K .

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî, ïîñêîëüêó 2 2 2i j i ja a a a+ ³  äëÿ ëþáûõ
i  è j , èñõîäíîå íåðàâåíñòâî âåðíî.
Çíà÷èò, ñðåäíåå êîëè÷åñòâî òîâàðèùåé ó òàðàêàíîâ áî ëüøå
ëèáî ðàâíî ñðåäíåìó êîëè÷åñòâó òàðàêàíîâ ó æèòåëÿ ã îðîäà.
Îäíàêî ðàâåíñòâî íå äîñòèãàåòñÿ, ïîòîìó ÷òî â ( * ) îíî âîç-
ìîæíî òîëüêî äëÿ 1 na a= =K , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.
Êîììåíòàðèè. 1. Äîêàçàííîå íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì
ñëó÷àåì íåðàâåíñòâà Êîøè–Áóíÿêîâñêîãî.
2. Çàäà÷à îáúÿñíÿåò «çàêîí ïîäëîñòè»: ìû îáû÷íî åçä èì â
àâòîáóñàõ, áîëåå ïåðåïîëíåííûõ, ÷åì â ñðåäíåì, è ñò îèì â
î÷åðåäÿõ, áîëåå äëèííûõ, ÷åì îáû÷íî.
4. 2005.
Ñì. ðåøåíèå çàäà÷è 3á) ñëîæíîãî âàðèàíòà äëÿ 8–9 êë àññîâ
XXXI Òóðíèðà ãîðîäîâ â ýòîì íîìåðå æóðíàëà.
5. 9.
Äîïóñòèì, ïðÿìûõ 8. Òîãäà îíè èìåþò íå áîëåå 28 òî÷ åê ïå-
ðåñå÷åíèÿ, íî ëîìàíàÿ íå ìîæåò èìåòü âåðøèí íå â òî ÷êàõ
ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ, êðîìå íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé, ò.å . íå ìî-
æåò èìåòü áîëåå 29
çâåíüåâ. Ïðèìåð äëÿ
äåâÿòè ïðÿìûõ èçîá-
ðàæåí íà ðèñóíêå 22.
(Íà ðèñóíêå èçîáðà-
æåíà îêðóæíîñòü, íà
êîòîðîé îòìå÷åíî 9
òî÷åê – âåðøèíû ïðà-
âèëüíîãî äåâÿòèóãîëü-
íèêà. Êàæäàÿ èç íèõ
ñîåäèíåíà ñ äâóìÿ
äðóãèìè ïðÿìîé. Ïî
ýòèì ïðÿìûì è ïðîõî-
äèò èñêîìàÿ ëîìàíàÿ,
íà ðèñóíêå îáîçíà÷åí-
íàÿ áåëûì öâåòîì.)

10 êëàññ

1. Íåò, íå ìîæåò.
2. ab .
Óêàçàíèå. Äîêàæèòå ñíà-
÷àëà, ÷òî ïðÿìûå MC  è
AN  ïàðàëëåëüíû (ðèñ.
23). Çàòåì âîñïîëüçóéòåñü
ïîäîáèåì òðåóãîëüíèêîâ
MCN  è AND , à òàêæå
ÌÑÂ  è ANM.

3 Ïðåäñòàâëÿÿ ñåáå âåêòîðíîå ïîëå êàê îòìåòêè ñêîðîñò è
âåòðà, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ýòî ÷èñëî îáîðîòîâ, êîòîð ûå
ñäåëàåò âîêðóã ñâîåé îñè ôëþãåð, åñëè ïðîíåñòè åãî âäîëü
ýòîãî ïóòè.
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3. Äà, ìîæíî: 

2 22010 2  ðàç

2010 ctg arctg sin arcctg 2

-

= 14243 .

Ñì. ðåøåíèå çàäà÷è 3 ñëîæíîãî âàðèàíòà äëÿ 10–11 êë àññîâ
XXXI Òóðíèðà ãîðîäîâ â ýòîì íîìåðå æóðíàëà.
4. Ñì. ðåøåíèå çàäà÷è 4 ñëîæíîãî âàðèàíòà äëÿ 8–9 êëàñ ñîâ
XXXI Òóðíèðà ãîðîäîâ â ýòîì íîìåðå æóðíàëà.
5. 7/2.
Ïóñòü â òðåóãîëüíèêå ABC âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî 1 = AB <
< AC < BC . Òîãäà ìåäèàíà AA¢ ðàâíà âûñîòå, îïóùåííîé èç
âåðøèíû B, à ìåäèàíà BB¢ – âûñîòå, îïóùåííîé èç âåðøèíû
C. Çíà÷èò, ðàññòîÿíèå îò òî÷êè A¢ äî ïðÿìîé AC ðàâíî ïî-
ëîâèíå AA¢, ò.å. 30A AC¢Ð = ° . Àíàëîãè÷íî, 30B BA¢Ð = ° .
Ïóñòü M  – òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà. Ïîñêîëü-
êó A B M B BA B AM¢ ¢ ¢ ¢Ð = Ð = Ð  (ðèñ.24), òðåóãîëüíèêè B A M¢ ¢

è AA B¢ ¢ ïîäîáíû, ò.å. 2 23A B A M AA A M¢ ¢ ¢ ¢ ¢= × = . Ñëåäîâà-
òåëüíî, óãîë A MB¢ ¢ ðàâåí ëèáî 120° , ëèáî 60° .
Â ïåðâîì ñëó÷àå òðåóãîëüíèê ABC ðàâíîñòîðîííèé, ÷òî ïðî-
òèâîðå÷èò óñëîâèþ.
Âî âòîðîì ñëó÷àå èìååì 90B A A A AB¢ ¢ ¢Ð = Ð = ° , 30BB A¢Ð = °
è AB AB¢= . Òàêèì îáðàçîì, AC = 2AB è 120BACÐ = ° . Òå-
ïåðü ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ íàõîäèì BC = 7 , è çíà÷èò, ìå-

äèàíà èç âåðøèíû C ðàâíà 21 2 , à âûñîòà èç âåðøèíû A

ðàâíà 3 7 .
6. Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî âñåãî ïðîâåäåíî íå ìåíåå 6 n îòðåç-
êîâ.
Ðàññìîòðèì ãðàô, ìíîæåñòâî V  âåðøèí êîòîðîãî ñîñòîèò èç
âñåõ îòìå÷åííûõ òî÷åê, à ìíîæåñòâî E ðåáåð ñîñòîèò èç âñåõ
ïàð òî÷åê, ñîåäèíåííûõ îòðåçêàìè. Òîãäà ïî óñëîâèþ |V | =
= 4n, è äëÿ ëþáîãî W VÌ , 1W n³ + , íàéäóòñÿ ,x y WÎ ,
îáðàçóþùèå ðåáðî ( ),x y EÎ .
Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî 1Q VÌ , êîòîðîå íå ñîäåð-
æèò ðåáåð è èìååò ìàêñèìàëüíóþ ìîùíîñòü ñðåäè âñåõ ïîä-
ìíîæåñòâ ìíîæåñòâà V , êîòîðûå íå ñîäåðæàò ðåáåð. ßñíî,
÷òî 1Q n£ . Êðîìå òîãî, ââèäó ìàêñèìàëüíîñòè ìíîæåñòâà

1Q  êàæäàÿ âåðøèíà èç 1\V Q  èìååò õîòÿ áû îäíîãî ñîñåäà
â 1Q . Çíà÷èò, â E ïî êðàéíåé ìåðå 3 n ýëåìåíòîâ.
Äàëåå, óäàëèì èç V  ìíîæåñòâî 1Q . Îñòàíåòñÿ ãðàô 1G  ñî
ìíîæåñòâîì âåðøèí 1V è ìíîæåñòâîì ðåáåð 1E , ïðè÷åì

1 3V n³ , è äëÿ ëþáîãî 1W VÌ , 1W n³ + , íàéäóòñÿ
,x y WÎ , îáðàçóþùèå ðåáðî ( ) 1,x y EÎ . Îïÿòü âîçüìåì ïðî-

èçâîëüíîå ìíîæåñòâî 2 1Q VÌ , êîòîðîå íå ñîäåðæèò ðåáåð è
èìååò ìàêñèìàëüíóþ ìîùíîñòü ñðåäè âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíî-
æåñòâà 1V , íå ñîäåðæàùèõ ðåáåð. ßñíî, ÷òî 2Q n£ . Êðîìå
òîãî, ââèäó ìàêñèìàëüíîñòè ìíîæåñòâà 2Q , êàæäàÿ âåðøèíà
èç 1 2\V Q èìååò õîòÿ áû îäíîãî ñîñåäà â 2Q . Çíà÷èò, â 1E
ïî êðàéíåé ìåðå 2 n ýëåìåíòîâ. Ïîñêîëüêó ðåáðà, íàéäåííûå
íà ïåðâîì øàãå ïîèñêà, çàâåäîìî îòëè÷íû îò ðåáåð, í àéäåí-
íûõ òîëüêî ÷òî, òî â E óæå íå ìåíåå 5 n ýëåìåíòîâ.
Äåëàåì åùå îäèí ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íûé øàã è óáåæäàå ìñÿ,
÷òî 6E n³ .
Äëÿ òîãî ÷òîáû äîêàçàòü, ÷òî ðåáåð ïî êðàéíåé ìåðå 7n, íà÷-
íåì ñíà÷àëà, íåìíîãî óñëîæíèâ ïðîöåäóðó: òåïåðü ìû ó÷òåì,

÷òî ãðàô G – äèñòàíöèîííûé ãðàô íà ïëîñêîñòè, ò.å. ðåáðàìè
ñîåäèíåíû òîëüêî ïàðû âåðøèí íà ðàññòîÿíèè â 1 ñì ä ðóã îò
äðóãà. Ïðîâåäåì ïî÷òè òó æå ñàìóþ ïðîöåäóðó, ÷òî áû ëà
îïèñàíà âûøå; îòëè÷èå áóäåò òîëüêî íà ïåðâîì øàãå. Ìû óæå
çíàåì, ÷òî êàæäàÿ âåðøèíà èç 1\V Q  èìååò õîòÿ áû îäíîãî
ñîñåäà â 1Q . Äàâàéòå ðàçîáüåì 1\V Q  íà äâå ÷àñòè – 1W  è

2W . Â 1W  áóäóò òå âåðøèíû, ó êàæäîé èç êîòîðûõ ðîâíî
îäèí ñîñåä â 1Q , â 2W  – òå âåðøèíû, ó êàæäîé èç êîòîðûõ
íå ìåíåå äâóõ ñîñåäåé. Åñëè ìû äîêàæåì, ÷òî 1 2W n£ , òî
óâèäèì, ÷òî íà ïåðâîì øàãå âêëàä â | E| èìååò âåëè÷èíó íå 3 n,
êàê ýòî áûëî ðàíüøå, à ïî êðàéíåé ìåðå 4 n. Ýòî è äàñò íàì â
èòîãå îöåíêó 7 n.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 1 2W n> . Òîãäà â 1Q  åñòü âåðøèíà q,
ñìåæíàÿ ñ òðåìÿ âåðøèíàìè 1 2 3, ,x x x  èç 1W . Åñëè ìåæäó êà-
êèìè-òî ix  è jx  íåò ðåáðà, òî ìû ìîæåì óäàëèòü q èç 1Q  è
äîáàâèòü ê ýòîìó ìíîæåñòâó îáå âåðøèíû ix  è jx . Ïîëó÷èò-
ñÿ ìíîæåñòâî, â êîòîðîì íåò ðåáåð è ó êîòîðîãî ìîùí îñòü
ñòðîãî áîëüøå 1Q . Çíà÷èò, âåðøèíû 1 2 3, ,x x x  è q ïîïàðíî ñî-
åäèíåíû ðåáðàìè. Íî ïîëíûé ãðàô íà ÷åòûðåõ âåðøèíàõ
íåëüçÿ ðåàëèçîâàòü îòðåçêàìè äëèíû 1 ñì íà ïëîñêîñò è. Ïðî-
òèâîðå÷èå, è çàäà÷à ðåøåíà.

11 êëàññ

1. 1/203 ïðè a = 2, b = 9, c = 1.
2. Ìàøèíûõ êóëè÷åé áîëüøå.
Ïóñòü â ïåñî÷íèöå â èòîãå îêàçàëîñü m Ìàøèíûõ è n Ïàøè-
íûõ êóëè÷åé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç S ïëîùàäü îñíîâàíèÿ âåäåð-
êà. Òàê êàê âñå êóëè÷è èìåþò îäèíàêîâûå âûñîòû è îä èíàêî-
âûå îáúåìû, òî ïëîùàäü îñíîâàíèÿ êàæäîãî êîíè÷åñêîã î êó-
ëè÷à ðàâíà 3S (èç ôîðìóë îáúåìîâ öèëèíäðà è êîíóñà).
Ïëîùàäü îñíîâàíèÿ ïåñî÷íèöû, ñ îäíîé ñòîðîíû, ÷èñëå ííî
ðàâíà îáúåìó âñåãî ïåñêà, ò.å. ñóììàðíîìó îáúåìó 2 S( m + n)
âñåõ êóëè÷åé, à ñ äðóãîé ñòîðîíû, áîëüøå ñóììàðíîé ïëîùà-
äè Sm + 3Sn îñíîâàíèé êóëè÷åé, ïîñêîëüêó ýòè îñíîâàíèÿ íå
ïåðåñåêàþòñÿ è, áóäó÷è êðóãàìè, íå ìîãóò ïîêðûòü âå ñü êâàä-
ðàò â îñíîâàíèè ïåñî÷íèöû. Èòàê, 2 S(m + n) > Sm + 3Sn, îò-
êóäà m > n .
3. á) Ïðåîáðàçóåì íåðàâåíñòâî, êîòîðîå íóæíî äîêàçàòü,  ê
ðàâíîñèëüíîìó:

2 2 2 2 2 2x y y z z x xy yz zx+ + ³ + + Û

Û 2 2 2 2 2 2 0x y zx z x xy y x yz- + - + - ³ Û

Û ( ) ( )( ) ( )2 0x y z x y z y z yz y z- - + - + - ³ Û

Û ( )( )( )2 0x x y z yz y z- + + - ³ Û ( )( )( ) 0x y y z z x- - - £ .

Åñëè ñðåäè ÷èñåë x, y è z íàéäóòñÿ õîòÿ áû äâà ðàâíûõ, òî
äîêàçûâàåìîå íåðàâåíñòâî îáðàòèòñÿ â âåðíîå ðàâåíñò âî.
Ïóñòü òåïåðü âñå ýòè ÷èñëà ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Áåç îã ðàíè÷å-
íèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî íàèìåíüøèì èç íèõ ÿ âëÿåò-
ñÿ x. Äîêàæåì, ÷òî òîãäà z < y .

Ôóíêöèÿ ( ) 2010f t t=  + pt + q  ïðè âñåõ t  èìååò ïðîèçâîäíóþ

( ) 20092010f t t¢ =  + p, ïðè÷åì ( ) 0f t¢ <  ïðè
2009

0 2010t t p< = -  è ( ) 0f t¢ >  ïðè 0t t> . Ñëåäîâàòåëüíî,

ôóíêöèÿ f( t ) óáûâàåò ïðè 0t t<  è âîçðàñòàåò ïðè 0t t> .

Åñëè 0y t£ , òî 0x y t< £  è ( ) ( )y f x z f y= > = . Åñëè æå

0z y t> ³ , òî ( ) ( ) 0x f z z f y t= > = > , ÷òî ïðèâîäèò ê ïðîòè-

âîðå÷èþ. Çíà÷èò, x < z < y  è ( )( )( ) 0x y y z z x- - - < .
Êîììåíòàðèé . Ïðèâåäåííîå äîêàçàòåëüñòâî îñòàíåòñÿ âåðíûì
è ïðè çàìåíå â íåì ôóíêöèè f  íà ëþáóþ äðóãóþ ôóíêöèþ ñ
ìîíîòîííî íåóáûâàþùåé ïðîèçâîäíîé (òàêèå ôóíêöèè íà çû-
âàþòñÿ âûïóêëûìè), à âñåõ ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ – íà í åñòðî-
ãèå. Ïîýòîìó ïðè êàæäîé òàêîé ôóíêöèè f  íåðàâåíñòâî

2 2 2 2 2 2x y y z z x xy yz zx+ + ³ + +
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 áóäåò âåðíûì è äëÿ ëþáîé òðîéêè ÷èñåë x, y è z, ñâÿçàííûõ
ìåæäó ñîáîé ðàâåíñòâàìè y = f ( x), z = f ( y), x = f ( z). Â ÷àñò-
íîñòè, äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâà â ïóíêòå à) ïîëó÷ àåòñÿ èç

äîêàçàòåëüñòâà ïóíêòà á) çàìåíîé ( ) 2010f t t pt q= + +  íà

( ) 2f t t pt q= + + , ( ) 20092010f t t p¢ = +  íà ( ) 2f t t p¢ = +  è
2009

0 2010t p= -  íà 0 2t p= - .
4. Âî-ïåðâûõ, ïîñëåäîâàòåëüíî äîêàæåì, ÷òî îïèñàííàÿ â óñ-
ëîâèè çàäà÷è ôóíêöèÿ f  ïðèíèìàåò:
à) íå áîëåå äâóõ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé íà ëþáîé ïðÿìîé  (ïðî-
õîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó O): äåéñòâèòåëüíî, åñëè îíà íà òðåõ
âåêòîðàõ îäíîé ïðÿìîé ïðèíèìàåò ðàçíûå çíà÷åíèÿ, ïð è÷åì
íà âåêòîðå v

r
 – íàèáîëüøåå, à íà íåêîòîðîì íåíóëåâîì (òà-

êîé íàéäåòñÿ) âåêòîðå u
r

 – ìåíüøåå çíà÷åíèå, òî äëÿ íåêîòî-
ðîãî ÷èñëà a  ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå

( ) ( ) ( ) ( ){ } ( )0 max ,v u f v f u u f u f u f u= a Þ = a + × £ =
r r r r r r r r

;

á) íå áîëåå òðåõ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé íà ëþáîé ïëîñêî ñòè
(ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó O): äåéñòâèòåëüíî, åñëè îíà íà ÷å-
òûðåõ âåêòîðàõ îäíîé ïëîñêîñòè ïðèíèìàåò ðàçíûå çíà ÷åíèÿ,
ïðè÷åì íà âåêòîðå v

r
 – íàèáîëüøåå, à íà íåêîòîðûõ íåêîëëè-

íåàðíûõ (òàêèå, â ñèëó ïðåäûäóùåãî ïóíêòà, íàéäóòñÿ ) âåê-
òîðàõ 1 2,u u

r r
 – ìåíüøèå çíà÷åíèÿ, òî äëÿ íåêîòîðûõ ÷èñåë

1 2,a a  ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå

v
r ( ) ( )1 1 2 2 1 1 2 2u u f v f u u= a + a Þ = a + a £

r r r r r ( ) ( ){ }1 2max ,f u f u
r r

;

â) íå áîëåå ÷åòûðåõ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé íà âñåì ïðîñ òðàí-
ñòâå: äåéñòâèòåëüíî, åñëè îíà íà ïÿòè âåêòîðàõ ïðèí èìàåò
ðàçíûå çíà÷åíèÿ, ïðè÷åì íà âåêòîðå v

r
 – íàèáîëüøåå, à íà

íåêîòîðûõ íåêîìïëàíàðíûõ (òàêèå, â ñèëó ïðåäûäóùåãî
ïóíêòà, íàéäóòñÿ) âåêòîðàõ 1 2 3, ,u u u

r r r
 – ìåíüøèå çíà÷åíèÿ, òî

äëÿ íåêîòîðûõ ÷èñåë 1 2 3, ,a a a  ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå

1 1 2 2 3 3v u u u= a + a + a Û
r r r r ( )( )1 1 2 2 3 3fv f u u u= a + a + a £

r r r r

£ ( ) ( ){ }1 2 2 3 3max ,f u f u ua + a £
r r r

£ ( ) ( ) ( ){ }{ }1 2 3max ,max ,f u f u f u =
r r r ( ) ( ) ( ){ }1 2 3max , ,f u f u f u

r r r
.

Âî-âòîðûõ, ïðèâåäåì ïðèìåð ôóíêöèè f , óäîâëåòâîðÿþùåé
óñëîâèþ çàäà÷è è ïðèíèìàþùåé ðîâíî ÷åòûðå ðàçëè÷íûõ
çíà÷åíèÿ: ââåäÿ â ïðîñòðàíñòâå äåêàðòîâû êîîðäèíàòû  ñ íà-
÷àëîì â òî÷êå O, îïðåäåëèì

( ) ( )

0, 0;

1, 0 ;
, ,

2, 0 ;

3, 0 .

x y z

x y z
v x y z f v

x y

x

= = =ì
ï = = ¹ï= Þ = í

= ¹ï
ï ¹î

r r

5. Ïðîâåäåì AK , DL , MN  è PQ – ïåðïåíäèêóëÿðû ê ïðÿìîé
BC (ðèñ.25). Òàê êàê AM = MD , òî KN = NL , à òàê êàê
MB = MC , òî BN = NC . Ñëåäîâàòåëüíî, KB = CL.  Èç ïðÿìî-
óãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ AKB  è BPQ  ïîëó÷àåì

cos cos
KB QP

KBA BPQ
AB BP

Ð = Ð = = .

Àíàëîãè÷íî, èç ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ CLD  è QPC
ïîëó÷àåì

cos cos
CL QP

LCD CPQ
CD CP

Ð = Ð = = .

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî

è
QP BP QP CP
KB AB CL CD

= = ,

ò.å. tg tgBAP CDPÐ = Ð .

6. à) 1; á) [ n/k ].
Êîììåíòàðèé . Ýòà çàäà÷à ïîÿâèëàñü â ðåçóëüòàòå êîëëåêòèâ-
íîãî îáñóæäåíèÿ «ôîëüêëîðíîé» çàäà÷è  Ì2000.

Ðèñ. 25

ÈÇÁÐÀÍÍÛÅ ÇÀÄÀ×È ÌÎÑÊÎÂÑÊÎÉ
ÔÈÇÈ×ÅÑÊÎÉ ÎËÈÌÏÈÀÄÛ

Ïåðâûé òåîðåòè÷åñêèé òóð

7 êëàññ

1. l  = 10 êì.
2. Ñì. ðèñ.26, çäåñü R = 10 ì,

( )arccos 3 4 41,4a = » ° ;

min 10 ìèí 56 ñt = .

3. 2

1

1
1

2
v
v

< < .

4. 3
min

2 1

31,25 ì
m

V = =
r - r

.

8 êëàññ

1. min 15,7 ct » .

2. 500 H
10
Mg

F = = .

3. ( )1 1 1F gHS N V g= r + r - r =
= 16,8 Í.
4. 60 Ct = ° .

9 êëàññ

1. 
2 2

2
0 2 4,4 ì

4 4
t g t

d v gh= + - » .

2. ×àøà îïðîêèíåòñÿ ÷åðåç âðåìÿ 2hac
T

v
= , à çàòåì áóäóò

ïðîèñõîäèòü êîëåáàíèÿ: ñ ïåðèîäîì Ò âîäà áóäåò ñíà÷àëà çà-
ïîëíÿòü ÷àøó, à ïîòîì âûëèâàòüñÿ èç íåå.

3. 0

0

U
R

I
= , max 0 0P I U= .

10 êëàññ

1. Óñêîðåíèå ðàâíî ( )2 M m
a g

M

+
=  è íàïðàâëåíî âåðòèêàëü-

íî ââåðõ.

2. max
5

90
R

t c
v

= » , 
( )

min

19 2 39
63 c

20

R
t

v

+
= » .

3. 1
1

k
a

= =
- a

.   4. 2 0q = , 
12

17
RU

I
p

=
r

.

5. 
( )2

9

2
n

Pn
P

n
=

+
.

11 êëàññ

1. 
5 5

3
a

t
v

= , u = 3v. 2. 
( )2 2 2

0
2 3

sinQ N
F

MNl

F p
D =

p
.

3. 
( )0 1

1 ñì
1

v
D

a a
t

= =
-

.
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Âòîðîé òåîðåòè÷åñêèé òóð

8 êëàññ

1. u = 2v = 10 êì/÷. 2. 
( )2

40 ñì
sin

d m M
L

M

+
£ =

a
.

3. 
( )

1
2

â c

1,15 êã
1

m
m = »

- r r
,

( )1 â c
ë

â â

c ë

0,66 êã

2 1 1

m
m

r r
= »

æ öæ ör r
- -ç ÷ç ÷

r rè øè ø

.

4. a a ê â â 0 0

a a â â 0

5,6 C
c xt c h t

t
c x c h
r + r

= = °
r + r

.

9 êëàññ

1. 20
2

m g
F< £ ; 2

1

1
2
m

g a g
m

æ ö
- < £ -ç ÷

è ø
, ãäå a > 0 ñîîòâåòñòâóåò

íàïðàâëåíèþ ââåðõ.

2. 13 êÄæ
L mgh

Q
p

r
= » .

3. Ñì. ðèñ.27 è 28.

10 êëàññ

1. 1
3
mL R

t
F L

pæ ö= -ç ÷
è ø

, ïðè ýòîì «õâîñò» âåðåâêè åùå íå äîåäåò

äî êîëîííû.

2. 
( )22

1 21 v vv
T m g

R L

æ ö-
ç ÷= + +
ç ÷
è ø

,

F ( ) ( )22
1 21 v vv

m M g m
R L

æ ö -
= + + +ç ÷ç ÷

è ø
.

3. ( ) ( )
( )
4 1 1

2 3 2

3
1 1 0,475 47,5%

4

p p V

p V V

æ ö-
h = - a - = =ç ÷ç ÷-è ø

,

( ) ( )
( )
4 1 1

2 3 2

1 3
1 56,8 êÂò 78 ë.ñ.

4

q V p p V
N

t p V V

æ ör - a -
= - » »ç ÷ç ÷-è ø

, ãäå

1, 2, 3, 4 – òî÷êè öèêëà Äèçåëÿ.

Ðèñ. 27

Ðèñ. 28

4. 
2

3
ABR R= .

11 êëàññ

1. 
( )
2

1
m gH

u
M m M

=
+

.

2. 
2

2

1
0,07 7%

4 4 3

n

n n

-
h = » =

+ +
.

3. 12 2R R= .

4. 
1 cos

arctg 30
sin
- a

b = = °
a

.

5. 1 2 30 ñìL F F= + = ; 
2

2
2 1

1

0,25 ìì
F

a a
F

æ ö
= =ç ÷

è ø
 è

2
2 1

1

1 ìì
F

b b
F

= =  èëè 
2

1
2 1

2

4 ìì
F

a a
F

æ ö
= =ç ÷

è ø
 è

1
2 1

2

4 ìì
F

b b
F

= = .
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