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A.CITTUBAK

HNPEABIAYIINX YACTAX CTATbM JOKA3AHO
MHOTO pa3HbIX MHTEPECHBIX TeopeM. He mokazana
TOJIBKO OJ[Ha, caMas TPyaHas — Jecaras. JTa Teo-
peMa yTBep K 1aeT, uTo moGoe ypasHenue x> — d yz =1, rne
d — HaTypaJbHOe YUCIO0, HE SIBJISIONIEECs] TOUHBIM KBA[pa-
TOM, MeeT XOTs1 ObI O/THO PEIleHNE B HATYPAIbHBIX YHCIAX.

S wmsnoxy derpipe JokasarenbctBa. llepsolil croco6
UCTOJIb3yeT TPUHIUT Jlupuxie u mpuOIM:KeHUsT Uppai-
OHAJIbHBIX YUCEJ PAIMOHAJIbHBIMU. DTOT CIIOCOO KOPOTKUIA
Y [PO3PAYHbIii, HO Y HETO €CTb IIPUHITUITHAIbHDIN He0CTa-
TOK: OH HE JIaeT TIPUEMJIEMOTO /I TIPAKTHKU METO/a
Haxox/JeHus pemrenns. [loxoxue apyr Ha Apyra JIpyrue
aBa crocoba — aHIVIMUCKUNA W WHAUNCKUUA MEeTO/bl —
CBOOOJTHBI OT 3TOTO HEIOCTATKA, SBJSAICH AJTOPUTMAMU
noucka penieHus. K coskaneHuio, JI0Ka3aTeJbCTBO TOTO,
YTO 3TU AJATOPUTMBI PAHO WJIN TO3/IHO OCTAHABJIUBAIOTCS 1
MIPUBO/IAT MMEHHO K HAWMEHBIIEMY pelleHuo, Tpebyer
3HAYNTEJBbHDBIX YCUJIUH.

Mue G6oJibllle BCEro HPABUTCS YETBEPTHIN Crocob, wuc-
MOJIb3YIONIHIA TIenHbIe podu. VIX poJib B TeOpUM ypaBHe-
uuii Ilensng He MeHee 3HAYWTETbHA, YeM POJIb MPPAIUO-
HAJIbHBIX YHCEJI, O KOTOPOW OBLIO PACCKa3aHO B MEPBON 1

IIpodoskenue. Hauano cm. 6 <Keanmes Ne3, 4.

L

BTOPOIT yacTsx cratbu. /la m camu 1o cebe TermHbIe 1poOu
Ype3BbIYalfHO WHTEPECHBI.
Ho mpeskiie Bcero pacckasky ojHy UCTOPHUIO. '

BbizoB Pepma

Ha4ano ecrb bosee 4em rosoBuHa BCero.
ApwucToTens

«Cetiuac edsa au naiidemes KMo-Hubyob, KMo npedd-
eaem apughmemuueckue 6onpocol, U KMo-HuUOYOb, KMo ux
nonumaem. He nomomy nu amo npoucxooum, umo 00 cux
nop apuphMemury paccmampueani cKkopee ¢ 2eoMemputec-
Kou, wem ¢ apugpmemuuecxoti mouxu 3penus? Tax 6via0
scezda — U 8 OPesHUX, U 68 COBPEMEHHBIX PAOOmMAX; npume-
pom momy seasemes daxe [Quogpanm. H60 xoms on u
bonee uem Opyzue 0c60000UNCI OM 2e0MeMPUU 6 MOM
OMHOWEHUU, UMO OZPAHUMUBACTN CEOU AHANU3 PACCMOMPE-
HUEM PAUUOHAILHBIX UUCe]l, 00HAKO OdiKe Y Hezo zeomem-
pusl He NOJHOCBIO OMCYMCMBYEm. ..

Tenepv apugppmemuxa umeem, max cKasamv, cOOCMEeH-
HY10 001aCIb U3YUEHUS — MEoPUIo ueavblx uucer. Eexaud
AUy caeeka 3ampouyi ee 6 ceoux <«Hauanax», a ez0

! Muozoe us mozo, umo souno 6 MY UACMb CMAMDBU, 3AUMCTNEOEAHO
u3 xnueu I.Ddsapoca <Ilocreduss meopema Depma. I'enemuuecxoe
seedenue 6 anzedPautecKyio meopuio UuUces.

Unmoctpayma BAkarsesou



YPABHEHNUA

nocedosamenu HedoCMAMOUHO 3AHUMALUCD IMOU Meopuetl
(ecau moawko ona ne codepkaracy 6 mex knuzax /fuoghan-
ma, KOMOpvLX Mvl JUWUIUC 6CLe0CMEUE PA3PYUUNETLHOZO
deticmeusi pemenu); C1e008ameNbHO, APUPMEMUKam npeo-
CIoum pasusamv U 60CCMAHABAUBAMD €e.

ITosmomy apughpmemuxam, dabvL océemums mom nymo, no
KOMOpomy Hado ciedosamyv, npedidzaio s Imy meopemy,
umobvL oMU JoKaA3aiu ee, U My 3aoaywy, umodvl OHU
pewunu ee. Ecau ke npeycneiom onu 6 ee 0oxasamesibcmee
UMY pewleHul, mo UM npuoemcs NPUSHAmMy, Umo 60RPOCHL
Max0zo pooa Huuem He YCIynaiom 6 OMHOUEHUU KPACOmbL,
mpyonocmu ua Memooda 0oKaA3ameabCmed CamvbiM 3HaAMe-
HUMbIM 60NPOCAM 2€0MEMPUlL.

Ecau dano npoussoivhoe uucio, Komopoe He seisem-
csl K6aopamom, mo natidemcst 6eckoneuHoe MHOKeCmBo
Maxux Keaopamos, umo eciu 3Mmom Keaopam YmHo-
KUMb HA OAHHOe YUCIO U K NPOU3BEOHUI0 NPUOABUMD
edunuuyy, mo pesyavmam 6yoem Keaopamo.

Hpunep. Ilycmo 3, xomopoe ne A6AAEMCs KEAOPAMOM,
b6ydem dannvim uucaom. Ecau ymnoxumo e2o na keaopam,
pasnuiii 1, ux npoussedenuio dobasumn 1, mo 6 pe3y.iomame
noayuumes 4, umo seasemcs keaopamom. Ecau mo xe
camoe Yucao 3 YMHOKUMb Ha 16, Mo noAyuumcs npousse-
denue, komopoe npu yeeauuenuu Ha 1 npespawaemcs ¢ 49,
moixe xeaopam. H kpome 1 u 16 mosxno naiimu 6eckoneuroe
MHOKECME0 Keaopamos ¢ mem e Ce0UCmEOoM.

Ho s cnpawusaio 06 obwem npasuie peuenus — Koz0d
0ano NpouU3BOJILHOE YUCTIO, HE ABAANUEECs KeAOPamoM.
Hanpunmep, natidume maxoi keadpam, 4mo eciu npousee-
denue smozo xeadpama u uucaa 109, 149 uau 433 ysenu-
yumo Ha 1, mo noayuumcs Keaopam.»

Taxos 6b11 Bbi30B Depma, KOTOPbIil oH caean B 1657
rofy JApYTHM MareMaTHKaM, B YaCTHOCTH AHIJIMHCKUM.
OueBUIHO, YTO OH JKeJIAeT He TPAJAUITMOHHOTO o] aHTOBa
pelIeHNsT B PAllHOHAIbHBIX YHC/IAX, a PEelICHUs 3aJaull B
yeaviy uncyax.? Kak aTo HU CTPAaHHO, HO IIOSCHEHUS K
3agaue ObLIM OIIYILIEHDbI OJHUM M3 IIOCPEAHHKOB B TOM
9K3eMILISIPE TTHUChbMa, KOTOPBIi ObLI TIepe/lal aHTJIUHCKUM
MaTeMaTHKaM; B pe3yJ/IbTaTe OHU COUIN 3a/ady COBEepIIeH-
HO TJIyTIOi. A MMEHHO, MOKHO BBECTH O0O3HAueHHe

m
x=1 Y
U T1I0/ICTABUTD B ypaBHEHHUE:
2
(1+%yj —dy* =1,

2mn = (dn2 —m2)y,

m2

2m 2 2
n YTy Ay =0,

OTKYy/1a
2mn dn® +m?
= X =
, .
dn® —m? dn® —m?
[Momydennnvie ¢GopMysbl, Kak JerKo yOeIuTbCs, [IaloT
GECKOHEYHO MHOTO PEIICHUI B PAIlMOHAJIbHBIX YHCJIAX.

Y

Vupaxkuenue 54. a) Y6equrech, 9t0 371 (HOPMYJIbI [TAIOT BCE
pemrenus. 6) Haiiqure anansormusbie hOpMyJIbl s YPABHEHHST
2, 2
x“+y =1.

2 ITo uponuu cyovOvL, HviHe CI060 «OUODAnmMosos ynompedisiom,
IKEAS, NOJYUUMD PEUeHUs 6 UL uucaax, mozda kax cam Juoganm
nu 6 00nou u3 dowedwux 00 Hac pabom He 3AHUMAICS PEUEHUSIMU 6
UCTDIX HUCAAX, d MOILKO 6 PAUUOHALLHLY.

OEJJSA 11

Korpma ske pomosHUTETbHOE TpeOOBaHWE, UYTO X W Y
JIOJDKHBL OBITH I[EJIBIMU YKCJIAMU, JOLLIO [0 aHTJIMHCKIX
MaTEMAaTUKOB, TO OHU TTOKAJOBAJINCH, YTO YCJIOBUE 33/1a4n
usmenun. Konedno, ux ;xano0y MOMKHO TIOHSTb B CBETE
CUJIBHOM M0 AHTOBON TPAIUITNH, HO, KaK yKazas depma,
ObLJI0 HAWBHO HAESTHCSI, UYTO OH TMPEJIOKNI TPUBUATD-
HyI0 337a4uy. Kak BUIHO U3 IpUBEIEHHON 3/1eCh TaO IHIIbI,
3amaya Mepma BecbMa carokHast: st d = 61 HauMeHbIIee
perierne — 1o napa y = 226133 980 u x = 1766319049.
(BmpoueM, Brepsble nmocuuTana 510 He DepMa, a POAUB-
nmiicsa B 1114 rogy nuauen; bxackapa Axxapus.) A mas
d =109 BooGie y = 15140424455100.

Tabauua
2) 2 31 5) 4 6) 2
7) 3 8) 1 10) 6 1) 3
12) 2 13) 180 14) 4 15) 1
17) 8 18) 4 19) 39 20) 2
21) 12 22) 42 23) 5 24) 1
26) 10 27) 5 28) 24 29) 1820
30) 2 31) 273 32) 3 33) 4
34) 6 35) 1 37) 12 38) 6
39) 4 40) 3 41) 120 42) 2
43) 531 44) 30 45) 24 46) 3588
47) 7 48) 1 50) 14 51) 7
52) 90 53) 9100 54) 66 55) 12
56) 2 57) 20 58) 2574 59) 69
60) 4 61) 226153980 62) 8 63) 1
65) 16 66) 8 67) 5967 68) 4
69) 936 70) 30 71) 413 72) 2
73) 267000 74) 430 75) 3 76) 6630
77) 40 78) 6 79) 9 80) 1
82) 18 83) 9 84) 6 85) 30996
86) 1122 87) 3 88) 21 89) 53000
90) 2 91) 165 92) 120 93) 1260
94) 221064 95) 4 96) 5 97) 6377352
98) 10 99) 1 101) 20 102) 101
03) 22419 104) 5 105) 4 106) 3115890
107) 93 108) 130 109) 15140424455100 110) 2
111) 28 112) 12 113) 113296 114) 96
115) 105 116) 910 117) 60 118) 28254
119) 11 120) 1 122) 22 123) 11
124) 414960 125) 83204 126) 40 127) 419775
128) 51 129) 1484 130) 570 131) 927
132) 2 133) 224460  134) 12606 135) 21
136) 3 137) 519712  138) 4 139) 6578829
140) 61 41) 8 142) 12 143) 1
145) 24 146) 12 147) 8 148) 6

149) 2113761020 150) 4

Yto caenann aHrnu4yaHe?

AHrm4a"aM yZajaochb He TOJbKO HAalTH YacTHBbIE pelile-
uust pu d = 109, 149 wnn 433, no u pazpaborarb 06O
IPOIIEYPY TIOTyYeHUsT PelIeHui 1Jist JII0O0T0 3HaveHus d.
Kro aro cmenan — wmemssectno. Xortg Jxon Bammuc
(1616—1703) 1iepBbIM JaJT OTIUCAHUE TIPOTIE/LYPHI U TIOJY-
YIJI PEleHus: B TPEX YACTHBIX CJIYyYasiX, OH HMPUIINCHIBAET
aBTOPCTBO BUKOHTY Yuubsimy Bpoynkepy (1620—1684).
B omy6nmkoBaHHOW mepenucke Basmca HET HUKaKUX
yKazanuii Ha To, 4to bpoyHkep xorga-an6o coobian emy
4TO-71M00 06 ITOM METO/Ie, KPOME HECKOJBKUX IMPOCTHIX



12 KBAHT -

3aMEYaHUll, KOTOpbIe, ObITb MOKET, MOCIYKUJIN 3aPO/Ibl-
1eM ujien, pa3BUTON BrioceAcTBuu Basiucom. Bosmosk-
no, Bamnucy O6brio BaXHO MTOOUTHCS PACIIOJIOMKEHIST
Bpoynkepa u ero moKpoBUTEIbCTBA, TIO3TOMY OH U Ha3BaJ
aToT MeTo | MeTosioMm Bpoynkepa (u6o Bpoyukep B 1662—
1677 romax ObL1 TIPe3UIEHTOM OCHOBaHHOTO B 1660 romy
Jlongonckoro Kopomesckoro obmectsa). Bripouem, Heko-
TOpbIe WMCTOPUKHU CYHUTAIOT caMoro DBpoyHkepa BecbMa
CIIOCOOHBIM MATEMATUKOM U yTBEPKJAIOT, YTO 110 CBOMM
JIMYHBIM KadecTBaM Basmc ckopee Mor mpummcarb cebe
Yy3KHe 3aCJyTH, YeM OTKA3aTbCsl OT CBOUX.

Crporo roBops, aHTJIM4aHe He permn 3agauy Depma,
KOTOpasl 3aK/I09a1ach B TOM, YTO IpU JaHHOM (He SBI-
OIIEMCS. KBaJIPATOM) HATYPAIbHOM d CYIIECTBYeT GECKO-
HEYHO MHOTO HATYPAJIbHBIX X TAKUX, YTO dx? +1 sBasiercst
kBagparoM. OHU He [OKa3ajH, 4YTO Ipolelypa Bcerzaa
3aBEPIINTCS, M, KAJKETCs, JlasKe He MOHUMAJM, YTO 3TO
HY3KHO [TOKa3bIBaTh.’

@epma HaMKCAJ TUCbMO, B KOTOPOM TIPU3HAJ, YTO aHT-
JIMYAaHaM Y/IaJI0Ch PENIUTb €ro 3a/a4y, W He MPOSBUI HU
MaJieilell HeymoBJAeTBOPEHHOCTH WX MeTooM. OHaKo
riaaBabiM jiis Depma B aToM mmchbMe ObLIO  yOEIUTD
aHTJINYaH, YTO Tlepesl HUMHU ObLTa MOCTaBJeHA JTOCTONHAS
3ajla4a, TaK 4TO OH MOT CO3HATEJIbHO 3aKPbITh TIJa3a Ha
HEeIOCTATKU.

Heckousbko et crycts, moaBozs B nucbMe k Kapkabu
WUTOTH HEKOTOPBIX CBOMX OTKpbITHi, Depma ykasas, 4To
AHTJIMYaHe TOJYYUJIN peIleHre €ro 3a/aydl TOJbKO B
OT/IEJIbHBIX YACTHBIX CJIyYasiX U UM He yIaJ0Ch JaTh 001iiee
JlokazarebeTBo. OueBuHAS UHTEPIIPETAIUST ITOTO 3aMe-
YaHW 3aKJII0YaeTC B TOM, 4TO DepMa 3aMeTHT OTCYTCTBHIE
JIOKa3aTesIbCTBA TOTO, YTO TIPOIECC BCErjia MPUBOIUT K
PEIIEHNIO; ¢ JPYTOW CTOPOHBI, B HEM MOXHO YBUJIETH U
Memee r1yGOKyI0 KPUTUKY TOTO, YTO MPOIecC ObLI OMUCAH
B HeI0CTaTouno oOmmx TepMmunax. dMepma yTBep)KIaeT,
YTO OH MOT ObI /IaTh JIOKA3aTeJbCTBO, «HAJJIEKAIUM 06pa-
30M» MPUMEHUB MeTO/[ GECKOHEYHOr0 CIIyCKa. JTHU CJIOBA,
pasyMmeeTcs, HeJb3s CUUTATh JOCTATOYHBIM CBU/ICTEJIb-
CTBOM B I0JIb3Y TOTO, YTO OH YMEJ peliaTb CBOIO 33/1a4y.

NHAMNCKUA N aHMMUNCKUA MeToAbl

JlereH bl rJ1acgT, 9TO 32 HECKOJIBKO BEKOB [I0 HAIIIEH 3Pl
B Mupuu 6bLIO M3BECTHO PABEHCTBO 2 [%08% +1 =5772.
Pasencrso 92 [120% +1 =1151®> Bmecre ¢ U3OI[PEHHON
TEXHUKON €ero BbIBO/Ia ObLIO TOJy4eHO bpaxmarymroii
(poaunmcs B 598 roxy). O6mwmii croco6 perienust ypasHe-
uust [lemns @ mam Bxackapa Akxapusi. ITOT MeETO/ HAa3bI-
BalOT [MUKJJINYECKUM WJIA UHIUACKUM.

3 Jlae Diinepy me yoaiocv dokasamv, umo amzIUUCKUL Memoo
6cezda npusodum x ycnexy. Yoaroco smo Jaepanky uepes 110 sem
nocae moezo, xax Baanuc omocaan omeem na 6vi306 Mepma.

Tepmun <ypasnenue Ileanss 603nux 6 pesyrvmame OWUOKU
Jeonapda Jiaepa. Ilouemy-mo — 603MOKHO, NO NPUUUHE CMYMHBIX
BOCNOMUHAHULL, OCMABUWUXCS OM UMEHUS. «A/zze6pbt» Bannuca,— y
Jiirepa cozdarocy enewamuenue, 6yomo Bainuc npunucvieaem memoo
pewenus smoii 3adauu ne bBpoyuxepy, a Ilennio — cospemennuxy
Bannuca, komopoutii M1H020 a3 yromamuym 6 ezo pabomax, Ho He umes
HUKAK020 OMHOWEHUS K YPAGHEHUIO x?—dy* =1. Diizep enepsovie
cOenan amy owubky 6 1730 200y, xozda emy Oviio 23 z00a, 1o ona
nonana u 6 okonuamesvoe usdanue <Beedenus ¢ arzeopys (npumepno
1770 2.). Dilnep Goin carnvin NONYIAPHLLM MAMEMAMUYECKUM AGMOPOM
€60€20 BpeMenl, U OWuUdKa OWLd 6 UCTOPUIO. ..

2002/ Ne 6

[Tosuakomumcst ¢ HuM Ha npumepe d = 67. Hama 1iesp
— HaliTH TakuWe HaTypaJbHble X U ¥, YTOOBI Pa3HOCTD
y* —67x* pasusanach 1. B kauectse mepBoro mpu6mKe-
HUS PACCMOTPUM PABEHCTBO

82 -670% = 3.
Bcenomuus dhopmyty

(a* = 67b%)(c* =67d”) = (ac + 67bd)* ~ 67 (be +ad )’
I TIPHMEHNB ee K paseHcTBaM 8° —67 1% = -3 u 7% -
—-670% =5, tie r (a TeM caMbIM U S) OyzieT onpe/eseHo
[03’Ke, TIOJTyYuM

(8r +67)° —67(r +8)° = 3s.

ITbiTasich cie1aTh MPaByio 4acthb (110 MOIYII0) KaK MOKHO
MEHBINEH TOMBKO 3a cYeT BHIG0PA HAMMEHDBIIETO MO MO/Y-
JIIO 3HAYEHUs S, Mbl BbIOpasu Obl ¥ = 8, 1IPH KOTOPOM § =
=—3, u noayunau Gbl PABEHCTBO

1312 -6706° =9,

¢ KOTOPBIM HEMOHSITHO YTO JIEJIATh JAJbIIE.

Hoes yuxauueckozo memooda — BbIOGOP TAKOTO 7, UTOOBI
7 + 8 1e0Ch Ha 3 U § IPU 9TOM ObLJIO KaK MOKHO MEHbIIIe
no moaymio. (Korpa ato caenano, obe 4actu ypaBHEHUS
pas/esTCs HaleJao Ha 3°.)

Hoes anzauiickozo memoda — BHIGOP TAKOTO KaK MOKHO
GoJibliiero 7, uto 7> < d u r + 8 mesurcs Ha 3.

Kak Bujute, MeTo/ibl ouenb moxoxu. O6a MOKHO NpH-
MEHSITh [T TOMCKA pEIleHui TpU JaHHOM d, He 3Has
3apanee, 4TO 910 npuseger K yenexy. (Mexay npounm,
anpuopu HeT HUKAKOU YBEPEHHOCTH B TOM, 4TO B OOIEM
cJIydae B aHTJIMIICKOM METO/Ie TI0CJIe KaXKI0ro mara r 6yaer
CYIIECTBOBATb. DJTO — OJ[HA U3 TEOPEM, KOTOPbIE HAJ0
JIOKa3bIBaTh, 060CHOBBIBAS AHTJIMHICKUI METOZ.)

IIpoBegeM TOAPOOGHO BBIYNUCTEHUS ST ITUKJTYECKOTO
Mmeroma. UroObl #» + 8 meamoch Ha 3, YUCIO 7 LOJIKHO
DABHSATHCSI OJIHOMY 13 Ynces 6ECKOHEUHOI B 00€ CTOPOHbI
apudmernyeckoii nporpeccuun ..., —2, 1, 4, 7, 10, 13,
16, ... Bei6op r = 7 aeT HauMeHblIee 1o MO/LYJTI0 3HAUYCHIE
s =—18. OTUM 7 U S COOTBETCTBYET PaBEHCTBO

123> -67 05 =54,
KOTOpOe TI0cJIe COKpallenus Ha 9 mpeBpariiaercs B
417 - 67 3 =6.
Tenepb — cJeyomuil mar MUKJIMYECKOT0 MeTo/1a:
(417 + 67 08)° -67 (5r +41)" =6s.

Uucno 5S¢ + 41 penvres na 6 npu v = ..., —7, =1, 5, 11,
17, 23,... BoiGop » = 5 maer HauMeHbIIee 110 MOJYJIO § =
=—42, ¥ MBI IOJly4aeM PABEHCTBO

540° - 67 [66” =6 [[-42),
KOTOpOE IIOCJIE COKpallleHUs Ha 62 IpeBpalaeTcs B
90> -67 01° = 7.

Jlasbiie Ha/10 BBITIOJTHUTD CJAEAYIONUN TAr IUKJINIeCKOTO
MeTo/la, TIOTOM ellle OJIMH, W TaK [0 TeX Top, TOKa He
[OJIYYMM PABEHCTBO, B [IPAaBOIl yacTtu KoToporo Oyzer 1.



YPABHEHNUA

Yupaxxuenus

39. BbINoHEB ele mATh MIaroB MUKJINYECKOTO MeToJa, Haii-
qute pemrenue 488422 — 67 [3967% =1.

56. a) Bbmosnnure Bbrumcaenuss aag d = 67, npumeHas
anriickuii Meros. 6) CpaBHUB aHIVIMACKMA M LMKIMYECKUIT
Metozpl Ayt d = 67 ¥ Ui HECKONbKUX [IPYTHX 3HAueHuit d,
chopmyupyiitTe THIOTE3y O B3AUMOCBSI3H ITUX JIBYX METO/OB.

Ecsin BbI periiin 3Tu [Ba yIpa)KHeHus1, TO yOeIInch,
YTO WHANNCKAN W aHTJIMACKUNA METO/IbI O3BOJIIIOT HAUTH
pemienne 1781 d = 67. OHAKO HY I/ aHTTHICKOTO, HU JI7IsT
WH/IUIICKOTO METO/Ia HET HUKAKUX OYEeBU/IHBIX MPUYUH, 10
KOTOPBIM PaBEHCTBO € TIPaBOil YacTbio 1 JOKHO 00si3a-
TEJBHO TIOJIYYUTbCA B 0011IeM cirydae. EcTb 1 MHOTO IpyTrX
BOTIPOCOB. Harpumep, ecyii 3T METO/IbI Iy T HaM KaKoe-
TO pertenue ypaBHenus: Ilesis, MOXXHO M yTBEPKIATh,
YTO 3TO pellleHne — HAUMEHbIIIee U3 BO3MOYKHBIX ?

41 yBepeH, 4TO MOTBITKA CAMOCTOSITEIBHO Pa3o0paTbes B
3TUX BOTIpocax Oy/ieT 04eHb 1more3Hou. JIro6ure b KOMIIbIo-
TEPOB MOKET HAYaThb C HATMMCAHUS AHTJUNUCKON W WHIUN-
CKOIl ITpOrpaMM, KOTOPbIE BBIYUCTAT MTPUBEICHHYIO BBITIIE
Tabsuily. A BOT /I8 OGOCHOBAHMS IUKJINYECKOTO WJIH
anrsiickoro meroza (a syumnie 61 o6oux!) Bam npugeTCs
€o3/1aTh YyTh JU He 1eayio Teopuio! Ho naxe ecom y Bac
Huuero He noayuntes (a y GOJBIIMHCTBA, BB YK HE
00WKaNTeCh, JENCTBUTEIBHO HUYETO HE MOJYUYHTCS, I10-
CKOJIbKY 33/1a4a OYCHD CJIOKHA JIaXKe [T TeX, KTO YCIIel-
HO crpaBJsercss ¢ «3agaunukom «Kpanrta»), ato Gyzer
0YeHb I10JIE3HO.

Joka3saTenbCcTBO cyuiectBoBaHUA

MpubnxeHUs NPpPaLMOHANbHBIX YuKcen
pauvoHanbHbIMU

Teopemy 10 MOXHO 10Ka3aTh, paccMaTpuBas mpubJin-
JKEHUS uncaa ~/d palMoHANbHBIME uucaaMu. J{Jis aToro
cHavaa cHOPMYJUPYIO U JOKAKY CJAEAYIONIYIO JEMMY.

Jemma. /[s 1106020 6euecmeeninozo wucid & u i60zo
Hamypaivnozo yucia N cywecmayiom maxue yesoe wuc-
J0 a u Hamypauvuoe wucao b, umo b < N u

1
N +1°

b€ - a| <

[Hoka3zarteabctBo. Paccmorpum unciaa 0 u 1, a takxe
Japo6ubie yactu yncen &, 28, ..., N& . Ecuu 6b1 Bce pac-
crosirust Mesky atumu (N + 2)-Ma yncaamu Gb1n 6oJIbIie
1/(N + 1), o noayunnoch Obl MPOTUBOPEUNE. 3HAUWT,
KaKoe-To u3 paccrostumii ve npesocxoaut 1 /(N +1). Ecom

1

|{b25}"{b1i |SN+1’

rael< b, <b, <N, 10

(8- [08)- (& - €] < 7

TaK uTO JI0CTATOuHO B3sATh b =b, —b, u a =[b, -[b{ .
OcrtasbHble /[Ba CIydas CTOJb K€ OYEBUIHDBI: eCJIH

1
{bE}—OsNH,

4 Ksant Ne 6

MEJJISA 13

TO TOAUTCS d = [bE] : ecJIm JKe

1
{08 < 57

TO MOXKHO B3sTh @ = [bE] + 1. Jlemma oKasana.

Yupaxxuenus

57. [lns mo6bix uncen &, &,,...,&;, ¥ J060r0 HaTypaJIbHO-
ro yncia N CylmecTBylOT Takue 1ebie uucaa by, by, ..., b, u a,
XOTsT ObI O/IHO M3 KOTOPBIX OTJIMYHO OT HYJIS, YTO aGCOJIOTHbIE
BesnuuHbl yucen by, by, ..., b, He npeBocxomsar N u

1

b& +bé, +...+b&, —a < ———
|1E1 2E 3 | INGTR

JlokazKkuTe 3TO.
38. [list mo6bix uncea &, &y, ..., &, 1 a060r0 HATYPAIBHOTO
anca N cymiecTByer Takoe HaTypasibHoe uuciao b, uto b < N*

u gpo6ubie yactu uncen b&, b,, ..., b&, ne npesocxogar 1,/ N.
JlokazkuTe 3TO.

JokasaTtenbctBo Teopembl 10

[Monoxum & = +/d . usa moboro warypaiapuoro n > 1 B
CHJIy JIEMMbI CYIIECTBYIOT TaKie HaTypaJbHble YUCJIa d,

u b,,uro b, <n u
an—bnx/ﬂsl.
n
OueBn/IHO,
a? —db? =an—bnx/g|-an+bn\/3|£
101
S%an—bn«/g+2bn\/3|s%(%+2n\/3j<1+2\/3,

Wrak, Benuunna ai - db,f MOJKeT MPUHUMATH JIUIIb KO-
HeYHoe 4icJio 3Havenuii. Ho n MoKHO 6paTh CKOJIb YTOHO

a, —bnx/g|£l
n

IPU 7 —> oo UMEEM b, —> oo . 3HAUUT, XOTS ObI /I OJIHOTO

6ospiium! V1 1iput 5TOM B CHITY HEpaBEHCTBA

[[eJIOTO YKCJIAa ¢, TI0 MOAYJI0 MeHbinero 1+ 2vd , cye-
cTBYeT GECKOHEYHO MHOT'O AP HATY PAJIBHBIX YHCET (an; bn) ,
JUIST KOTOPBIX

a—db> =c.

3adukcupyeM O[HO M3 TaKUX 4Hcea ¢. Pacemorpum
OCTaTKM OT Jejenns uucen a, u b, ua |c[. TlockobKy
KOJIMIECTBO OCTATKOB KOHEYHO, TO CYIIECTBYIOT TaKIe
JIBe ° pasHble Mapbl HATYPAJIBHBIX YHCE (a; b) u (A; B) ,
9TO

a* —db* =c= A* - dB?

a=A (mod|c),
b=B (mod|c|).
(TTpoaymaiite sto!) PaccMoTpuM yacTHOE
A+pdd  (a—bVd)(a+BVd)
a+b\d a’ — db*

_ aA-bBd +(aB - Ab)d
_ . ,

5 Ha camon dexe daxe e 0se, a 6eckoHeuno MHO20, HO HAM MO He
HY HKHO.



14 KBAHT -

ITockosbky
aA-bBd=a’>-b*d=c=0 (mod |c])
aB-Ab=ab-ab=0 (mod |c|),

10 uncaa x =(aA —bBd)/c u y=(aB - Ab)/c ueible.
Tak kak

x2—dy2:(x—y\/d_)(x+yx/3)=
_A-BJd A+BJd _A*-dB* ¢
a-bJd a+bJd a*-db® ¢

u y#0, 10 (X;y) — UCKOMOE HETPUBHAJIBHOE PeEllleHHe
ypasHenus [lemrs!

=1

Yunpaxknenust

39. Tokaxute, uro y # 0 .
60. [lokaxkure, uyTo g J060TO HATYPAJbHOrO 4YUCTA N

CYILIECTBYIOT TaKue HaTypaJsbHble X U Y, 4TO x? - 33/2 =lny

nemures Ha 3", OIHAKO CTENEHbIO TPOUKK ¥ ObITh He MoxeT (3a
TPUBHUATHHBIM UCKJIIOUEeHHEM 3y = 1).

LlenHble gpobu
LlenHas apobb uncna \/5

OueBuUHO, (\/E - 1)(\5 + 1) =2 —-1=1 u, cregoBarejb-

HO,

1
VIot=——.
142

Bocnoabsyemest atoit (popMy10ii MHOTO-TIPEMHOTO Pas:

1
ﬁ:1+(\/§—1):1+1+ﬁz

=1l+——=... =1+
1+\/§ 2+ 1

24 -,

Mbl HOJTydn/IM pasJioiKeHne Ynucya V2 B LETTHYI0 1pO0b.

Biipouem, 4To 9TO 3HAYKUT — PA3JIOKUTH JJAHHOE YUCJIO O
B IIEMHYIO Ipo0b? IJTO 3HAYWT, TIPEKIE BCETO, BBHIIETUTD
€T0 IEJIYI0 YacTb, T.€. TPEJCTABUTL €T0 B BU/IC

a=[a]+{a},

r7ie [o] — me/as yacTb 4MCaA O, T.€. TAaKOe IeJ0e YHC/IO,

uto [0] <o <[o]+1. OGosnauaem: a, =[a]. Ecom a —
nesoe uucao, 1o {0} =0, U Ipolecc pasIOKeHHS B

1enHyto Apo6b Ha aToM o6pbiBaerca. Ecm xe {a} > 0, To

YHCIO0 O MOKHO IPEACTaBUTb B BHUIE O = q +E, rue

B > 1. Bammcas B = [B]+ {B}, HaxoauM ciemyontee Hero-

2002/ Ne 6

Hoe wactuoe: «; =[B]. Ecom {B} =0, To pasmaoxenue
nosydeno. Ecmu sxe {B} >0, 10

1
B:a1+§,,

rme y>1. W tak mamee, m Tak jajee, MOKa OYepPEIHOE
YUCJIO He OKasKeTcs IeJbIM UM — 10 OeCKOHEYHOCTH
(Tounee, MOKa He HACTYIHMT KOHEI[ CBETA).

Ecim cxoHoe 4ncyio o MppanuoHaibHo, Tou 3, u Y,
U BCe BO3HUKAOIINE Jajiee TaKKie YHICJIa HPPAIMOHATIbHDI,
TaK YTO MPOIIECC PA3TIOKEHNU B IIEMTHYIO IPOOh HUKOT/IA He
OCTAHOBUTCS U JAaCT GECKOHEYHYIO I10CJIe0BATETHHOCTD
ay, a4y, dy, ... DJIEMEHTOB — TAK HA3bIBAEMBIX HENOJIHLLL
UACMHDLY .

O6pbiBas 1erHyio Apo6b 4ucaa 2 B Pa3HbIX MeCTax,
HoJtyuaeM nodxodsuwue opoou:

1 1 3 1 7 1 17

T; 1+§=§; 1+ 123; 1+—1=E;...

Hammm crapbie 3nakombie!

Mosker ObITh, 3TO caydaiiHoe coBnajgenue? Her, eciu
n-sTakHast Apo6b (T.e. Apo6b, B KOTOPOl 7 IBOEK)
NPUBOJUTCS K HECOKpATUMOMY Buiay x/y, 10 (n + 1)-
aTakHast Jpo6b paBHA

R e
1+? Y Y

Ouesngano, HO/(x + 2y, x + y) = HO(y, x + y) =
=HO/(x, y), tak uro apo6p (x + 2y)/(x + y) ToxKe
HecokpaTuma. [109TOMy yBeauvYeHne KOJIUIecTBa APOOHBIX
YepT Ha AMHUILY — HTO TEPEXO/l OT HECOKPATUMOIT po6u
x/y K Hecokparumoii gpobu (x + 2y) /(x + y). A ato n
ecTb (POPMyJIBI TIEpBOIl yacTu crarbu!

Toxxoasmme apoou 1 /1, 3,/2,7,/5, 17 /12,... 3ame-
YaTeJbHbI TEM, 4TO AaIoT (IIOepeMEenHo, CIeBa U CIIpaBa)
BeCbMa TOUHbIE HPUOIKEHUS YHCAA /2 . A UMEHHO,

1T 20 <P TS
17529 169 70 12 020

O1LEHUTD TIOTPENTHOCTD TPUOIMKEHUST HECTO0KHO!

=0 2)(x+02) |
‘ y(x+2) ‘ yz(;+\/§) yz(;+\/§)

Hampumep,

|x2—2y2| _ 1

17 i i
0<iz V2= < <00,
122(2+ 17
2
0<J3 M L L £0,00043,

— <
29" 1 , . Al
29 (\/2 +29) 297255



YPABHEHNUA

TaK uto Apo6b 17 /12 IpHbMmKAeT iei0 N2 ¢ TOUHOCTBIO
0,0025, a apobn 41,29 — ¢ Tounoctsio 0,00043.

Yupaxxuenus

61. CymecrByer i 1po6Gb, KOTOpask NPUOIMMKAET YHCJIO V2 ¢
TOYHOCTBIO /IO OJIHON MUJITMOHHOH, a ee 3HaMeHaTelb — TPeX-
3HAYHOE YUCJIO?

62. Jloxaxure cJjeayloliue YyTBepPKAeHU:

m
a) Ecam m, n — marypaibhble umcia u 2 >—, TO
n
m 1
\/5 - > 3 =
m
6) Ecau m, n — HaTypaJbHbIE YUCIA, TO P V2| > e
n
B) CyuiecTByer Takast GeCKOHEUHast OrPaHUYEHHAs OCTIEI0Ba-
TEJIBHOCTDb Xy, Xy, X3,..., YTO /IS JIOOBIX PA3JMYHBIX M U N

1
BDBITIOJIHEHO HEPABEHCTBO |xn - xm| 2 m . (3roT MyHKT pe-

masm B 1978 roy MKOJIBHUKY JIBYX CaMbIX CTapIINX KJIACCOB HA
Bcecoto3noit MaTeMaTU4ecKON OJMMIIMAjIe.)
< —

V2 (s + 2«/5) n*
eT UL KOHEYHOe YICAO pelleHuii B HATypaJbHbIX UHCIaX
m, n.

63. [luna m060T0 IMOJIOKUTEJIBHOTO YHUCJAA d PACCMOTPHUM
HOC/IeI0BATEILHOCTD, MEPBbIi UleH KOTOPOH @) = d , a KaxIblit
caesyrouuii Bpraucsstercs no dopmye @, = (2 +a,)/(1+a,) .

1

r) Ecim € > 0, To HEpaBEHCTBO nMe-

Nokaxute, uto lim a, = V2.
n—oo

LenHas gpobb yncna \/5
[Moctynum ¢ \/§ TaK K€, KAK MBI MMOCTYTIAJHU C V2
V3 =1+(V3-1)=

:1+—1 :1+—1 :1+—1 =

(V3+1)/2

BpimiiieM HECKOJIBKO MEPBBIX MOIXOSAIINX JPO6eii:

1ot 15
1’ 1 1 1+1 3’
2
1 7 1 19
W= 7 =17
1+—1 1+71
2+T 24—+

1
1+§

4%

OEJNNY 15
- 1 26
1 15
1+
1
2+ 1
1+ ——
2+
3aMeTuM:
?-3.1 =-2, 22-3.1% =1,
52-3.32=-2  7?2-3.4> =1,
192 =3-11> = -2, 26> -3-15% =1,

TaK YTO MOJOBUHA APOOEi «TUIITHNAE» — OHU TAI0T PEIeHNUsT
He ypaBHEeHUs ¥ -3y =1,a ypaBHEHUST x?—3y* =-2.
(Kax BBI IIOMHKTE, HOAXOAALINE APOOH YUCIA x/§ 00J1a-
JIAl0T aHaJOTUYHBIM CBOMCTBOM.)

Yupaxuenne 64. Ecom mavarp ¢ apoou 1,/1 mmm 2/1 n
x+ 3y
X+ 2y
Gy/lyT TIPH 3TOM HOJIYYEHDbI, SBJSIOTCS MOAXOISIMME POOSIMU
uncna /3 . Jlokaxute a10.

X
NIPUMEHATb IPABUJIO ?% , TO BCe JpoOH, KOTOpbIE

B caemyroreit yactu ctatbu Mbl JJOKasKeM MHOTHE Y-
BUTEJIbHBbIE CBOICTBA 1eMHbIX Jipobeit. B yactHocTH, ecyin

X 1

X/y — mopxopsiiast japo6b uucaa &, To E—g <.
Y

Kpome Toro, ecim x? —dy2 =1 u x, y — HaTypasbHbIE

qicIa, T Xy — NOAXOsIIast Apo6s uncaa vd , Tak 4To
Jnist noucka pemterns (x; y) ypasuenus Ileans criepyer
nepeGuparth JIHIIb TOAXOAAIINe Apo6u uncia /d . A BOT
o6paTHoe yTBepIK/eHue, KaK BUIHO Ha mpumepax d = 2 u
d = 3, TOKHO: He KayKJIas MOIXOIAIIast [poOb COOTBET-
CTByeT peliieHuio ypasuenusi [less.

Bpsiz i BaM yacTcst caMOCTOSITEIBHO CO3/IATh TEOPUIO
nenubix apobeii. Ho mosxcrnepumeHTHpoBaTh, passaras
pasubie uncaa (M panmoHa bHbIE, U UPPAIMOHAIbHBIE) B
HernHble ApoOU U BBIYKUC/SS MOAXOsIe ApOOH, OYeHb
110J1e3H0. XO0TsI ObI OJIHY-/IBE HHTEPECHBIE 3AKOHOMEPHOCTH
o6s3arenibHO o6Hapyskute! Harpumep, mocrapaiitech Bbi-
SICHUTDb, KaK CBSI3aHbI MEXKIY COOOI aHTIMHCKUIT MeTO[

pelleHust ypaBHEHUs x?—d y2 =1 u nennasg 1poOb yucaa

Jd .

(Mponosxerme creqyer)



