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Колебательный
контур

В .МОЖАЕВ

В ЭТОЙ СТАТЬЕ БУДУТ РАЗОБРАНЫ ЗАДАЧИ, В КОТО-
рых основным элементом является колебательный LC-

контур. В состав такого контура обычно входят два реактив-
ных элемента – индуктивность и емкость, а также активное
сопротивление. Последовательно соединенные, эти элемен-
ты и образуют последовательный колебательный контур.
Основная задача при расчете колебательного контура состо-
ит в определении временнóй зависимости тока в контуре и
напряжений на его элементах при заданных начальных
условиях.

Процессы в колебательном контуре описываются так назы-
ваемым дифференциальным уравнением второго порядка, а
общее решение этого уравнения содержит две неизвестные
константы. Эти константы можно определить из начальных
условий, вот почему для нахождения решения необходимо
знать начальный ток в контуре и начальное напряжение,
скажем, на конденсаторе.

Часто в задачах на колебательный контур требуется найти
не общее решение, а какой-то конкретный параметр, напри-
мер максимальный ток в контуре или максимальное напря-
жение на конденсаторе. Такие задачи можно решать, исходя
из закона сохранения энергии и общих физических сообра-
жений. Так, при максимальном токе в контуре ЭДС индук-
ции в катушке равна нулю, а если активное сопротивление
контура равно нулю, то и напряжение на конденсаторе также
равно нулю. Или, если напряжение на конденсаторе макси-
мально, то ток в контуре отсутствует.

А теперь – конкретные задачи.
Задача 1. В колебательном LC-контуре (рис.1) в началь-

ный момент ключ K разомкнут, а конденсатор емкостью C
заряжен до напряжения 0U .
Найдите зависимости напря-
жения на конденсаторе и
тока в контуре от времени
после замыкания ключа.

Сразу после замыкания
ключа напряжение на кон-
денсаторе ( ) 00U U= , а ток в

контуре ( )0 0I = . Пусть в про-
извольный момент времени
после замыкания ключа в кон-
туре течет ток, как это изоб-
ражено на рисунке 2. Запи-
шем закон Ома для нашего
контура:

LI U¢ = .

Поскольку I = – CU ¢ , полу-
чим

1
0U U

LC
¢¢ + = .

Это – однородное (справа стоит ноль) дифференциальное
уравнение второго порядка (старшая производная второго
порядка). Уравнения такого вида описывают гармонические
колебания одного из параметров колебательной системы. В
нашем случае –напряжения на конденсаторе. Решение урав-
нения имеет вид

( ) 0 0cos sinU t A t B tω ω= + ,

где 0

1

LC
ω =  – собственная частота колебаний контура, а

A и B – константы, которые находятся из начальных
условий. Первое начальное условие – это

( ) 00U U= .

После подстановки его в решение получим 0A U= . Из
второго начального условия

( )0 0I CU¢= - =

следует, что B = 0.
Теперь запишем окончательные выражения для напряже-

ния на конденсаторе:

( ) 0 0cosU t U tω=

и для тока в контуре:

( ) 0 0 0sinI t U C tω ω= .

Сравнивая последние два выражения, видим, что напряже-
ние на конденсаторе и ток в контуре изменяются по гармо-
ническому закону с
одной и той же час-
тотой, но колебания
тока и напряжения
сдвинуты по фазе на

2π . Зависимости
( )U t  и ( )I t  изоб-

ражены на рисунке
3.

Задача 2. К LC-
контуру (рис.4) в
момент t = 0 под-
ключают источник
постоянной ЭДС E
с пренебрежимо ма-
лым внутренним со-
противлением. Оп-
ределите напряже-
ние на конденсато-
ре в зависимости от
времени.

Рассмотрим произвольный момент после замыкания клю-
ча. Пусть в контуре течет ток I, как это изображено на
рисунке 5. Запишем закон Ома для нашего контура:

CLI U¢- =E ,

где 
CU  – напряжение на кон-

денсаторе. Используем связь
между током и напряжением
на конденсаторе:

CI CU ¢= .

Продифференцируем это со-
отношение по времени:

CI CU¢ ¢¢= .
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Подставляя выражение для
I¢  в уравнение закона Ома,
получим

2 2
0 0C CU Uω ω¢¢ + = E ,

где 0

1

LC
ω =  – собствен-

ная частота контура. Это

уравнение является неодно-
родным (справа не ноль)
линейным дифференциаль-

ным уравнением второго порядка (по старшей производ-
ной). Ранее, в задаче 1, мы имели дело с аналогичным
уравнением, только с нулевой правой частью. Сделав замену
переменной: CX U= - E , сведем наше неоднородное урав-
нение к однородному:

2
0 0X Xω¢¢ + = .

Решение такого уравнения мы уже знаем:

0 0cos sinX A t B tω ω= + .

Для определения констант A и B используем наши началь-

ные условия: при t = 0  0CU = , или X =-E , и 0СI CU¢= = ,
или 0X¢ = . Подстановка начальных условий в решение
позволяет найти A и B:

A = −E , B = 0.

Окончательно получим

( ) 0cosX t tω=-E ,

или

( ) ( )01 cosCU t tω= -E .

Изменение напряжения на конденсаторе будет происхо-
дить по гармоническому закону (рис.6), но, в отличие от
предыдущей задачи, не относительно нулевого уровня, а
относительно уровня UC

= E .
Задача 3. В колеба-

тельном LC-контуре,
изображенном на ри-
сунке 7, при разомк-
нутом ключе K заряд
на конденсаторе ем-
костью C1  равен q0 ,
а конденсатор емкос-
тью C2 не заряжен.
Через какое время
после замыкания клю-
ча заряд на конденса-
торе емкостью C2

будет иметь максимальное значение? Чему будет равен
этот заряд? Омическими потерями в катушке индуктив-
ности пренебречь.

Рассмотрим произволь-
ный момент времени пос-
ле замыкания ключа.
Пусть в этот момент заряд
на первом конденсаторе

1q , на втором конденсато-
ре 2q  и в контуре течет ток
I (рис.8). Поскольку нас
интересует заряд 2maxq , ра-
зумно найти зависимость

( )2q t . Для этого запишем

закон Ома для нашего ко-
нура:

2 1

2 2

q q
LI

C C
′− = − .

Поскольку 2I q¢= , а 1q +

2 0q q+ = , уравнение отно-
сительно 2q  будет иметь вид

1 2 0
2 2

1 2 1

C C q
q q

LCC LC
+

¢¢+ = .

Введем новую переменную:

0 2
2

1 2

q C
X q

C C
= -

+
,

запишем для нее уравнение колебаний:

2
0 0X Xω¢¢ + = ,

где 1 2
0

1 2

C C
LCC

ω
+

=  – собственная частота контура, и его

решение:

( ) 0 0cos sinX t A t B tω ω= + .

При t = 0  2 0q = , или ( ) 0 2

1 2

0
q C

X
C C

=-
+

, и I = 0, или 0X¢ = .

Начальные условия позволяют найти константы A и B:

0 2

1 2

q C
A

C C
=-

+ , B = 0.

Решение уравнения колебаний имеет вид

( ) 0 2
0

1 2

cos
q C

X t t
C C

ω=-
+

,

или, переходя обратно к переменной q2 ,

( ) ( )0 2
2 0

1 2

1 cos
q C

q t t
C C

ω= -
+ .

Очевидно, что первый раз заряд q2  достигнет максималь-
ного значения через время 1 0t π ω= , затем это максимальное
значение будет повторяться с периодом 02T π ω= . В общем
случае это можно записать в виде

( )
0

1 2Nt N
π

ω
= + , где N = 0, 1, 2...

Величина максимального заряда на втором конденсаторе
равна

0 2
2max

1 2

2q C
q

C C
=

+ .

Задача 4. В схеме, изображенной на рисунке 9, в началь-
ный момент ключ K разомкнут, а конденсатор емкостью C
не заряжен. Ключ K на некоторое время замыкают, а затем
снова размыкают. Определите ток через катушку индук-
тивности в момент размыкания ключа, если после размы-
кания ключа максимальное напряжение на конденсаторе
оказалось равным 2E , где E  – ЭДС батареи. Омическим
сопротивлением катуш-
ки пренебречь. Внутрен-
нее сопротивление бата-
реи настолько мало, что
время зарядки конденса-
тора (при замкнутом
ключе) много меньше вре-
мени, в течение которо-
го ключ K остается зам-
кнутым.
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Сразу после замыкания ключа конденсатор быстро заря-
дится до напряжения, равного ЭДС батареи, а в катушке
индуктивности будет медленно нарастать ток, начиная с
нулевого значения. В момент размыкания ключа напряже-
ние на конденсаторе будет равно ЭДС батареи E , а через
катушку будет течь ток, который мы обозначим I0. Это будут
начальные условия для нашего LC-контура.

Пусть в произвольный момент времени (после размыкания
ключа) в контуре течет ток I, а напряжение на конденсаторе

равно U
C
, как это изоб-

ражено на рисунке 10.
Запишем закон Ома для
данного контура:

LI U
C

′ = ,

или, поскольку I CU= − ’,
2
0 0C CU U′′ + ω = ,

где 0

1

LC
ω = . Решение

данного уравнения будем искать в виде

( ) ( )0cosCU t A tω ϕ= + .

Эта форма записи решения эквивалентна используемой
ранее. Там мы имели две константы A и B, и в данном случае
также две константы: A и ϕ . Используя начальные условия

( )0CU = E и ( ) 00I I= , получим cosA ϕ=E , 0 0 sinI ACω ϕ= .
Отсюда

2
2 0

0

I
A

Cω

ж цчз= + чз ччзи ш
E , 

0

0

tg
I
C

ϕ
ω

=
E

.

Поскольку A является амплитудой колебаний напряжения
на конденсаторе, эта величина и есть максимальное напряже-

ние на нем. Следовательно, 
2

2 0

0

2
I

Cω

ж цчз+ =чз ччзи ш
E E, откуда

0 03 3
C

I C
L

ω= =E E .

Как в предыдущих трех задачах, так и при решении этой
задачи мы использовали общий принцип решения, который
позволяет получить полную информацию о контуре. Теперь
приведем упрощенное решение, исходя из общих физичес-
ких соображений и закона сохранения энергии. Запишем
закон сохранения энергии для момента времени t = 0 и для
того момента, когда напряжение на конденсаторе макси-
мально и ток в контуре равен нулю:

2 2 2
0 4

2 2 2
LI C C

+ =
E E

,

откуда и найдем искомый ток:

0 3
C

I
L

= E .

Задача 5. В схеме на рисун-
ке 11 конденсатор емкостью
C заряжен до некоторого на-
пряжения, а ключ K разомк-
нут. После замыкания ключа
в схеме происходят свобод-
ные колебания, при которых
амплитудное значение тока в
катушке индуктивностью 2L
равно 0I . Когда ток в катуш-
ке индуктивностью 1L  дос-

тигает максимального значения, из нее быстро (за малое
время по сравнению с периодом колебаний) выдвигают
сердечник, что приводит к уменьшению ее индуктивности
в k раз. Найдите максимальное напряжение на конденсато-
ре после выдвижения сердеч-
ника.

Рассмотрим произвольный
момент времени после замы-
кания ключа K, но до выдви-
жения сердечника. Обозна-
чим начальное напряжение
на конденсаторе 0CU , напря-
жение в произвольный мо-
мент времени CU . Пусть че-
рез катушку индуктивностью

1L  течет ток 1I , а через ка-
тушку индуктивностью 2L  – ток 2I  (рис.12). Запишем закон
Ома для контура, включающего в себя конденсатор и катуш-
ку индуктивностью 2L :

2 2 CL I U¢ = .                            (1)

Закон Ома для контура, охватывающего обе катушки, имеет
вид

1 1 2 2LI L I¢ ¢= ,

или

( )1 1 2 2 0LI L I ¢- = .

Отсюда получим

1 1 2 2 constLI L I- = ,

или, поскольку начальные токи через катушки равны нулю,

1 1 2 2LI L I= .

Из условия непрерывности тока следует, что

1 2
1 2 2

1

L L
I I I I

L
+

= + = .                   (2)

Продифференцируем уравнение (1) по времени:

2 2 CL I U¢¢ ¢= .

Поскольку CI CU ¢= - , уравнение приобретает вид

2 2

1
0L I I

C
¢¢+ = .

Подставив сюда выражение (2), окончательно получим

1 2
2 2

1 2

0
L L

I I
CLL
+

¢¢+ = .

Решение этого уравнения запишем в виде

( )2 0 0cos sinI t A t B tω ω= + ,

где 1 2
0

1 2

L L
CLL

ω
+

= . Поскольку ( )2 0 0I = , получим A = 0. Для

нахождения константы B воспользуемся тем фактом, что
амплитудное значение тока в катушке индуктивностью 2L
равно 0I , и получим 0B I= . Тогда зависимости токов от
времени имеют вид

( )2 0 0sinI t I tω=  и ( ) 2
1 0 0

1

sin
L

I t I t
L

ω= .

За время удаления сердечника из первой катушки магнит-
ные потоки в обеих катушках не изменятся. Это приведет к
тому, что ток во второй катушке сохранится:

2 0I I=& .

L
I

C

–

U
C

+

Рис. 10

L
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L
2

K
C

– +

Рис. 11
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Рис. 12
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Ток 1I
&  в первой катушке найдем из условия 1

2 0 1

L
L I I

k
= &:

2
1 0

1

kL
I I

L
=& .

Для определения максимального напряжения на конденса-
торе воспользуемся законом сохранения энергии. Магнит-
ная энергия, запасенная в катушке сразу после удаления
сердечника, равна

( ) ( )
2 2

1 1 2 2

2 2L

L I L I
W

k
= + =

& &

= 
2

1 2
0

12
L kL

I
k L

ж цчз +чз ччзи ш

2 2
2 0 2 0 2

1

1
2 2

L I L I kL
L

ж цчз= + чз ччзи ш
.

Когда напряжение на конденсаторе максимально, общий ток
в контуре равен нулю, т.е. токи через катушки связаны
соотношением

1 2 0I I+ =&& && .

Ранее полученная связь между токами ( 1 1 2 2 constLI L I- = )
для токов 1I

&&  и 2I
&&  будет иметь вид

1
1 2 2 0

L
I L I

k
- =&& && .

Из последних двух уравнений следует, что токи в катушках
будут равны нулю, а вся энергия контура будет сосредоточе-
на в конденсаторе и равна

2

2
m

C

CU
W = ,

где mU  – максимальное напряжение на конденсаторе. Со-
гласно закону сохранения энергии, L CW W= , или

2 2
2 0 2

1

1
2 2

mL I kL CU
L

ж цчз + =чз ччзи ш
.

Отсюда находим

( )2 1 2
0

1
m

L L kL
U I

CL

+
= .

Задача 6. В колебательном LCR-контуре (рис.13) ак-
тивное сопротивление R мало, так что колебания в нем
затухают слабо. Для получения незатухающих колебаний
поступают следующим образом: в те моменты, когда ток
в цепи максимален, катушку индуктивности быстро (за
малое время по сравнению с периодом колебаний в контуре)
растягивают от длины 1l  до длины 2l , причем 2 1 1l l l- ? ,
а в моменты, когда ток в цепи равен нулю, катушку быстро

сжимают до прежнего разме-
ра. При каком относитель-
ном изменении длины катуш-

ки ( )2 1 1l l l-  колебания в кон-
туре не будет затухать? Ин-
дуктивность катушки счи-
тать обратно пропорцио-
нальной ее длине.

Рассмотрим момент време-
ни, когда ток в катушке ин-

дуктивностью 1L  достигает максимального значения 1mI  и
катушку растягивают до длины 2l , при которой индуктив-
ность равна 2L . Поскольку изменение индуктивности проис-
ходит быстро, будет сохраняться магнитный поток, прони-
зывающий катушку:

1 1 2 2m mLI L I= ,

где 2mI  – новый ток в катушке после ее удлинения. Так как

L
1C

R

Рис. 13

индуктивность обратно пропорциональна длине катушки,

2 1 1 2m ml I l I= .

Отсюда
2

2 1
1

m m

l
I I

l
= .

Новая энергия в контуре стала
2 2 2

2 2 2 2 1
2 2

1
2 2

m mL I L l I
W

l
= = ,

а первоначальная энергия была
2

1 1
1 2

mLI
W = .

Приращение энергии в контуре равно
2

2 22 2 1
2 1 1 12

1
22 m m

L l L
W W W I I

l
D = - = - ,

или, поскольку 1
2 1

2

l
L L

l
= ,

( )1 2 12 2 21 2 1
1 1 1

1 12 2 2m m m

L l lLl L
W I I I

l l

-
D = - = .

Возвращение индуктивности к прежнему значению при
нулевом токе в контуре, очевидно, не приводит к изменению
энергии – она остается неизменной. Последующая подкачка
энергии в контур происходит через время, равное полупери-
оду колебаний. За это время в контуре происходит потеря
энергии в виде выделяющегося в резисторе тепла

2 2
1 1

12 2 2
m m

R

I R T I R
W LC∆ π= = .

Колебания в контуре не будут затухать, если подкачка
энергии в контур W∆  будет больше или равна потерям
энергии RW∆ :

( ) 2
1 2 1 2 1

1 1
12 2

m
m

L l l I R
I LC

l
−

≥ π .

Отсюда находим искомую величину относительного измене-
ния длины катушки:

2 1

1 1

l l C
R

l L
π

-
³ .

Упражнения

1. В LC-контуре, изображенном на рисунке 14, при разомкну-
том ключе K заряд на конденсаторе емкостью 1C  равен q, а
конденсатор емкостью 2C  ( 2 14C C= ) не заряжен. Определите
максимальный ток в контуре после замыкания ключа. Омичес-
кими потерями в катушке индуктивностью L можно пренебречь.

2. В схеме на рисунке 15 в начальный момент ключ K
разомкнут, а конденсатор емкостью C не заряжен. Ключ на
некоторое время замыкают, а затем снова размыкают. Опреде-
лите ток 0I  через катушку индуктивностью L в момент размы-
кания ключа, если после размыкания ключа максимальный ток

L

K

C
E

LK

C
2

C
1

q

– +

Рис. 14 Рис. 15
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в LC-контуре оказался равным 02I .
Омическим сопротивлением катуш-
ки пренебречь. ЭДС источника
E .

3. Колебательный контур состо-
ит из двух параллельно соединен-
ных конденсаторов емкостью 1C  и

2C  и катушки индуктивностью L
(рис.16). В контуре происходят
свободные колебания, при кото-
рых амплитуда колебаний заряда
на конденсаторе емкостью 2C  рав-
на 0q . В конденсаторе емкостью

1C  находится диэлектрическая пластина с диэлектрической

проницаемостью ε , которая полностью заполняет его простран-

L

C
1

C
2

Рис. 16

ство. Когда заряд на этом конденсаторе достигает максимально-
го значения, пластину быстро (за малое время по сравнению с
периодом колебаний) удаляют из конденсатора. Определите
амплитуду новых колебаний тока в катушке.

4. В колебательном LCR-контуре (см. рис.13) сопротивление
R мало, так что колебания в нем затухают слабо. Для получения
незатухающих колебаний поступают следующим образом: дваж-
ды за период, когда заряд конденсатора максимален, его плас-
тины быстро (по сравнению с периодом колебаний) раздвигают
от расстояния 1d  до расстояния 2d , а в моменты, когда заряд
равен нулю, их быстро сдвигают до прежнего расстояния. При
каком относительном изменении расстояния между обкладками
( )2 1 1d d d−  колебания в контуре не будут затухать?

И Н Ф О Р М А Ц И Я

Заочная физическая школа при
физическом факультете МГУ

Физический факультет МГУ объявляет прием учащихся в
10 и 11 классы Заочной физической школы (ЗФШ) при
факультете на очередной учебный год.

Физический факультет МГУ готовит физиков—теорети-
ков и экспериментаторов по всем разделам современной
физики и астрономии. Фундаментальное университетское
образование позволяет выпускникам физического факульте-
та быстро осваивать специфику любого научного или техни-
ческого направления, успешно работать на стыке научных
направлений – таких, например, как геофизика и биофизи-
ка, астрофизика и химическая физика, компьютерная физи-
ка и математическое моделирование.

Выпускникам физического факультета присваивается сте-
пень магистра.

Основная цель ЗФШ – помочь учащимся средней школы
глубже изучить физику, лучше подготовиться к вступитель-
ным экзаменам в высшие учебные заведения, прежде всего –
на физический факультет МГУ.

Прием в ЗФШ проводится по результатам решения всту-
пительного задания, публикуемого ниже. Решение вступи-
тельного задания необходимо отослать до 1 октября  по
адресу:

119899 Москва, ГСП-2, Воробьевы горы, МГУ, физичес-
кий факультет, ЗФШ.

В письмо вложите два экземпляра анкеты, заполненной на
листах плотной бумаги размером 7 12×  см по приведенному
здесь образцу, и конверт с Вашим адресом.

Решение о зачислении в ЗФШ будет сообщено до 20
октября.

Принятым в ЗФШ в течение года высылаются конт-
рольные задания по разделам физики, изучаемым в соответ-
ствующих классах средней школы. Решенные задания оце-
ниваются, рецензируются и отсылаются обратно. Учащиеся
10 класса ЗФШ по окончании года переводятся в 11 класс.
Успешно прошедшие обучение получают удостоверение об
окончании ЗФШ (при поступлении на физический факуль-
тет МГУ удостоверения об окончании ЗФШ учитываются
приемной комиссией).

Для проживающих в Москве и Московской области име-
ется вечерняя физическая школа.

Справки по телефону (095) 939-54-95 с 14 до 16 часов по
рабочим дням.

Фамилия, имя, отчество Пирогов Юрий Андреевич
Класс ЗФШ 10
Профессия родителей мать – врач,

отец – инженер
Подробный домашний адрес 120713 Москва,

ул.Столетова, д.3,кв.13
Номер и адрес школы школа 564,

Севастопольский пр., 5а

Вступительное задание

Поступающим в 10 класс нужно решить задачи 1–4, в 11
класс — задачи 4–7

1. По взаимно перпендикулярным дорогам движутся два
автомобиля с постоянными скоростями 1v  и 2v . В момент
времени, когда расстояние между ними минимально, первый
автомобиль находится на расстоянии L от перекрестка. На
каком расстоянии от перекрестка находится в этот момент
второй автомобиль?

2. На пути тела массой m, скользящего по гладкой горизон-
тальной поверхности, находится незакрепленная горка вы-
сотой Н и массой М. Передний склон горки плавно перехо-
дит в плоскость; горка может скользить по плоскости без
трения и не отрываясь от нее. При какой минимальной
скорости тела оно сможет преодолеть горку?

3. К бруску массой М, покоящемуся на горизонтальной
плоскости, прикреплена пружина жесткостью k, которую
начинают плавно растягивать горизонтальной силой. До
начала движения бруска эта сила совершает работу А.
Определите коэффициент трения тела о плоскость.

4. Придумайте качественную задачу по любому разделу
физики и приведите ее решение.

5. Идеальный газ массой m и молярной массой Μ ,
имеющий начальную температуру 0T , охлаждают изохори-
чески так, что его давление падает в k раз, а затем расширяют
изобарически до тех пор, пока его температура не станет
равной первоначальной. Определите совершенную газом
работу.

6. Внутри уединенной толстостенной металлической сфе-
рической оболочки с радиусами 1R  и 2R  ( 1 2R R< ) на
расстоянии 1d R<  от центра помещен точечный заряд Q.
Определите потенциал центра оболочки.

7. Возможно ли существование электростатического поля,
у которого силовые линии представляют собой сгущающиеся
параллельные прямые?


