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Три теоремы о выпуклых
многогранниках

М
НОГОГРАННЫЕ ФОРМЫ
окружают   нас   повсюду.
Почти все сооружения, воз-

веденные человеком, от древнееги-
петских пирамид до современных
небоскребов, имеют форму много-
гранников. Многогранные формы
встречаются у многих минералов и,
что особенно удивительно, у некото-
рых растений и даже живых орга-
низмов (радиолярий; рис.1).

Серьезный интерес к многогранни-
кам возник около четырех тысяч лет
тому назад и проявлялся не только в
рамках математики и ее приложе-
ний. Платон и Кеплер привлекали
многогранники для философского и
научного осмысления окружающего
мира. Благодаря изяществу своих
форм многогранники вошли в искус-
ство (живопись, скульптура).

В статье будет рассказано о трех

изумительных теоремах о выпуклых
многогранниках. Первая из них –
знаменитая теорема Эйлера о соот-
ношении между количеством вер-
шин, ребер и граней в многогранни-
ке. Как было позднее осознано, она
явилась первой теоремой топологии
– области математики, которая изу-
чает геометрические свойства фи-
гур, например  многогранников, не
зависящие от длин ребер, величин
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плоских или двугранных углов, пло-
щадей граней и, вообще, от всего,
что так или иначе определяется рас-
стоянием между точками.

Вторая замечательная теорема была
доказана в 1813 году французским
математиком Огюстеном Коши. Эта
теорема утверждает, что если из дан-
ных плоских многоугольников, взя-
тых в одинаковом порядке, можно
склеить выпуклый многогранник, то
такой многогранник будет единствен-
ным. В частности, теорема Коши
объясняет то, что известно каждому,
кто клеил или держал в руках кар-
тонную модель многогранника: ее
жесткость. Это свойство удивляет
потому, что многогранник, казалось
бы, должен задаваться не только
своими гранями, но и двугранными
углами. Смотрите: для задания мно-
гоугольника, если это не треуголь-
ник, недостаточно только длин сто-
рон, нужно задать и углы. А вот
многогранник задается одназначно
лишь своими гранями. И это несмот-
ря на то, что каждые две смежные по
ребру грани, взятые сами по себе,
легко поворачиваются вокруг обще-
го ребра, словно книжные страницы
вокруг корешка... В процессе склеи-
вания модель будущего многогран-
ника какое-то время сохраняет под-
вижность из-за изменения двугран-
ных углов. Но как только заклеива-
ется последняя грань, двугранные
углы фиксируются и модель стано-
вится жесткой. Доказательство тео-
ремы Коши элементарное, что не
означает «легкое». Однако единствен-
ное, что нужно знать помимо школь-
ной программы, чтобы понять дока-
зательство, – это теорема Эйлера.

Третья совершенно удивительная
теорема была открыта и доказана

выдающимся геометром XX века ака-
демиком Александром Даниловичем
Александровым (1912–1999). Если
теорема Коши говорит о единствен-
ности выпуклого многогранника с
данной разверткой его граней, то
теорема Александрова сообщает не-
обходимые и достаточные условия,
при которых из развертки можно
склеить выпуклый многогранник.
Как мы увидим позже, в отличие от
теоремы Коши, теорема Александ-
рова весьма неожиданна. Многие
развертки, удовлетворяющие усло-
виям Александрова, кажутся непри-
годными для того, чтобы из них
можно было склеить какой-либо мно-
гогранник. Но уверенность в том,
что теорема верна, заставляет искать
и в итоге находить тот многогран-
ник, который склеивается из данной
развертки. В отличие от предыду-
щих теорем доказательство теоремы
Александрова неэлементарное и труд-
ное.

Многогранник – это тело
или поверхность?

Одни считают, что многогранник –
это поверхность, состоящая из плос-
ких граней. Другие возражают: нет,
многогранник – это трехмерное тело,
ограниченное плоскими многоуголь-
никами. Кто прав? И те, и другие.
Все зависит от контекста. Для столя-
ра, сколачивающего ящик из шести
фанерных прямоугольников, парал-
лелепипед – это поверхность, а для
каменщика, возводящего кирпичную
стену, параллелепипед – это, навер-
ное, тело. В этой статье мы будем
представлять многогранник в основ-
ном как поверхность.

Будем называть многогранником
множество M плоских выпуклых
многоугольников – граней, располо-
женных в пространстве так, что

1) каждая сторона любого много-
угольника является стороной в точ-
ности еще одного многоугольника из
M (эта сторона, общая для двух
многоугольников, называется реб-
ром);

2) от каждого многоугольника из
M к любому другому можно пройти
по цепочке многоугольников из M, в
которой каждые два последователь-
ны многоугольника смежны по об-
щей стороне;

3) если два многоугольника имеют
общую вершину, то такую цепочку
можно составить из многоугольни-
ков, сходящихся в этой вершине.

Фигура на рисунке 2 является
многогранником. Совокупность из
18 квадратов на рисунке 3 много-
гранником не является, потому что в
ребре AB нарушается условие 1), а в

вершине C не соблюдается условие
3).

Упражнение 1. Докажите, что в лю-
бом многограннике имеются по крайней
мере две одноименные грани.

Многогранник называется выпук-
лым, если он целиком лежит по одну
сторону от плоскости каждой его
грани.

Теорема Эйлера

Эта теорема впервые появилась в
журнале Петербургской Академии
наук в работах Леонарда Эйлера1

«Элементы учения о телах» и «До-
казательство некоторых замечатель-

Рис.3

1 Леонард Эйлер (1707, Базель, Швей-
цария – 1783, Санкт-Петербург), гени-
альный математик, в течение 31 года
проработал в Петербурге, член Петер-
бургской Академии наук. Нам, гражданам
России XXI века, любопытно узнать, что
современник Эйлера знаменитый матема-
тик Иоганн Бернулли в связи с переездом
Эйлера из Швейцарии в Россию писал:
«Лучше несколько потерпеть от сурового
климата страны льдов, в которой при-
ветствуют муз, чем умереть от голода в
стране с умеренным климатом, в которой
муз презирают и обижают». Общеприз-
нано, что Эйлер на проглядел ничего в
современной ему математике, хотя пос-
ледние семнадцать лет своей жизни он
был слепым.

Рис.2

Рис.1
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ных свойств, которым подчинены
тела, ограниченные плоскими гра-
нями».

Теорема Эйлера. Пусть В – число
вершин выпуклого многогранника,
Р – число его ребер и Г – число
граней. Тогда верно равенство

В – Р + Г = 2 .      (& )

Число χ  = В – Р + Г называется
эйлеровой характеристикой много-
гранника. Согласно теореме Эйле-
ра, для выпуклого многогранника
эта характеристика равна 2. То, что
эйлерова характеристика равна 2
для многих знакомых нам много-
гранников, видно из следующей таб-
лички:

Обобщенная теорема
Эйлера

В действительности мы докажем
более общую теорему, которая верна
не только для выпуклых многогран-
ников, но для произвольных графов
на сфере.

Поместим внутри выпуклого мно-
гогранника M сферу S. Центр O
сферы S также лежит внутри много-
гранника M. Спроектируем много-
гранник M из центра O на сферу.
Так как многогранник выпуклый, то
всякий луч с началом в точке O,
лежащей внутри многогранника,
пересекает многогранник в единствен-
ной точке, которая проектируется в
некоторую точку на сфере. Так что
проектирование является взаимно
однозначным соответствием между
точками многогранника и точками
сферы. При этом вершины много-

гранника проектируются в точки  на
сфере, а ребра проектируются в дуги
больших окружностей. Эти точки-
вершины и дуги-ребра образуют граф
G, расположенный на сфере S. Реб-
ра этого графа разбивают сферу на
области, которые являются проек-
циями граней многогранника. Фут-
больный мяч, сшитый из пятиуголь-
ников и шестиугольников, можно
рассматривать как проекцию много-
гранника на сферу (рис.4).

Рассмотрим теперь на сфере со-
вершенно произвольный граф G,
состоящий из В вершин и P ребер.
Каждое ребро имеет два конца, яв-
ляющиеся вершинами графа. При
этом предполагаем, что любые два
ребра либо имеют общую вершину,
либо не пересекаются вовсе. Граф G,
вообще говоря, может распадаться
на некоторое число K связных час-
тей (компонентов). В каждом ком-
поненте, по определению, от любой
вершины к любой другой вершине
компонента можно перейти по це-
почке ребер из графа. И, наоборот,
вершины из разных компонентов свя-
зать реберным путем невозможно.
Граф разбивает сферу на какое-то
число Г связных областей.

Например, граф G на рисунке 5
имеет 18 вершин, 12 ребер, 3 области
(«нос», «рот» и все остальное). Граф
состоит из 8 связных компонентов.

Если граф G является проекцией
выпуклого многогранника на сферу,

то число В вершин графа – это число
вершин многогранника, число Р ре-
бер графа – это число ребер много-
гранника, число Г областей на сфере
– это число граней многогранника, а
число K компонентов равно 1.

Обобщенная теорема Эйлера. Для
графа на сфере верно равенство

В – Р + Г – K = 1.     (&&)

Доказательство. Заметим, что так
как для выпуклого многогранника

K = 1, то из этой теоремы немедленно
вытекает «обычная» теорема Эйлера
для выпуклого многогранника.

Рассмотрим теперь особый граф,
который назовем «звездное небо».
Этот граф содержит лишь одни вер-
шины и не содержит ни одного реб-
ра. Такой граф действительно напо-
минает совокупность звезд на небес-
ной сфере. Он состоит из некоторого
числа В вершин. Так как в графе нет
ребер, то сфера не разбивается на
различные области, т.е. Г = 1. По той
же причине отсутствия ребер в графе
столько же компонентов, сколько
вершин: В = K. Поэтому для «звез-
дного неба» обобщенная формула
(&&) верна: В – 0 + 1 – K = 1.
Обобщенная формула Эйлера верна
и для графа на рисунке 5, а именно:
18 – 12 + 3 – 8 = 1.

Пусть G – произвольный граф,
содержащий ребро. Мы покажем,
что из графа G можно выбросить
ребро так, что для старого графа G
и нового графа ′G  соответствующие
суммы равны: B P Г K B− + − = ′ −

P Г K− ′ + ′ − ′ .
Возможны два случая.
1) Пусть в графе G существует

ребро e со свободным концом, т.е.
хотя бы один конец у ребра e не
принадлежит никакому другому реб-
ру. Например, в графе на рисунке 5
ребро из «брови» имеет свободный
конец. Удалим это ребро. Условим-
ся, что, удаляя ребро e, мы оставляем
обе его концевые вершины. Таким
образом, для нового графа имеем:

′ =B B , ′ = −P P 1. Так как у ребра
e хотя бы один конец был свободным,
то к ребру e с обеих его сторон
прилегает одна и та же область.
Другими словами, это ребро не раз-
деляет в графе G никаких двух обла-
стей. Поэтому удаление ребра e не
приводит к уменьшению числа об-
ластей в графе ′G : ′ =Г Г . А вот
число компонентов при удалении реб-
ра со свободным концом увеличива-
ется на 1 за счет того, что две конце-
вые вершины ребра e в графе G
принадлежат одному компоненту, а
после удаления ребра – разным.
Итак, ′ = +K K 1. Поэтому у графа

′G  сумма

 ′ − ′ + ′ − ′ =B P Г K

= − − + − + =B P Г K1 1b g b g
= − + −B P Г K

та же, что и у G.
2) А что делать, если в графе G нет

ни одного ребра со свободным кон-Рис.4

Рис.5
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цом? В этом случае в каждой верши-
не графа, к которой подходит хотя
бы одно ребро, сходятся, как мини-
мум, два ребра. По этой причине в
графе G можно найти простой зам-
кнутый реберный путь. Замкнутый
– это путь, который возвращается
туда, откуда он вышел, а простой
путь, подобно окружности, не пере-
секает сам себя. В графе на рисунке
5 «нос» и «рот» образуют простой
замкнутый контур. Опять же, по-
добно окружности, простой замкну-
тый путь разбивает сферу на две
области. Это очевидное на первый
взгляд утверждение доказывается
очень непросто и известно в матема-
тике как теорема Жордана.

Почему в графе G, не содержащем
ребер со свободным концом, имеют-
ся простые замкнутые реберные
пути? Давайте отправимся в путь из
произвольного ребра графа, перехо-
дя каждый раз от одного ребра через
его концевую вершину к соседнему
ребру. Так как в каждой вершине, в
которую мы приходим, сходится не
меньше двух ребер, то можно путе-
шествовать по ребрам графа сколь
угодно долго. Но вершин в графе
конечное число. Поэтому рано или
поздно наступит такой момент, ког-
да мы впервые придем в вершину,
скажем А, в которой были уже преж-
де. Тогда реберный путь w, пройден-
ный от вершины А до первого воз-
вращения в эту же вершину, будет
очевидно простым и замкнутым.
Удалим из пути w какое-нибудь реб-
ро e. Число вершин не изменится:

′ =B B . Число ребер уменьшится на
единицу: ′ = −P P 1. Так как по раз-
ные стороны от удаленного ребра e
лежали разные области, то после
удаления ребра они объединятся в
одну область. Значит, число облас-
тей уменьшится на единицу:

′ = −Г Г 1. При этом число компо-
нентов в графе не уменьшится. Дей-
ствительно, концевые вершины уда-
ленного ребра e можно соединить и
в графе ′G . Для этого нужно пройти
от одной концевой вершины ребра e
к другой по дополнительной части
замкнутого пути w. Поэтому любые
две вершины v и ′v , соединенные
некоторым путем в графе G, можно
соединить и в графе ′G , заменив при
необходимости выкинутое ребро е на
путь, соединяющий концевые вер-
шины этого ребра.

Итак, и в случае 2) всегда можно
найти ребро, при удалении которого

сумма

′ − ′ + ′ − ′ =B P Г K  B – (P – 1) +

+ (Г – 1) – K  = − + −B P Г K

также не меняется.
Таким образом, мы из любого гра-

фа можем удалить ребро, не меняя
при этом суммы В – Р + Г – K. В
результате последовательного уда-
ления всех ребер мы приходим к
графу «звездное небо», для которо-
го обобщенная формула, как было
проверено выше, верна. Следова-
тельно, обобщенная формула верна
и для исходного графа G.

Обобщенная теорема Эйлера до-
казана.

Следствия из теоремы
Эйлера

Теорема Эйлера играет огромную
роль в математике. С ее помощью
было доказано огромное количество
теорем. Находясь в центре постоян-
ного внимания со стороны математи-
ков, теорема Эйлера получила дале-
ко идущие обобщения. Более того,
эта теорема открыла новую главу в
математике, которая называется
топологией.

Во время работы над своей теоре-
мой Эйлер вывел из нее несколько
утверждений, относящихся к выпук-
лым многогранникам:

1) P B+ ≤6 3  и P Г+ ≤6 3 ;

2) Г B+ ≤4 2  и B Г+ ≤4 2 ;

3) у всякого многогранника есть
хотя бы одна треугольная, четырех-
угольная или пятиугольная грань, а
также хотя бы один трехгранный,
четырехгранный или пятигранный
пространственный угол;

4) сумма плоских углов всех гра-
ней многогранника равна 2πB – 4π.

Мы докажем первое неравенство и
последнее утверждение, оставив ос-
тальное для самостоятельной работы.

Докажем неравенство P B+ ≤6 3 .
Перепишем соотношение Эйлера
дважды, один раз в виде

Р + 2 = В + Г

и другой раз в виде

4 = 2В – 2Р + 2Г.

Складывая эти равенства, получаем

Р + 6 = 3В + 3Г – 2Р.

Так как у каждой грани многогран-
ника не менее трех сторон, то
3 2Г P≤ . Отсюда сразу получаем
P B+ ≤6 3 .

Докажем утверждение 4). Обозна-
чим через Гi  число i-угольных гра-
ней в многограннике M. Ясно, что

Г Г Г Г= + + +3 4 5 K     (1)

Ясно также, что каждая i-угольная
грань содержит i ребер многогран-
ника. С другой стороны, каждое
ребро многогранника принадлежит
в точности двум граням. Поэтому в
сумме 3 4 53 4 5Г Г Г+ + +K  каждое
ребро многогранника подсчитано,
причем подсчитано дважды. Отсюда
имеем

2 3 4 53 4 5P Г Г Г= + + +K    (2)

Рассмотрим теперь сумму S плоских
углов многогранника:

S Г Г= ⋅ + ⋅ +3 4 2π π K

Г ii+ + ⋅ − +2 πK Kb g   (3)

С учетом соотношений (1) и (2) и
теоремы Эйлера соотношение (3)
можно переписать так:

S Г Г= − + − +3 43 2 4 2b g b gπ π K

Г i P Гi+ − + = − =2 2 2b gπ π πK K

B= −2 4π π .

Утверждение 4) доказано.

Упражнения

2. Докажите, что для выпуклого мно-
гогранника a) P Г+ ≤6 3 ; б) Г B+ ≤4 2 ;
в) B Г+ ≤4 2 .

3. Докажите, что у выпуклого много-
гранника есть либо по меньшей мере
одна треугольная грань, либо трехгран-
ный угол при вершине.

Утверждение 4) по существу экви-
валентно важной теореме о много-
гранниках, доказанной французским
математиком Рене Декартом (1596–
1650). 2

Возьмем произвольную вершину v
многогранника и соответствующий
многогранный угол с вершиной в v.
Пусть α vb g – сумма всех плоских
углов этого пространственного угла.
Легко показать, что у выпуклого
многогранного угла сумма плоских
углов строго меньше 2π . Разность
ω π αv vb g b g= −2  называется кривиз-
ной вершины v. Таким образом, кри-
визна вершины выпуклого много-
гранника строго положительна. На-
пример, кривизна вершины куба

2 Создав координатный метод, чтобы
«поверить алгеброй» геометрию, и тем
самым, по мнению некоторых весьма ува-
жаемых математиков, «звуки (геомет-
рии) умертвив», Декарт в то же время
был первым геометром, который после
древних греков занимался общей теорией
многогранников.
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равна π 2, вершины правильного
тетраэдра – π , октаэдра – 2 3π .

Сумма кривизн всех вершин

ω( )v
v M∈

∑   многогранника  M  называ-

ется кривизной многогранника. Де-

карт доказал следующую теорему 3 .
Теорема Декарта. Кривизна  ω( )M

любого выпуклого многогранника M
равна 4π .

Легко проверить, что ω π( )M = 4
для куба или правильного тетраэд-
ра. Чтобы лучше понять, почему
кривизна любого многогранника рав-
на 4π , полезно подсчитать кривизну
произвольного тетраэдра.

Значение кривизны многогранни-
ка выводится из утверждения 4) в
одну строчку:

ω ω π α( ) ( ) – ( )M v v
v M v M

= = =
∈ ∈

∑ ∑ 2c h

= π α– ( )v
v M v M∈ ∈

∑ ∑2 2 4π πB S= ⋅ − = .

Как отмечал Эйлер в одной из
своих работ, многоугольники на плос-
кости можно классифицировать по
числу сторон (или, что все равно, по
числу вершин): треугольники, четы-
рехугольники и т.д., в то время как
аналогичный вопрос описания мно-
гогранников оказывается гораздо
сложнее. Теорема Эйлера помогает
немного разобраться в этом вопросе.

Например, из теоремы Эйлера не-
трудно вывести, что если все грани
выпуклого многогранника суть тре-
угольники, причем в некоторых вер-
шинах они сходятся по шесть, а во
всех остальных по пять граней, то
вершин, в которых сходятся пять
граней, будет ровно двенадцать.
Естественно спросить, а сколько при
этом у многогранника вершин, в
которых встречается шесть много-
угольников. Канадский математик
Бранко Грюнбаум обнаружил, что
при тех же предположениях число
вершин, в которых встречается шесть
треугольных граней, может быть
любым, кроме единицы.

Правильные
многогранники и
теорема Эйлера

Одно из древнейших упоминаний
о правильных многогранниках на-

ходится в трактате Платона (427–
347 до н.э.) «Тимаус». Поэтому пра-
вильные многогранники также на-
зываются платоновыми телами (хотя
известны они были задолго до Пла-
тона). Каждый из правильных мно-
гогранников, а всего их пять
(рис.6), Платон ассоциировал с че-
тырьмя «земными» элементами: зем-
ля (куб), вода (икосаэдр), огонь
(тетраэдр), воздух (октаэдр), а так-
же с «неземным» элементом – не-
бом (додекаэдр). Знаменитый ма-
тематик и астроном Кеплер постро-
ил модель Солнечной системы как
ряд последовательно вписанных и
описанных правильных многогран-
ников и сфер.

Имеется несколько эквивалентных
определений правильных многогран-
ников. Одно из них звучит так: мно-
гогранник называется правильным,
если существуют три концентричес-
кие сферы, одна из которых касает-
ся всех граней многогранника, дру-
гая касается всех его ребер и третья
содержит все его вершины (опреде-
ление А). Это определение напоми-
нает одно из возможных определе-
ний правильного многоугольника:
многоугольник называется правиль-
ным, если он вписан в некоторую
окружность и описан около другой
окружности, причем эти окружнос-
ти концентричны.

Мы воспользуемся другим опре-
делением: правильным многогран-
ником называется такой выпуклый
многогранник, все грани которого
суть одинаковые правильные мно-
гоугольники и все двугранные углы
попарно равны (определение В).

Упражнения

4. Докажите эквивалентность опреде-
лений А и В.

5. Покажите, что в случае правильного
многогранника требование существова-
ния лишь двух сфер, вписанной и опи-
санной, и их концентричности недоста-
точно (постройте пример неправильного
многогранника, для которого существу-
ют концентрические вписанная и опи-
санная сферы).

Рис.6

Обратим внимание на замечатель-
ное обстоятельство. Если правиль-
ные многоугольники существуют с
любым числом сторон  n ≥ 3, то пра-
вильных многогранников (с точнос-
тью до подобия) всего пять и число
граней у них равно 4, 6, 8, 12 или 20.
Докажем это.

Обозначим через p число сторон у
грани правильного многогранника.
Так как двугранные углы равны, то
все пространственные углы в пра-
вильном многограннике также рав-
ны. Поэтому в каждой вершине пра-
вильного многогранника сходится
одно и то же число граней, которое
мы обозначим через q.

Используя правильность граней и
равенство двугранных углов, древ-
ние греки легко получили, что для
правильных многогранников пары
целых чисел (p, q) могут быть лишь

такими: (3, 3), (4, 3), (3, 4), (3, 5),
(5, 3). Однако благодаря теореме
Эйлера мы можем получить те же
пять пар чисел не только для пра-
вильных многоугольников, но и во-
обще для произвольных выпуклых
многогранников, у которых каждая
грань имеет одинаковое число p сто-
рон и в каждой вершине сходится
одинаковое число q граней.

Действительно, так как каждое
ребро принадлежит ровно двум гра-
ням, а каждая грань имеет ровно p
ребер, то p Г⋅  равно удвоенному
числу ребер в многограннике: p Г⋅  =
= 2P. Поскольку каждое ребро имеет
ровно два конца, а в каждой верши-
не сходится ровно q ребер, то q B⋅  =
2P. Итак, мы имеем

Г
P

p
=

2
 и B

P

q
=

2
.      (4)

Подставим соотношения (4) в фор-
мулу Эйлера:

2 2
2

P

q

P

p
P+ = + .      (5)

Найдем P из (5):

P
pq

p q pq
=

+ −

2

2b g
.      (6)

3 Вообще говоря, теорема о кривизне
многогранника справедлива не только для
выпуклых многогранников, но и для невы-
пуклых многогранников, гомеоморфных
сфере.

3*
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Знаменатель дроби в (6) равен
4 2 2− − −p qb gb g.  А  так как знамена-

тель положителен, то p q− − <2 2b gb g
< 4. С другой стороны, как число p
сторон у грани, так и число q граней,
сходящихся в вершине, не меньше 3.
Поэтому нетрудно проверить, что
уравнение (5) при условии p ≥ 3 ,
q ≥ 3  имеет пять и только пять цело-
численных решений p q,b g: 3 3,b g ,
3 4,b g, 4 3,b g, 3 5,b g  и 5 3,b g .
Отсюда следует, что комбинатор-

но различных многогранников, у
которых все грани одноименные мно-
гоугольники и в каждой вершине
сходится одинаковое число граней,
не более пяти.

Вернемся теперь к правильным
многогранникам. Соответствующая
правильному многограннику пара
чисел (p, q) называется его симво-
лом Шлефли. Мы показали, что у
правильного многогранника может
быть один из пяти символов Шлеф-
ли. Проверим теперь, что для каж-
дого из символов Шлефли существу-
ет правильный многогранник.

Легко проверить, что символу
Шлефли 3 3,b g  соответствует пра-
вильный тетраэдр, а символу 4 3,b g –
куб. К многограннику с символом
Шлефли 3 4,b g – октаэдру – легко
прийти от куба. Нужно взять центры
квадратных граней куба – их шесть.
На каждой тройке центров граней,
прилегающих к каждой из 8 вершин
куба, построим по правильному тре-
угольнику (рис.7). Легко проверить,
что все двугранные углы между гра-
нями равны. Этот многогранник пра-
вильный. Он имеет восемь граней и
называется октаэдром.

Несколько сложнее убедиться в
существовании правильного много-
гранника, соответствующего симво-
лу 3 5,b g , т.е. многогранника с треу-
гольными гранями, сходящимися по
пять в каждой вершине. Возьмем
три равных золотых прямоугольни-

ка, т.е. прямоугольника с соотноше-

нием сторон 5 1 2+e j: . Расположим

их во взаимно перпендикулярных
плоскостях, как показано на рисун-
ке 8. Пусть стороны золотых прямо-
угольников для определенности рав-
ны 5  + 1 и 2. Возьмем произволь-
ную вершину A1

 одного из прямоу-
гольников. Легко проверить, что су-
ществует в точности пять вершин
этих прямоугольников, а именно
вершины B A B1 2 3, , , D3 ,D2  находя-
щиеся от A1 на одинаковом расстоя-
нии 2.  По теореме Пифагора легко
установить, что треугольники
A B A1 1 2

, A A B1 2 3, A B A1 3 D3 , A D1 3 D2 ,
A D B1 2 1

 правильные. Кроме того,
нетрудно убедиться, что любые два
смежных треугольника образуют
равные двугранные углы. Точно та-
кие правильные треугольники появ-
ляются во всех 12 вершинах прямо-
угольников, по пять в каждой. Та-
ким образом, существует правиль-
ный многогранник, соответствующий
символу 3 5,b g . Этот многогранник
называется икосаэдром, что в пере-
воде с греческого означает двадца-
тигранник (см. рис. 6). У икосаэдра
12 вершин.

Чтобы построить правильный мно-
гогранник с символом 5 3,b g , возьмем
в качестве вершин этого многогран-
ника центры всех двадцати треу-
гольных граней икосаэдра. Центры
пяти треугольников, сходящихся в
той или иной вершине икосаэдра,
образуют вершины плоского пра-
вильного пятиугольника. Всего та-
ких пятиугольников столько же,
сколько вершин у икосаэдра – две-
надцать. Эти правильные пятиуголь-
ники, сходящиеся по три в каждой
вершине (в центре треугольной гра-

ни икосаэдра), образуют двенадца-
тигранник – додекаэдр (см. рис.6).
Легко проверить, что все двугран-
ные углы у этого додекаэдра равны.
Поэтому этот многогранник являет-
ся правильным.

Читатель мог заметить, что два
правильных многогранника – окта-
эдр и додекаэдр – строились при
помощи других многогранников –
куба и икосаэдра. Причем каждая
вершина, скажем, октаэдра соответ-
ствовала некоторой грани куба, в то
время как грань октаэдра соответ-
ствовала некоторой вершине куба.
Точно то же самое можно сказать и о
паре многогранников икосаэдр–до-
декаэдр.

Два многогранника называются
дуальными, если между множеством
граней одного из них и множеством
вершин другого существует взаимно
однозначное соответствие, причем
такое, что если две грани первого из
них смежны по ребру, то соответ-
ствующие этим граням вершины вто-
рого многогранника соединяются
ребром. Подчеркнем, что у пары
дуальных многогранников число вер-
шин одного равно числу граней дру-
гого, а ребер у них поровну.

В конце предыдущего параграфа
мы рассматривали многогранники
лишь с треугольными гранями, схо-
дящимися в каждой вершине по шесть
или пять. Дуальные к ним много-
гранники состоят лишь из пяти- и
шестиугольников, причем в каждой
вершине сходятся по три грани. Та-
кие многогранники называются фул-
леренами 4 . Изучение фуллеренов
очень важно для приложений в хи-
мии, медицине, архитектуре. Теоре-
ма Грюнбаума в переводе на язык
фуллеренов означает, что во всяком
фуллерене имеется в точности две-
надцать пятиугольников, а шести-
угольников может быть какое угод-
но число, не меньшее двух.

Чрезвычайно важная задача – как
перечислить всевозможные структу-
ры фуллеренов с наперед заданным
числом n шестиугольников и сколь-
ко их в зависимости от n – остается
актуальной и по сей день.

Рис.7

Рис.8

4 Название происходит от имени зна-
менитого американского архитектора
Р.Фуллера, который впервые начал при-
менять такие многогранные формы, а
также дуальные им для построения ку-
польных сооружений.


