
Если x может быть представлено конеч-
ной десятичной дробью, g xb g  = 0. Для
остальных чисел значение g xb g  будет за-
висеть от того, является ли последова-
тельность a a a
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Будем периодически повторять эти n
цифр, располагая их на местах с нечет-
ными номерами.

Итак, мы определили последователь-
ность a a a

1 3 5
, , ,K , период которой начи-

нается именно с a n2 1− . Осталось заметить,
что по определению
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имеет абсолютный минимум в точке x
= 0. А ее производная в любой окре-
стности нуля принимает как положи-
тельные, так и отрицательные значе-
ния. (Заметьте: функция k не моно-
тонна ни в какой окрестности нуля!)
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Функция, заданная формулой
x x x+ 2 12 sinb g при x ≠ 0  и равная 0
при x = 0, имеет в точке x = 0
производную 1, а при x ≠ 0  произ-
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Ничего особенного? Да нет же, это

интересный пример: производная в
точке 0 положительна, а функция не
монотонна ни в какой окрестности
нуля, поскольку производная в лю-
бой окрестности нуля принимает как
положительные, так и отрицатель-
ные значения!
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Функция, заданная формулой
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x = 0, обладает тем интересным свой-
ством, что ее производная, равная 0
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ни на какой окрестности нуля.
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Последний и самый интересный
пример – всюду непрерывная, но
нигде не дифференцируемая функ-
ция. Такую функцию построил Карл
Теодор Вильгельм Вейерштрасс
(1815–1897):
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где a – целое нечетное число, а число

b таково, что 0 < b < 1 и ab > +1
3
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π .

(В 1916 году Годфри Харолд Харди
(1877–1947) доказал, что достаточно
потребовать 0 < b < 1 и ab > 1.)

В 1930 году Бартел Лендерт Ван-
дер-Варден придумал более простой
пример такой функции. Обозначим
через x  расстояние от числа x до
ближайшего целого числа. Другими
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x x= , а дальше продолжим эту

функцию периодически (с периодом
1).

Для любого целого неотрица-
тельного числа n обозначим
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Функция w xb g  непрерывна как сум-
ма равномерно сходящегося ряда не-
прерывных функций.

Пусть a – произвольное вещест-
венное  число. Для любого натураль-
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но при нечетном n и нечетно при
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не существует, т.е. функция w не
дифференцируема.

Функция Ван-дер-Вардена обладает
еще одним интересным свойством. Пусть

x = k
n

4 , где k – целое число. Обозначим

h = 1 42 1n+ . Тогда
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Аналогично,

w x h w x hn n h− − ≥ − + + >b g b g b g1 0 .

Итак, w x h w x w x h− > < +b g b g b g . Посколь-

ку точки вида x k
n

= 4  всюду плотны, то
не существует интервала, на котором
функция w монотонна.
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