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Шар и сфера
Шар состоит из точек, удален-

ных от данной точки (центра) не
более чем на данное расстояние
(радиус). Сфера — это граница
шара. Поскольку расстояние от
начала координат до точки
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Объем шара радиуса r равен
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πr . Зная это, легко найти

площадь сферы. Для этого рас-
смотрим шар с тем же центром и
радиусом r + ε , где ε  > 0. Раз-
ность объемов равна
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Но тот же самый объем при ма-
леньких ε  с довольно высокой
точностью равен εS, где S — пло-
щадь сферы (по сути это определе-
ние площади поверхности). Зна-
чит,
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Архимед доказал, что любые две
плоскости, параллельные основа-
ниям описанного около сферы
цилиндра (рис.1), высекают на
сфере и на цилиндре «пояски»
одинаковой площади. (В частно-

сти, площадь всей сферы равна
площади боковой поверхности
цилиндра 2 2r r⋅ π  = 4 2

πr .)

__________

Трехгранный угол с вершиной в
центре сферы высекает на ней
сферический треугольник (рис.2).

Стороны сферического треуголь-
ника — дуги больших кругов.
Поскольку касательные l и m к
сфере перпендикулярны радиусу
OA, то величины $A, $B и $C  углов
сферического треугольника равны
величинам соответствующих дву-
гранных углов трехгранного угла.

«Двуугольник» D
A
(рис.3) со-

ставляет от площади сферы та-
кую же часть, как угол 2 $A  от
угла 2π . Поэтому его площадь
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Теперь продолжим стороны AB,
BC и CA сферического треуголь-
ника до больших кругов (рис.4).
Очевидно, двуугольники D

A
, D

B

и D
C
 покрывают сферический тре-

угольник ABC и симметричный
ему треугольник ′ ′ ′A B C  в три
слоя, а остальную часть сферы —
в один слой. Поэтому
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В частности, сумма углов любо-
го сферического треугольника
больше 180°.

___________

В любой тетраэдр можно един-
ственным способом вписать сфе-
ру, причем имеет место формула
для объема тетраэдра ABCD:
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где r – радиус вписанной сферы.
Существуют также 4 вневписан-
ные сферы, каждая из которых
касается одной грани тетраэдра и
продолжений трех других граней,
при этом
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где r
a
 – радиус сферы, касающей-

ся грани BCD и продолжений трех
других граней. Существуют ли еще
сферы, которые касаются всех че-
тырех плоскостей граней тетраэд-
ра? Ответ зависит от площадей
этих граней. Если существует сфе-
ра с центром О и радиусом ρ ,
касающаяся «продолжений за реб-
ро» граней ABC и ABD и «продол-
жений за вершины» A и B граней
ACD и BCD (рис.5), то объем V
равен
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Необходимым условием для этого
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является неравенство
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.

Можно доказать, что это усло-
вие не только необходимое, но и
достаточное. В частности, если
сумма площадей никаких двух
граней тетраэдра не равна сумме
площадей двух других граней, то
существуют 1 + 4 + 3 = 8 сфер,
каждая из которых касается всех
четырех плоскостей граней тетра-
эдра. А для равногранного тетра-
эдра таких сфер всего 1 + 3 = 4.

___________

Как расположить на сфере n

точек, чтобы наименьшее из всех
расстояний между ними было как
можно больше? Эта задача не ре-
шена до сих пор. Оптимальные
расположения при n = 2, 3, ..., 9
показаны на рисунке 6, где лини-
ями соединены те точки, расстоя-
ния между которыми равны наи-
меньшему из растояний между
рассматриваемыми n точками.
При n > 9 решение известно для
n = 12 (вершины икосаэдра) и
n = 24 (вершины полуправильно-
го 38-гранника, ограниченного 32
равносторонними треугольниками
и 6 квадратами; в каждой верши-
не сходятся 4 треугольника и 1
квадрат).

Другая похожая задача — как
расположить на непроводящей
электричество сфере n одинако-
вых зарядов. Отталкиваясь, они
стараются  «разбежаться в раз-
ные стороны», чтобы минимизи-
ровать потенциальную энергию
системы. При n = 2, 3, 4, 6 и 12
ответы найдены: это, соответствен-
но, 2 противоположные точки сфе-
ры, 3 вершины вписанного в боль-

шой круг сферы равностороннего
треугольника, 4 вершины правиль-
ного тетраэдра, 6 вершин октаэд-
ра и 12 вершин икосаэдра. В об-
щем случае решение неизвестно.

___________

Рассмотрим куб размером
3 ×3 × 3. Отметим центры всех 12
единичных кубиков, которые вы-
ходят на поверхность куба двумя
своими гранями (т.е. не являют-

ся ни угловыми, ни центральны-
ми на гранях). Поскольку все
эти 12 точек удалены от центра
куба на расстояние 2 , то сферы
радиуса 1 2  с центрами в них
касаются центрального шара
(рис.7).

Можно ли расположить 13 оди-
наковых шаров, чтобы все они
касались одного шара того же ра-
диуса? Джеймс Грегори (1638–
1675) надеялся, что можно. Иса-
ак Ньютон (1643–1727) утверж-
дал, что нельзя. Точку в их споре
поставили в 1953 году К.Шютте и
Б.Л.Ван-дер-Варден. Прав оказал-
ся Ньютон.
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Возьмем все точки пространства
с целыми координатами и отме-
тим те из них, сумма координат
которых четна (рис.8). Рассмот-
рим шары радиуса 1 2  с центра-
ми в отмеченных точках. Доля
объема, которую занимают эти
шары, равна π 18 ≈  0,7405.
Иоганн Кеплер в 1611 году выд-
винул гипотезу, что это — наибо-
лее плотная возможная упаковка
шаров. Задача о плотной упаков-
ке шаров вошла (под номером 18)
и в список наиболее важных про-
блем математики XX века, состав-
ленный в 1900 году Давидом Гиль-
бертом. В 1998 году вышла серия
из шести статей Хайеса и Фергю-
сона, где при помощи весьма слож-
ных рассуждений задача сведена
к рассмотрению примерно 5000

конфигураций, которое было вы-
полнено на компьютере. Оконча-
тельную проверку эти вычисле-
ния и рассуждения еще не про-
шли, и можно ожидать всяких
сюрпризов.
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