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так, чтобы концы упирались в прово-
лочку (рис.2). При подаче на такую
вертушку как «плюса», так и «мину-
са» вращение происходило против ча-
совой стрелки. Но если концы колец
не упираются в проволочку, вертушка
при любом знаке вращается по часо-
вой стрелке.

Затем мы провели серию наблюде-
ний за поведением вертушки в ведре,
заполненном водой или компрессор-
ным маслом, при условии что вертуш-
ка и ведро подключались к разным
борнам преобразователя.

Оказалось, что в воде вертушка не
вращалась. Возможно, это связано с
тем, что относительная диэлектричес-
кая проницаемость воды равна 81 и
напряжение, равное 5000 В в воздухе,
превращается в воде в 60 В. Для про-
верки мы поставили вертушку в пустое
ведро и подали напряжение 44 В –
вертушка не вращалась.

сительная диэлектрическая
проницаемость масла всего 2,5. В мас-
ле вертушка вращалась, правда весьма
медленно, так как велико механичес-
кое сопротивление движению. Вблизи
концов вертушки возникало свечение,
образовывался канал пузырьков (мас-
ло кипело) и наблюдалось движение
масла от торцов концов вертушки.

И тут появилась идея. Похоже, что
механизм вращения вертушки тот же,
что и у прямоточного воздушного ре-
активного двигателя. В нем набегаю-
щий поток воздуха нагревается в каме-
ре сгорания, с большой скоростью
выбрасывается из сопла и создает ре-
активную силу. У вертушки роль «ка-
меры сгорания» играет электрический
ток, который «разогревает» нейтраль-
ные молекулы, в результате чего их
импульсы возле торцов концов вер-
тушки возрастают – и вертушка вра-
щается. Приток новых молекул обес-
печивает окружающая среда.

(Похожий механизм вращения – и у
крыльчатки радиометра, но там нагре-
вание воздуха происходит за счет из-
лучения, а разность скоростей движе-
ния молекул возникает за счет разли-
чия температур зачерненной и блестя-
щей сторон крыльчатки.)

Чтобы убедиться в правильности
нашего предположения, надо было
нагреть воздух возле торцов концов
вертушки, не подключая ее к преоб-
разователю, и посмотреть, будет ли
вертушка вращаться. Горящие свечи
не помогли. Тогда между электрода-
ми, расположенными в вертикальной
плоскости и подключенными к пре-

Рис. 2

образователю, создали искровой раз-
ряд и в его зону поместили конец
вертушки. Вращение началось, но ...
происходило оно исключительно за
счет электростатического взаимодей-
ствия, порожденного электростатичес-
кой индукцией.

При этом выяснилось, что если тор-
цы вертушки обработать напильни-
ком, чтобы они не имели заострений,
вертушка все равно вращается.

Пробовали подавать переменное на-
пряжение с выходной обмотки транс-
форматора преобразователя – вертуш-
ка вращалась. А как красиво выглядел
этот опыт при возникновении тлеюще-
го разряда!

Итак, пора делать выводы.
Во-первых, для вращения вертушки

не является необходимым ни заостре-
ние ее концов, ни подключение к ис-
точнику постоянного напряжения.

Во-вторых, весьма вероятно, что
вращение вертушки происходит за счет
нескомпенсированного импульса газо-
вых молекул, взаимодействующих с
вертушкой. Большой импульс имеют
молекулы газа, нагревающегося в зоне
канала электрического разряда, вбли-
зи торцов концов вертушки.

В-третьих, электрический ток в этих
опытах оказывается необходимым и
наиболее удобным средством нагрева-
ния среды.

Однако осталось сомнение: может
быть, при вращении вертушки имеет
место и ионный механизм, и тепло-
вой? Но в какой пропорции?..

Неравенство
Караматы
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В СТАТЬЕ О.ИЖБОЛДИНА И Л.КУР-
ляндчика (см. с.7) «Неравенство

Иенсена» рассказывается о неравен-
ствах, связанных с выпуклыми функ-
циями. Читателям, впервые сталкива-
ющимся с выпуклыми функциями,
необходимо с ней ознакомиться. А
здесь речь пойдет об одном замеча-
тельном приеме, который можно эф-

фективно применять при доказатель-
стве неравенств.

Формулировка неравенства
Караматы

Определение. Пусть даны два упоря-
доченных набора из n действительных
чисел

a a a an= 1 2, , ,Kb g , bb b b bn= 1 2, , ,Kb g ,

для которых a a
i i

≥
+1, b b

i i
≥

+1 при i =
= 1, 2, ..., n – 1. Мы будем говорить,
что набор а мажорирует набор b, и
писать а f b, если
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Теорема. Для любой выпуклой фун-
кции у = f(x), определенной на неко-
тором промежутке I, и любых двух
наборов чисел а = (a1 ,...,an), b =

= (b1 ,...,bn) из этого промежутка,
удовлетворяющих условию а f b,
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справедливо неравенство

f a f a f an1 2c h c h c h+ + + ≥K

 ≥ f b f b f bn1 2c h c h c h+ + +K . (2)

Это неравенство и называется нера-
венством Караматы 1.

Связь с другими неравенствами

Отметим, что неравенство Караматы
является обобщением неравенства Иен-
сена. Действительно, положив b1 =
= b2

 = ... = bn  = a , где a  – среднее
арифметическое чисел a1, …, an, по-
лучаем

f a f a f an1 2c h c h c h+ + + ≥K

≥ nf a a a nn1 2
+ + +Kc he j . (3)

Упражнение 1. Докажите, что для набо-
ров a an1, ,Kb g , a a, ,Kb g  выполняются усло-
вия (1).

А это значит, что из неравенства
Караматы следуют классические нера-
венства Коши, Коши—Буняковского,
Гёльдера, Минковского и т.д.

Правда, в статье О.Ижболдина и
Л.Курляндчика для доказательства
этих неравенств. применялось «весо-
вое» неравенство Иенсена

m f x m f x m f x
m m m

k k

k

1 1 2 2

1 2

b g b g b g+ + +

+ + +
≥

K

K

≥ f
m x m x m x

m m m
k k

k

1 1 2 2

1 2

+ + +

+ + +

F
HG

I
KJ

K

K

, mi > 0 ,
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а мы получили лишь его частный слу-
чай mi  = 1. Впрочем, это не так страш-
но, поскольку из (3) несложно полу-
чить (4). В случае mi ∈N  необходимо
в наборе a1, …, an первые m1 перемен-
ных взять равными x1

, следующие m2
равными x2 , и т.д. Далее необходимо
расширить множество, из которого
выбираются числа mi , до Q

+ , а потом
(если вы знакомы с теорией пределов)
и до R

+
. Кстати, аналогично можно

получить и «весовое» неравенство
Караматы (см. далее упражнение 5).

Упражнение 2. Докажите неравенство
(4) для произвольных действительных
чисел mi > 0 .

Применение в задачах

Задача 1.  Пусть x x1 2, ,K

... xn, ∈ [–π/6; π/6].  Докажите,

Решение. Перепишем неравенство в
виде

ln lna a a an n1
2

1
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2

2+ +e j

ln lna a a an2

2

3

2

1+ + + + +e j e jK .

Функция ln x  вогнута, поэтому оста-
лось проверить справедливость усло-

вий (1) для наборов (a a1
2

1+ ,...

...,a an n
2

+ ) и (a a1
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1+ ), что делается аналогично
задаче 1. Если упорядочить числа ai :
a a ak k kn1 2

≥ ≥ ≥K , то наборы упоря-
дочатся следующим образом:
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+ ≥ + ≥ ≥ +K ,
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И неравенства системы (1), очевид-
ным образом, следуют из a ak k1 2

> >...
akn

>K . Действительно,
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Отметим, что для решения этой за-
дачи можно было выбрать и другую

функцию, а именно f xb g  = ln 1 + exe j
на наборах а = x x xn1 2, , ,Kc h  и b =

= 2 2 21 2 2 3 1x x x x x xn− − −, , ,Kd i, где
xi  = lnai .

Задача 4 (Всесоюзная олимпиада,
1975 г.). Пусть а, b, c – положитель-
ные числа. Докажите, что

a b c abc3 3 3
3+ + + ≥

≥ a b a c b a b c c a c b2 2 2 2 2 2
+ + + + + .

Решение. В силу симметрии нера-
венства будем считать, что a b c≥ ≥ .
Подобно задаче 2, введем замену х =
= lna, у = lnb , z = ln c и перепишем
неравенство в виде

e e e ex y z x y z3 3 3
+ + + +

+ +

+ e ex y z x y z+ + + +
+ ≥

≥ e e ex y x z y x2 2 2+ + +
+ + +

+ e e ey z z x z y2 2 2+ + +
+ + .

Докажем, что набор (3x, 3y, 3z, x + y+
+ z, x + y + z, x + y + z) мажорирует
(2x +y, 2x + z, 2y + x, 2y + z, 2z + x,
2z + y), откуда и будет следовать
решение. Упорядочим оба набора.
Ясно, что 3 3x x y z z≥ + + ≥ . Предпо-
ложим, что x + y + z ≥  3y (случай
3y ≥  x + y + z рассматривается анало-

1 Йован Карамата (1902–1967) – юго-
славский математик, академик. Его ос-
новные труды относятся к теории рядов
Фурье; он внес также значительный вклад
в развитие математической статисти-
ки. Утверждение, аналогичное приведен-
ной теореме, было независимо доказано
Харди, Литлвудом, Пойа.

что

cos cos2 21 2 2 3x x x x− + − + +c h d i K

cos 2 1x xn+ − ≤c hK cos cosx xn1
+ +K .

Решение. Поскольку функция cos x
вогнута на отрезке [–π/2; π/2], то
достаточно проверить выполнение
условий (1) для наборов

2 2
1 2 1

x x x x
n

− −, ,Kd i  и x x xn1 2
, , ,Kc h .

Упорядочив их, получим наборы

a: 2
1 1 1x xm m− ≥

+

≥  2 2
2 2 1 1x x x xm m m mn n

− ≥ ≥ −
+ +

K   (5)

(при этом считаем, что x xn+
=1 1) и

b: x x xk k kn1 2
≥ ≥ ≥K .         (6)

Заметим, что

2 2
1 1 1 1 1 11x x x x xm m k k k− ≥ − ≥

+ +
,

2 2
1 1 2 21 1x x x xm m m m− + − ≥

+ +e j e j

≥ 2 2
1 1 2 21 1x x x xk k k k− + − ≥

+ +e j e j

≥ x xk k1 2
+ .

Аналогично, сумма первых l слагае-
мых набора a не меньше суммы  лю-
бых l слагаемых этого же набора.
В частности, она не меньше, чем

( ) ( )1 12 ... 2
i i ik k kx x x

+ +- + + , а эта
сумма не меньше, чем x xk k1 2

+ + ...
...+ xkl

 (убедитесь в этом). Итак,
а f b.

Задача 2. Пусть a a an1 2
, , ,K  – поло-

жительные числа. Докажите, что
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Решение.  Выполним замену
x ai i= ln  и перепишем неравенство в
виде

e e ex x x x x xn3 3 31 2 2 3 1− − −

+ + + ≥K

≥  e e e
x x xn2 2 21 2

+ + +K .

Далее решение аналогично рассужде-
ниям предыдущей задачи при

f xb g  = ex,

а = 3 3 31 2 2 3 1x x x x x xn− − −, , ,Kd i ,

b = 2 2 21 2x x xn, , ,Kc h.
Задача 3 (Турнир городов, 1994 г.).

Пусть a a an1 2
, , ,K  – положительные

числа. Докажите, что
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гично). Тогда, очевидно, выполняют-
ся следующие неравенства:

3x x y z≥ + + ≥ y z≥3 3 ,

2 2 2x y x z y x+ ≥ + ≥ + ≥

≥  2 2 2z x y z z y+ ≥ + ≥ + ,

откуда следует справедливость усло-
вий (1).

Доказательство неравенства

Караматы

Предварительно докажем следующие
леммы.

Лемма 1 (про четыре точки). Если f
– выпуклая функция и x1  + x2 = y1  +

+ y2 (y x x y1 1 2 2≥ ≥ ≥ ), то f y1c h +

+ f y2c h ≥  f x1c h + f x2c h.
Утверждение леммы фактически

очевидно (хотя строгое аналитическое
доказательство требует некоторой воз-
ни). Действительно, отрезок АВ нахо-
дится выше CD, а следовательно, и
середина отрезка АВ – точка Е –

находится выше точки F – середины
CD, что и является утверждением лем-
мы, поскольку

EG f y f y= +1 2 2c h c he j ,

 FG f x f x= +1 2 2c h c he j .

Определение. Раздвиганием набо-
ра (x1 ,...,xn

)  будем называть одно-
временное увеличение x

i  и уменьше-
ние x

j  с сохранением их суммы
(x x

i j
≥ ).

Лемма 1 утверждает, что при раз-
двигании набора величина f x1b g  +
+ f x2b g  + ... + f x

nc h  не убывает. Этот
факт сам по себе представляет полез-
ный инструмент доказательства нера-
венств (см., например задачу М1272).2

Будем считать исходный набор упо-
рядоченным. Покажем, что всякий
полученный из него раздвиганием и
упорядочиванием набор мажорирует
исходный. Если при раздвигании по-
рядок не нарушается, утверждение

очевидно. Рассмотрим пример, когда
порядок нарушается.

Пусть есть упорядоченный набор (8,
6, 5, 4). Раздвигание чисел 5 и 4
переводит его в неупорядоченный на-
бор (8, 6, 9, 0). Последующее упоря-
дочивание дает набор (9, 8, 6, 0),
который мажорирует исходный. Од-
нако эту процедуру можно заменить
цепочкой раздвиганий, сохраняющих
порядок:

8 6 5 4 8 6 6 3, , , , , ,b g b g⇒ ⇒

8 8 6 1 9 8 6 0, , , , , ,b g b g⇒ .

На первом этапе раздвигались послед-
ние два числа, на втором – второе и
четвертое, на третьем – первое и чет-
вертое. С другой стороны, на каждом
этапе упорядоченность не менялась и
поэтому

 (9,8,6,0) f(8,8,6,1)f(8,6,6,3)f(8,6,5,4).

Оказывается, что и в общем случае
всякое раздвигание с последующим
упорядочиванием можно заменить це-
почкой раздвиганий, сохраняющих
порядок (это можно доказать по ин-
дукции).

Лемма 2 (Карамата, Харди, Литл-
вуд, Пойа). От набора b = (b1,...,bn

)
с помощью последовательных раздви-
ганий можно перейти к набору а =
= (a1,...,an) тогда и только тогда,
когда а f b.

Доказательство. Необходимость
условия а f b очевидна. Действитель-
но, переходя от b = (b1,...,bn

) к а =
= (a1,...,an), после каждого раздвига-
ния получаем набор, мажорирующий
предыдущий, а значит, и исходный
набор b = (b1,...,bn

).
Достаточность. Докажем, что если

а f b, то от набора b = (b1,...,bn )
можно перейти к а = (a1,...,an). Дока-
зательство проведем индукцией по
числу переменных набора.

1. n = 1. Утверждение очевидно.
2. Пусть для любого k, 1 1≤ ≤ −k n ,

доказано, что при выполнении усло-
вия (a1,...,ak

) f  (b1,...,bk
) от набора

(b1,...,bk
) можно с помощью раздви-

ганий перейти к (a1,...,ak
) . Докажем

это утверждение для k = n. В наборе
(b1,...,bn ) будем непрерывно раздви-
гать b1, bn

 (b1 – максимальное число
набора, b

n
 – минимальное). Тогда

правые части всех неравенств системы
(1) будут расти, а значит, в некоторый
момент какое-то неравенство превра-
тится в равенство

a a a b b bl l1 2 1 2+ + + = + + +K K

& ,

где b1
& – новое положение переменной

b1.

Учитывая это равенство, сделаем в
системе (1) очевидные сокращения:
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По предположению индукции от набо-
ра b’ = (b1

&,...,b
l
) можно перейти к

a’ = (a1,...,al
) и от b" = (b

l+1 ,bl+2,...,bn
&)

к a" = (a
l+1,...,an

) (поскольку а’ f b’ и

а" f b"), при этом весь набор (b1,...,bn )

перейдет в (a1,...,an). Лемма дока-
зана.

Теперь неравенство Караматы оче-
видно. С помощью раздвиганий от
набора (b1,...,bn

) перейдем к (a1,...,an
)

(лемма 2), при этом на каждом раз-
двигании сумма f x1c h + f x2c h + ...
...+ f x

nc h  возрастает (лемма 1).

Упражнения

3 (из задач Соросовских олимпиад).
Докажите неравенство

xy

z

xz

y

zy

x2 2 2
+ + ≥

xy

z

xz

y

zy

x2 2 2
+ + ,

где x,y,z > 0 .
4 (М506). Пусть a, b, c, d – положитель-

ные числа. Докажите, что

a b c d abcd
4 4 4 4

2+ + + + ≥

≥  a b a c a d b c b d c d
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

+ + + + + .

5. Докажите «весовое» неравенство Ка-
раматы

m f x m f x m f x
k k1 1 2 2d i d i d i+ + + ≥K

≥  m f y m f y m f y
k k1 1 2 2d i d i d i+ + +K

для упорядоченных наборов (x
1 ,x2,...,xn )

и (y
1 ,y2,...,yn ), удовлетворяющих соот-

ношениям

m x m y

m x m x m y m y

m x m x m x

m y m y m y

m x m x m x

m y m y m y

n n

n n

n n

n n

1 1 1 1

1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 2 2 1 1

1 1 2 2 1 1

1 1 2 2

1 1 2 2

≥

+ ≥ +

+ + + ≥

≥ + + +

+ + + =

= + + +

R

S

|
|
|
|

T

|
|
|
|

− −

− −

,

,

,

K

K

K

K

K

при m
i

∈
+

R .
2 В олимпиадном сленге этот прием, за

его прямолинейность и универсальность,
называют «дубиной».
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