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Второе решение (высота и биссек-
триса). Мы рассмотрим два случая.

1) b c≤
−5 1

2
.

Пусть СН – высота, опущенная из
вершины С. Мы сложим кусок бумаги

вдоль СН (рис.4). Нам достаточно до-
казать, что
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Пусть AD – биссектриса угла А
(рис.5). Мы сложим треугольник АВС

вдоль AD и, так как точка ′C  лежит на
стороне АВ, нам достаточно рассмот-
реть треугольник ABD. Имеем
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Естественно возникает вопрос: а ка-
кова наилучшая оценка в этой задаче?
Оказывается, она равна 2 – 2 .

Следующая задача интересна тем,
что в ней будут переплетены алгебра и
геометрия.

Задача 6 (сумма корней). Докажи-
те, что для положительных чисел а, b,
с справедливо неравенство

a ab b b bc c
2 2 2 2

+ + + + + +

+ c ca a ab bc ca
2 2

3+ + ≥ + + .

Первое решение (сумма трех нера-
венств). Во-первых,

a ab b a b
2 2 3

2
+ + ≥ +b g .

Действительно, возводя неравенство в
квадрат и перенося все в левую часть,
получаем

a b− ≥b g2 0 .

Аналогично,

b bc c b c
2 2 3

2
+ + ≥ +b g

и

c ca a c a
2 2 3

2
+ + ≥ +b g .

Складывая эти три неравенства, по-
лучаем

a ab b b bc c
2 2 2 2

+ + + + + +

+ c ca a a b c
2 2

3+ + ≥ + +b g .

Остается доказать, что

3 3a b c ab bc ca+ + ≥ + +b g .

Возведя обе части неравенства в квад-
рат, сократив на 3 и умножив обе части
на 2, а затем перенеся все в левую
сторону, получаем

a b b c c a− + − + − ≥b g b g b g2 2 2
0.

Второе решение (среднее арифме-
тическое и среднее геометрическое).
Мы докажем, что

a ab b ab bc ca
2 2 3

+ + ≥ + +∏ e j b g .(1)

Из этого неравенства, в силу неравен-
ства между средним арифметическим и
средним геометрическим, получим
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.

И сумма и произведение являются цик-
лическими относительно а, b, с. Рас-
крывая скобки в неравенстве (1), полу-
чаем

a bc a b
4 4 2

+ +∑∑ 2
3 2

a b c∑ +

+ a b a b c
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a bc a b
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3 2 2 2 2
3∑ + .

Используя неравенство о среднем
арифметическом и среднем геометри-
ческом еще раз, имеем

a bc
4∑ ≥ 3 3

6 6 6 2 2 2
a b c a b c∑ = .

Тем самым, остается доказать, что

a b a b c
4 2 3 2∑ ∑≥ .
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Примечание для знатоков. Неравенство

(1) можно доказать короче, используя нера-

венство Гëльдера.
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Третье решение (площадь треуголь-
ника). Докажем более общее неравен-
ство.

Если α , β , γ  > 0 и α  + β  + γ  = 2π ,
то

a ab b
2 2

2− + ≥∑ cos γ

≥ 6 3 ab sin γ∑ . (2)

Пусть Р – точка на плоскости. Рас-
смотрим треугольник АВС, вершины
которого находятся на расстояниях a,
b, c от точки Р, с углами α , β , γ
между отрезками РА, РВ, РС – так, как
это показано на рисунке 6.
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